U

UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS

FELIPE ANDRADE VELOZO

ESTUDOAPROBABILI'STICQ DE SISTEMAS
QUANTICOS: RELACOES ENTRE
DESIGUALDADES TIPO BELL

LAVRAS - MG
2016



FELIPE ANDRADE VELOZO

ESTUDO PROBABILISTICO DE SISTEMAS QUANTICOS: RELACOES
ENTRE DESIGUALDADES TIPO BELL

Tese apresentada a Universidade
Federal de Lavras, como parte das
exigéncias do Programa de Pds-
Graduacao em Estatistica e
Experimentacdo Agropecuaria, area de
concentracdo  em  Estatistica e
Experimentacdo Agropecuéria, para a
obtencdo do titulo de Doutor.

Orientador

Dr. Marcelo Silva de Oliveira

Coorientador
Dr. José Alberto Casto Nogales Vera

LAVRAS - MG
2015



Ficha catalografica elaborada pelo Sistema de Geragéo de Ficha Catalogréafica da Biblioteca
Universitaria da UFLA, com dados informados pelo(a) préprio(a) autor(a).

Velozo, Felipe Andrade.
Estudo probabilistico de sistemas quanticos: relagbes entre

desigualdades tipo Bell / Felipe Andrade Velozo. — Lavras : UFLA,
2016.

169 p. :il.

Tese (doutorado) — Universidade Federal de Lavras, 2015.
Orientador: Marcelo Silva de Oliveira.
Bibliografia.

1. Axiomas de Kolmogorov. 2. Desigualdades de Bell. 3.
Sistemas quanticos. I. Universidade Federal de Lavras. Il. Titulo.




FELIPE ANDRADE VELOZO

ESTUDO PROBABILISTICO DE SISTEMAS QUANTICOS: RELACOES
ENTRE DESIGUALDADES TIPO BELL

APROVADA em 3 de agosto de 2015.
Dr. José Alberto Casto Nogales Vera
Dr. Devanil Jaques de Souza

Dr. Lucas Monteiro Chaves

Dr. Francesco Toppan

Dra. Zhanna Gennadyevna Kuznetsova

Dr. Moisés Porfirio Rojas Leyva

Tese apresentada a Universidade
Federal de Lavras, como parte das
exigéncias do Programa de Pds-
Graduacao em Estatistica e
Experimentacdo Agropecuaria, area de
concentracdo  em  Estatistica e
Experimentacdo Agropecuéria, para a
obtencdo do titulo de Doutor.

UFLA
UFLA
UFLA
CBPF
UFABC
UFLA

Dr. Marcelo Silva de Oliveira
Orientador

LAVRAS - MG
2015



RESUMO

Em 1964, John S. Bell (em resposta ao paradoxo de Einstein, Podolsky e
Rosen) publica um artigo em que desenvolve uma desigualdade envolvendo
correlacdo estatistica, partindo da suposi¢do de que a Mecénica Quantica seria
uma teoria estatistica. Entdo, dever-se-ia possuir uma variavel aleatéria
envolvida com as observacfes em que, se houvesse a possibilidade de conhecer
seu valor, o resultado do experimento seria completamente previsivel. Assim, a
falta de previsibilidade do experimento seria devida a ignorancia sobre o valor
que tal variavel assume na realizacdo do experimento. Porém, ao usar a formula
obtida pelo calculo de probabilidades no experimento de Mecanica Quantica,
encontra um conjunto de valores em que a desigualdade é violada, e logo
concluiu que os axiomas de probabilidade de Kolmogorov ndo sdo suficientes
para descrever fenbmenos quanticos. Em 1969 J. F. Clauser, M. A. Horne, A.
Shimony e R. A. Holt adaptam a desigualdade de Bell para um experimento
viavel. Nesta tese, comparam-se as regides de violagdo das desigualdades de
Wigner e de Bell e, verifica-se que sdo iguais e que equivalem a violacdo de um
dos axiomas de Kolmogorov. Também se verifica que é possivel criar fungbes
de probabilidade para experimentos quanticos coerentes com as desigualdades
de Bell e de Clauser-Horne-Shimony-Holt, mas a custa de probabilidades
negativas. A tese visa tratar algumas incompatibilidades da Teoria Quéantica com
a Teoria de Probabilidade encontradas na literatura, analisando estatisticamente
as formulas encontradas.

Palavras-chave: Axiomas de Kolmogorov. Desigualdades de Bell. Sistemas
quanticos.



ABSTRACT

In 1964, John S. Bell publishes an article in response to the Einstein,
Podolsky and Rosen paradox, in which he develops an inequality involving
statistical correlation, basing on the supposition that Quantum Mechanics is a
statistical theory. There should, therefore, exist a random variable related to the
observations, in which, if there was the possibility of knowing its value, the
result of the experiment would be completely predictable. Thus, the lack of
predictability of the experiment would be due to the ignorance regarding the
value that such variable assumes during the experiment. However, when using
the formula obtained by calculating the probabilities of the Quantum Mechanic
experiment, we find a set of values in which the inequality is violated. Thus, we
concluded that the Kolmogorov probability axioms are not enough to describe
guantum phenomena. In 1969, J. F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony and R.
A. Holt adapted Bell’s inequality for a viable experiment. In this dissertation, we
compared the violation regions of the Wigner and Bell inequalities, verifying
that they are equal and equivalent to the violation of one of the Kolmogorov
axioms. We also verified that it is possible to create probability functions for
guantum experiments that represent the Bell and Clauser-Horne-Shimony-Holt
inequalities if compatible for changing a Kolmogorov axiom. The dissertation
aims at regarding a few incompatibilities of the Quantum Theory with the
Probability Theory found in literature, statistically analyzing the formulas
obtained.

Keywords: Kolmogorov’s Axioms. Bell’s inequalities. Quantum systems.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

LISTA DE FIGURAS

Fonte de elétrons (amarelo) no centro com dois aparatos
(vermelho e azul) que geram campo magnético em que 0s

elétrons irdo se desviar em uma das trajetorias (linhas) e

colidir com um detector (plano CiNza) ..........ccccevveviieeiieniieniens

Dois aparatos de Stern-Gerlach: um orientado na vertical

(esquerda) e o outro na horizontal (direita)..........ccceveveerveennnnn.

Apos o elétron passar pelo primeiro aparato (esq.), se desvia
para uma das trajetorias (linhas). Ao se desviar para cima,
passa pelo segundo aparato (alinhado com o primeiro) e se

desvia para cima (como antes). Caso analogo ocorre quando

se desvia Para DaiX0..........cccvveeiiiiiiiie e

Sequéncia de aparatos: ao passar pelo primeiro, se desvia para
um dos dois caminhos que levardo a dois aparatos, cada um
produzindo um desvio para um dos dois caminhos novos
(totalizando até agora quatro) que passardo por mais guatro
aparatos, cada um produzindo um desvio para um dos dois

caminhos, totalizando assim oito caminhos possiveis para 0

BIEETON . e

Analogia para entender a passagem do féton (andlogo a

corda) por um polarizador (andlogo aos cercados), como a

polarizacéo (vibracdo do campo elétrico) responde ....................

Figura extraida de Aspect, Dalibard e Roger (1982) do
experimento em que: S é a fonte de fotons, CI e CII sdo
instrumentos que servem para desviar os fétons ou ndo
(tornando possivel 2 percursos diferentes), em cada percurso

havera um polarizador com um determinado sentido da



Figura 7

polarizagdo, para o foton 1 (v1) ha os polarizadores Ia e I'a’
(cujas orientacBes sdao 01 e 62), para o féton2 (v2) ha os
polarizadores IIb e II'b' (cujas orientacdes sdo 63 e 64),
PM1 e PM2 sdo os detectores (fotomultiplicadores)..................... 84
Figura extraida de Aspect, Dalibard e Roger (1982).................... 128



Gréfico 1

Gréfico 2

Grafico 3

Grafico 4

LISTA DE GRAFICOS

Gréaficos dos valores assumidos pelo primeiro termo da
desigualdade de Wigner para os diferentes parametros 62 e
03, sendo A1 = 0. Sendo que: em (i) e em (iii) estdo os
graficos para a correlacdo negativa (t1z1,z2,z3, 0,602,603
com z1,z2,z3 =-1,—-1,—-1,) e em (ii), e (iv), estdo os
graficos para a correlagdo positiva (t2z1, z2, 23,0, 62,63 com
z1,z2,z3 = —1,—1,—1,). Em (i) e (ii), tem-se as superficies

e em (iii) e (iv) tem-se as curvas de niveis. Valores abaixo de

0 séo violagOes da desigualdade.............ccccovvvriieiiiiiiniieienn

Gréficos de curvas de niveis dos valores assumidos pelo
primeiro termo da desigualdade de Wigner, para os diferentes
parametros 62 e 83, sendo 61 = 0, com correlacdo negativa
(t1z1, 22,23, 0,602,603 para todas as combinagdes de valores

de z1,z2,z3). Valores abaixo de 0 sdo violacbes da

desigualdade...........c.ccoovieiiiiiiie e

Graficos de curvas de niveis dos valores assumidos pelo
primeiro termo da desigualdade de Wigner, para os diferentes
parametros 62 e 83, sendo 81 = 0, com correla¢do positiva
(t221, z2,z3,0,62,03 para todas as combinagdes de valores

de z1,z2,z3). Valores abaixo de 0 sdo violagbes da

desigualdade...........c.ccooviiiiiiiiic e

Graficos (de superficie e de curvas de nivel) dos valores
assumidos por 110,602,603, para particulas negativamente

correlacionadas. Valores abaixo de O representam violagGes

da desigualdade...........ccccooveiiiiiiiiic



Gréfico 5

Grafico 6

Gréfico 7

Grafico 8

Grafico 9

Grafico 10

Grafico 11

Grafico 12

Gréfico 13

Gréficos (de superficie e de curvas de nivel) dos valores
assumidos por 120,602,603, para particulas positivamente
correlacionadas. Valores abaixo de O representam violagdes
da desigualdade ...........cooieiiiiiiiie 82
Regides de violacdo da desigualdade, com pardmetro 61 = 0,
e demais parametros (62, 83 e 84) variando, portanto trata-se
de um gréafico no espaco tridimensional, em que a cada
02,03,04 é associado um valor (valor correspondente ao
primeiro termo da desigualdade apresentada logo acima do
GFAICO) v 86
Grafico dos valores assumidos pelo primeiro membro da
desigualdade de Bell, usando as probabilidades condicionais,
assumindo p1l = P2 = 13 . 122
Grafico das superficies de nivel dos valores assumidos pelo

primeiro membro da desigualdade de Clauser-Horne-

Shimony-HOIt.........ccooii e 133
Regido de integracdo da integral dupla da fun¢do cosf2 +
01 - cosf2 — 01, com@j = 0,2 —0j,1e6j,1 =0 ................. 138

Regido de integragdo da integral dupla da funcdo senf2 +
01 -senf2 — 01, com0j = 6j,2 —60j,1e 6,1 =0................. 139
Regido de integracdo das novas variaveis, em que 0
integrando € OS2 - 82 - COS2 * U2 ..ccvuveevieeiiie e, 140
Regido de integracdo das novas variaveis, em que O
integrando € sen2 - §2 - SEN2 * U2 ..cceeevveeiiiee e 141
Graficos das faixas (a uma distancia de m, uma da outra)
referentes ao intervalo de integracdo com relacdo a variavel

u2, dependendo do valor atribuido a variavel 62........................ 152



Gréafico 14 Transformacdo da regido de integracdo de um losango para
um retangulo, através do uso das propriedades de simetria e
periodicidade das varidveis e do integrando ............c.ccocceeuennenne.



11
1.2
1.3

21

2.2
221
2.2.2
2.2.3
224
2.2.5
2.2.6
2.2.7
2271
2.2.7.2
2.3
23.1

2311
2.3.1.2
2.3.1.3
23.14
2.3.15
2.3.1.6
2.4
24.1
24.2
243
24.4
245
24.6

4.1
4.2
4.3
4.4
441

SUMARIO

INTRODUGAO ..ottt eeeeees st en s, 13
Caracterizagdo do problema de pesquisa ...........cccccevveriveeneenne. 16
ODjetivos da PESQUISA.........ueiviiiieriieiiieii e 17
ODJEtIVOS A TESE.....cvviiieieiie ittt 19
REFERENCIAL TEORICO......coiiioieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 20
NN [0] 7 Tor: o PSP P PP PR PRPPRRPPTO 21
Probabilidade ..o 33
G-AIGEOTA ... 33
Probabilidade axiomatica.............ccccocvevieiie i 34
Probabilidade condicional................ccocoeviiiiiii i, 36
Teorema da probabilidade total...............cccoooeveiieiiie e, 39
Variaveis aleatOrias ..........cccvevveiieiiieecie e 41
Funcéo de distribuicdo acumulada..............ccceeveveiiieeiiieeciee, 41
Técnica da transformacéo de variaveis aleatérias...................... 42
Transformagao integral..........cccocveiiiiiiiiieiee e 43
Transformacéo de variaveis aleatdrias continuas ...................... 44
Sistemas quanticos correlacionados............ccccccveevieeiiiec e, 47
O experimento com spin dos elétrons e o0 experimento com

polarizacao dos fOtONS ........c.ccovvveiiiie e 48
As configuracdes do experimento com elétrons...........c..cccuee..ee. 51
As configuracdes do experimento com fotons............cccceeeeveennee. 54
ESpaco amostral ..........ccccooveiiiii i 56
Variaveis aleatorias .........ocoveiieiieeiiieiie e 57
Probabilidade conjunta..........cccccoceeviiiiiiic i 58
Probabilidade marginal...............ccccoooviiiiii i, 60
Teoria das variaveis ocultas na Mecanica Quantica................... 61
Desigualdade de WIQNET.........ccccocvveiiiiiiiiee e 61
Desigualdade de Bell..........cccoooviiiiiiiiiiii e 64
Desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt ........................ 67
Aplicacdo da desigualdade de WIgner ..........cccevieiieineenineninnns 71
Aplicacdo da desigualdade de Bell ............ccocevvveiiiiieniieiiein, 78
Aplicacdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt.... 83
METODOLOGIA ...ttt 88
RESULTADOS E DISCUSSAOQ ......ccoovveevieeesreessierersennen, 89
Valor @SPEIradi........cocviiiiiiie e 89
Desigualdade de WIgNET.........c.ccocvieiiiiiiiiee e 94
O sistema linear de equacgdes envolvendo as probabilidades ..... 96
Desigualdade bAsica ..........cccccoviiiiiiiiccc 99

Uso da desigualdade basica..........c.cccceveeviiieeiiie i 102



4.4.2
4421

4422
4423
443

4431

4432

4433
4434

4.4.4

4441
4442
4443
4444
4.4.4.5
4446

4447
4448

4449

Desigualdade de Bell............coooieiiiiiiiie e
Relagdo entre a desigualdade de Bell e a desigualdade de

WVIGNEE et
Modelagem via probabilidade condicional .............c...cccceeevveene.
Concluséo acerca da violagio da desigualdade de Bell .............
Desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt ........................
Relagdo entre a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-

Holt e a desigualdade de Bell ...
Relagcdo entre a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-

Holt e a desigualdade de WIgner............coccvevieiieiiieiieic e
Modelagem via probabilidade condicional .............c...ccccccouvee.ne
Conclusdo acerca da violagdo da desigualdade de Clauser-

Horne-Shimony-Holt...........cccooiiiiii
Desigualdade de Leggett..........ccooviviiiiiiiiiieiie e
Aplicacdo na Fisica: FOtons Polarizados............ccccooeviiiiennnnnnns
Transformagao de VariQveis..........cocevviieieiienieie e
Regites de INtEGraGa0 ........c.cuvvvieriieiieriieee e
Valor esperado condicional ..............ccccoevveiiie e,
Periodicidade do integrando .............cccccceveeviieeiiie e
Distribuicdo de probabilidade dos angulos das orientagdes

A0S APANALOS.....ecviieiiiee et
Valor esperado condicional nas novas variaveis........................
Eliminando a necessidade de se conhecer a distribuicdo de

probabilidade das diferencas das orientacdes das

propriedades das particulas (orientacdes das polarizac6es

A0S FOLONS) ...
ConclusBes acerca da demonstracdo da desigualdade de

L BgOEtt .
CONCLUSAO .....ooiriieieieese s
REFERENCIAS ..ot



13

1 INTRODUCAO

A Mecanica Quantica é considerada a area da Fisica Moderna mais
importante, pois subsidia toda a Quimica Moderna e as aplicacdes da Eletronica
e da Fisica Nuclear. Porém, sua natureza é probabilistica (ou estatistica), e, por
causa disto, faz com que a Estatistica esteja ligada as explicacfes fundamentais
da estrutura da matéria e da energia. Esclarecer esta inter-relacdo é de
fundamental importancia para as duas ciéncias, e é este esclarecimento que
abordamos nesta tese.

A Mecéanica Quantica (ou Fisica Quantica, ou, ainda, Teoria Quantica) é
0 ramo da Fisica que estuda os fendmenos a niveis microscopicos, atbmicos e
nucleares. A palavra mecanica é designada para o estudo dos efeitos de forgas
sobre 0 movimento de corpos.

O estudo a esses niveis tomou bases rigorosamente cientificas no
periodo compreendido pelo final do século XIX e inicio do século XX, e levou
0s cientistas a impasses em relacdo a teorias bem estabelecidas na época. Os
modelos daquela época eram baseados na Mecanica Classica e na Teoria
Eletromagnética. Niels Bohr (ENCICLOPEDIA..., 1993), na criacdo de seu
modelo, necessitou de postulados que estivessem de acordo com a Mecanica
Cléassica, mas por outro lado, iam de encontro a Teoria Eletromagnética. Embora
tal modelo fosse insatisfatorio em varios aspectos, impulsionou os estudos
acrescentando a nocdo de quantizacdo dada por Max Planck na andlise da
radiacdo do corpo negro.

Louis de Broglie (ENCICLOPEDIA..., 1993) postulou a existéncia da
dualidade de comportamento de particula e de onda para 0 movimento dos
elétrons no atomo, levado pela explicagdo de Albert Einstein sobre o efeito
fotoelétrico, na qual a luz em certas circunstancias possui caracteristicas de

onda, e em outras possui caracteristicas de particula. Este postulado mostrou que
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a Mecénica Classica ndo era apta para descrever o movimento dos elétrons
atomicos.

Erwin Schrédinger (ENCICLOPEDIA..., 1993) formulou uma equacao
de movimento de acordo com a hip6tese de comportamento ondulatério dos
elétrons, surgindo assim, em 1926, a Mecanica Ondulatéria, onde suas equacgdes
nos niveis macroscoépicos levam as equagdes da Mecanica Classica (principio da
correspondéncia), estabelecendo, assim, uma espécie de coeréncia (ou
consisténcia) entre as duas mecanicas.

Werner Heisenberg (ENCICLOPEDIA..., 1993), na mesma época,
descreveu as transi¢des atdmicas de forma mais eficiente que a descricdo dada
pelo modelo de Bohr (que empregava quantidades ndo acessiveis a
experimentacdo) empregando quantidades acessiveis por meio de um algoritmo
que logo foi reconhecido como matrizes, surgindo assim a Mecénica das
Matrizes, que mais tarde mostrou-se equivalente a Mecéanica Ondulatéria.

Enquanto ndo se introduz conceitos e resultados da Teoria da
Relatividade na Mecanica Quantica, esta se denomina Mecéanica Quantica Néo-
Relativistica. A juncdo da Mecanica Quantica com a Teoria da Relatividade
Especial denomina-se Mecénica Quéantica Relativistica. A juncdo com a Teoria
da Relatividade Geral ainda resiste a ser feita, constituindo hoje em um dos
maiores problemas ndo resolvidos da Fisica. Esta tese abordara apenas a
Mecanica Quantica Nao Relativistica.

Em 1935, A. Einstein, juntamente com B. Podolsky e N. Rosen
publicam um artigo sobre Mecanica Quantica, cujo titulo traduzido é: “Pode a
descricdo da Mecénica Quantica sobre a realidade fisica ser considera
completa?”. Argumentando a possibilidade de haver “variaveis escondidas”
(varidveis aleatdrias) que, se seus valores fossem conhecidos, um experimento

da Mecénica Quantica deixaria de ser aleatério e passaria a ser deterministico,
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ou seja, a aleatoriedade do experimento quantico vem da falta de informacao de
tais variaveis.

Em 1964, John S. Bell (em resposta ao paradoxo de Einstein, Podolsky e
Rosen) publica um artigo em que desenvolve uma desigualdade envolvendo
correlagdo estatistica e, a partir da suposicdo de que a Mecanica Quantica seria
uma teoria estatistica, dever-se-ia possuir uma variavel aleatéria envolvida com
as observacOes. Assim, uma variavel em que, se houvesse a possibilidade de
conhecer seu valor, o resultado do experimento seria completamente previsivel.
Portanto, a falta de previsibilidade do experimento seria devida a ignorancia
sobre o valor que tal variavel assume na realizacdo do experimento. Porém, John
S. Bell ao usar a férmula obtida pelo calculo de probabilidades no experimento
de Mecénica Quantica, encontra um conjunto de valores em que a desigualdade
é violada, e logo conclui que os axiomas de probabilidade de Kolmogorov nédo
sdo suficientes para descrever fendmenos quanticos.

Em 1969 J. F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony e R. A. Holt adaptam
a desigualdade de Bell para um experimento viavel. Aspect, Dalibard e Roger
(1982) realizaram um experimento para observar a violacdo da desigualdade de
Clauser-Horne-Shimony-Holt na pratica. Apos realizar o experimento, usaram
os dados na desigualdade e concluiram que a desigualdade, obtida por meio de
argumentos probabilisticos, era violada. Confirma-se, portanto, as conclusdes
obtidas por John S. Bell de que ndo era possivel uma teoria de variaveis ocultas
nas condi¢Bes propostas por Einstein, Podolsky e Rosen.

Além de introduzir o conceito de quantizacdo, todos esses estudos
levaram finalmente a uma declaracdo de aleatoriedade fundamental nos sistemas
fisicos, formalizada através do postulado de Max Born (GRIFFITHS, 1995), o
qual declara que a quantidade fundamental da Mecanica Quéntica, denominada
funcdo de onda, deve ser interpretada como associada a uma probabilidade de

ocorréncia de resultados observados. Este postulado, longe de ser apenas um
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detalhe, introduziu definitivamente conceitos probabilisticos e estatisticos dentro

da Mecénica Quantica, e, em certo sentido, de um modo muito mais profundo e

intrinseco, do que tais conceitos existentes na Mecanica Estatistica por exemplo.

Em funcdo disso, hd na literatura duas tendéncias para tratar os conceitos

probabilisticos:

a)

b)

a criacdo do “calculo quantico de probabilidade”, que altera os
postulados de Kolmogorov para adequar-se aos estranhos fendmenos
quanticos;

a manutencdo do célculo classico de probabilidades, tomando-se
cuidado em uma exata e adequada definicdo de espacos amostrais e

o-algebras, e esta é a tendéncia que sera adotada neste projeto.

1.1 Caracterizacdo do problema de pesquisa

Na literatura de Mecanica Quantica, encontra-se uma discussdo sobre a

natureza aleatoria encontrada em fendmenos observados no mundo quéantico.

Nessa discussdo, hd quem defenda que:

a)

b)

A aleatoriedade na mecanica quéantica, encontradas nos modelos
matematicos, sdo frutos de certo desconhecimento atual da
comunidade cientifica (seja devido ao atual estagio da tecnologia
presente, seja devido ao atual estagio do intelecto humano), portanto,
possui a mesma justificativa presente no uso do Célculo de
Probabilidades;

A aleatoriedade é uma propriedade inerente & matéria, escapando,
portanto, dos dominios do Calculo de Probabilidade, constituindo

assim uma aleatoriedade da qual o Calculo de Probabilidades



17

cléssico ndo contempla, sendo necessario entdo amplia-lo, surgindo
a Probabilidade Quantica, que contempla os casos atendidos pelo
Célculo de Probabilidades cléassico e os casos apresentados pela
Mecénica Quantica.

O grupo que defende a necessidade de uma Probabilidade Quantica se
apoia nas violagcGes (tedricas em alguns casos, experimentais em outros casos)
de desigualdades (de Bell, de Wigner, de Clauser-Horne-Shimony-Holt e de
Leggett, entre outras) que teriam sido desenvolvidas sobre condicGes presentes
no Calculo de Probabilidades classico, concluindo-se, portanto, que as violacdes
decorrem da insuficiéncia do Calculo de Probabilidades classico em tratar o
mundo quéntico.

Ha tentativas de se descartar uma ou outra violagdo, porém tem
encontrado diversas barreiras, uma delas é o fato de que algumas dessas
violagBGes possuem condigBes mais amplas, tornando-se mais dificeis de serem
descartadas do que aquelas que possuem condi¢Ges mais restritivas.

Entre o grupo que defende a suficiéncia do Calculo de Probabilidades
Cléassico, ha aqueles que se apoiam em modelos (como a de David Bohm) em
que é possivel descrever alguns fenbmenos quanticos através dos conceitos
classicos, encontrados na Mecanica Classica, unidos com os conceitos classicos

encontrados no Céalculo de Probabilidades.

1.2 Objetivos da pesquisa

Os objetivos visados ao se estudar as desigualdades de Bell, de Clauser-

Horne-Shimony-Holt, de Wigner e de Leggett, eram:
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a) Analisar as condi¢cBes matematicas necessarias e/ou suficientes para

a validade das formulas, verificando o cumprimento (ou nao) destas,

em suas aplicagdes, para se poder justificar (ou ndo) as conclusdes
obtidas:

Caso as condicOGes estivessem satisfeitas, entdo dever-se-ia
analisar até onde o Calculo de Probabilidades classico poderia
ser utilizado na Mecénica Quantica, sem que houvesse qualquer
inconsisténcia;

Caso se verificasse que as condicdes ndo estavam sendo
satisfeitas, entdo dever-se-ia verificar para que conjunto de
valores, ou de formulas (presentes na literatura), tais condicdes
ndo poderiam ser satisfeitas, implicando em uma inconsisténcia

I6gica e, portanto, invalidando as justificativas sustentadas.

b) Adequar o uso das férmulas as condi¢cBes matematicas necessarias

e/ou suficientes para a consisténcia das formulas, e interpretando os

novos resultados obtidos a partir desta adequacéo:

Uma adequacdo pode se dar através da proposta de um novo
modelo que descreva o fenbmeno, sendo esse modelo justificado
pelo esquema experimental e pelo cumprimento das condigdes
para se tornar valida a formula;

Outra adequagao pode se dar através de uma analise na formula
e nas suas condicdes, procurando desenvolvé-la mantendo a
consisténcia légica com a teoria utilizada no seu
desenvolvimento. Visando, assim, obter uma nova formula que
atenda aos propositos da formula anterior e cujas condigdes
sejam satisfeitas pelos conjuntos de valores e/ou foérmulas

encontradas na literatura.
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1.3 Objetivos da tese

Os dois objetivos da pesquisa orientaram os estudos realizados, de forma
gue os objetivos da tese sdo apresentar os resultados obtidos na pesquisa da

seguinte forma:

a) Apresentar as condicdes matematicas que foram desrespeitadas e
como ocorreu esse descumprimento nas aplicacbes dadas as
férmulas, que acabaram por resultar nas violacdes das desigualdades
estudadas;

b) Apresentar outras formas de se modelar os problemas, seja mudando
as relacbes funcionais atribuidas as funcbes de probabilidade, ou
mudando as que foram atribuidas nas variaveis aleatérias, de forma a
respeitarem as condicBes necessarias e/ou suficientes para a validade
das desigualdades;

c) Apresentar as implicacdes l6gicas decorrentes dessas novas formas

de se modelar os problemas.
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2 REFERENCIAL TEORICO

As varias secdes desta tese estdo descritas a seguir.

A secdo de Notagdo apresenta a notagao que sera usada nesta tese.

No inicio da secdo Teoria das variaveis ocultas na Mecéanica
Quantica, encontram-se as demonstracfes das desigualdades e suas aplicacdes,
encontradas na literatura de Mecanica Quantica. Em Khrennikov (2009), hd uma
secdo dedicada as desigualdades de Bell, de Wigner e de Clauser-Horne-
Shimony-Holt, de onde foram retiradas as demonstracBes apresentadas nessa
secdo. As aplicacBes das desigualdades foram retiradas dos seguintes artigos:
Com relacdo a teoria relacionada a Mecanica Quantica, pode-se encontra-la em
Griffiths (2001) e Shankar (1994).

a) A subsecdo Aplicacdo da desigualdade de Bell foi retirada do
artigo de Bell (1964);

b) A subsecdo Aplicacdo da desigualdade de Clauser-Horne-
Shimony-Holt foi retirada do artigo de Aspect, Dalibard e Roger
(1982).

As solucbes de equacdes diferenciais podem ser encontradas em
Kreyszig (2006), em que o método de resolugdo por meio das séries de poténcias
é mais bem descrito. Por meio deste método também € possivel obter outra
forma para se resolver o sistema do oscilador harmdnico. Em Kreyszig (2006),
também se encontra 0 método da separagdo de varidveis para a resolucdo de
equacdes diferenciais parciais e um capitulo sobre fungfes ortogonais.

Os polindmios e suas formas diferentes de se representarem, assim como
diversas equacOes diferenciais, e também a parte de comutadores entre outras

areas da Matematica utilizadas nesta dissertacdo, podem ser encontradas em
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Weisstein (2003), o qual nada mais é que uma enciclopédia contendo diversas
demonstragdes das mais diversas areas da Matematica.

Conceitos de operadores, logica, espacos vetoriais entre outros, pode ser
encontrados em Loomis e Sternberg (1990).

2.1 Notacao

O valor l6gico verdadeiro € indicado pelo simbolo T. O valor I6gico
falso ¢ indicado pelo simbolo L.
A relacdo de identidade é indicada pelo simbolo =, que se 1€ “¢ idéntico

a”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma

Q
i
S§

Significando que a é idéntico a b, ou seja, se a for uma funcdo de n
varidveis, b também o sera, e ambas as funcdes (a e b) serdo definidas com o
mesmo dominio e terdo a mesma imagem, e para cada valor que as n variaveis
assumirem, ao se substituir nas func@es, o resultado serd 0 mesmo, tanto em a
como em b. No caso de a e b serem formulas, entdo a = b significa que as
férmulas sdo idénticas, ou seja, as varidveis livres presentes em uma serdo as
mesmas presentes na outra férmula, o conjunto dos valores que as variaveis
podem assumir numa férmula serd 0 mesmo conjunto na outra e os valores
atribuidos as varidveis, para os quais uma férmula é verdadeira, serdo os
mesmos para a outra.

O simbolo ¥, que se 1& “¢é igual, por defini¢do, a”, sera usado para
indicar que o membro esquerdo (do lado esquerdo do simbolo %) é definido
pelo membro direito, ou seja, 0 membro esquerdo é somente outra forma de se

representar o membro direito. Exemplo:
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d w o (fOHR) = f()
@) =£l_’f6< h )

. d .
Ou seja, sempre que se observar E(f (x)) numa formula, entende-se

s =1

que se trata de lim,,_, ( .

O simbolo :=, que se 1& “atribui-se”, serd usado para atribuir

momentaneamente algum valor, fungéo ou férmula a alguma variavel. Exemplo:

x =2

x+3=5
x=-1
x+3=2

Observe que a variavel x atribui-se o valor 2, depois se usa essa variavel
numa operacao, até uma nova atribuicdo de valor, atribuindo o valor -1, para
usa-la novamente, porém agora com um novo valor.

O conectivo de negacdo € indicado pelo simbolo —. Esse simbolo seréd

usado da seguinte forma:

-a

Significando que se a for verdadeiro, entdo —a sera falso, e se a for

falso, entdo —a sera verdadeiro, portanto,

—|(_L) =T
—|(T) =1
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O conectivo de conjuncéo é indicado pelo simbolo A, que se 1€ “e”. Esse
simbolo sera usado da seguinte forma
pPAq
Significando: p e q. A formula p A g sera verdadeira somente quando
ambas as variaveis forem verdadeiras e falsa caso uma das variaveis, ou as duas,

assumirem o valor ldgico falso, portanto,

(LAL) =1
(LAT) =1
(TAL) =L
(TAT) =T

O conectivo de disjuncdo é indicado pelo simbolo v, que se 1€ “ou”.

Esse simbolo serd usado da seguinte forma:

pVvVq

Significando: p ou g. A formula p Vv g sera falsa somente quando ambas
as variaveis logicas forem falsas e verdadeira caso uma das variaveis l6gicas, ou

as duas, assumirem o valor l6gico verdadeiro, portanto,

(Lvl) =1
(VT =T
(TVL =T
(TVT) =T

O conectivo de implicagdo (ou conectivo condicional) é indicado pelo

simbolo =, que se 1é “implica em”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma:



24
p=9q
Significando que p implica em g, ou seja, a formula p = q seré falsa se

a variavel p for verdadeira e a variavel q for falsa e a formula p = g sera

verdadeira para os casos restantes, portanto,
=D =T7
I=>T)=T
(T=1)=1
(T=2T=T
As formulas p = q e g < p sdo relacionadas da seguinte forma:

p=q=(ep)

Ou seja, as duas férmulas sdo idénticas. Em caso de haver uma

sequéncia de implicacGes, tem-se a seguinte identidade:
p=2q=>n=(@>q9>r)
O conectivo de bi-implicagdo (ou conectivo bicondicional) ¢ indicado

pelo simbolo &, que se “é logicamente equivalente a” (ou “se, ¢ somente se”).

Esse simbolo serd usado da seguinte forma:

peq

Significando: p é logicamente equivalente a q. A formula p & q sera

verdadeira somente quando ambas as variaveis possuirem o mesmo valor légico,
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e sera falsa quando uma variavel possuir um valor logico diferente da outra,

portanto,

lel)=T
(leT) =1
(Tel) =1
(Ten=T

O quantificador universal é indicado pelo simbolo V, que se 1&€ “para

todo”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma:

(vx)(p(x))

Significando que para todo x, a formula ¢ (x) é verdadeira.

Tem-se a seguinte identidade:

(vx e D)(p)) = ( /\(q,(x))) = (v (wen = (40)))

X€EX

A formula (vx € X) ((p (x)) significa “para todo x pertencente ao
conjunto X, a formula ¢ (x) é verdadeira”, ou seja, a formula restringe-se apenas
aos elementos do conjunto X.

O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que se 1é “existe

ao menos um”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma:

@E0)(p()
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Significando que existe a0 menos um x em que a formula ¢(x) €
verdadeira.
As seguintes identidades relacionam o quantificador universal como

quantificador existencial:

(@0 (e()) = (~(v1)(~¢))
(V1)) = (-@EV) (=)

Tem-se a seguinte identidade:

(@xen(pw)) = (\/(qo(x))) = ((ax) (Ccex)n (go(x>)))

XEX

Aformula (3x € X )((p(x)) significa “existe a0 menos um x pertencente
ao conjunto X, em que a féormula ¢(x) é verdadeira”, ou seja, a formula
restringe-se apenas aos elementos do conjunto X.

O quantificador existencial estrito é indicado pelo simbolo 3!, que se Ié

“existe somente um”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma:

@0 (eK))

Significando: existe somente um x em que a formula ¢ (x) é verdadeira.

Tem-se a seguinte identidade:

(@(ew)) = <(Elx) (((p(x)) A=) ((p0) A &y # x))))
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O operador de descricdo (ou descritor) € indicado pelo simbolo |, que se

1€ “tal que”. Esse simbolo sera usado da seguinte forma:

x|<P(x)

Ou

x|o(x)

Significando que é o valor, atribuido a variavel x, tal que a formula
@(x) se torna verdadeira. Se houver mais um valor que torne ¢(x) verdadeira,

entdo a expressao x|, ) € indefinida, portanto, x|, ) s assume algum valor x

se esse for o Unico valor que torne ¢ (x) verdadeira.
A substituicdo de uma variavel x por um valor constante ¢ em uma

funcéo f sera indicada por:

(F),..,

E a substituicdo de uma variavel x por um valor constante ¢ em uma

férmula ¢ serd indicada por:
(9@,

Numa relacdo de identidade (=), a presenca de chaves, com um

conteido disposto em linhas, representa o seguinte:

(=) ==7)
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Isto &,

r={)=(@=0r@=")

Ou seja, repete-se o(s) membro(s) anterior(es) (nesse caso 0 p) e o sinal
(nesse caso a identidade =) sucedido do contetdo presente em cada linha (nesse
caso 0 g e 0 r). Da mesma forma, a presenca de chaves em desigualdades deve

ser interpretada da seguinte forma:

(<)== <0re<n)

Um conjunto cujos elementos x pertencem ao conjunto X e que tornam a

férmula ¢ verdadeira é representado da seguinte forma:

{x eX:p(0)}

O simbolo : (dois pontos) separa a primeira parte, em que se apresenta
os elementos e o conjunto a que pertencem, da segunda parte, que apresenta a
formula.

Os conjuntos numeéricos sao:

a) Conjuntos dos nimeros naturais: N;
b) Conjunto dos nimeros inteiros: Z;
c) Conjunto dos nimeros racionais: Q;
d) Conjunto dos nimeros reais: R;

e) Conjunto dos nimeros complexos: C.
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No indice (subscrito) desses conjuntos, podem aparecer os simbolos:

(asterisco), — (menos) e + (mais).

a)

b)

O simbolo = sera usado para denotar 0 mesmo conjunto, s6 que sem
o0 elemento nulo. Exemplo: o conjunto dos nimeros reais ndo nulos é
indicado por R, = {x € R:x # 0};

O simbolo — sera usado para denotar 0 mesmo conjunto, s6 que sem
os elementos positivos. Exemplo: o conjunto dos nimeros reais nao
positivos € indicado por R_ = {x € R:x < 0};

O simbolo + sera usado para denotar 0 mesmo conjunto, s6 que sem
os elementos negativos. Exemplo: o conjunto dos nimeros reais nao

negativos é indicado por R, = {x € R:x > 0}.

Assim, 0 conjunto dos nimeros reais positivos seré:

R.+ ={x € Rix > 0}

Pode aparecer uma constante no indice, indicando que se trata do mesmo

conjunto, porém apenas os valores ndo negativos menores que o indice.

Exemplos:

N, = {x e N:0 < x <4} ={0,1,2,3}
Q,={xe@0<x<n}

O conjunto das partes de um conjunto A é indicado por IP(A).

O complemento de um conjunto A em B é indicado por:

Cg(A) ¥ {xeB:x ¢ A}.
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Uma matriz é representada da seguinte forma:

1D y(1,2) y(13
[y Ol senxizz = ;Em% §E2,2§ ;EZ.S

Portanto,
[y (T‘, S)](r,s)emeNn
E uma matriz com m linhas e n colunas. O conjunto de matrizes de m
linhas e n, cujos elementos pertencem ao conjunto Y é indicado por: M, ,(Y),
ou seja,
Y € Mpp(Y)
A notacdo usada para funcéo sera:
Aduw f(u) €B

Em que A é o dominio da funcéo f e B é o contradominio, ou seja,

Dom(f) = A
CDom(f) =B

A imagem da funcéo sera:

Im(f) ={veB:(Aue A)(f(w) =v)}
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O valor que a funcdo f associa ao argumento u é indicado por f(uw). A

funcéo inversa, se existir, é indicada por 1, e é definida pela formula:
Bouw f7H(w) =vlspy=y €A

Portanto,

a) f~1(uw) é o valor da funcdo inversa de f associado ao valor do
argumento u;

b) f(u~!) é o valor da funcdo f associado ao inverso do valor do
argumento u e

¢) f(uw)~! é o inverso do valor da fungdo f associado ao valor do
argumento u.

O conjunto das fungdes de dominio A e contradominio B é indicado por

A funcéo definida por:

gw) < ueB

Aau'—)f(u)E{h(u)cuECA(B)

ou

(Vi € 4) (((f(u) = gw) = (we B) A ((fw = hw) = (u e CA(B))))
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Significa que f(u) serd idéntico a g(u) se u € B e, f(u) sera idéntico a
h(u) se u € C4(B), ou seja, dependendo do valor que o argumento u assumir, a

funcdo f tomara uma forma. Assim, pode-se definir uma funcao recursiva por:

NSne f(n)= {g(n,f(cn;i)iin >1

Em que g é uma funcdo envolvendo n e o valor da fungdo f para o
argumento (n — 1).
A composicdo de fungdes é indicada pelo simbolo o, que sera usado da

seguinte forma:

fogw = flgw)

Portanto,

2 =fofw = f(fw)

Produto tensorial é indicado pelo simbolo @, que no caso de um

produto tensorial de duas variaveis, tem-se:

xQ@y ¥ (x,y)

E no caso mais geral, tem-se:

X, ® (kfénl(xk)) c((>m+DAMEDA(mED)

kén(xk) =
ke=m Xm @ X = (X, xp) € (M=m+1DA(MEL)A(mET))

Significando uma sequéncia, da mesma forma que:



k=n
(xk)ﬁ”m = k;®m(xk)

O produto direto de dois conjuntos € indicado por:

X1 x Xy ={(xq,22): (x1 € X1) A (x, € X3)}

k=n

k=n
H(Xk) « {:ié () : (xx € Xk)}
k=m =m

k=m

O produto de Kronecker de duas matrizes é indicado por:

X1,1°Y11 X11 V12
[x1,1 xl,Z] Vi1 )’1,2] X1,1° V21 X1,1° Y22
X21 X2 V21 Y22 X21 V1,1 X211 V1,2
X2,1 Y21 X211 Y22

2.2 Probabilidade

X1,2 " V1,1
X1,2 V2,1
X2,2 " V1,1
X2,2 Y21
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X1,2 " Y1,2
X1,2 V2,2
X2,2 " V1,2
X2,2 Y22

Nesta secdo, serdo introduzidos os conceitos de Estatistica que serdo

usados nesta dissertacdo. Maiores detalhes podem ser obtidos em Magalhdes

(2006) e Mood, Graybill e Boes (1973).

2.2.1 o-Algebra

Seja A um conjunto de subconjuntos de Q, entdo A serd considerada

uma o-algebra se obedecer as seguintes propriedades:

a) QEA;
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a) (A€A) = (CaA €EA);
b) {Alken € A) = (U, Ax € A). s {Ailien for uma familia de

conjuntos disjuntos.

Propriedade 1: O conjunto vazio @ pertence a o-algebra A.
Propriedade 2: Se um conjunto de conjuntos Ay (com k pertencente a
N) esta contido na o-adlgebra A, entdo a intersecdo NyeyAx também

pertencera a o-algebra A.
2.2.2 Probabilidade axiomatica

Os axiomas de Kolmogorov definem probabilidade numa formulacéo
rigorosa, permitindo generalizar o conceito, definindo conceitos que
anteriormente eram ndo rigorosos e firmados principalmente na intuigéo.

Seja uma funcdo P com dominio definido na o-algebra A de
subconjuntos © e contradominio no intervalo fechado [0; 1], ou seja,

P: A - [0;1].

Tal funcdo sera considerada uma fungdo de probabilidade se obedecer

aos seguintes axiomas:

a) P(Q) =1;
b) P(4) =0;
0) ({Aidken € A) = (P(U,cyAk) = Zren P(Ai)), se {Alen for

uma familia de conjuntos disjuntos.

Denomina-se espaco de probabilidade a trinca (€, A, P).
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Propriedade 1: A probabilidade do complementar de um conjunto A é
dada por
P(CaA) =1-P(A)
Para todo conjunto A pertencente a o-algebra A.
Propriedade 2: A probabilidade do conjunto vazio é dada por
P(@) =0

Propriedade 3: A probabilidade de um conjunto A pode ser reescrito na
forma de soma de probabilidades
PA) =P(AnB)+PANCyB)

Quaisquer que sejam os conjuntos A e B pertencentes a c-algebra A.

Propriedade 4: A probabilidade do conjunto C,B ¢é dada por
P(CaB) =P(A) —P(ANB)

Para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A.

Propriedade 5: A probabilidade da unido de dois conjuntos A e B é
dada por
P(AUuB) =PA) +P(B)—PBNA)

Para quaisguer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A.

Propriedade 6: A probabilidade de um conjunto A subconjunto ou igual
a B é restringida pela desigualdade
P(A) <P(B)
Para qualquer conjunto B pertencente a c-algebra e para qualquer

conjunto A subconjunto ou igual a B.
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Propriedade 7: A probabilidade de um conjunto A é restringida pela
desigualdade
0<P@A) <1
Para todo conjunto A pertencente a o-algebra A.

2.2.3 Probabilidade condicional

Para se calcular a probabilidade de um evento representado pelo
conjunto A uma vez que um determinado evento representado pelo conjunto B ja
ocorreu (em que todos os elementos dos conjuntos A e B pertencem ao mesmo

conjunto Q), define-se a probabilidade condicional em:

P(ANB)
P(B)

P(4;B) &

Uma vez que o evento representado pelo conjunto B ocorreu, esta claro
que a probabilidade P(B) deve ser diferente de 0, caso contrario o evento
representado pelo conjunto B seria um evento impossivel de ocorrer e ndo seria
possivel calcular a probabilidade condicional P(A4; B) pois o denominador da
férmula ndo pode ser nulo.

A probabilidade condicional P(4; B) é frequentemente referida como a
probabilidade de A dado B, ou seja, a probabilidade de ocorrer o evento
representado pelo conjunto A dado que o evento representado pelo conjunto B ja
ocorreu.

Propriedade 1: A probabilidade condicional do conjunto B dado B é
dada por

P(B;B) =1
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Para todo conjunto B pertencente a o-algebra A cuja probabilidade
P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 2: A probabilidade condicional do conjunto A dado B é
restringido pela desigualdade
0<P(A;B)<1
para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B um

conjunto cuja probabilidade 2P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 3: A probabilidade da intersecdo dos conjuntos A e B é
dada por
P(AnB) =P(A;B) - P(B)
Para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B

um conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 4: A probabilidade condicional da intersecdo (A N B)
dado B é dada por
P(ANB;B) =P(A;B)
Para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B

um conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 5: A probabilidade condicional da intersegdo (A N B)
dado a unido (A U B) é dada por

P(ANB)
P(AUB)
Para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo A e

P(ANB;AUB) =

B conjuntos cuja probabilidade 2P (A U B) seja diferente de 0.
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Propriedade 6: A probabilidade condicional do conjunto Q dado B é
dada por
P;B)=1
Para qualquer conjunto B pertencente a c-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade 2P (B) seja diferente de 0.
Propriedade 7: A probabilidade condicional do conjunto vazio @ dado
B é dada por
P(@;B) =0
Para qualquer conjunto B pertencente a c-algebra A, sendo B um

conjunto cuja probabilidade 2P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 8: A probabilidade condicional da unido de conjuntos
disjuntos Uyen+ Ak dado B é dada por

S"(U Ak;B>= Z?(Ak;B)

KEN* KEN*
Para quaisquer conjuntos Ay e B pertencentes a o-algebra A, sendo B

um conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 9: A probabilidade condicional do complementar CgA
dado B é dada por
P(CsA;B) =1—P(A;B)
Para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B

um conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 10: A probabilidade condicional de A dado B pode ser
reescrita na forma de soma de duas probabilidades condicionais
P(A;B) =P(ANnC;B) + P(An (CgC;B)
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Para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes a o-algebra A, sendo B

um conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 11: A probabilidade condicional da unido (A U C) dado B
é dada por
P(AUC;B)=P(A;B)+P(C;B)—P(ANnC;B)
para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes a o-algebra A, sendo B um

conjunto cuja probabilidade 2P (B) seja diferente de 0.

Propriedade 12: A probabilidade condicional de A dado B, sendo A
subconjunto ou igual a C é restringida pela desigualdade
P(A;B) < P(C;B)
Para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes a o-algebra A, sendo B
um conjunto cuja probabilidade P(B) seja diferente de 0 e sendo A um

subconjunto ou igual a C.
2.2.4 Teorema da probabilidade total

Considere uma familia {B,}X=" de conjuntos B, que formem uma
particdo de Q, em que todo B, pertence a og-adkgebra A. Considerando um
conjunto A pertencente a o-algebra A, portanto A é subconjunto ou € igual a

ACQO-~ANQO=A

mas como UXZ"(B,) = Q, tem-se:
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k=n k=n
A=ANQ=An U(Bk) _ U(Aan)
k=1 k=1

Realizando a intersegdo dos conjuntos (4 N By, ) e (4 N By, ) para todo

k, e k,, tem-se:

(AnBy)n(ANBy,) =An(By, NBy,),

Mas como

(ky # ky) = (By, N By, = 0)
Portanto,
(key ¢k2)=>((Aan1)n(Aanz) =An(Bklan2)=An®=®)

Assim, os conjuntos formados por (A N By, ) N (A N By, ) sdo disjuntos

e, portanto, pode-se aplicar o axioma (c) da funcdo de probabilidade:

k=n

k=n
P(A) =P U(A NB) | = Z(?(A N By))
k=1

k=1

Se as probabilidades dos conjuntos B, forem diferentes de 0, para todo

k, entdo existira a probabilidade condicional P(4; B,) para todo k, assim, tem-

Se
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P(ANB
P(4; Bk) = % & P(ANB) = P(4; Bk) 'fP(BK)
Portanto,
k=n
PUA) = ) (P(4;B0) - P(B)
k=1

Desta forma, pode-se obter a probabilidade de qualquer evento a partir

de uma soma de probabilidades condicionais, desde que elas existam.

2.2.5 Variaveis aleatorias

Denomina-se variavel aleatéria, toda funcdo X:Q — R tal que a pre-

imagem de X(w) pertenca a o-algebra A, ou seja,

fweQXw)€el}eA

Emque I € R é um intervalo.

2.2.6 Funcdo de distribuicdo acumulada

Seja X uma variavel aleatéria. A fungdo de distribuicdo acumulada de

probabilidade P< x € dada por

Peox(x) € Py({X € R: X < x}).

Se X for uma variavel aleatoria discreta, entdo
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P () = ) (Pea).

USX
Se X for uma variavel aleatéria continua, entdo

Pex(x) = f »x@) - du,

usx

Em que py € a funcdo de densidade de probabilidade, tendo as

propriedades de que

a) px(x)=0e
b) [ px() - dx=1.

As propriedades da funcdo de distribuicdo acumulada séo
a) lim,__q (?S,X(x)) =0;

b) lim,_ e (S"S,X(x)) =1le

c) P x €continua a direita e € ndo decrescente.
2.2.7 Técnica da transformacao de variaveis aleatdrias

A técnica da transformacdo é uma técnica para, a partir da densidade de
probabilidade px(x) da variavel aleatéria X, encontrar a densidade de
probabilidade py(y) da variavel aleatéria Y = g(X) que é uma funcdo da

variavel aleatéria X.
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2.2.7.1 Transformacao integral
Seja a variavel aleatéria X
Q3w Xw)eR

E seja a variavel aleatdria U, dada por
U=Px(X) & X =P 5xU)

Sendo P,y a fungdo acumulada de probabilidade da variavel aleatoria

A funcdo acumulada de probabilidade possui as seguintes propriedades:

lim (Pex(X)) =0
X=—oo sUe{ueR0<u<i1}
X1—1>r-|1:100 (?S’X (X)) - 1

Ou seja, os valores que a varidvel aleatéria U pode assumir sdo 0s
pertencentes ao intervalo fechado dos nimeros reais maiores ou iguais a 0 e

menores ou iguais 1.
Calculando a funcéo de probabilidade acumulada de U, tem-se:

Peu ) = Pery oo (W) =Py ) (PAW)) = Py (PRW)) = U

Portanto, a transformacéo da variavel aleatoria U := P x(X) leva a uma
funcdo acumulada de probabilidade da varidvel aleatéria U igual a fungédo

acumulada de probabilidade da distribui¢do uniforme
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Pepoxx) W) = P it (W)
2.2.7.2 Transformacgdo de variaveis aleatorias continuas
Seja a variavel aleatéria X
Q23w Xw)eR
E seja a funcdo biunivoca (para que haja a sua inversa)

Roxw f(x) ER
{(Vu € R)(Vv € R) ((u +v) o (fw # f(v)))}

E seja a variavel aleatdria Y, definida por:
Yi=fX) e X=Ff1Y)

Sendo f uma fungéo biunivoca.

Calculando a probabilidade acumulada de Y

X=x Y=£(x)
df (v
o= [ a | (piro) L0
xome v lim (£00)

Dois casos devem ser considerados:

a) A funcdo f é decrescente (Vu € R)(Vv € R) ((u <v)o

ar~t(y)

(fw>f (v))) e continua, neste caso € R_, como py é
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uma funcdo de densidade de probabilidade, entdo é ndo negativo
(vw € Q) (px(f~1(Y)) € R, ), portanto, o produto é ndo positivo
(px(f 1(Y))) df (Y) € R_, ou seja, apresentado uma
contradicdo a deflnlgao de funcéo densidade de probabilidade.

b) A funcdo f é crescente (Vu € R)(Vv € R) ((u <v)e

1
(fw<f (v))) e continua, neste caso d—() € R,, como py €

uma funcdo densidade de probabilidade, entdo é ndo negativo

(Vw € Q)(px(f~1(Y)) € R,), portanto, o produto é n&o negativo

(px(f 1(Y))) df (Y) € R,, ou seja, ndo apresenta contradicdo a

definicdo de fun(;ao densidade de probabilidade.

Supondo o caso em que a fungdo f é decrescente, tem-se:

(VueR)(vv e R) (w<v) & (f(w) > f(v)) =
> <(Xl_i)r_noo(X) <x)e (Xlir_nw(f(x)) > f(x)))

Ou seja, o limite inferior da integral em Y é maior que o limite superior,

além disso, df (Y)

€ R_, portanto,



Y=£(x)
P = [ (ex(r):

- lim (X)) ER_

df ! (Y)

Y_)Xlair—noo (f (X))
= - f (px(F 1)) -
Y=£(x)
Y_)Xl—i>r—noo (f (X))

_ f (2x(F ) <_ df;;(Y)> d
Y=£(x)

df ! (Y)

eR,
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Observa-se que agora o limite inferior Y = f(x) da integral em Y é

menor que o limite superior Y = limy_,_.,(f(X)) e que o integrando é ndo

negativo (gax(f‘l(Y))) ( 4 1(Y)) ER,.

Supondo o caso em que a fungédo f é crescente, tem-se

(VueR)(vv e R) (w<v) & (fw) > f(v)) =

= <(X1irpw(X) < x) & (Xlirpm(f(X)) < f(x))>

Ou seja, o limite inferior da integral em Y é menor que o limite superior,

1(

além dISSO "e R, portanto,

Y=£(x)
df (Y
Paw= [ (eelrr) L
YZXE@OO(f(X)) €R,

Observe que
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(dFN dfTiy)
‘df M| 4_ ay  ayr R*"}
avr |} dftm _dftm

\ v <& R )

Portanto, a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatéria Y

pode ser escrita como:

df 1y
m@—mU%M‘f()

E o intervalo de integracdo sera:

XefueRiusx}eYe

€ {u € R: min ({f(x),xl_i)rpm(f(X))}) < u < max ({f(x),xl_i)r_noo(f(X))})}

Portanto,

(px(X)) -dx =

Xe{xeR:a<x<b}

S f <79x(f HM)- ‘ dy

Ye{yeR:min({f (a),f (b)})<y<max({f (a).f(b)})}

df *(Y) )
2.3 Sistemas quanticos correlacionados
Nesta secdo, serd descrito os experimentos quanticos em que ha uma

determinada quantidade fisica correlacionada e em que configuracdes podem-se

encontrar esses experimentos. As diferentes configuracdes sdo usadas na
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literatura para se obter os dados que sdo usadas nas férmulas relacionadas as

“variaveis ocultas” (variaveis aleatorias).

2.3.1 O experimento com spin dos elétrons e o experimento com

polarizacao dos fétons

O experimento consiste de uma fonte de particulas, de um aparato que
servird para separar particulas que possuam uma determinada medida (de certa
grandeza fisica das particulas) das que possuam outra medida (da mesma
grandeza fisica) e de um detector, para detectar as particulas que passaram pelo
aparato (que detectara qual a medida assumida pela grandeza na particula).

Ha dois tipos de experimentos:

a) O experimento com fonte de elétrons, que emite um conjunto de
elétrons. Cada elétron possui a quantidade fisica spin, correlacionada
com a quantidade fisica spin do(s) outro(s) elétron(s). Cada elétron
emitido passa por um campo magnético ndo homogéneo (cuja
intensidade ou aumenta, ou diminui, no sentido do campo gerado
pelo aparato, porém ndo se modifica com o passar do tempo)
produzido pelo aparato de Stern-Gerlach. Ao passar pelo campo
magnético, cada elétron tem uma probabilidade de ser atraido ou
repelido, dependendo do sentido de seu spin e do sentido do campo
magnético, causando um desvio na trajetéria do elétron ao passar
pelo aparato (um desvio no sentido do campo magnético ou um
desvio no sentido oposto do campo magnético). Os desvios, ou seja,
as trajetdrias dos elétrons ficam concentradas em duas regides do
espaco. Portanto, a correlagdo entre as quantidades fisicas spin de

cada elétron do conjunto emitido, é inferido a partir dos desvios de
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cada elétron. Assim, para o caso de emissdo de pares de elétrons, a

partir de uma amostra, infere-se:

— Se, para a maioria das emissfes de pares de elétrons, em cada
par ambos se desviam no sentido do campo (ou ambos se
desviam no sentido contrario), diz-se que os elétrons tém a
quantidade fisica spin positivamente correlacionados;

— Se, para a maioria das emissdes de pares de elétrons, em cada
par um elétron se desvia no sentido do campo e o outro elétron
se desvia no sentido contrario, diz-se que os elétrons tém a
quantidade fisica spin negativamente correlacionados;

— Se, para a metade das emissfes de pares de elétrons, em cada
par um elétron se desvia no sentido do campo e o outro elétron
se desvia no sentido contrario e, na outra metade das emissdes
de pares de elétrons, em cada par, ambos se desviam no sentido
do campo (ou ambos se desviam no sentido contrario), diz-se
que os elétrons tém a quantidade fisica spin ndo correlacionados
(ou com correlacdo nula).

Experimento com fonte de fétons emite um conjunto de fétons. Cada

féton possui a quantidade fisica de polarizacdo de seu campo

elétrico, que é correlacionada com a quantidade fisica de polarizacao
do(s) campo(s) elétrico(s) do(s) outro(s) féton(s) e, cada féton passa
por um polarizador. Ao passar pelo polarizador, cada féton tem uma
probabilidade de ser absorvido ou de passar, dependendo do sentido
da polarizagdo de seu campo elétrico e do sentido da polariza¢do do
polarizador, causando a absorcéo do foton ao passar pelo polarizador
ou a passagem direta. Assim, tém-se duas trajetorias, uma se finda
no polarizador e a outra continua através dele. Portanto, a correlacdo

entre as quantidades fisicas de polarizacdo do campo elétrico de cada



50

conjunto de fétons emitidos é inferida a partir das absor¢des (ou

passagens) de cada foton. Dessa maneira, a partir de uma amostra de

pares de fétons infere-se:

Se, para a maioria das emissdes de pares de fétons, em cada par,
ambos os fotons sdo absorvidos pelo polarizador (ou passam
direto pelo polarizador), diz-se que possuem a quantidade fisica
de polarizacdo de seus campos elétricos positivamente
correlacionados;

Se, para a maioria das emiss@es de pares de fétons, em cada par,
um dos fétons é absorvido pelo polarizador e o0 outro passa
direto pelo polarizador, diz-se que possuem a quantidade fisica
de polarizacdo de seus campos elétricos negativamente
correlacionados;

Se, para a metade das emissdes de pares de fétons, em cada par
um dos fétons é absorvido pelo polarizador e o outro passa
direto pelo polarizador, e para a outra metade das emissdes de
pares de fétons, em cada par, ambos os fétons sdo absorvidos
pelo polarizador (ou passam direto pelo polarizador), diz-se que
possuem a quantidade fisica de polarizacdo de seus campos

elétricos ndo correlacionados (ou com correlacdo nula).

Assim, resumindo, em cada experimento ha:

a) Uma fonte de

Elétrons €;

Fotons.

b) Uma quantidade fisica para cada tipo de experimento:

Spin dos elétrons g;



51

Polarizagdo dos fétons.

¢) Um aparato para cada tipo de experimento:

Aparato de Stern-Gerlach que gera um campo magnético ndo
homogéneo (cuja intensidade ou aumenta, ou diminui, no
sentido do campo gerado pelo aparato). O elétron ao passar pelo
campo magnético tem uma probabilidade de ser atraido ou
repelido, dependendo do sentido de seu spin e do sentido do
campo magnético;

Polarizador, feito de um cristal que absorve com certa
probabilidade o féton cuja polarizacdo (direcdo da oscilacdo do
campo elétrico da luz) seja perpendicular a do polarizador e que
permite a passagem do féton cuja polarizacdo é paralela a do

polarizador.

A deteccdo pode ser feita através de um filme fotogréfico, na qual o

ou pelo outro.

féton, ou o elétron, ao se chocar, deixa uma impressdo no local do choque,

permitindo concluir se a particula passou (ou ndo) ou se desviou por um trajeto

2.3.1.1 As configuragbes do experimento com elétrons

O experimento com elétrons pode ser disposto em quatro configuragdes

possiveis:

a) A fonte emite um elétron por vez, que atravessa um aparato de

Stern-Gerlach no trajeto e colide com um detector;
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b) A fonte emite dois elétrons por vez, que atravessam, cada um, um
aparato de Stern-Gerlach em seus respectivos trajetos e colidem,
cada um, com um detector;

c) A fonte emite um elétron por vez, que atravessa uma sequéncia de
aparatos de Stern-Gerlach dispostos:

- emtodos 0s seus trajetos possiveis €;
- em apenas um trajeto.

d) A fonte emite dois elétrons por vez, que atravessam, cada um, uma
sequéncia de aparatos de Stern-Gerlach dispostos:
- emtodos 0s seus trajetos possiveis €;

- emapenas um trajeto.

Figural Fonte de elétrons (amarelo) no centro com dois aparatos (vermelho e
azul) que geram campo magnético em que os elétrons irdo se desviar
em uma das trajetérias (linhas) e colidir com um detector (plano
cinza)
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Figura 2 Dois aparatos de Stern-Gerlach: um orientado na vertical (esquerda) e
0 outro na horizontal (direita)

Figura3 Apo6s o elétron passar pelo primeiro aparato (esq.), se desvia para
uma das trajetorias (linhas). Ao se desviar para cima, passa pelo
segundo aparato (alinhado com o primeiro) e se desvia para cima
(como antes). Caso analogo ocorre quando se desvia para baixo
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Figura4 Sequéncia de aparatos: ao passar pelo primeiro, se desvia para um dos
dois caminhos que levardo a dois aparatos, cada um produzindo um
desvio para um dos dois caminhos novos (totalizando até agora
quatro) que passardo por mais quatro aparatos, cada um produzindo
um desvio para um dos dois caminhos, totalizando assim oito
caminhos possiveis para o elétron

2.3.1.2 As configuragfes do experimento com fotons

O experimento com fétons possui quatro configuracdes possiveis:

a) A fonte emite um foton por vez que atravessa um polarizador no
trajeto e colide com um detector;

b) A fonte emite dois fétons por vez que atravessam, cada um, um
polarizador em seus respectivos trajetos e colidem, cada um, com
um detector;

c) A fonte emite um féton por vez que atravessa uma sequéncia de
polarizadores;

d) A fonte emite dois fétons por vez que atravessam, cada um, uma

sequéncia de polarizadores.

Para entender como o féton interage com o polarizador, considere a

seguinte analogia, em que um individuo que esteja segurando uma extremidade



55

de uma corda, que passa por trés cercados e cuja outra extremidade encontra-se
amarrada em uma pilastra. Ao girar a corda, 0 movimento propaga-se pela corda
até atingir o primeiro cercado. O primeiro cercado possui tabuas dispostas
verticalmente, portanto, a corda s6 possui a liberdade de movimento vertical, ao
passar pelo cercado, desta forma, do cercado em diante, a corda movimenta-se
verticalmente. O segundo cercado também possui tabuas dispostas verticalmente
e como a corda esta se movimentado verticalmente (todo movimento horizontal
foi absorvido), todo movimento gerado a partir do primeiro cercado ira passar
livremente pelo segundo. Agora suponha que o terceiro cercado tenha tabuas
dispostas horizontalmente, entdo ndo passara movimento algum, pois toda
componente horizontal do movimento foi anulado na passagem pelo primeiro

cercado.

1|I ')"i

Figura5 Analogia para entender a passagem do féton (analogo a corda) por
um polarizador (analogo aos cercados), como a polarizagdo (vibracéo
do campo elétrico) responde*

A analogia funciona bem quando se tem uma populagdo grande de

fétons passando pelo polarizador. Porém, quando se tem um féton por vez

! Esta figura foi retirada do site da Wolfram
(http://demonstrations.wolfram.com/UnderstandingPolarizationWithAnAnalogy/), e
pode ser animado com o auxilio do programa Wolfram CDF Player, de distribuicdo
gratuita pelo site da propria Wolfram (http://demonstrations.wolfram.com/download-
cdf-player.html).



56

passando pelo polarizador, ndo se pode dividir o féton em duas componentes e
interpretar que uma parte do f6ton passa e outra € absorvida, pois o féton é uma
particula, ou ele passa por inteiro ou é absorvido por inteiro. Deste dilema surge
a interpretacdo estatistica de que a polarizagdo do féton e a orientagcdo do
polarizador influenciam na probabilidade do foton passar. Mais adiante a fungao

de probabilidade sera apresentada.

2.3.1.3 Espago amostral

O espaco amostral compreende os resultados possiveis ao se realizar o
experimento. No experimento, 0 espago amostral trata-se de dois elementos
(resultados do experimento):

a) O resultado em que a particula se desvia para um dos dois trajetos

possiveis;

b) O resultado em que a particula se desvia para o outro trajeto.

Na desigualdade de Leggett, surge mais uma medida, além do desvio no
trajeto da particula, que pode ser examinada no experimento: a orientacdo da
propriedade medida na particula, que influencia em seu desvio. Nesse caso, sera
considerada a possibilidade de ocorrer qualquer um dos valores pertencentes ao
intervalo {r e R:0 <r < 2-m}, que representa o angulo, em radianos,
relacionado a orientacdo de tal propriedade, que no caso do féton é a
polarizacéo, no caso do elétron € o spin.

Assim, s6 existem dois resultados possiveis quanto ao trajeto tomado
pela particula ao interagir com o aparato, mas quanto a orientacdo atribuida a
propriedade em questdo, os resultados pertencem a um conjunto com infinitos

valores ndo enumeraveis.
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2.3.1.4 Variaveis aleatorias

A variavel aleatoria que serd associada a detec¢do da particula j serd a
variavel Z;, com valores pertencentes ao conjunto {—1,+1} (-1 para o desvio da

particula, ao passar pelo aparato, para um dos caminhos e, +1 para quando se
desviar para o outro caminho).

Zj € {—1,+1}.

A multiplicagdo de Z; com Z, sera denominado por M; ., cujos valores

sdo:
Mj,k = Z] . Zk € {—1, +1}
— 72 _
M =27} =1.
Para o par de varidveis aleatorias Z; := (Z;,Zy), os valores assumidos
sao:

Zip € {(-1,-1),(-1,+1),(+1,-1), (+1, +1}.
Denominando os seguintes conjuntos da seguinte forma:
C={-1,-1,(+1,+1}, C={(-1,+1),(+1,-D}.
Tem-se que o conjunto denominado por C, trata-se do evento em que ha

concordancia entre as medidas do par de particulas e, o conjunto denominado

por C, trata-se do evento em que ha discordancia.



58

O parametro do experimento sera representado pela variavel ;, com
valores reaisentre0e 2 -

geEfueR0<u<2- m}
2.3.1.5 Probabilidade conjunta

A probabilidade conjunta de particulas correlacionadas positivamente é

dada por:

{cos?(0
(2. 2i) = j ) =) ec G i=0,—0
?'. Z,Z , . = — 0
Z],k 4k | SenZ(g] k) ~ 'jk k 'j
& (z,z,)ecC
E a probabilidade conjunta de particulas correlacionadas negativamente

é dada por:

|COS (91 k) ( Zk,) eC

Payul % 2i) = {Senz(%) < (z ZK)EC’ = ted

Portanto, a probabilidade depende da diferenca entre os parametros e,
devido as propriedades das funcdes trigonométricas (cos(—u) = cos(u) e
sin(—u) = —sin(u)), e ao fato de ambas estarem elevadas ao quadrado, tem-se
que se substituirmos (6 — 6;) por (6; — 6;) na fungdo de probabilidade, o
resultado seria 0 mesmo.

Fazendo uso das identidades trigonométricas:
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1+4+cos(2-a 1—cos(2-a
cos?(a) =+, sen?(a) :%

Tem-se que para particulas positivamente correlacionadas, a fungéo de

probabilidade pode ser reescrita como:

{cosz(é_?j,k) 1+ cos(2 - 0j)

0. (23,215 6; =4 Z (2.6
Pyt B 2 Oy) | sen?(0;,) 1—cos(2-8;,) ~

E para particulas negativamente correlacionadas, tem-se que:

{senz(éj,k) _ 1—cos(2-6;;)

< (z,z)ec
o Coa ) = 2 4 g
PZj,k;ej,k(ZJ' Zk; gjrk) { COSZ(Q_J,k) 1 + COS(Z . é},k) —

Em ambos os casos, observa-se que quaisquer que sejam os valores do
par (Zj,Zk), a funcdo de probabilidade é uma funcéo periddica para o parametro
H_j_k, com periodo igual a 7. Tal periodo faz sentido, uma vez que, por exemplo,
dizer que um fdton tem sua polarizacdo orientada de 6 € igual & polarizagédo
orientada de (6 + m), da mesma forma com relagéo ao spin do elétron (tomando
0 cuidado de lembrar que o parametro é dividido por dois).

Tanto no caso em que ha particulas com suas propriedades fisicas
positivamente correlacionadas, como no caso em que sd0 negativamente
relacionadas, podem ser usadas para demonstrar como que se obteve as
violagBes presentes em trabalhos encontrados na literatura de Mecénica

Quantica sobre variaveis ocultas.
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Assim, pode-se escolher apenas 0 caso em que Sd0 negativamente
correlacionados, mesmo porque, basta uma transformacdo simples de variaveis
aleatdrias para se passar de um caso para o outro.

Tal transformagdo se da apenas trocando uma das variaveis aleatorias
pelo seu oposto aditivo, por exemplo: escolhendo-se a variavel aleatoria Z;, para
a transformacdo, basta troca-la por (—Z;) e realizar o restante do procedimento,

que pode ser encontrado na literatura de Teoria da Probabilidade. Outra forma é
através de uma nova parametrizacdo, trocando @,k por (g— _]k) obtém-se

também os mesmos resultados obtidos pela transformacdo das variaveis

aleatorias.
2.3.1.6 Probabilidade marginal

A probabilidade marginal de Z; é obtida somando-se as probabilidades

de cada valor de Zy, para cada valor de Z;

{cosz(@k) N sen?(0; ) ez 1
P, (2) = z (502. (z; Zk)) _ 2 2 T
" Zpe(—1,+1} i | Senz(ej,k) + COSZ(QJ,k)
2 2

Usando a identidade trigonométrica (cos?(u) + sin?(u) = 1), tem-se:

1
Pr,(2)) = > 4 e{-1+1

Portanto a probabilidade de qualquer uma das particulas (pertencentes
ao par) € equiprovavel, ou seja, ndo depende de parametro nenhum, é um valor

constante e € 0 mesmo valor para qualquer valor da variavel aleatoria Z;.
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2.4 Teoria das variaveis ocultas na Mecanica Quantica

A seguir serdo apresentadas as desigualdades presentes na literatura,
cujas aplicacbes feitas, tém levado a conclusdes de que a Teoria da
Probabilidade ndo é suficiente para os sistemas quanticos emaranhados.

Inicialmente, serdo demonstradas as desigualdades, para ap6s serem
apresentadas as aplicaces. As demonstracGes baseiam-se apenas na Teoria da
Probabilidade, ja as aplicacBes feitas das desigualdades, levam em conta os

sistemas quéanticos.
2.4.1 Desigualdade de Wigner

A desigualdade de Wigner é uma desigualdade envolvendo apenas a
funcdo de probabilidade, dependente de trés ou mais varidveis aleatorias. Assim,
os valores das variaveis aleatdrias, ndo influenciam na desigualdade, apenas ha a
influéncia dos eventos escolhidos. Portanto, ndo importa se a dois eventos sdo
associados valores 0 e 1, ou se sdo associados valores —1 e +1, apenas importa
as probabilidades de cada evento. Assim, o enunciado da desigualdade de
Wigner ndo possui nenhuma consideracdo sobre quais os valores assumidos
pelas variaveis aleatdrias.

Teorema: Considere uma funcdo de probabilidade de trés varidveis

aleatédrias, tem-se a desigualdade de Wigner:

-'PW(Wl, Wa, Ws(Qs)) + Py (W1 (Q), Wp, w3) — Py (wy, W5(Q3), w3) = 0
Em que

W = (W, Wy, W), wj = CW]-(Q]-)(WJ')' Wj(ﬂj) = Im(Wj)
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Demonstragdo: A demonstracdo consiste apenas em somar fungdes de
probabilidade de trés varidveis aleatérias, de forma a obter marginais de duas

variaveis aleatorias, somando-se a probabilidade de um evento w; a
probabilidade do evento complementar Cy,, (q y(w)).

Considere as variaveis aleatorias:
(vj € {1,23D(Q 3 w » W)

e 0S eventos
(wy, Wy, w3) € P(W,(Q) x W (Qy) X Ws(Q3))
Ou seja, w; (com j € {1,2,3}) é um subconjunto de W;(€;) (conjunto
imagem de Wj).

Para facilitar a escrita, denominar-se-a:
Wik = (W, Wie), W= W, Wp,Ws), ;= Cyy () (w))

Feitas as consideracBes iniciais, agora considere as seguintes

probabilidades:

P, Wi, w2) = Py (W, wa, W) + Pyip (Wi, wy, ws)
.‘PWZ,3 (Wy, w3) = Py (W, Wy, ws) + Py (Wy, Wy, wi)

:PWL3(W11W3) = ?W(Wll WZ'W3) +~7)W(W1; WZ) W3)

Somando as duas primeiras, tem-se a seguinte relagdo com a terceira:
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P, (wy, wy) + P, , (Wo, w3) =

= Py (W1, wp, W3) + Py (Wi, wp, W) + Pyiy(Wy, Wy, ws) + Py (Wy, Wa, w3) =

=?W1'3 (Wl,Wg)

= Py (wy, wy, ws3) + ?W1,3(W1,W3) + Py (Wy, Wy, w3) = fPWL3 (wy, w3) =
=0 20

o ?Wl,z (W1P WZ) + PW2’3 (WZI W3) = PW1'3 (Wll W3)

Assim, surge a desigualdade, pois as duas parcelas subtraidas
(Pw(wy, wy, w3) e Py (wy, Wy, ws)) 80 maiores ou iguais a zero, portanto,
retiraram-se duas parcelas ndo negativas, sendo assim, o resultado serd& menor ou
igual do que seria se as duas parcelas ainda estivessem presentes. Tem-se,
portanto, a desigualdade de Wigner:

?WI,Z(W:L' Wz) + ?WZS (Wz, W3) 2 ?W1,3 (Wl, W3).

Rearranjando os termos, tem-se:

Prir, , (W1, Wa) + Pyip, (W, w3) — Py (wy,w3) 20

Por questdo de notacdo, definir-se-a o primeiro membro da desigualdade

por:

t"Wigner%O"((Wl; W, W3); (Wl' Wy, W3)) =
= ?W(er W, Ws(Qs)) + Py (W1 (Qy), Wo, w3) — Py (wy, W, (Q,), ws)

E a formula sera denominada por:
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f"WigneréO"((Wlt Wa, WS): (er W2, W3)) =
= (t"WignerEO" ((Wll WZI WS): (er Wy, W3)) = 0)

Na demonstracdo da desigualdade de Wigner, ndo é explicitado
nenhuma distribuicdo de probabilidade e ndo é colocada nenhuma condigdo,
portanto, ela vale para qualquer distribuicdo de probabilidade dependente de trés

ou mais variaveis aleatorias.
2.4.2 Desigualdade de Bell

A desigualdade de Bell possui uma condicdo sobre o conjunto dos
valores assumidos pelas variaveis aleatérias, e depende de como a variavel
aleatdria associa esses valores aos eventos (pois leva em consideracdo valores
esperados de produtos de duas variaveis aleatorias). Assim, o enunciado da
desigualdade de Bell vem com condicGes para os valores assumidos pelas
variaveis aleatorias.

Teorema (Desigualdade de Bell): Considere as variaveis aleatorias

cujos valores pertencem ao conjunto {—1, +1}
(vj € {123D(W; € {~1,+1}),
Portanto,
(vj €{1,23D(W; € {-1,+1}) =

= (1 - SW(Wl ' Wz) - |5W(W1 ' W3) - 5W(W2 : W3)| = 0)

Em que
W = (Wl' Wz, W3)
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Demonstragdo: Considere as seguintes variaveis aleatdrias com valores

pertencentes ao conjunto {—1, +1}

(vj € {1,23D(W; € {-1,+1})

f1=

E denominando (apenas para facilitar a escrita)
W= (W1. W, W3)

A demonstracdo parte do calculo do valor esperado da expressao

W, - W3 — W, - Wy, e da manipulagdo da expressao da seguinte forma:

EW(Wl . W3 - WZ . W3) = SW((Wl - Wz) . W3) S

< &y (Wl— wi -W2>-W3 = Ei (L =Wy - W) - Wy - W3)
=1+f;

Aplicando o modulo (valor absoluto) na equacdo anterior e sabendo que

12:(F ) | < (GO, tem-se:

|Eyy (W, - W3 — W, - W3)| <

N ARARAR R TATAD

weEN

Considerando a condicéo f;, tem-se:
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( Wyl =1
j Wl =1
tl—Wl W,|=1-w, W,

Considerando o axioma de Kolmogorov, em que a fungdo de

probabilidade é maior ou igual a 0, tem-se que:
|PW(W11 WZ: W3)| = PW(Wll WZ: W3)
Entdo, substituindo no valor esperado, tem-se a seguinte desigualdade:

|Ew (W - W3 — W, - Wy)| < z (1= wy - Wy) - Py (Wy, Wy, W3)) =

weEnN

=1- 5W(W1 -W,)

Portanto, tem-se a desigualdade de Bell:
fi = &y (W - W3) — Ey (W, - W3)| < 1= Eyy(Wy - W),

Ou seja, considerando variaveis aleatorias cujos valores assumidos

pertencem ao conjunto {—1, +1}:
(vj € {1,23D(W; € {-1,+1})
Tem-se que a seguinte desigualdade ¢ valida:
1= Ey(Wy - W) — €Wy - W3) — Eyy (W, - W5)| = 0

Resumindo numa Unica formula, tem-se:
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(vj €{123D(W; € {-1,+1}) =
=1- 5W(W1 -W,) — |£W(W1 -W3) — EW(Wz -W3)| = 0)

Por questdo de notacéo, definir-se-a o primeiro membro da desigualdade

por:
topenzor (W1, Wa, W3) == 1 — Eyy (W - W) — |Eyy (Wy - W) — Eyyy (W - W5)|
E a formula serd denominada por:

f"Bellzo"(Wp W, W3) =

= ((vj € (1.23D(W] € (~1,4+1}) = tpeyzor Wy, Wo, W3) = 0)

Na demonstracdo da desigualdade de Bell, ndo foi explicitada nenhuma
distribuicdo de probabilidade, a Unica condicdo é que as varidveis aleatdrias

possuam apenas 0s valores pertencentes ao conjunto {—1, +1}.
2.4.3 Desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt

A desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt possui uma condigédo
sobre o conjunto dos valores assumidos pelas variaveis aleatorias, e depende de
como as variaveis aleatérias associam valores aos eventos (pois a desigualdade
esta relacionada a valores esperados de produtos de variaveis aleatdrias).

Teorema: Considere as variaveis aleatdrias cujos valores pertencem ao

conjunto{fw e R: —1 <w < 1}

(vje{1234D(W,e{weR -1 <w<1})
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Portanto,

vje{1234h(|wj| <1) =
= 2= Ey(Wy - W3) = Ey(Wy - W) + Eyy (W, - Wa) + Eyy (W, - W,)| = 0)

Demonstragdo: Sejam as variaveis aleatorias cujos valores pertencem
ao conjunto dos numeros reais, cujos valores absolutos sdo menores ou iguais a

1 (ou seja, cujos valores sdo maiores ou iguais a -1 e menores ou iguais a 1)

(vj € (1,234)(|w] < 1)
f1=

E, denominando

W= (Wl: W, Ws, W4)

Considere a formula seguinte, envolvendo as variaveis aleatorias W;,
comj € {1,2,3,4}:
tl :W1'(W3_W4)+W2'(W3+W4)

f2:=

tl ::Wl'Wg_Wl'W4+W2'W3+W2'W4

A desigualdade é demonstrada considerando as condigdes presentes na
férmula f;, no célculo do valor esperado da expresséo t;. Para se encontrar a
desigualdade, primeiro consideram-se 0s valores maximo e minimo que a

varidvel aleatéria W5 pode assumir, conforme a férmula f;
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(W3 —W4_ Smgg(W3)—W4 = +1—W4_\
IW3—W4Zun;lé,g(W3)—W4:—1—W4I

W3 + W4_ = min(W?,) + W4_ =—-1+ W4_)
wWEQ

Agora, verificam-se os valores assumidos pelas expressdes obtidas,
substituindo os valores maximo e minimo que a variavel aleatéria W, pode

assumir, concluindo que

(+1 =W, = +1+min(-W,) = +1 -1 = 0y
| wEN I
+1+ W, >+1+min(+W,)=4+1—-1=0

4 wWEQ }
| wE

—1+W, < -1+ max(+W,) = -1+1=0]
weEN

Conforme as desigualdades obtidas, substituindo na formula f,, tem-se o

limite superior da desigualdade

Wy- (W —W) + Wy (W +W) <W,-(1-W)+W,-(1+W,) <
—_— [ — — — —
<1-W, <1iW, <1 >0 <1 >0

<1-(1-W+1-(1+W,) =2
E o limite inferior da desigualdade:

Wl(W3_W4)+W2'(W3+W4)2%'(_1_W4)+%(_1+W4)2

2-1-W, z-1+W, <1 <0 <1 <0

>1-(=1-W)+1-(-1+W,) =-2
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Portanto, os limites inferior e superior para a férmula f,, resultam na

seguinte desigualdade:
—2SWl‘W3—W1'W4+W2'W3+W2'W4S2

Calculando o valor esperado de todos 0os membros da desigualdade, tem-

se:
Ei(=2) < Eiy(Wy - Wy — Wy - Wy + Wy - Wy + W,y - W,) < Ei(2)
Assim, obtém-se a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt:

=2 < Eyy(Wy - W3) — Eyy(Wy - W) + Eyy(Wo - W) + Eyy (W, - W) < 2

Ou seja, escrevendo a desigualdade, juntamente com sua condigdo de

validade, tem-se:

(vje{1234P(w| <1) =
= 2 — &y Wy - W3) — Eiy (W - W) + Eyy (Wo - W3) + Eyy (W, - W,)| = 0)

Denomina-se o primeiro membro da desigualdade por:

ticusuzor (Wi, Wo, W3, W,) =
= 2 - |£W(W1 * W3) - £W(W1 * W4_) + £W(WZ * W3) + £W(W2 : W4)|

E denomina-se a formula por:
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(vj € {1,2,34D(|Wj| < 1) = trcusnzor (Wi, Wy, Wa, W,) = 0
frcasaz o (Wp,Wo, W3, Wy )=

Assim, ficard mais facil se referir tanto a desigualdade, como a
expressdo, que deve ser maior, ou igual a 0.

Na demonstragdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt, ndo
se explicita nenhuma distribuicdo de probabilidade, a Gnica condi¢cdo é que as
variaveis aleatdrias assumam apenas valores pertencentes ao intervalo {w €
R:—1<w<1}.

2.4.4 Aplicacéo da desigualdade de Wigner

Nesta secdo, tem-se a substituicdo das funcBes de probabilidade de
particulas correlacionadas, diretamente na desigualdade de Wigner, sendo
observada nos graficos, a violacdo da desigualdade para um determinado
conjunto de valores assumidos pelos parametros (orientagdes dos aparatos).

Substituindo na desigualdade de Wigner, dada por:
Pw, w, W1, w2) + Py, w, (CWZ(QZ) (W), W3) — Pw,w, (Wi, w3) =0

Sendo que as fungBes de probabilidade serdo substituidas da seguinte

forma:

Pw, w, ({z1}{z}) = Pz,.2, ({(21,22)}; 61, 6;)
Pw,wy ({z1}.{z3}) = Pz, .z, ({(21,23)}; 61, 603)

P, wy C{—1,+1}({Zz}) Azs} | = N ({(=22,23)}; 6,,63)
={-2z3}
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Portanto, tém-se trés funcbes de probabilidade, ou seja, serdo
considerados trés pares de particulas, correlacionadas negativamente, com
aparatos em configuracdes distintas (configuraces indicadas por (0,65),
(63,0,) e (0,6,)). Cada um dos z (com j € {1,2,3}) podem assumir dois
valores (—1 e +1), portanto, o par (z;, z,) podera assumir quatro valores. Sobra
z3, que ao assumir um dos valores, deixa apenas outro valor para pertencer ao
conjunto Cg_y,4+13({z3}). Portanto, no total sdo oito os valores que a tripla
(2z4,2,,23) assume. Observe que em nenhum momento foi explicitado uma
distribuicdo para trés variaveis aleatorias, o que foi feito é substituir as
distribuicdes para duas variaveis aleatorias com diferentes parametros.

A desigualdade de Wigner, realizadas as substituicfes, serd da seguinte

forma:

Pz.,2, ({(21,22)};: 01, 6,) + P2,z ({(=22,23)}; 02, 63) +
— Pz, 2,({(21,23)};61,63) = 0

A probabilidade de particulas correlacionadas negativamente é dada por

= sen(éjlk)z & (z,2z) eC

U O Y

Pz, ({2, 26)}: 65, 6) = o, )
> cos(Qj,k) & (Zj, 7) EC

Assim, denominar-se-4 0 primeiro membro da desigualdade de Wigner,
em que se é substituida as funcBes de probabilidades relacionadas a pares de

particulas correlacionadas negativamente por
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tl((zllZZI Z3)I (011 921 93)) =
= Pz,2, ({(21,22)}: 01, 6,) + Pz,,2, ({(=22,23)}; 02, 63) +

- :le,zg, ({(z1,23)}; 64, 63)

Para particulas correlacionadas positivamente, a probabilidade é dada
por:

cos(6, )2<=(z 7Z) EC
: ],k jl k
Pz, ({(z,2)}: 6, 6¢) =

N RN =

-sen(B;,)" < (z5,z) € C

Denominando-se, realizadas as substituicdes, por:

tZ ((le ZZ/ Z3)l (911 92: 93)) =
= Pz, z, ({(21,22)}; 61,63) + Pzs.2, ({(23,22)}; 03,6,) +

— P2,z ({(z1,23)}; 61, 63)

A seqguir, apresenta-se uma lista de graficos, tanto para particulas
correlacionadas negativamente quanto positivamente, demonstrando que, em
ambos os casos, existem regiGes em que a desigualdade é violada (cujos valores

s&o menores que 0), quando feita a substituicdo como é encontrada na literatura.
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1 1

1 1 1

1 — sin“(6, - 63) —— cos“(6,) +— cos“(6s)

— sin?(8,) +— sin(6;) +— cos2(6, - 65) 2 2
2

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

(iii) (iv)

Grafico 1 Graficos dos valores assumidos pelo primeiro termo da desigualdade
de Wigner para os diferentes parametros 6, e 65, sendo 6; = 0.
Sendo que: em (i) e em (iii) estdo os graficos para a correlacéo

negativa (t1((Z1;Zz,Z3)' (0,6, 93)) com (21,22, 23) =
(—=1,-1,-1,)) e em (ii), e (iv), estdo os graficos para a correlacéo
positiva (tz((ZL 273,23), (0,65, 93)) com (21,22, 23) =

(—=1,—-1,-1,)). Em (i) e (ii), tem-se as superficies e em (iii) e (iv)
tem-se as curvas de niveis. Valores abaixo de 0 sdo violagBes da
desigualdade

A seguir, apresentam-se duas tabelas com os graficos de curvas de niveis
para todas as combinacGes de valores de (zq,z,,23) € {—1,+1}3. A primeira

tabela é para particulas negativamente correlacionadas e a segunda é para
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particulas positivamente correlacionadas. Observam-se nas tabelas que o0s
graficos sdo apenas translacbes dos graficos anteriores, portanto, as
interpretacbes sdo idénticas. Dessa forma, ao substituir as probabilidades de
pares de particulas diretamente na desigualdade, tém-se regiGes em que, para
certos valores dos parametros, a desigualdade € violada, qualquer que seja o

valor assumido de (z, z,, z3).
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00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
82 92

1 1 1 1 1 1
- 0052(92) + = cosz(ez -63)+ = 0052(93) - c052(92) + = cosz(ez -63)+ = 0052(93)
2 2 2 2 2 2

00 05 10 15 20 25 30

05 05 00 05 10 15 20 25 30

1 1 1
- sm2(92)¢ o sin2(92 -63)+ = cosz(ea)
2 2 i 2

3.0

25

20

0.5

0.0
00 05 10 15 20 25 30

62 82

Gréfico 2 Graficos de curvas de niveis dos valores assumidos pelo primeiro
termo da desigualdade de Wigner, para os diferentes parametros 6, e
6;, sendo 6; =0, com correlagio negativa (t;((zy, 2y, 23),
(0,6,,65)) para todas as combinagdes de valores de (zy,2y,23)).
Valores abaixo de 0 sdo viola¢des da desigualdade
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1.2 1 2 1 2 1.2 1 2 1 2 1.2 1 2 1 2
= sin“(6, - B3) - = cos“ (B, ) + = cos“(63) = sin“(63) - = cos“(By) + = cos (B, -~ B3) —= sin“(6,) + = cos“ (B, - 63) + = cos“(6;)
2 2 2 T2 2 2 2 ) 2

e o

1.2 1.3 1.2 1.2 1 2 1 2
—=sin“(By) + = sin“(6, - B3) + = sin“(63) —=sin“(6,) + = cos (B, - 63) + = cos“(63)
2 2 2 2 2 ) 2

2

1
—-63) - = cos (62)+~cosz(93)
I

00 05 1.0 15 20 25730 00 05 10 15 20 25 30
8s 62

Grafico 3 Graficos de curvas de niveis dos valores assumidos pelo primeiro
termo da desigualdade de Wigner, para os diferentes parametros 6, e
63, sendo 6, = 0, com correlagdo positiva (t,((zy, 22, z3), (0,85, 63))
para todas as combinag@es de valores de (zy, z,, z3)). Valores abaixo
de 0 séo violagdes da desigualdade
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Lembrando que, em nenhum momento, foi proposta qualquer funcéo de
probabilidade P;(z,z,,23), cujas probabilidades marginais :sz,zk(zj,zk)
resultassem nas fungdes fornecidas pelo experimento com duas particulas

correlacionadas.
2.4.5 Aplicacéo da desigualdade de Bell

Nesta secdo, tem-se a substituicdo das covaridncias, calculadas para o
experimento, diretamente na desigualdade de Bell. Observa-se que para um
conjunto de valores atribuidos aos parametros, a desigualdade é violada. Os
diferentes valores de parametros representam diferentes configuracfes do
experimento (diferentes orientacdes do aparato). A verificacdo da violagdo foi
feita teoricamente.

Na Teoria de Probabilidade, uma varidvel aleatéria é uma funcdo de w
(que é elemento do espago amostral ), da qual ndo se tem nenhuma informacao
antes da realizacdo do experimento, ou seja, se o valor de « fosse conhecido, ja
se saberia qual seria o valor da variavel aleatoria com 100% de probabilidade,
portanto, a aleatoriedade vem, basicamente, de nossa falta de conhecimento do
valor que « assumira no experimento, consequentemente, ndo se sabe qual sera
o valor da variavel aleatoria.

A violagdo da desigualdade de Bell foi interpretada como uma
impossibilidade de se modelar certos problemas da Mecénica Quantica através
da Teoria de Probabilidade classica. Assim, ndo haveria uma relagdo entre uma
varidvel aleatoria (na literatura fisica encontra-se 0 termo “variavel oculta”),
construida com base na Teoria de Probabilidade classica, e um experimento
quantico envolvendo particulas emaranhadas (particulas que possuiriam uma
correlagdo ndo cléssica), impossibilitando tal modelagem do problema pela

Teoria da Probabilidade classica.
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Agora, iniciando as substitui¢ces dos resultados na desigualdade de Bell,

seguem-se com as seguintes substituicbes das covariancias calculadas:

Eiy(Wy - Wy) = E5(Z1,Z,) = —cos(2 - (6, — 0))
Eiy(Wy - W) = E5(Zy,Z3) = —cos(2 - (5 — 0))
Eyy (W - Ws) 1= 4(Z3,Z3) = — cos(2 - (63 = 6,))

Ou seja, percebe-se que serdo considerados trés pares de particulas,
correlacionadas negativamente, com aparatos em configuracfes distintas
(configuracoes indicadas por (0, 85), (63, 6,) e (0,8,)).

Na desigualdade de Bell,

|5W(W1 : W3) - gv'[/(Wz : W3)| <1- SW(Wl : Wz); W = (Wl;Wz;W3)

Tem-se, ap0s as substituicoes, a seguinte desigualdade:
|—cos(2- (65 — 6,)) + cos(2- (85 —65))| < 1+ cos(2- (8, — 6,))
1+ cos(2- (8, —6y)) — |—cos(2- (85 —6;)) + cos(2- (65 — 6,))| =0

E, denomina-se o primeiro termo da desigualdade por
t1(61,6,,65) =
i=1+cos(2- (8, —6,)) — |—cos(2- (85— 6,)) + cos(2- (85 — 6,))|

A tabela de figuras a seguir, constitui-se de graficos de superficie e
também o de curva de nivel dos valores de t,(6;,6,,65), com 6; =0 (sem
perda de generalidade). Valores abaixo de O implicam na violagdo da

desigualdade aplicada por John S. Bell.
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~| cos*(62 - 83) - cos?(63) - sin*(6, - B3) +sin”(6) | -sin?(6,) +cos*(62) +1

Gréfico 4 Graficos (de superficie e de curvas de nivel) dos valores assumidos
por t,(0,6,,65), para particulas negativamente correlacionadas.
Valores abaixo de 0 representam violagfes da desigualdade
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Considerando a possibilidade de particulas correlacionadas
positivamente, cujos valores esperados calculados (teoricamente) sdo usados nas
seguintes substituicdes:

Eiy(Wy - W) = E5(Z1,Z,) = cos(2 - (6, — 0))
Ey(Wy - Wy) = E5(Z1,Z3) = cos(2 - (65 — 0))
Evy (W - W3) = E3(Za, Z3) = cos(2 - (63 — 62))

Tem-se, apos as substituicdes, a seguinte desigualdade:

|cos(2- (85 —6,)) —cos(2- (85— 8,))| <1 —cos(2- (8, —6y))
1—cos(2-(8; —8y)) — |cos(2- (85— 01)) —cos(2- (85 — 6,))| =0

E, denominando o primeiro termo da desigualdade por:

t2(61,62,05) =
i=1—cos(2- (8, —60,)) — |cos(2- (85 — 6,)) — cos(2 - (65 — 65))|

A tabela de figuras a seguir constitui-se de graficos de curva de nivel
dos valores de t,(6;,6,,03), com 6; = 0 (sem perda de generalidade). Valores
abaixo de 0 implicam na violacdo da desigualdade de Bell para particulas

positivamente correlacionadas.
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~| cos?(62 - 83) + cos?(63) - sin*(6; - B3) —sin®(6) | -~ sin?(6,) +cos*(62) +1

Gréfico 5 Graficos (de superficie e de curvas de nivel) dos valores assumidos
por t,(0,0,,05), para particulas positivamente correlacionadas.
Valores abaixo de 0 representam violagdes da desigualdade
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Observa-se, portanto, que tanto quando ha uma correlacdo positiva como
quando hd uma correlagdo negativa, em ambos o0s casos ha um conjunto de
valores dos parametros, para os quais ha violagdo da desigualdade de Bell.

Observa-se, também, que em nenhum momento, foi proposta qualquer
funcdo de probabilidade da tripla (Z,,Z,,Z5), cujas marginas resultassem nas
fungbes de probabilidade de duplas (Zj, Zk), que foram usadas nos célculos dos

valores esperados.
2.4.6 Aplicacgdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt

Nesta secdo, tem-se a substituicdo das covariancias, calculadas para o
experimento, diretamente na desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt.
Verifica-se, através do grafico, que para um conjunto de valores assumidos pelos
parametros, a desigualdade ¢ violada.

A violacdo da desigualdade de Bell, apresentada na literatura, foi
interpretada como uma impossibilidade de se ter “varidveis ocultas” na
Mecénica Quantica. Da mesma forma, a violacdo da desigualdade de Clauser-
Horne-Shimony-Holt também foi interpretada como uma impossibilidade de se
modelar certos problemas quanticos através da Teoria de Probabilidade classica.
Porém, dessa vez, a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt foi utilizada
num experimento pratico por Aspect, Dalibard e Roger (1982), nao ficando
apenas na teoria, mas fazendo o uso de dados experimentais.

Em busca de determinar o wr, associado ao experimento de medir a
travessia, ou ndo, dos fotons (que tenham sido emitidos com a propriedade de
polarizagdo correlacionados), admitir-se-& mais duas orientacbes de
polarizadores (totalizando quatro orientacdes: 6,, 6,, 6; e 6,) e mais duas
medidas (totalizando quatro variaveis aleatorias: (Z,,Z,,Z3,Z,) € {—1,+1}%).

Portanto, no experimento sera feito 0 mesmo nimero de vezes, para pares de
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fétons que atravessam os polarizadores com os seguintes sentidos: a) Sentido 6,

no polarizador I e 65 no II; b) Sentido 8, no polarizador I e 6, no 11; ) Sentido

6, no polarizador I' e 65 no I1; d) Sentido 6, no polarizador I' e 6, no II'.

FOURFOLD COINCIDENCE
|—'— MONITORING —4J

Figura 6

Figura extraida de Aspect, Dalibard e Roger (1982) do experimento
em que: S é a fonte de fétons, C; e C;; sdo instrumentos que servem
para desviar os fétons ou ndo (tornando possivel 2 percursos
diferentes), em cada percurso havera um polarizador com um
determinado sentido da polarizagdo, para o féton 1 (v4) ha os
polarizadores I(a) e I’(?) (cujas orientacGes sdo 6, e 6,), para 0
féton2 (v,) ha os polarizadores 11(b) e IT'(b7) (cujas orientagdes
sdo 05 e 6,), PM1 e PM2 sdo os detectores (fotomultiplicadores)

Na figura anterior, tem-se que:

a)

b)

o vetor @ (que representa o direcionamento da polarizacdo do
polarizador I) serd retratado pelo angulo 6, de inclina¢éo do sentido
de polarizag&o.

o vetor a’ (que representa o direcionamento da polarizacdo do
polarizador I') serd retratado pelo angulo 6, de inclinagdo do

sentido de polarizagao.
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C) 0 vetor b (que representa o direcionamento da polarizagdo do
polarizador II) serd retratado pelo angulo 65 de inclinagcdo do
sentido de polarizacéo.

d) o vetor b (que representa o direcionamento da polarizagdo do
polarizador II') seréd retratado pelo angulo 6, de inclinacdo do

sentido de polarizagéo.
Na desigualdade, seréa feita a seguinte substituicao:
(W - Wie) = €2(2; - i)

Com je{12} e ke{3,4} Calculado a partir das funcbes de

probabilidade fornecidas, tem-se que o valor esperado é dado por:

EZ(ZJ . Zk) = COS (2 . (91 - Bk)) = COS(Z . O_J-,k), Qj,k = 0} - Qk
Substituindo na desigualdade, tem-se:
|cos(2-8,3) — cos(2- 0, 4) + cos(2-0,3) +cos(2 - 8,,)| <2

Ao escolher 0, = —g-n, 6, =0, 65 :g-n e 6, :g-n, tem-se
9_1'3 = % - TT, 9_1’4 =T, 9_2,3 =--T, 92]4 = g - TT, pOI’tantO,
cos(2-60y3) —cos(2-8,,4) +cos(2-0,3) +cos(2-6,,)| <2

=-1/2 =1 =-1/2 =—1/2
=5/2
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Mas g = 2,5 é maior que 2, portanto a desigualdade ndo é obedecida na

Mecanica Quantica.
Na figura a seguir, tem-se um grafico de curvas de nivel para valores dos
angulos em que a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt é violada.

2- | ~c0s?(6, - 63) - c0s?(83) - cos?(8, - B4) + cos?(8y) +sin? (62 - 3) +5in(83) + sin*(8, - 64) ~sin(64) | <0

3

Gréfico 6 Regides de violagdo da desigualdade, com pardmetro 6, =0, e
demais pardmetros (6,, 65 e 6,) variando, portanto trata-se de um
grafico no espago tridimensional, em que a cada (6,,65,0,) é
associado um valor (valor correspondente ao primeiro termo da
desigualdade apresentada logo acima do gréfico)
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Observa-se que para os valores dos pardmetros que estejam dentro
dessas superficies de nivel, ha violacdo da desigualdade de Clauser-Horne-
Shimony-Holt.

Lembrando que, no caso da aplicacdo da desigualdade de Clauser-
Horne-Shimony-Holt, seria necessaria uma funcdo de probabilidade de uma
quadrupla de variaveis (Z;,Z,, Z3,Z,) cujas marginais das duplas (Zj,Zk) (com
j €{1,2} e k € {3,4}) resultassem nas funcdes de probabilidades usadas. Tal
funcdo de probabilidade em funcdo das variaveis (Z,,Z,,Z3,Z,), em nenhum

momento foi apresentada.
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3 METODOLOGIA

O delineamento da pesquisa consiste de Pesquisa Bibliogréafica, em que
foi utilizado o acervo bibliografico em Estatistica, Matematica e Fisica, tedrica e
aplicada, existente na Universidade Federal de Lavras, da biblioteca particular
do orientador e orientado e acervo de outras bibliotecas disponiveis na Internet.

A revisdo foi realizada durante os estudos pessoais e em equipe, e a
reorganizacdo dos textos lidos e discutidos consiste na propria proposta do

trabalho, junto com todas as demonstracdes realizadas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

As demonstracdes das desigualdades foram alteradas, de forma que as
condicdes adotadas contivessem as condigdes encontradas na literatura como
caso particular. Além disso, foram demonstradas relacdes entre as desigualdades
que ndo foram encontradas na literatura de Teoria Quantica até o momento,
possibilitando que as interpretacdes e 0s ajustes propostos nesta tese, para cada
uma das desigualdades, pudessem ser tratados de forma mais integrada,
possibilitando uma justificativa mais abrangente. Assim, as incompatibilidades
apresentadas por cada desigualdade puderam ser tratadas de forma unificada,
tornando-se claro que cada desigualdade apresentava 0s mesmos problemas em
suas aplicacbes, ou seja, essas desigualdades sdo uma mesma forma de

incompatibilidade.

4.1 Valor esperado

Nesta secdo, sera analisada como a dependéncia da variavel aleatéria
pela variavel (oculta) A e pelo pardametro 6, influencia o calculo do valor
esperado, ou seja, se o valor esperado é dependente, ou ndo, de como a variavel
aleatoria Z depende de A.

O estudo da dependéncia entre as variaveis comega supondo que as
varidveis aleatdrias dependam de uma varidvel aleatdria continua A e um

parametro 6:

Zj =ZJ(A,0), AEA, 0en

Agora, calcula-se o valor esperado de M; ; = Z; - Z, que sera dado por:
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&(21,0) 2.(1,0)) = f (2:4,6) - 2,(2,6) - p(2;6)) da
AEA

Sendo 6 um parametro, tem-se que seu valor é fixo e determinado,
portanto, trata-se de uma constante. Porém, ja a variavel aleatdria A, essa ndo é
fixa, ela assume diversos valores em A no calculo da integral. Uma vez que a
funcdo M;, depende de Z; e Z, (ou seja, ndo depende explicitamente de 4),

pode-se particionar a integral com base nos valores assumidos pelas variaveis Z
Agp ={2€A:(Z;2,0) = a) A (Z,(2,0) = b)}
Que se trata do conjunto de valores de A no qual ocorrem as seguintes
igualdades: Z;(4,60) = a e Z;(4,6) = b.

Os valores que as variaveis Z assumem sdo: —1 e +1. Portanto, tém-se

0s seguinte conjuntos,

Ay ={1en(Z;(1,0) =-1)A(Z,(1,60) = -1)}
Ay ={1en(Z;(1,0) =-1)A(Z,(2,60) = +1)}
Ay ={1en(Z;(1,0) =+1) A (Z,(1,0) = -1)}
Ayrv1 =1 (Z;(0,0) =+1) A (Z,(1,0) = +1)}

Portanto, A sera a unido desses conjuntos
A=A 1UA 141UN-1UNg 4

Assim, a integral do produto M; ; para valores de A € A, , sera
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f (2:2,0) 2, (2,6) - p(2,8)) d2 = f(a'b'p(/l,e))d/1=

A€EAg D A€Agp

=a-b- f(p(/l,e))d/l

lEAa’b

Observa-se que 0 parametro estd presente somente na funcdo de
densidade de probabilidade (ou seja, se a variavel aleatoria Z; ndo dependesse de
6, a conclusdo seria a mesma, pois a probabilidade é que carrega a informacao

do pardmetro) e que a integral f,1eA b(p(A,H))dA, nada mais é do que a

probabilidade de ocorrer o evento A j,

Py (Ags) = f (o1, 6))dA
A€EAgp

Mas A € A, ), equivale a ((Zj(l,e) =a)A(Z,(1,0) = b)), ou seja, 0

par possuir os valores (Z;, Z;) € {(a, b)}, portanto,
?A(Aa,b) = :PZ'j,k(a'b; 6)

Assim o valor esperado do produto é
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&(21,6) 2,(2,6)) = f (24,6) - 2(2,6) - p(2;6)) d2 =
AEA

_ f (zj(/l, 0)-7,(1,0) - p(&; 9)) di =

A€A_1,-1UA_q 41UA41 —1UALq 19

Z (1,0) - Z,(1,0) - p(; 9)) -

ae{-1,+1} \be{-1,+1} \AeA,}

ae{-1,+1} \be{-1,+1} \AeA,}

(p(/l; 6))dA
A€EAgp

%L
= ) ( (a-b-p(2;6))da
N

a€{-1,+1} \ be{-1,+1}

»

a€{-1,+1} \ be{-1,+1}

]

(o000 | = 2,05, 2

Logo, o valor esperado na variavel continua A, torna-se um valor
esperado na variavel discreta Z, assim a integral dd lugar para a somatoria.
Observe que, 0 parametro 6 esta presente na funcdo de probabilidade, e que as
variaveis aleatorias Z; e Z; sdo substituidas pelas variaveis aleatorias a e b, que
ndo possuem qualquer dependéncia com a variavel (oculta) A ou com o
parametro 6.

Assim, verifica-se que a expressdo do valor esperado que levava em
consideracdo a dependéncia das variaveis aleatdrias Z com relacdo a variavel
oculta 1 e o parametro 8, pode ser substituida pela expressdo do valor esperado
que ndo levava em consideracdo qualquer dependéncia das variaveis aleatérias

pela variavel oculta A ou pelo parametro 6.
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Conclui-se, portanto, que no calculo do valor esperado de qualquer
expressao de variaveis aleatorias, 0 que acaba importando sdo os valores que as
variaveis assumem (Z;(4,0) € {—1,+1}) e a probabilidade associada
diretamente as variaveis Z, ndo importando para quais valores que a variavel A
assuma e de que forma acontece. Portanto, no célculo do valor esperado, a
dependéncia com relacdo a varidavel A (que se da por meio das variaveis Z),
acaba sendo equivalente a calcular o valor esperado com relagdo as variaveis Z,
desprezando a relagcdo com a variavel A. No resultado, permanece a dependéncia
com relacdo ao par@metro 8 justamente pelo fato da funcdo de probabilidade
depender explicitamente dele, diferentemente de A, cuja dependéncia ocorre por
meio das varidveis Z (lembrando que A trata-se de uma variavel aleatdria e 6 é
um parametro, sendo que este Gltimo é fixo).

O valor esperado do produto pode ser expresso em termos das
probabilidades

1,2 Zk) =

=D D Pz, (L, -D+ D - (D - Pz, 1L, +D + (=D - (+1) -
Pz LD+ D - (D Py (L -1 =

=Pz, {(=1,-D,+1,+DP - P;, ({(-1,+D,(+L-D} =

=Pz,,.(0) =Pz, (O

Uma vez que os eventos C e C sdo complementares, entdo
Pz (0) =1—=Pz (C)

Desse modo, o valor esperado do produto pode ser expresso apenas em
termos da probabilidade de concordancia
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€1,(Zi - Zi) = Py, (€) - (1 - ?z,._k(C)) =2-Pz, (O -1

Usando a mesma argumentacao, para o valor esperado de Z; tem-se a

substituicdo da integral em A pela somatéria

&.(21,0)) = £,,(z) = z (zj ~?Zj(zj)) = (1) -%+ (+1) -%= 0

zje{-1,+1}

Portanto, o valor esperado é nulo.

Nesta secdo, conclui-se que o valor esperado para as variaveis aleatérias
Z; e para o produto (Z;-Z;) sdo somatdrios dos valores assumidos pelas
variaveis aleatorias Z, sendo entdo desnecessaria a discussdo sobre a
dependéncia das variaveis aleatorias Z com relacdo a qualquer outra variavel,
inclusive a dependéncia do pardmetro, pois esse se manifesta na funcdo de
probabilidade.

4.2 Desigualdade de Wigner

Considere os eventos wj;, sendo que, para cada j, tem-se que W; € w;

(uma vez que os eventos sdo definidos por conjuntos, mesmo que sejam de um
s6 elemento).

Denominando o evento complementar de w; por w;
wj = Cﬂ(wj) ={ueQue wj}

E denominando a n-uplas de variaveis aleatérias W por
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Wi =W, W), Wi = (W), Wi, W)

Tem-se que, as seguintes probabilidades podem ser reescritas como as

somas de duas probabilidades de eventos disjuntos:

Priry, (Wi, W) = Pyjp (W, wa, W3) + Py, , (Wi, Wz, w3)
:PWZ,S (Wz, W3) = PW1,2,3 (Wl, Wz, W3) + ?W1.2.3 (Vl_/l, Vl_/z, W3)

?Wl,S (Wll W3) = PWLZS (Wll W2, W3) + ?W1,2,3 (Wll M_/z, W3)

Portanto, somando-se as duas primeiras equac@es, tem-se:
Py, W1, w2) + Py, (W, w3) =
= P, , s Wi, wa, W3) + Py, (Wi, Wy, w3) + Py (wy, Wy, w3) +
+ SDWLZ,3 (Wy, Wy, w3) =

= ?W1’2’3 (Wll WZI W3) + :731/[/1’3 (Wll W3) + :73]/1'/1’2‘3 (M_}]_; VT}Z; W3)

Isolando os termos dependentes dos ternos de variaveis aleatorias dos

termos dependentes de duplas de variaveis aleatérias, tem-se a seguinte equacao:

?W1,2,3 (Wl' w2, W?)) + ?W1,2,3 (Wll VT/Z; W3) =

= Py, W1, wz) + Py, (W, w3) — Py, (wy, ws)

De acordo com os axiomas de Kolmogorov, a funcdo de probabilidade
deve ser ndo negativa (maior ou igual a zero), e como o primeiro membro é a

soma de duas probabilidades, tem-se que:
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:PWLZS (Wl, Wo, W3) + PW1,2,3 (Wl, Vl_/z, W3) =

= "(PWLZ(Wl' Wz) + PW2'3(W2,W3) - PW1'3(W1,W3) > 0

Assim, a violacdo da desigualdade de Wigner (denominada por
®0(W1,2,3,w1,w2,w3)) ocorre se, e somente se, for violado o segundo axioma
de Kolmogorov que diz que para todo evento 4, P(4) = 0.

Para facilitar, sera feita a seguinte denominacao:

Do (W 11, wj, wi, wp) =
= (PWLZS (Wll W2, V(_/3) + PW1,2,3 (M_/ll VT/2, W3) =

= PWLZ(Wl' Wz) + ?WZS (Wz, W3) - ?W1,3 (Wl, W3))

Assim, @, representara a formula que liga 0 membro da desigualdade de
Wigner (que deve ser maior que 0) com a soma de duas funcdes de

probabilidade.
4.3 O sistema linear de equacdes envolvendo as probabilidades

Nesta secdo, serd analisado o sistema de equacOes fornecidas pelas
funcdes de probabilidades conjuntas de pares de variaveis aleatorias. Assim,
verifica-se se a partir do sistema fornecido, pode-se determinar os valores das
funcdes de probabilidades conjuntas de triplas de varidveis, ou seja, se o sistema
fornecido é possivel (podendo ser determinado ou indeterminado) ou
impossivel. A partir das equacGes que sdo fornecidas, pode-se montar um
sistema linear e, entdo, procurar determinar quais seriam os valores que as

probabilidades deveriam assumir, para que o sistema seja resolvivel.
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O sistema que se tem € o seguinte:

i
i

P;(—1,-1,-1) + Py(—1,-1,+1)

P;(+1,+1,-1) + Pz(+1,+1,+1)
Py(=1,-1,-1) + Pz(-1,+1,-1)
P;(+1,-1,4+1) + Pz(+1,+1,+1)
Py(—=1,-1,-1) + Pz(+1,-1,-1)
P;(-1,+1,+1) + Pz(+1,+1,+1)
P;(-1,+1,-1) + Pz(-1,+1,+1)
P;(+1,-1,-1) + Pz(+1,-1,+1)
P;(-1,-1,+1) + Pz(-1,+1,+1)
P;(+1,-1,-1) + Pz(+1,+1,-1)
P;(-1,-1,4+1) + Pz(+1,-1,+1)

[Py(—1,+1,—-1) + Py(+1,+1,—1)]

1.0 00 0 0 O
000 0O 1 1] _ _

01000 o o [Pz2-L-1L-D

000010 1||P2=1L-1+D

00010 0 o |P(-1+1-1)

00100 0 1| (PL+L+D}_
01100 0 0] [Ps(+1,-1,-1)

00011 0 0] [Py(+1,-1,+1)

101 0 0 0 Of [Py(+1,+1,-1)

0001 0 1 0 {p (41,+1,+1)]

100 0100

0100 0 1 o

Py, (=1, —1)]

Pz,,(+1,+1)
Pz ,(-1,-1)
Pz,,(+1,+1)
Pz,,(-1,-1)
Pz,,(+1,+1)
Pz,(=1+1)
Pz,(+1,-1)
Pz, (=1,+1)
Pz, (+1,-1)
Pz, (=1,+1)

Py, (+1,—1)]
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[sen?(0;,)/2]

sen?(0,,)/2
sen?(0,3)/2
sen?(0,3)/2
sen?(8,3)/2
sen?(8,3)/2
cos?(6,)/2
cos?(0,)/2
cos?(013)/2
cos?(013)/2
cos?(6,3)/2

[ cos?(83)/2]

Sendo que a seguinte matriz faz a operagdo de escalonamento (pre-

multiplicando esta matriz com a dos coeficientes e com a aumentada)
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0 -1 -1

1

1
0
0
0
0
0
0
-1
0
-1
0
0

0 0 0 O

0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

0 -1 -1

1

1 0 0 O
01 0 O

0 01 0

-1

-1

0 0 01
0 0 0 O

1 -1 -1

0

<

Quando multiplicada com a matriz de coeficientes, resulta na seguinte

matriz:

11
-1
-1
1
-1
1
1
0
0
0
0

1 0 0 0 0 0 O
010 0 00O
0 01 0 O0O0O
0 001 0 0O
0 0001 0O
000 0 010
000 0 O0O01
0 00 0 0 0O
0 00 00 0O
0 00 0 0 0O
0 00 0 0 0O

0 0 0 0 0 O O

0

X

E, quando multiplicada com a matriz aumentada, resulta em
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1 sen?(613)+sen?(623)—cos?(61,2)]

1000000 {
01 0 0 0 0 0 -1 —sen?(6y,3)-sen?(823)+1
2
0O 01 0 0 0 0 -1 cos?(84,2)—sen?(8,,3)
2
0001000 1 sen?(82,3)
2
0O 0 00O1T 0 0 -1 cos?(8,2)—sen?(81,3)
U'[Z gl = 22_
0000O0T1GO0 1 sen®(81,3)
2
000 0O0TO0T1 1 sen®(81,2)
2
000 0O0OTO O O 0
000 0O0OTO O O 0
000 0O0OTO O O 0
000 0O0OTO O O 0
0 00000 0 O 0

Observa-se que as Ultimas cinco linhas, tanto da matriz de coeficiente
como a aumentada, sdo nulas, portanto, 0 posto das matrizes sdo iguais a
12 — 5 = 7. Uma vez que ambas as matrizes possuem 0 mesmo posto, entdo o
sistema é possivel. Porém, sdo oito as fun¢Bes de probabilidades que se devem
atribuir-lhes valores, portanto, uma vez que o posto é menor que 0 humero de

variaveis, tem-se que o sistema é indeterminado.

4.4 Desigualdade bésica

Nesta se¢do, sera desenvolvida uma desigualdade da qual se pode obter
as demais desigualdades (as desigualdades de Bell, a de Clauser-Horne-
Shimony-Holt e a de Leggett), apenas fazendo substituicbes de varidveis
aleatorias, além disso, a propria desigualdade basica pode ser diretamente
aplicada na Mecanica Quantica.

Comecando por supor a variavel aleatoria W; com valores
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W € {-1,+1}
Portanto, tem-se
Wr=1=|w)|, W -W,e{-1,+1}
Usando esses resultados na seguinte expressdo, tem-se que

Wy + Wyl = Wy + W2 -Ws| = Wy - (1 + Wy - Wy)| =

=|W1|‘ 1+W1‘W2
N—————_——

€{0,+2}

=1+W1'W2

Assim chega-se a seguinte identidade
Wy + Wyl =1+W, - W,
Substituindo W, por (—=W,), e observando que
W, € {-1,+1} & (-W,) € {-1,+1}
Tem-se, portanto,

Wy — Wl = |Wy —WE - Wy = Wy - (1 =W, - W) =

=|W1| =1—W1'W2

1 - Wl * WZ
N——— —_—
€{0,+2}
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Chegando mais esta identidade
|W1—W2|=1—W1'W2
Portanto, tem-se o seguinte sistema com as identidades obtidas

{|W1+W2|:1+W1W2
|W1_W2|:1—W1'W2

E, realizando o calculo do valor esperado do segundo membro de cada

equagAo, e a partir da desigualdade |£W (f(W))| < Ex(|F(W)]), tem-se que:

51/1'/(1 - Wi - Wz) = SW(|W1 - WzD = |5W(W1 - Wz)'

Portanto, tém-se as seguintes desigualdades:

(gv'l'/(l + Wy - Wo) = |Ey (W + W)
oF (W, W,)=

Eiy (1 =Wy - Wy) = €y (W — Wo))|
t T (W, W)=

Denominando cada uma por &®F(W;,W,) e por &7 (W, W,), e o

sistema por @, (W,, W,), tem-se entdo

CDI- (Wll WZ)

D, (Wy, W) = {CDI(WLWZ)
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Cujas condicbes suficientes para sua validade sdo que, para todo j, a

variavel aleatoria IW; deve assumir valores no conjunto {—1, +1}, ou seja,
VD(W) € (=1, +13}) = &, (W, W)

O sistema de desigualdades @, ser4d denominado de sistema de

desigualdades basicas, do qual serdo obtidas as demais desigualdades.
4.4.1 Uso da desigualdade basica

A partir das desigualdades basicas, substituindo o par (W,, W,) pelo par

(Z4,Z,), tem-se que:

D1 (2, 2,) = (16(Z) + ;2D < 1+ £5(Z, - Z,))
O7(Z1,Z,) = (1€5(Z) — E:(ZDI <1 - E5(Z, - Z,))

Tém-se os valores esperados €;(Z,), £;(Z;) e £;(Z; - Z,), que ja foram

calculados:
£:(2)) =0, €3(Zy-Z;) =cos(2-0,,)

Portanto, pela substituicdo desses valores nas desigualdades, tem-se:

52(21) + 52(22)

=0 =0

<1+&4(Zy-Z,) ~—1<cos(2-6,,)
N———
=cos(2-0;,)




103

52(21) - 52(22)
=0 =0

<1-E3(Zy-Z3) ~1=cos(2-6;,)
=cos(2-8,5)

Logo
—1<cos(2-6,,) <1

Tal desigualdade é mantida para quaisquer valores dos parametros 6, e
0,, além disso, a funcdo de probabilidade associada ao calculo dos valores
esperados € especificada (é a funcédo PZLZ), da qual, pela marginalizacdo de uma
das variaveis aleatdrias, encontram-se as outras (que sdao as funcoes Pz;, com
jE{+1,+2}).

Dessa forma, as funcGes de probabilidade estdo bem definidas,
respeitam todos os axiomas de Kolmogorov e tratam de particulas emaranhadas
na Mecéanica Quéntica, portanto, ndo houve nenhuma suposicao de existéncia de
uma funcdo de probabilidade nessa substituicdo que fosse inconsistente com o
Célculo de Probabilidade.

4.4.2 Desigualdade de Bell

A partir da desigualdade béasica ®,, fazendo apenas a substituicdo do par

(W, W,) pelo par (Z, - Z3,Z5 - Z,), obtém-se as seguintes desigualdades:

|E5(Zy - Z3) + E5(Z5 - Z)| <1+ &5 (Zl Z3 -7y -zz>
—

=1

=0t (2,23,25-2,)

|E5(Z1 - Z3) —E5(Z5 - Z)| <1 - €5 <Z1 Zs - Zs -zz>

ECDI_ (Zl ‘Zg ,Z3 Zz)
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Portanto,

{I«Sz(Zl Z3)+E5(Zs - Z) <1+ E3(Zy - Z3)
|E5(Z1 - Z3) —E5(Zs - Z)| <1 - E5(Z, - Z,)

Essas desigualdades sdo as desigualdades de Bell, obtidas através da
desigualdade basica. Elas possuem as mesmas condigdes para sua validade (ou
seja, as variaveis aleatorias devem assumir valores no conjunto {—1,+1})
guando comparada com as condi¢gfes na demonstracdo encontrada na literatura
da desigualdade de Bell.

Reescrevendo as desigualdades da seguinte forma:

{O < 1+E5(Zy - Z2) —1€5(Zy - Z3) + €5(Z5 - Z5))

Assim, haverd violacdo se o segundo membro da desigualdade for
menor que 0.

Observa-se que, através de uma substituicdo, obteve-se a desigualdade
de Bell a partir da desigualdade basica ®,, lembrando que tanto as variaveis
aleatorias Z; como M;, assumem valores no conjunto {—1, +1}, respeitando

portanto as condigdes suficientes para a validade da formula @;.
4.4.2.1 Relacdo entre a desigualdade de Bell e a desigualdade de Wigner

Nesta secdo, serdo apresentadas as relacfes entre as desigualdades de

Bell e a de Wigner, comecando por escrever as desigualdades de Bell:

{|5z(21 Z3)+E7(Zs - Z)| <1+ E,(Z, - Z,)
|E2(Zy - Z3) — E7(Z3 - Z)| < 1= E5(Z1 - Z,)
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Que serdo reescritas da seguinte forma:

~(1+ &2y - 7,)) S E5(Zy - Z3) + E5(Z5 - Z,) <1+ E,(Zy - Z,)
CI);::

~(1-6,(2,-7,)) < ,(Zy - Z3) — E5(Z5 - Z,) <1 —E5(Zy - Z3)
CI);::

Agora, parte-se para a formula ®; (que se trata da desigualdade de Bell

em que, dentro do valor absoluto, ha uma soma de valores esperados).
Relembrando que 52',-,,((21' Z) = (2 “P,,(0) = 1) e substituindo em

®, tem-se:

= (1 +(2:P4,0) - 1)) <(2:7,,©-1)+(2:Ps,(©-1) <

<1+(2:P4,(0)-1)
~2:P;,,(0)<2-Py (O +2-Py (O)=2<2-P; (O

Chega-se na seguinte desigualdade, idéntica a desigualdade de Bell, mas

expressa apenas em termos das probabilidades:

_?ZI,Z(C) < fPZ'm(C) + ?Zz,a(c) —-1< ?ZLZ(C)

Portanto, tém-se duas desigualdades que serdo denominadas por @3, e
@3,
{_:PZl,Z(C) < ?ZI,S(C) + ?Zz,z(c) -1
‘:D;,l::
l P2,,C) + Pz, (O) =1 <Py ,(0)

+ .
CDZ,Z'_
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Assim, a desigualdade de Bell ®F ¢ valida se, e somente se as duas
desigualdades, @3, e @3, forem validas:

o7 o (03, A DF,)

Agora, parte-se para a formula @3, que se trata dos dois primeiros
membros da desigualdade.

Rearranjando os termos de @3 ,, tem-se:

_PZ1,2(C) < .732'1’3(6‘) +*‘PZ'2'3(C) -1

0< .732'1’3(6‘) +.fPZ'2’3(C) -1 +:PZ'1'2(C)

Lembrando que ?ij(5)=1—?z~jk(c), tém-se as seguintes

desigualdades:

(0 < +:PZ'1,3 )+ j)Z.z’g ©) _?ZI,Z (C_)
—_—
=7J'21,2(C)_1
< 0< +:PZ'1,3 ©) _j)Z.z’g (C_) + ?21,2 (©)
=?Zz,3(c)_1
0= =Py, ,(0) + Pz, (C) + Py, (O)
\ =:PZL3(C)_1

Como as trés desigualdades sdo idénticas, sera usada a terceira:
0< =Py (O)+ Py (O)+P; (O

Que ao ser reescrita, fica com a seguinte forma:
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0<

< = (Pay (LD + P (H1,-D) ) + (P2, (-1 =1 + Py (HL 4D ) +

=5D21,3(® =Pz,3 ©

+ (P, (CL=1) + P, (+1,+D)

=P2,,©

Agora, observa-se que é possivel encontrar, na formula anterior, termos

da desigualdade de Wigner (formula ®,(Z; 23, —1,—1,+1))

P, (L-1L-D+P;, (+1,+1,41) =
=Pz,L-D+P; (+1,+1) - Pz (-1, +1) =0

E da desigualdade de Wigner (formula ®,(Z; 53, +1, +1,—1))

P, (FL+L+D + Py, (-1,-1,-1) =
=P; ,tL+D)+ P, (-1,-1) =P, (+1,-1) =0

Portanto, @3, (que é parte da desigualdade de Bell expressada em
termos de probabilidades) nada mais é que a soma dos membros de duas

desigualdades de Wigner:
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0<

< = (Pay (LD + P (H1,-D) ) + (P2, (-1 =1 + Py (HL 4D ) +

+ (P, (LD + P (+1,4D)) =

=2 Pz,.(-1,-1,-1)+P;  (+1,+1,+1)

=P 7125 (1-L-D,(+L+1+D))

Ou seja,
oy & (Ps,,,((-1,-1,-1),(+1,+1,+1)}) 2 0)

Assim, fica demonstrado que a desigualdade @3, é valida se, e somente
se, 0 segundo axioma de Kolmogorov for valido (axioma que diz que a
probabilidade P , ({(—=1,—1,—1),(+1,+1,+1)}) é sempre maior que, ou
igual a, 0).

Agora, parte-se para a formula @3 ,, que trata dos dois Gltimos membros
da desigualdade.

Rearranjando os termos de d){, 5, tem-se:

?21’3(C) +fPZ'2’3(C) -1 fPZ'LZ(C)
0< ?Zl,z(c) —fPZ'm(C) +1 —3’2'2’3(6‘)

Lembrando que ?Z},k(C_)=1—.‘PZ~jk(C), tem-se as seguintes

desigualdades
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(0=P2,(0) +P4,,(0) = P7,,(©
4 =1—SDZL3(C)

| 0< PZ1,2 ) - Pz'l_g ©) +P22,3 ©
k 1Pz,

Como as duas desigualdades sdo idénticas, sera usada a segunda:
0<P;,(0O) =Pz (O) + Pz, (O)

Que ao ser reescrita, fica com a seguinte forma:

0<

< (P2, (-1 =D + P4, (F1L,4D) = (P5, (-1,-1) + Py, (414D +

=fP'Zl'2(C) =.'P‘le3(C)

+(Pay, (14D + 25, (+1,-D)

=Pz,

Agora, observa-se que é possivel encontrar termos da desigualdade de
Wigner (formula ®o(Z;,5,—1,—1,—1))

Ps,,L-1L,+1)+P;  (+1,+1,-1) =

=Py, (-1, -1 + Pz, (+1,-1) =Pz (-1,-1) >0
E da desigualdade de Wigner (formula &,(Z; 53, +1, +1,+1))

Pr,,(+L+L =D+ Py, (-1, -1,+1) =
=P; ,tL+D)+P; (-1,+1) —-P; (+1,+1) 20
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Portanto, @3, (que é parte da desigualdade de Bell expressada em
termos de probabilidades) nada mais é que a soma dos membros de duas

desigualdades de Wigner:

0<

< (Pa, (CL =D + Pz, (HL4D)) = (P2, (-1 =D + Py, (+1,4D) +

+ (P (CLAD + Py (+1,-D) =

A~

=2 Pz,,-L-1L,+D) +P; . (+1,+1,-1)

=Pz, 5, A-1L-1+D),(+1,+1,-1)})

Ou seja,
3, & (P, (-1, ~1,+1), (+1,+1,-1)}) = 0).

Assim, fica demonstrado que a desigualdade d){z ¢ valida se, e somente
se 0 segundo axioma de Kolmogorov for valido (axioma que diz que a
probabilidade 502123({(—1,—1,+1), (+1,+1,—1)}) é sempre maior que, ou

igual a 0).
Portanto, a validade da desigualdade de Bell (formula @) sera dada por

(1622, - Z3) + E7(Z3 - Z)| <1+ E,(Z, - Z,)) &
Py, ({(=1,=1,-1), (+1,+1,+1)}) = 0
{?21,2,3({(—1, -1,4+1),(+1,+1,-1)}) =0
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Agora, parte-se para a formula ®; (que se trata da desigualdade de Bell
em que, dentro do valor absoluto, ha uma diferenca de valores esperados).

Relembrando que 5ij(Zj Zy) = (2 Pz, (C) — 1) e substituindo em

3, tem-se:

- (1 — (274,00 - 1)) <(2:Ps,©-1)=(2:P4, (@ -1) <

<1-(2:7,,0-1)
2-P2,(0)—2=2-P; (C)—2-Pz (O)<2-2-P; (0)

Chega-se na seguinte desigualdade, idéntica a desigualdade de Bell, mas

expressa apenas em termos das probabilidades

SDZ'LZ(C) -1 ?21’3(C) — ?2'2’3(6‘) <1 _?21,2(C)

Portanto, tém-se duas desigualdades que serdo denominadas por ®;; e
D3,
?21,2(C) —-1< SDZ'1,3(C) — ?22,3(6)

(

|

4 Dy 1=

llpz‘m(C) — SDZ'2,3 )<1- ?21,2 (©)

CDZ_,Z::

Assim, a desigualdade de Bell @5 é vélida se, e somente se as duas

desigualdades, ®;; e ®;, forem validas

o; © (07, Ad3,).
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Agora, parte-se para a formula @3, que trata dos dois primeiros

membros da desigualdade.
Rearranjando os termos de ®; ;, tem-se:

PZ1,2(C) —-1< ?21'3(61) —?22'3(61)
0< PZ1,3(C) —?22'3(6') +1 _?21,2(C)

Lembrando que szk(f):l—?zjk(c), tem-se as seguintes

desigualdades:

(0= P2,(€) +P7,,(0) =Pz, (0
4 =1—fP'ZZ’3(C)

| 0< ?2'1'3 ©) - ?22,3 ©) +?Zl,2 ©
t =1—.'P‘ZL2 ©

Como as duas desigualdades séo idénticas, sera usada a primeira:
0< Py (O)+ Py (O) =Py, (O

Que ao ser reescrita, tem a seguinte forma:
0<
< (?2-13(—1, -+ Py (+1, +1)) + (?223(—1, +1) + Py, (+1, —1)) +

=?21,3(C) =Pz23 ©

= (P2, (-1-D + 75, (+1,4D)

Z?lez(C)
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Agora, observa-se que € possivel encontrar termos da desigualdade de
Wigner (formula ®o(Zy3,,—1,—1,—1))

Pz ., L-1L,+D)+P;  (+1,+1,-1) =

=5”21,2,3(—1'+1'—1) =?21.2.3(+1’_1’+1)

=P, (-L,-D+P; ,(+1,-1) =P ,(-1,-1) 2 0

E da desigualdade de Wigner (formula ®,(Z; 3, +1, +1,+1))
®o(Z132 +1,+1,41) =

?21,3,2 (+1,+1,-D + ?2'1'3’2 (-1,-1,+1) =

=Pz, (+L+D + P ,(-1,+1) - Pz ,(+1,+1) =2 0

[ —
=?ZZ,3(+1’_1)

Portanto, @, (que € parte da desigualdade de Bell expressada em
termos de probabilidades) nada mais ¢ que a soma dos membros de duas
desigualdades de Wigner:

0<

< (?2-1’3(—1, -1) + ?21,3(+1, +1)) + (?Zm (-1,+1) + Pz, (+1, —1)) +

- (? 27, ("L =D + Py, (+1, +1)) -

=2\ Py, L+, -D+P;  (+1,-1,+1)

:7321’2’3 {(-1,+1,-1),(+1,-1,+1)})
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Ou seja,

P21 @ (5’21,2,3({(—1, +1,-1),(+1,-1,+1D} = o)

Assim, fica demonstrado que a desigualdade @3, é valida se, e somente
se 0 segundo axioma de Kolmogorov for valido (axioma que diz que a
probabilidade ?21’2,3({(—1,+1,—1), (+1,—1,4+1)}) é sempre maior que, ou
igual a, 0).

Agora, parte-se para a formula @3 ,, que trata dos dois ultimos membros
da desigualdade.

Rearranjando os termos de @5 ,, tem-se:

SDZ'1,3 (C) - ?22,3 (C) <1- ?21,2 (C)
0<1- PZ1,2 (C) - ?2'1,3 (C) + ?22,3 (C)

Lembrando que ?ij(5)=1—?z~jk(c), tem-se as seguintes

desigualdades:

0< +P;,(0) =Py (O) + Py (O

(
I N——— ———’
=1—SD‘ZL2(C)
0< =Py ,(O) +P;4 (O + Py, (O

N —— ——’

=1—ZP‘ZL3(C)

Como as duas desigualdades sdo idénticas, sera usada a segunda:
0< =P, ,(O)+P; (O)+ Py (O

Que ao ser reescrita, fica com a seguinte forma:
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0<

< = (Payy (-1 =D + P4, (HLAD) + (P2, (-1 4D + Py, (+1,-D) +

+ (P (L1 + Py, (+1,+D)

Agora, observa-se que € possivel encontrar termos da desigualdade de

Wigner (formula ®o(Z;5,,—1,+1,—1))

Pz ., L+, +D)+ P, (+1,-1,-1) =

=SDZ1,2,3(_1’+1’+1) =?'Z1,2,3(+1’_1’_1)

= ?21’3(—1, +1) + PZ'&Z(—L -1) — ?21,2(_1’ -1)=>0

=?ZZ,3(_1’_1)
E da desigualdade de Wigner (formula ®,(Z; 3, +1, —1,+1))

Pz, (FL-1L-D+P;  (-1,+1,+41) =

=5DZL2,3(+1'_1'_1) =?Z1,2,3(_1’+1’+1)

=P; L, -D+P; (+1,+1) —-P; (+1,+1) 20

~——————_——— e
=?Zz,3(+1’+1)

Portanto, ®,, (que € parte da desigualdade de Bell expressada em
termos de probabilidades) nada mais é que a soma dos membros de duas

desigualdades de Wigner:
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0<

< = (Payy (-1 =D + P4, (HLAD) + (P2, (-1 4D + Py, (+1,-D) +

+ (P (LD + P, (+1,4D)) =

=2 Pz,, L+, +D) +P;  (+1,-1,-1)

=5°21,2,3({(—1'+1'+1)'(+1'—1'—1)})

Ou seja,
o3, & (Ps,,,((-1,+1,+1),(+1,-1,-1}) 2 0)

Assim, fica demonstrado que a desigualdade @ , é valida se, e somente
se 0 segundo axioma de Kolmogorov for valido (axioma que diz que a
probabilidade P , ({(—=1,+1,+1),(+1,—1,—1)}) é sempre maior que, ou
igual a, 0).

Portanto, a validade da desigualdade de Bell &3 sera dada por:

(ng(Zl Z3) —&;(Z3 - Z)| £ 1-&;(Z4 'Zz)) g

Pz, {1 +1,-1),(+1,-1,+D}) = 0
{?2‘1,2,3({(_ 1,+1,+1),(+1,-1,-1}) =0

Conclui-se, portanto, que a validade das desigualdades de Bell esta
ligada com a validade do segundo axioma de Kolmogorov, pela seguinte

formula;
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(|5Z(Z1 Z3)+E,(Z3 - Z)| <1+ &;(24 'Zz)) S

Pz,,{(-1,-1,-1),(+1,+1,+D} =0
= {7’21,2,3({(—1, —1,4+1),(+1,+1,-D}P = 0}

Que sera denominada por ®3 (Zy,Z,, Z3), e a seguinte formula:

(12(Z1 - 23) = €2(Z5 - 21 < 1= &,(Z, - Z))) &

P, AL +1L,-1), (+1,-1,+D} = 0
= {?21,2,3({(—1, +1,41),(+1,-1,-D} > 0}

Que serd denominada por @3 (Z;,Z,, Z3).
Assim, conclui-se que violar a desigualdade de Bell é o mesmo que
violar o segundo axioma de Kolmogorov para a probabilidade, que afirma que a

probabilidade de qualquer evento é sempre maior que, ou igual a 0.
4.4.2.2 Modelagem via probabilidade condicional

Nesta secdo, serd demonstrado, a partir da nocdo de probabilidade
condicional, como se pode criar funcdes de probabilidade de forma a néo violar
a desigualdade de Bell, quaisquer que sejam os valores assumidos pelos
pardmetros. Nessa modelagem, torna-se necessaria a introdugdo de novos
parametros para distinguir as configuragdes em que o experimento pode estar.

Supondo que h& uma probabilidade associada para cada configuracdo
possivel (seja devido a algum tipo de controle, como a determinacdo da
frequéncia com que se repetird o experimento em cada configuracdo, ou através
de algum processo aleatério da qual se saiba com que probabilidade cada

configuracdo se repetira), tem-se que
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a) p, (sendo 0 < p; < 1) é a probabilidade para ocorrer a configuragdo
do experimento em que o par de particulas interage com aparatos
com parémetros 6, e 9,,

b) p, (sendo 0 <p, <1-—p,) é a probabilidade para ocorrer a
configuracdo do experimento em que o par de particulas interage
com aparatos com parametros 6, e 65,

c) (1—p,—p,) é a probabilidade para ocorrer a configuracdo do
experimento em que o par de particulas interage com aparatos com

parametros 6, e 65.

Portanto, pode-se associar aos trajetos uma variavel aleatéria Y, com
Y € {1, 2,3}, emque:

a) Y =1 que corresponde a configuracdo com parametros 6; e 6,
b) Y = 2 que corresponde a configuracdo com parametros 6; e 65

c) Y = 3 que corresponde a configuracdo com parametros 6, e 65

Dessa forma, tem-se na funcdo de probabilidade as variaveis aleatérias
referentes a passagem das particulas pelos aparatos (Z,,Z,,Z3) e as referentes

ao trajeto percorrido (Y') até chegarem aos polarizadores:

Py (Y) - Py, ,(Z1,Z,) < (Y, Z3) = (3,0)
Py oo Z1, 22,23, Y) = (P (V) - Py, (24, Z3) = (V,Z5) = (2,0),
Py (Y) - Py, ,(Z2,Z3) = (Y, Z1) = (1,0)
reyY=1

Py (Y) = poEY =2 , 0<p; <1, 0<p,<1-pg
1_p1_p2cY=3
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Em que Z; = 0, com j € {1,2,3}, significa a auséncia de deteccdo, ou
seja, o trajeto percorrido foi o correspondente a Y = j. A variavel Z, (com k #
J) possuira valor pertencente a {—1,+1}, pois a particula devera ter passado
pelos outros detectores, presentes na configuragdo e Z; = 0 ¢ a falta de interagéo
entre a particula e o aparato devido ao fato da particula ndo ter passado por esse
aparato.

Portanto, a probabilidade condicional (dado que os fétons percorreram

pelos trajetos relacionados com a variavel aleatoria Y) sera:

P1,,(Z1,22) « (Y, Z3) = (3,0)
?21,2,3:Y(21'ZZIZ3;Y) = ‘fPZ'1’3(ZLZ3) < (Y;Zz) = (2,0)
PZ'Z’3(ZZ'Z3) < (Y,Z1) =(1,0)

A esperanca condicional (o sinal de ponto e virgula separa as variaveis

aleatorias 21'2'3 da observada Y) do produto Z; - Z; sera:

1 1
<(:‘211,2,3:1’(Zj “Zi; Y) - Z z (Zj 2k ?21,2,33'(21’22'23; Y))

Zj=—1Zp=-1

Portanto,
€1 ,av(Zi-ZisY) = cos(2-6;,), Uk} ={123}-{Y}, Ye€{123}
Assim, com esse entendimento, a substituicdo feita na desigualdade seria
proveniente ndo da esperanca € , ., mas sim da esperanca condicional £; _ .y,

desse modo:

|62, r 1 Zs D 4 &5, 0 (Zo Zy D] <1465, (20 25:3)
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O que nao faz sentido na Teoria da Probabilidade misturar dessa forma
esperancas condicionais em que os eventos dados sdo diferentes. Sabe-se que a
probabilidade condicional de um dado evento ocorrido, possui as mesmas
propriedades da probabilidade (demonstradas a partir dos axiomas de
probabilidade), mas o evento ocorrido é mantido fixo.

O calculo da esperanca de Z; - Z;, com tal funcdo de probabilidade seria

dado por:

52'1’2’3,Y (Zf ) Zk) =& (821,2,3;1/ (Zf Ly Y))

Py(Y) - cos(2- ;) < {j, k} ={1,2,3} — {1}

ng,Z,SrY(Zj ’ Zk) - { O (= _I({], k} = {11213} - {Y})

Portanto, a desigualdade seria
|p2-cos(2-0,35) £ py-cos(2-0,3)| <1+ (1 —py —py) - cos(2-6,,)
Lembrando que

—1 < cos(u) < +1, 0<p; <1, 0<p,<1-p4,

0<1-p1—p2

Portanto, se 0 maior valor assumido pelo primeiro membro

sup  (|po-cos(2-0y3) £py-cos(2-8,35)]) = Ip; + il
(61,02,63)€03

For menor que o menor valor assumido pelo segundo membro da

desigualdade
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(el,ielzl)fe@ﬂ(l +(1—-p1—p2)- COS(Z : 9_1,2)) =1-(A—-p1—p)=p2+m1

A desigualdade sera mantida para os demais valores.

Portanto, se a seguinte formula for verdadeira:

|p2 + p1l < p2+p4

N&o havera violacdo da desigualdade. Como p, e p, sdo maiores ou

iguais a zero, tem-se que:

|p2 +p1l = P2+ 04

Para quaisquer valores de p;, no conjunto em que foi definido (o
conjunto {u € R: 0 < u < 1}) e para quaisquer valores de p,, no conjunto em
que foi definido (o conjunto {u € R: 0 < u < 1 — p;}), a desigualdade de Bell é

sempre valida com a modelagem via probabilidade condicional.
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1 1
- (cos?(62 - 63) -sin?(62 - 93))+3 (sin®(83) - cos?(63))

+1 (cos2(9 )-sin?(62)) +1
3 2) -sin®(62)) +

Grafico 7 Grafico dos valores assumidos pelo primeiro membro da
desigualdade de Bell, usando as probabilidades condicionais,

. 1
assumindo p; = p, = 3

Observa-se no grafico que ndo ha violagdo da desigualdade de Bell para
quaisquer que sejam os valores assumidos pelos parametros 6;, pois em nenhum

momento assume valores menores que 0.
4.4.2.3 Conclusé&o acerca da violagdo da desigualdade de Bell

Conclui-se que a “violagdo da desigualdade de Bell” surge com 0 uso de
funcdes de probabilidade marginais, sem apresentacdo de nenhuma funcdo de
probabilidade conjunta que satisfaca as marginais. Assim, apesar das fungfes de
probabilidade dos pares de particulas serem semelhantes quanto & dependéncia

dos parametros 6;, € impossivel encontrar uma funcéo de probabilidade conjunta
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(para triplas de particulas) tal que suas marginais resultem nas funcdes de
probabilidade marginais (para duplas de particulas) fornecidas.

Portanto, se trata de uma desigualdade que ocorre com funcBes de
probabilidade marginais com parametros diferentes, sendo que nos axiomas de
Kolmogorov apenas as variaveis aleatorias variam e 0s pardmetros sdo
considerados sempre fixos.

Porém, caso se considere que haja “probabilidade negativa™, isto é, uma
violagdo do segundo axioma de Kolmogorov, entdo haveria uma violagdo das
desigualdades. Ao se violar a desigualdade de Bell, com a suposicdo de
existéncia de probabilidade negativa, o0s resultados concordam com o
apresentado por John S. Bell em seu artigo.

Ao se analisar o experimento idealizado como sendo trés experimentos
(cada um com uma configuracdo dos pardmetros), e que cada configuragdo é
repetida um determinado nimero de vezes (conforme suas probabilidades de
ocorrerem), entdo os valores esperados apresentados nos artigos se tornam
valores esperados condicionais, e 0s valores esperados devidamente calculados,
quando substituidos na desigualdade de Bell, ndo ha violacdo, quaisquer que

sejam 0s parametros.

4.4.3 Desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt

A partir de duas desigualdades de Bell, com argumentos (Z, - Z5,Z; -

Z,) emumae (Z, - Z3,Z, - Z,) em outra desigualdade, tem-se:

|E2(Zy - Z3) — E7(Z1 - Z)| <1 —E5(Z5 - Z4)
=@ (Z173,21°Z4)

|E2(Zy - Z3) + E2(Zy - ZI| < 1+ E2(Z3 - Zy)
=07 (2,23,2,°Z4)
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Ou seja,

~(1-64(Z5-2,)) < E5(Zy - Z3) — E2(Zy - Z4) < 1—E,(Z5 - Z,)
~(1+6,(Z5-24)) < E5(Zy - Z3) + €4 (Zy - Z4) < 14 E5(Z5 - Z,)

Pode-se obter a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt

somando-se os membros de ®; com ®F

—(1-6,(Z5-24)) - (1 +&,(Z5 - Z,)) <
S gZ(Zl * Z3) - gZ(Zl * Z4) + gZ(ZZ ¢ Z3) + SZ(ZZ * Z4) S
S 1 - 52(23 * Z4) + 1 + gZ(Z3 * Z4)
Portanto,
—2<E5(ZyZ3) —E7(Zy - Z4) + E5(Zy - Z3) + E5(Z5 - Z,) < 2
Ou seja,
1€2(Zy - Z3) = €2(Zy - Z4) + E2(Zy - Z3) + €4(Z, - Z)| < 2
Que é a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt, com a condi¢do
de que as variaveis aleatorias Z; € {—1, +1}, comj € {1,2,3,4}.
Reescrevendo da seguinte forma:

0<2—E5(ZyZ3) —E7(Zy - Zy) + E5(Zy - Z3) + E7(Z3 - Z4)]

Assim, para que haja violacdo, basta que o segundo membro seja menor

que 0.
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4.4.3.1 Relacéo entre a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt e a
desigualdade de Bell

Suponha que uma das desigualdades de Bell, por exemplo, ®7(Z; -
Z3J Zl : Z4-)

|E2(Z1 - Z3) = €7(Z1 - Z)| <1 - E7(Z3 - Z,)
Seja violada, portanto,
|E2(Z1 - Z3) = E7(Z1 - Z)| > 1= E7(Z3 - Z,)
Ou seja, existe uma constante positiva a, tal que o primeiro membro seja
igual ao segundo acrescido desta constante:

Qa>0)(1E2(Z1 - Z3) —E2(Zy - Z)| = 1= E7(Z3 - Zy) + ).

Suponha também que a desigualdade de Bell ®; (Z, - Z5,Z, - Z,) seja

mantida;

|gz(Z2 * Zg) + 82(22 * Z4)| S 1 + (.C:Z(Z?) ° Z4)

Ou seja, que exista uma constante positiva b, tal que o primeiro membro

seja igual ao segundo subtraido desta constante:

@b =0)(1E,(Zy - Z3) + E7(Z - ZD| =1+ E7(Z3 - Z4) — b)
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Somando, tem-se:

|E2(Zy - Z3) = E7(Zy - ZDN + |E7(Zy - Z3) + E4(Z, - Z4)| =
=1—82(23‘24)+a+1+gz(Z3'Z4)—b=2+a_b

Portanto,
a<b=|E(Zy-Z3) —E7(Zy - ZDN + |E7(Zy - Z3) + E5(Z, - Z,)| < 2

Ou seja, a violacdo de uma das desigualdades de Bell ndo implica na
violacdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt, pois a violacdo de
uma pode ser compensada pela outra desigualdade que foi mantida. Porém, se
ambas as desigualdade de Bell forem violadas, entdo a desigualdade de Clauser-
Horne-Shimony-Holt também serd violada. Em outras palavras, se ambas as

desigualdades de Bell forem mantidas:

{|52(Zl Z3) —E5(Zy - ZI <1 - E7(Z5 - Z4)
|gz(Z2 * Zg) + 82(22 * Z4)| S 1 + (.C:Z(Z3 ° Z4)

Entdo a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt também sera

mantida. A desigualdade sera violada caso:

{|5z(21 Z3) —E7(Zy - ZI > 1—E;(Z3 - Zy)
|E2(Zy - Z3) + E2(Zy - ZI| > 1+ E7(Z5 - Zy)

Expressando numa UOnica férmula, tem-se que, se ambas as
desigualdades de Bell forem mantidas, entdo a desigualdade de Clauser-Horne-

Shimony-Holt também sera mantida:
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{|5z(Z1 Z3) —E7(Z1 - ZDI £ 1-E;(Z3 'Z4)}
|E2(Zy - Z3) + E2(Zy - ZD| S 1+ E;(Z5 - Zy)

= (1€2(Zy - Z3) = E7(Zy - ZI +1E5(Z5 - Z3) + E5(Z, - Z)| £ 2)

E se ambas as desigualdades de Bell forem violadas, entdo a
desigualdade de Clauser-Horne-Shimoy-Holt também sera violada

{|52(Z1 Z3) —E7(Z1 - ZD > 1= E;(Z3 'Z4)}
|E2(Zy - Z3) + E2(Zy - Z)| > 1+ E;(Z5 - Zy)

= (1€2(Zy - Z3) = E7(Zy - ZI +|E5(Z, - Z3) + E5(Z, - Zy)| > 2)

4.4.3.2 Relacdo entre a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt e a

desigualdade de Wigner

Através da identidade que ha entre a desigualdade de Bell e a

desigualdade de Wigner, expressa pela formula @3 (Z3,Z,, Z,)

(|5Z(Zl Z3) —E7(Z1 - Z)| £ 1-E;(Z5 'Z4)) g
(Paian (141D, (1, -1+ = 0)

=Py, 5 ,A(-1-1+D),(+1,+1,-1)}) $

@ 19y
| P2, A(-1,+1,+1),(+1,-1,-1D}) = 0|
=P715, (L1 D,(-1+1,-D]) J

E pela formula @3 (Z3, Z,, Z;)

(1€2(Z3 - Z3) + € (Zy - ZDI < 1+ E,(Z5 - 7)) &
(Pz,,,A(=1,=1,-1), (+1,+1,+1)}) = 0)

=Py, 34({(—1,—1,—1),(+1,+1,+1)})
o 3,
l?23'4'2({(_1' —1,+1,(+1,+1,-D} = 0|

:P22,3,4({("'1’_1'_1)'(_1’+1'+1)}) }
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Portanto, a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt serd mantida
se ambas as desigualdades de Bell forem mantidas, o que significa que as
seguintes desigualdades devem ser mantidas:

(Pz,,,{(-1,-1,+1),(+1,+1,-1D}) = 0
Pz, d(+1,-1,41),(-1,+1, -1} =0
| P2,,,{(=1,-1,-1),(+1L+1,+1D}) =0
\Ps,,, {(+1,-1,-1), (-1, +1,+D} 2 0

Logo, a validade da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt esta

ligada a validade do segundo axioma de Kolmogorov.
4.4.3.3 Modelagem via probabilidade condicional

Observando o esquema do experimento

FOURFOLD COINCIDENCE
|—'— MONITORING —4J

Figura 7 Figura extraida de Aspect, Dalibard e Roger (1982)

Observa-se que hd uma probabilidade associada para cada trajeto

possivel, sendo que em cada trajeto ha um aparato e no final um detector. Assim,
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dependendo do trajeto percorrido por cada particula (sendo que cada trajeto
levara a particula a um aparato com uma determinada orientacdo), tem-se uma
configuragéo diferente dos parametros.

Tem-se, portanto, estes novos parametros (relacionados com a
probabilidade de se tomar um determinado trajeto):

a) a probabilidade p;, com 0 <p; <1, de nenhuma particula se
desviar;

b) a probabilidade p,, com 0 < p, < 1 — p,, de somente a particula 2
se desviar;

c) a probabilidade p3;, com 0<p3;<1-—p;—p,, de somente a
particula 1 se desviar e

d) a probabilidade (1 —p; —p, —p3) das particulas 1 e 2 se

desviarem.

Portanto, pode-se associar uma varidvel aleatdria Y, cujo valor
corresponde aos trajetos percorridos pelas particulas. O evento em que o féton k
se desvia para o trajeto que tem o polarizador y, corresponde a Y, = y;. Dessa
forma, tem-se, na funcdo de probabilidade, as varidveis aleatérias referentes a
passagem dos fotons pelos polarizadores (Z; com j € {1,2,3,4}) e as referentes

ao trajeto percorrido (Y;,Y,) até chegarem aos polarizadores.

?2'1,2,3,4,1'/1,2 (Z1,23,73,24,1,Y2) = fPYLz (Y1, Y2) 'fpz'yl,y2 (ZY1;ZY2; 9Y1,Y2) =

(Pr,,(13) - Py, (21,25,615) & (Y, Y2, Z5,2,) = (1,3,0,0)
P, Py (20,20,6,4) = (4,15, 25,25) = (14,0,0)
- Py,,(2,3) '?2‘2,3(22:23'92,3) & V1,2, Z4,Z,) = (2,3,0,0)

LLP}-,LZ(ZA) Py, (22,24,024) & (Y1, V2,21, 75) = (2,4,0,0)
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Em que Z; =0 significa a auséncia de fotons, ou seja, o trajeto
percorrido ndo foi o correspondente a Y;, = j (0 outro trajeto que foi percorrido).
Portanto, as varidveis aleatérias Z possuem valores pertencentes ao
conjunto {—1,0,+1}, e a funcdo de probabilidade é reescrita levando em
consideragdo a possibilidade de uma variavel aleatoria Z; ser igual a zero,

ficando da seguinte forma:

(cos?(6
Mc (Zv2v,) € C

2
Lo
0 _
Py v, Zris 2,3 O, ,) = 4 Sen(z—Yle) < (2y,,2y,) € C
0 &= ZYl = 0
0 &= ZYZ = 0

9_Y1,Y2 = Oy, — Oy, C={(-1,-1),(+1,+1)},
C={(-1,+1),(+1,-1)}

Observa-se que, uma vez que o evento relacionado ao percurso esteja
fixo (ocorreu (Y;,Y,)), a probabilidade condicional relacionada a esse evento é
semelhante ao que se tinha antes dessa modelagem, com a diferenca de se
atribuir a probabilidade zero para os eventos em que um Z; = 0 (o que ndo muda
nada, pois 0 que se esta dizendo € que o evento acrescido tem probabilidade
nula, é o mesmo que dizer que ndo existe tal possibilidade).

A funcdo de probabilidade para os trajetos é dada por:

p1 < (Y, Y2) = (1,3)

pz & (Y,Y5) = (1,4)

pz & (Y,Y2) = (2,3) ’ -
1-p1—p—p3 & (,Y2) =(24)

0<p,<1-p, 0<p3<1-pi—p

?yl’z(Yl.Yz) =
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Portanto, a probabilidade condicional (dado que os fétons percorreram

pelos trajetos relacionados com as variaveis aleatérias (Y3, Y,)) sera:

?21,2,3,41Y1,2 (Zl’ ZpZ3 2y Y, YZ) = jDZ.Y1.Y2 (Zyl’ ZYZ; 9Y1:Y2) =

(Ps,,(Z1,75,613) & (Y1, Y2, Z5,Z4) = (1,3,0,0)
) P2,,(21,24,614) & (11, Y2, Z5,Z5) = (1,4,0,0)
| P24(22,23,055) & (10,15, 21,20) = (23,0,0)
UDZ'“(ZZIZ@ 6’2,4) & (N, Y, 24,Z3) = (2,4,0,0)

A esperanca condicional (o sinal de ponto e virgula separa as variaveis

aleatorias Z das observadas Y) do produto Zy, - Zy, sera:

52'1’2’3’4:‘}1'2 (Zy1 . ZYZ; Yl’ Yz) =

1 1
- z z (ZY1 ) ZYZ ’ ?21,2,3,4;Y1,2 (Zl' Z3,23,Z4; 11, YZ))

Zy,==1Zy,=-1

Portanto,

821’2’3’4;,;1’2 (ZY1 -ZYZ; Y., Yz) = cos(Z . Q_YLYZ)

Assim, com esse entendimento, a substituigdo feita na desigualdade nédo

seria proveniente da esperanca &£, ., mas sim da esperanca condicional

€4, 14312, POTANIO,

cos(2-6y3) —cos(2-8,,4) +cos(2-0,3) +cos(2-6,,) =
= 821,2,3,4iY1,2 (Zy-Z3;1,3) = 621,2,3,42Y1,2 (Zy - Z4; 14) +
+ 821,2,3,4;Y1,2 (ZZ ) Z3; 2’3) + 621,2,3,4;Y1,2 (ZZ ) Z4; 2’4)
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O que ndo faz muito sentido na Estatistica, pois ha uma mistura de
esperancas condicionais em que os eventos dados sdo diferentes.
O calculo da esperanca de Zy, - Zy,, com tal fungdo de probabilidade,

seria dado por:

821,2,3,4,Y1,2 (Zf ’ Zk) = EYLZ (821,2,3,4;Y1,2 (Zj ’ Zk; Yl' Yz))

&y (2 Zi VoY) = cos(2- Oy, y,) = (1, 12) = (. k)
Z1,2,3,4Y1,2 \7J 0 < (Y1 Yz) = (} k)

&z, (z;-2¢) = Py, (11, Y2) - cos(2 - By, y,)

12,3,4:71,2

Portanto, a desigualdade seria:

+12 +12 +12
— — /_"_—
D1 cos(2 . 91,3) —py- cos(2 . 91,4) + p3- cos(2 . 92,3) +
o — Y — - —
20 >-1 20 =-1 20 =-1
+1=
+(A-p1—p2—p3)- COS(Z : 9_2,4) <
>0 e a—

Slpr-(FD+(p2) - D +ps- FD+ A —p1—p2 —p3) - (+D| =

=0 =0 =0 =0

=p1+p+tp3+1l1—p—p,—p3=1<2

Ou seja, com o entendimento acerca das probabilidades condicionais e o
calculo correto dos valores esperados, a desigualdade de Clauser-Horne-
Shimony-Holt nunca é violada, quaisquer que sejam os valores dos parametros

0; e py (comj € {1,2,3,4} e k € {1,2,3}).



133

1 1, 1, 1
2- 1 (sinz((b— 63)-cos?(B2— 63)) +; (sin®(83) —0052(93))-0’1 (sin*(62- 64) —cos?(62- 84))+; (cosz(e.)-sin2(9;))
0

Grafico 8 Grafico das superficies de nivel dos valores assumidos pelo primeiro
membro da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt

Observa-se na legenda do grafico que as superficies de nivel, apesar de
serem iguais as do grafico em que ha a violagdo, agora estdo associadas a
valores que ndo violam, pois todas as superficies estdo associadas a valores que

s80 maiores ou iguais a 0.
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4.4.3.4 Concluséo acerca da violagdo da desigualdade de Clauser-Horne-
Shimony-Holt

Conclui-se que a desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt pode ser
gerada através da soma de duas desigualdades de Bell e, portanto, s6 sera
violada se for violado o segundo axioma de Kolmogorov, como ocorre com a
desigualdade de Bell.

Ao se analisar o0 esquema do experimento realizado como sendo quatro
experimentos (cada um com uma configuracdo dos parametros), e que cada
configuragdo é repetida um determinado nimero de vezes (conforme suas
probabilidades de ocorrerem), entdo os valores esperados apresentados nos
artigos se tornam valores esperados condicionais, e os valores esperados
devidamente calculados, quando substituidos na desigualdade de Clauser-Horne-

Shimony-Holt, ndo ha violacdo, quaisquer que sejam 0s parametros.
4.4.4 Desigualdade de Leggett

Utilizando a desigualdade bésica, apenas substituindo o par (W, W,)

pelo par (Zl'1 “Zy2,221 Zz,z)a obtém-se as seguintes desigualdades:

|£Z(Zl,1 : Zl,Z) + 52(22,1 : Zz,z)l <1+ 52(21,1 'Z1,2 'Zz,1 'Zz,z)
=07 (21,1°Z1,2.22,1Z2,2)

|£Z(Zl,1 : Zl,Z) - 52(22,1 : Zz,z)l <1- 52(21,1 'Z1,2 'Zz,1 'Zz,z)

=®7(21,1-Z1,2.221°Z2,2)
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Que podem ser reescritas como:

1+ [E5(Z11 - Z12) + €5(Zop - Z22)| < €5(Z11 - Zap - Zo1 - Zo2)

+1 - |EZ(Z1,1 ’Z1,2) - 52(22,1 'Zz,z)l = 52(21,1 'Zl,z 'Zz,1 'Zz,z)
Donde surge a desigualdade que originara a desigualdade de Leggett

-1+ |£Z(Z1,1 ‘Z1,2) + 52(22,1 'Zz,z)l < 52(21,1 'Zl,z 'ZZ,l 'Zz,z) <

<1- |£Z(Z1,1 ‘Z1,2) - 52(22,1 'Zz,z)l-

A desigualdade anterior tem por parametros os angulos 6; ., em que 6; ,
(para j € {1,2}) trata-se dos angulos referentes as orientacfes dos aparatos, ja 0s
angulos 6;; sdo os possiveis angulos referentes as propriedades das particulas
(orientacdo do spin ou da polarizacao).

Admitindo que haja uma distribuicdo de angulos provaveis, pode-se,
portanto, dizer que os valores esperado £ (cujos angulos 6;, surgem como

parametros) sdo esperancas condicionais dos angulos (gue agora sdo

interpretados como variaveis aleatorias 6; )

<E‘Z(Zj,1 ) Zj,z) = 5z;é(Zj,1 'Zj,z} é); 6 = (91,1;91,2;92,1;92,2)-

Assim, a desigualdade pode ser reescrita como
-1 + |£Z,9(lel . lez; é) + 62;9(22,1 . ZZ,Z; é)l <
< 52;9(21,1 Z12 Zag - Z2:0) <

<1—[€45(Z11 - Z12:0) — €2,5(Z21 - 7223 6))
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4.4.4.1 Aplicagdo na Fisica: Fétons Polarizados

De acordo com a teoria fisica, o valor esperado do produto Z;, - Z; ,,
para o experimento com f6tons polarizados é dado por
€16(Zj1 Zj2:6) = cos(2-6;),  6;:=6;,—6;,

Portanto, tem-se que a seguinte soma de valores esperados resulta em:

52:9(21'1 * erz; é) + 52:9(22,1 * erz; 9) = COS(Z * 9_1) + COS(Z ° 9_2) =
=2-cos(8, + 0;) - cos(6, — 0,) =
= 2 * COS(QZ,Z - 92,1 + 91,2 - 91,1) * COS(92,2 - 92’1 - 91’2 + 01’1).

E que a seguinte diferenca de valores esperados resulta em:

(.C:Z;é(Zl'l . erz; é) - 52;9(22’1 . ZZ,Z; é) = COS(Z . 9_1) - COS(Z . 9_2) =
=2-sen(f, + 0,) - sen(6, — 0;) =
= 2 * Sen(ezlz - 92’1 + 91’2 - 91’1) * Sen(ezlz - 02,1 - 91,2 + 01'1).

Dessa forma, a soma e a subtracdo das esperancas, que resultaram na
soma e subtracdo de fungbes cosseno, acabam se transformando em produto
dessas funcdes trigonométricas. Esta forma de escrever as somas dessas fungdes
trigonométricas como produtos serd Gtil quando for aplicado o valor absoluto,

pois o valor absoluto de um produto é idéntico ao produto dos valores esperados.
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4.4.4.2 Transformacdo de variaveis

Nesta secdo, sera feita uma mudanca de variaveis, que refletird no
calculo do valor esperado que seré feito, resultando na desigualdade de Leggett.
A mudanca que seré feita é a seguinte:

O+ 01k
M=

021 — 01k

6k = 2

Portanto,

{91,k = U — 5k}
02k = Ui + 6

A interpretacdo das novas variaveis é:

a) u, trata-se da média dos angulos relacionados a orientacdo da
propriedade da particula (polarizacao);

b) u, trata-se da média dos angulos relacionados a orientacdo da
propriedade do aparato;

c) &, trata-se da semiamplitude (metade da diferenca) dos angulos
relacionados a orientagdo da propriedade da particula (polarizacéo) e

d) ¢, trata-se da semiamplitude (metade da diferenca) dos angulos

relacionados a orientagdo da propriedade do aparato.
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4.4.4.3 Regides de integragao

Feita a transformacdo de varidveis, deve-se encontrar o conjunto de
valores que tais variaveis podem assumir, para isso, primeiro sera definido o

conjunto de valores que as variaveis 6; , podem assumir, que sera:
WHWE(0< 6, <2 7).

Uma vez que as variaveis 6;, tratam-se de angulos, € razoavel que
assuma valores entre O e 2 - 7.

A seguir, tém-se dois graficos em que se tem a superficie correspondente
a funcdo da qual se integra. A regido de tonalidade mais forte corresponde a
regido de integragdo. Os angulos 6;; foram considerados nulos (pode-se

observar que esses angulos, com outros valores, transladam o grafico) sem perda
de generalidade.

- . - - & |

-
o

Gréfico 9 Regido de integragdo da integral dupla da fungdo |cos(9_2 +6;) -
COS(H_Z - 0_1)|, com 9_1 = ej,z - 9]',1 e 0]',1 =0
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Grafico 10Regido de integracdo da integral dupla da funcéo |sen(§2 +6,) -
sen(d, — 6,)|,com; =06;,—6;,€6;,, =0

Com base nos valores assumidos pelas variaveis 6;;, e nas relagdes

entre elas e as variaveis iy, e &, tem-se as seguintes relagdes:

( 0S911k=uk—5k<2-7t
/ Ogez,k:#k+5k<2'”

02k — O1k
sez (G )
(Vk)i | Ok (v)(0<0j g<2-m) 2

6,,—06
\ 6 < sup (—z’k 1’k)
\ (v)(0<0j g<2-m) 2 y,

N

Portanto,

+0r S <2-m+ 6,
O S U <2-m—6
6, > —1
O < +m

(Vk)
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Assim, tem-se a seguinte regido para os valores que u, € &, devem

assumir:

16kl S e <2-m— |5k|}
(vk) ({ <o <+m )

|cos(2 6;)cos(2 uy) |

Hp

Gréfico 11Regido de integracdo das novas varidveis, em que o integrando é
lcos(2 - 83) - cos(2 - up)|
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|sin(2 6;7)sin(2 us) |

Gréafico 12Regido de integracdo das novas variaveis, em que o integrando é
Isen(2 - &) - sen(2 - u,)|

Deve-se prestar atencdo no fato de que os valores assumidos pela

variavel u;, dependem de qual valor a varidvel &, for assumir.

4.4.4.4 Valor esperado condicional

Uma vez feita a mudanca de variaveis, tem-se que a soma dos valores

esperados sera dada por:
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52;@(21,1 “Z12; é) + 52;@(22,1 “Z32; é) =
=2- COS(BZ’Z - 92’1 + 91’2 - 01’1) . COS(GZ’Z - 92’1 - 91’2 + 91’1) =

= 2-cos 92’2 + 91’2 —92’1 — 91’1 + COS 92’2 - 91'2 —92'1 + 91'1 =
=2-Uy ==2-jq =2-8; =-2:6;

=2- COS(Z (up — li1)) : COS(Z (6, - 51))

E a diferenca dos valores esperados sera dada por:

52;9(21,1 2125 9) - 52;@(22,1 “Z32; 9) =
=2-sen(f, — 01+ 01, —011) sen(0y5 — 01— 6015+ 6;1) =

= 2 - sen 92,2 + 91,2 _92’1 - 91’1 - Sen 92‘2 - 91,2 _02,1 + 01'1 =
=2-pp ==2-4 =26, ==2:6,

=2 sen(2 (uy — ;11)) . sen(2 (6, — 51))

Portanto, denominando as diferencas das novas variaveis por:

H= Uy — g, § =208, -6,

E considerando que os valores esperados das variaveis antigas (6) se

relacionam com os valores esperados das novas (ji e &) pelas seguintes equagdes

52;{9(21,1 'Z1,2J é) = 5z;,~1,,‘j(z1,1 'Z1,ziﬂ; 5)

52;{9(22,1 'Zz,zi é) = 5z;u,;j(zz,1 'Zz,ziﬂ' 5)

Portanto, tem-se que a soma dos valores esperados, expressa com as

novas variaveis, sera dada por:
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82;3(21,1 “Z17; é) + 52;1'9(22,1 “Zy2; é) =

= 82;11,3(21.1 . Zl,Z;ij" 6) + 52;;’1,3(22,1 . ZZ,Z;I‘L 8) =2 COS(Z . II) . COS(Z . S)
E a diferenca dos valores esperados sera dada por:

52;1'9(21,1 : Z1,2; é) - 52;1'9(22,1 'Zz,z; é) =

= gz;il'&(zl'l . Zl,z; ii, 6) - 82;!-1’61(22’1 . ZZ,Z;I‘L 8) =2- Sen(z . IZ) . Sen(z . g)

Agora, expressam-se os valores esperados condicionais, dado um valor

de &,, por:

52,;1,51;52(21,1 Zyg+ Zay - Zy28;) =
= 551(gﬂ1:51(gﬂz:ll1,51(gf;jl,(sz (Zl,l “Zip+ 2oy 2o 5z)i#z)i#1)i 52)
E71.6,:6,(Z11 - Zia — Zag - 2225 8,) =

= 551(5u1;51(5u2;u1,61(52;;1,62 (Zl,l 212 = Za1 " 225 ) 52)iﬂz)i#1)i 52)

Evidenciando a ordem em que as novas variaveis aleatérias aparecem
nos valores esperados condicionais.

Portanto, a desigualdade de Leggett, cujo valor esperado com relacdo as

varidveis Z, condicionada as variaveis 6, que era dada por:

-1+ |£Z:é(Zl,1 “Z12:6) + 52;9(22,1 Zy0;0)| <
= 52;9(21,1 'Z1,z 'Zz,l -Zz,z; é) <

<1—[€4p(Z11 - Z12:0) — €2,5(Z21 - 7223 6))
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Com a mudanca de variaveis e o calculo dos valores esperados

condicionais com relacdo as variaveis (u, i, 81), torna-se

-1+

+ 551(5#1i51(5ﬂz:u1,51(|82:ﬂ,52 (Zl,l L1t 21 2ol 52)|Fl12)il11); 52) <
< €49(Z11 - Za - Zoy - Z2p;6) <

<1+

- 561(5;11;61(5u2;y1,61(|52;;1,52 (Z1,1 : Z1,2 —Z31 Zz,ziﬁ; 52)|i#2)i #1); 52)
4.4.4.5 Periodicidade do integrando

Nesta secdo, estuda-se a periodicidade do integrando (uma vez que o
valor esperado de uma variavel continua € calculado através de uma integracéo),
para poder utilizd-la no célculo dos valores esperados, facilitando no
desenvolvimento da desigualdade de Leggett.

Os integrandos podem ser reescritos usando o fato de que o valor
absoluto de um valor pode ser representado como a raiz quadrada do quadrado
do valor, e a partir dai, usa-se também algumas identidades trigonométricas,
obtendo-se a seguinte identidade para o valor absoluto do produto de fungdes

C0OSseno.
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|COS(2 Uy — ﬂ1)) : COS(Z (6, — 51))' =

= \/cosz(Z (2 — 1)) ~\/cosz(2 (6, —68)) =

3 \/1 + cos(4 (U2 — 1)) .\/1 + cos(4- (8, — 8,)) B

2 2

_\/1+cos(4-y2—4~u1) \/1+cos(4~82—4-61)
B 2 ' 2

t1 (U2,62;11,61)=

E a seguinte identidade para o valor absoluto para o produto de func¢des

Seno:

|Sen(2 “(uy — #1)) : Sen(2 (6, — 51))| =

= JsenZ(Z (= 1)) -Jsenz(Z (6, —6)) =

_ \/1 —cos(4 - (uy — py)) ‘ \/1 —cos(4- (8, — 8,)) _

2 2

_\/1—cos(4-y2—4'#1) \/1—cos(4-52—4-6l)
B 2 ' 2

ty (U2, 62;11,61)=

Portanto, das identidades obtidas, observa-se que:

ty (o, 625 11, 61) = t1(Uy — 11, 82;0,81) =t (up, 62 — 815 141,0) =
=1, (uy — 1,68, — 81;0,0)

Assim, u, e §; fazem o papel de transladar a funcéo.
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Uma vez que cos(x + m) = —cos(x), e conforme as formulas acima,

tém-se as seguintes identidades:

t, (.Uz + %, 6, + %; Ui, 51) =

_\/1—cos(4'uz tm—4-u) \/1—cos(4~8zin—4-61)_
= 2 . 2 =

1+cos(4-pu, —4-u) [1+cos(4-6,—4-6;)
:\/ 2 = 2 ! = t; (2, 62; 111, 61)

2 2

t, (H2r52;li1 i%: 81 i%) =

_\/1—cos(4-y2—4-y1$n) \/1—cos(4-52—4-61¥n)_
= > . > =

=1, (U, 82; 1, 81)

_\/1+cos(4-u2—4'ul) \/1+cos(4-62—4-51)
B 2 ' 2

De uma forma mais geral tem-se:

j+1)m
4 )

(2-k+1)m,
4 )

t, (#1 — 1+ 8, —6; + 0,0) =1, (U, 62; U1, 81), JjEL

kel

Portanto, pode-se estudar apenas uma das funcdes, pois a partir de uma
translagdo obtém-se a outra.

Uma vez que cos(x + 2 - m) = cos(x), tem-se a seguinte identidade
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t (Hz — i§,52—51 i%:0,0) =

_\/1+cos(4~y2—4~u1i2~n) \/1+cos(4~82—4'6112-n)_
= 2 . z =

= tl (‘le, 62; U1, 61)

De uma forma mais geral:

i k-
ty (.Uz —pt+ %, 6, — 6, + 771; 0.0) = t; (U2, 82; 1, 81), Vk, € Z,

Vk, € Z, Vk; € Z, Vk, EZ

Assim, tem-se uma periodicidade nessa funcdo. Dessa forma, basta
estudar a funcdo dentro de um intervalo igual ao seu periodo, pois em qualquer
intervalo maior (de tamanho maltiplo inteiro de seu periodo), a funcdo se
repetira.

A partir de simetrias das funcBes trigonométricas, como por exemplo

cos(—x) = cos(x), tem-se que:

ty (£ — pg), £(6, — 61);0,0) =t (U — py, 6, — 61;0,0)
ty (ua, 625 11, 61) = t1(—pz, 825 — 1, 61) = t1 (U, =825 11y, —61) =
=ty (—up, —82; =1y, —61)

Assim, sabe-se que, dependendo do ponto de partida, o intervalo de
integracdo pode caminhar tanto para um lado como para o outro, obtendo-se
assim um mesmo resultado. Esse resultado sera observado mais adiante quando
for feita a transformacg&o de variveis, resultando numa regido semelhante a um
losango, e com base nesse resultado, observar-se-a que faixas que distam de um

multiplo de 7, se complementarao.
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4.4.4.6 Distribuicéo de probabilidade dos angulos das orientagdes dos
aparatos

Feita a transformacdo de variaveis, e calculado a regido de integracéo,
falta determinar a distribuicdo de probabilidade, para se poder calcular o valor
esperado. Primeiramente, supdem-se que os angulos referentes as orientacdes
dos aparatos (6, , € 6, ) sejam independentes, ou seja, que a probabilidade de
se preparar um aparato numa determinada orientacdo independe da orientagédo
que 0 outro aparato esteja. Portanto a densidade de probabilidade sera dada pelo

produto da densidade de cada variavel

Pe, ,,0,, (91,2: 6’2,2) = Peo,, (91,2) Pe,, (92,2)
Em segundo lugar, supbe-se que qualquer orientacdo tenha a mesma
chance de ocorrer, ou seja, que as orientacbes sdo equiprovaveis, para ambos 0s

angulos de orientacdo dos aparatos:
Pej,z(ej,z) = (2 : ﬂ)_l : X{relR:OSr<2~rr}(0j,2)-

Tem-se, portanto, uma distribuicdo de probabilidade uniforme para os
valores dos angulos 6, , (comj € {1,2}) entreOe 2 - m.

A independéncia estocastica entre duas variaveis aleatdrias surgira
sempre que se puder escrever a funcdo de probabilidade conjunta delas como
produto de duas funcGes de probabilidade, em que cada uma s6 dependa de uma
das varidveis. Assim, supor que a distribuicdo conjunta seja uma uniforme
bivariada:

P91,2,92,2(91,2' 92,2) =2 -n)*? 'X{re]R:Osr<2~7t}(91,2) 'X{rER:Osr<2-7t}(92,2)
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E supor uma distribuicio que tenha essa possibilidade de ser reescrita
num produto de outras duas, de forma que se alcanca a condicdo de
independéncia estocastica entre as variaveis 6, , e 6, ,. Assim, tal suposicéo de
independéncia estocastica estd presente na demonstracdo da desigualdade de
Leggett.

Agora surge um problema, por se tratar de angulos, deve-se perguntar o
que acontece quando se tem um valor maior que 2 - 7, ou menor que 0. Nestes
casos, sabe-se que quaisquer valores que difiram de um multiplo inteiro de 2 - &
devem representar 0 mesmo angulo, portanto, faz-se necessaria mais uma
mudanga de variaveis.

Antes de realizar tal mudanca, deve-se lembrar de que esta sendo
considerado o experimento com fétons polarizados, e que dizer que um féton
possui uma polarizacdo 8, é o mesmo que dizer que possui uma polarizacdo
(6 £ m), portanto, a nova varidvel pode associar o mesmo significado a
quaisquer valores 6; ; que difiram de um multiplo inteiro de 7, o que pode ser

observado, a partir da funcéo de probabilidade:

{cosz(éj,k) 1+ cos(2 - 0jx)

= (z,z)€ec

P 4 > 2 jr Lk
SDZ],;QJ, (Z],Zk; 91,k) | senz(éj,k) 1— cos(Z : é]k) ~
: _ " =(z,zv)ecC

Em que tais valores também possuem a mesma probabilidade, o que € de
se esperar uma vez que se trata de um mesmo evento. Tendo em mente tais

informac0es, realiza-se a seguinte transformacao de variavel:

Yj x == mod, (Bj,k)
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Portanto, a nova variavel 9; ; sera igual ao resto da divisdo de 6; por .
Levando em consideragdo o fato das variaveis 6;, representarem as
polarizagbes dos fétons, pode-se estender a distribuicdo de probabilidade para
quaisquer intervalos de valores entre 0 e 2-m-n (com n pertencente ao

conjunto dos nimeros inteiros).

1
pgjrz(e;n) = ﬂ ’ X{relR:OSr<n~TL'}(9j,2)' k€Z

Sendo que o evento de se ter um determinado valor 6 para o angulo 6, ,
serd dado pela soma de todos os valores dentro do intervalo que diferem uns dos

outros por um multiplo de :
po;,({0 +k -} n) = (pe,-,2 @+k m n))

Em que {# +k-m}k=0~1 representa 0 conjunto de valores {6,6 +
m,0+2-m,0+3-m,..,(n—1)-2-m}, que diferem uns dos outros por um
multiplo de .

Portanto, a distribuicdo de probabilidade da nova variavel serd dada por:
p9,,(8) = po,, ({6 + k- i im)

No caso particular de que as variaveis 6;, possuam valores entre 0 e

2 - m, tem-se que:

ps;,(6) = pg;,({0,0 +1}; 2)
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E a distribuicdo conjunta sera dada pelo produto, resultando em:

P0, 5., (91.2.022) = T2 - Xprerosranyz (912, 92,2) =
e (VjE {1,2})(0 <V, < n)
“loewiew2n (82 <0) v (r<9;,))

Analisando a transformacao de variaveis feitas:

Oy, + 04, 05, — 61,

2 = 5 , 2 = T. 012 = Uy — 62, 022 = Uz + 6

Percebe-se que o mesmo problema que se observou nas varidveis
aleatorias 6; . (que valores que diferenciam por mdltiplos inteiros de 7 devem

ser considerados como um mesmo evento), também ocorre para as variaveis py
e 8. Assim, deve-se esperar gue se:

O+ ) - m+60;, 022+ ) m—01,
“ke{ 2 } ’ SKE{ 2 }
JEL JEZ

Entdo, tratam-se dos mesmos eventos.
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1c08(2 8,) €08 (2 pa) | 1c08(2 &) o8 (2 p3) |

Gréfico 13Graficos das faixas (a uma distancia de 7, uma da outra) referentes ao
intervalo de integragdo com relacdo a variavel p,, dependendo do
valor atribuido a variavel §,
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Pelos graficos, pode-se observar que ao calcular os valores esperados, 0
intervalo de integragdo da variavel u, depende do valor assumido por &,, porém
as caracteristicas das varidveis acabam por compensar tal variacdo. Pode-se,
portanto, realizar uma integracdo cujos intervalos de u, ndo dependam dos
valores de §,, pois ao somar a contribuicdo que cada faixa da, verifica-se que
uma complementa a outra, devido as propriedades de simetria e periodicidade
estudadas anteriormente.

Partindo para a determinagéo da distribuicdo de probabilidade para o par

de variaveis (u,, 8,), tem-se que:

P91,2,92,2(91,2: 6’2,2) =

= (2-mM)7% Xpreris,lsr<zn-16,}(H2) * X(rer-n<r<m}(82) =

_ {(2 M2 e((-m<8<MASI<Sp<2-m- |52|))} _
0 ((-m <8, <m)AUS| Sy <2-m—18,1))

= Puy.5, (U2, 02)

Porém, como foi visto, valores que diferem por um multiplo inteiro de

tratam-se do mesmo evento, portanto:
Puz,az(#zﬂsz) =@2-mt-nt ‘X{reR:osr<z~n}(ﬂz) ')({reR:0<r<n}(52)
Assim, as marginais serdo dadas por:

Py, (u2) = (2- )t 'X{rE]R:Osr<2~7r}(:u2);
P62(52) =n? 'X{relR:0<r<7r}(52)
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E a distribuicdo conjunta sera o produto das marginais. Portanto, tem-se
a independéncia estocastica das variaveis u, € §,.

Gréfico 14 Transformacdo da regido de integracdo de um losango para um
retdngulo, através do uso das propriedades de simetria e
periodicidade das varidveis e do integrando

Nos gréficos acima, observa-se que as faixas presentes na regido que era
antes um losango sdo as mesmas na nova regido, semelhante a um retangulo.

Assim a nova regido permite integrar em relacdo as variaveis p, e 985,
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independentemente da ordem, pois a fronteira da nova regido ja ndo limita u,

em funcdo de &, (e vice-versa).
4.4.4.7 Valor esperado condicional nas novas variaveis

Agora, tendo a funcdo densidade de probabilidade e as novas variaveis
aleatdrias, pode-se partir para o calculo do valor esperado condicional, que é
usado na demonstracdo da desigualdade de Leggett. Mas antes de calcular os
valores esperados, observa-se a ordem estabelecida, em que serdo calculados,
usando o conceito de valor esperado condicional.

Primeiramente, calcula-se o valor esperado com relacdo as variaveis Z,
dado (fi, &)

€19(Z11Z12) = € (52;1'9 (211 Z15 ’9)) =&us (52;;1,8(21,1 2123 i 5))

€19(Z21 " Z22) = & (52;1'9 (Zap  Zs25 ’9)) =&us (52;;1,8(22,1 22,25 i 5))

Assim, a partir do valor esperado do valor absoluto (presente na

desigualdade de Leggett), e através das seguintes desigualdades

gZ;iz,S(|Zl,1 AR AP 'Zz,zli.u, 5) = |5z;ﬂ,g(z1,1 “Zyg 2o 2ol 5)|

5z;u,s(|21,1 : 21,2 - Zz,1 'Zz,zliﬂ' 5) = |5z;,~1,,‘$(z1,1 'Z1,2 - Zz,1 'Zz,zil'i; 5)|
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Obtém-se as seguinte desigualdades:

€5 (E25(1Z01 21z + 251 - a5, 6)) 2
= 5ﬁ,8(|£2;;1,5(z1,1 Zipt+Za1 2ol 5)') =
= ﬁ’3(|2 -cos(2 - fr) - cos(2 - 8)|) =

= 5#151 (8#2’522#151“2 ' COS(Z ' ﬁ) ' COS(Z ' S)l;ylsl))

5;1'5 (52;;1,3(|Z1,1 ‘Z1,2 - Zz,1 'Zz,zliﬁ' 5)) =
= 5u,8(|52;;1,8(21,1 Zyy —Zay - Zy2; i, 8)]) =
= £ﬂ'5(|2 -sen(2 - ) -sen(2 - §)|) =

= gﬂ151 (gﬂzr5ziﬂ151(|2 ' Sen(z : ﬁ) : Sen(z ' g)l;ﬂl6l))

Agora, utilizando-se do que se sabe sobre a regido de integracao, tém-se

que os valores esperados serdo as seguintes integrais

guz:u1,5(|2 -cos(2- 1) -cos(2-8)|; iy, 6) =
=2 £M2;M115(|cos(2 K cos(2 . 5)|;,u1,5) =

+1

=2 [ (7= leos2 -~ cos(2- )] ) - =
=~ Jeos(z )| [ (eosz- @D - i
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€, s(|2-sen(2- @) - sen(2-8)|;u1,8) =

=2- £u2;u1’3(|sen(2 @) -sen(2-8)|;uy,8) =

+1

1 _
=2 f (— |sen(2 - 1) - sen(2 - 8)|) “dyy =
2.m
-7
1 +m
= |sen(2 - §)| - f (Isen(2 - @) - du,
=TT
Os integrandos internos possuem o mesmo valor
+m +m
[ eosz- D - duy = [ lsenz D diy =4
-7 -1

Portanto,

_ .. 4 -
€52 cos2 ) -cos(2 8)|suy, 6) =~ [eos(2-5)

_ .. 4 -
€152 sen@- ) -sen(2 8|, 8) = = - [sen(2-5)

Agora, calculam-se os proximos valores esperados condicionais
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€,.5(Eu 5|2 cos(2- @) - cos(2- 8)|; 1, 6);6) =

4 Ny e 4 _
=&, (= [cos(2- 8)];6) = =+ [cos(2- &)

€5 (Eun5(|2-sen(2 - 1) - sen(2 - §)|; 1y, 6); 8) =

4 ~ =\ 4 -
=&,.5 (; |sen(2 - 8)|;6) = |sen(2 - &)

Como os valores esperados sdao com relacdo a variavel p, e as funcdes
das quais se calculam os valores esperados sdo independentes de u; (pois s
dependem de &, e §,), por causa disso obteve-se o resultado demonstrado.

Ja foram calculados os valores esperados com relagdo as varidveis
(uq, 12), falta agora calcular o valor esperado condicional com relacéo a variavel
61, referente a metade da diferenga dos angulos das orientacdes das propriedades
das particulas, que neste caso, escolheu-se a polarizagédo do féton.

Calculando o valor esperado condicional com relacdo a variavel 65,
desconhecendo qual a distribuicdo que as orientacGes das propriedades das

particulas possam ter, tem-se que

851i52(£u1:5(£uz:u1,5(|2 -cos(2 - 1) - cos(2-8)|;1,8);6);8,) =

+1

= f <% |cos(2 - §)| - p51(51)> -dé,

-1



159

851;52(8u1;3(5#2;#1’3(|2 -sen(2 - 1) -sen(2-8)|;14,6);8);8,) =

= f <% |sen(2 - &)| - p51(51)> -dé,

=TT
Substituindo na desigualdade de Leggett, calculada anteriormente,

quando se aplicou a transformacéo de variaveis:

~1+

+ €5, (€6, (Euynn.0, (€26, (211 212 + 221 Z23 0. 82) | 12) 12): 6) <
S EZ;é(Zl,l “ZizZaa Lo é) <

<1+

— &5, (Euris, Eupinns, (€206, (Zu1 - Zap = Zop - 232501, 62) | 12)5 11); 62)

Tem-se:

+1

-1+ f (g-|cos(2-(§)|-p51(51)>-d61S

-7

< €36,:6,(Z11 - Zaza - Zop - Z22:82) <

<1- f (g |sen(2 - §)| -p51(51)> - dé,

-

Porém, como ndo se fixou nenhuma distribuicdo ps , ndo é possivel

calcular os valores esperados, em vez disso, substituir-se-4 0 integrando por

outro, de forma a conseguir uma desigualdade.



160

4.4.4.8 Eliminando a necessidade de se conhecer a distribuicdo de
probabilidade das diferengas das orientacdes das propriedades das
particulas (orientacdes das polarizacdes dos fotons)

Através da seguinte identidade trigonométrica
cos(2-6,—2-8;)=cos(2:8,—2-6;+2-6,—2:65) =
=cos(2:-6,—2-61)-cos(2-6,—2-65)—sen(2-6,—2-6,)"
-sen(2-8,—2-65)

Calculando o valor absoluto, tem-se a seguinte desigualdade:

lcos(2 -6, —2-65)| =
=|cos(2-6,—2-8;)-cos(2-6;—2-65)—sen(2-6,—2-6,) -
sen(2-6, —2-65)| <

<|cos(2-8,—2-6y)-cos(2-6,—2-65)| +

+ [sen(2-8,—2-6,)-sen(2-8; —2-65)| =

=|cos(2- 6, —2-6)|-|cos(2- 6, —2-8;)| + |sen(2- 6, —2-5,)] -
|sen(2-68, —2-68)| =

=|cos(2- 6, —2-6)|-|cos(2- 65 —2-8)| + |sen(2- 6, —2-5))] -

|cos(2-8, —2-68,)| + [sen(2 -85 —2-8,)|

. .8 =7. <
Isen(2- 6, -2 51)'_{Icos(2-6§—2-51)|+Isen(2-52—2-51)|

De forma semelhante, usando a seguinte identidade trigonomeétrica:
cos(2-6,—2-6;)=sen(2-6,—2-6,+2-6,—2-6;) =

=sen(2-6,—2-6;)-cos(2-6;—2-63)+cos(2-6,—2-61)-
-sen(2 -6, —2-63)
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Calculando o valor absoluto, tem-se a seguinte desigualdade:
|sen(2 -6, —2-685)| =
=|sen(2:-6,—2-6;)-cos(2-86,—2-6;5)+cos(2:-6,—2-61)
-sen(2-8; —2-8)| <
<|sen(2-6,—2-68;)-cos(2-86,—2-68;)| +
+|cos(2-6,—2-8,)-sen(2-6;—2-68)| =
=|sen(2-6,—2-8))||cos(2-8; —2-63)| + |cos(2-6, —2-8)]-
|sen(2-6; —2-685)| =
=|sen(2-6,—2-6,)|-|cos(2-65—2-6.)| +|cos(2-6,—2-6,)]-

|sen(2 -8, —2-8))| + |sen(2 - 65 — 2 - 851)|
|cos(2 -85 —2-6)|+ [cos(2- 6, —2-6)

|sen(2 - 65 — 2 8,)| S{
Observa-se que o aparecimento do angulo &; nas férmulas, que deve
representar a metade da diferenca entre angulos relacionados a outra
configuracdo do experimento, com angulos (91,1, 012,021, 05,2), lembrando que
os angulos (91'1, 92,1) sdo referentes a propriedade das particulas (nesse caso, a
polarizacdo dos fétons), portanto, ndo faz parte da configuragdo, pois ndo sera
controlado. As varidveis (91,1,92,1) serdo consideradas as mesmas, pois se
supbem que qualquer par de fétons preparados de uma mesma forma, tenha as
mesmas propriedades, portanto, ndo € necessario distinguir as variaveis

relacionadas a um par ou a outro.
Uma vez que se tém duas configuragdes, tem-se, portanto, um sistema

com duas desigualdades:



+1

4
-1+ f <;.|cos(2~(62—61))|.p51(51)>,d61S

-1

= 52,11,61;62(21,1 “ZpZyy - Za2;8;) <

+m 4
<1- f <;- |sen(2 - (6, — 61))| ~p51(81)> - d&y

-1

+1

-1+ f <g.|cos(2-(6&—61))|.p61(51)>_d6\1S

-7

!
< &701,6,:6, (Zi1Z12 - Zoy - 225 63) <

+1

<1- f G |sen(2 - (63 — 61))| -p51(51)> -dé,

=TT
E multiplicando por -1 a segunda desigualdade tem-se:

+1

4
- f (E-|cos(z-(55—51))|-p51(51)>-d51z

-1
> —Eyus.50(Z11 210 Zyq Z2;05) =
= Z,i1,61;6, 1,1 1,2 2,1 2,2)V2) =
+1

>-1+ f (% |sen(2 (65 — 51))| -p51(51)> - dé,

-1

Somando-se 0s membros, tem-se para o primeiro membro:

162
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+1

4
-1+ f <;.|cos(2.(52—51))|.p61(51)>,d81_1+

-1

+1

4
" f <%' |cos(2 - (63— 61))| ~p51(61)> .ds, =

4
=—2+_.
T
+m

: f ((|cos(2 (85— 8)| + |cos(2 - (85 — 8)]) - p51(81)) déy =

=TT
+7
4 !
> -2+ f (Isen(z- 6, = 2- 61 - ps, (8)) - d6, =

-7

4

Tem-se para o terceiro membro:

+1

4
Lo f <E. [sen(2- (6, = 61)]- P61(51)> déy +1+

-1
+m

- f G [sen(2 - (82 = 61)) ‘P61(51)> -6, =

-7

) _%' f ((Isen(2- (8, = 6))| + [sen(2 - (85 — 8D)]) - ps, (62)) - d8; <

-7

+1

4 !
SZ—E f (lSen(Z-SZ—Z-52)|.p61(51)).d51=

-7

4
=2—%-|sen(2-52_2.55)|
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Somando-se 0s membros da primeira desigualdade com a terceira (que

foi multiplicada por -1), tem-se para o primeiro membro:

+m

-1+ f <g.|cos(2.(52—51))|.p51(51)>.d81_1+

-1

+

4
" f <E' [sen(2 - (83 — 61)) ~p51(61)> .ds, =

4
= 24—
Vs

+m

: f ((|cos(2 (8, —8)| + |sen(2 - (65— 61)]) - ps, (81)) -déy =

-1

+1

4
> 24 f (Icos(2 - 8, 2+ 61 s, (8)) - 6, =

-7

4

E para o terceiro membro, tem-se:
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+1T 4
1- f <_' |Sen(2‘(5z—51))|~p51(61)>~d51+1+
+1T 4
- f <%' |C°S(2’(55—51))|~p51(61)>~d51 -
4 +1T
=2 | (Usen(z- @, = 80)] + eos(2 =) -, 60)) -y =
<2 —%- f (Icos(z 8, — 28D 'P61(51))-d61 _

4

Portanto, apds somar as desigualdades, tém-se as seguintes
desigualdades:

4 !

—2+E- |sen(2 -6, —2-65)| <

= gi,ﬂ,él;éz(zl,l AR SRR AYY 52) + gz,ﬂ,al;ag (Zl,l AR A ERRA Yy 52) <
4

<2 — |sen(2 -8, — 2 - 65)|
4

—2+;- lcos(2- 6, —2-65)| <

< gZ,u,61;62(21,1 AR SRR AYY 52) - 52,;1,51;5; (Z1,1 AR A ERRAYY 55) <

4
gz—;-lcos(2-52—2-5é)|

Assim, tem-se a desigualdade de Leggett.
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4.4.4.9 Conclusdes acerca da demonstracéo da desigualdade de Leggett

Observa-se que ao demonstrar a desigualdade de Leggett, em nenhum
momento foi estabelecido qualquer distribuicdo de probabilidades que
envolvesse todas as varidveis presentes na formula, ou seja, uma funcdo de
probabilidade conjunta das variaveis (Zl,lrZl,Z:ZZ,l:ZZ,Zuulv.UZ: 01, 62).

Com relagdo a correlacdo, fica claro que as variaveis u, e &, sdo
estocasticamente independentes, portanto, a correlacdo delas é nula, logo, a
probabilidade de ocorrer um valor de uma, ndo sofre interferéncia do valor
atribuida a outra.

Observa-se também que a desigualdade basica origina a desigualdade de
Leggett, assim como origina a desigualdade de Bell e de Clauser-Horne-

Shimony-Holt
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5 CONCLUSAO

Na literatura encontrada na Mecénica Quantica, frequentemente
encontra-se uma abordagem mais fisica do que estatistica, e portanto, detalhes
como a classificacdo das varidveis em variaveis aleatérias e em parametros,
encontradas na Estatistica, ndo sdo levadas em consideracgdo, o que pode levar a
uma confusdo com relagdo ao que é considerado parametro ou variavel na
Fisica. Um esclarecimento melhor é necessario para se poder utilizar
corretamente as propriedades obtidas na Estatistica.

Demonstrou-se que somente com a violacdo do segundo axioma de
Kolmogorov, isto é, supondo a existéncia de probabilidades negativas, é possivel
compatibilizar a Teoria de Probabilidade com a modelagem quantica dos
resultados observados nos experimentos de, por exemplo, Aspect, Dalibard e
Roger (1982).

Foi desenvolvida uma desigualdade basica a partir da qual, por deducgéo
algébrica, foram demonstradas as desigualdades de Bell, a de Clauser-Horne-
Shimony-Holt e a de Leggett, e cujas condi¢Bes para sua validade, continham as
condicdes para a validade das outras desigualdades.

Foi visto que ndo ha a necessidade de se discutir a dependéncia das
varidveis aleatdrias com relacdo a quaisquer parametros, apenas deve-se prestar
atencdo na dependéncia que ocorre na fungao de probabilidade.

Esta formalizagdo encontrada nesta tese esta longe de abranger toda a
Mecénica Quantica, mas trata-se de uma abordagem inicial a este vasto campo.
Esta explicitagdo dos conceitos nativos da Estatistica ja tem sido também
encontrada em trabalhos recentes de diversos fisicos, como em Griffiths (2001),
gue demonstram ndo ser necessario um novo calculo de probabilidades, como
havia proposto alguns outros fisicos, visto em Pitowsky (1989) (que apresenta a

probabilidade quéntica), sendo somente necessaria uma melhor formalizacdo da



168

Mecéanica Quantica com respeito as defini¢bes estatisticas para que ndo haja
conflitos.

Como continuagdo deste trabalho, pretende-se estudar as nocGes de
separabilidade de sistemas quanticos, verificando se hé alguma correspondéncia
com o conceito classico de correlacdo, encontrado na literatura de Estatistica. O
estudo sobre a desigualdade de Leggett devera se estender para verificar como
propor um modelo probabilistico classico na qual a desigualdade de Leggett ndo
seja violada, para qualquer valor dos pardmetros. O estudo sobre teorema de
Kochen-Specker e outros teoremas relacionados com a questdo de “variaveis
ocultas” na Mecanica Quéntica serdo realizados na continua¢do deste trabalho, ¢
se possivel, pretende-se a0 menos apontar algumas possibilidades de uso da

Mecanica Quantica na Estatistica.
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