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RESUMO

Um novo estimador de cumeeira € obtido a partir de uma abordagem geo-
métrica da teoria geral dos estimadores de cumeeira. Obtido a partir da intersec¢ao
de dois elipsoides ortogonais e possuindo uma expressao algébrica simples este es-
timador é bastante natural. Exemplos sdo utilizados que sugerem que as curvas de
cumeeira deste estimador se estabilizam mais rapidamente que a do estimador de
cumeeira usual. Este fato pode facilitar a estimagdo do valor 6timo para o para-
metro, uma drea de pesquisa central na teoria. Foram obtidas expressdes para a
variancia total e o erro quadratico médio. O desempenho do estimador proposto
foi estudado pela aplicacdo a um conjunto de dados j4 analisados na literatura pela
utilizacdo do estimador de cumeeira usual. Uma andlise dos dados de selecdo
gendmica relativos a resposta pH da carne suina aos 45 minutos e 24 horas apés o
abate. Em todas as aplicagdes os resultados obtidos pelo estimador proposto sdo
comparados com os resultados obtidos pelo estimador de cumeeira usual e pelo
estimador de Mayer e Wilke (1973).

Palavras-chave: Analise Multivariada. Estimadores Viesados. Multicolinearidade.
Ridge Regression.



ABSTRACT

A new ridge estimator is obtained from a geometric approach of the gene-
ral theory of the ridge estimators. Obtained from the intersection of two orthogonal
ellipsoids and having a simple algebraic expression this estimator is quite natural.
Examples are used to suggest that curves ridge from this estimator stabilize faster
than the usual ridge estimators. This fact may facilitate the estimation of great
value for the parameter, a central area of research in theory. Expressions were
obtained for the total variance and the mean quadratic error. The performance of
the proposed estimator was studied by applying a set of data already analyzed in
the literature by using the usual ridge estimator. Data analysis of genomic selec-
tion on the pH response of pork at 45 minutes and 24 hours after slaughter. In all
applications the results obtained by the proposed estimator are compared with the
results obtained by the usual ridge and Mayer and Wilke (1973) estimator.

Keywords: Multivariate Analysis. Biased estimators. Multicollinearity. Ridge
Regression.
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1 INTRODUCAO

O método de estimagdo, baseado em minimizar a soma de quadrados de
residuos, apesar de ndo apresentar viés e ter a menor variancia possivel pode néo
ser adequado quando em presenca de quasemulticolinearidade. Uma maneira de
se contornar esse problema é permitir a ocorréncia de viés no processo de estima-
cdo. Hoerl e Kennard (1970a) propuseram um método, denominado regressao de
cumeeira (ridge), que se mostrou adequado nesta situacgdo, isto €, andlise de dados
em que as covaridveis sdo altamente correlacionadas. Alguns trabalhos tem apre-
sentado resultados satisfatorios quando se utliza a regressdao de cumeeira (ridge),
dentre eles Cule e Lorio (2012, 2013). Algebricamente o método é extremamente
simples, sendo uma modificacdo linear dependente de um parametro real, deno-
minado parametro de cumeeira do estimador de quadrados minimos. Uma das
vantagens deste método € que se pode plotar, para cada pardmetro estimado, uma
curva em funcdo do parametro de cumeeira, denominada curva trago de cumeeira
que € um excelente método grafico para a escolha do valor do pardmetro de cume-
eira mais adequado. O método de regressdo de cumeeira € um caso particular de
se obter estimadores de encolhimento (shirinkage). As estimativas de quadrados
minimos s@o encolhidas em direcdo ao vetor nulo. Desta forma com uma esco-
lha adequada do parametro de cumeeira tem-se um balanceamento entre varidncia
e viés de forma que o erro quadritico médio do estimador de cumeeira se torna
muitas vezes substancialmente menor que o erro quadratico médio do estimador
de quadrados minimos. Em razio de sua simplicidade algébrica, ¢ comum que
o usudrio utilize este estimador sem se preocupar da forma com que ele foi ob-
tido. Esta é uma atitude que pode levar a erros na compreensdo da andlise da

regressdo de cumeeira. O método de regressdo de cumeeira ¢ uma modificacdo
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do método de quadrados minimos penalizado, de fato € o método de quadrados
minimos que pode ser descrito geometricamente. Esta é a énfase neste trabalho,
explicitar os aspectos geométricos da teoria observados os dados e fixado um va-
lor para o pardmetro de cumeeira. Fica determinado no espaco paramétrico um
elipsoide, definido pelo mau delineamento, centrado na estimativa de quadrados
minimos. A estimativa de cumeeira € obtida tomando-se sobre este elipsoide o
vetor mais préximo da origem. Posteriormente foi definido um estimador de cu-
meeira, denominado neste trabalho de estimador de cumeeira de Rao, que gene-
raliza o anteriormente descrito. Escolhendo-se uma matriz definida positiva G, o
estimador de cumeeira de Rao € obtido tomando-se o vetor definido pela intersec-
¢do do elipsoide centrado na estimativa de quadrados minimos e outro elipsoide na
origem definido pela matriz G. A contribuicao deste trabalho é sugerir uma matriz
G que define um elipsoide que possui 0s eixos principais centrados na estimativa
de quadrados minimos, mas com o tamanho destes eixos invertidos. Por exemplo,
o0 eixo principal de maior tamanho de um elipsoide corresponde a0 mesmo €ixo s
que com o menor tamanho. Pode-se afirmar apenas para efeitos visuais que os dois
elipsoides sdo ortogonais. A estrutura do trabalho segue primeiramente um estudo
bastante detalhado do estimador de cumeeira. As propriedades do estimador de
cumeeira de Rao sdo abordadas de maneira mais rapida pois se tem um artigo do
autor versando sobre este topico. Outra questao que nao foi abordada aqui € a de
se obter estimadores para o valor do pardmetro de cumeeira que minimiza o erro
quadratico médio do correspondente estimador. Este assunto por si s6 seria sufi-
ciente para uma tese dada a sua complexidade. Finalmente o estimador proposto
¢ aplicado em trés situacdes: um exemplo da literatura em que é estudado, entre
outros, o comportamento do estimador de cumeeira, em um conjunto de dados

reais também ja analisados pelo uso do estimador de cumeeira e finalmente uma
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aplicacdo a um conjunto de dados de selecdo gendmica analisados anteriormente
pela técnica PLS (partial least squares). Deve-se observar que as aplicacdes nado
visavam um estudo computacional exaustivo das propriedades do estimador pro-
posto, mas apenas mostrar que o estimador proposto apresenta boas propriedades

e que merece um estudo mais apropriado.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Vetores Aleatérios

Quando se quer medir vérios aspectos aleatérios de um fendmeno, ou
mesmo fazer medidas repetidas de algum deles, tem-se a teoria das varidveis ale-
atérias multidimensionais, Y = (Y71, ..., Y},), em que cada coordenada é uma va-
ridvel aleatéria unidimensional. O exemplo usual é quando se tem uma amostra
aleatéria simples Y = (Y7, ..., Y},). Neste caso os Y; sdo medidas independentes de
uma mesma grandeza populacional. Outra situagdo é quando se tem uma varidvel
multidimensional propriamente dita, isto €, medidas de vérias caracteristicas de um
fendmeno aleatorio. Pode-se também ter uma amostra de tais varidveis. Portanto,
as coordenadas podem estar relacionadas a valores de caracteristicas diferentes ou
valores obtidos por repeti¢ao.

Os valores que Y = (Y71, ..., Y;,) assume podem ser vistos como vetores no
espaco R™ e, portanto, podem também ser apropriadamente denominados de veto-
res aleatdrios. Neste trabalho as varidveis aleatérias multidimensionais sdo vistas
como vetores aleatdrios e s@o estudadas suas projecdes em subespacos vetoriais,
utilizando-se uma abordagem inteiramente geométrica. Nos textos de estatistica
multivariada, o enfoque é muito mais algébrico do que geométrico. Um dos ob-
jetivos com este texto é justamente o de explicitar as vantagens da abordagem
geométrica em razdo de sua concisdo e generalidade. Os conceitos e notacao refe-
rentes a dlgebra linear sdo os usuais nos livros textos. Quando uma base do espaco
vetorial for escolhida serd usada a notacdo R™. Caso o espaco vetorial seja abs-
trato, isto €, sem uma escolha particular de base, serd utilizada a notacdo V. Uma
observagao essencial sobre a notagdo para que se evitem ddvidas € a de uma vez

fixada bases no dominio e no contradominio, uma transformacao linear pode ser
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representada por uma matriz, e ndo serd feita distin¢ao entre estes dois conceitos,
transformacdes lineares e matrizes, estas serdo tratadas de forma indistinta. Uma
situacdo comum em estatistica € a transformacao linear de dados, como mudangas
de escalas, por exemplo, ou o procedimento de se trabalhar com a média amostral.
Tais procedimentos, em termos de dlgebra linear, consistem em aplicar transfor-
magdes lineares, fazer projecdes ortogonais, calcular angulos, etc, em vetores. Da
mesma forma todos estes procedimentos podem ser aplicados em vetores aleato-
rios.

As transformacdes lineares podem ser representadas como na Figura 1.

Ril Rp

— A(Y)

Figura 1 Transformacao linear de R™ em R”

Um caso particular é o de funcionais lineares em que a transformacao
linear € definida por uma matriz n x 1.

Aplicando esta transformacao linear em um vetor aleatério Y tem-se (Figura2):

A(Y) =o1Y1 +txYo+ ...+ 2,Y,
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Rn

Figura 2 Funcional linear de R"™ em R

Considerando A uma matriz coluna e A’ sua transposta, entdo, em termos

de produto de matrizes, temos que o funcional linear pode ser expresso por:

Y

Ys

Yy,

O produto interno do vetor aleatério com um vetor X = (1, ..., Zy), €
dado por X'Y = 1Y] + ... + 21Y] ou pelas notagdes equivalentes x.Y € < x, Y >.
Dessa forma o funcional linear pode ser expresso por A(Y) = x'Y. Em termos de

matrizes se X € considerado uma matrizn x 1, ou seja,
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xy

T2

Tn

entdo X'Y pode ser expresso como o produto de matrizes :

Y;
Y

Yy,

As duas notagdes serdo usadas indistintamente. A interpretacdo geomé-
trica do produto interno descrita pela Figura 3 é X'Y = ||x]].||Y||.cos(6), portanto
x'Y significa o nimero ||x|| vezes o tamanho do vetor aleatério obtido pela proje-

¢do do vetor Y no subespaco unidimensional gerado pelo vetor x .

Rn

Figura 3 Interpretacdo geométrica do produto interno
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A esperanca de um vetor aleatério € o vetor dado pelas esperancas de cada
componente E£(Y) = 3 = [E(Y1), ..., E(Y,)].

Outra caracteristica fundamental de um vetor aleatério é sua matriz de
variancias e covaridncias também denominada matriz de dispersdo, que serd deno-
tada cov(Y).

Em termos matriciais a defini¢do é cov(Y) = E((Y—E(Y))(Y—E(Y))).
As relagdes entre o vetor esperanga, a matriz de variancias e covariancias e trans-

formacdes lineares sdo dadas por:

Proposiciao 1. E(x'Y) =x'E(Y) =x'3

Demonstragdo.

E(X/Y) = E@Yi+xYs+ ... +x,Yy)

= rEW) +2E(Ys) + ...+ 2, E(Yy)

EM)
- E(Y2)
= |z z9 -

| E(Yn) ]
= XE(Y)

O]

Proposiciio 2. cov(x'Y) = x'cov(Y)x. No caso particular em que cov(Y) = 021

tem-se cov(x'Y) = o%x'x = 2| |x||%.



Demonstragdo.

cov(x'Y) =

23

B(XY — BE(X'Y))?)

B(X'Y -x'E(Y))(x'Y —x'E(Y)))
B((x'(Y - E(Y))(x'(Y - E(Y))))
E(X(Y - E(Y))(Y - E(Y))'x)

X E((Y - E(Y))(Y - E(Y)))x

X' cov(Y)x

O]

Proposicao 3. Dados dois vetores x e z, a covaridncia entre x'Y e 7'Y é dada por

cov(x'Y,Z'Y) = x'cov(Y)z.

Demonstragdo.

cov(xX'Y,Z'Y)

= EBE(XY-EXY))(ZY - E(ZY)))
= B(XY-XE(Y))(ZY - 7ZE(Y)))
= EX(Y-E(Y)Z (Y- E(Y)))
= EX(Y—-EY))(Y - E(Y))z)

= XE((Y - E(Y)(Y - E(Y)))z

= Xcov(Y)z

O]

2

Note que se cov(Y) = 021 entdo cov(x'Y,2'Y) = 02X’z e portanto se X e

z sdo ortogonais, as varidveis X'Y e z'Y sdo ndo correlacionadas.
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Alguns teoremas importantes envolvendo projetores ortogonais de um ve-
tor aleatério Y serdo apresentados a seguir. Deve ser observado que sendo Y um
vetor aleatério em um espaco vetorial, V' a sua projecdo ortogonal em um subes-
paco W de V, denotada por Py (Y) , também é um vetor aleatério, que depende
obviamente de Y (Figura 4). O vetor Py (Y) pode ser expresso em relagdo a uma

base ortogonal uy, ..., u;, de W por:

Y.u Y.u Y.u
Pw(Y)—< 1>ll1—|—< 2)112—|—...—|—< k>llk
uj.up Us.uo Uy U

BY

Figura 4 Projecdo ortogonal de um vetor aleatério

Uma vez definida uma base no espago vetorial V' este pode ser natural-
mente identificado no espaco R™. Um fato importante sobre projetores ortogonais
é sua caracterizacio como matriz. Uma matriz quadrada tal que A> = A é cha-
mada matriz de proje¢do ou projetor. Tem-se que um projetor A restrito a imagem
de A, Im(A), é a identidade, ou seja, A(Ax) = A?x = Ax,Vx € R™. [ — A
também é um projetor, pois (I — A)?> =1 —2A 4+ A? =1 — A.

Como,
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A((T-A)x) = A(x—Ax) = Ax—A%x = Ax—Ax = 0 = Im(I - A) C ker(A)
xcker(A)= (I —-Ax=x—Ax=x—-0=x € Im(I — A), segue entdo que
Im(I — A) = ker(A) e Im(A) = ker(I — A).

Uma matriz de proje¢dao A é dita um projetor ortogonal se Av — v é per-

pendicular ao subespago Im(A) para todo v € R™.

Proposicao 4. Uma matriz de projecdo é simétrica se, e somente se, é um projetor

ortogonal
< Avw >=< v, Aw >&< Av —v, Aw >=10

Demonstragdo. (=) Se A é simétrica

<V—AV,Aw > = <V, Aw> — < Av, Aw >
= <v,Aw> — <v,A’w >
= <V, AW > — <V, Aw >

= 0; VvweR"

(<) Se A € um projetor ortogonal, Av — v é perpendicular a Aw, isto & <
Av — v, Aw >= 0 =< Av, Aw >=< v, Aw >, da mesma forma Aw — w é
perpendicular a Av, isto é < Aw — w, Av >= 0 =< Aw, Av >=< w, Av >,
portanto < Av,w >=< v, Aw >; Vv,w e R"

O

Teorema 1. Considere que E(Y) = 3, cov(Y) = o%I e que W é um subespaco

d-dimensional de V. Entdo:

o E(Py(Y)) = Pw(E(Y)) = Pw(B)
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o E([[Pw(Y)[[*) =|Pw(B)I]* + do?

Demonstragdo. Seja wi, ..., Wy uma base ortonormal de . Sem perca de gene-

ralidade tem-se:

Pw(Y) = (Wl.Y)Wl + ...+ (Wd.Y)Wd
IPw(D)IP = (WY + .+ (Wa )’

Logo:

E([PwWIP) = B((wi.Y)?) + ... + E((Wa.Y)?)
= var(w.Y) 4+ (E(w.Y))2 + ... + var(wg.Y) + (E(wy.Y))?
= [wilP’o” + (W1.8)" + .. + [[Wal[*0” + (wa.8)*

= do’ +||Pw(B)II”

2.2 Formas Quadraticas

Formas quadraticas ocupam um lugar central em véarios ramos da mate-
matica, incluindo teoria dos nimeros, dlgebra linear, teoria dos grupos, geometria
diferencial, e desempenha papel fundamental em estatistica. Neste trabalho serd

necessario o uso da esperanca e variancia de formas quadraticas.

Proposi¢io 5. Se E(Y) = 3 entdo E(Y' AY) = B AB + tr(Acov(Y)).



Demonstragdo.

ailr a2 - ain| | Y1

azr Qg -+ A2 Ya
YAY = [yl Yy - yn} "

Gn1 Anp2 - Aapn Y,

a11Y1 +apYs + - +aY,

a21Y1 + aYs + -+ +a,Y,
I ——

_anl}/i +an2Yo + -+ apnYn

= Yi(anYr1+---+anYy,) + Yo(anYi + - +ag,Yn) + -

+ Yn(anlyl +---+ annYn)

= anV1¥1 +apV1Y1 + -+ ann Yo Y,

n n
= DD ¥y

j=1i=1
Com isso, tem-se que:

n n

E(YAY) = E() ) ayYiY)
=1 i=1

= > > a,;E(VY))

j=1i=1

Definindo



E((Y:—8:)(Y;—B8;) =

E(Y;Y;) - BiE(Y;) — B;E(Y:) + BiB; =
E(Y;Y;) — BiB; — BiBi + BiB; =
E(YY;) =
= BEQ Y aijloi+6ib;)

j=1i=1

n n n

= > aioi+ > aiiBiB

j=1i=1 j=1i=1

tr(Acov(Y)) B’Aﬂ

Pois

cov(Y) = E(Y—-EY))(Y—-E()))

= E(Y-XB)(Y-XB))

Y1 -5
Yo —

= F 2:62 (Y_gl Y -8By ---
Yn_ﬁn

= (E((Yz - 5@)(}/] - ﬁj)))m
= (Uz'j)z'j Vi,j = 1,2, e n

n n
Observe que Y » a;j045 = tr(Acov(Y), pois:
j=li=1

v o5 )

28
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aip a2 -+ Qip 11 012 -+ O0Oln
a1 a2 - Q2p 021 022 -+ O2n
|@nl Gn2 - Qnn| |Onl On2 *'° Onn]|
a11011 +++ + a1p0n1 - G1101p + 0+ A1nOnn
|Qn1011 + ** + QunOpn *** Gp101p + - + QpnOnn
Logo, E(Y'AY) = 3'AB + tr(Acov(Y). O

Proposicdo 6. Se Y é varidvel aleatoria de uma normal multivariada com cov(Y)

=3, N(u,Y), entdo var(Y' AY) = 2tr[(AX)?]+ 48’ AX3

Demonstracdo. (RENCHER, 2008, p. 109) OJ

2.3 Elipsoides

Para a compreensdo das propriedades dos estimadores ridge e de outros
estimadores de encolhimento ¢ util uma abordagem geométrica dos elipsoides. Se
Ay xn € simétrica positiva definida, as curvas de nivel da fung¢do g : R" — R,
9(x) = X'Ax = 37, sa;z;x;, isto €, a equagdo x'Ax = c define um elipsoide.
Com uma mudanga de coordenadas os elipsoides podem ser expressos de forma

mais simples. Como A é simétrica existe uma matriz P, ,, ortogonal, tal que:

A1
P'AP =



30
Sey = P’x, x = Py nas novas coordenadas, entdo:

c = X Ax
= (Py)'A(Py)

= y P APy

= Z Aiy?

Portanto,
2 2
Y1 Y
- + ...+ Zn =1
A1 An

Segue daf a descrigdo do elipsoide em termos dos eixos principais como

descrito na Figura 5:
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S

Yon
c
\ A,

Figura 5 Eixos principais do elipsoide

De uma maneira mais geral fazendo-se um deslocamento temos os elip-

soides (x — xp)"A(x — X¢) = ¢, como descrito na descrito na Figura 6:
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Xn

N

Xo

Wn

Figura 6 Centro do elipsoide

Quando se tem uma transformag@o linear de posto completo A : R" —
R", x — A(x) = y, os elipsoides descrevem a pré-imagem de esferas. Se S =

{lly = yoll =7,y € R"}, se y = Ax entdo:

r* =y =yl

= (y—¥) (V—Yo)

= (A(z) — A=)’ (A=) — A(=0))
= (z —z0) AA(z — x0)

Quando A : R? — R™, A(B) = y é de posto completo e n > p ainda se

tem um resultado semelhante. Considere a esfera ||y — y,|| = r contida na Im A.
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Entao:
2=y = ol

= (y—¥)' (y—¥o)

= (A(B) — A(Bo)) (A(B) — A(By))

= (B—By) AA(B-By).

Esta equagdo define um elipsoide em R? centrado em (3, como descrito
na Figura 7
YTI
By
§ A

m(A)

1
Y,

Figura 7 Elipsoides com pré-imagem de esferas

Note que o inverso também & verdadeiro. A imagem de certos elipsoides
sdo esferas. Na situagdo anterior o elipsoide (3 — 3,)'A’A(B — By) = r? tem

como imagem a esfera || A3 — AB,|| = r no subespaco Im A.
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2.3.1 Regressao Linear Miltipla

Esta secdo baseia-se em Rencher (2008). Na regressdo multipla procura-
se predizer uma varidvel resposta (ou seja, dependente) Y, assumindo que ela tem
uma relagdo linear com diversas varidveis independentes x1, T2, ..., Tp.

O modelo de regressdo linear miltipla pode ser expresso como:

Y:ﬁ1x1+ﬂgx2+...+5pxp+s. (1)

Uma vez que os 3’s podem ser estimados pelo método dos minimos qua-
drados e para estimd-los, € utilizada uma amostra com n observacdes de Y associ-

ados com os z’s. Tem-se, portanto para a i-ésima observagao:

Y = Biwi + Powio + ... + Bpxip + &5 (2)

Observe que se z;1 = 1 Vi = 1,..,n o coeficiente 3 é denominado inter-
cepto. E comum na literatura que o intercepto seja denominado por (y. No intuito
de simplificar a varia¢do dos contadores, denotar o intercepto por (31 implica que
0 espaco paramétrico tenha dimensao p e ndo dimensao p + 1 caso se optasse pela

notacdo utilizando y. As pressuposi¢des do modelo sdo:

1. E(g;) =0,Vi=1,2,...,n,isto &, E(Y;) = fizi1 + fazia + ... + BpTip.

2. var(g;) = o2, isto &, var(Y;) = o2.

3. cov(ej,g5) = 0,isto é, cov(Y;, Y;) = 0 Vi # j.

De acordo com a suposi¢do 1 tem-se que todos os x’s estdo incluidos no
modelo de forma linear; a suposicao 2 estabelece que a varidncia de Y € constante
e ndo depende dos x's e da suposicdo 3 os Y's ndo sdo correlacionados entre si, 0

que geralmente acontece em amostras aleatdrias.



A identidade (2) pode ser reescrita em sua forma matricial:

Yy 11

Y, T21

_Yn_ | Tnl
ou

e entdo as trés suposicdes matricialmente sdo dadas por:

1. E(e) =0, isto é, E(Y) = X0.

Z12

22

Tn2

xlp

CL‘Qp

A
Ba

5]

€1

)

€n

Y, x1 = XTLXpoXl + Enx1

2. cov(€)pxn = 021, isto é, cov(Y) = o?1I.
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3)

Assumiremos que n > p e posto(X) = p. Se n < p ou se existir al-

guma relacdo linear entre os vetores coluna da matriz X nao terd posto (coluna)

completo. Se os valores z;; da matriz X forem planejados (escolhidos) pelo pes-

quisador, a matriz X é denominada de matriz do delineamento.

Neste trabalho foi adotada uma abordagem geométrica na qual foram uti-

lizados de forma indistinta os conceitos de matriz e transformacdo linear. Quando

fixadas bases no dominio e no contra-dominio, uma transformacao linear é repre-

sentada por uma matriz. Tal identificacdo ndo gerard ddividas, pois as bases esco-

lhidas estardo bem determinadas. Neste sentido temos a representacdo geométrica

do modelo linear na Figura 8 em que Im(X) é o subespago vetorial definido pela

imagem da transformacao linear X:



36

3=

Pp

Xp

m(X)

B

4

Figura 8 Geometria do modelo linear

2.4 Erro quadratico médio de estimadores
Dado um estimador ﬁ de um vetor de pardmetros 3, seu erro quadratico é

definido por

L= (B-8)B-B). 4)

O erro quadratico médio é definido como EQM (3) = E(L?). O erro quadra-
tico médio de um estimador pode ser decomposto em termos de varidncia e do

quadrado do viés.

Proposicao 7.

EQM(B) = tr(cov(B)) +||E(B) - Bl
= Y var(B) + [IE@) - B

i=1
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Demonstragado.

EQM(B) = E((B-B)(B-8)
(B—E(B)+E(B)—B)(B—-EB) +EB) - B))

= E((B-E®)(B-E®)+(B-E®B)EPB) -B)
(B)—-B)(B-EB) + (E@B-B))(EPB) - 8)))
(B—E(B))(B - E(B)))+ (E(B - E(B))(EB) - B)

+ (E(B)—B)E(B—EB)+(EB)-B)(EB) - B))

— E(B-E(B))(B—E®)+(E(B)-B)(EB) - B8)

= E(tr((B—E(B)(B—EB))) +|EB) - 8]

= tr(cov(B ))+HE( ) - Bl

P
= Zvar BZ +Z (viés( ﬂl
=1 =1

O

OBS.: A proposicdo 7 também pode ser demonstrada utilizando-se a pro-
posi¢cdo 5. Veja que mesmo tendo-se um estimador ndo viesado B do vetor 3, a
norma ao quadrado deste estimador € um estimador viesado da norma ao quadrado

do vetor de pardmetros, de fato determina uma superestimacao.

Proposicio 8. Se 3 é um estimador ndo viesado de 3, entdo E(||8]|2) = EQM (B8)+
18I1°.
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Demonstragdo.

E(IBIP) = E (ZB?>

=
= iE(iﬂ?)

_ i(vm@mﬂm?)
_ immnimmf
_ ivar(ﬁiwiﬁf

_ iwr@nnmﬁ

O]

OBS.: A proposi¢do 8 também pode ser demonstrada utilizando-se a pro-

posicao 5.

2.4.1 Estimador de quadrados minimos

Serd discutida aqui a abordagem de quadrados minimos para estimar os
B’s apresentados no modelo (1) e nenhuma suposigdo sobre a distribui¢do de Y
serd necessaria na obtencgao destes estimadores. L.ogo, procura-se os estimadores
de f1, B2, ..., Bp que minimizam a soma de quadrados dos desvios dos n valores
observados de Y em relagdo aos preditos, ou seja, busca-se Bl, Bz, ey Bp tais que

§ = Prz1 + Pawa + ... + By que minimizem
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n n
2. = X i—u)
=1 =1
n
= D (Wi~ brwa — Bomio — .. — Bpip)” (5)
=1

Vetorialmente deve-se obter o vetor definido pela projecdo ortogonal do
vetor y observado em I'm(X), y = Pry,(x)(y), uma vez que a projegdo ortogonal

minimiza a distancia do vetor y ao subespago de Im(X). (Figura 9)

Im (X)

Figura 9 Método geométrico dos quadrados minimos
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A obtencdo dos estimadores de quadrados minimos como sendo aquela
que minimiza a distancia representada na Figura 9 pode ser demonstrada geome-

tricamente com o seguinte teorema:

Teorema 2. Se Y = X3 + ¢, em que X é n X p de posto p < n, entdo o valor de

,3 = (31, Bg, . Bp)’ que minimiza (5) € igual a

B=(X'X)"'X'Yy (6)

Demonstragdo. Seja Im(X) C R™ o espago coluna ou espago imagem de X, isto
¢, se b € RP entdo Xb € Im(X); ker(X) C RP o espago nulo (kernel) de X,
ou seja, se b € ker(X) entdo Xb = 0. Utilizando o resultado fundamental da
dlgebra linear: Se A, x, é a matriz de uma transformac@o linear de R? em R" ,
entdo o espago nulo e A, ker(A) , é ortogonal ao espago imagem de A’, Im(A").
Tem-se também que os espagos Im(A) e ker(A’) sdo ortogonais (Figura 10).

No nosso caso especifico, como a transformacdo X é de posto coluna
completo o espago nulo de X restringe-se a origem de RP e sua imagem tem
dimensdo p. Decorre também da imagem de X', a qual posto p e, portanto, é o
préprio R?.

Considere um vetor de observagdes Y = (Y1,Y5,...,Y,)". Em razdo dos
erros experimentais a probabilidade P(Y € Im(X)) = 0. Como queremos
minimizar L(b) = ||[Y — Xb||? e o vetor Xb estd na I'm(X), segue que L(b)
¢ minimo quando Xb é a projecdo ortogonal de Y em Im(X), com notagdo
Promx) (Y), e consequentemente, existe um tnico vetor de pardmetros B tal que
X B = Prm(x)(Y) (Equagdes normais na forma geométrica). Considere agora o
vetor de parametros b = X' Pr,,,x)(Y) (Figura 11).

Observe que, como Y — Prp,(x) (Y) é ortogonal a qualquer vetor na ima-
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RP R"
A
N (&) ¥
Im (4)
Im (A")
Al'

Figura 10 As imagens e os espacos nulos de A e de A’

gem de X , Y — Pp,x)Y estd no espago nulo de X’ . Segue que X'(Y —

Prpx)Y) = 0 e, portanto, podemos escrever:
b:X’me(X)Y:X’ij(X)Y+X’(Y—PIm(X)Y) =X'Y (7)
Como X B = Prm(x)Y, podemos também escrever:
b=X'Xg3. ®)

Considerando (7) e (8):

b=X'X3=XY=p83=b=(X'X)"'X'Y
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RP R™

Figura 11 Geometria das imagens e os espagos nulos de A e de A’

2.5 Regressao linear miiltipla com coeficientes normalizados

Quando se tem um modelo linear Y = X3 + &, a matriz X dos valo-
res das covaridveis €, em algumas situacdes, experimental totalmente determinada
pelo pesquisador. No entanto, em outras ndo se tem um controle total sobre seus
valores. Mas, em ambas as situacdes, para a andlise do modelo, a matriz X pode
ser alterada para que se tenha uma expressdo adequada que ajude na interpretagdo
do modelo. A primeira modificagdo na matriz X é que esta pode ser centralizada,
isto €, pode ser modificada para que cada uma de suas colunas tenha soma zero. A
transformacdo é X, = X — %JX = <I - iJ) X, em que J é uma matriz com

todas as entradas iguais a 1, neste caso o modelo € denominado modelo na forma
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centralizada (RENCHER, 2008, p.154).
Suponhamos entdo, que X = (z;5),7i = 1,2,...,ne j = 1,2,...,pesteja

P
na forma centralizada, isto é, > x;; =0 , Vj. Neste caso as entradas da matriz
i=1
n
X'X = (aij);i,j = 1,2,...,n sdo da forma a;; = ) x4s5. Se as covaridveis
s=1
X; e X s@o consideradas varidveis aleatdrias, a i-ésima coluna e a j-ésima coluna

de X podem ser consideradas amostras de X; e X, respectivamente. Logo a;; =
n

> TsiTs; € a covaridncia amostral entre X; e X; e € pelo método dos momentos
s=1
um estimador de cov(X;, X;). Observe que a;; = Y« si2 é a variAncia amostral de
X;. Desta forma a matriz X’X pode ser descrita como uma matriz de variincias-
covariancias amostrais.

A ideia agora é modificar X para que se tenha no lugar de covaridncias;

correlacdo. Para isto € necessdrio uma reparametrizagdo do modelo. Considere a

1
—— , dij =0, i#].
= % #J

O modelo reparametrizado é:

matriz diagonal D = (d;;), di; =

Y=XDO+e=X0+¢

X'X =(XD) (XD)=D'(X'X)D = ().

E fécil ver que ¢;; = e portanto o coeficiente de correlagdo

CLZ‘j

amostral entre X; e X;. Para o modelo X 6 + ¢ o estimador de quadrados minimos
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[¢N

D>
I

(X'X)"'X'Y

= ((XD)(XD))"(XD)'Y
= (D'X'XD)"'D'X'Y

= D' X'X)"'DD'X'Y
= DHX'X)'X'Y

= D3

Logo a equagao de predicio fica da forma:

J=0X =011 + ... +0,7,.

Observe que as covaridveis z; sdo relativas a matriz X, isto €, nao sdo as unidades
em que o experimento foi feito. A relagdo entre as covaridveis x; e T; seguem da

relacéo X=XDo que implica z; = \/”“"Tl? Como §Z = Ja; EZ

y == é\/y:é\1§1++§p§p
~ xq ~
= Vanfr— + ... +/auB
\/ﬁ Ppp

= 31371 + ...+ B\pfljp

X

P
v/ App

Portanto, a equacgdo de predig¢do € invaridvel em relagdo a esta reparame-
trizagdo. Em razdo deste fato é usual se trabalhar com a matriz X tal que X'X,
esteja na forma de correlagdo, pois desta forma temos uma boa descricdo amostral
da correlacdo entre as covaridveis, o que nos permite uma melhor compreensdo de

como a varidvel resposta é afetada pelas covaridveis.
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2.5.1 Algumas propriedades dos estimadores de quadrados minimos
Nesta secdo serdo abordadas algumas propriedades dos estimadores de

quadrados minimos que serdo uteis para demonstracdes futuras.
Propriedade 1. O estimador de quadrados minimos é ndo viesado.

Demonstracgdo.

E@) = BE(X'X)7'X'Y)
= (X'X)"'X'E(Y)

= (X'X)"'X'Xxp
N——
I

= B

U
Propriedade 2. Se cov(Y) = 021, a matriz de covariancias de B é o2(X'X) ™.
Demonstragdo.

cov(B) = cov((X'X)71X'Y)
= (X'X)" X cou(Y)(X'X)" XY
= (X'X)" ' X'’ IX(X'X)7!
= X' X)X X(X'X)!

= S(X'X)!

O

Teorema 3. (Teorema de Gauss-Markov): Se E(Y)= X3 e cov(Y)=0>1, os estima-

dores de quadrados minimos (3, para j = 1,2, ..., p, tém varidncia minima dentre
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todos os estimadores lineares ndo viesados.
Demonstracdo. (RENCHER, 2008, p. 146) O

A matriz X’ X é simétrica e positiva definida. Portanto, admite p autova-

lores Mgz = A1 > A2 > ... > Ay = Apin > 0.

Proposicao 9. Para o estimador de quadrados minimos tem-se

p
. 1
EQM(B) = o2 ; X )
P 1
Se Y ~ Nn(XB,0%I) : var(L?) = 20* 21: v (10)

Considerando L? = (3 — 5)'(8 — B)



Demonstragdo.

A

EQM(B)

E((B-B)(B-8))
E(tr((8—-8)' (8 - 8)))
E(tr(8—B)(B—B))
tr E((8 - B8)(8 - 8)")

tr cov(B)

tr (o?(X'X)™)
o2 tr(X'X)!
o?tr(PP'X'X)"!

o? tr(P'(X'X)'P)

At

>
bS]

47
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em que P, ,, é uma matriz ortogonal que diagonaliza X'X.

var(L}) = war((X'X)'X'Y - BY((X'X)'X'Y - B))
— war((X'X) 7' XY - (X'X) 7 (X' X)) (X'X) T X'Y))

- (X'X)7'(X'X)B

= war([X'Y — (X'X)B]'(X"X) T [(X'X) T (X'Y - (X'X)B)))
= war([X'Y — (X'X)B](X'X) (XY — (X'X)B)])
= wvar([X'(Y - XB))(X'X) [(X'(Y - XB)))

(

= wvar((Y - XA)X(X'X)2X/(Y - X))

Substituindo Y por Y—X 3, A = X (X'X)2X’e ¥ = 021 na proposigio
(6) e observando que E(Y — X3) =0

var(L?) = 2tr(c®(X(X'X)"3)X')?
= 20X (X'X) 72X/ X (X' X)2X]
= 20Mr[X(X'X) 72X’ X 1X]
= 20Mtr(X(X'X)3X)
= 20Mr[(X'X)3X'X]

= 20%r[(X'X)7?
"1
4
i=1 "
O

Portanto, observa-se que os autovalores da matriz X’ X sdo extremamente
relevantes, pois os autovalores afetam o erro quadratico médio das estimativas.

Portanto, autovalores pequenos implicam em variabilidade alta para o estimador
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de quadrados minimos, o que pode implicar que tais estimadores nao sejam ade-

quados.

2.6 Regressao de cumeeira - uma estimacao viesada

Em problemas de regressao linear com um nimero grande de covaridveis
€ comum que algumas dessas varidveis, ou combinacdes lineares entre elas, sejam
altamente relacionadas. Tal fato implicard que alguns dos vetores colunas da ma-
triz X ou combinacdes lineares destas colunas, estdo proximos sob um ponto de
vista geométrico. Tal fato implica que o determinante da matriz quadrada X’'X ¢é
préximo de zero. Como o determinante € produto dos autovalores pode-se afirmar
que pelo menos um deles é proximo de zero. Neste caso, como ji observado an-
teriormente a variabilidade total do estimador de quadrados minimos ¢ alta e pode
inviabilizar o seu uso. Como o estimador de quadrados minimos € o melhor entre
os ndo viesados uma possibilidade para se contornar este problema ¢é a utilizacio
de estimadores viesados.

Uma estratégia para obter estimadores viesados € utilizar a ideia de en-
colhimento. Isto &, obter estimadores pelo método dos quadrados minimos que
diminuam o tamanho das estimativas.

Para que o estimador obtido por encolhimento possua propriedades inte-
ressantes € razodvel que ele seja obtido a partir de um problema de minimizacao.
Esta € a filosofia para se obter os denominados estimadores de cumeeira (ridge)
(HOERL; KENNARD, 1970a).

A ideia para a defini¢do dos estimadores de cumeeira e outros estimadores
de encolhimento € utilizar elipsoides centrados na estimativa de quadrados mini-
mos 3, descrito na Figura 12:

Seja B outro estimador qualquer do vetor de parimetros 3. A soma de



B,

Im(.X)

Figura 12 Estimativas com a mesma soma de quadrados dos erros

quadrados dos residuos deste estimador é dada por:

¢ = (Y-XB) (Y- XB).

50
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Somando e subtraindo X B tem-se:

¢ = (Y-XB)(Y—-XB)
= (Y-XB+XB—-XB)(Y-XB+XB—XB)
= (Y- XB) (Y- XB)+2(XB—XB) (Y- Xp3)
+ (XB-XB)(XB- XB)
= (Y-XPB)(Y-XB)+ (XB— XB)(XB— XB)
= (Y- XB)(Y-XB)+ (8- B)X'X(8 - B)

= |IY-XBI>+(B-B)/X'X(B-B)

Tem-se que (X3 — XB)' (Y — XB3) = 0 pois (X3 — XB) = X(B —
B) é um vetor em Im(X) e (Y — X3) é perpendicular a Im(X). Este fato ¢

geometricamente descrito pela Figura 13:
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=

Figura 13 Tridngulo retangulo fundamental

Portanto, a soma de quadrados dos residuos do estimador B, isto é, o
quadrado da distancia do vetor de dados Y e sua estimativa X B pode ser de-
composto em duas partes: o quadrado da distancia de Y a sua estimativa de qua-
drados minimos, ||Y — X 3]|2, que serd denominada ¢, e o quadrado da dis-
tancia de XB a X3, isto é, || X3 — XB|]?> = (X8 — XB)' (X3 — XB) =
(83— B)'X'X (B — B). Observe que ¢, ndo depende do estimador B escolhido,
POis ¢ = Gpin + || X3 — X B||%.

Como o que se quer € obter o estimador B, que tenha um erro quadrético

menor que o erro quadratico do estimador de quadrados minimos, suponha Y fixo
e também ¢ = cte. Isto €, estamos supondo que a soma de quadrados dos residuos
é constante.

Com Y fixo, fica também fixo X 3. Como ||[Y — X B||> = ||Y — X3||> +



53

R? i
X
5 Y
B i
B—f
Y —xf
B v x XB
(B-£)
XB
X!

Figura 14 Relagdo de um estimador com o estimador de quadrados minimos

|XB— XBJ?e||Y — XB||? estd fixado, || X3 — X B||? também fica fixo em um
valor que serd denominado ¢g. Desta forma o estimador B pode assumir valores

no espago paramétrico tais que X B estd em uma esfera em Im(X) centrada em

X B e raio /.

¢ = [|XB-XB|?
— (XB-XB)(XB-XB)
— (X(8-B))X(8-B)
= (B-B)X'X(B-DB)
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Da teoria das formas quadréticas e elipsoides temos que como o vetor
X B estd contido em uma esfera centrada em X ,@ e raio \/¢,, 0s vetores B estio
contidos no elipsoide (,C:} - B)X'X (B — B) = ¢p no espago de pardmetros RP
(Figura 16).

Rn

XB

Im (X

Figura 15 Ajuste com a mesma soma de quadrados de residuos
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0>
tw
e

B

Figura 16 Estimativas com a mesma soma de quadrados de residuos

Pode-se agora formular o problema variacional. Como o vetor de dados
Y estd fixo, queremos os vetores das estimativas de B sobre uma elipse tal que
o tamanho de B seja minimo. Temos entdo um problema de minimizacdo com

restrigdo, isto €, se quer minimizar B’ B sujeito a restri¢do

A

(B - B)(X'X)(B - B) = do.
A lagrangiana é dada por:
H = B'B+ (8- B)(X'X)(8 - B) — ¢u-
Logo:
OH

op = 2B X X)B - (X'X)B] = 0.
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B+ AX'X)B = AX'X)3

(I+XX'X)B = MNX'X)B

B = MI+MX'X)Y(X'X)3
-1
= (i[+(X/X)> (X'X)B
1 R N
= (AI+(X X)> (X'X)3
— (i] + (X’X)> - (X' X)(X'X1X'Y)
1 ) v
— (}\I+(X X)> X'y

fazendo k = % tem-se finalmente B = [(X'X) + kI]7'X'Y. Este estimador
serd denotado por B (k) e é denominado o estimador de cumeeira com parimetro
k ou estimador de cumeeira de Hoerl & Kennard. A soma do nimero £ na
diagonal de X’X € intuitivamente um encolhimento, uma vez que o valor de k
muito grande fard a matriz (X'X + kI)~! ficar préxima & matriz nula. A curva
B(k) em RP obtida quando se varia k, (observe que o vetor de dados Y esta fixo)
¢ denominada de trago de cumeeira (ridge trace). ,3(0) = 3 e se estd interessado
no comportamento de 3(k) para k > 0.

Os estimadores de cumeeira admitem também uma interessante interpre-
tagdo em termos de verossimilhanca para o caso Y ~ N, (X3, 0%I). A fungio de

verossimilhanca é dada por:

L(8) = geap (- 503 (Y ~ XBY(¥ - X))
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1(8) = ~z—sean (=55 [(¥ - XBY(Y - XB) + (8- BYX'X(5 - B)]

Segue que sobre o elipsoide (83— B)’ X'X (,8—[3) = ¢y, a verossimilhanca
é constante, uma vez que (Y — X ,3) s6 depende dos dados. Uma vez fixado o
valor ¢y, isto equivale a se fixar um valor de k. O estimador de cumeeira fi(k) é
obtido entdo por um procedimento conservador. Entre todos os vetores 3 com a
mesma verossimilhanca é escolhido aquele de menor comprimento como descrito

na Figura 17

2!

Figura 17 Elipsoide centrado no estimador de quadrados minimos
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2.7 Uma interpretacio Bayesiana dos estimadores de cumeeira
O estimador de cumeeira pode ser obtido através de uma abordagem Baye-

siana. Considere a regressdo linear:
Yn><1 = anpﬁpxl + Enx1

2
Enx1 ~ Ny (07 o Inxn)-
Considere 0 conhecido e uma distribuicio a priori para o vetor de para-

metros 3,,,.; dada por uma normal p-variada:

0.2
/Bp><1|0§ ~ Np (07 )\I>

A distribuicdo a posteriori de 3 dado Y e X é:

fﬁ(ﬁ,UQ\Y,X,)\) x fY(Y|X,ﬂ,02)fB([3|027)\)

_%;(Y—X,B)/(Y—Xﬁ)} _pe[_Q;g’ﬁ}

-—% [(Y—Xﬁ)’(Y—X,B)—/\,B’ﬁH

x o Pl 20

1 [Y’Y—Y’X,@—,B/X’Y-',-,B/X’X,B—i-/\,@/ﬂ]}

O_—(n-l—p)e L 202

x 0_”6{ o

[Y’Y—Y’X,@—,B/X'YJFB/ (X' X B+ B]]

x O_—(n-l—p)e __ﬁ

Para explicitar a distribuicdo posteriori de 5 € necessario completar os

quadrados na expressao:
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Y -XB) (Y -XB)+A\FB = Y'Y -Y'XB-BXY+3X'XB+)\3P

= YY-2¥Yxpg+4 (X’X + AI) B
ou seja, queremos determinar W tal que:

B-W)(X'X+X)(B-W) = YY-2YXB+8 (X'X+X)B
= B (X'X+X)B—-2W' (X'X+X)3

+W' (X'X + M)W (11)
Entdo: W = (X'X + M) ' X'Y. Observe que : Y/ X3 = W/(X'X + A ).

Y -XB8) Y -XB)+A3B8 = YY+3 (XX+X)B-2W (XX +)])3
= YY+B (XX +X)B—2W (X'X +\I)B
AW (X'X + X)W =W (X' X + X)W
= B-W)(X'X+X)(B-W)+Y'Y

~W' (X'X + X)W (12)

logo. fg (B,0%Y, X) xexp(B—W) (X'X+ X)) (B-W)+Y'Y
“W(X'X+AXDW) <((B—W) (X'X + XI)(B—W)).

Portanto, a posteriori ¢ uma normal com média W = (X'X + \) "' X'Y.
Segue entfo, que o estimador de Bayes do vetor 3 é justamente o estimador de

cumeeira B(\) = (X'X + M) ' X'Y.
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2.8 Exemplos de estimadores de cumeeira

O exemplo mais simples para a aplicacdo do estimador de cumeeira é
quando a matriz de delineamento X possui suas colunas ortonormais, isto €, as
colunas possuem norma unitdria e sdo ortogonais entre si. Neste caso tem-se

X'X =TI e o estimador de cumeeira fica da forma:

Bk) = (IT+kX'X)'X'Y

= (I+kD)'X'Y

1
- (— ) xY
(i)

A funcfo traco de cumeeira sdo retas que tendem para a origem quando k

cresce (Figura 18).



Bk)

B

Figura 18 Traco de cumeeira - caso ortogonal

Um caso mais geral é quando X’X é uma matriz diagonal, ou seja,

M 0O - 0
0 0 Ap

Com isso tem-se que:

61
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Bk) = (X'X+kI)'X'Y

= (A+kD)'X'Y

1
0
A+ k i)
0 0
— Atk X'y
1
0 0 A+ K

Neste caso como funcdo de k as estimativas ndo seguem mais uma reta,

mas tendem a zero quando k cresce (Figura 19).

B

Bk

2

Figura 19 Trago de cumeeira
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De fato esta curva é o comportamento genérico das estimativas de cume-
eira em funcdo de k£ a menos de uma transformacao linear ortogonal, como exposto
a seguir.

Como X'X ¢ uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal Py,
tal que P/(X’X)P = A, em que A ¢é diagonal com entradas dadas pelos auto-
valores \;, i = 1,2,...,p de X'X. Utilizando P serd definida uma mudanca de

parametros, 3 = Pa:
Y=XB8+e=XPa+e=X"a+e¢

com X* = X P. A mudanca nos parimetros pode ser descrita geometricamente

pela Figura 20:

p=Pa
N
T ﬁl

‘ P
2, g )

B,
}7

n

Figura 20 Mudanga para pardmetros candnicos

Em relagdo aos novos pardmetros F(Y) = X Pa. O estimador de qua-



drados minimos €:

& = ((XP)(XP) Y(xP)Y
= (P’X'XP)7'P'X'Y
= PX'X)"YP)'PX'Y
= P/(X'X)'X'Y
= Pj

cov(é&) = cov(P'B)

= Pleov(B)(P7")

= PoX'X) NPy
= P HX'X)"N(PY
= oA(P’X'XP)"!

= o?A!
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O estimador de cumeeira é:

ak) = (A+k)'PX'Y

(
= (PX'XP +kI)'P'X'Y
(PX'XP' + kPP 'P'X'Y
(P(X'X + kNP 'PX'Y
P(X'X +EI)7'PP'X'Y
P(X'X + k)XY

= P'B(k)

E, portanto, as curvas das estimativas 3(k) e é (k) estdo relacionadas por
uma transformacao ortogonal e sdo, portanto essencialmente iguais. Os pardmetros
« sao denominados pardmetros candnicos.

O caso em que X'X = A é uma matriz diagonal sugere uma defini¢do
um pouco mais geral do estimador de cumeeira. No lugar de se somar £/ a matriz

X'X, soma-se uma matriz diagonal da forma:

ki O 0

0 ko 0
K =

0 ky

Obtendo-se o estimador B(k1, kg, ..., kp) = (X'X 4+ K)~'X'Y’, denomi-

nado estimador de cumeeira generalizado. Para o caso X’ X = A, o estimador fica



da forma:

Bk1, k2, . ky) = (X'X + K)LX'Y

= (A+K)'X'Y
1
A1+ k1
0
- Ao + ko
0 0

66

X'Y

Ap + kp

Um inconveniente desta defini¢do mais geral é que no se tem mais as

curvas de cumeeira.

2.9 Propriedades dos estimadores de cumeeira

Proposicao 10. O estimador de cumeeira estd relacionado de forma linear com o

estimador de quadrados minimos.

Demonstragdo.

X'X +kI7IX'Y

(

(X' X)(I + k(X'X)

= (I+kX'X)"H (X' X)"'X'Y
(

T+ kX'X)™H)7'3

—1)—1X/Y

(13)

O]

Portanto, se Z (k) = (I +k(X'X)1)~!entdo B(k) = Z(k)B. Considere

W(k)=(X'X+kl)teZ(k)=(I+k(X'X)"

1)—1



67

1 i
Nk e os de Z (k) sdo )\Z:-k"

Afirmagdo: os autovalores de W (k) sdo

Os autovalores da matriz X' X satisfazem X' Xv; = \;v;.

W k) = (X'X+kI)v;
= X'Xv; + kv
= \NV; + kv;

E, portanto os autovalores de W (k) sao Nk
i
Analogamente, se Z(k) = (I + k(X'X)~1)~!, tem-se para Z~1(k) os

seguintes autovalores:

Z Y kv = (I+kX'X) Y,

= v, +E(X'X) v,

= v;,+k (;ZVZ>

ok
- KA )\Z VA

k
= <1 + )\1) Vi
= " g

e, portanto os autovalores da matriz Z(k) sdo

T . 2z p
. Ainda é possivel observar
Ntk pOSSIY Y
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uma relagfo entre as matrizes W (k) e Z (k). Segue:

W (k)

E, portanto W (k)(X'X)

Z(k) + kW (k)

(X'X +kD)7!
(X'X + X' X)) ' (X' X))t
I+ kX' X)"H I (Xx'Xx)™!

Z(k)(X'X)™!

Z (k). Note que

W (k)(X'X) + kW (k)
W (k)(X'X + KI)

1

E, portanto, (I — kW (k)) = Z(k)

A mesma matriz ortogonal P que diagonaliza X’ X também diagonaliza

Z(k) e W (k).

P'Z(k)P

P(I+EX'X)"Hlp
(P(I+ k(X' X)"HP)™!
(I+kP'(X'X)"'P)~!
(I+ kP (X' X)"tP)~H~!

)

(I +kA™H)7

A1 A
D e
<)\1+k’ Atk
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A1 p
Mk N+ E

A matriz D ( ) serd denotada por D (k).

Proposicao 11. O estimador de cumeeira é um estimador de encolhimento, isto é,

18RI < 118

Demonstracdo. Seja P tal que utilizando as relagdes:

~

BR) (BK) = BZ'(k)Z(K)B
= B'P'Dk)PP'D(k)PS
= BP(D(k)*PB
= (PB)(D(k)*(PB)



Fazendo &; =

'Ai k: tem-se para k > 0:

Ai +

. 0 &
BEIP = (o v o)| 7

U1

V2

= (ng wg - ue)
Up

= ui&fur + 0 + -+ vl

= G+l ol

< 0 T V3Eman T+ Upbinas

= GV + o)

= &halIPBIP

= .18

182

IN

Proposicao 12. A soma de quadrados dos residuos de ,B(k)

¢(k) = (Y — XB(k))'(Y — XB(k))

pode ser reescrita da seguinte forma:

70

(14)
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o(k) = Y'Y — (B(K))' XY — k(B(K))'(B(k))- (15)

Demonstracdo. Observe que: B(k) = (X' X +kI) ' X'Y = (X' X +kI)B(k) =
X'Y = X'Y - X'XB(k) = (X'X + kIB(k) — X'XB(k) = kB(k)

o(k) = (Y- XB(k)
= — (B(k)
= — (B(k))'X
= — (B(k)

(Y - XB(k))

'X'Y - Y'XB(k) + (B(k)) X' X (B(k))
— [Y'X = (B(k)) X'X](B(k))

'X'Y - k(B(K)) (B(k))

Proposicao 13. A matriz de varidncias e covaridncias de B (k) é dada por:

cov(B(k)) = cov(Z(k)B)
= Z(k)cov(B)Z (k)
= Z(k)o2(X'X)1Z(k)

= ?Z(E)(X' X)) Z(k)

Portanto a soma das variancias dos estimadores 3;(k) é

tr(a?Z(k)(X' X)) 1 Z (k).
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O erro quadratico médio de 3(k) é:

BIL}(K)] = BBk -8Bk —B))
= E((Z(k)B-B)(Z(k)B-A)
= E((Z(k)B—-Z(K)B+ Z(k)B—B) (Z(k)B—Z(k)B+ Z(k)B - B))
= E((Z(k)B—-Z(k)B) + (Z(k)B - B)) (Z(k)B - Z(k)B) + (Z(K)B - B)))
= B((Z(k)B - Z(k)B) (Z(k)B(k) — Z(K)B) + (Z(k)B — B) (Z(k)B — B)) +

+((2()B - 2(k)B) (Z(k)B - B) + (Z(k)B - B) (Z(k)B — Z(k)B))
I II

I e I é nulo, pois:

~

E(Z(K)B - Z(k)B) (Z(k)B—B)) = E(ZkB-2(k)B))E(Z(K)B - B))
= B((Z(k)B = 2()B))E(Z(k)B ~ B)
= B(Z(K)(B-B))E(Z(K)B-P)
= Z(EB-P)(Z(k)B - B)
= Z(k)(E[B] - B)(Z(1)B ~ B)
= Z(k)(B~B)(Z(kK)B - )
= Z(k)(O)E(Z(K)B - B)

= 0

A interpretagdo para a parte I é andloga. Retomando o cdlculo de E[L3(k)],

tem-se que:

E((Z(k)B— Z(k)B) (Z(k)B — Z(k)B) + (Z(k)B — B) (Z(k)B — B)) =

A~

E((B-B)Z(k)Z(k)B—B)+B(Z(k)—1)(Z(k)—1)B
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Observe que se tem aqui a seguinte forma quadrética:

Y'AY = (8- B)Z(k)Z(k)(B - B)

Portanto, como visto anteriormente na sec¢do 2.2, pode-se pela proposicao

5 concluir que:

E(B—-B)Z(k)Z(k)(B—-B)] = tr(c*(X'X)"Z(k) Z(k))
= tr(X'X)" Y Z(k)'Z(k))

Observando que:

Z(k) =1 — kW(k) = Z(k) — I = —kW (k)

B(Z(k)~1)(Z(k) - DB = B'[-k(X'X +k])7|[-k(X'X +kI)""8

— kZ,BI(X/X—i-kI)_Q,B

Z(k)Z(k) = [I-kX'X+kI)1)?

= PP -2%kI(X'X+ kD) '+ 2(X'X + kD)2

EIL3(K)] = o2tr[(X'X) I = 2k(X'X + D)+ KX(X'X + k)72 +

+ K2B(X'X + kD))

X'X = PDP’, em que D = diagonal(A1, A2, ..., \p) ¢ P é uma matriz
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ortogonal. Sendo assim, (X'X)™ = PD™P', PPX'XP =D, PP = PP' =1,
tr(P’X'XP)=tr(D) =Y\

Observe que a matriz (I — 2k(X’'X + kI)) também € simétrica, e:

P(I-2k(X'X+kI)™ P = PIP-2kP(X'X +kI)~'P
= PIP—2kP(X'X)P —2k*P'IP
= P'P—2kD —2k?P'P
= I—2kD —2K*I

= Dl

Analogamente, temos:

PE2(X'X +kI)*P = k?P(X'X +kI)?*P
= kPP((X'X)* 4+ 2(X'X)kI + K*1*)P
= k?P((X'X)*+2k(X'X) + K*T)P
= k3(P/(X'X)?P +2kP'(X'X)P + kK*P'IP)
= k7 %[D*+2kD + k1]

o que demonstra que a matriz P diagonaliza as matrizes A = (I —2k(X'X +kI))
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e B=Fk 2(X'X + kI)? e, portanto,

tr[(X'X)" YA+ B)] = tr[(X'X)7' — (X'X)"2k(X'X + k)" +
+ (X'X)UTHX'X + kD))

tr[P'(X'X

+ tr[P(X'X)"'PP'2k(X'X + kI)"'P] +

tr[P'(X'X

1 1 1 1 1
= — —2%k) = Py ————
i Z/\i)\i—i-k'—i_ Z/\i()\i—l—k‘)2

1 1 1 1
= —l1-2 2 __ -
ZA,{ k)\i—lrk:—I—k/\i()\i—irk)Q]
_ Zi (i + k)% — 2k(Ni + k) + &2
N Y (Ni + k)2

Ai
= e

Finalmente, tem-se que:

)LP] +

)PP ET2(X'X + EI)?)P]

s
2 — A 20!l (y! -2
B3 (k)] =" G TR (X'X + kD) 25,
k
o Y2 (k)

Os significados dos dois termos da decomposicgo, 71 (k) e vy2(k) sdo: o
primeiro termo, 7, (k), é a soma das varincias dos estimadores dos pardmetros,
o segundo elemento, v2(k), é o quadrado da distancia a partir Z(k)3 para 3 que
serd zero quando k = 0, desde que Z = I. Assim, v2(k) é o quadrado do viés
introduzido quando B3(k) é usado ao invés de 3.

O fato que a regressdo de cumeeira reduz, para k suficientemente pe-
queno, o erro quadratico médio E[(B(k) — B)'(3(k) — 8)] é uma propriedade

mais geral. De fato, a regressdo de cumeeira diminui o erro quadritico médio
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generalizado. Considere em R"™ outro produto interno dado pelo produto interno
<< B4,8y >>= /BBy, em que B é uma matriz simétrica positiva definida.
Considere a soma de quadrados generalizada (3’ B3 com B apenas nio negativa
definida. Dado um estimador B qualquer pode-se considerar o erro quadritico mé-
dio generalizado dado por E((3—3)'B(3—3)). O resultado de Theobald (1974)
nos garante que no caso do estimador de cumeeira, para valores suficientemente
pequenos de k, tem-se uma diminui¢do no erro quadratico médio generalizado em
relacdo ao estimador de quadrados minimos.

Sejam as matrizes de momentos de segunda ordem dos estimadores 3; e

A~

B2
M, = E((Bl - 5)(@1 - ﬁ),)

M = E[(B; — B)(By — B)']

e erros quadréticos médios generalizados dados por:

my = E((B, — B)B(3, — B))

my = E((B, — B)'B(B, — B))

Proposicao 14. Theobald (1974) Sdo equivalentes:
i) M1 — Ms é ndo negativa definida

ii) m1 —mg > 0 para todas as matrizes B ndo negativas definidas

Considerando 3, um certo estimador, tem-se:

Demonstracdo. 1) implica ii)

BM; = BE|(B; - B)(B; - B)]
= E[B(B; - B)(B, - B
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tr[E(BM;)] = tT(BE[(Bj - 5)(3;’ - 5)/])
= Eltr(B(B; - B)(B; - B))
= E[(BJ - B)IB(BJ‘ - 5)]

Portanto m; — mg = tr(B(M; — M>)).
Como M7 — My € simétrica, sejam i1, ..., i1, Seus autovalores € q1, ..., gp

seus autovetores. Tem-se que (FERREIRA, 2008):

p
My — My = 3~ 11igiq;.-
i=1

Logo
tr(B(My — Ms)) = tT(B(Z 1iGiq;))
i=1
= ﬁ“((Zuquiqé))
= > witr(Bad])
i=1

p
= > uitr(¢}Bai)
=1

p
= ZMiQ;BQi
i=1

0

v

pois u; > 0e quqZ- > 0, se B é ndo negativa definida.

ii) implica i) Se m; — mo > 0V B nfo negativa definida fazendo B =
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0191, B = 245, ..., B = qpq, tem-se que y; > 0 e portanto My — M3 € ndo

negativa definida. 0

Para os estimadores de cumeeira, suas matrizes de momentos de segunda

ordem satisfazem:

M(k) = E[B(k)B(F)]
= B[(X'X +k) ' X'V ((X'X +EDIXY)
= E[(X'X+kD)T'X'YY'X(X'X + k)]
= (X'X+k)'XEYY|X(X'X +kI)™?
= (X'X +kD)7'X'[0*T + BB X (X'X + kI)7!
= A(X'X+EN)'X'X(X'X +kI)7?
H(X'X +EDTIXB) (X' X + kD)X BY
= A(X'X+EN)T'X'X(X'X 4+ kI)7!
+(X'X + KT X'XBBX'X(X'X + kD)

= (XX +EDUX'X + X'XBAX'X|(X'X +kI)7E

Logo M (0) = o?(X'X) ! + g

Proposicao 15. Existe kg tal que para 0 < k < kg entdo M (0) — M (k) é positiva
definida.

Demonstracdo. (THEOBALD, 1974).
O

Para os estimadores de cumeeira o comportamento do erro quadritico mé-
dio em funcdo de k, desenvolvido em detalhes em Hoerl e Kennard (1970a) é

descrito na Figura 21:
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Figura 21 Comportamento do EQM. Fonte: Hoerl e Kennard (1970a)

Existe, portanto, um dnico valor para k, para o qual E[L?] é minimo, que
serd denominado k,t;mo. Como a equacio de E[L%] depende dos pardmetros po-
pulacionais 3 e 02, 0 kotimo solugio da equagio %E [L?] = 0 é fungdo de 3 e 02,
sendo portanto ele mesmo um parametro populacional. A equagdo d%:E[L%] =0,
nao admite solucdo explicita, pois envolve polindmio de ordem superior e portanto
kotimo nd0 possui estimadores naturais. Varios estimadores para o kotjmo S40 pro-

postos na literatura e inicialmente serd visto o originalmente propostos por Hoerl

e Kennard (1970a).
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2.10 A procura pelo valor 6timo de k
Para se obter bons estimadores de k,ymo varios critérios de qualidade,
além do erro quadratico médio, devem ser utilizados. Uma mudanca de parametros

para o problema de regressdao multipla
Y=XB+e¢

que serd adequada para a obtencdo de estimadores é utilizar a transformacao orto-

gonal P que diagonaliza X' X, isto é
P/(X'X)P =A=D(\, ... \p).
Seja ac tal que B8 = Pa. Logo
Y=XB+e=XPa+te=X'a+t+e

(X*'X*) = (XP)XP =P (X'X)P = A.

Neste caso diremos que o problema de regressdo estd na forma canénica. A van-
tagem de se usar coordenadas na forma candnica € que em relagdo aos parametros
originais o erro quadrético ndo se altera. De fato se 3 € um estimador de 3, entdo

considerando PB = & como estimador de « tem-se:
L} = || - BII* = ||P& — Pal|* = ||P(& - )| = [|& — o

, pois P € uma transformacao ortogonal e portanto preserva distancias.

Para o estimador de cumeeira 3(k) tem-se:



Q>

= P((X'X)+kI)'PP'X'Y

(k) = P((X'X)+kI)'X'Y

= (A+kD)"YXP)Y

= (A+ kD' XYY

81

e, portanto se 3(k) é o estimador de cumeeira para a regressio Y = X 8+¢, é(k)

€ o estimador de cumeeira para Y = X*a + €. Como

ak) = (A+kD)T'XYY

— (A—|—]CI)_I(X*,X*)(X*,X*)_IX*/Y

= (A+kD)™!

A1

em que & € o estimador de quadrados minimos de Y = X*a + €. Note que

a =

A&

/\P
Ap £k

(X*/X*)—IX*/Y

(P’X'XP) 1 (XP)Y

P(X'X)"'PP'X'Y

P(X'X)"'X'Y

P3
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Tem-se entdo para as coordenadas do vetor de pardmetros & (k)

i .
ai(k) = <)\A n k) Q; (16)

isto €, tem-se um encolhimento do estimador de quadrados minimos &;. Como

E((Gi(k) — ai)?) = B(&}(k) - 26i(k)ey + o)

= E(a2(k)) — 204:E (6 (k)) + o
A7 . Ai .
— mE(a?) — 20 <)\i n k:> E(&y) + o

— /\7@2 12+02 _QQ.LQ._A'_&Q
MR\ N ‘ VNI S

d . 2y —)\12()\1‘0'2 + af)Q()\z + k‘) 2(112)\1 .
%E((az—az) ) = Do 1 b +(Ai+k)2_0

2
22 (Ai + ai>

AN +Ek

+O‘z‘2>\i =0

Tem-se entdo um Km0 para cada coordenada. Um valor Unico para k
al+..+af

p

para todas as coordenadas pode ser definido utilizando-se a média

o? po?

Yoi Yaf

p

k=




83

Tal fato sugeriu a defini¢cdo do estimador

denominado estimador H K B. Uma critica a este estimador € o fato de se estimar

2 A2
o por &, pois

2

i

e, portanto com alta probabilidade d? superestima o

. o? 62 ) .
Portanto, estimar —; por —, €um procedimento inadequado. Baseado
QL
7 o
(2

em argumentos Bayesianos Lawless e Wang (1976) propuseram o uso da média

ST NG

ponderada "~ obtendo entdo o seguinte estimador do K,imo:
. p&?
kotimo =

> \a?

E também possivel obter bons estimadores a partir de processos iterativos.
Um deles, também estudado por Lawless e Wang (1976) é obtido por: utilizando-
se o estimador de quadrados minimos ¢&; em 2.10 obtém-se primeiramente o esti-

mador de Hoerl e Kennard (1976). O processo iterativo € iniciado.
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No segundo passo, ¢&; substitui &; e um novo estimador é obtido

@h=—"7—
i+
(6F)i-1

O processo se repete até que algum tipo de convergéncia ocorra.
A literatura relacionada a obtencao de estimadores para o parametro 6timo

kotimo, Na regressao de cumeeira é extensa e continua sendo uma area de pesquisas.

2.11 Outros métodos de obtencio de estimadores de cumeeira

Estimadores de cumeeira podem ser obtidos por consideragdes tedricas
diferentes das consideradas no inicio deste texto. A derivacdo dos estimadores de
cumeeira como solu¢do do problema variacional de se obter sobre uma elipse o
ponto mais proximo da origem, seja talvez a mais interessante. Mas, uma aborda-
gem € utilizar os estimadores mistos (GRUBER, 1998).

Considere que o modelo linear de posto completo Y, x1 = anpﬁpxl +
Enx1s COU(Epx1) = 021, %n serd aplicado para analisar um determinado experi-
mento. No entanto, o experimentador sabe que outro modelo linear foi aplicado em
um experimento similar, também de posto completo Zyx1 = kapﬁpxl + drx1,
cov(pgx1) = 7211 1. Isto &, os dois experimentos possuem as mesmas covaria-
veis diferindo apenas no niimero utilizado de valores destas em cada experimento.

Supondo os dois modelos independentes, isto &, €,x1 € Prx1 SA0 vetores
aleatérios independentes, uma forma de incorporar ambos modelos na andlise é

considerar o modelo linear aumentado:

Y X €
= B+ = H(ﬂ+k)><pﬁp><1 + N(n+k)x1
7z R "
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2
g Inxn
cov(N)ntkx p = , =D
T Ik

O estimador de Gauss-Markov de 3 para este modelo € dado por (REN-
CHER, 2008):
8= (H'DH) 'H'DY.

Com o uso de dlgebra linear para matrizes particionadas obtém-se:

B = (X'X7?+ RRo*)"Hr*X'Y + 0?R'Z).

Suponha agora que os valores observados no segundo experimento podem
ser considerados como valores provenientes do erro experimental, isto €, como
Z = RB + ¢ pode-se afirmar que R3 = 0 e que estocasticamente Z = 0 . Neste

caso o estimador 3 fica de forma:

B = (X'X7?+ R'Ro*)"1(2X'Y)
o2
= (X'X+ 5 RRTXY)
T
= (X'X+G6)'XY
o2
com G = —QR’R. Portanto, o estimador Gauss-Markov € dado por um estimador
T
de cumeeira de Rao.
Esta abordagem ¢ interessante, pois obtém um estimador de cumeeira
como o estimador de quadrados minimos que se obtém ao incluir no modelo li-
near que serd utilizado em uma informacao a priori, isto é, a realizacdo prévia de
um primeiro experimento ao modelo que serd utilizado.
E importante observar que este procedimento que utiliza um valor esto-

castico Z = 0 como priori é diferente da abordagem deterministica em que se
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tem uma restri¢do paramétrica R3 = 0. Pois, no caso da restri¢do paramétrica o
estimador B obtido ¢ tal que RB = 0. No caso do estimador obtido supondo a
priori Z = 0 estocéstico R3 = R(X'X + G)~' X'Y nio ¢ identicamente igual a
Zero.

Esta construgcdo generaliza a obtencdo dos estimadores que sdo obtidos
pela perturbac@o na matriz X’ X pela matriz I ou a matriz diagonal K por uma
perturbac@o dada por uma matriz G positiva definida. Estes estimadores sdo deno-
minados estimadores de cumeeira de Rao, (GRUBER, 1998) e estudados recente-
mente em Costa (2014).

Os estimadores de cumeeira também podem ser obtidos como casos parti-
culares de estimadores de Bayes e também como casos particulares de estimadores
minimax. Em geral os textos sobre estimadores de cumeeira adotam apenas uma
derivacgdo tedrica destes, no entanto as outras abordagens sdo importantes na com-

preensao e interpretacdo dos resultados e do uso destes estimadores.
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Logo apés Hoerl e Kennard (1970a) apresentarem a teoria dos estimadores
de cumeeira, Mayer e Wilke (1973) apresentaram um estimador de cumeeira, que
¢ um caso particular do estimador de cumeeira de Rao que hoje leva seus nomes.
Neste trabalho foi proposto um novo estimador de Rao e Toutenburg (1999) seme-
lhante ao estimador de Mayer e Wilke (1973). As propriedades deste novo estima-
dor serdo desenvolvidas e um estudo computacional comparativo entre eles serd
explicado. O estudo comparativo se dard com dados de Gorman e Toman (1966)
analisados anteriormente com a utilizacao de estimadores Hoerl e Kennard (1970a)
e Mayer e Wilke (1973). Um exemplo por simulagdo computacional também sera
considerado utilizando-se 0 mesmo esquema desenvolvido em Marquardt(1970).
Estes estimadores também sdo utilizados em dados de selecdo gendmica, anterior-
mente analisados em Silveira (2014) utilizando o método PLS.

Para uma melhor compreens@o, uma exposi¢ao sumadria da construgdo de

Mayer & Wilke (1973) sera apresentada.

3.1 O estimador de Mayer & Wilke
Sendo C a classe de todos os estimadores lineares de 8 obtidos como trans-

formacdes lineares do estimador de quadrados minimos, isto é,
C= {BA:AB,A:RP%RP}.

Considere também como funcdo perda o quadrado do residuo:



88

(v - XAB)' (v - x45)
(Y ~XAB+ X3 —XB)/ (Y ~XAB+Xp —XB)
(v~ xB) — (xaB-xB)[ [(v - xB) — (x45 - x)]
- (Y - XB)/ <Y - XB) . (Y . XB)/ (XAB - XB)
EXAB _ XB)/ (v - xB) + (x45- XB)' (x4B - xp)

Y - XAB)/ (Y - XAﬁ) +B8A-IVX'X(A-1)B

AN/ . .
De acordo com a Figura 22, o duplo produto (Y — XB) (XA,B — X,B) =0

pois o vetor <Y - X B) é perpendicular ao plano I'm(X) (Figura 23).
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Figura 22 Reparametrizagdo linear

Mayer e Wilke (1973) obtém dentro da classe de estimadores C o esti-
mador B = /\,3 como um estimador com propriedades que satisfazem certas
condi¢des Gtimas. Este estimador é denominado estimador de Mayer & Wilke e é
simplesmente um encolhimento do estimador de quadrados minimos. E também
um caso particular de um estimador de cumeeira de Rao. Estes estimadores sdo
da forma B = (kG + X’ X))~ X'Y em que G é uma matriz positiva definida(em
geral o contexto deixa claro qual a matriz G utilizada) cujas propriedades foram
apresentadas em Costa (2014).

O estimador de Mayer & Wilke é um estimador de cumeeira de Rao

quando se toma G = X'X.
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Y

Figura 23 Elipsoide centrado em B

Br = (kG+X'X)"'X'Y
= (X'X)+X'X)"'X'Y

= (KI+D)7'(X'X)7'X'Y

1 .
- k+16
= A3

Geometricamente o estimador de Hoerl & Kennard e o estimador de Mayer &
Wilke s@o obtidos respectivamente pelas interseccdes de um circulo com um elip-

soide e a intersec¢do de dois elipsoides paralelos (Figura 24).
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Figura 24 Interpretacdo geométrica do estimador de Mayer & Wilke

3.2 Uma proposta para um novo estimador de cumeeira de Rao

A questio que se quer abordar € para os estimadores de cumeeira de Rao
Br=(X'X 4 kG)~1X'Y como se fazer uma boa escolha da matriz G?

Para o estimador de Mayer & Wilke a escolha foi G = X'X obtendo-se
AB. No caso de quasecolinearidade esse estimador pode ndo ser adequado pois
como var(A3) = Avar(f) e a varidncia do estimador de quadrados minimos é
muito grande, o fator de encolhimento \ devera ser muito pequeno acarretando um
“excesso” de encolhimento, o que pode ndo ser muito realista.

A proposta de escolha da matriz G desenvolvida neste trabalho é baseada
nos argumentos de Hoerl & Kennard no artigo “Ridge regression: Applications
to nonorthogonal problems, 1970”. Neste artigo as curvas de cumeeira sao vistas
como um retrato das complexas interrelacdes existentes entre as covaridveis e a
seus efeitos na estimagdo do vetor de pardmetros 8. Ao plotar no plano bidimen-

sional os valores das coordenadas de 3(k) = (3, (k), ..., Bp(k:)) em fungdo de k a
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ideia bdsica é se, por exemplo 31(0) é um valor alto e decresce rapidamente com

k, o valor Ell (0) deve ter sido superestimado, em razdo da grande variabilidade de

A~

B.

Se a covaridvel x; € realmente importante na determinagdo da resposta y,
uma pequena variacdo de k no estimador de cumeeira ndo poderia afetar demasi-
adamente a estimativa de Bl (k). Portanto, o que se quer € certa estabilidade, isto
¢, para algum intervalo de valores de k, os valores das estimativas B(kz) nao se
alterem muito. Este é um critério empirico sugerido para se obter uma estimativa
do valor 6timo para k e consequentemente se obter o estimador de cumeeira mais

apropriado. Estas ponderacdes sdo descritas de forma esquemadtica na Figura 25:
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Figura 25 Estudo de curvas de cumeeira

Bl (k) inicialmente superestimado, bastante instdvel diminuindo rapidamente

significando que a covaridvel z; nio é expressiva na estimagao.

° Bz(k) levemente superestimado, mas bastante estdvel.

B5(k) estimado inicialmente com sinal trocado, mas atingindo o sinal cor-

reto se estabilizando.

O valor 6timo de k deve se encontrar no intervalo [a, b] em que ocorre uma

certa estabilidade nas curvas.

A seguinte explicacdo geométrica é proposta para a interpretacio do “intervalo de

estabilidade”. Sem perda de generalidade considere o caso bidimensional com seu
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Figura 26 Regido de utilizacdo do estimador de cumeeira de Rao

verdadeiro valor do pardmetro 3 = (3;, 35). Plotando-se as curvas parametrizada

B(k) = (B1(k), B2(k)) vamos supor que a velocidade desta curva seja constante,
d

dk
correspondem a intervalos iguais em relagdo a k.

A distancia HB (k) —p

B (k) H = cte (Figura 26). Desta forma as distincias iguais ao longo da curva

, entre a estimativa 3(k) e o verdadeiro vetor

de pardmetros (3, varia menos quando a curva 3(k) se aproxima de 3, isso signi-
fica que a distancia entre as coordenadas H,B (k), — B4 H e HB (k)y — ,62H também
deve variar menos. Logo, no gréfico das curvas de cumeeira as duas curvas 3(k); e

B(k})g ficam aproximadamente paralelas ao eixo horizontal. Portanto, tem-se uma
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™)
e |

Figura 27 Os estimadores de Hoerl & Kennard e de Mayer & Wilke

certa estabilidade das curvas. Assim, o valor 6timo de k, isto é, o valor que mini-
miza E [HB (k) — ,Bm pode ser estimado pelo valor k£ que minimiza HB (k) — ,BH
e este deve se encontrar no intervalo em que ocorre a estabilizacdo. Com esta inter-
pretacdo uma ideia promissora na escolha de G seria a que acelera a velocidade da
curva parametrizada /3’ r(k) para que o valor 6timo seja atingido mais rapidamente.

O estimador B r(k) é obtido pelas intercessdes de dois elipsoides, um defi-
nido por X’ X centrado em B e o outro centrado na origem. No caso do estimador
de Hoerl & Kennard é uma esfera e no caso do estimador Mayer & Wilke é um
elipsoide paralelo (Figura 27).

Para acelerar a curva trago de cumeeira é sugerido entio G = (X'X)~!
definindo o estimador proposto B(k)prop = (X'X + E(X'X)~1)"1X'Y. Desta
forma o estimador serd obtido pela intersec¢do entre dois elipsoides ortogonais
entre si. A ortogonalidade é entendida aqui por, se uma dire¢do define o maior eixo

do elipsoide definido por X’ X, esta dire¢do ird definir a dire¢do do menor €ixo no
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=

=

Figura 28 Regido de utiliza¢do do estimador de cumeeira de Rao

elipsoide definido por (X’'X)~! (Figura 28). Note que se A\; > Xg > ...\, > 0,
1 1 1 1
sdo os autovalores de X’'X, entio — > > > — > 0, sdo os

)\p )\p_l = )\72 = )\1
autovalores de (X'X)~!.

Outro argumento que sugere a superioridade do estimador proposto em
relacdo ao estimador de Mayer & Wilke € sua varidncia total. Para o célculo
da varidncia total € necessdrio o seguinte fato trivial de dlgebra linear. Se A é
uma matriz ortogonal que diagonaliza X'X, isto é, A(X'X)A~! = D; entio
AX'X)'A7 = Dy P pois A(X'X)LATID) = A(X'X)TTATTAX' X )AL =
I e portanto A(X'X)" 1A~ = D;*

A variancia total do estimador proposto B(k)prop €:

var(B(k)prop) = tr(X' X + k(X' X)) X var(Y) X (X'X + E(X'X)"H)~!
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Portanto, se A diagonaliza X’ X, entdo:

= AX'X +EX'X) )X X(X'X + k(X' X)) ta™!

= AX'X +EX'X) HTTATTAX'XATTAX'X + k(X'X))tA!

= (AX'X+EX'X) HAH T AX' XA HAX'X + k(X' X)"HAa™H !

= (AX'X)AT' +EAX' X)) ATH(AX' XATH(AX'X)AT!
+EAX'X)71 AT

= (Dy+ kDY) 'Dy(Dy + kDY

= (D1+kDyY)™?Dy
Logo

(K)prop) = tr((D1 + kDfl)_2Dl)

p >\z 2
- Z(Aﬂﬂc) A

=1

oy

var(

Recordando que o estimador de quadrados minimos terd variancia total

grande quando X'X tiver um autovalor \; pequeno uma vez que a variancia total
3

M
(k4 Xi)?
portanto a variabilidade do estimador proposto ndo serd grande. Desta forma o

depende do inverso de \;. Mas, se A\; é pequeno entdo ¢ pequeno e

problema da quasecolinearidade é contornado.
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3.3 Erro quadratico médio do estimador proposto

Borop(k) = [X'X + k(X'X)717IX'Y

W(k) = [X'X + k(X' X)" ]!

Z(k) = [T+k(X'X)™ )] = [X'X+k(X' X)) HX'X) = W(k)(X'X)
W(k) = Z(k)(X'X)~!

Borop(k) = Z (k)

Z(k) +EWENX'X)™ = WE(X'X)+EW(E)](X'X)?
= W(E)[X'X + k(X' X) Y
= W(k)WH)]'

= 1

O que implicaem Z(k) = I — k[W (k)](X'X)~L.

Logo o FQM do estimador proposto fica da forma

EQM(Bprop(k)) = E[(B - ,B)IZ(,IC)/Z(]C)(B - /6)]
= tr(c* (X' X)) Z(k)'Z(k))

= tr(X'X)"YZ(k)'Z(k))

B(Z(k) = 1)(Z(k) =B = B[-kX'X +k(X'X)")T[-kX'X +kX'X)")7']8

= XX +EX'X)H(X'X)?3



Z(KYZ(k) = [I—-kW(k)(X'X)" 12

= [I-k[X'X+EX'X) )1 (X'X)"12

= T 2k[X'X + K(X'X) X X) !

+EX'X + E(X'X)™

EQM(Byrop(k) = o*tr[(X'X)

+E2[X'X + k(X' X)7Y

+E28 (X' X + k(X'X))

2(XX)7)

(X'X)%p)

p p
2 Z j: 7

:zz{

_ ey
Eww

De k263 (X'X + k(X'X))

2k

kQ

>\2+k)

=

—Z(X/X)Q

3 tem-se:

(A? + k)2

72(X/X)72

p 2

1 X

2 i
k Z i 22
=1 ?

+ k2 N2

|
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NI - 2k[X'X + E(X' X)X X))

1

)
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3.4 Um exemplo por simulacio computacional

Este trabalho é em esséncia tedrico e um estudo por simulacdo compu-

tacional, este feito através do software R, para o estimador proposto serd objeto

de pesquisas futuras. No entanto no sentido de ser mais conclusivo um exemplo

simples, bidimensional estudado em Marquardt e Snee (1975) e analisado com o

uso de um estimador de cumeeira de Rao em Costa, Chaves e Souza (2014) sera

abordado por simulac¢do. Considere o modelo linear:

3V2

10
x=| &2

10
5V2
10

Y=XB+¢

42

10 1 B
3v2 X'X = 50
0 | 49
5v/2 50
10

Os autovalores da matriz desta matriz sdo 1,98 e 0, 02. O autovalor 0, 02

caracteriza ocorréncia de quase colinearidade. Seguem os estimadores utilizados:

e O estimador de quadrados minimos 3 = (X'X)~ 1 X'Y.

e Oestimador de cumeeira de Hoerl & Kennard B (k) = (X' X+kI) ' X'Y.

e O estimador de cumeeira de Mayer & Wilke 3,y (k) = (X' X+kX'X) 1 XY =

1 .
1+kﬂ

e O estimador proposto ,Bpmp(k) = (X'X +k(X'X)"H)1X'Y.

Fixado um vetor de parAmetros 3 = [3, 5] e 02 = 1 gerou-se um vetor de

respostas y = [ 6,34 3,94 5,96 ] . A partir desse vetor as curvas de cumeeira
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sao obtidas nas Figuras (29 , 30, 31).

Com base nas Figuras (29, 30, 31), visualmente utilizou-se um critério que
o valor 6timo para o parametro k ocorre quando as curvas de cumeeira apresentam
uma certa estabilidade. Logo, obtém-se como valores 6timos £k = 0,3 para o
estimador de Hoerl & Kennard, £ = 6,0 para o estimador de Mayer & Wilke e

k = 0,05 para o estimador proposto.
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Figura 29 Curvas traco de cumeeira do estimador de Hoerl & Kennard



103

10

betaik)
0]
1

-5
1

-10

Figura 30 Curvas traco de cumeeira do estimador de Mayer& Wilke
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Figura 31 Curvas traco de cumeeira do estimador proposto

Tem-se entdo que o estimador proposto apresenta erro quadrético médio
menor que o estimador de cumeeira usual. Além disso, o valor adequado de k para

o estimador proposto ocorre com valores muito menores que os do estimador de
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cumeeira, este fato pode representar uma vantagem significativa pois a obtencao de
valores adequados de k para estimadores de cumeeira é um dos fatores limitantes
de seu uso, uma vez que nao se tem estimadores com propriedades suficientemente
boas para o seu calculo. O erro quadritico médio para os quatro estimadores sdo
obtidos gerando-se 1000 valores para o vetor Y e obtendo-se entdo 1000 estima-
tivas para cada um dos estimadores. Os resultados sdo representados na Tabela

1

Tabela 1 Erro quadratico médio

B EQM = varidncia + Viés
Boum 50,500 = 50,500 + O

Brr(0,3) 2776 = 0,59% + 2,182
Baw(6,0) 13,628 = 1,188 + 12,400
Burop(0,05) 2472 = 0,966 + 1,506

3.5 Desempenho do estimador proposto aplicado a um conjunto de dados
reais

No artigo de Hoerl e Kennard (1970b) foi feita uma andlise do desempe-

nho do estimador de cumeeira utilizando-se dados publicados em Gorman e Toman

(1966) em que se tem um problema de regressdo com dez fatores. As matrizes de

correlacao amostrais sao:
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—0,04 1
0,51 0 1
0,12  —0,16 0 1

X'X — —0,71 0,06 —0,59 —0,07 1

- —0,87 0,09 —0,65 —0,09 0,84 1

—0,09 0,24 —0,02 0,03 0,38 0,13 1
0 0,01 0,34 0,08 —0,36 —0,20 —0,48 1
—0,09 0,09 —0,08 0,02 —0,14 0,04 0,07 —0,18 1
—0,36 —0,30 —0,44 —0,09 0,54 0,45 0,40 —0,46 0,05 1

X'Y =(-0,81 —0,10 —0,63 —0,10 0,56 0,81 0,04 0,06 0,16 0,45)

Os dados apresentam correlacdes significantes e quasemulticolinearidade

como pode ser visto pelos autovalores de X' X:

autovalores(X'X) = (3,69 1,53 1,20 1,05 0,97 0,66 0,35 0,21 0,13 0,07) .

Tem-se que a varidncia total é igual a 33, 82502, Observe que se a matriz de corre-
lagdo fosse ortogonal, isto é, X' X = [ a variancia total do estimador de quadrados
minimos seria apenas de 1002, Portanto, o uso do estimador de quadrados mini-
mos para este conjunto de dados pode ser inadequado. A partir das curvas traco
de cumeeira Figura (32) do estimador 3(k) = (X'X + kI)"1X'Y os dados sdo

analisados obtendo-se os resultados:
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Figura 32 Curvas trago de cumeeira do estimador de Hoerl & Kennard

e Os coeficientes das estimativas de quadrados minimos estdo aparentemente
superestimados uma vez que eles diminuem rapidamente em funcéo de k.

Este comportamento fica mais acentuado para os fatores 5 e 6.
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e O fator 5 inicialmente estimado com valor negativo decresce em valor ab-
soluto e rapidamente se torna positivo. Isto é coerente com o fato do fator
5 ter estimativa inicial positiva e ter correlagdo amostral 0,84 com o fator
6 e portanto, se espera que tenham os comportamentos semelhantes, uma
vez que correlagdo amostral alta sugere que os dois fatores teriam o mesmo

efeito.

e As correlacdes com os outros fatores podem ter acarretado subestimacao do

fator 1.
e O fator 7 estd superestimado.

e O sistema estabiliza para valores de & no intervalo [0, 2; 0, 3] sugerindo entéo

que o valor real do pardmetro deve se encontrar nessa faixa.

A partir das curvas de cumeeira Figura (33) do estimador proposto B k)

pT’Op(
= (X'X +k(X'X)~1H~1X'Y conclui-se que o comportamento analitico das cur-
vas de cumeeira sdo essencialmente o mesmo. O fendmeno que ocorre, como era

esperado, é uma maior sensibilidade das curvas em relagdo a k. A estabilidade

ocorre para valores bem menores de k situando-se no intervalo [0, 05; 0, 15].
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Figura 33 Curvas traco de cumeeira do estimador proposto

Para efeito de comparacdo foi realizada também a andlise utilizando o

estimador de Mayer & Wilke (Figura 34)
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Figura 34 Curvas traco de cumeeira do estimador de Mayer & Wilke

Como era também de se esperar, a taxa de decrescimento das curvas de

: L 1 . ~
cumeeira neste caso sao iguais dependendo de 5 Em particular nao é pos-

sivel, a partir deste estimador, considerar que houve subestimacdo no estimador
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de quadrados minimos para algum fator, como se pode observar pelo fator 1, con-
siderado subestimado com a utlizacdo dos estimadores de Hoerl & Kennard e do
estimador proposto. Para o estimador de Mayer & Wilke de fato ndo se pode falar
em uma faixa de estabilidade, uma vez que a taxa de decrescimento € crescente.
Isto torna dificil uma obtencdo grafica para um valor 6timo de k. Para os dados em
questdo poderia ser afirmado que uma certa estabilidade ocorre para k no intervalo

[4,0;6,0].
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3.6 Uma aplicacio a dados de selecao gendomica

Os dados utilizados sdo provenientes da Granja de Melhoramento de Sui-
nos do Departamento de Zootecnia (DZO) da Universidade Federal de Vicosa
(UFV), em Vigosa, Minas Gerais, Brasil. Neste experimento uma populacdo F»
foi composta de 345 suinos provenientes do cruzamento de dois vardes da raga
local brasileira Piau, com 18 fémeas de linhagem desenvolvida na UFV pelo aca-
salamento de animais de linha comercial (Landrace x Large White x Pietrain).

Os detalhes dos procedimentos utilizados, cuja extracdo do DNA foi re-
alizada no Laboratério de Biotecnologia Animal do Departamento de Zootecnia
da Universidade Federal de Vigosa, podem ser encontrados em Peixoto et al.
(2006). A genotipagem foi realizada via tecnologia Golden Gate/Vera Code R,
no Laboratério de Genética Animal (LGA), Embrapa Recursos Genéticos e Bi-
otecnologia (CENARGEM), Brasilia, DF, conforme descrito por Hidalgo et al.
(2013). Os marcadores SNPs utilizados estdo distribuidos da seguinte forma nos
cromossomos da espécie Sus scrofa domesticus: SSC1(56), SSC4(54), SSC7(59),
SSC8(31), SSC17(25) e SSCX(12), totalizando assim 237 marcadores.

Os dados fenotipicos (caracteristicas de qualidade de carne) dos 345 indi-
viduos foram mensurados apds o abate (realizando aproximadamente aos 105 dias
de idade dos animais) e, entre estas caracteristicas, optou-se por aquelas relacio-
nadas com o pH da carne post-mortem (pH aos 45 minutos, pHys, € as 24 horas,
pH,,). Estas medidas de pH foram realizadas pela insercio de um eletrodo de vidro
(DIGIMED, DME-CV1), acoplado a um pHmetro DGIMED DM-20, previamente
calibrado, no musculo Longissimus dorsi, retirado da regido imediatamente poste-
rior a dltima costela do animal. Em resumo tém-se duas varidveis respostas e 237
covaridveis e 345 dados.

Este conjunto de dados foi analisado utilizando o método PLS (Partial
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Least Square) em Silveira (2014), com o objetivo da identificacdo dos marcadores

SNP mais relevantes para cada uma das duas caracteristicas obtendo os resultados:



114

Tabela 2 Identificacdo dos SNPs reportados como sendo os mais relevantes para
os fen6tipos pH 45y (45 min ap6s o abate) e pH,, (24 horas ap6s o abate)

Fentipo SNP chr pos-Mbp  E fetito
ALGA0026103 4  75,55577 -0,17937
ALGA0026237 4  80,01721 0,157341

pHys ALGA0026100 4  75,53339 0,150047
ALGA0026241 4  80,13745 0,138221
ALGA0026109 4  75,57379 0,114538
ALGA0026103 4  75,55577 -0,11968
ALGA0026237 4  80,01721 0,108745

pH,y, ALGA0026100 4  75,57379 0,095448
ALGA0026241 4  80,13745 0,089195
ALGA0026109 4  75,53339 0,050324

As curvas de cumeeira para todos os fatores utilizando o estimador de Ho-

erl & Kennard e o estimador proposto estdo plotadas respectivamente nas Figuras

35 até 38, e individualizados para os fatores relevantes obtidos por Silveira (2014)

nas Figuras 39 até 42:
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Figura 35 Curvas de cumeeira resposta pH 45 estimador Hoerl & Kennard
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Figura 36 Curvas de cumeeira resposta pH 45 estimador Proposto
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Figura 37 Curvas de cumeeira resposta pH,, estimador Hoerl & Kennard
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Figura 38 Curvas de cumeeira resposta pH,, estimador Proposto
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Figura 39 Curvas de cumeeira resposta pf,, fatores relevantes estimador Proposto
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Figura 40 Curvas de cumeeira resposta pH,, fatores relevantes estimador Hoerl &
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Figura 41 Curvas de cumeeira resposta pHys fatores relevantes estimador Pro-
posto
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Figura 42 Curvas de cumeeira resposta pHys fatores relevantes estimador Hoerl
& Kennard

Pela andlise das curvas de cumeeira tem-se: para as Figuras 35,36,37 e 38:

e Como era esperado pela teoria a faixa de estabilizacdo em que deve ocorrer o
valor 6timo para o parimetro k € atingida mais rapidamente pelo estimador

proposto.

e A sensibilidade para diferenciar os valores das estimativas das covariaveis

€ maior para o estimador proposto uma vez que para o estimador de Hoerl
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& Kennard as curvas de cumeeira decrescem de maneira mais rdpida para

Z€10.

Para as Figuras 39,40,41 e 42:

Para os fatores relevantes as curvas de cumeeira, tanto para o estimador de
Hoerl & Kennard quanto o estimador proposto, sugerem que o sinal das
estimativas obtidas em Silveira (2014) estdo corretos, exceto para o SPN
ALGA0026103 que pelo estimador de Hoerl & Kennard deveria ser positiva
para a resposta pHys e pH,,. Pelo estimador proposto tem-se evidéncia que

o sinal negativo esté correto.

A obtencao dos fatores mais relevantes utilizando os estimadores de Hoerl &
Kennard e o estimador proposto ndo foi realizada, mas uma primeira andlise
gréifica indica que possivelmente seriam obtidos outros fatores relevantes
diferentes dos obtidos em Silveira (2014), mas com estimativas préximas as

obtidas.

Os valores das estimativas para os fatores relevantes obtidos em Silveira
(2014) estdo razoavelmente préximos aos valores obtidos pelo estimador
proposto com uma tendéncia de que as estimativas pelo estimador proposto
sejam um pouco superiores. Utilizando o estimador de Hoerl & Kennard
tem-se que as estimativas sdo substancialmente menores que as obtidas em

Silveira (2014), para a mesma faixa de varia¢do do pardmetro k.
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CONCLUSOES

e Uma abordagem essencialmente geométrica a teoria do estimador de cume-
eira de Hoerl & Kennard de uma maneira mais geral aos estimadores de
cumeeira de Rao € abrangente e enfatiza uma série de propriedades estatis-

ticas fundamentais para estes estimadores.

e O novo estimador de Rao proposto surge naturalmente de constru¢des geo-

meétricas.

e O novo estimador de Rao proposto apresenta propriedades promissoras como
suas curvas de cumeeira atingirem mais rapidamente uma certa estabilidade,
o que facilita o critério gréfico de obten¢@o do valor 6timo para o pardmetro
de cumeeira. Estas propriedades justificam um trabalho futuro para estabe-

lecer rigorosamente seu desempenho.

e O desempenho do estimador proposto na andlise de dados simulados, dados
anteriormente analisados na literatura e dados de sele¢do gendmica foi satis-
fatério e em geral superior ao desempenho do estimador de Hoerl-Kennard

e do estimador de Mayer & Wilke.
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