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RESUMO

Este trabalho foi realizado com o objetivo printiga propor o uso da
técnica do origami para servir de material de apaita aulas de Geometria
Euclidiana Plana do Ensino Fundamental. Para idesmam elaboradas
atividades, com instrucdes e ilustracdes, quezatilio origami para introduzir
conceitos de Geometria, sendo o foco do trabalbgomtos notaveis de um
tridngulo.

Palavras-chave: Geometria plana. Origami. Cdisin Pontos notaveis.
Tridngulos.



ABSTRACT

This work presented as its main objective the psap@f using the
origami technique as support material for classe&Lclidian Plane Geometry
for Middle School. Thus, we elaborated activitiesith instructions and
illustrations, which use origami to introduce gedmeconcepts, with the
triangle notable points as the focal point of tharky

Keywords: Plane geometry. Origami. Workshopstalle points. Triangles.
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1 INTRODUCAO

Para que o ensino da Matematica contribua, paveneatéo do aluno, é
imprescindivel explorar temas que encontrem na idatiea uma ferramenta
indispensavel para serem compreendidos. Como garoiié um poderoso
instrumento para o ensino de Geometria, fornecsusnbsidio para elaboracéo
do trabalho que nos foi proposto no curso de mstrarofissional de
Matematica (PROFMAT), que deveria versar sobre s$enespecificos
pertinentes ao curriculo de Matematica do Ensingid®de que tenham impacto
na pratica didatica em sala de aula.

O Origami, por se tratar de uma arte de custo aetssnfluencia
positivamente no processo de ensino e aprendizage@®eometria Euclidiana.
E uma das raras oportunidades no ensino da Matamatide se pode por a
"mao" no objeto de estudo. Com materiais simplema papel A4, papel de
jornal, papel reciclavel, pode-se aprender Mataradlie uma forma divertida.
Assim o aluno percebe que, com uma simples folhpagel, pode construir,
desde um simples poligono, como o hexagono, atédlido geométrico, como
o tetraedro.

Sendo assim, pode ser utilizado como recurso dmgtie colabora para
o0 desenvolvimento da criatividade, do senso estéic do espirito de
investigacdo, entre outras competéncias e habdglagcomendadas pelos
Parédmetros Curriculares Nacionais para o EnsinoidV@RASIL, 1998), nas
categorias que dizem respeito a representacdo endzagdo, a investigacédo e
compreensao e a contextualizacédo sociocultural.

A autora do trabalho conheceu a técnica do origzars 0 ensino da
Geometria Euclidiana por meio de uma colega de radst a Eliane. Foi
ouvindo-a relatar suas dificuldades, ao trabalbar tal técnica, que a autora se

interessou pelo tema e comegou a pesquisar.



As pesquisas realizadas, para a elaboracao dasasfideste trabalho,
centraram-se na utilizacdo do Origami no ensin@dametria, principalmente
gue tratasse de conceitos iniciais da Geometriasepdntos notaveis de um
triangulo. Houve relativa dificuldade em encontliggratura disponivel, pois
existem poucos livros, principalmente publicadospartugués, que tratam do
assunto. Assim nossa pesquisa foi considerands oleraautores como Leroy
(2010) e Imenes (1994). No livro de Imenes (1994)oetrabalho de Leroy
(2010), encontramos o uso das dobraduras, paradittir no¢des de retas,
ponto médio, bissetrizes, mediatrizes, pontos migasle um tridngulo, entre
outros.

Ap6s a fase inicial de pesquisa e o levantamertardueriais coletados,
selecionamos os conteddos para a elaboracdo dataddis que poderiam ser
desenvolvidas para aplicacdo em sala de aula. Bsta, as nossas pesquisas
deram origem a dois trabalhos: um detissautora desse trabalho, voltado para
a aplicacdo do origami no ensino da Geometria Ptama foco nos pontos
notaveis de um triangulo. O outro, elaborado parasu2013), que consiste em
uma abordagem didatica para a construcéo de padiedprismas.

Com a colaboracdo de Lucas (2013) e, uma vez sphdbs 0s
contetdos dos trabalhos, elaboramos partes comaoas dais trabalhos.
Comegamos pela introdugdo que ressaltam as moéisagde nos levaram ao
desenvolvimento dessa proposta de atividades e€dne#: Apresentamos um
breve histdrico do origami, onde salientamos queisidria do origami esta
diretamente ligada a histéria do papel, além damibs as sete possibilidades
para uma Unica dobragem de Origami, que consistssrariomas de Huzita-
Hatori. Como os iniciantes dessa técnica podemsaptar certa dificuldade, ao
comegar as primeiras dobras, trazemos recomendacébservacdes baseadas

na nossa experiéncia para facilitar sua utilizagésala de aula.
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Ao elaborarmos as oficinas com origami, ilustraroesdiagramas de
modo mais detalhado possivel, levando os alunosndlizicdo de suas
atividades e, ao mesmo tempo, permitindo a compé&eerde conceitos
abstratos. O trabalho esta organizado em duasnadicionde a primeira
apresenta dobraduras iniciais e lugares geométimgpsanto que a segunda trata
dos pontos notaveis de um triangulo. A primeiraioé foi elaborada pensando
em ser aplicada no 6° ano do ensino fundament#, pe acordo com a
proposta do CBC (CARNEIRO, 2006), a Geometria Pkanatroduzida neste
ano. As atividades com origami seriam uma ferrameab mesmo tempo,
recreativa e educacional e que ainda poderiam ibaitrfacilitando na
compreensdo de conceitos abstratos. Em algumaslaaids desta oficina
elaboramos propostas de exercicios que o profgeste trabalhar em sala,
assim, os alunos nao s6 seguem as instrucdesxe@ga® mas também tém a
oportunidade de experimentar e refletir, podendo Suas préprias conclusdes.
E a segunda oficina, que trata dos pontos notéleeism triangulo, é o foco do
trabalho. Esta foi elaborada ndo sé pensando rnieagfd em sala de aula,
principalmente, porque este conteddo é tratado amnplementar na proposta
do CBC (CARNEIRO, 2006), pensamos que esta podetrabalhada, por
exemplo, por grupos de estudos da OBMEP (Olimpisdasileira de
Matemética das Escolas Publicas). Esta segundaafici dividida em duas,
onde a primeira tem como objetivo introduzir ostpemotaveis e, a segunda,
estudar relacdes entre estes pontos.

Concluindo, acreditamos que, sendo o resultadd diaalobradura um
material manipulavel, permite ao aluno manuseabjeto em estudo, analisar

seus elementos, propriedades e caracteristicas.
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2 APRESENTACAO E BREVE HISTORICO DO ORIGAMI

A origem da palavra origami advém do japonés engposta por dois
caracteres: o primeiro “Ori” deriva do desenho ad®uméo e significa dobrar. O
segundo, “Kami”, deriva do desenho da seda, samifiapel e Deus, uma
indicacdo da importancia do papel para os japoneSesjuntar os dois
caracteres, “cai” 0 K e a pronuncia fica origami.

Segundo Rafael (2011), em qualquer livro da esfi@éate pode-se ler
gue “O Origami é a arte japonesa de dobrar papel”.

Ori Kam

1)

Figural Simbolos dos caracteres da palavra origami
Fonte: Historia... (2013)

Pode-se dizer que o trabalho com origami pode is@tidb em dois
tipos: o origami tradicional, que utiliza apenasaupeca de papel e ndo envolve
0 uso de cortes nem colagem, e o origami moduler,sg baseia na construcdo
de moddulos ou unidades, na qual se dobram varigaspadependentes
transformando-as em modulos, que possuem abegueaserdo unidas entre si
e cujo objetivo é dar origem, quase sempre, a 6@POMELricos.

A histéria do origami esta diretamente ligada &ohia do papel e,
apesar de o Japéo ser considerado o berco do gridiarse, também, que ele
pode ter surgido na China, onde a histéria do papg®tm mais antiga. Neste

pais, a invencdo do papel foi creditada, em 105, dCT'sai Lao, alto
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funcionario da corte real, que comegou a mistusscas de arvores, panos e
redes de pesca na tentativa de substituir a safilstiseda que se utilizava para
escrever.

O império chinés manteve segredo sobre as técdiedabricacdo do
papel durante séculos, pois exportava este matepedcos altos. No século VI,
por intermédio de monges coreanos, a técnica @dmacér papel chegou ao
Japéao, pais em que o origami se desenvolveu tab centonhece hoje e, um
século mais tarde, os arabes obtiveram o segreste ggocesso. Na Europa, a
técnica chegou por volta do século Xll e, dois kécmais tarde, ja se espalhava
por todos os reinos cristaos.

No Brasil, acredita-se que a arte do Origami inieie por dois meios: -
por nosso pais vizinho, a Argentina, que possuisianiofluéncia da cultura
espanhola e por meio dos imigrantes japoneses quieveeram, a partir de
1908.

Segundo o artigo de Rafael (2011), a historia dgaari pode ser

dividida em trés grandes periodos:

a) o periodo Heian, que vai de 794 a 1185: nestedqmrmorigami era
visto como um divertimento das classes mais ripagg eram as
Unicas que tinham condi¢6es de adquirir o pape,exa um artigo
de luxo;

b) periodo Muromachi, que vai de 1338 a 1573: nestege o papel
tornou-se um produto mais acessivel e o origamiecom a ser
utilizado para distinguir as diversas classes &daanforme os
adornos que as pessoas usavam;

c) o periodo Tokugawa, que vai de 1603 a 1867: tamb@mhecido
como o periodo da democratizacdo do papel. Foémpst se deu a

popularizacdo do origami, surgiu a dobradura oaigido tsuru
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(cegonha), sem davida a mais popular no Japamnbgma, surgiram
0s primeiros livros de Origami. Em 1845 foi pubtlcao livro
Janela Aberta a Estacdo do Invernque incluia cerca de 150
modelos de origami. Gracas a esta publicacdogamiiespalhou-se
no Japdo como uma atividade tanto recreativa calmcagional.

Muito dessa evolugéo se deve ao espalhamento astao redor do
mundo, que s6 foi possivel quando foi trancendittaraeira da lingua, quando
se criou um sistema de diagramacao. Este sistenséstmem codigos formados
por setas, linhas pontilhadas e outros simbol@@pelo mestre japonés Akira
Yoshizawa, em 1956. Desta forma, Yoshizawa conmlabocacdo do americano
Sam Randlett criou uma simbologia (Sistema YoshizawRandlett, 1956), de
instrucdes para dobrar os modelos que constituerguagem do origami.

Para finalizar este breve histérico sobre origandip seria possivel
deixar de citar Humiaki Huzita, um matematico ja@®nitaliano (nasceu no
Japéo, mas viveu grande parte de sua vida na tédiahecido por formular, no
final da década de 70 do século passado, os posngdiis axiomas, conhecidos
como axiomas de Huzita, que descreviam a Matemddadobrar o papel para
resolver problemas de construgdo geométrica.

De acordo com Lang (2003, p. 11), em origami, eristois tipos de
dobras que séo representados no sistema de Yosh@awlinhas tracejadas
diferentemente denominadas dobra em vale e dobra@ttanha (Figura 2).
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Dobra em vale

Antes Depois

Dobra em montanha

/A

Antes Depois

Figura 2 Tipos de dobras

Outro aspecto a considerar na histéria do Origamiférma do papel
utilizado nas dobragens. Durante varios anos, adelns eram construidos a
partir de um papel com formato de quadrado, mass reeentemente, passaram
a ser utilizadas outras formas e, muitos dos medatiédricos sdo construidos

a partir de retangulos semelhantes a uma folhayjd,razdo entre o lado menor

e o lado maior &:+/2.
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Da mesma forma que as constru¢cbes geométricascitraais, as
construcdes realizadas, por meio de dobradurasregfidas por um corpo
axiomatico. O conjunto de axiomas necessarios, peadizar construcdes
geométricas, por meio de dobraduras no papel, Becao como axiomas de
Huzita-Hatori, obtidos em Lank (2012). Desta forrog,axiomas enumerados

abaixo regem todas as construcdes realizaveiobiaduras em papel.
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3 OS AXIOMAS DE HUZITA-HATORI

As dobras que ilustram os axiomas foram feitas deeina direta, sem o
passo a passo para construi-las, pois o estudcaxdomas ndo é foco do

trabalho.

Axioma 1. Dados dois pontos distinto& e PZ, existe apenas uma
dobra que passa por eles.
SN
= P
e~ ”
~

Figura3 Axiomal
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Axioma 2: Dados dois pontos distintoB, e P,, existe apenas uma

dobra que faz coincidiP, com P, .

Figura4 Axioma 2

Axioma 3: Dadas as retas e r,, existe apenas uma dobra que faz

coincidir r, comr,.

Figura5 Axioma 3: Retag e r, concorrentes
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Figura6 Axioma 3: Retag e r, paralelas

Axioma 4: Dados um pontd’ e uma reta, existe uma Unica dobra que

é perpendicular & e que passa p®&t

Figura7 Axioma 4
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Axioma 5: Dados dois pontos distintoB e P, e uma retar , existe

uma dobra que faz incidi?, emr e que passa pd?,.

P1
.

-
-
’—’.
-— P2
Cd
”
-

—’\

r

Figura8 Axioma5

Axioma 6: Dados dois ponto®, e P, e duas retas, e r,, existe uma

dobra que faz incidil, sobrer, e P, sobrer, .

Figura9 Axioma 6
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Axioma 7: Dados um pontd® e duas retas, e r,, existe uma dobra

que faz incidirP emr, e é perpendicular g, .

Figura 10 Axioma 7
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4 RECOMENDACOES EM RELACAO AO USO DA TECNICA DO
ORIGAMI

Levando em consideracao que iniciantes no estud@éatdca origami
podem apresentar certa dificuldade, ao comecar m@®eipps dobras,
mostraremos abaixo algumas recomendacBes em relagadobragens e
observacgdes sobre como se vao expor os passesasfips atividades ao longo
do trabalho. Estas recomendacdes e observacodms@adas na nossa pratica,
durante o desenvolvimento deste, na nossa expigiénao livro de Mitchell
(2008).

Cada passo de cada atividade, em sua maioriagmestaizado em uma
série de figuras que apresentam o modelo “antédégois”. Os simbolos que
serdo utilizados para ilustrar as dobragens s&eabas no sistema inventado
por Akira Yoshizawa.

Uma figura “antes” para uma dobragem simples pede taspecto da
figura da esquerda abaixo. Para fazer esta dobma écfolha sobre a carteira),
levante o lado direito do papel e, seguindo o deritidicado pela seta, coloque-
0 sobre o lado esquerdo. Segure firmemente o gafaela uma pequena dobra
sobre o centro do lado direito. Se os lados n&rdim se movido, finalize a
dobra passando uma unha para acentuar o papeld@gaativer sido bem feita
(e espera-se que seja), o resultado tem o aspefiguda da direita abaixo.
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Figura 11 Dobragem simples

Depois de ter feito esta dobra e desdobrado, haveadinha pontilhada
no meio da folha que indica a dobradura realizéidar& da esquerda abaixo).
As dobras serdo sempre mostradas logo a seguiem $eitas, mas as vezes ha
tantas dobras que, para distinguir as que repasetibbras ja realizadas da que
esta se propondo fazer, sera colocada a linhallpadéi da dobra a ser feitan
negrito.

L

[
[
[
[
!
|
’7\&
[

|
|
|
1 |
|
|
|
1

s

Figura 12 Dobra a ser feita

Para fazer a dobra proposta, na figura da direitaaa observe primeiro
a linha que esta em negrito, ela assinala ondefaalobra. Neste caso, a nova
dobra ira da dobra central até o canto inferiouesdp. O problema é que a seta

de movimento termina hum espaco vazio, por isscsegmwde saber exatamente
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aonde o canto que vai se mover ira ficar. A melmameira de fazer esta
dobradura é dobrar pequenas sec¢fes de cada verc€ala dobra existente e
va avancando mais ou menos na direcdo certa.

Dobre esta primeira se¢éo, mas mantenha o restoldta indefinida até
ter certeza de que passa exatamente no ponto tioecaa dobrando o papel por
fases, ajustando-o sempre que necesséario atéracenasultado esta ilustrado

na figura abaixo.

Figura 13 Resultado da dobra

E mais facil fazer dobras com o papel sobre umarsisfe lisa e dura,
mas h& casos em que retird-lo da superficie, tampéde ser vantajoso. N&o
receie em virar a folha ao contrario para podeerfaz dobra de forma mais
natural. O que pode ser facil para uma pessoaag@sir exemplo, pode ndo ser
para uma pessoa canhota.

Nas figuras, usamos um papel com faces de cor®niés para ilustrar
melhor as dobras. Note que, quando se faz uma dabadrente, a face colorida
fica no exterior do papel. Se a dobra for feitaapadis, a face colorida fica no
interior do papel. No entanto, mesmo que nao seapel de duas cores, esta
distingdo pode ser importante para melhor compéeedas figuras. Em alguns
passos, se fard a dobra para frente (em sua n)aoan outros, para tras, isto
se deve a nossa experiéncia com a técnica origammassa pratica, durante o



24

desenvolvimento deste trabalho, por exemplo, daza@ uma dobra sobre uma

reta, ou uma dobra que passe por dois pontos tdistipercebe-se que a

dobragem torna-se mais facil se for feita para @abe observar que a dobra
obtida serd a mesma, independente de realizarfigari@ ou para tras, o que

muda é como chegar até tal dobra. E a préprialessard sempre baseada na
nossa pratica, valendo observar, também, que b4 eas que tanto uma quanto

outra, o grau de dificuldade é o mesmo.

Para que o professor consiga atingir seus objetnsuma aula de
Geometria utilizando origami, é conveniente inlaigpartindo-se de dobras mais
simples, para que os alunos se familiarizem cordiagramas e dobras e véo
adquirindo mais seguranca para realizar as cold&sugue incluem mais
elementos. Sugere-se que o professor discuta comlus as relacdes
mateméaticas encontradas, durante a construcadotan#o a aprendizagem da
matematica por meio do origami, caso contrario un@lapenas realizara a
atividade, ndo associando as dobras com a matematic

Vale ressaltar que ndo ha obrigatoriedade em habals atividades
propostas neste trabalho na sequéncia apresefgutafessor pode executar a
atividade que melhor se encaixe no seu conteldger8ise apenas que se dé
uma pequena introducéo sobre o origami.

Uma das dificuldades previstas durante a execugdaiividades € que
o professor podera encontrar alunos com dificuldadéora para realizar as
dobras no papel com certa perfeicdo, devendo, assimmaior assisténcia a
estes alunos. E aconselhavel que o professor &obda de alguns monitores
para executar as atividades.
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5 OFICINAS

5.1 Dobraduras iniciais e lugares geométricos

O obijetivo principal dessa oficina é ilustrar algwonceitos elementares
da Geometria Euclidiana Plana.

De acordo com a proposta do CBC (CARNEIRO, 20068keametria
Plana é introduzida no 6° ano, onde o aluno coraeigentificar segmento,
ponto médio de um segmento, tridngulo e seus elesepoligonos, entre
outros. Assim, sugerimos que as atividades aprd@ntnesta oficina sejam
trabalhadas em tal série, pois pensamos que #&aalds com dobraduras devam
ser realizadas ao iniciar o contetdo, servindo ctamamenta para fixacdo de
conceitos. Sugerimos ainda que, ao introduzir ostgso notaveis de um
triangulo (conteddo que é apresentado na propost® complementar, assim,
pode ser trabalhado no ano em que cada professar awis conveniente), o
professor faca as atividades desta oficina antedratealhar as atividades
especificas sobre pontos notaveis.

Para a realizacdo das atividades, o professor ptligar folhas de
papel A4 (gramatura 75g/n210mm x 297mm), apesar de que todo papel de
espessura moderada vai atender a finalidade. Esool o papel A4 em
funcdo do facil acesso e baixo custo. Utilizarenmtambém, a régua em
algumas atividadesssim, a forma obtida ndo € propriamente um origpoig
como j4 foi citado na introducdo, o origami tradiwl utiliza apenas uma peca
de papel e ndo envolve o uso de cortes nem colagem.

Para esta oficina, recomendamos que, com a tumididdi em duplas
(as duplas servem para que um aluno possa auxiliaitro durante a aula), o
professor distribua as folhas para que os alurganfaas atividades (uma folha



26

A4 para cada aluno é suficiente para a realizag8atividades propostas nesta
oficina). Neste momento, sugerimos que o professmstre e peca aos alunos
para dividir a folha em oito partes, isto porqueatisidades propostas nesta
oficina podem ser feitas em um pedaco pequeno lie fe, assim, ainda
evitamos desperdicio de material. Caso o professoha acesso a uma
guilhotina de papel, recomendamos que ele faceaxtes e os leve prontos
para a sala de aula, pois o recorte obtido assissupouma qualidade
consideravel.

Para passar as instru¢des sugerimos o uso doldataesl, se nao for
possivel, que o professor imprima algumas folhas as instrucdes e proponha
gue as atividades sejam feitas em grupo. Ressaljaesa intencdo ndo é apenas
gue os alunos sigam as instrucdes e as executegjuaaxperimente e reflita e,
sempre que possivel, cheguem as suas prépriasisdaslverbalizando-as para
a turma.

Sugerimos ainda que, ao passar as instrucdesfaspoo va realizando
as dobras junto com a turma.

Ao fim de cada atividade, apresentamos uma justifia que sugerimos
ser apresentada e discutida com os alunos.

5.1.1 Dobraduras iniciais

Atividade 1: A reta que passa por dois pontos disttos

Passo 1:Sobre uma folha de papel, marque dois pontos tistiR e

P, e faca uma dobra para tras que passe por elesfiqie que € mais dificil

obter tal dobra se tentarmos fazé-la para frente).
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Passo 2 Desdobre. A dobra é a reta que passa pelos pditesP,

(dobra do axioma 1).

Observacao: Nas préximas atividades, introduziremos o usoédma

para tragcar segmentos, retas e semirretas.

Atividade 2: O ponto médio de um segmento

Passo 1:Com o auxilio de uma régua, trace o segmdfte, e, em

seguida, faca uma dobra para trds que passe peegaiento (passo 1 da
atividade 1).
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Passo 2:Faga uma dobra de modo a coincidir os porfppse P, e

marque o pontdVl no canto superior da dobra obtida.

Passo 3Desdobre as duas dobras. (dobra do axioma 2).

Justificativa: Observe que, no passo 2, ou seja, n0o momento em qu
fizemos coincidir os pontoB, e P,, os segmento&£M e MP, se sobrepdem,
0 que corresponde a dizer que tais segmentos s@puemtes. LogoM &

ponto médio deRP,.
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Atividade 3: Perpendicular a uma reta dada

Passo 1:.Com o auxilio de uma régua trace uma rete, em seguida,
faca uma dobra sobre tal reta.

A

Passo 2:[Faca uma dobra originando duas semirretas coimtesemr .

Denotemos pos esta dobra.

Passo 3Desdobre as duas dobras. (dobra do axioma 4).
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Justificativa: Note que os quatro angulos formados pore s se
sobrepdem no passo 2 sendo, portanto, congru€meso a soma dos angulos
formados porr e s é 360°, segue que cada angulo é de 90°. Lbgns sdo

perpendiculares.

Exercicios
1) Considere uma reta e um pontoP tal que PLr . Obtenha a
perpendicular & que passa polP .

2) Como obter a perpendicular a um segmekb que passe poA ?

5.1.2 Lugares geométrics

Defini¢do
A expressédo lugar geométrico nada mais é que ufurdonde pontos
que satisfazem uma determinada propriedade.

Atividade 1: Mediatriz

Dado um segmentoPP,, a mediatriz deste segmento € o lugar
geometrico dos pontos do plano que equidistanPde de P,, isto €, a reta

perpendicular 8PP, que passa por seu ponto médio.
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Observe que esta atividade consiste na atividatdedticina anterior.

Passo 1:Partindo da dobra que passa pelo segmdfi®), faca uma

dobra de modo a coincidir os pontBse P, .

Passo 2:Desdobre as duas dobras. Sejaa reta determinada pela

Ultima dobradura.

Justificativa: Observe que, no passo 1, ao coincidir os pofjos P,,
obtemos o ponto médio do segmento dado. Note, fambée os segmentos

originados emBP, coincidiram, logo, a dobra determinada € perperalica

PP, . Portanto, tal dobra é a mediatriz do segmdntB,.

Exercicio
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1) Outra maneira de justificar que a retaé a mediatriz do segmento
P, P, € por meio do conceito desta como lugar geometpia isto, propomos
0s seguintes procedimentos apds o0 passo 2.

Passo 3Marque um pontdC qualquer sobre a reta e faca uma dobra

que passe pelos pontés e C e outra que passe pelos ponkse C.

Passo 4Faca uma dobra de modo a coincitic e P,C.

Com estes passos, os alunos observaréoRftiee P,C se sobrepéem
sendo, portanto, congruentes. Logb,equidista deP, e deP,, e comoC € um

ponto qualquer de, temos ques € a mediatriz deBP, .

Atividade 2: Bissetriz

Dado um anguldJAOB, a bissetriz deste angulo € o lugar geométrico

dos pontos do plano que equidistam das semirrGiAs e aé isto é, a

semirreta que divideLJAOB em dois angulos congruentes.

Passo 1. Com o auxilio de uma régua, trace duas retas camtesr e

s. Seja0, o ponto de interse¢do entre tais retAs;um ponto pertencentera
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e B, um ponto pertencente &. Vamos obter a bissetriz do angulbAOB.

Faca uma dobra sobre a reta

Passo 2[Faca uma dobra sobrepondo as retas <. (Note que a dobra

para frente aqui € melhor).

Passo 3:.Desfaca as dobras e marque o pdatgobre a dobra que ficou

na regido interna as semirre@# e OB.
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Justificativa: Observe que, no passo dois, os anguké3P e BOPse
sobrepbem, sendo, portanto, congruentes. Logo,ndrrséa OP divide o

angulo AOB em dois angulos congruentes, 0 que mostraaBeé a bissetriz
do anguloAOB.

Note que esta é a dobra do axioma trés, no casoetas serem

concorrentes.

Exercicios

1) Outra maneira de justificar que semirr@® ¢ a bissetriz do angulo
AOB é por meio do conceito desta como lugar geomeétpia@ isto, propomos
0s seguintes procedimentos apés o passo 3.

Passo 4Faca uma dobra sobre a retae , em seguida, faca uma dobra
de modo a obter a perpendicuamr que passa poP . Marque o pontoC
obtido emr .

Passo 5:Desfaca as dobras e proceda como no passo amiarioa reta
S (obtendo, assim, a perpendiculag @ue passa pdP e o pontoD).

Passo 6Faca uma dobra de modo a coinciBi€ e PD.
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Com estes passos, o0s alunos observardoRfliee PD se sobrepdem
sendo, portanto, congruentes. Lod®,equidista das semirretziﬁ e Eﬁ e,

assim,O—P € a bissetriz do angulaOB.

2) Como obter o lugar geométrico dos pontos do plaroaguidistam
de duas retas concorrentes?

Atividade 3: Retas paralelas

O lugar geométrico dos pontos do plano que eqaitdiste uma reta
dada é um par de retas paralelasr aisto €, as perpendiculares a uma

perpendicular a que equidistam de .

Passo 1: Partindo da dobra que passa pela retaobtenha uma
perpendicular a ela e denote tal dobra o6EejaP o ponto de intersecéo entre

res.
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- [

Passo 20btenha uma perpendicularsae denote tal dobra par. Seja

Q o ponto de intersecdo entgee U.

Passo 3:Desfaca todas as dobras. Denotemos fp@ outra dobra
determinada no passo 2R o ponto de intersecdo enttee S. As dobras e

u correspondem as paralelas a reta

\
. - - ®r
K3
\___
._——’r‘//’?\
v - — =
Kl

Justificativa: Observe, nos passos um e dois, as perpendicudases

sobreposicao dos segmente® e Pk.
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Observe que, dependendo da posicdd)den retat pode ficar de fora

da folha.

Exercicio

1) Outra maneira de justificar que as dobta® Ucorrespondem as
paralelas a reta é por meio do conceito destas como lugar geornétpara
isto, propomos os seguintes procedimentos apdssm 3

Passo 4:Faca uma dobra sobre a rét&, em seguida, faca uma dobra
de modo a coincidir a retacom a retal . (dobra do axioma 3, no caso das retas
paralelas).

Com isso, os alunos observarédo que a dobra “detadail é exatamente

aretar, ou sejat e U equidistam de .

5.2 Pontos notaveis de um tridngulo

Objetivou-se, principalmente, com essa oficinarouhtizir os pontos
notaveis de um tridngulo e algumas propriedadesndCeste contetdo é
apresentado como complementar na proposta do CBENEIRO, 2006), o
professor pode trabalhar as atividades desta afitinsérie em que achar mais
conveniente.

Faremos uso de folha A4, régua, cola e tesouraorReedamos que, ao
distribuir as folhas, o professor peca aos alurara gividi-la em duas partes,
isto porque as atividades propostas nesta oficiadirfo de recortes de
triangulos que podem ser obtidos de meia folhaginda, mesmo quando estes
triangulos ndo forem recortados, meia folha é mrite. Ndo sugerimos dividir
a folha em mais partes, pois isto pode dificultaragumas dobraduras. Outra

sugestdo que damos e, por experiéncia achamosagigetprnar a aula mais
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pratica e objetiva, € que o professor leve, pasala de aula, os tridngulos ja
recortados, pois a proposta de que os alunos fegiamecortes pode atrasar ou
até mesmo atrapalhar a realizacdo das atividad®®eas, estes recortes, nao faz
parte dos objetivos das atividades.

Observacdo: Em algumas atividades desta oficina, trabalharezoos
o tridngulo recortado, enquanto que em outrasidagnlo sera trabalhado em
uma folha. Isto se deve ao fato de alguns ponttéveis serem exteriores ao
tridngulo, a nossa experiéncia com a técnica oligainnossa pratica durante o
desenvolvimento deste trabalho, por exemplo, pétaroca bissetriz de um
angulo interno do triangulo. Caso ele ndo estejart@do, temos que fazer uma
dobra sobre um dos lados que forma o angulo (jpcdsrhais dificil obter a
bissetriz sem tal dobra) para depois fazer coinasglidois lados, enquanto que,
se o tridngulo estiver recortado, é simples fanimcidir dois lados (basta a
Ultima dobra).

Apresentaremos atividades com o0 circuncentro e tocemtro nos
triangulos acutangulo, retadngulo e obtusangulos pbservaremos as posicoes
gue tais pontos possuem nestes tipos de tridngalés; de um estudo de
propriedades. A atividade do circuncentro no tridmgobtusangulo sera
proposta em um recorte de tridngulo, o que podeégarsa curiosidade dos
alunos para o fato: serd que as trés mediatrizescoidicorrem em um Unico
ponto? (pois ao fazerem as dobras no recorte cangentro ndo surgira por se
tratar de um ponto exterior ao triangulo neste asatividade do ortocentro no
triangulo obtusangulo (que também é um ponto exterste tipo de triangulo)
serd proposta em uma folha sem o recorte, poignassbalhamos pontos
exteriores com folhas diferentes.

Nos casos do incentro e do baricentro, por ser¢ratale pontos sempre

interiores ao tridngulo, apresentaremos tais atiléd apenas no triangulo
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acutangulo e, caso o professor ache interessarde, gplica-las nos triangulos

retdngulo e obtusangulo.

5.2.1 Introduzindo pontos notaveis de um triangulo

Atividade 1: Mediatrizes no tridngulo - circuncentr

Objetivou-se com esta atividade ilustrar que asiatrézes dos lados de
um tridngulo se intersectam em um Unico ponto strim que tal ponto é o
centro da circunferéncia circunscrita a este trémng

A atividade vai ser feita para os tridngulos aogwém retangulo e
obtusangulo pela posi¢éo relativa do ponto de datgo das mediatrizes em

relacéo ao triangulo em cada caso.

5.3 Tridngulo acutangulo

Passo 1:Partindo do recorte de um tridngulo acutangdBC, faca

uma dobra de modo a coincidir os vértickse B.

A B

v\//

Passo 2Desdobre. A dobra determinada é a mediatriz dw /&l .
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Repita 0s passos anteriores para os outros dais IEIC e AC),

obtendo os resultados ilustrados abaixo:

Observe que as trés mediatrizes se intersectarmemico ponto, que
€ interior ao triangulo, chamado diecuncentrodo triangulo e denotado p& .
Este nome vem do fato do circuncentro ser o cedto circunferéncia
circunscrita ao triangulo, a circunferéncia quespg=los trés vértices.

- Cole o triangulo em uma folha.

- Centre o compasso no circuncentro e, com umauheaque vai até um

dos vértices do tridngulo, trace a circunferéncia.
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Observe que a circunferéncia é circunscrita aagtifo, isto €, o
circuncentro é o centro da circunferéncia circutegsco ponto que equidista dos

trés vértices.

5.4 Tridngulo retangulo

Passo 1Partindo do recorte de um triangulo retangdBC, faca uma

dobra de modo a coincidir os vérticAse B.
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Passo 2Desdobre. A dobra determinada é a mediatriz do aBo

Repita 0s passos anteriores para os outros dais IEBIC e AC),

obtendo os resultados ilustrados abaixo:

Observe que, neste caso, as trés mediatrizes tasdbdémersectam em
um dnico ponto, o circuncentro do tridngulo, masra@ circuncentro € o ponto
médio da hipotenusa. Assim a hipotenusa é um diarmd# circunferéncia

circunscrita.
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5.5 Tridngulo obtusangulo

Passo 1:Partindo do recorte de um tridngulo obtusangABC, faca

uma dobra de modo a coincidir os vérticks B.

Passo 2Desdobre. A dobra determinada é a mediatriz dm FaH .
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Repita 0s passos anteriores para os outros dais IEIC e AC),

obtendo os resultados ilustrados abaixo:

Note que ndo obtivemos o circuncentro. Para obtédte o triangulo

em uma folha e faca dobras por cada uma das nieegatr

Note que, neste caso, 0 ponto de intersecédo enti@samediatrizes €

exterior ao triangulo.

Observe que as trés mediatrizes concorrem em ugo (punto, mas
dependendo do tridngulo, pode ser um ponto dest@oumto interior ou exterior
a ele. Outra possibilidade seria trabalhar na fellra recortar. A desvantagem
de se trabalhar sem o recorte do tridangulo é gquazem mais dobras, o que
pode tornar a atividade mais trabalhosa e demoNeja que, para obter a
mediatriz de um lado qualquer do triangulo, cas® o esteja recortado,

terlamos que fazer uma dobra sobre o lado para éat&rmos coincidir os
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vértices, isto porque fazer coincidir os vérticemsesta dobra fica bem mais
dificil.
Podemaos, neste caso, também, verificar que o cecuro € o centro da

circunferéncia circunscrita.

Justificativa

(Usaremos, sem perda de generalidade, um triangeiddngulo na
ilustracédo).

Sejamr, s et, respectivamente, as mediatrizes dos ladés, BC e

AC do trianguloABC e O o ponto de interse¢éo das retas <.

|
|
|
|
|
I r

Como O[r, segue da definicdo de mediatriz como lugar gedcoét

que O equidista deA e de B. AnalogamenteQ []sgarante queO equidista
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de B e deC. Portanto,O equidista deA e de C e, usando novamente a
definicdo de mediatriz, concluimos q@epertence & mediatriz dAC, ou seja,
O pertence areth. Assim,r, € et concorrem enQ.

Atividade 2: Bissetrizes no tridngulo - incentro

Objetivou-se com esta atividade ilustrar que aseliizes internas dos
angulos de um tridngulo se intersectam em um Up@uo e ilustrar que tal

ponto é o centro da circunferéncia inscrita negadulo.

Passo 1:Partindo do recorte de um triangulo acutangABC (ou um

triangulo qualquer), faca uma dobra de modo a aiimas ladosAC e BC.

Passo 2:Desdobre. Observe que a dobra determinada é etrtisso
angulo JACB.

Repita os dois passos anteriores para os |&db® BC e para os lados

AC e AB, obtendo assim as outras duas bissetrizes nguili@n
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Observe que as trés bissetrizes se intersectam nendinico ponto,
chamado déncentrodo triangulo e denotado pdr. Este nome vem do fato do
incentro ser o centro da circunferéncia inscrité&ri@angulo.

Centre 0 compasso no incentro e, com uma aberugat@gue num

Unico ponto um dos lados (tangencie), trace uncaiieréncia.

Observe que a circunferéncia é inscrita ao triasgsto €, o incentro é
0 centro da circunferéncia inscrita, o ponto quédigta dos trés lados.

Justificativa

(Usaremos, sem perda de generalidade, um triangeltdngulo na
ilustracao).

Sejamr, S e t, respectivamente, as bissetrizes internas dosl@ngu

UA, OB e JC do trianguloABC e | o ponto de intersecao das retas s .
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Como | Or, segue da definicdo de bissetriz como lugar gewgnét
gue | equidista dos ladosABe AC. Analogamente,l [Isgarante quel
equidista dos ladoAAB e BC. Portanto,l equidista deACe BCe, usando
novamente a definicdo de bissetriz como lugar géa@oé concluimos qud
pertence a bissetriz do angulb, ou seja,l pertence a reth. Assim,r, s et

concorrem enm .

Atividade 3: Medianas dos lados de um tridngulo - &ricentro

Objetivou-se com esta atividade ilustrar que as iamed de um
triangulo se intersectam em um Unico ponto e dusque tal ponto divide cada
mediana na razdo de 2 para 1 a partir do vérticesmondente.

Passo 1:Partindo do recorte de um triangulo acutangAiBC (ou um
triangulo qualquer), faga uma pequena dobra cdimdidos pontosA e B.

Determinando assim, o ponid , médio do segmentdB .
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Passo 2Desdobre e faca uma dobra que passe pelos pGno# .

Passo 3 Desdobre. Observe que a dobra determinada panentice
C e vai até o ponto médio do lado oposddB. Esta dobra corresponde a

mediana relativa ao ladAB .

Repita 0s passos anteriores para o |Bd® e o vérticeA e para o lado

AC e o vérticeB.
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Observe que as trés medianas se intersectam emnign ponto,

chamado déaricentrodo tridngulo e denotado p& .

Justificativa

(Usaremos, sem perda de generalidade, um triangelddngulo na
ilustracao).

Sejam N e P, respectivamente, os pontos médios dos ladés e
AB, e sejaG, o ponto de interse¢éo das mediafd e CP. Sejam, ainda,

S eT os pontos médios dos segmenBS, e CG, respectivamente.

Usando a propriedade de que o baricentro divida naetliana na razao

de 2 para 1, segue qi8G, =2G,N e CG =2G,P. Agora, seM for o ponto

médio de BC e G, for o ponto de interse¢céo das mediaadl e BN,

concluimos, usando novamente a propriedade,Guelivide AM e BN na
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razdo de 2 para 1 a partir de cada vértice. Mds,sdgue que os pontds, e

G, séo tais queBG =2G,N e BG, =2G,N; isso implica emG, coincide
com G, . Por fim, chamando d& os pontosG, e G,, segue queAM , BN e

CP concorrem enG .

Propriedade: O baricentro de um tridngulo divide a mediana ario
de 2 para 1, a partir do vértice correspondente.

Vamos ilustrar esta propriedade.

Passo 1Faga uma dobra para trds sobre a med2ivia

Passo 2:Faca uma dobra originando duas semirretas coimeisieem
CM com origemG .

Passo 3:Faca uma dobra levando o vérti€e ao pontoG. SejaDo

ponto determinado por esta dobra no segm&tia
Observe que o pontoD coincide com o pontoM . Portanto
MG =GD=DC e CG=2GM , OU seja, o0 baricentro dividiu a media@i

na razéo de 2 para 1, a partir do vértite

SugestdoPeca aos alunos para verificar a mesma relagacapaoutras
duas medianas.
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Exercicio: Determine o baricentro em um tridngulo reténgulo e
verifique a propriedade: a mediana relativa a leiposa é igual a8 metade da

mesma. Para isto, faca uma dobra de modo a cainsidiérticesA e B.

Com esta dobra, os alunos verificardo que os sagsidkN e BN se

sobrepdem, sendo, portanto, congruentes. Assirmsterrﬁ:ﬁ:%ﬁ:,

pois N é ponto médio d&C.
Atividade 4: Alturas no tridngulo - ortocentro

Objetivou-se com esta atividade ilustrar que as &uras em um
triangulo se intersectam em um sé ponto, chamadawtdeentro, e ilustrar que o
circuncentro de um tridngulo é o ortocentro detg@ngulo medial.

A atividade vai ser feita para os tridngulos aogém retangulo e
obtuséngulo pela posicédo relativa do ortocentroedatdo ao triangulo em cada

caso.
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5.6 Triangulo acutangulo

Passo 1:Partindo do recorte de um tridngulo acutangdiBC, faca
uma dobra que passe pelo pofitoce de modo que as duas semirretas originadas

em AB coincidam.

Passo 2:.Desdobre. Observe que a dobra determinada é pérpkmda
AB que passa pelo vértide. Esta dobra corresponde a altura relativa ao lado

AB.

Repita 0s passos anteriores para o |Bd® e o vérticeA e para o lado

AC e o vérticeB.
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Observe que as trés alturas se intersectam em uco ponto, o

ortocentrodo tridngulo, denotado pdd .

5.7 Tridngulo retangulo

Passo 1Partindo do recorte de um triangulo retangAdiBC, faca uma
dobra que passe pelo ponfo e de modo que as duas semirretas originadas em

BC coincidam.

Passo 2Desdobre. A dobra determinada é a altura relatvado BC.



55

Agora observe que, pela definicdo de altura e eréoralo fato de o
tridngulo ser retangulo, temos:

- a altura relativa ao lad8\B ¢é o ladoAC;

- a altura relativa ao lad&C ¢é o ladoAB.

Assim, no tridngulo retangulo, os catetos sdo gm®duas alturas.

Observe que, neste caso, as trés alturas tambémtessectam em um

Gnico ponto, mas agora o ortocentro € o vérticarulo reto.

5.8 Tridngulo obtuséangulo

Passo 1:Com o auxilio de uma régua, trace um triangulo sfotgulo

ABC e, em seguida, faca uma dobra para tras sobooAB .
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Passo 2 Faca uma dobra que passe pelo pdite de modo que as

duas semirretas originadas ed8 coincidam.

Passo 3Desdobre as duas dobras feitas. A Ultima dobrardetada é a

altura relativa ao lad@\B .

Proceda como nos trés passos anteriores para os B@ e AC

obtendo, assim, as alturas relativas a estes lados.
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Neste caso, as trés alturas também concorrem etmiam ponto, sendo

agora o ponto exterior ao triangulo.

Justificativa

(Usaremos, sem perda de generalidade, triangulataragilos nas
ilustragdes).

Seja ABC um tridngulo qualquer. Trace, respectivamente o8B e

C, retasr, s et paralelas aBC, CA e AB (também respectivamente), e

sejamr n S:{N}, sntZ{P} etnr :{M}.

Entdo os quadrilateroABCM e ABPC sédo paralelogramos, assim

CM = AB=CP e, dai,C é 0 ponto médio ddMP . AnalogamenteB é o

ponto médio dePN e A é o ponto médio déVIN . Por outro lado, a altura
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relativa a BC, também, é perpendicular BIN, j& que BC e MN s#o
paralelas. Do mesmo modo, as alturas relativasA@€ e AB sao,
respectivamente, perpendiculares NP e MP. Segue que as alturas do
triangulo ABC sdo as mediatrizes dos lados do triangMidNP. Mas ja
verificamos que as mediatrizes dos lados de umguid sdo concorrentes, de

modo que as alturas d&8BC devem ser concorrentes.

Propriedade: O circuncentro de um tridngulo é o ortocentro de s
triangulo medial.

Vamos ilustrar esta propriedade. Para isto, podartiliiar o triangulo
acutangulo, obtido na atividade 1 da oficina 5.2 que encontramos o
circuncentro. Também poderiamos utilizar o triangeténgulo ou obtusangulo

obtidos nesta mesma atividade.

SejamM , N e P os pés das mediatrizes dos ladd8, BC e AC,

respectivamente. @iangulo medialdo trianguloABC ¢é o trianguloMNP.
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Faca uma dobra que passe pelos poMog N e uma dobra que passe

pelo pontoP e de modo que as duas semirretas originadaMémcoincidam,

ou seja, a perpendicularMN que passa pelo pontd.

Observe que a Ultima dobra, que corresponde Zaalélativa ao lado

MN do trianguloMNP, ocorre exatamente sobre a mediatriz do 1Ad®. De
maneira analoga, podemos verificar que 0 mesmorecoom as outras

mediatrizes e alturas e, assim, concluir que ceeatto de um triangulo é o

ortocentro de seu triangulo medial.
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Propriedade: Verificar que o ortocentro de um gifia é o incentro de
seu tridngulo értico.

Vamos ilustrar esta propriedade. Para isto, podertikizar o triangulo
acutangulo (poderia ser o retangulo ou o obtusahgrh que encontramos o

ortocentro.
Vamos identificar o triangulo ortico: sejaid,, H, e H_ os pés das
alturas relativas aos vértices, B e C, respectivamente. O tridngulo 6értico do

triangulo ABC ¢€ o trianguloH ,H, H_. Faca uma dobra que passe pelos pontos
H, e H,, uma dobra que passe pelos porithse H_ e, por fim, uma dobra

de modo a coincidir os segmenteisH, e H H..

Observe que a ultima dobra, que corresponde atfigss® angulo
0OH,H,H, do tridngulo H,H H_ (pois sobrepomos os ladokl ,H, e
H,H.), ocorre exatamente sobre a altura relativa atceéeB. De maneira

analoga, podemos verificar que 0 mesmo ocorre cemusras bissetrizes e
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alturas e, assim, concluir que ortocentro de uéngilo é o incentro de seu

tridngulo értico.

5.8.1 Relacgdes entre pontos notaveis de um triangulo

Atividade 1: Triangulos equilatero, isdsceles e esleno

Objetivou-se com esta atividade construir os tudogy equilatero,

isdsceles e escaleno.

Passo 1:Seja ABCD o retangulo obtido por meio do recorte de uma
folha A4 ao meio. Faca uma dobra de modo a comomliladosAB e CD.

(Note que a dobra que estamos determinando € atnizdio ladoAD).
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Passo 2:Desdobre. Faca uma dobra que passe pelo véRice de

modo que o vérticeD fique sobre a dobra obtida no passo 1. Befaponto

que D determina em tal dobra. Note que, ao fazermosdediea, obtemos o

segmentoAE que é congruente ao segmel{d .

Passo 3:Desdobre. Para melhor visualizar o triangulo, afgssor pode

pedir aos alunos que fagam uso de régua e lapEcen os segmento8E e

ED.

Justificativa: Observe que, com®A=AE e o pontoE pertence a

mediatriz do ladoAD, ou seja, E equidista de A e de D, segue que,

DA=AE=ED.
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Para obter um triangulo is6sceles, basta seguipassos 1 e 2
apresentados para construir um tridngulo equilatees escolher um ponte

sobre a mediatriz d&D, diferente deE e que nédo esteja sobAD .

Justificativa: Como F pertence a mediatriz dAD, segue queF

equidista deA e de D, logo FA=FD. Portanto, ADF é um triangulo

isosceles de basAD .

Para obter um tridngulo escaleno, basta tambémrsegpassos 1 e 2
apresentados para construir um tridngulo equilatees escolher um ponté

gualquer, que ndo pertencaAD nem a sua mediatriz € nem aos arcos de

centrosA e D comraio AD.
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Exercicio

1) Dado um segmentdAB, obtenha um tridngulo equilatero de lado

AB.

Atividade 2: Pontos notaveis num triangulo equilate

Passo 1:Construa um tridngulo equilaterBBC. Fagca uma dobra de

modo a coincidir os ladoAC e BC.

Verificamos que, ao fazer coincidir os lad#sC e BC, a dobra
determinada é a bissetriz do angul&CB. Mas note que, ao coincidir os lados
AC e BC:

- 0s vérticesA e B também coincidiram, ou seja, a dobra determinada
é também a mediatriz do lad&B ;

- a dobra determinada passa pelo pdbte, como ela é perpendicular a
AB (pois é mediatriz deAB), tal dobra é também a altura relativ\8 ;

- a dobra passa por C e vai até o ponto médid\Be(pois a mediatriz
de AB passa pelo ponto médio d&B), logo tal dobra é também mediana

relativa ao ladoAB .
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Repetindo o procedimento do passo um para os l&dbs AC e para

os ladosAB, BC obtemos os resultados ilustrados abaixo:

Note que as trés mediatrizes, as trés bisset@et,és medianas e as
trés alturas do tridngulo equilatero coincidemue az com que o circuncentro,

0 incentro, o baricentro, e o ortocentro, tambémaidam.

Note ainda qu@ =r=GM, portanto,U é ponto médio d€G (o
pontoU é um dos pontos de Euler, que sdo 0s pontos médiieso ortocentro
e cada vértice de um tridngulo). Veja que a cirerdrfcia inscrita no triangulo
equilatero passa pelos trés pontos de Euler. Pasdem pelos pontos] , N,

P ; médios dos lado®A\B, BC, AC, respectivamente, que coincidem com 0s

pés das alturabl ., H_, H, e (também, respectivamente).
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Observe que os trés lados do triangulo equilatém lsases de um
tridngulo isdsceles, assim, em um tridngulo is@&s;el bissetriz, a mediatriz, a
mediana e a altura relativas a base coincidemre,i€s0, 0 ponto médio e o pé
da altura, também relativos & base, coincidem.

No tridngulo isésceles acima, a re€@M representa a bissetriz, a
mediatriz, a mediana e altura relativas a bA&:. Note que os pontos notaveis

vao estar todos nesta reta.

llustramos que o0s quatro pontos notaveis coincidemum tridngulo
equilatero e estdo sobre uma mesma reta no triingfdceles. Estes dois casos
sdo casos particulares da propriedade: num tri@ngukircuncentro(O), o
baricentro(G) e o ortocentro(H) estdo sobre uma reta, denominada reta de

Euler (em homenagem a Euler).
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Atividade 3: A reta de Euler

Passo 1: Construa um tridngulo escalendBC e obtenha o
circuncentro(O) , o baricentro(G) e o ortocentro(H) . (Vale ressaltar aqui

que, como ja sabemos que as trés mediatrize€am#dianas e as trés alturas
se intersectam, respectivamente, em um Unico, @later tais pontos, basta
obtermos duas das trés retas). Sugerimos determiraeiro, duas mediatrizes,
pois, assim, tém-se os pontos médios de dois lagosssarios para obtencao de

duas medianas.

Passo 2: Faca uma dobra que passe pelos pdhtgertocentro do

triangulo) eO (circuncentro do triangulo).
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Observe que a dobra determinada passa pelo poriterieo (G).
Logo, o circuncentrgO) , o baricentro(G) e o ortocentro(H) estdo sobre

uma mesma reta.

Atividade 4: A Circunferéncia de nove pontos

Objetivou-se com esta atividade ilustrar que, ntiémgulo, os pontos
médios dos seus lados, os pontos de Euler e adagéalturas, estdo sobre uma

s

circunferéncia cujo centro € o ponto médio entreirauncentro (O) e o
ortocentro(H) de tal triangulo, e cujo raio é exatamente a neetiddistancia

de O até um vértice do tridangulo. Esta circunferéncta denominada
oficialmente em 1820 por Terquem d#e cercle dés neuf points”
(circunferéncia de nove pontos), segundo o artggRojas e Mendonza (2010).
Note que, no caso do triangulo ser equilateroy@icferéncia de nove
pontos coincide com a circunferéncia inscrita e, caso do triangulo ser
isdsceles, a circunferéncia passa por oito poj#agle o ponto médio e o pé da

altura relativos a base coincidem.
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Veja que, para obter a Circunferéncia de nove |gor#@o necessarios
varios elementos, por isto, iremos dar orientacacs rdetalhada do que a que
apresentamos na Reta de Euler. Comecemos obsergamiocomo vamos
precisar encontrar o ortocentro e 0 circuncentréntéressante que ndo se
trabalhe com tridngulo obtuséngulo, pois, como ijaog, tais pontos sao
exteriores neste tipo de tridngulo (ou pode-seatrar com a folha sem o
recorte).

Passo 1:Partindo do recorte de um triangulo ndo obtusangMRC |,
faca dobras de modo a determinar as mediatrizesseles lados e,
consequentemente, os pontos médios. Sdjano ponto médio do ladAB,
N o ponto médio do ladBBC, P o ponto médio do ladcAC e O o

circuncentro.
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Passo 2[Faca dobras de modo a determinar as alturas mgut@ Seja

H, o pé da altura relativa ao vértid®, H, o pé da altura relativa ao veértice

B, H, o pé da altura relativa ao vérti€z e H o baricentro.

L—— -
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Passo 4Desdobre. Sejd&® o ponto médio do segmenH .
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Proceda como nos passo 3 e 4, determinando, agsirautros dois
pontos de Euler. Sejar8 o ponto médio do segmeni®H e T o ponto médio

do segmentcAH .

Veja que os nove pontos ja estdo todos determinadgsontos médios

dos lados do trianguloM , N e P), os pontos de EulelR, S e T) e os pés

das alturas do trianguld{,, H, e H,).
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Passo 5:Determine agora, o ponto médio do segmedtd (que é o
centro da circunferéncia de 9 pontos). 98jdal ponto (n&o usaremos a notagao
C para o centro da circunferéncia, pois esta jéesgmta um dos vértices do

triangulo).
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Passo 6 Determine o ponto médio do segmer@B (poderia ser o
ponto médio do segmentOA ou do segment®C, o que estamos procurando
neste passo € o raio da circunferéncia, que é ameta distancia d® até um

vértice do triangulo). Sejk& tal ponto.

Passo 7:Para obter a circunferéncia, cole o triangulo ema tolha A4,
pegue 0 compasso e, com uma abertura que v@i d& E (ou deE até B),

centre 0 compasso eb e trace a circunferéncia.
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Observe que a circunferéncia passa pelos nove angaberM , N
e P, médios dos lado#\B, BC e AC, respectivamentetd,, H, e H_, pés

das alturas relativas aos vérticBs, B e C, respectivamenteR, S e T

(pontos de Euler), médios dos segmenii§s, HB e HA, respectivamente.
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6 CONCLUSAO

As oficinas desenvolvidas neste trabalho tém camatd subsidiar o
ensino da Geometria Euclidiana Plana no Ensino &uedtal, facilitando a
compreensédo de alguns conceitos e complementanteéoria. Pode, também,
desenvolver habilidades, tais como, concentracdemdria, criatividade,
motricidade e, principalmente, a interacao coleti@droca de conhecimentos.

Fica como sugestédo de trabalho futuro, a aplicdedmficinas em salas
de aula, com a finalidade de comprovar a eficdciarigami como material de
apoio para aulas de Geometria Euclidiana do Ersimalamental. Esperamos,
com este trabalho, contribuir de alguma forma maensino da Matematica,
mais precisamente da Geometria, abrindo, assim,camminho para futuras

pesquisas nesta area.
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