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RESUMO

A normalidade multivariada é uma das pressuposi¢des mais importante para a realizacdo de
muitos métodos inferenciais. A ndo verificacdo desta pressuposi¢do pode influenciar na con-
fiabilidade dos resultados. Existem muitos testes na literatura especializada para verificar a
normalidade. No caso da normalidade multivariada, os testes, em geral, sdo baseados nos coefi-
cientes de correlacdo, coeficiente de assimetria e curtose e distancias. Apesar do grande nimero
de testes, ndo existe na literatura um que seja uniformemente mais poderoso em todas as situa-
coOes avaliadas. Os testes, em geral, apresentam alguma restricao, tanto em relacao ao tamanho
da amostra quanto a dimensao. Se os dados apresentam observagdes discrepantes, entdo podem
ocorrer estimativas dos pardmetros precdrias e até mesmo distorcdo no ajuste da distribuigdo,
fazendo com que os testes falhem. Assim sendo, este trabalho tem como objetivo propor e
avaliar quatro testes robustos quanto a presenca de outliers: teste de normalidade multivariada
baseado em distancia de Mahalanobis com medidas robustas dos pardmetros de locagao e escala
(TNMD2RKS), teste de normalidade multivariada baseado em distancia beta robusta (TNMD-
bRKS), teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico baseado em distancias robus-
tas (TNMD2RBoot) e o teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico baseado em
distancias beta robustas (TNMDbRBoot). Para os quatro testes foram utilizados os estimadores
de locacdo e escala robustos calculados por meio da fungao CovOgk do Software R. Foram
avaliadas as taxas de erro tipo I e o poder dos testes propostos comparando-os com o teste de
normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico na correlacdo entre as estatistica
de ordem e seus valores esperados e com o teste de Shapiro-Wilk de Royston, por meio de simu-
lagdo Monte Carlo. Os testes TNMD2RKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot foram propostos
com sucesso, 0s quais obtiveram excelente controle da taxa de erro tipo I, principalmente em
amostras com presenca de outliers, em que os demais testes ndo obtiveram controle. Quanto ao
poder, os quatro testes obtiveram bom desempenho em grandes amostras, porém ndo superaram
o desempenho dos testes usados como referéncia.

Palavras-chave: Outliers. Estimadores Robustos. Distancia de Mahalanobis.



ABSTRACT

Multivariate normality is one of the most important assumptions for the realization of many
inferential methods. The non-verification of this assumption can influence the reliability of the
results. There are many tests in the specialized literature to verify normality. In the case of
multivariate normality, the tests, in general, are based on correlation coefficients, asymmetry
and kurtosis coefficients and distances. Despite the large number of tests, there is no test in
the literature that is uniformly more powerful in all evaluated situations. The tests, in general,
presents some restrictions, both in relation to size and to dimension. The presence of outliers
in the data can result in bad parameter estimation and even distortions in the distribution fitting,
making the tests fail. Therefore, the aim of this work is to propose and evaluate four outlier
robust tests: multivariate normality test based on Mahalanobis distance with robust measures of
the scale and location parameters (TNMD2RKS), multivariate normality test based on robust
beta distance (TNMDbRKS), parametric bootstrap multivariate normality test based on robust
distances (TNMD2RBoot) and the parametric bootstrap multivariate normality test based on ro-
bust beta distances (TNMDbRBoot). For the four tests it was used the robust scale and location
estimators calculated via function CovOgk from the R software. Type I error rates and power of
the tests were evaluated by comparing then to the parametric bootstrap multivariate normality
test based on the correlation between the order statistics and the expected values and the Roys-
ton’s Shapiro-Wilk test, via Monte Carlo simulation. The tests TNMD2RKS, TNMD2RBoot
and TNMDbRBoot were successfully proposed, obtaining excellent type I error rate control,
especially in samples with the presence of outliers, in which the other tests did not perform
well. In terms of power, the four tests performed well in large samples, however, they did not
outperform the tests used as references.

Keywords: Outliers. Robust Estimators. Mahalanobis Distance.
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1 INTRODUCAO

A distribuicao normal, tanto para o caso univariado quanto para o multivariado, possui
um papel muito importante na inferéncia estatistica, pois na maioria dos casos pressupde-se
normalidade, além de ser uma forma limitante de outras distribui¢des, pelo teorema central do
limite. A ndo verificacdo dessa pressuposi¢ao influencia diretamente na qualidade e confiabili-
dade da inferéncia, podendo conduzir em resultados e conclusdes incorretos. Destaca-se, assim,
a importancia dos testes de normalidade na realizacio da inferéncia estatistica.

Na literatura especializada, muitos testes para avaliar a normalidade foram propos-
tos. No caso univariado, os testes mais comuns sdo: o teste de aderéncia Qui-Quadrado,
Kolmogorov-Smirnov, Lilliefors e Shapiro-Wilk. No cendrio multivariado, muitos dos testes
existentes sdo extensdes daqueles propostos para o caso univariado, como por exemplo, o teste
de Shapiro-Wilk de Royston, que € um dos mais utilizados.

A avaliagdo da normalidade multivariada é feita mediante diferentes procedimentos.
Uma forma indireta de verificacdo da normalidade € feita por meio de gréficos. Porém, como
¢ uma avaliacdo subjetiva, torna-se necessdria a aplicacdo de testes formais. Dentre os mé-
todos formais mais conhecidos, citam-se os testes baseados nos coeficientes de correlagdo ou
determinacdo, coeficiente de simetria e curtose e os baseados em distancias.

Vale ressaltar qu,e apesar do grande niimero de testes de normalidade multivariada exis-
tentes, estes testes geralmente apresentam limitacdes quanto a suas aplicacdes. Em geral, estas
limitagOes estdo relacionadas com caracteristicas dos dados, como, por exemplo, tamanho e
dimensdo. Desta forma, muitos testes sdo especificos, de acordo com as caracteristicas dos
dados.

Assim sendo, uma caracteristica presente em boa parte dos conjuntos de dados refere-se
a observacdes discrepantes (outliers). Os outliers sdo observagdes atipicas que ndo seguem 0s
padrdes dos dados. A presenca destas observacdes pode influenciar na inferéncia, nos estima-
dores de locagao e escala e em testes de hipoteses.

No caso de dados com outliers, os testes de normalidade multivariada podem ser influ-
enciados por esses pontos, os quais podem distorcer as distribui¢des e/ou prejudicar estimativas
dos parametros. Em testes de normalidade baseados na distdncia de Mahalanobis, essa influén-
cia fica evidente, pois essas distdncias dependem das estimativas dos parametros de locacao e

escala que, por sua vez, sao muito influenciados pelos outliers.
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Uma forma de contornar a influéncia dos outlies é por meio dos estimadores robustos.
Estimadores que por defini¢do ndo sdo influenciados por valores discrepantes, fazendo com que
métodos que utilizam estes estimadores se tornem robustos, um exemplo disso € a distincia
generalizada de Mahalanobis. Desta forma, em amostras com presencga de observacdes discre-
pantes torna-se preponderante que métodos robustos sejam utilizados.

Tendo em vista a influéncia dos outliers, sao propostos quatro testes de normalidade
multivariada baseados na distancia de Mahalanobis com estimadores robustos para os para-
metros de locagdo e escala, por meio da fungdo CovOgK que € baseada em medidas robustas
alternativas, o desvio mediano e correlacio mediana. Assim sendo, os objetivos deste trabalho

Sao:

1. Propor quatro novos testes de normalidade multivariada, baseados na distancia generali-

zada de Mahalanobis e beta, sendo dados por:
i) Teste de normalidade multivariada baseado em distancias de Mahalanobis com me-
didas robustas dos parametros de locagdo e escala (TNMD2RKS);

11) Teste de normalidade multivariada baseado em distincias beta robustas (TNMD-

bRKS);

ii1) Teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico baseado em distancias de

Mahalanobis robustas (TNMD2RBoot).

iv) Teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico baseado em distancias

beta robustas (TNMDbRBoot).

2. Avaliar o desempenho dos testes propostos quanto as taxas de erro tipo I e aos valores de

poder por meio de simulagdao Monte Carlo.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, estdo apresentados os principais conceitos utilizados para a realizacao

deste trabalho e alguns artigos relacionados a testes de normalidade.

2.1 Formas quadraticas

As formas quadraticas sao fungdes que apresentam somente termos quadraticos ou duplo

produtos de seus elementos. Segundo Ferreira (2011) pode-se definir uma forma quadratica por:

n n—-1 n n n
O(x) = x Ax= Z ai,'xl2 +2 Z Z AipXiXy = Z Z aAjpXiXy 2.1
i=1 i=lk=1

i=1 k=i+1
em que, A é uma matriz de ordem 7, simétrica ¢ x um vetor n-dimensional com x £ 0. A quan-
tidade Q(x) dada pela expressdo (2.1) representa uma fungéo do vetor x, sendo os elementos da
matriz A conhecidos.
Uma forma quadrdtica pode ser classificada conforme o valor de Q(x) considerando uma

matriz A fixa. Assim, se Q(x) = x ' Ax é uma forma quadritica, entio:
i) Q(x) > 0 positiva definida;
ii) Q(x) > 0 semipositiva definida;
iii) O(x) < 0 negativa definida;
iv) Q(x) <0 seminegativa definida.

A matriz A recebe a mesma classificacdo das formas quadraticas, correspondente a cada
caso anterior de Q(x), ou seja, se Q(x) > 0 a matriz A ¢ positiva definida, se Q(x) >0 A é
semipositiva definida, Q(x) < 0 A é negativa definida e seminegativa definida quando Q(x) <0
(FERREIRA, 2011).

2.1.1 Distancias

Uma forma quadratica muito utilizada nas técnicas de anélise multivariada € a distancia

quadratica, e sua expressao geral € dada por

d*(x,y) = |lx—y|[g = (x—y) " ¥(x—y) 2.2)
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em que, x ¢ y sao vetores p-dimensionais, ¥ é uma matriz positiva definida, denominada de
métrica e ||a|| refere-se a norma do vetor a, dada por ||a|| = Va'a.
A distancia d?(x,y) segue as seguintes propriedades, seja um terceiro vetor z, em que

z € R?, tem-se:

d*(x,y) >0
d? (x,y) se e somente se X =y

, Vx#y
0,
d*(x,y) <d*(x,2) +d*(y,2), Vxy,2

De acordo com os valores assumidos pela métrica tem-se diferentes distincias. Para
definir as distancias serd considerado que os vetores x € y na expressdo (2.2), sdo realizagdes
das varidveis aleatérias X e Y, respectivamente. No caso em que a métrica é definida por ¥ =1,

em que I é a matriz identidade, dada por

10 -0

0 1 0
I= ,

00 1

tem-se a distincia euclidiana quadritica, definida por d?(x,y) = (x —y) ' I(x —y). Nesta dis-
tancia as variancias (escalas) e as covariancias (estrutura de correlagdo) nao sao consideradas.

Para ¥ = D!, sendo D! a inversa da matriz D, dada por

Sy 0 - 0 - 0

0 S» -+ 0 - 0
D= :

0 O - Sk 0

o o0 --- 0 Spp

em que os elementos da diagonal sdo as variancias amostrais referente a cada varidvel, ou seja, o
k-ésimo elemento da diagonal Sy; € a varidncia amostral da k-ésima varidvel. Desta forma tem-
se a distancia euclidiana padronizada quadratica definida por d*(x,y) = (x —y) "D ! (x — y).

Neste caso, considera-se as condi¢des de escala, porém ndo a estrutura de correlacao.
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O tltimo caso apresentado é quando a métrica da expressao (2.2) é definida por ¥ = s

em que ! é a inversa da matriz S que é a matriz de covaridncias amostral, representada por

St Sz o Sip

St Sy - S
R

_Spl Sp2 Spp_

nesse caso a distancia é definida por d?(x,y) = (x —y)'$7!(x —y) e é denominada por dis-
tancia generalizada de Mahalanobis. Segundo Ferreira (2011), nesta defini¢cao de distancia, as
condicdes de escala sdo igualadas e os efeitos da correlagdo sdo considerados, sendo assim,

muito rica em informagdes.

2.1.1.1 Distribuicoes de Distancias

A partir das distincias apresentadas, um conceito muito importante estd relacionado
as distribui¢des assumidas por estas distancias (HARDIN; ROCKE, 2005; FERREIRA, 2011).
Para apresentar os resultados distribucionais relacionados as distancias, é essencial que os dados
sejam provenientes de uma populacdo normal multivariada. Desta forma, seja o vetor aleatdrio
X € R” em que X ~ N, (,X) e sejam X e S o vetor de médias e a matriz de covariancias
amostral.

A primeira distribui¢@o apresentada leva em consideracido que os parametros i e X sdo
conhecidos. A distancia de Mahalanobis do vetor aleatério X; para a média populacional U,

dada por

A2 (Xipm)=Xi—p) 27 (X —p), (2.3)

segue uma distribui¢do qui-quadrado com Vv = p graus de liberdade, em que p é a dimensao,
2 2
representada por d (Xi, 1) ~ 25
Entretanto os pardmetros g e ¥ geralmente sdo desconhecidos. Desta forma eles sdo
estimados por X e S respectivamente, e neste caso a distancia de Mahalanobis do vetor aleatério

X, para a média amostral X, é dada por

S (x:—X), (2.4)
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cuja forma segue uma distribui¢c@o assintética qui-quadrado com v = p graus de liberdade.
Outro resultado muito importante apresentado por Gnanadesikan e Kettenring (1972)
leva em consideracao uma transformagao, a qual multiplica a distdncia dada pela expressao (2.4)
n

por 1,5y, emque n ¢ o tamanho amostral. Desta transformacgao tem-se, segundo Gnanadesikan

e Kettenring (1972) uma distribuicdo beta exata, dada por

n 2 o p n_p_l
mds,l(XhX) ~ Beta (E,T) y (25)

em que os pardmetros da betasdo @ = p/2e f = (n—p—1) /2, p é a dimensdo dos dados.
Estes resultados sdo muito importantes nos testes de normalidade multivariada baseados
nas distancias. Uma vantagem importante destas distancias, além das apresentadas anterior-
mente, € que sdo medidas invariantes em relac@o a transformagdes lineares. E uma desvanta-
gem diz respeito a dados com presenca de outliers, os quais podem influenciar na distancia
generalizada de Mahalanobis. Segundo Singh (1996) dados discrepantes podem inflacionar a
matriz de covariancias S, violando assim a estrutura de correlagdo, influenciando em métodos

que utilizam esta distancia.

2.2 Outliers multivariados

Os outliers, segundo Rousseeuw e Zomeren (1990), sdo observacdes atipicas que nao
seguem os padroes da maioria dos dados. De acordo com Todorov, Filzmoser et al. (2009),
os outliers estdo presentes em boa parte dos conjuntos de dados, em qualquer dominio de
aplicacdo. A deteccdo desse tipo de observagdo € importante para entender o comportamento e
a influéncia deles nos dados.

No cendrio multivariado, a detecc@o de outliers € essencial, uma vez, que essas obser-
vagOes influenciam na inferéncia estatistica. Porém, Rocke e Woodruff (1996) mencionam a
dificuldade na execucdo dessa tarefa quando se tem grande propor¢do de contaminagdo e em
elevadas dimensdes. Outro aspecto importante € a utilizacdo das distancias de Mahalanobis na
deteccao de outliers, por ser uma medida invariante em relacao a transformagdes lineares, ndo
alterando o comportamento de métodos de andlise (ROCKE; WOODRUFF, 1996).

Segundo Singh (1996), os outliers podem influenciar nas estimativas dos parametros
de locacdo e escala e, consequentemente, nos valores que dependem destas estimativas. Um

exemplo disso € a distancia generalizada de Mahalanobis, que depende diretamente das estima-
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tivas destes parametros, podendo assim, ser distorcida por valores discrepantes. Uma forma de
contornar a influéncia dos outliers € por meio de estimadores robustos, que, por definicdo, ndo

sdo influenciados por valores discrepantes.

2.3 Estimadores robustos

Na literatura encontramos muitos métodos para estimativas robustas dos parametros de
locagdo e escala. Dentre os mais utilizados t€ém-se os métodos baseados no volume minimo
da elipsoide (MVE) e métodos baseados no determinante minimo da matriz de covariincias
(MCD). Segundo Rousseeuw e Driessen (1999) o MCD tem vdrias vantagens sobre o MVE,
uma das mais importantes € a precisao nas distancias robustas.

O MCD consiste em estimar a matriz de covariancias com o menor determinante. Apesar
da precisao do MCD, os algoritmos usados tém um elevado tempo de execu¢do computacional,
tornando o seu uso invidvel para grandes amostras e elevadas dimensdes. Para lidar com este
problema Rousseeuw e Driessen (1999) desenvolveram um algoritmo denominado FAST-MCD,
que facilita o uso do MCD, mas continua tendo um tempo computacional consideravel.

Desta forma, Maronna e Zamar (2002) propuseram um método baseado em uma relacao
apresentada por Gnanadesikan e Kettenring (1972). Baseados nesta relacdo, Maronna e Zamar
(2002) propuseram o algoritmo CovOgk, o qual se mostrou muito eficiente em elevadas dimen-
soes, além de apresentar baixo tempo computacional quando comparado com outros métodos

encontrados na literatura, como, por exemplo, o algoritmo FAST-MCD.

2.3.1 Algoritmo CovOgk

O algoritmo CovOgk foi proposto por Maronna e Zamar (2002), utilizando um estimador

robusto proposto por Gnanadesikan e Kettenring (1972), os quais se basearam na relacao

1 2 2
cov (Xl,Xz) = Z (GX1+X2 — GX] _XZ) (26)

em que, no lugar de %(.) utiliza-se um estimador robusto que seja funcional. Neste caso Ma-
ronna e Zamar (2002) sugerem que sejam utilizados a mediana e o desvio mediano absoluto
(MAD), que sao medidas robustas alternativas para a média e o desvio padrdao. Assim sendo,
para um bom entendimento do algoritmo, sdo apresentadas as medidas alternativas dos paradme-

tros, desvio padrdo e a correlagdo.
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E importante salientar, inicialmente, que a mediana ¢ uma medida robusta da locacdo
(PALMA; GALLO, 2016). A partir da mediana € gerado o parametro alternativo para o desvio
padrdo.

Para o caso bivariado, seja considerada a varidvel aleatéria X; para i = 1,2, em que, o
desvio padrdo da varidvel X;, ¢ = E[(X; — E(X;))?]"/2, sendo E[X;] a esperanca de X;, tem como

medida alternativa o desvio absoluto mediano (MAD), dado por:

MAD(X;) = (mediana(|X; — mediana(X;)|)), 2.7)

em que |a| representa o valor absoluto de a. Segundo Hampel (1974), 0 MAD é um estimador
robusto para o parametro de escala.

A partir destes estimadores calcula-se a matriz ¥ de dados normalizados, formada por

colunas ¥ ; = A%ZX) e por linhas y;, = D 'x; em que, D = diag (MAD(xj)), j=1,---.pe
J

i=1,---,n. Damatriz Y, é obtida a matriz U, que € a estimativa robusta da matriz de correlacao

de X. A matriz U € calculada por meio da relacdo apresentada na expressao (2.6), ou seja

L i=J,
MAD(y;+y;)—MAD(y;—y,)

7 , 1F

Entretanto, a matriz U apresenta algumas desvantagens. Uma delas € em relacdo a ma-

U= (2.8)

triz U ndo ser positiva definida, inviabilizando assim a utilizacdo da distancia generalizada de
Mahalanobis para a identificacao de outliers, além de nao ser uma medida invariante em relagao
a transformacodes lineares. Portanto, apds os estimadores serem definidos, aplica-se a transfor-
macdo proposta por Maronna e Zamar (2002) para obter a matriz de covariancias positivas
definida e aproximadamente invariante em relacdo a transformagdes lineares. A transformacao

consiste em:

1. por meio da decomposi¢do espectral da matriz de correlagdes U, calcula-se os autovalores

Aj e autovetores e, para j = 1,2,---, p. De forma que U = PAP', em que
A4 0 - 0
0 A - 0
A= ) e Poxp=lerer - e,
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em que, A é a matriz diagonal dos autovalores de U e P é a matriz formada pelos autove-

tores de U em suas colunas.
ii. sejam Q = DP, em que, D = diag (MAD(x;)) e z; = Q 'x,parai=1,2,--- ,nje

iii. os estimadores robustos para locacdo (m(X)) e escala (S(X)) sdo definidos respectiva-

mente por:

m(X)=0QleS(X)=0rQ" (2.9)

em que I' = diag(MAD(Z,)?, --- , MAD(Z,)?) é uma matriz diagonal, cujos elementos
da diagonal sdo as variancias medianas de Z e I = [mediana(Z,), --- , mediana(Z,)|" é

um vetor de medianas da matriz Z.

Para melhorar as estimativas, um processo iterativo é aplicado, substituindo U por S(X),
dada pela expressdo (2.9), e repetindo os passos (i), (i) e (iii), até que se estabilizem as estima-
tivas em um ponto qualquer do processo iterativo.

O préximo passo do algoritmo € a detecg@o de outliers, por meio da distancia genera-
lizada de Mahalanobis usando os estimadores robustos de locagido m(X) e escala S(X), dada

por:

d¥ (xi,m(X)) = (xi—m(X))" ($X)) "' (x;—m(X)), para i=1,2,--- ,n.

As observacdes sao classificadas como outliers comparando cada distancia robusta de

Mahalanobis com o valor de corte cv, definido por:

B xﬁ(ﬁ)mediana(df*,--- ,d?)
N x5(0,5)

cv

em que, xl%(ﬁ) ¢ o B-quantil da distribui¢do quiquadrada, com p graus de liberdade. Assim
sendo, para a observacao x; se diz* (xi,m(X)) > cv, a observagdo é considerada como outlier.
Ap6s a identificagdo dos outliers os parametros de locacdo M e escala X sdo estimados, da
forma convencional, sem as observacgdes discrepantes.

Porém, os estimadores robustos utilizados nos testes propostos sdo os calculados na

expressdo (2.9), m(X) e 8§(X), depois do processo iterativo, representados por: X = m(X)
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e ¥ = 8(X). O algoritmo CovOgk encontra-se disponivel em [(R CORE TEAM, 2016),

library(rrcov)].

2.4 Bootstrap

O bootstrap foi introduzido por Efron (1979) como um método computacional para
a estimacgdo de erros padroes (EFRON; TIBSHIRANI, 1993). E importante ressaltar outras
utilidades do bootstrap como na estimacgao de parametros por intervalos, realizagcdo de teste de
hipdteses, estimativa da taxa de erro na andlise discriminante, ajuste de valor-p e em problemas
de classificacao.

O bootstrap € um método baseado em reamostragens com reposicao, em que sao produ-
zidas B subamostras a partir da original, em que cada uma das B subamostras possuem 0 mesmo
tamanho n que a amostra original. Segundo Casella e Berger (2010) por meio de reamostras,
0 bootstrap ajuda a aprender sobre as caracteristicas da amostra, uma vez que a amostra re-
presenta a populagcdo. A vantagem de se utilizar o método bootstrap para realizar inferéncia é
quando a distribui¢@o de probabilidade da populagdo ndo € conhecida e a condicao de normali-
dade € violada (FERREIRA, 2013). As repeti¢cdes bootstrap podem ser feitas de duas maneiras
distintas sendo elas paramétrica e ndo paramétrica.

No bootstrap ndo paramétrico ndo € usado um modelo estatistico, ou seja, ndo sao feitas
pressuposicoes sobre a distribui¢do dos dados. Neste caso, considera-se que a amostra original é
independente e identicamente distribuida, em que cada elemento da amostra tem probabilidade
1/n de ser selecionado, sendo n o tamanho da amostra. Segundo Ferreira (2013) a ideia do

bootstrap é substituir a distribui¢ao desconhecida dos dados por uma distribui¢ao empirica f*

conhecida.
Supondo que X1,X5,- -, X, seja uma amostra aleatéria de tamanho n de uma populacao
com distribui¢cdo desconhecida e seja o estimador 6 (X1,X2,--+ ., Xy) = 6 uma func¢do dos valores

amostrais. Primeiramente sdo geradas B reamostras (amostras bootstrap) com reposi¢ao da
distribui¢do de probabilidade f*. Posteriormente, a estimativa do parametro de interesse para
cada uma das B reamostras é calculada, sendo assim éi* o i-ésimo estimador para a i-ésima
amostra bootstrap. Assim, tem-se a distribuicdo bootstrap desse parametro, a partir da qual
pode-se fazer inferéncias.

No método de reamostragem bootstrap paramétrico, um modelo estatistico é usado,

ou seja, sdo feitas suposi¢des sobre a distribui¢cdo dos dados, sendo este procedimento mais
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restritivo. Nessa situacdo, as B amostras bootstrap sdo geradas a partir da distribui¢do conhe-
cida, com as estimativas dos parametros obtidos da amostra original. Ferreira (2013) ressalta
0 aspecto de assumirmos como conhecida a distribui¢do da varidvel aleatdria, mas ndo seus
parametros.

Como no caso anterior, supondo X;,X3,---,X,, uma amostra aleatéria de tamanho » de
uma populagdo, porém neste caso, com fungio de densidade de probabilidade f(x|6), em que 6
pode ser estimado por 0, que € o estimador de maxima verossimilhanga de 6, em que 6 nao ne-
cessariamente € um escalar podendo ser um vetor de parametros (CASELLA; BERGER, 2010).
Desta forma, as amostras boostrap sio obtidas a partir de f(x|6), ou seja, ndo sdo reamostras
dos dados, mas amostras aleatdrias reais, sendo chamadas algumas vezes de distribui¢des plu-

gadas (CASELLA; BERGER, 2010).

2.5 Simulacio Monte Carlo

O método Monte Carlo é um mecanismo computacionalmente intensivo, que pode ser
descrito como método de simulacdo estatistica que utiliza sequéncias de nimeros aleatdrios
para desenvolver simulag¢des. Originou-se na década de 1940, a partir de estudos para examinar
diferentes problemas em fisica, de uma perspectiva estocastica com o uso de nimeros aleatdrios,
realizados por Fermi, Ulam, Von Neuman e Metropolis (LANDAU; BINDER, 2014)

Segundo Landau e Binder (2014) um dos usos mais simples e eficaz para os métodos
Monte Carlo € na avaliac@o de integrais que s@o intrataveis por técnicas analiticas. Na Estatis-
tica, o método Monte Carlo permite realizar inferéncia quando a distribui¢ao dos parametros de
interesse € desconhecida, e quando as suposi¢des do modelo sdo violadas, além de ser usado
na avaliacdo do desempenho de testes estatisticos. Neste tltimo caso, 0 método Monte Carlo é
utilizado com o propésito de validar testes quanto ao controle da taxa de erro tipo I e o poder.

Apesar da grande utilidade das simulagdes, é importante ressaltar que seu uso so € jus-
tificado se o procedimento for adequado em substituir um sistema real, visto que, segundo
Morettin e Bussab (2010) estudos de simulacao tentam reproduzir um problema real por via de
um ambiente controlado. O método Monte Carlo pode ser determinado como a representacao
da solugdo deste problema, sendo utilizada uma sequéncia de nimeros aleatérios para se fazer
esta representacdo, a partir de uma sequéncia pseudoaleatéria baseada na distribuicdo uniforme

(0,1) (SILVA, 2009).



24

2.6 Testes de normalidade

A distribui¢do normal, tanto no caso univariado quanto no multivariado, é a mais im-
portante das distribui¢des (FERREIRA, 2009; FERREIRA, 2011). Evans e Rosenthal (2009)
atribuem esta importancia ao teorema central do limite, o qual mostram que, a distribui¢do nor-
mal € a forma limitante de outras distribui¢des. Uma outra razdo € em consequéncia da maior
parte das andlises de dados ser feita por meio de métodos inferenciais, os quais sao baseados na
suposi¢do de normalidade, como, por exemplo, o teste t, o teste F na andlise de variancia e na
verificacdo da homogeneidade de variancias. Desta forma, a avaliagdo da normalidade se torna

necessdria para a qualidade da inferéncia.

2.6.1 Testes de normalidade univariada

Na literatura especializada foram propostos muitos testes e procedimentos para verifi-
car a normalidade univariada e multivariada. Segundo Cirillo e Ferreira (2003), em geral, os
testes de normalidade multivariada sdo extensdes do caso univariado. Desta forma sao apresen-
tados alguns dos testes de normalidade univariada mais utilizados, quais sejam, Shapiro-Wilk
e Shapiro-Francia. O teste Kolmogorov-Smirnov serd apresentado, uma vez que serd aplicado

em dois dos testes propostos.

2.6.1.1 Teste Shapiro-Wilk

O teste de normalidade univariado de Shapiro-Wilk € um dos mais poderosos e mais
usados na literatura. Foi proposto por Shapiro e Wilk (1965). Dados X(1),X(3), -+, X(,) as
estatisticas de ordem da amostra observada e Z(l), Z(z), e Z(,,) as estatisticas de ordem da

normal padrio, entdo a estatistica do teste, representada por W, é dada por:

2

n
Y aiX(i
i=1
W=——-—"—, (2.10)
Y (X —X)’
i=1
em que, o denominador ¢ a soma de quadrados dos desvios amostrais em relagao a média, X;)
é a i-ésima estatistica de ordem e X é a média amostral. O numerador é dado pela combinagdo

linear de quantidades relacionadas as estatisticas de ordem da distribui¢cdo normal padrao. Os
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valores de @ = [ay,ay,- - ,an]T sdo dependentes do vetor de médias m = [my,my, - ,mn]T e da

matriz de covaridncias V () = [vij] das estatisticas de ordem de Z, sendo a calculado por:

Vim
vV mV—>m

Segundo Ferreira (2009) os valores exatos de m;, valor esperado da i-€sima estatistica de

a= (2.11)

ordem da normal padrdo, podem ser calculados numericamente, porém por envolver integrais se
torna uma tarefa drdua. Essas quantidades podem ser estimadas com base no calculo de quantis

da normal padrdo, da seguinte forma:

=@ ! (%) (2.12)

em que ®~!(p) é a inversa da fungio de distribui¢iio da normal padrio avaliada em p , entre 0 e
1. A fungdo de distribui¢do empirica é dada por (i —3/8) / (n+ 1/4), em que se utiliza corre¢do
de continuidade para se obter uma melhor aproximagao.

Para estimar o vetor a, Royston (1993) propds as aproximagdes dadas por

dp = ¢p+0,221157u—0,14798u> —2,071190u°
+4,434685u* —2,706056u° (2.13)
dpn_1 = Cp_1+0,042981u—0,293762u* —1,752461u°

+5,682633u* — 3,582633u° (2.14)

T

1
em que ¢, e ¢,—1 830 0 n-ésimo e (n— 1)-ésimo elemento do vetor ¢ = (i ') 2Mmeu=1/\/n.

Calcular a quantidade normalizadora por:

o (' m—2m2) / (1-2a2) sen<5 015

(2.16)
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em que, paraocaso (n <5)i=2,3,---,.n—1enocaso (n>5)i=3,4,--- ,n—2, verifica-se
que d; = —dy € dr = —dn—1-

Desta forma a estatistica do teste de Shapiro-Wilk € redefinida por

n 2
w==t__/ 2.17)
(X;—X)°

)}

=1

Porém, a estatistica W ndo segue uma distribui¢do normal. Para solucionar este pro-
blema Royston (1993) propdem uma transformacio da familia Box-Cox apresentada na equa-

cdo (2.18),

—Injy—In(1—-W sed<n<l1l1
v [y—In(1-W)] =n< 2.18)

In(1—-W) se 12 <n <5000,
em que Y= —2,237+0,459n.
Os parametros relacionados a varidvel transformada Y, média e desvio padrdo, sdo apre-
sentados a seguir.

A médiadeY é:

0,544 —0,39978n 4 0,0250554n*> — 0,0006714n°> sed <n <11
Ly = (2.19)
11,5861 —0,31082u — 0,08375u% +0,003891543 se 12 < n < 5000,
em que u = [n(n).

Desvio padrao de Y é:

2 3
¢1,3822-0.7785Tn+0,062767n>~0,0020322° o 4 < < 1]

Oy = (2.20)
2
o—0,4803-0,0826761-+0,0030302u se 12 < n < 5000.

Portanto, sob a hipétese de normalidade

Y —
7, = Hr (2.21)
Oy

em que Z, possui distribui¢do aproximadamente normal. O valor-p € dado por valor-p =1 —

®(Z,.), sendo o valor-p a drea da distribui¢do normal padréo a direita de Z,.
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O teste consiste em rejeitar a hipdtese nula de normalidade se o valor-p for menor ou

igual ao nivel nominal de significancia o, pré-estabelecido.

2.6.1.2 Teste Shapiro-Francia

O teste de normalidade univariado Shapiro-Francia apresentado em Shapiro S. S.; Fran-

cia (1972), € baseado no coeficiente de correlacio Q-Qplot, em que a estatistica do teste €

representada por W’ ou dada por ré. E importante ressaltar que o teste de Shapiro-Francia

¢ uma simplificacdo do teste de Shapiro-Wilk, diferenciando na definicdo dos coeficientes a

(FERREIRA, 2011). No teste de Shapiro-Wilk o coeficiente a € definido na equacdo (2.11), ja

no Shapiro-Francia é dado a = —22—. O estimador de a nesse caso é a* dado por:
p T p

a' = . (2.22)

A estatistica do teste é definida por:

2
(£n)
w=r2=1 7/ (2.23)
(Xi— X

Y (- X)?

i=1
Porém, a estatistica W' ndo segue uma distribui¢io normal. Para solucionar este pro-

blema Royston (1993) propds uma transformagao da familia Box-Cox, dado por:

Y=Iin(1-W') (2.24)

Os parametros relacionados a varidvel Y, média e desvio padrdo, sdo dados na sequéncia

por:
Lty = —1,2725+1,0521u;,

oy = 1,0308 — 0,26758us,

em que u; = In[ln(n)] —In(n) e up = In[ln(n)] +2/In(n).
Assim, sob a hipétese de normalidade,
Y —py

7. = 2.25
c oy (2.25)
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o valor-p segue uma normal padrio e é estimado por 1 — ®(Z.), sendo o valor-p a drea da
distribui¢do normal padrdo a direita de Z,.
O teste consiste em rejeitar a hipdtese nula de normalidade se o valor-p for menor ou

igual ao nivel nominal de significancia o, pré-estabelecido.

2.6.1.3 Teste Kolmogorov-Smirnov

O teste de Kolmogorov-Smirnov é baseado na maxima diferenca absoluta entre a funcao
de distribuicdo da varidvel aleatdria, sob a hipétese Hy e a fungdo de distribui¢do empirica. O
critério do teste, € dado, pela comparagdo desta diferengca com um valor critico, dado um nivel
de significancia o especifico.

Seja X1,X>, -+, X, uma amostra aleatéria de uma populagdao com fungao de distribui¢ao
F (x) desconhecida. Neste caso, deseja-se testar a hipdtese: Hy : F(x) = Fy(x) contra Hy : F(x) #

Fy(x) para pelo menos um valor de x. A estatistica do teste é dada por:

T = Max|Fy(x) — Sp(x)| (2.26)

em que Fy(x) é a fungdo de distribui¢do da varidvel aleatéria X sob Hy, e S,(x) a funcédo de
distribuicdo empirica baseada na amostra aleatéria. A fungdo S, (x) é obtida por uma fungio

escada dada por:

0, se x<x(1)

Sn (.X) =qk Se X(k) <x< x(k—H) (227)

1, se x> X(n)

sendo k o nimero de observacdes menores ou iguais a Xx.
O teste consiste em rejeitar a hipdtese nula ao nivel nominal o de significancia dada
pelo valor da estatistica T, caso este valor seja maior que um quantil W;_, tabelado para a

distribui¢do da estatistica de teste de Kolmogorov-Smirnov.

2.6.2 Testes de normalidade multivariada

Na literatura existe um grande niimero de teste de normalidade multivariada. Mecklin
e Mundfrom (2005), em um estudo de poder, mencionam mais de 50 métodos diferentes. Dos

varios testes existentes apresentaremos alguns, dando énfase aos teste de Shapiro-Wilk de Roys-
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ton (1983), Royston (1993) por ser largamente utilizado como referéncia, o teste proposto por
Székely e Rizzo (2005) baseado na distancia euclidiana e o teste proposto por Biase (2011)

sendo competitivo com muitos testes existentes.

2.6.2.1 Teste Shapiro-Wilk multivariado

O teste de normalidade multivariado Shapiro-Wilk de Royston (1983), € uma extensao
do teste de normalidade univariada de Shapiro & Wilk. Neste caso, seja a amostra aleatdria
X1,X2,---, X, em que X; € RP, e considerando X1y, X(2)k; "+ s X(n)x @s estatisticas de ordem

da k-ésima variavel, a estatistica Wy dada pela equacao (2.28).

" 2
(Z diX(i)k>
We=—=t /7 (2.28)

em que, X = Xn:Xik /n, e d; sdo os valores estimados dos coeficientes da i-ésima estatistica de
ordem, calculah:ols como no caso univariado pela equagao (2.16).

A estatistica Wy, ndo segue uma distribuicdo normal, sendo transformados na estatistica
Z; dada pela equacdo (2.21), sendo usados para isso a equacao (2.18), e os parametros da média
e desvio padrao expressoes (2.19) e (2.20), respectivamente (ROYSTON, 1993).

Desta forma sdo obtidos Z,75,- -+ ,Z, -+ ,Z,. Royston (1993) propéem a quantidade
ki dada por (2.29), que sai de uma escala de (—oo; +o0) para (0;+o0), facilitando assim a inter-
pretacdo. Em que k; serd grande para valores de Z; positivos e grandes, apresentando sinais de

nao-normalidade marginal da varidvel X} e k; tenderd a zero para grandes valores negativos de

Zy, evidenciando normalidade marginal.

1 2
Ky = {@1 {ECID(—Z,C)] } ,parak=1,2,---,p (2.29)

em que, ®(x) é a funcdo de distribuicdo da normal padrdo. A quantidade x; segue uma dis-
tribui¢do assintética qui-quadrado com 1 grau de liberdade. A estatistica do teste é dada por

Royston (1993):

Vv p
H=—Y Kk (2.30)
Pz
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sob a hipdtese de normalidade segue uma distribuicdo aproximada qui-quadrado com Vv graus
de liberdade, cuja obten¢do € descrita em Royston (1993).

Como as estatisticas ki, k =1,2,-- -, p, ndo sdo independentemente distribuidas os graus
de liberdade v sdo determinados por expressdes apresentadas em Royston (1993), levando a

correlacdo entre elas em consideragao.

2.6.2.2 Teste de normalidade multivariada de Székely e Rizzo (2005)

Székely e Rizzo (2005) propuseram uma nova classe de teste consistente, com base na
distancia euclidiana entre elementos da amostra. Este teste se aplica a qualquer distribui¢cao
multivariada, desde que possuam segundos momentos finitos e matriz de covariancias amostral
ndo singular. Para a constru¢do do teste, suponha que X,---,X, € uma amostra aleatéria em
que X; € R?, com distribuicdo F e x1,- - , X, sdo os valores observados da amostra. Para testar

as hipdteses dadas por: Hy : F = Fj versus H| : F # Fy, a estatistica do teste ¢ dada por:

2 n 1 n n
Enp =1 (’; ZEHx,-—XH —E||X-X'| _’?Z Z Hxi—ka> , (2.31)
i=1 i=1k=1

em que X e X’ sdo independentes e identicamente distribuidos (iid) com distribuicio F.
Para o caso da hipétese a ser testada for de normalidade multivariada, ou seja, N, (u,Xx),

€ considerada uma transformacdo dada por:

=X 2 (xi—p),parai=1,--- ,n. (2.32)

Neste caso, a estatistica de teste é dada por:

2 n 1 n n
Enp =N (; Y Ellei=2ZI[-EIZ-2Z|- -5} ), |!zi—zk||> : (2.33)
i=1 i=1k=1

em que Z e Z' sdo varidveis aleatérias iid N, (0,1), sendo a matriz identidade [ Conside-

pxp)
rando o calculo da primeira componente E ||a — Z|| em que a € R? é fixo. Para o caso univariado
El|la—Z|| =2a®(a)+2¢(a) —a, em que P(x) e ¢(x) sdo as fungdes de distribui¢do e densidade

da normal padrdo, N (0, 1). Para o caso multivariado p > 2, tem-se

ptl 3
E||a—ZH—E||Z||:\/§Z (_l)k ||a||2k+2 F( 2 )F(k+2) (234)
Ty 2k (2k+1)(2k+2) T(k+5+1)
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de forma que

S
+
N—

r(
£llZ-2/| = vVaE|zZ| =2— -’

I(

neste caso, a estatistica de teste para normalidade multivariada é dada por

(2.35)

mm v

p+1

r)

(s
Enp=n _ZEHZz Z|| -2

1 n n
>—7ZZWﬁM|, (2.36)
i=1k=1

em que

”— ) YU o (st
E”"_Z”_ B Vz Z 2kkv (2k+1)(2k+2) T (k+ ) ‘ 2:37)

O julgamento, rejeita a hipétese nula de normalidade multivariada para grandes valores

[\)

de &, . O teste de Szekely & Rizzo se mostra coerente sob hipdtese composta quando pardme-
tros populacionais sdo estimados a partir da amostra. Em geral, o seu desempenho relativo é
muito bom contra alternativas de caudas pesadas, e melhor do que um teste de assimetria com

cauda leve contra alternativa simétrica.

2.6.2.3 Teste de normalidade multivariada baseado em booftstrap paramétrico

Biase (2011) propds um teste de normalidade multivariada baseado em um método de
bootstrap paramétrico. Neste caso, seja a amostra aleatéria X, X», -+, X, em que X ; € R?,
de uma populacdo com média i e matriz de covariincias £ e Np o nimero de reamostragem.
Considerando X(yy;, X(2);, -+, X(,); a estatistica de ordem da i-ésima varidvel e seja o estima-

dor do valor esperado m; de cada estatistica de ordem, sob normalidade dado pela solugdo da

equacio:
1 x2 J
i ex X, 2.38
comj: 172>"' 1, em que pj = (1_3/8>/(n+1/4)
Calcular os coeficientes de determinacao amostral, rl-2 parai=1,2,---, p, considerando

a amostra original entre as realizacdes ordenadas das estatisticas de ordem da i-ésima varia-
vel aleatdria, as médias obtidas em (2.38). Em seguida, obter a média dos p coeficientes de

determinacdo, dada por:
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H.=51 (2.39)

Sao gerados realizagdes de uma amostra aleatéria de tamanho » da distribui¢ao normal
multivariada Y {,Y,,---,¥,, com média g = 0 e matriz de covariincias £ = S, sendo § a matriz
de covaridncias da amostral original. Da amostra Y, calculam-se os coeficientes de determi-
nacao ri2 e a média deles Hj (2.39), em que b representa o b-ésimo estdgio de reamostragem
bootstrap. Os valores de Hj;, juntamente com o valor original H, sdo armazenados, fazendo b

variar de 1 a Np. o valor-p é dado por:

valor-p = 2= Nt , (2.40)
B

a funcdo indicadora I (H, < H,) retorna 1 se H, < H, ou 0 caso contrério, para a b-ésima rea-
mostragem bootstrap.

O julgamento, considerando um nivel nominal de significancia o, deverd confrontar
uma propor¢ao (valor-p) e . Se essa propor¢do (valor-p) for menor que o valor nominal (), a
decisdo deve ser de rejeitar a hipdtese nula, uma vez que o valor original € atipico na distribui¢cdo

nula obtida sob Hy.

2.6.2.4 Outros testes de normalidade multivariada

Uma primeira abordagem mais simples é dada, como no caso univariado, por procedi-
mentos graficos. Plota-se estatisticas de ordem das distancias de Mahalanobis amostrais contra
os valores esperados considerando a inversa da distribui¢cao empirica pela qui-quadrado. Esses
procedimentos gréficos nio sdo testes formais. E necessdrio que sejam complementados com
um teste para inferir sobre a normalidade. Uma forma suplementar para detectar uma possi-
vel saida de normalidade multivariada foi apresentado por Liang, Pan e Yang (2004), os quais
desenvolveram gréficos, Q-Qplots a partir de transformagdes especificas. Os testes Q-QOplots
apresentaram uma observacao visual 1til para tamanhos amostrais moderados, além de apre-
sentarem parcelas Q-QOplots com distribuicdes exatas das estatisticas de teste para diferentes
tamanhos amostrais, porém ndo sendo aplicdveis quando p > n, ou seja, a dimensdo € maior

que a amostra.
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Alguns testes de normalidade multivariada formais foram derivados dos procedimentos
graficos. Em geral, esses testes sdo baseados nos coeficientes de correlacdo ou determina-
cdo entre quantis ou percentis. Por exemplo, Cirillo e Ferreira (2003) propuseram uma exten-
sdo para o caso multivariado do teste de normalidade univariada do coeficiente de correlacao
Quantil-Quantil. O teste é baseado nos valores criticos obtidos pela distribuicdo da distancia
generalizada de Mahalanobis, a qual € assintdtica qui-quadrado com p graus de liberdade, sob
normalidade multivariada. Baseados neste resultado os autores propuseram calcular o coefi-
ciente de correlacdo entre as estatisticas de ordem das distancias e os valores esperados dos
quantis, considerando a inversa da distribuicdo empirica qui-quadrado. O teste proposto apre-
sentou eficiéncia no controle de erro tipo I, porém com o aumento das dimensdes o poder teve
reducdo, independente do tamanho da amostra.

Um outro teste univariado estendido para o caso multivariado € o teste de normalidade
qui-quadrado proposto por Oliveira e Ferreira (2010). No caso univariado, o teste baseia-se
numa comparagdo das frequéncias esperadas e observadas. Os autores estenderam essa ideia
para o caso multivariado. A partir de um resultado de formas quadréticas, que diz que as
formas quadraticas seguem uma distribuicdo qui-quadrado com p graus de liberdade, em que
p € a dimensdo. O espaco amostral é dividido em k classes disjuntas, expandido para o caso
multivariado como k anéis hiper-elipsoidais.

Os testes de simetria e curtose de Mardia (1970) sdo considerados muito importantes, al-
tamente recomendados e amplamente utilizados (MECKLIN; MUNDFROM, 2005). Os testes
sdo baseados a partir de propriedades assintéticas das distribuicdes dos estimadores dos coefi-
cientes de assimetria e curtose. Mardia (1970) mostra que sob normalidade a estatistica do teste
de assimetria segue uma distribuicao assintdtica qui-quadrado e a estatistica de teste da curtose
segue uma distribui¢do assintdtica normal-padrdo. Nos dois casos a normalidade multivariada
¢ verificada comparando as estatisticas dos testes com seus respectivos quantis superiores das
distribui¢des qui-quadrado e normal-padrdo com um nivel o de significancia pré-estabelecido.
Sendo a normalidade dos dados rejeitada para valores das estatisticas maiores que os quantis
superiores de suas respectivas distribui¢des.

Podemos considerar, um teste conjunto de simetria e curtose, em que, a estatistica do
teste € dada pela soma das duas estatisticas considerando que sdo independentemente distribui-
das. A estatistica do teste conjunto segue uma distribui¢do qui-quadrado com v =1+ p(p +

1)(p+2)/6 graus de liberdade. Doornik e Hansen (2008) apresentaram uma versao do teste
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conjunto de simetria e curtose Omnibus, que consiste na soma dos coeficientes de simetria e
curtose transformados. No estudo de tamanho e poder o teste proposto apresentou melhores
resultados em comparacdo com outros quatro testes, dentre eles os teste de Royston (1983)
e Mardia (1970), sendo este dltimo recomendado para ser usado conjuntamente com o teste
proposto.

Cantelmo e Ferreira (2007), em um estudo de desempenho, avaliaram os testes de assi-
metria e curtose de Mardia (1970). Segundo os autores, esses testes apresentaram alternativas
eficientes para avaliar a normalidade multivariada, sendo recomendados para o caso de assime-
tria com n > 50 e para o caso de curtose com n > 100. Porém, apesar de apresentarem um bom
desempenho, Tenreiro (2011) apresenta inconsisténcia no poder desses testes quando o coefici-
ente de assimetria e curtose se aproximam dos coeficientes de assimetria e curtose da normal,
ou seja, quando a distribuicdo alternativa (ndo-normal) tem valores de assimetria e curtose da
normal multivariada, tanto para os testes individuais quanto para os conjuntos. Baseado nessa
inconsisténcia dos teste de simetria e curtose, Tenreiro (2011) propds um teste que combina os
teste de Mardia (1970) com a familia de teste BHEP. O teste indicou bom desempenho com-
parativo global, especialmente para as distribui¢des de caudas pesadas, apesar de resultados
pobres para algumas alternativas.

Alva e Estrada (2009) propuseram um teste de normalidade multivariado com o objetivo
de manter as boas propriedades do teste univariado de Shapiro-Wilk. Para isso, o teste proposto
baseia-se na estatistica de Shapiro-Wilk univariado e em uma padroniza¢do das observacoes.
Neste caso, a estatistica do teste € a média das estatisticas de teste de Shapiro-Wilk univariado
das observagdes padronizadas. Em um estudo Monte Carlo feito por esses autores, o teste
mostrou um bom desempenho, sendo superior a outros testes como, por exemplo, o teste de
Mardia (1970) contra uma ampla gama de alternativas. Recentemente Voinov et al. (2016)
propuseram testes de normalidade qui-quadrado baseados na transformacao Karhunen-Loéve.
Para resumir o desempenho dos testes, os autores concluem que os testes propostos ndo podem
ser recomendado como um teste universal, por ndo apresentarem sempre boas caracteristicas
para todas as alternativas. Neste caso, antes de escolher um bom teste, é altamente desejdvel
se ter alguma ideia sobre possiveis caracteristicas da amostra, como por exemplo tamanho e
dimensdo (VOINOV et al., 2016).

Pensando no caso com p > n, ou seja, amostras com grandes dimensdes p € pequenos

tamanhos amostrais n, Liang et al. (2000) propuseram um teste baseado no uso de estatisticas
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invariantes afins conjuntamente com procedimentos de proje¢do. Neste caso, o teste de norma-
lidade multivariada se mostrou apropriado segundo estudo feito pelos autores. Nesse mesmo
caso, o teste proposto por Biase (2011) também se mostrou eficiente, além de ndo possuir res-
tricdo quanto ao tamanho amostral.

Outro caso especifico foi apresentado por Tan et al. (2005) os quais testaram a norma-
lidade multivariada em dados incompletos em amostra de tamanho pequeno. O teste proposto
¢ baseado em imputacdo multipla estendendo o procedimento de projecdo a partir de dados
completos para dados incompletos. Os autores também adotam um método de amostragem nao
iterativo que gera amostras independentes. Estudos de simulagdo mostraram que o teste para

dados incompletos para amostras pequenas se mostrou eficaz.
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3 METODOS

Neste capitulo apresenta-se a metodologia referente a cada teste proposto e os métodos

utilizados para valida-los.

3.1 Testes de normalidade multivariada propostos

Seja X1,X»,---,X, uma amostra p-variada de uma distribuicao qualquer com vetor de

médias U e matriz de covaridncias X, positiva definida. As hipdteses de interesse sdo dadas por:

Hp : Os dados amostrais seguem uma distribuicdo normal multivariada;

H; : Os dados amostrais ndo seguem uma distribui¢ao normal multivariada.

Os testes propostos serdo baseados na forma quadratica dada por:

0=X-p)'Z7'(X—p). G.1)

Sob a hipétese nula de normalidade, a forma quadratica Q tem uma distribui¢do qui-
quadrado com v = p graus de liberdade. Entretanto, os parametros @ e ¥ geralmente sio

desconhecidos, de forma deve-se utilizar os estimadores dessas quantidades.

3.1.1 Teste de normalidade multivariada para distancias robustas

Uma primeira verificacdo da normalidade multivariada ird abordar o resultado apresen-
tado na expressio (3.2), em que X e S* sdo estimadores robustos para i e X, estimados pelo

algoritmo CovOgk de Maronna e Zamar (2002). Assim, inicialmente serd computado D** por:

DY =(X;—X""(§) (X, - X"). (3.2)

A forma quadrética alternativa Diz*, sob a hipdtese de normalidade, tem uma distribui¢ao
assintotica qui-quadrado com v = p graus de liberdade. Espera-se, entdo, que D%*,D%*, -, D2
se comporte de forma aproximada como uma amostra qui-quadrado.

A partir deste resultado, a normalidade multivariada de X € testada por meio de um
teste univariado de Kolmogorov-Smirnov de D**. Assim, se D** possuir uma distribui¢io qui-

quadrado, pode-se concluir que X € proveniente de uma distribui¢do normal multivariada.
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Porém, pelo fato da distribuic@o ser assintética e se n ndo for suficientemente grande, a
distribui¢do qui-quadrado pode ndo ser apropriada, inviabilizando o uso do teste (FERREIRA,

2011). Desta forma € proposto um outro teste que é baseado em uma distribui¢do beta exata.

3.1.2 Teste de normalidade multivariada baseado em distancias beta robustas

O segundo teste se assemelha ao primeiro, entretanto com uma distribuic@o beta exata.

Considerando a distancia de Mahalanobis dada pela expressao (3.2), realiza-se a transformacgado

2%
bi = (nnl_)—"l)p (3.3)
que se distribui de forma exata, sob normalidade, como uma varidvel beta com parametros
o=p/2ePB =(n—p—1)/2 (GNANADESIKAN; KETTENRING, 1972).

A partir deste resultado, como no teste anterior, a normalidade multivariada de X ¢é tes-
tada por meio do teste univariado de Kolmogorov-Smirnov para b*. Logo, se b* seguir uma
distribui¢do beta, pode-se concluir que X € proveniente de uma distribuicdo normal multivari-
ada.

Como o teste de Kolmogorov-Smirnov usado nos testes anteriormente apresentados pos-
sui baixo poder (THODE, 2002), por ser um teste assintdtico, é proposto dois teste baseados

em um método boostrap paramétrico, utilizando a estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov,

os testes sdo apresentados na sequéncia.

3.1.3 Teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico para distancias robustas

O terceiro teste proposto € baseado em um método de bootstrap paramétrico, a partir
da distincia generalizada de Mahalanobis com estimadores robustos X" e §* dos parimetros
U e X, respectivamente. Com base na distincia dada pela expressdo (3.2), calcula-se o valor
da estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov, dada pela expressdo (2.26), considerando a
distribui¢do qui-quadrado. Logo a estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov das distincias

D?** ¢ dada por:

T. = Max|Fy(d**) — S,(d*)| (3.4)
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em que Fy(d**) é a funcio de distribui¢iio da varidvel aleatéria D** sob Hp, ou seja, sob a
distribui¢io qui-quadrado com v = p graus de liberdade, e S,(d**) a fungio de distribuicio
empirica baseada na amostra aleatdria, dada pela expressao (2.27).

Posteriormente, por simulagdo de bootstrap paramétrico sao simuladas Npp amostras
aleatérias Z1,2Z,,--- ,Z, de tamanho n da distribui¢io normal multivariada, usando as estima-
tivas robustas X e §* dos parimetros i e ¥ respectivamente, dados pelo algoritmo CovOgk
do pacote rrcov aplicado a amostra original, conforme proposto por Maronna e Zamar (2002)
obtidos iterativamente.

Os passos executados com a amostra X sdo repetidos para cada amostra simulada Z,
obtendo assim as Npp estatisticas do teste de Kolmogorov-Smirnov amostral da simulacao 7;.
Para finalizar o teste, calcula-se o valor-p, que estima a propor¢do de estimativas da estatistica
do teste de Kolmogorov-Smirnov, obtidas na distribuicdo simulada de bootstrap paramétrico
que sao iguais ou maiores a estimativa obtida na amostra original. Seja a amostra bootstrap dos
T,,i=1,2,--- /Npp+ 1, adicionado da estatistica do teste da amostra original, entdo o valor-p
¢ obtido por:

Npp+1

Y I(T>T)

i=1
Npp+1

valor-p = , 3.5

em que a fung¢do indicadora I (T; > T;) retorna 1, se T; > T; ou 0, caso contrério, para a i-ésima
amostra bootstrap paramétrico.

O julgamento, considerando um nivel nominal de significancia o, deverd confrontar a
propor¢ao estimada (valor-p) e . Se essa propor¢ao estimada (valor-p) for menor que o valor
nominal (&), a decisdo deve ser de rejeitar a hipdtese nula, uma vez que o valor original € atipico

na distribuicdo nula obtida sob Hy.

3.1.4 Teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico para distancias beta ro-

bustas

O quarto teste proposto € baseado em um método de bootstrap paramétrico, a partir
da distancia generalizada de Mahalanobis com estimadores robustos X~ e §* dos pardmetros
U e X, respectivamente. Com base na distancia dada pela expressdo (3.3), calcula-se o valor

da estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov, dada pela expressdo (2.26), considerando a
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distribuicdo beta. Logo a estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov das distancias b** ¢ dada

por:

T. = Max|Fy(b**) — S, (b*)] (3.6)

em que Fy(b>*) é a fungio de distribui¢io da varidvel aleatéria b>* sob Hy, ou seja, sob a distri-
buigio beta com pardmetros & = p/2 e B = (n—p —1)/2, e S,(b**) a funcio de distribuicio
empirica baseada na amostra aleatéria, dada pela expressao (2.27).

Posteriormente, por simula¢do de bootstrap paramétrico sao simuladas Ngp amostras
aleatérias Z1,Z,,--- ,Z, de tamanho n da distribui¢cdo normal multivariada, usando as estimati-
vas robustas X~ e §* dos pardmetros i e ¥ respectivamente, dados pelo algoritmo CovOgk do
pacote rrcov aplicado a amostra original.

Os passos executados com a amostra X sdo repetidos para cada amostra simulada Z,
obtendo-se assim as Npp estatisticas do teste de Kolmogorov-Smirnov amostral da simulacao 7;.
Para finalizar o teste, calcula-se o valor-p, que estima a propor¢do de estimativas da estatistica
do teste de Kolmogorov-Smirnov, obtidas na distribuicdo simulada de bootstrap paramétrico
que sdo iguais ou maiores a estimativa obtida na amostra original. Seja a amostra bootstrap
dos T;, comi=1,2,--- ,Ngp+ 1, adicionado da estatistica do teste da amostra original, entdo o

valor-p € obtido por:

Npp+1
Y 1(T,>T1.)

valor-p = iZINBP—l—l : (3.7)

em que a fungdo indicadora I (T; > T) retorna 1, se T; > T, ou 0, caso contrdrio, para a i-ésima
amostra bootstrap paramétrico.

O julgamento, considerando um nivel nominal de significancia ¢, deverd confrontar a
propor¢do estimada (valor-p) e a. Se essa propor¢do estimada (valor-p) for menor que o valor
nominal (&), a decisdo deve ser de rejeitar a hipdtese nula, uma vez que o valor original € atipico

na distribui¢ao nula obtida sob Hy.

3.2 Validacao do desempenho

Para validar os testes propostos: teste de normalidade multivariada para distancias ro-

bustas (TNMD2RKYS), teste de normalidade multivariada baseado em distancias beta robustas
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(TNMDDbRKYS), teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico para distancias ro-
bustas (TNMD2RBoot) e o teste de normalidade multivariada bootstrap paramétrico para dis-
tancias beta robustas (TNMDbRBoot). Para fins de comparagdo foram utilizados os testes de
normalidade multivariada de Shapiro-Wilk de Royston (1983), Royston (1993) (TNMSWR),
por ser um teste amplamente utilizado na literatura, como, por exemplo, em Biase (2011), Do-
ornik e Hansen (2008), Ferreira (2011) e Oliveira e Ferreira (2010), dentre outros trabalhos.
Outro teste utilizado como comparacdo foi o teste de normalidade multivariada baseado em
bootstrap paramétrico (TNMBP), proposto por Biase (2011), o qual, em um estudo de simula-
cdo apresentado pela mesma autora se mostrou muito eficiente em varias situagdes, superando
em algumas o teste TNMSWR.

Para avaliar os testes propostos, foi utilizada simulacao Monte Carlo, considerando duas
etapas. A primeira referente as taxas de erro tipo I e a segunda relacionada ao poder do teste.
Nas duas etapas, os tamanhos das amostras n considerados foram iguais a 10, 30, 100 e 1000 e
os nimeros de varidveis p iguais a 2, 10, 14, 15, 30, 48 e 50. As combinagdes de n e p utilizadas

estdo apresentadas na Tabela 3.1, as quais foram utilizadas em todos os testes.

Tabela 3.1 — Tamanhos amostrais n € nimero de varidveis p usados nas constru¢des das matrizes de

dados.
n p n p
10 2 100 2, 10, 30, 48, 50
30 2,10, 14, 15 1000 2, 10, 30, 50

3.2.1 Taxa de erro tipo I

A taxa de erro tipo I foi avaliada de duas formas. Inicialmente foram geradas amostras
normais p-dimensionais, Np(u,):.), com vetor de médias g = 0, e matriz de covariancias X,

com estrutura de correlagdo dada por:

em que, a varidncia 62 foi fixada em 1 e as correlacdes, p, foram fixadas em 0,0, representando

auséncia de correlagdo e 0,90 para correlagdo alta.
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No segundo caso, a taxa de erro tipo I foi avaliada levando em considera¢do o compor-
tamento dos testes em amostras com presenca de outliers, em que as amostras foram geradas a
partir da distribui¢cao normal p-dimensional com pequenos niveis de contaminagdo, sendo eles
(1—-9)=0,01¢0,02, ouseja, 1% e 2% de outliers, nestes casos sao esperadas baixas taxas de
erro tipo 1.

Para gerar as amostras com contaminagdo foi utilizada a normal contaminada, em que
X ; € Ny(i,X) em aproximadamente n0 dos ncasos e X j € N, (M, Zour ) €M aproximadamente

n(1 —8) dos n casos, expressa da forma:

Xj=ndNp(l,Z) +n(1—8)Np(Kouss Zou),

em que, os vetores de médias considerados foram g =0e p,, = 10j, em que j é um vetor
(p x 1) de 1’s, e as matrizes de correlagdes X definida na equacao (3.8) com p = 0,0 e 0,90,
eXouw =AX comA = 101/7, fazendo com que X # X,,,. Estes valores foram selecionados de
acordo com os utilizados por Biase (2011).

O processo de simulagdo Monte Carlo foi repetido N = 1000 vezes para cada caso,
e foram considerados quatro tamanhos amostrais n = 10, 30, 100 e 1000, e sete nimeros de
variaveis p = 2, 10, 14, 15, 30, 48 e 50, para niveis de significincia nominais fixados em 10%,
5% e 1%.

Para cada amostra simulada foram aplicados os testes propostos TNMD2RKS, TNMD-
bRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, e os usados para comparagio TNMBP e TNMSWR. E
em cada teste as taxas de erro tipo I foram calculadas como a proporc¢ao de vezes que a hipdtese
de normalidade multivariada foi rejeitada, e este foi comparado com o nivel de significancia
nominal.

E importante salientar que as simulagdes ndo estdo isentas de erros, e como as taxas
de erro tipo I foram estimadas utilizando simulagdo Monte Carlo, estdo sujeitas a erros. Desta
forma, assim como em Oliveira e Ferreira (2010), foi utilizado o teste binomial exato para as

taxas de erro tipo I, considerando um nivel de significancia nominal de 1% para as hip6teses:

Hy:a=1% Hy:0=5% Hy:a=10%
) e .
leoc;él% H11067é5% HliOC%lO%

No teste binomial exato, se a hipdtese nula for rejeitada e os valores das taxas de erro

tipo I forem significativamente (valor-p < 0,01) inferiores ao nivel nominal considerado, o
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teste avaliado serd conservativo, e se forem significativamente (valor-p < 0,01) superiores ao
nivel nominal considerado, o teste serd liberal. Por conseguinte, se a hipdtese nula nao for
rejeitada, isto é, se os valores observados das taxas de erro tipo I ndo forem significativamente
(valor-p > 0,01) diferente do nivel nominal considerado, o teste serd exato.

Segundo Oliveira e Ferreira (2010), a estatistica do teste é dada, a partir da relacdo exata
entre a distribui¢do binomial e a F. Uma vez que, se x for o nimero de hipéteses nula rejeitadas

em N simulagdes Monte Carlo, com probabilidade de sucesso p = @, a estatistica do teste, dada

[ x+1 l—«a
SEITE

segue a distribui¢do F, sob a hipétese nula, com v; = 2(N —x) e v, = 2(x+ 1) graus de li-

por:

berdade. Logo, rejeita-se a hipdtese nula, considerando o nivel de significancia de 1%, se
F. < Fy 005 ou Fe > Fp 995, sendo Fy g5 € Fp 995 0s quantis da distribui¢do F' com vy € V, graus

de liberdade.

3.2.2 Poder do teste

Para avaliar o poder dos testes propostos em rejeitar a hipdtese nula de normalidade
multivariada, foram geradas amostras de distribuicdes ndo normais. Foram consideradas as
distribui¢Oes: t-Student com v = 3 graus de liberdade, log-normal, uniforme e normal conta-
minada. Assim, como realizado para as taxas de erro tipo I, foram consideradas as situagdes de
n e p, apresentas na Tabela 3.1.

Para gerar as distribui¢cdes da normal multivariada contaminada, utilizou-se a seguinte

func¢do densidade de probabilidade conjunta

fxlx) = 8m) PRE | Pep {1 (x—p) E (x—p)}
+ (1=8)2m) PP% | Pexp {4 (x—py) "B (x— ) }

em que (1 — &) é o grau de contaminacdo sendo que 0 < 6 < 1. Foi considerado o grau de

(3.10)

contaminagdo igual a 20%, ou seja, & > 0,80. Quanto aos vetores de médias e as matrizes de

covariancias foram avaliados trés casos, quais sejam:

i. i, =N, e X # X, mesma média e estrutura de correlacdo diferentes, dados por
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0 1 p
[1.1:[1.2:0: ) , 21: L ) (& 22:7(,2.1

em que p € a correlag@o considerada (0,0 ou 0,90) e A = 10'/7, assim sendo, X, %Y.

ii. u; # U, e X, =X, médias diferentes e mesma estrutura de correlagdo, dados por

0 10 1 p
0 10 p 1
M= , M= e Li=E=
0 10 p p - 1

iii. @, # M, e Xy # Xy, médias e estrutura de correlacdo diferentes, dados por

0 10 I p
0 10 p 1 - p

Uy = . y M= . s 21 = . . . © Z2 :2‘21
0 10 pp -1

em que p é a correlacdo considerada (0,0 ou 0,90) e A = 10'/7, assim sendo, £; # X,.

O processo de simulacdo Monte Carlo foi repetido N = 1000 vezes em cada situacao,
e a proporcdo de vezes que a hipdtese nula foi rejeitada para cada teste foi calculada para
os testes propostos TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, e os usados
para comparacdo TNMBP e TNMSWR. Foram considerados os niveis de significancia nominais

fixados em 10%, 5% e 1% para todas as situacgoes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo estdo apresentados os resultados obtidos por meio de simulacao dos testes
propostos juntamente com as discussdo dos mesmos comparados com os testes utilizados como
referéncia. Além dos resultados simulados apresenta-se uma aplicacao dos testes em uma base

de dados reais.

4.1 Errotipol

Nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, estdo apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes TNM-
D2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR, considerando
os niveis de significancia nominais 10%, 5% e 1%, respectivamente. Foi verificado o com-
portamento dos testes considerando varidveis nao correlacionadas, ou seja, p = 0,0 e varidveis
altamente correlacionadas, p = 0,90. Foram consideradas as combinacOes de n e p apresen-
tadas na Tabela 3.1. Os valores das taxas de erro tipo I foram comparados com cada nivel de
significancia nominal ¢ associado, mediante o teste binomial exato ao nivel de significancia de
1%.

A Tabela 4.1 apresenta as taxas de erro tipo I dos testes, considerando a distribuicao nor-
mal multivariada ao nivel de significancia o = 10% e correlagdo p = 0,0 e 0,90. Nas situacdes
avaliadas o nivel de correlacido apresentou resultados similares. Desta forma, os comentarios
sdo validos para os dois valores de p 0,0 e 0,90.

No teste TNMD2RKS, em todas as situagdes avaliadas, as taxas de erro tipo I foram
consideradas abaixo do nivel de significancia nominal (conservativo). No TNMDbRKS as taxas
de erro tipo I observadas foram consideradas significativamente (valor-p < 0,01) inferiores ao
nivel de significancia nominal de 10%, para as situacdes com p pequeno em relacio a n, n = 10
comp=2,n=30comp=2,n=100com p=2e 10 e em todas as situacdes com n = 1000,
nas demais situagdes o teste foi considerado liberal. Porém, observa-se que a medida que o
valor de p aumenta as taxas de erro tipo I também aumentam chegando a taxa de erro tipo I de
0,9010 em n = 100 com p = 50.

Os testes propostos baseados em bootstrap paramétrico, TNMD2RBoot e TNMDbR-
Boot, apresentam resultados semelhantes. Nos dois testes, para a maioria das situagdes as
taxas de erro tipo I foram ndo significativamente (valor-p > 0,01) diferente do valor nominal
a = 10%, considerados exatos, e apenas para as situagdes n = 100 com p = 48 e 50, os testes

TNMD2RBoot e TNMDbRBoot foram considerados conservativos.
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Quanto aos testes TNMBP e TNMSWR, utilizados para fins de comparacéo, foram con-
siderados exatos em todas as situagdes, com exce¢ao de n = 1000 com p = 30 para TNMBP, em
que, o teste foi avaliado como liberal. Assim sendo, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP
e TNMSWR geraram controle adequado das taxas de erro tipo I, ao nivel de significancia de
10%, na maioria das situacdes avaliadas. J4 os testes TNMD2RKS e TNMDbRKS nao obti-
veram controle satisfatorio em quase todas as situacoes, sendo que, TNMDDbRKS se mostrou
inadequado nas situagdes com p grande, proximo de |n/2].

Buscou-se comparar algumas das taxas de erro tipo I dos testes da Tabela 4.1 com outros
existentes na literatura especializada. Em comparacdo com os testes avaliados por Cirillo e
Ferreira (2003), observa-se para a amostra de tamanho n = 100 com p = 2, o teste de simetria
controlou adequadamente a taxa de erro tipo I, com valor dado por 0,0922. O mesmo ocorreu
para os testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR da Tabela 4.1, ja os testes
TNMD2RKS e TNMDDbRKS, apresentaram valores inferiores. Para a situacdo n = 100 com p =
10 do teste de simetria, pelos resultados de Cirillo e Ferreira (2003), apresentou a taxa de erro
tipo I de 0,0665, valor inferior ao nivel nominal, 0 mesmo ocorre para os testes TNMD2RKS e
TNMDDbRKS.

Considerando os resultados do teste de normalidade multivariada de curtose, avaliados
por Cirillo e Ferreira (2003). No caso de n = 100 com p = 2, o teste apresentou taxa de erro tipo
I de 0,0680, valor abaixo do nivel nominal, nesta situacao os teste TNMD2RKS e TNMDbRKS
apresentaram o mesmo comportamento. Comparando o teste de curtose com os apresentados
na Tabela 4.1, na situacdo n = 100 com p = 10, apresenta taxa de erro tipo I de 0, 1528 valor
superior a todos os testes avaliados neste trabalho e os por Cirillo e Ferreira (2003), para a
mesma situacgao.

A taxa de erro tipo I do teste de normalidade baseado no coeficiente de correlacio
Quantil-Quantil multivariado, considerando as situagdes n = 100 com p =2 e 10, apresentou as
taxas 0, 1038 e 0,0965, respectivamente. Nestes casos, o teste obteve controle adequado das ta-
xas de erro tipo I, assim como nos testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR
na Tabela 4.1.

Nestas comparacdes, € importante ressaltar que os resultados de Cirillo e Ferreira (2003),
dos testes de simetria, curtose e o baseado no coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil, para
validagdo dos testes foram realizadas 10000 simulagdes Monte Carlo, enquanto que, para os

testes avaliados neste trabalho foram realizadas 1000 simulacdes Monte Carlo.
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Tabela 4.1 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada em fungdodene p e
das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0270~ 0,0420~ 0,1070 0,1040  0,0980  0,1000
20,0320~ 0,0340~ 0,1020 0,1030  0,1060  0,1070
5 10 0,0320 0,1470* 0,1130 0,1070  0,0870  0,0910
40,0250~ 0,3160* 0,0720 0,0700  0,1210  0,1240
15 0,0350~ 0,3800* 0,0940 0,0920  0,1110  0,0970
20,0360~ 0,0440~ 0,1150 0,1130  0,0940  0,0870
10 0,0270~ 0,0390~ 0,1100 0,1100  0,1020  0,1000
100 30 0,0330~ 0,3000* 0,0910 0,0760  0,0870  0,0880
48 0,0410~ 0,8400* 0,0540~ 0,0530~  0,1060  0,0990
50  0,0530~ 0,9010* 0,0640~ 0,0710~  0,0940  0,0930
20,0360~ 0,0380~ 0, 1080 0,1080  0,0920  0,0940
looo 10 0,0220° 0,0260~ 0, 1060 0,1090  0,0870  0,1000
30 0,0300~ 0,0650~ 0,1100 0,1250  0,1400%  0,1250
50 0,0240~ 0,0650~ 0,0990 0,0850  0,1070  0,1100
p =0,90

10 20,0270~ 0,0430~ 0, 1060 0,0990 0,0810  0,0810
20,0290~ 0,0310~ 0,1050 0,1070 0,1130  0,1030
5 10 0,0240 0,1290+ 0,0870 0,0850 0,0840  0,0810
40,0310~ 0,3250* 0,0790 0,0850 0,070  0,0860
15 0,0340~ 0,3840* 0,0700~ 0,0910 0,1000  0,0850
20,0250~ 0,0300~ 0, 1090 0,1070 0,0950  0,0940
10 0,0210~ 0,0450~ 0,1020 0,0990 0,0910  0,0770
100 30 0,0270~ 0,3170* 0,0730~ 0,0800 0,1120  0,0990
48 0,0620~ 0,8980* 0,0500~ 0,0530~  0,1030  0,0820
50 0,0700~ 0,9220* 0,0460~ 0,0580~  0,1200  0,1050
20,0350~ 0,0370~ 0,1130 0,1170 0,1160  0,1070
looo 10 00240 0,0260~ 0, 1000 0,0920 0,0850  0,0780
30 0,0320 0,0460~ 0,1050 0,0960 0,000  0,0790
50 0,0190~ 0,0580~ 0,0870 0,0940 0,060  0,0980

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10% de significincia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10% de significancia.

Na Tabela 4.2 tem-se as taxas de erro tipo I dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS,
TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR, considerando o nivel de significincia

o = 5%. Quanto o comportamento dos teste em relagdo a correlacdo observou-se valores das
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taxas de erro tipo I similares, assim sendo, os comentdrios apresentados sao validos para os dois
valores de p, em todas as situagdes de n e p avaliados.

Para o nivel o = 5% de significancia observa-se que os testes TNMD2RKS e TNMD-
bRKS, apresentam comportamento semelhante aos da Tabela 4.1, em que, TNMD2RKS foi
considerado conservativo em todas as situacdes avaliadas. E o TNMDbRKS, apresentou-se
conservativo para as situagdes com p pequeno em relacdo a n, n = 10 com p =2, n = 30 com
p=2,n=100com p=2e 10 e n = 1000 para todos os valores de p avaliados, nas demais
situacdes foi considerado liberal. Pode-se observar que a medida que o valor de p aumenta as
taxas de erro tipo I de TNMDbRKS também aumentam chegando a taxa de erro tipo I de 0,7590
em n = 100 com p = 50.

O TNMD2RBoot, em quase todas as situacdes foi considerado exato, ou seja, as ta-
xas de erro tipo I foram ndo significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do valor nominal
a = 5%, com excec¢ao das situagdes n = 100 com p = 48 e 50, em que, o teste foi considerado
conservativo. O TNMDbRBoot, assim como TNMD2RBoot também foi considerado exato em
boa parte das situacdes avaliadas, nao sendo em n =30 com p = 14 e n = 100 com p = 48, con-
siderado conservativo e n = 1000 com p = 30, liberal. Os demais testes, TNMBP e TNMSWR,
com excec¢do da situacdo n = 1000 com p = 30 para TNMBP, o qual, foi considerado liberal,
nas demais situacdes foram exatos, de acordo com o teste binomial exato ao nivel de 1% de
significancia.

Comparando as taxas de erro tipo I dos testes da Tabela 4.2 com o teste de Shapiro-
Francia multivariado proposto por Silva (2009). Para as situacdes com n = 30, 100 e 1000 com
p =2 e 10, o teste de Shapiro-Francia multivariado apresentou as taxas de erro tipo I proximas
do nivel nominal. Para todas estas situagdes o teste obteve controle adequado das taxas de erro
tipo I. Em comparacido com as taxas de erro tipo I, dos testes apresentados na Tabela 4.2, os
testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR em todas as situagcdes apresentam
taxas de erro tipo similares ao teste de Shapiro-Francia multivariado, ou seja, taxas proximas
do nivel nominal o = 5%.

Considerando os testes avaliados por Cirillo e Ferreira (2003), nas situacdes n = 100
com p =2 e 10. Verifica-se que os valores das taxas de erro tipo I dos testes TNMD2RBoot,
TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR, apresentam o mesmo comportamento do teste de sime-
tria e do teste baseado no coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil, nas duas situagdes avaliadas

e ao teste de curtose em n = 100 com p = 10, em que s@o considerados exatos. Levando em
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considerag@o os valores das taxas de erro tipo I de TNMD2RKS e TNMDbRKS, observa-se
uma semelhanca com os resultados do teste de curtose para n = 100 com p = 2, sendo estes
conservativos.

Na Tabela 4.3, o teste TNMD2RKS, assim como, para os niveis de significAncia o =
10% e 5% foi considerado conservativo em todas as situa¢des avaliadas. O TNMDbRKS tam-
bém manteve o mesmo comportamento apresentados nas Tabelas 4.1 e 4.2, com excecao dos
casos n = 30 com p = 10, para p = 0,00 e 0,90, considerados liberais anteriormente, passando
a ser exatos, e n = 1000 com p = 50 para p = 0,00, considerado conservativo, passando a ser
exato. Os demais testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR, em todas as
situacdoes com p = 0,00 apresentaram um controle adequado das taxas de erro tipo I, consi-
derando o nivel o = 1% de significancia, sendo os testes considerados exatos. Para os testes
TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, considerando as situa¢cdes com correlacdo p = 0,90, obti-
veram em alguns casos reducdo significativa das taxas de erro tipo I, passando de exato para
conservativo nas situacdes n = 100 com p = 30 e 40 para os dois testes e n =30 com p = 14 e
n = 1000 com p = 50 para TNMDbRBoot.

Para amostras n = 10 com p =2 e n =100 com p =2, 10 e 50, o teste Monte Carlo de
normalidade multivariada baseado em distancias proposto por Biase e Ferreira (2012), apresen-
tou controle adequado das taxas de erro tipo I, assim como os testes propostos TNMD2RBoot e
TNMDbRBoot apresentados na Tabela 4.3. Nas situacdes de n = 100 com p =2 e 10, os testes
de normalidade multivariada avaliados por Cirillo e Ferreira (2003), ou seja, o teste de simetria,
o teste de curtose e o teste baseado no coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil multivariado,
apresentaram taxas de erro tipo I exatas, assim como os testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot,
TNMBP e TNMSWR (Tabela 4.3).

Considerando as avaliagdes realizadas por Silva (2009), em que foram executadas 2000
simulagdes Monte Carlo, para avaliar o teste de Shapiro-Francia multivariado. As situacdes de
n =30, 100 e 1000 com p =2 e 10, o teste em todas estas situagdes foi considerado exato.
Nestas circunstancias, os testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR, da Ta-
bela 4.3, obtiveram o mesmo comportamento do teste de Shapiro-Francia multivariado, desta
foram, as taxas de erro tipo I foram ndo significativamente (valor-p > 0,01) diferente do valor
nominal, ou seja, considerados exatos. J&4 TNMD2RBoot e TNMDbRBoo, na maioria destas
situacdes foram conservativos e ndo apresentaram semelhanca de comportamento aos demais

testes.
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Tabela 4.2 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada em funcdo de n, p e
das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

L 5%
S p =0,00
TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0030~ 0,0030~ 0,0580 0,0550 0,0440  0,0510
20,0090 0,0100~ 0,0530 0,0530 0,0500  0,0490
50 10 0,01107 0,0760" 0,0590 0,0530 0,0420  0,0450
14 0,0070~ 0,1650" 0,0350 0,0290~  0,0560  0,0570
15 0,0110 0,2450%" 0,0410 0,0420 0,0500  0,0520
20,0070~ 0,0100~ 0,0630 0,0640 0,0380  0,0440
10 0,0070~ 0,0200~ 0,0580 0,0490 0,0530  0,0440
100 30 0,0180 0,1780" 0,0460 0,0390 0,0520  0,0420
48  0,0140~ 0,6890% 0,0250~ 0,0290~  0,0470  0,0490
50 0,0130 0,7590% 0,0260~ 0,0330 0,0550  0,0500
20,0180~ 0,0180~ 0,0550 0,0550 0,0460  0,0490
1000 10 0,0040" 0,0070~ 0,0530 0,0540 0,0530  0,0470
30 0,0050 0,0100~ 0,0700 0,0750%  0,0750%  0,0650
50 0,0150~ 0,0220~ 0,0420 0,0440 0,0540  0,0530
p =0,90
10 20,0000 0,0000~ 0,0530 0,0540 0,0430  0,0390
20,0100~ 0,0130~ 0,0500 0,0490 0,0630  0,0570
30 10 0,0090° 0,0590 0,0370 0,0460 0,0420  0,0420
14 0,0070~ 0,1910%" 0,0370 0,0390 0,0480  0,0450
15 0,0150~ 0,2390* 0,0370 0,0430 0,0590  0,0540
20,0070~ 0,0100~ 0,0470 0,0460 0,0500  0,0420
10 0,0060~ 0,0120~ 0,0620 0,0550 0,0420  0,0510
100 30 0,0070 0,1910%" 0,0350 0,0370 0,0520  0,0540
48  0,0210 0,7820" 0,0190~ 0,0220~ 0,0490  0,0450
50 00,0300~ 0,8200% 0,0190~ 0,0260~ 0,0560  0,0490
20,0100~ 0,0110~ 0,0570 0,0570 0,0670  0,0670
Lo0p 00,0050 0,0070~ 0,0500 0,0540 0,0420  0,0450
30 0,0080 0,0180~ 0,0600 0,0560 0,0420  0,0460
50 0,0030" 0,0240~ 0,0400 0,0390 0,0400  0,0530

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 5% de significancia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 5% de significancia.

Nos resultados relativos a segunda parte das taxas de erro tipo I, verificou-se o com-

portamento dos testes com presenca de outliers, em que, foram geradas N = 1.000 amostras
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Tabela 4.3 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada em funcdo de n, p e
das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0150 0,0100 0,0090  0,0090
2 0,0000" 0,0000~ 0,0090 0,0090 0,0090  0,0040
5 10 0,0000” 0,0150 0,0110 0,0100 0,0160 0,0120
14 0,0030~ 0,0310+ 0,0080 0,0070 0,0080  0,0100
15  0,0000~ 0,0670+ 0,0060 0,0060 0,0110  0,0100
20,0020~ 0,0020~ 0,0060 0,0070 0,0070  0,0080
10 0,0000~ 0,0010~ 0,0110 0,0090 0,0100  0,0090
100 30  0,0010~ 0,0370+ 0,0140 0,0180 0,0140  0,0120
48 0,0020~ 0,3140+ 0,0070 0,0060 0,0060  0,0100
50 0,0030" 0,4290+ 0,0040 0,0050 0,0100 0,0110
20,0020~ 0,0020~ 0,0130 0,0130 0,0090  0,0140
L00o 10 0,0000~ 0,0000~ 0,0080 0,0080 0,0100  0,0160
30 0,0000" 0,0000~ 0,0100 0,0200 0,0050 0,0250"
50 0,0000" 0,0070 0,0150 0,0140 0,0180  0,0200
p=0,90
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0110 0,0070 0,0100 0,0120
20,0000~ 0,0000~ 0,0110 0,0090 0,0110  0,0130
5 10 0,0010 0,0110 0,0080 0,0110 0,0120 0,0140
14 0,0010~ 0,0420* 0,0060 0,0010~  0,0080 0,0140
15 0,0020~ 0,0730+ 0,0100 0,0080 0,0090  0,0160
20,0000~ 0,0000~ 0,0080 0,0070 0,0170  0,0150
10 0,0000~ 0,0020~ 0,0130 0,0110 0,0120 0,0170
100 30  0,0000~ 0,0410+ 0,0030~ 0,0030~  0,0120 0,0170
48 0,0020~ 0,4210* 0,0030~ 0,0030-  0,0120 0,0150
50 0,0030" 0,4760+ 0,0040 0,0040 0,0100 0,0120
20,0020~ 0,0020~ 0,0110 0,0110 0,0150 0,0240%
lo0o 10 0,0010 0,0010~ 0,0090 0,0070 0,0110  0,0140
30 0,0000" 0,0000~ 0,0110 0,0100 0,0050  0,0090
50  0,0000" 0,0000~ 0,0060 0,0020-  0,0080 0,0120

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 1% de significancia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 1% de significancia.

por simulacdo Monte Carlo, considerando as combinagdes de n e p mostrados na Tabela 3.1
e os valores de correlacdo p = 0,00 e 0,90. Nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6 sdo apresentadas as

estimativas das taxas de erro tipo I para amostras normais multivariadas com 1% de outliers,
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dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR,
considerando os niveis de significancia nominais fixados em 10%, 5% e 1%, respectivamente.
Nestes casos os valores das taxas de erro tipo I também foram comparados com cada nivel de
significancia nominal o associado, por meio do teste binomial exato ao nivel de significancia
1%, e espera-se que os testes sejam exatos.

Na Tabela 4.4 apresentam-se as taxas de erro tipo I para o caso de amostras com 1% de
outliers, ao nivel de significancia 10%. Inicialmente considerando as taxas de erro tipo I das
situacdes com correlagdo p = 0,00. O TNMD2RKS, em todas as situacdes avaliadas as taxas
de erro tipo I foram significativamente (valor-p < 0,01) inferiores ao nivel nominal de 10%,
sendo o teste considerado conservativo. O TNMDDbRKS, nos casos com presenca de outliers
apresentou taxas de erro tipo I semelhantes aos casos sem presencga de outliers apresentados nas
Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3. O TNMD2RBoot nas situa¢des n = 100 com p =48 e 50 e n = 1000 com
p = 48, foi considerado conservativo e em n = 1000 com p = 10, liberal. Para TNMDbRBoot
nas situacdes n = 10 com p =2 e n = 100 com p = 50 foi considerado conservativo e liberal
em n = 1000 com p = 10, 30 e 50. Nas demais situacdes os dois testes apresentaram taxas de
erro tipo I exatas.

Os testes usados como referéncia TNMBP e TNMSWR ndo se mostraram eficientes
quanto as taxas de erro tipo I, com presenca de outliers. Os dois testes, em todas as situacdes
avaliadas, foram classificados como liberais, de acordo com o teste binomial exato. Além de
serem considerados liberais, os testes apresentaram resultados elevados para as taxas de erro
tipo I, atingindo em algumas situacOes taxas de erro tipo I de 1,0000. Neste caso, TNMBP e
TNMSWR nio se mostraram eficientes, em boa parte dos casos avaliados, quanto as taxas de
erro tipo I, na presenca de outliers.

Para as situagdes com varidveis altamente correlacionadas p = 0,90. Neste caso, na mai-
oria das situacdes avaliadas, as taxas de erro tipo I ndo apresentaram mudancas significativas
em comparagdo com os casos sem correlacdo, ou seja, os testes obtiveram resultados seme-
lhantes os casos considerando p = 0,00. Observou-se diferengas significativas nas situacoes
n =100 com p = 48 e 50 para TNMD2RKS e n = 1000 com p = 50 para o teste TNMDbRKS,
0s quais passaram a ser considerados exatos. Para o teste TNMD2RBoot apresentou mudancgas
emn =10 com p =2 e n= 1000 com p = 50, sendo exato nestas situacdes, 0 mesmo ocorre
com o teste TNMDbRBoot em n = 10 com p = 2. Ja os testes referencias ndo apresentaram

diferencas significativas em relagdo a correlacdo em nenhuma situacao avaliada.
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Tabela 4.4 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenga de 1%
de outliers, em fungado de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de signifi-
cancia.

10%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
0 =0,00
10 20,0160~ 0,0230~ 0,0700~ 0,0750~  0,18907 0,1870T
20,0190~ 0,0260~ 0,0870 0,0910  0,3260+ 0,3240%
5 10 0,03107 0,1540+ 0, 1240 0,1100  0,3370t 0,3240"
14 0,0370~ 0,3650+ 0, 1040 0,1040  0,3340% 0,3350"
15 0,0430~ 0,4300* 0,0930 0,0960  0,3400% 0,3410F
20,0310~ 0,0420~ 0,1100 0,1090  0,6970t 0,6980"
10 0,0150~ 0,0380~ 0,0960 0,0920  0,6540t 0,6570"
100 30 0,0460~ 0,3510+ 0,1170 0,1180  0,6690" 0,6660"
48 0,0500~ 0,8930" 0,0700~ 0,0790  0,6660" 0,6540"
50 0,0490~ 0,9290+ 0,0670~ 0,0690~  0,6760" 0,6790F
20,0390~ 0,0410~ 0,1170 0,1190 1,0000"  1,0000*
lo0p 10 0,0310 0,0340~ 0,1540+ 0,1610%  1,0000" 1,0000*
30 0,0200" 0,0600~ 0,1150 0,1400*  1,0000% 1,0000%+
50 0,0100~ 0,0600~ 0,0550~ 0,1500%  1,0000" 1,0000"
0 =0,90
10 20,0260~ 0,0400~ 0,1120 0,1180  0,17407 0,16207
20,0320 0,0360~ 0,1230 0,1290"  0,3210% 0,3140"
5 10 0,0300° 0, 1580+ 0, 1060 0,1110  0,3400% 0,3360F
40,0340~ 0,3530* 0,0900 0,0970  0,3510" 0,3400"
15 0,0510~ 0,4160+ 0,0960 0,1000  0,3190* 0,3110%
20,0280 0,0300~ 0,1090 0,1080  0,6330% 0,6240F
10 0,0200~ 0,0480~ 0, 1040 0,1190  0,6550t 0,6500"
100 30  0,0490~ 0,3600* 0,1010 0,1050  0,6600 0,6450"
48 0,0900 0,9090+ 0,0750~ 0,0890  0,6590% 0,6580"
50  0,0840 0,9430+ 0,0600~ 0,0670~  0,6600% 0,6600*
20,0380~ 0,0400~ 0,1250 0, 1260 1,0000" 1,0000*
1000 10 0,0330° 0,0420~ 0,1410* 0,1500T  1,0000% 1,0000"
30 0,0260" 0,0420~ 0,0810 0,1370*  1,0000" 1,0000*
50 0,0390" 0, 1000 0,1270 0,1340%  1,0000% 1,0000*

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10% de significancia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10% de significancia.

Na Tabela 4.5 tem-se as taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal mul-

tivariada com 1% de outliers, para & = 5% de significancia. O TNMD2RKS e TNMDbRKS,
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apresentam resultados similares aos apresentados na Tabela 4.4, em que, o teste TNMD2RKS
em quase todas as situagdes foi considerado conservativo, nao sendo apenas em n = 100 com
p=48¢ 50 com p = 0,90, apresentando-se exato. Ja o TNMDbRKS, com p = 0,00 foi conser-
vativo nas situagdes n = 10 e 30 com p =2, n =100 com p =2 e 10 e n = 1000 para todos os
valores de p considerados, e liberal nas demais situagdes, e com p = 0,90 apresentou resulta-
dos similares com p = 0,00, exceto em n = 1000 com p = 50, sendo o teste considerado exato.
Quanto ao teste TNMDbRKS € importante salientar que a medida que o nimero de varidveis
se aproxima de [n/2] as taxas de erro tipo I aumentam, o que € facilmente observado para as
situacdes com n = 30 e 100 para todos os valores de p.

Os testes propostos baseados em bootstrap paramétricos, TNMD2RBoot e TNMDbR-
Boot, foram considerados exatos, ou seja, foram ndo significativamente (valor-p > 0,01) dife-
rentes do valor nominal @ = 5%. Apenas nas situacdes n = 100 com p = 48, n = 1000 com
p=350comp =0,00en=100comp=50e p =0,90 o teste TNMD2RBoot foi considerado
conservativo e em n = 1000 com p = 10 para os dois valores de p, liberal. O TNMDbRBoot,
foi avaliado como conservativo em n = 100 com p = 50 e correlagcdo p = 0,00 e 0,90 e em
n = 1000 com p =50e p = 0,00, e liberal em n = 1000 com p = 10 para os dois valores de p,
n = 1000 com p = 30 para p = 0,00 e n = 1000 com p = 50 para p = 0,90. Nos dois testes
mesmo nos casos em que foram considerados liberais apresentaram valores muito préximos do
nivel nominal, neste caso de & = 5%, obtendo portando um bom controle das taxas de erro tipo
L

Ainda na Tabela 4.5, TNMBP e TNMSWR, na maioria das circunstancias, ndo obtive-
ram um controle adequado da taxa de erro tipo I, apresentando valores superiores a 30% de
erro tipo I, o qual, se eleva na medida em que n aumenta. Desta forma, em todas as situagdes
analisadas os dois testes foram considerados liberais, com taxas de erro tipo I que diferiram
significativamente do nivel de significancia nominal de 1%.

Na Tabela 4.6 estdo apresentadas as taxas de erro tipo I, para amostras com 1% de
outliers, ao nivel de 1% de significancia. O teste proposto TNMD2RKS, na maioria das si-
tuacoes foi considerado conservativo, ou seja, as taxas de erro tipo I foram significativamente
(valor-p < 0,01) inferiores ao nivel nominal de 1%, segundo o teste binomial exato com nivel
de 1% de significancia. Nas alternativas com n = 1000, p =50e p =0,00,n=30com p =14 ¢
15 e n =100 com p =48 os trés ultimos com p = 0,90, o teste foi classificado como liberal. O

TNMDbRKS, foi considerado conservativo nas situagdes n = 10 e 30 com p = 2 para p = 0,00
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Tabela 4.5 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenca de 1% de
outliers, em fungao de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0030~ 0,0030~ 0,0410 0,0350  0,13307 0,1310F
20,0070~ 0,0090~ 0,0410 0,0360  0,2890+ 0,2930*
5 10 0,0100° 0,0780* 0,0590 0,0620  0,2930+ 0,2980+
40,0100~ 0,2000* 0,0490 0,0460  0,3040% 0,3010F
15 0,0170~ 0,2470* 0,0520 0,0420  0,2990+ 0,3020*
20,0140~ 0,0170~ 0,0670 0,0660  0,6790% 0,6810%
10 0,0070~ 0,0140~ 0,0470 0,0490  0,6410t 0,6370F
100 30 0,0120~ 0,2210* 0,0640 0,0650  0,6520% 0,6520F
48 0,0210~ 0,7530* 0,0300~ 0,0360  0,6450+ 0,6400F
50 0,0220" 0,8280+ 0,0340 0,0310~  0,6630% 0,6620%"
20,0160~ 0,0170~ 0,0610 0,0600 1,0000" 1,0000*
looo 10 0,0110° 0,0140~ 0,0750* 0,0820"  1,0000" 1,0000"
30 0,0080" 0,0200~ 0,0600 0,0800T  1,0000% 1,0000"
50 0,0050" 0,0250~ 0,0300~ 0,0300~  1,0000" 1,0000*
0 =0,90
10 2 0,0010~ 0,0010~ 0,0570 0,0530  0,1230F 0,11907
20,0120~ 0,0140~ 0,0560 0,0580  0,2850% 0,2800"
5 10 0,0100° 0,0810+ 0,0480 0,0550  0,3150* 0,3070%
40,0150~ 0,2070* 0,0420 0,0430  0,3100t 0,3090*
15 0,0180~ 0,2660* 0,0540 0,0500  0,2860+ 0,2820+
20,0120~ 0,0160~ 0,0510 0,0510  0,6120% 0,6090*
10 0,0060~ 0,0150~ 0,0540 0,0600  0,6410% 0,6400"
100 30 0,0180~ 0,2200* 0,0520 0,0550  0,6370t 0,6320F
48 0,0390 0,7940* 0,0360 0,0410  0,6470+ 0,6450F
50  0,0370 0,8400* 0,0290~ 0,0270~  0,64607 0,6400"
2 0,0140" 0,0180~ 0,0660 0,0660 1,0000* 1,0000*
looo 10 0,0150° 0,0160~ 0,0800* 0,0820"  1,0000" 1,0000"
30 0,0140~ 0,0220~ 0,0420 0,0510 1,0000* 1,0000*
50  0,0200~ 0,0450 0,0650 0,07107  1,0000 1,0000"

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 5% de significancia.

- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 5% de significancia.

€ 0,90 e n =100 e 1000 com p =2 e 10 para p = 0,00 e 0,90, liberal em n = 30 com p = 14

e 15 para p =0,00 e 0,90 e n = 100 com p = 30, 48 e 50 para p = 0,00 e 0,90 e exato em



55

n =30 com p =10 para p = 0,00 e 0,90 e n = 1000 com p = 30 e 50 para p = 0,00 e 0,90,
comportamento semelhante aos apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5.

Os testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, em todas as situacdes foram classificados
como exatos, portanto obtendo um controle adequado das taxas de erro tipo 1. J4 TNMBP e
TNMSWR, em todas as situagdes avaliadas foram considerados liberais, com valores extre-
mamente elevados em algumas situagdes, atingindo taxas de erro tipo I de 1,0000, como por
exemplo, nos casos com n = 1000 para todos os valores de p e p avaliados.

Na Tabela 4.7 s@o apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes TNMD2RBoot e
TNMDbRBoot, considerando a distribui¢cdo normal multivariada com 2% de outliers, com ni-
veis de significancia nominais de 10%, 5% e 1%. Devido o comportamento semelhante entre os
casos com 1% de outliers, discutiu-se apenas os resultados referentes aos testes TNMD2RBoot
e TNMDbRBoot, que apresentaram controle adequado das taxas de erro tipo I. Os resultados
referentes aos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMBP e TNMSWR estdo apresentados no
apéndice A.

O TNMD2RBoot, na maioria das situagdes de n, p e p avaliados, em todos os niveis
de significancia considerados 10%, 5% e 1%. Nestas situacdes os testes nao apresentaram
diferenca significativa em relacdo a correlagdo, desta forma, os resultados apresentados na se-
quencia valem para os dois valores de p. As taxas de erro tipo I foram nao significativamente
(valor-p > 0,01) diferente dos valores nominais de ¢, considerando um teste binomial exato ao
nivel de 1% de significancia, ou seja, o TNMD2RBoot foi exato para boa parte dos resultados.
O teste foi considerado liberal nas situagdes n = 100 com p = 30 para o = 10%, n = 1000
com todos os valores de p avaliados para o = 10%, 5% e n = 1000 com p a partir de 10 para
a = 1%. Para TNMDDbRBoot, assim como TNMD2RBoot, na maioria das situacdes o teste foi
exato. Com excec¢do dos casos n = 100 com p = 10 e n = 1000 com todos os valores de p con-
siderados, para & = 10% e 5% foram considerados liberais, e para & = 1% foram classificados
como liberais em n = 1000 com p = 10, 30 e 50.

Em resumo, das taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada
(Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3), verifica-se que o teste TNMD2RKS na maioria das situacdes verificadas
foi considerado conservativo. J4 o teste TNMDbRKS, verifica-se que a medida que o nimero
de varidveis se aproxima de [n/2] as taxas de erro tipo I aumentam. Os testes TNMD2RBoot
e TNMDbRBoot, na maioria dos casos, foram considerados exatos, ndo s6 apenas nos casos

considerando a distribui¢ao normal multivariada, mas nos caso com presenca de outliers, o que



56

Tabela 4.6 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenca de 1% de
outliers, em fungao de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0080 0,0060  0,0920F 0,0930F
20,0020~ 0,0020~ 0,0100 0,0090  0,2560+ 0,2570F
5 10 0,0010° 0,0150 0,0100 0,0120  0,2750+ 0,2730+
40,0010~ 0,0470+ 0,0090 0,0040  0,2790+ 0,2790%
15 0,0000~ 0,0740* 0,0090 0,0100  0,2600+ 0,2610F
20,0010~ 0,0010~ 0,0130 0,0130  0,6710F 0,6690"
10 0,0000~ 0,0030~ 0,0080 0,0100  0,6270t 0,6280%
100 30  0,0000~ 0,0570* 0,0100 0,0090  0,6450+ 0,6440F
48 0,0010~ 0,3870* 0,0050 0,0050  0,6290+ 0,6270+
50 0,0030" 0,4800+ 0,0040 0,0040  0,6450% 0,6450"
20,0010~ 0,0010~ 0,0130 0,0130  1,0000* 1,0000*
looo 10 0,0010° 0,0020~ 0,0130 0,0180  1,0000+ 1,0000*
30 0,0000" 0,0050 0,0100 0,0150  1,0000+ 1,0000+
50  0,0050 0,0050 0,0100 0,0100  1,0000% 1,0000*
0 =0,90
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0120 0,0120  0,0890F 0,08907
20,0010~ 0,0020~ 0,0120 0,0110  0,2620* 0,2620*
5 10 0,0000 0,0110 0,0110 0,0090  0,2780+ 0,2820*
14 0,0040 0,0490* 0,0100 0,0090  0,2840% 0,2890*
15 0,0050 0,0770* 0,0120 0,0140  0,2590+ 0,2620+
20,0010~ 0,0010~ 0,0100 0,0100  0,5960% 0,5950*
10 0,0000~ 0,0010~ 0,0120 0,0090  0,6250% 0,6300"
100 30  0,0020~ 0,0600* 0,0150 0,0160  0,6150t 0,6180F
48 0,0050 0,4460* 0,0070 0,0100  0,6290+ 0,6290+
50  0,0030~ 0,5460* 0,0020~ 0,0040  0,6310t 0,6300F
20,0020~ 0,0020~ 0,0110 0,0110 1,0000* 1,0000*
looo 10 0,0020° 0,0030~ 0,0190 0,0200 1,0000"  1,0000*
30 0,0010~ 0,0060 0,0110 0,0210 1,0000* 1,0000*
50 0,0010~ 0,0060 0,0240* 0,0240T  1,0000% 1,0000"

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 1% de significancia.

- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 1% de significancia.

ndo € observado nos outros testes avaliados. Os testes referéncia TNMBP e TNMSWR, foram

considerados exatos em boa parte das situagdes considerando a distribuicao normal multivari-

ada, mas com presenca de outliers apresentou as maiores taxas de erro tipo I de todos os testes.



57

Tabela 4.7 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenga de 2%
de outliers, em funcdo de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 aos niveis de 10%, 5% e
1% de significancia.

- 10% 5% 1%
p TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMD2RBoot TNMDbRBoot
p=0,00
10 20,1010 0,0980 0,0460 0, 0480 0,0100 0,0090
20,1110 0,1120 0,0600 0,0620 0,0160 0,0180
50 10 0,1060 0, 1140 0,0540 0,0520 0,0120 0,0100
14 0,1200 0,1110 0,0630 0,0570 0,0090 0,0040
15 0,1230 0,1160 0,0550 0,0540 0,0110 0,0110
20,0990 0, 1000 0,0460 0,0460 0,0120 0,0120
10 0,1180 0,1430* 0,0610 0,0770* 0,0120 0,0140
100 30 0,1330T  0,1360" 0,0620 0,0670 0,0140 0,0140
48 0,1040 0,0970 0,0580 0,0510 0,0110 0,0080
50 0,0990 0,0860 0,0520 0,0460 0,0050 0,0090
2 0,1740%  0,1750  0,0900T  0,0940%* 0,0210 0,0220
00010 0,24201 0,2710°  0,1270"  0,1530°  0,0380*  0,0460°
30 0,2730%  0,3300t  0,1540%  0,2020t+  0,0380*  0,0510%
50 0,3030"  0,3430t*  0,1600"  0,1980t  0,0450%  0,0560"
p=0,90
10 20,1150 0, 1190 0,0550 0,0560 0,0090 0,0040
20,0980 0,0960 0, 0460 0,0480 0,0100 0,0100
50 10 01140 0,1230 0,0650 0,0650 0,0110 0,0160
14 0,1060 0,1030 0,0460 0,0470 0,0040 0,0070
15 0,0990 0,0990 0,0470 0,0560 0,0060 0,0080
20,0850 0,0910 0,0440 0,0440 0,0090 0,0100
10 0,1100 0,1370* 0,0620 0,0800* 0,0140 0,0150
100 30 0,1260 0,1280* 0,0660 0,0640 0,0130 0,0130
48 0,0960 0, 1080 0,0420 0,0470 0,0090 0,0090
50 0,0700~  0,0740~ 0,0340 0,0350 0,0030~  0,0040
20,1960+  0,1980"  0,10707  0,1100* 0,0200 0,0210

10 0,2530%  0,2860F  0,1450%  0,16107  0,0420"  0,0480*
30 0,2750%  0,3290t+  0,1760%  0,2160t  0,0360%  0,0510%*
50 0,3010%  0,3340t  0,1620%  0,1970t+  0,0380%  0,0450%

1000

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10%, 5% e 1% de significancia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10%, 5% e 1% de significancia.

Quanto a correlacdo, todos os testes na maioria das situacdes ndo apresentaram diferencas sig-

nificativas.
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Uma forma de visualizar o comportamento dos valores-p de cada teste, € por meio da
distribuicdo assumida pelo valor-p sob a hipétese nula, utilizando o histograma. Na Figura
4.1 estdo apresentados os histogramas dos valores-p de cada teste, referente a 1000 repeticdes
Monte Carlo da situacido n = 100 com p = 10, nestes gréificos foi utilizados as situacdes apenas
com correlacdo p = 0,00, devido a semelhan¢a no comportamento dos testes sem correlagcdo e
com alta correlacdo.

Assim sendo, observa-se nas Figuras (a) e (b) em que se tem os valores-p dos testes
TNMD2RKS e TNMDbRKS respectivamente, em que as distribui¢des dos valores-p sdo assi-
métricas, nestes dois casos, assimétricas a esquerda. Para TNMD2RBoot Figura (c), TNMD-
bRBoot Figura (d), TNMBP Figura (e¢) e TNMSWR Figura (f), observa-se que a distribui¢do é
simétrica, ou seja, as mesmas se aproximam da distribui¢cdo Uniforme.

Na Figura 4.2, tem-se as distribuicdes dos valores-p de todos os testes, considerando
a distribui¢cao normal multivariada com presencga de 1% de outliers, na situacdo n = 100 com
p = 10. Neste caso, para os testes TNMD2RKS e TNMDbRKS, Figuras (a) e (b) respecti-
vamente, a distribuicdo dos valores-p sdo assimétricas a esquerda, mostrando a tendéncia do
valor-p ser conservativo. J4 para os testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, Figuras (c) e (d)
respectivamente, a distribui¢do € simétrica, portanto aproximam-se da distribuicdo Uniforme.
Para os testes TNMBP e TNMSWR, Figuras (e) e (f) respectivamente, observa-se que a distri-
bui¢do € assimétrica a direita, valor-p considerado liberal.

Figura 4.3 tem-se as distribui¢des dos valores-p de todos os testes, considerando a distri-
bui¢cdo normal multivariada com presenca de 2% de outliers, na situagdo n = 100 com p = 10.
Neste caso, a distribui¢do dos valores-p € assimétrica a esquerda para o teste TNMD2RKS,
Figura (a), assimétricas a direita para TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR
representados respectivamente pelas Figuras (c), (d), (e) e (f). E o teste TNMDDbRKS, Figuras

(b) distribuicdo do valor-p simétrica.

4.2 Poder

As estimativas de poder dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMD-
bRBoot, TNMBP e TNMSWR, considerando a distribui¢do #-Student multivariada com v =3
graus de liberdade, sdo apresentados nas Tabelas 4.8, 4.9 e 4.10, para os niveis de significancia
a = 10%, 5% e 1%, respectivamente. Para o = 10% (Tabela 4.8), todos os testes apresentaram

baixo poder para n pequeno, n = 10 com p = 2, ndo tendo um desempenho satisfatério. Porém,
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Figura 4.1 — Histograma dos valores-p sob Hy, considerando a situa¢do n = 100 com p=10e p =
0,0 dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e

TNMSWR.
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o poder dos testes melhoram com o aumento do tamanho amostral. Uma outra caracteristica

apresentada pelos testes é referente a correlagdo, em que, os testes apresentaram, no geral, uma

reducio no poder com o aumento da correlagdo, sendo que os testes TNMBP e TNMSWR sao

os que mais sofrem com as reducdes.

Os testes TNMD2RKS e TNMDDbRKS, na maioria das situacdes considerando varidveis

ndo correlacionadas (p = 0,0) ndo foram melhores que os demais, com excec¢do dos casos

n=230com p =14 e 15, em que o teste TNMDDbRKS apresentou maior poder dentre todos os

testes. Apesar de ndo apresentarem os melhores valores de poder, se mostram muito préximos

ou com igual poder, em comparacdo com os demais testes. Os testes exibiram baixo poder nas
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Figura 4.2 — Histograma dos valores-p sob distribui¢do normal multivariada com presenca de 1% de
outliers, considerando a situacdo n = 100 com p = 10 e p = 0,0 dos testes TNMD2RKS,
TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR.
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situacdes com n pequeno, como em n = 10 com p =2 e n = 30 com p = 2, a partir de n = 30

com p = 10 o poder dos testes obtiveram um aumento considerdvel, com poder de 76,9% para

TNMD2RKS e 93,60% para TNMDbRKS. Nos casos com n = 100 o poder do teste para p =2

apresenta um poder de 52,10%, e com o aumento do nimero de varidveis o poder melhora,

atingindo 100% de poder a partir de p = 10.

Os casos considerando correlacdo p =0, 90, os testes TNMD2RKS e TNMDbRKS apre-

sentaram comportamentos semelhantes aos casos sem correlacio, apresentando uma leve redu-

¢do no poder nas situagdes n = 10 e 30 para todos os valores de p considerados e n = 100

com p = 2. Um exemplo desta reducdo pode ser observada para o teste TNMD2RKS, na si-
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Figura 4.3 — Histograma dos valores-p sob distribui¢do normal multivariada com presenca de 2% de
outliers, considerando a situacdo n = 100 com p = 10 e p = 0,0 dos testes TNMD2RKS,
TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP ¢ TNMSWR.
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tuacdo n = 30 com p = 14 para p = 0,00 obteve taxa de erro tipo I com valor 0,9000 e para

p = 0,90 com valor 0,8880. Para o teste TNMDbRKS na mesma situa¢do n = 30 com p = 14

para p = 0,00 obteve valor 0,9950 e para p = 0,90 com valor 0,9900. Nas situagdes a partir

de n = 100 com p = 10 os dois testes apresentaram mesmo poder com taxas de erro tipo I de

1,000, para os dois valores de p.

Para TNMD2RBoot e TNMDbRBoot sem correlagdo (p = 0,00), os resultados sdo si-

milares, em que, nas situacdes com n pequeno, apresentaram baixo poder assim como 0s outros

testes avaliados. Mas, a partir da situagdo com n = 30 com p = 10, observa-se que os dois tes-

tes apresentaram bom desempenho de poder, em que, a partir de n = 100 com p = 10 os testes
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atingem 100% de poder. Quanto aos dois testes € importante salientar que o poder aumenta
com o aumento do nimero de varidveis, como por exemplo, na situacdo n = 30 com p = 15,
observa-se um poder de 96,60% para TNMD2RBoot e 90,90% para TNMDbRBoot, passando
para a situagdo com n = 100 com p = 2 mesmo com 0 aumento do tamanho amostral o poder é
mais baixo, 76,40% para TNMD2RBoot e 78% para TNMDbRBoot, e para este mesmo tama-
nho amostral com p = 10 apresenta 100% de poder. Em relacio aos casos com alta correlagao
(p =0,90), os testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, apresentaram uma leve redugdo no poder
nas situagdes n = 10 e 30 para todos os valores de p e n = 100 com p = 2, nas demais situacdes
atingiram 100% de poder.

O TNMBP em boa parte das situagdes de n e p com p = 0,00, considerando o = 10%
obteve melhor desempenho em relagdo aos demais testes, apesar da grande proximidade de
poder dos outros. Porém, assim como os outros testes apresentou baixo poder em pequenos
tamanhos amostrais. Em relacdo as situagdes altamente correlacionadas (p = 0,90), apresentou
uma reduc¢do no poder. Porém, diferentemente dos testes propostos, em algumas situacdes a re-
ducdo foi de aproximadamente 27%, como por exemplo, em n = 30 com p = 10 para p = 0,00
o teste apresentou 97,70% de poder e para p = 0,90 poder de 70,70%. O TNMSWR, apresen-
tou comportamento similar ao teste TNMBP, ou seja, para os casos com p = 0,90 apresentou
uma reduc¢@o no poder, porém esta diferenca foi maior que no teste TNMBP, chegando a até
30% de perda no poder. Os testes TNMBP e TNMSWR, atingiram 100% de desempenho para
p = 0,00 a partir de n = 100 com p = 10 e para p = 0,90 a partir de n = 1000.

E importante destacar que a ¢-Student, assim como a normal tem forma de hipersino,
mas reflete maior variabilidade, apresentando assim curvas mais alargadas, o que é de se espe-
rar em amostras pequenas. Desta forma, quanto maior o grau de liberdade, mais a distribui¢ao
t-Student se aproxima da normal. Assim sendo, na simulagdo utilizou-se v = 3 graus de liber-
dade, o que resulta em uma distribui¢cdo com caracteristicas diferentes da normal multivariada.

Assim sendo, para amostras de tamanho e dimensdes pequenas, n = 10 e 30 com p =2
para os dois valores de p os testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbR-
Boot apresentam baixo poder. Desta forma, para pequenos tamanhos amostrais com baixos
nimeros de varidveis os testes ndo sdo recomendados. Nestas mesmas situacdes TNMBP e
TNMSWR obtiveram um comportamento semelhante, apresentando baixo poder, porém, um
pouco melhor em torno de 30% para n = 10, p =2 com p = 0,00 e 0,90, 70% para n = 30,

p=2comp =0,00 e 60% para n =30, p=2 com p = 0,90, valores que sdo acima do valor
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nominal. Para amostras grandes, elevadas dimensdes e varidveis ndo correlacionadas, as taxas
de todos os testes foram de 100%. Ja para p = 0,90, os testes propostos atingiram 100% de
poder para n = 100 e 1000 e os referencias para n = 1000. Os testes propostos podem ser
considerados, adequados para a maior parte das situacdes apresentadas.

Os resultados do poder para distribui¢do #-Student considerando o = 10% (Tabela 4.8),
foram comparados com o teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em distancias
proposto por Biase (2011). Porém, a autora considerou a distribui¢do 7-student com v = 1 grau
de liberdade, e neste trabalho foi utilizado v = 3 graus de liberdade. Para os dois casos a distri-
bui¢do ¢-Student multivariada considerando v = 1 ou 3 graus de liberdade € uma distribui¢ao
bem diferenciada da normal multivariada. Para a situagdo n = 10 com p = 2 todos os testes nao
apresentaram bom poder, ndo mostrando bons resultados em amostras pequenas. Entretanto,
para o tamanho amostral de n = 100 com p = 10 e 50, observa-se uma concordancia entre os
dois trabalhos, nos quais todos os testes apresentaram poder méximo, ou seja, 100% de poder.

Na Tabela 4.9 tem-se o poder dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot,
TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR considerando a distribuicao ¢-Student multivariada com
v = 3 graus de liberdade, para o nivel de significincia & = 5%. Um comportamento inerente
a todos os testes avaliados € referente a uma redu¢do no poder quando a correlacio passa de
p = 0,00 para p = 0,90. Outro comportamento apresentado por todos os testes € referente aos
tamanhos amostrais n pequeno, em que, os valores de poder foram muito baixos, principalmente
para TNMD2RKS e TNMDbRKS, os quais apresentaram valores de poder abaixo do nivel
nominal, ndo tendo um desempenho satisfatorio para n pequeno.

O TNMD2RKS, apresentou os valores de poder mais baixos nas situagdes de n = 10 e
30 para todos os valores de p considerados € em n = 100 com p = 2, considerando p = 0,00,
nas mesmas situacdes de n e p porém com p = 0,90 o teste apresentou um leve reducido no
desempenho, entretanto ndo foi o teste com menor poder, superando os testes referencias. Nas
outras configuracdes de n, p e p o teste atingiu 100% de poder. O TNMDbRKS, assim como
TNMD2RKS apresentou baixo poder paran = 10 e 30 com p =2 para p = 0,0 e 0,90, obtendo
valores muito proximos do valor nominal. A partir do caso n = 30 com p = 10 tanto para p =
0,0 e 0,90 o poder aumentou consideravelmente com valores de poder acima de 84%, atingindo
100% de poder a partir da situacdo n = 100 com p = 10. Para TNMD2RKS e TNMDbRKS,

observa-se uma reduc¢@o no poder na situagdo n = 100 com p = 2, em que, mesmo para n grande
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Tabela 4.8 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do #-Student com v = 3 graus de liberdade em
funcdo de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 2 00340 0,0710 0,1370 0,1460 0,3670  0,3360
20,1280 0,1700 0,3020 0,3440 0,7490  0,7000

5 10 0769 0,9360 0,9170 0,9020 0,9770  0,9560
14 0,9000 0,9950 0,9690 0,9090 0,9860  0,9740
15 0,8990 0,9930 0,9660 0,9090 0,9930  0,9790
2 05210 0,5640 0,7640 0,7800 0,9880  0,9770
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 2 0,330 0,0570 0,1140 0,1430 0,3240  0,2870
20,1220 0,1590 0,2950 0,3230 0,6580  0,5790

5 10 07670 0,9460 0,9280 0,9070 0,7070  0,6530
14 0,8880 0,9900 0,9580 0,9070 0,7270  0,6520
15 0,9020 0,9960 0,9630 0,9110 0,7300  0,6430
2 05180 0,5690 0,7590 0,7780 0,9630  0,9400
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9840  0,9780

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9890  0,9820
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9830  0,9760
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9820  0,9690
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

o ndmero de varidveis influencia muito no poder dos testes. Este mesmo fato é observado nos

testes TNMD2RBoot, TNMDbRBoot e TNMBP, sendo neste dltimo uma leve reducao.

Em relacdo ao TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, para as alternativas n = 10 com p = 0,0

e 0,90 apresentou taxa de poder muito proximas do nivel nominal. Logo, em pequeno tama-
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nho amostral apresentaram baixo poder. Para as alternativas n = 30 com p a partir de 10 para
p =0,0e 0,90, observa-se um aumento nos valores de poder, obtendo assim um desempenho
mais satisfatério, porém, ndo ideal. J4 nas alternativas a partir de n = 100 com p = 10 os testes
apresentaram um 6timo desempenho, apresentando 100% de poder, considerando os dois valo-
res de p. O TNMBP em todas as situacdes de n e p, considerando & = 5%, obteve o melhor
desempenho para os casos com p = 0,00. O teste TNMSWR, assim como TNMBP, apresen-
tou bom desempenho na maioria das situagdes avaliadas, com valores de poder bem préximos
ou iguais aos de TNMBP para as situacdes com p = 0,00. J4 nos casos com varidveis alta-
mente correlacionadas, o TNMBP e TNMSWR tiveram uma grande reducdo no desempenho,
principalmente nos casos com n = 30.

Considerando o = 5% para a distribuicao ¢-Student multivariada, comparando os resul-
tados do poder dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP
e TNMSWR, apresentados na Tabela 4.9, com os avaliados por Silva (2009) e Oliveira e Fer-
reira (2010). E importante salientar que o nimero de graus de liberdade e de simulagdes Monte
Carlo, utilizados neste trabalho difere dos outros dois trabalhos, os quais, utilizaram a distribui-
cdo t-Student com v = 1 grau de liberdade, com 2000 simulacdes Monte Carlo, e neste trabalho
foi considerada a distribui¢do #-Student com v = 3 graus de liberdade e 1000 simulacdes. En-
tretanto, para os dois valores de v assumidos a distribuicao z-Student difere da distribui¢do
normal multivariada, sendo a t-Student com v = 1, um pouco mais distinta.

Desta forma, para a situagao com pequeno tamanho amostral, n =10 e p = 2, o teste qui-
quadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto de assimetria e curtose, avaliados por Oli-
veira e Ferreira (2010), foram superiores quanto ao poder em relacdo aos testes TNMD2RKS,
TNMDDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR (Tabela 4.9). Para as si-
tuacdes com amostras de tamanho 30 e 100 com poucas varidveis, ou seja, n = 30 e 100 com
p = 2, os testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, foram supera-
dos em poder pelo teste de Shapiro-Francia multivariado de Silva (2009), nas duas situacoes,
e pelo teste quiquadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto de assimetria e curtose na
circunstancia n = 100 com p = 2.

Para os casos n =100 com p =10 e 50 e n = 1000 com p = 10 os testes avaliados neste
trabalho TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR, o

Shapiro-Francia multivariado, proposto e verificado por Silva (2009), e os avaliados por Oliveira
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e Ferreira (2010) o teste quiquadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto de assimetria

e curtose, obtiveram excelente desempenho, com valores de poder de 100%.

Tabela 4.9 — Poder dos testes, considerando a distribui¢@o #-Student com v = 3 graus de liberdade em
funcdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 2 00010 0,0030 0,0700 0,0890 0,2800  0,2500

50 2 0.0560 0,0840 0,1990 0,2310 0,6810  0,6320
10 0,5830 0,8460 0,8420 0,8130 0,9660  0,9330
14 0,7550 0,9780 0,9240 0,8420 0,9790  0,9670
15  0,7630 0,9780 0,9250 0,8060 0,9890  0,9630
2 03710 0,4110 0,6260 0,6600 0,9800  0,9720

loo 10 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0540 0,0770 0,2420  0,2180
20,0640 0,0860 0,1950 0,2180 0,5550  0,4940

5 10 05760 0,8600 0,8530 0,8070 0,6380  0,5950
14 0,7620 0,9740 0,9050 0,8220 0,6280  0,5750
15 0,7760 0,9850 0,9120 0,8150 0,6310  0,5830
2 03620 0,4160 0,6190 0,6480 0,9380  0,9060
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9770  0,9650

100 30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9800  0,9690
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9690  0,9670
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9680  0,9580
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

Para o caso de o = 1%, apresentados na Tabela 4.10, considerando a distribuigdo ¢-

Student multivariada com v = 3 graus de liberdade, o padrdo do comportamento dos testes
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quanto ao poder foi similar ao observado para o = 10% e 5%. Portanto, o TNMBP apresentou
poder superior ou igual aos testes propostos, nas situacdes de n e p consideradas com p = 0,00,
ja com p = 0,90 o teste mais poderoso na maioria das situacdes € o TNMD2RBoot. O que
se observa € uma diminui¢do do poder, como esperado pela reducdo de &, no caso dos testes
propostos, nas situagdes com n = 10, 30 para todos os valores de p avaliados e n = 100 com
p =2 para os dois valores de p, essa diminui¢do fica em torno de 30%, um valor consideravel,
mas nas situagdes a partir de n = 100 com p = 10 todos os testes apresentam 100% de poder.

Verificando o comportamento dos resultados do poder dos testes apresentados na Tabela
4.10, em comparagao com os avaliados por Oliveira e Ferreira (2010), nas circunstancias n = 10
com p =2,n=100com p =2, 10 e 50. Para o caso com tamanho de amostra pequena, n = 10
com p = 2, todos os testes deste trabalho e os do outro trabalho considerado apresentaram baixo
poder, e o teste conjunto de assimetria e curtose foi o que apresentou o maior poder. Porém,
deve-se levar em conta que neste caso os resultados sdo referentes a distribui¢do #-Student com
v =1 graus de liberdade.

Para as outras circunstancias consideradas na comparacao, n = 100 com p =2, 10e 50, o
teste quiquadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto de assimetria e curtose obtiveram
poder maximo, em todas as situacdes comparadas. E os testes TNMD2RKS, TNMDbRKS,
TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR também apresentaram poder maximo de
100% ou de aproximadamente 100% de poder, com excecao da situagao n = 100 com p =2 para
os testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, 0s quais apresentaram
baixo poder.

As estimativas de poder dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMD-
bRBoot, TNMBP e TNMSWR, considerando a distribui¢ao log-normal multivariada em fun-
cdo de n e p, sdo apresentados nas Tabelas 4.11, 4.12 e 4.13, para os niveis de significancia
o = 10%, 5% e 1%, respectivamente. Para o = 10% (Tabela 4.11), todos os testes propostos
apresentaram baixo poder para pequenas amostras, n = 10 com p = 2, ndo tendo um desempe-
nho satisfatério. Entretanto, o poder dos testes apresenta melhora com o aumento do tamanho
amostral. Os testes propostos também apresentaram melhora nos casos com varidveis altamente
correlacionadas (p = 0,90).

O TNMD2RKS e TNMDbRKS, apresentaram resultados préximos ou iguais, sendo que,
na situagdo com n = 10 com p = 0,0 e 0,90 os testes se mostraram com baixo poder, com

valores proximos ao nivel nominal. Para n = 30 com p = 2 para p = 0,00, observa-se um
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Tabela 4.10 — Poder dos testes, considerando a distribuicdo #-Student com v = 3 graus de liberdade em
funcdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0000 0,0000 0,0170 0,0130 0,1420  0,1370

5 2 00130 0,0200 0,0560 0,0700 0,5400  0,4920
10 0,2350 0,5380 0,5960 0,5080 0,9300  0,8930
14 04040 0,8460 0,7130 0,5450 0,9630  0,9220
15 0,3920 0,8770 0,7050 0,4950 0,9660  0,9360

oo 2 01290 0,1510 0,3630 0,3830 0,9560  0,9280
10 0,9930 0,9980 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 2 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0190 0,0070 0,1110  0,1110
20,0150 0,0200 0,0670 0,0750 0,3980  0,3800

5 10 02440 0,5370 0,5730 0,5050 04630 04770
14 04160 0,8330 0,7060 0,5260 04710  0,4780
15 0,4480 0,8800 0,7040 0,5090 04510  0,4630
20,1250 0,1450 0,3580 0,3830 0,8650  0,8510
10 0,9950 0,9980 1,0000 1,0000 0,9200  0,9220

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9450  0,9440
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9240  0,9320
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9250  0,9270
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

aumento de poder expressivo, os testes apresentam poder em torno de 63%, e para p = 0,90 o
poder dos dois testes aumentam consideravelmente, ficando em torno de 80%. Considerando
n = 30 para os demais valores de p para os dois valores de p, os dois testes apresentam bom

poder, com valores superiores a 90% para p = 0,00, e atingindo 100% de poder em algumas
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situacdes com p = 0,90. O TNMD2RKS e TNMDbRKS nas situacdes a partir de n = 100 com
p =10 para p = 0,00 e n =30 com p = 14 para p = 0,90 obtiveram 100% de poder. Desta
forma, o desempenho dos testes melhoram com o aumento do tamanho amostral, do niimero de
varidveis e do valor de correlacdo entre as varidveis.

Os testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, apresentaram resultados similares, os quais,
para a situacdo de n = 10 com p = 2 para os dois valores de p observa-se resultados em torno
de 30% de poder. Com o aumento do tamanho amostral para 30 com p = 2, os testes obtiveram
um aumento considerdvel no poder, apresentando os valores acima de 80% para p = 0,00 e
aproximadamente 90% de poder para p = 0,90. Nas situacdes a partir de n = 30 com p = 10
os testes apresentam valores superiores a 95% de poder para p = 0,00 e em p = 0,90 atingem
100% de poder. Nas situagdes com n = 100 e 1000 para os dois valores de correlacdo os dois
testes apresentam poder maximo, ou seja, 100% de poder.

Os testes referéncia, TNMBP e TNMSWR, nas situacdes de n = 10 e 30 com p = 0,00,
considerando ¢ = 10% obtiveram os melhores desempenhos em relagdo aos testes propostos,
principalmente em n = 10, obtendo valores préximos de 85% de poder. Nos casos com alto va-
lor de correlagao (p = 0,90) e baixos tamanhos amostrais # = 10 e 30 com p = 2, ao contrario
dos testes propostos que obtiveram uma elevacdo no poder, o TNMBP e TNMSWR apresenta-
ram uma leve perda de poder. Nas demais situagdes os testes atingiram desempenho maximo,
ou seja, 100% de poder.

Em comparagdao com outros testes de normalidade multivariada, buscou-se fazer um
comparativo com algumas situacdes apropriadas entre os resultados dos testes da Tabela 4.11,
com o teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em distancias proposto por Biase
(2011). No caso n =10 com p = 2, os testes TNMBP e TNMSWR superaram em poder os
testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot e o teste Monte Carlo de
normalidade multivariada baseado em distancias, os quais, ndo apresentaram bom desempenho.
Para o tamanho de amostra 100 com os nimeros de variaveis 2, 10 e 50, todos os testes avaliados
neste trabalho e o proposto por Biase (2011), apresentaram 100% de poder ou aproximadamente
100%.

Para o = 5% (Tabela 4.12), TNMD2RKS em comparacdo com os demais testes foi o
que obteve os menores valores de poder para n = 10 e 30 com p = 0,00, ja para p = 0,90 o
poder do teste melhora se igualando aos demais, exceto em n = 10 e 30 com p = 2. O teste

atinge poder méximo para p = 0,00 a partir de n =100 com p =10e p = 0,90 a partir de n = 30
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Tabela 4.11 — Poder dos testes, considerando a distribui¢cdo Log-Normal em fun¢édo de n, p e das corre-
lagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0980 0,1740 0,3070 0,2970 0,8470  0,8610

50 2 0.639 0,6780 0,8050 0,8220 1,0000  1,0000
10 0,9230 0,9880 0,9840 0,9790 1,0000  1,0000
14 09540 0,9970 0,9850 0,9590 1,0000  1,0000
15 0,9690 1,0000 0,9940 0,9680 1,0000  1,0000
20,9980 0,9980 0,9990 1,0000 1,0000  1,0000

loo 10 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,1450 0,2300 0,3620 0,3420 0,7780  0,7870
20,7830 0,8200 0,8990 0,9120 0,9990  0,9990

5 10 09980 0,9990 1,0000 0,9990 1,0000  1,0000
14 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
15 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

com p = 14. O TNMDbRKS, obteve comportamento similar ao teste TNMD2RKS, com um

aumento no poder com a elevagdo do nimero de varidveis e correlacdo p = 0,90. Desta forma,

com exce¢ao dos casos n =10 e 30 com p =2, o teste apresentou poder superior a 95% e 100%

nas situagdes com n = 100 e 1000, para as duas circunstancias de p.
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No caso dos testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, observa-se baixo poder paran = 10,
considerando p = 0,00 e p = 0,90 apesar de uma leve melhora com varidveis correlacionadas.
O aumento do tamanho amostral fez com que o poder passasse a ser moderado, na situagcdo
n =30 com p = 2, apresentando valores de poder em torno de 70% para p = 0,00 e 85% para
p = 0,90. Para as demais situacdes analisadas os dois testes apresentaram bom poder, com va-
lores superiores a 92% de poder, atingindo 100% nos casos a partir de n = 100 com p = 10. Ja
TNMBP e TNMSWR, em todas as situacdes consideradas obtiveram 6timo desempenho. A par-
tir de n = 30 com p = 2, os dois testes atingiram poder maximo de 100% ou aproximadamente
de 100%.

Fazendo um paralelo dos testes avaliados neste trabalho, considerando a distribui¢ao
log-normal, com outros testes encontrados na literatura, o teste Shapiro-Francia multivariado,
avaliado por Silva (2009), o teste quiquadrado de Pearson multivariado, o teste conjunto de assi-
metria e curtose, avaliados por Oliveira e Ferreira (2010) e o teste Monte Carlo de normalidade
multivariada baseado em distancias proposto por (BIASE; FERREIRA, 2012). No caso dos re-
sultados mostrados na Tabela 4.12, observa-se que em pequenas amostras, n = 10 com p =2, os
testes propostos TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot e o teste Monte
Carlo de normalidade multivariada baseado em distancias apresentaram os piores valores de
poder, sendo superados por TNMBP, TNMSWR, teste quiquadrado de Pearson multivariado e
o teste conjunto de assimetria e curtose, sendo este ultimo o que apresentou maior poder.

Para a situagdo n = 30 com p =2 e 10, o teste de Shapiro-Francia multivariado apre-
sentou os mesmos valores de poder dos testes TNMBP e TNMSWR de 100% de poder, valores
superiores aos obtidos por TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, em
que os dois primeiros obtiveram baixo poder e os dois ultimos poder moderado. Entretanto, nas
situagdes n =100 com p =2, 10 e 50 e n = 1000 com p = 2 e 10, todos os testes citados acima
apresentaram poder méaximo de 100%, ou poder aproximadamente 100%.

Na Tabela 4.13, estao apresentados os valores dos poderes de todos os testes avaliados,
considerando a distribui¢do log-normal, para @ = 1%. Neste caso, todos os testes, apresentaram
padrio de desempenho semelhante ao padrao de desempenho considerando @ = 10% e 5%. O
que se observa € uma reducdo do poder, o que € esperado devido a reducdo de «.

O poder dos testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNM-
BP e TNMSWR, considerando a normal contaminada foi avaliado em trés casos. O primeiro

caso, a distribui¢do considerada foi a normal contaminada com (1 — 8) = 20% de contaminagio
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Tabela 4.12 — Poder dos testes, considerando a distribui¢cdo Log-Normal em fun¢ado de n, p e das corre-
lagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0040 0,0040 0,1850 0,2100 0,7900  0,8020

5 2 04800 0,5370 0,7090 0,7270 1,0000  1,0000
10 0,8050 0,9570 0,9620 0,9440 1,0000  1,0000
14 0,8860 0,9850 0,9700 0,9300 1,0000  1,0000
15 0,9020 0,9990 0,9740 0,9200 1,0000  1,0000
20,9890 0,9940 0,9980 0,9980 1,0000  1,0000

loo 10 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0060 0,0060 0,2360 0,2630 0,6900  0,7020
20,6460 0,7010 0,8410 0,8610 0,9990  0,9990

5 10 09900 0,9990 1,0000 0,9980 1,0000  1,0000
14 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
15 1,0000 1,0000 1,0000 0,9970 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

com mesmo vetor de médias i, = [, e matrizes de covariancias tais que |X;| < |Z;|. Os testes

foram avaliados para os niveis de significancia de o = 10%, 5% e 1%.

Na Tabela 4.14, estdo apresentados os valores de poder dos testes considerando a dis-

tribui¢do normal contaminada multivariada para o¢ = 5%. O teste TNMD2RKS apresentou
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Tabela 4.13 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Log-Normal em func¢io de n, p e das corre-
lagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0000 0,0000 0,0760 0,0600 0,6060  0,6430

5 2 02150 0,2530 0,4840 0,5130 0,9990  1,0000
10 0,4860 0,7590 0,8220 0,7420 1,0000  1,0000
14 05760 0,9240 0,8620 0,7110 1,0000  1,0000
15 06110 0,9510 0,8670 0,6760 1,0000  1,0000
20,9590 0,9670 0,9910 0,9910 1,0000  1,0000

loo 10 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0860 0,0470 04760  0,5170
2 03580 0,4120 0,6460 0,6620 0,9860  0,9960

5 10 09440 0,9860 0,9920 0,9810 1,0000  1,0000
14 09790 1,0000 1,0000 0,9710 1,0000  1,0000
15 0,9820 1,0000 1,0000 0,9730 1,0000  1,0000
2 09920 0,9950 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

baixo poder, em todas as situagdes avaliadas, com valores de poder inferior ao nivel nominal.

Este caso, apresentou apenas duas situagdes com valor de poder superior ao nivel nominal,

n = 1000 com p =2 para p = 0,00 e 0,90, os quais, obtiveram 44% de poder. Mesmo assim,
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o TNMD2RKS ndo apresentou bom desempenho nestas situagdes, como nas outras situacoes
avaliadas.

O TNMDBbRKS apresentou poder moderado nas situagdes n = 100 com p = 48 e 50
para os dois valores de p = 0,00 e 0,90, com valores de poder superior a 70%. Nas demais
situacdes o teste apresentou baixo poder, em que na maioria das situacdes os valores de poder
foram abaixo do nivel nominal. Quanto aos testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, na situagao
n = 1000 com p =2 para p = 0,00 e 0,90, apresentaram um poder moderado, com valores de
poder em torno de 70%. Para as outras situacdes os dois testes apresentaram baixo poder, com
valores de poder inferiores ou muito proximos ao nivel nominal.

Os testes TNMBP e TNMSWR, na maioria das situacdes obtiveram baixo poder. No
caso n = 100, p =2 com p = 0,00 os testes apresentaram poder de 49,20% para TNMBP e
41,10% para TNMSWR, e em n = 1000, p = 2 com p = 0,00, os testes apresentaram poder
maximo, ou seja, 100% de poder. Para p = 0,90 os dois testes apresentaram 0 mesmo com-
portamento observados nas situacdes com p = 0,00, apenas com uma redu¢do no poder. Uma
caracteristica inerente a todos os testes propostos TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot e
TNMDbRBoot e os testes utilizados como referéncia TNMBP e TNMSWR, fixando n, o poder
diminui com o aumento do niimero de varidveis. Em algumas situacOes para valores de p que
se aproximam de |n/2] o poder tende a aumentar. Por exemplo, para o teste TNMD2RKS para
todas as situagdes com n = 100, o poder diminui até a op¢ao de p = 30 e aumenta para p = 48
e 50.

E conveniente salientar que a distribuicdo normal contaminada com vetor de médias
1, = U, e matriz de covariincias, tais que || < |Z,|, se assemelha com a normal multivariada.
Desta forma, os testes apresentam baixo desempenho de poder, em quase todas as configuracdes
de n e p, como esperado pela proximidade da distribui¢do contaminante. Com esta configuragcdo
de parametros, esta distribuicdo ¢ um membro da familia eliptica simétrica.

Os resultados referentes aos niveis de significincia @ = 10%, 1% apresentam um com-
portamento semelhante aos ja detalhados (Tabela 4.14), em que se observa um aumento e di-
minuicdo do poder de acordo com «, o que se espera pela mudanga de ¢. Desta forma, os
resultados referentes aos niveis de significincia de oo = 10%, 1%, estdo apresentadas no apén-
dice A.

No segundo caso, foi considerada a distribuicdo normal contaminada com (1 —6) =20%

de contamina¢@o com vetor de médias 4; =0e i, =10 1 e com mesma matriz de covaridncias,
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Tabela 4.14 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) =20% de
contaminacdo com mesmo vetor de médias [t; = |, e estruturas das matrizes de covari-
ancias diferentes £; # X, em fungdo de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de
5% de significancia.

5%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 2 0,0000 0,0000 0,0510 0,0530 0,1110  0,1030
30 2 0,0150 0,0190 0,0560 0,0680 0,2340  0,1990
10 0,0070 0,0470 0,0430 0,0360 0,0610  0,0580
14 0,0110 0,1780 0,0360 0,0430 0,0490  0,0550
15 0,0110 0,2240 0,0430 0,0400 0,0420  0,0460
2 0,0270 0,0360 0,0990 0,1150 0,4920 0,4110
100 10 0,0070 0,0130 0,0510 0,0580 0,0620  0,0570
30 0,0060 0,1860 0,0350 0,0340 0,0540  0,0590
48 0,0280 0,7310 0,0350 0,0340 0,0580  0,0560
50 0,0290 0,7660 0,0370 0,0370 0,0550  0,0480
2 0,4420 0,4660 0,7140 0,7210 1,0000  1,0000
1000 10 0,0230 0,0260 0,0780 0,0890 0,0850  0,0740
30 0,0050 0,0250 0,0550 0,0500 0,0500  0,0800
50 0,0100 0,0200 0,0400 0,0400 0,0600  0,0700
p=0,90

10 2 0,0010 0,0020 0,0670 0,0750 0,1000  0,0870
2 0,0080 0,0110 0,0450 0,0550 0,1840  0,1680
30 10 0,0070 0,0700 0,0500 0,0530 0,0440  0,0460
14 0,0140 0,2270 0,0480 0,0480 0,0430  0,0420
15 0,0150 0,2610 0,0390 0,0390 0,0610  0,0500
2 0,0300 0,0390 0,0990 0,1100 0,4200  0,3540
10 0,0090 0,0190 0,0500 0,0580 0,0540  0,0550
100 30 0,0170 0,1970 0,0460 0,0440 0,0460  0,0520
48 0,0270 0,7380 0,0270 0,0280 0,0470  0,0460
50 0,0220 0,8180 0,0150 0,0140 0,0400  0,0480
2 0,4440 0,4590 0,7060 0,7190 0,9910  0,9880
1000 10 0,0220 0,0280 0,0920 0,0980 0,0730  0,0540
30 0,0050 0,0000 0,0300 0,0300 0,0300  0,0250
50 0,0000 0,0250 0,0400 0,0400 0,0500  0,0400

tais que |X;| = |X;|. Na Tabela 4.15 tem-se os resultados de poder dos testes considerando o

nivel de 5% de significancia.
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Os testes TNMD2RKS e TNMDbRKS, apresentaram comportamentos similares ou i-
guais, em todas as configuragdes de n, p e p considerados, sendo que nas situagdes que existem
diferencas, o teste TNMDbRKS superou em poder o TNMD2RKS, porém em algumas situa-
cOes apresentam uma pequena diferenca. Por exemplo, no caso n = 100 com p = 2, conside-
rando p = 0,00 o TNMD2RKS apresentou 97,10% de poder contra 97,40% do TNMDbRKS.
Nas situagdes com n = 30 para os dois valores de p, a diferengca aumenta, atingindo até 30%.
Os dois testes nas situacdes com n = 10 com p =2 e n = 30 com p = 2, tanto para p = 0,00
quanto para p = 0,90, apresentaram baixo poder, sendo que para n = 10 os valores estavam
abaixo do valor nominal. Os testes atingem 100% de poder a partir das situagdes n = 1000 com
p =2 para TNMD2RKS e em n = 100 com p = 48 para TNMDbRKS.

O TNMD2RBoot, apresentou baixo poder na situacdo com n = 10, obtendo 16,80% de
poder para p = 0,00 e 12% para p = 0,90. Com o aumento de n de 10 para 30 o poder do
teste aumentou, passando a apresentar poder acima de 50% para os dois valores de p, porém,
com valores ndo ideais. Ja nas situacdes com n = 100 e 1000 o teste apresenta valores de poder
iguais ou proximos de 100%. O TNMDbRBoot assim como TNMD2RBoot, apresentou baixo
poder no caso de n = 10, e também obteve aumento no poder com o aumento de n. Na situagao
com n = 30, o TNMDbRBoot obteve poder em torno de 50%. Para os casos com n = 100 e
1000 o teste apresentou poder elevado, com valores de poder iguais ou préoximos de 100%.

Os testes TNMBP e TNMSWR em boa parte das configuragdes de n, p e p apresentam
mesmo valor de poder, exceto na situagdo n = 10. A partir de n = 30 com p = 2, os dois testes
apresentaram desempenho de 100% ou aproximadamente 100%. Em todas as configuracdes o
TNMBP e TNMSWR apresentaram os melhores desempenhos. Para esta distribuicao, os testes
TNMD2RBoot, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot apresentam uma caracteristica em comum, 0s
quais, apresentaram uma redu¢do no poder com o aumento de p. Por exemplo, considerando o
teste TNMDbRBoot na situa¢ido n = 100, p =30 com p = 0,00 obteve 97,20% de poder contra
88,70% para p = 48.

Para os niveis de significincia @ = 10% e 1%, apresentam um comportamento seme-
lhante aos ja detalhados para & = 5%, com uma alteracdo no poder de acordo com o valor de o
assumido. Desta forma, os resultados referentes aos niveis o = 10%, 1% de significancia ndo
foram discutidos, e seus resultados estdo apresentados no apéndice A.

Os resultados do poder para a distribuicio normal contaminada com & = 5% foram

comparados aos testes avaliados por Székely e Rizzo (2005). Porém existem duas diferenca na
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distribui¢do utilizadas na avaliac@o, que consiste no valor das médias adotadas pelos autores,
em que foram considerados ft; = 0 e i, = 31, enquanto que neste trabalho foram utilizadas
U, =0e p, =10 1. A outra diferenga € relativa ao niimero de simulagdes Monte Carlo, sendo
utilizadas por Székely e Rizzo (2005) 2000 e neste trabalho 1000.

Considerando a situacdo n = 100 com p = 2, os teste TNMD2RKS, TNMDbRKS,
TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR apresentaram poder mdximo de 100%,
ou aproximadamente 100%. O resultado do poder referente ao teste proposto por Székely e
Rizzo (2005), também apresenta 100% de poder, e o teste de assimetria multivariada tem 94%
de poder. Ja o teste de curtose multivariado, observa-se o pior desempenho, com 7% de poder.

A ultima configuragdo verificada referente a distribuicao normal contaminada multiva-
riada com (1 — 8) = 20% de contaminagdo tem como vetor de médias g, =0e u, =101¢e
matrizes de covaridncias, tais que |X;| < |Z;|. Na Tabela 4.16, tem-se os resultados de poder
referente ao nivel nominal de significancia o@ = 5%. Para esta configuracdo de contaminagao
o teste TNMD2RKS para amostra pequena, n = 10, apresentou baixo poder, com valor igual a
zero para p = 0,00 e 0,0020 para p = 0,90. Para o tamanho amostral, n = 30, considerando
todos os valores de p e p, o teste ndo obteve um bom poder, com valores préximos de 40% de
poder. Porém, aumentando o tamanho das amostras, n = 100, o poder do teste se aproximou de
100%, chegando a atingir 100% de poder para n = 1000.

O TNMDbRKS assim como TNMD2RKS, para amostra pequena, apresentou valor de
poder de 0% para p = 0,00 e 0,3% para p = 0,90. No caso n = 30 com p = 2, o teste apre-
sentou baixo poder, mas neste caso com valor de poder superior ao nivel nominal. Por outro
lado, fixado n, 0 aumento do nimero de varidveis aumentou o poder do teste, atingindo 80%
de poder para p = 15 para os dois valores de p. O teste atinge poder maximo de 100% ou
aproximadamente 100% nas situagdes com n = 100 e 1000, considerando todos os valores de p
e p avaliados.

Os testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, assim como os outros testes propostos, apre-
sentou baixo poder para a situagdo n = 10. No caso de n = 30, os testes apresentaram um
aumento no poder, e no caso do TNMD2RBoot aumentou ainda mais com o aumento do nu-
mero de variaveis. Por outro lado, no teste TNMDbRBoot o0 aumento do nimero de variaveis
ocasionou na redu¢@o do poder do teste, o mesmo ocorre para n = 100. Para n = 100 e 1000
os dois testes obtiveram bom poder, atingindo poder mdximo nos casos com n = 1000. Os

testes utilizados como referéncia TNMBP e TNMSWR, tiveram os melhores desempenhos em
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Tabela 4.15 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) =20% de
contaminac@o com vetor de médias diferentes §t; # W, e mesma matrizes de covariancias
Y| =X, em funcio de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p=0,00

10 20,0010 0,0010 0,1680 0,1820 0,9080  0,9090

5 2 03210 0,3440 0,5650 0,5670 0,9990  0,9990
10 0,4090 0,6120 0,6170 0,5610 0,9970  0,9970
14 0,4450 0,7660 0,6460 0,4860 0,9970  0,9970
15 0,4680 0,8220 0,6450 0,4640 1,0000 1,000
2 09710 0,9740 0,9940 0,9940 1,0000 1,000

oo 10 09700 0,9830 0,9950 0,9970 1,0000 1,000
30 0,9780 0,9970 0,9950 0,9720 1,0000 1,000
48 0,9850 1,0000 0,9880 0,8870 1,0000 1,000
50 0,9780 1,0000 0,9820 0,8590 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

1000 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

p=0,90

10 20,0040 0,0030 0,1200 0,1440 0,890  0,9000
2 02820 0,3100 0,5060 0,5050 0,9990  0,9990

3 10 0349 0,5700 0,5820 0,5140 0,9990  0,9990
14 0,4090 0,7470 0,5880 0,4310 0,9970  0,9970
15 04130 0,7830 0,5900 0,3960 0,9990  0,9990
20,9650 0,9660 0,9930 0,9930 1,0000 1,000
10 0,9620 0,9720 0,9880 0,9860 1,0000 1,000

100 30 0,9720 0,9960 0,9880 0,9520 1,0000 1,000
48 09760 1,0000 0,9750 0,8290 1,0000 1,000
50 0,9810 1,0000 0,9730 0,8130 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

lo0o 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

todas as situacdes, apresentando poder superior a 99% em n = 30 chegando a tingir 100% de
desempenho nas situacdes com n = 100 e 1000. Os testes apresentaram comportamento simi-
lares com os dois valores de correlacio, apesar de uma sutil reducao no poder nos casos com

varidveis altamente correlacionadas (p = 0,90).
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Novamente, como nos casos apresentados para as outras avaliacdes de poder, conside-
rando a distribuicdo normal contaminada multivariada, os resultados referentes aos niveis de
10% e 1% de significincia, o padrao de reposta foi o0 mesmo, exceto pelo fato de haver um
aumento ou redu¢do no poder de acordo com . Assim sendo, para estes valores de o, os resul-
tados nao foram discutidos, mas as Tabelas com os resultados estdo apresentadas no apéndice
A.

A ultima distribuicdo considerada foi a uniforme multivariada. O poder dos testes em
funcdo de n, p e p, sdo apresentados nas Tabelas 4.17, 4.18 e 4.19, para os niveis de significan-
cia @ = 10%, 5% e 1%, respectivamente. Na Tabela 4.17, tem-se os resultados considerando
o = 10% de significincia. Neste caso, os testes TNMD2RKS e TNMDbRKS, nédo apresentaram
um bom desempenho nas situagdes n = 10 e 30 para p = 0,00, apresentando valores de poder
préximos ao nivel nominal. Entretanto, para as situacdes n = 30 com p = 0,90, os testes apre-
sentaram um aumento significativo de pode, com valores acima de 85% para p = 15 variaveis.
Nas situagdes com n = 100 com p = 2, os testes apresentaram bom desempenho, com valores
de poder aproximadamente 90%, e para estes casos o poder diminui com o aumento do niimero
de varidveis. Os testes atingem poder maximo nas situacdes de n = 1000 com 100% de poder.

O TNMD2RBoot nas situacdes n = 10 com p =2, n = 30 com p = 10, 14 e 15, para
p = 0,00 apresentou baixo poder, sendo que nos casosden =10com p=2en=30com p =14
e 15, apresentou poder inferior ao nivel nominal. Nas situa¢des considerando n = 100 com
p =2e 10 para p = 0,00 obteve bom desempenho, porém com os outros valores de p o teste
apresentou baixo desempenho. Para os casos considerando p = 0,90, o poder do teste apresenta
uma melhora consideravel, com excec¢do de n = 10 com p = 2 que continua apresentando baixo
poder. Nas situacdes com n = 30 para todos os valores de p o teste apresentou poder moderado
com valores de poder em torno de 50%. Para as situacdes com n = 100 e 1000 o teste atingiu
100% de poder ou aproximadamente 100%.

Considerando a distribui¢ao uniforme, o TNMD2RBoot apresentou a mesma caracteris-
tica dos testes TNMD2RKS e TNMDDbRKS, que consiste em perder poder com o aumento do
nimero de varidveis, considerando as situacdes com varidveis ndo correlacionadas. Por exem-
plo, fixando n = 100, considerando p = 30, o teste TNMD2RBoot apresentou 75,60% de poder
e 50,40% considerando p = 48. A partir da situacdo n = 1000 com p = 2 o teste atingiu 100%

de poder. Quando se considera alta correlac@o entre as varidveis, assim como em TNMD2RKS
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Tabela 4.16 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 —8) = 20%

de contaminac@o com diferentes vetores de médias [, # W, e estruturas das matrizes de
covariancias diferentes £; # X, em funcgdo de n, p e das correlagoes p = 0,0 e 0,90 ao
nivel de 5% de significancia.

5%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0000 0,0000 0,1390 0,1540 0,8780  0,8960
2 03310 0,3610 0,5740 0,5730 0,9990  0,9990
5 10 04290 0,6290 0,6400 0,5800 0,9990  0,9990
14 04260 0,7580 0,6280 0,4890 0,9980  0,9980
15 04730 0,8050 0,6480 0,4560 0,9980  0,9980
2 09620 0,9670 0,9920 0,9910 1,0000  1,0000
10 0,9690 0,9830 0,9980 0,9950 1,0000  1,0000
100 30  0,9780 0,9960 0,9920 0,9740 1,0000  1,0000
48 0,9840 1,0000 0,9910 0,9040 1,0000  1,0000
50  0,9830 0,9990 0,9900 0,8690 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
p=0,90
10 20,0020 0,0030 0,1500 0,1580 0,8370  0,8710
2 02970 0,3230 0,5450 0,5460 1,0000  1,0000
5 10 03870 0,5960 0,6000 0,5410 1,0000  1,0000
14 03900 0,7340 0,5800 0,4270 0,9990  0,9990
15 04070 0,8010 0,6000 0,3540 0,9980  0,9980
2 09620 0,9660 0,9860 0,9870 1,0000  1,0000
10 0,9650 0,9740 0,9930 0,9940 1,0000  1,0000
100 30  0,9780 0,9970 0,9980 0,9660 1,0000  1,0000
48 0,9830 0,9990 0,9840 0,8510 1,0000  1,0000
50  0,9830 1,0000 0,9780 0,8080 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

e TNMDDbRKS, o poder do teste melhora e ao contrario dos casos sem correlacdo o aumento do

nimero de varidveis influencia positivamente no poder.
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Quanto ao teste TNMDbRBoot, assim como os demais testes propostos, com o aumento
do nimero de varidveis apresentou uma redugao no poder para p = 0,00 e aumento no poder
para p = 0,90. Os casos mais criticos desta caracteristica podem ser observados em n = 100
com p = 0,00, que para p = 2 apresenta 96,80% de poder, em p = 10 74,50% de poder, ja nos
valores de p = 30, 48 e 59 o poder é de aproximadamente 0% ou iguais a 0% de poder. Para
as situagcoes n = 1000 o TNMDbRBoot atingiu poder mdximo, 100%, ou aproximadamente de
100% de poder.

Os testes TNMBP e TNMSWR em todas as situacdes de n, p e p = 0,00, conside-
rando & = 10% obtiveram os melhores desempenhos em relacdo aos testes propostos, sendo
0o TNMSWR superior em todos os casos considerados. Para n = 10, os testes apresentaram
valores de desempenho baixo, préximos ao nivel nominal @ = 10%. Os TNMBP e TNMSWR
a partir de n = 30 com p = 10 apresentaram poder superior 90%, atingindo 100% a partir de
n =100 com p =2 para TNMBP e n = 30 com p = 14 para TNMSWR. J4 nas situacdes com
p = 0,90, ao contrario dos testes propostos que melhoraram o desempenho com varidveis al-
tamente correlacionadas, os testes referencias, principalmente TNMBP, apresentaram perda de
poder. Como por exemplo, para TNMBP em n = 30 com p = 14 observa-se poder de 98, 10%
para p = 0,00 e 48,20% para p = 0,90. Os dois testes em p = 0,90 atingem 100% de poder a
partir de n = 100 com p = 2.

Os resultados do poder para a distribui¢cdo uniforme considerando o = 10% (Tabela
4.17), foram comparados com o teste avaliados por (CIRILLO; FERREIRA, 2003). Para as situ-
acoes n = 100 com p =2 e 10, o teste de assimetria multivariado nas duas situacdes apresentou
baixo poder, com valores préximos de 0%, e em n = 100 com p = 10 o teste baseado no coefi-
ciente de correlacao Quantil-Quantil, obteve baixo poder, e poder moderado para TNMD2RKS,
TNMDbRKS e TNMDbRBoot. Para n = 100 com p = 2 o teste de curtose multivariada, o teste
baseado no coeficiente de correlacao Quantil-Quantil e os avaliados neste trabalho apresentaram
poder proximos de 100%.

Para o¢ = 5%, Tabela 4.18, TNMD2RKS, TNMDbRKS e TNMDbRBoot, apresentaram
resultados de poder semelhantes, os quais, ndo obtiveram bom desempenho nas situacdes com
tamanhos de amostra n = 10 e 30 para p = 0,00. Considerando p = 0,00, no caso de n =
100 com p = 2 apresentam 81% de poder para TNMD2RKS e TNMDbRKS e 93,8% para
TNMDbRBoot, e nos demais valores de p, 10, 30, 48 e 50, os testes apresentaram baixo poder,

0 mesmo comportamento presente na Tabela 4.17, ou seja, redu¢do do poder com o aumento



82

Tabela 4.17 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Uniforme em fun¢ado de n, p e das correlagdes

p =0,0¢e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 2 00150 0,0200 0,1390 0,1020 0,1030  0,1790
2 02100 0,1890 0,4320 0,3840 04540  0,7280

5 10 0.0560 0,0320 0,1960 0,0150 0,9280  0,9990
14 0,0320 0,0550 0,0990 0,0080 0,9810  1,0000
15 0,0480 0,0980 0,0890 0,0040 0,9860  1,0000
20,9030 0,8990 0,9740 0,9680 1,0000  1,0000
10 0,6740 0,5340 0,9200 0,7450 1,0000  1,0000

100 30  0,4700 0,0680 0,7560 0,0140 1,0000  1,0000
48 0,4420 0,0220 0,5040 0,0000 1,0000  1,0000
50  0,4540 0,0250 0,4610 0,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 2 0,280 0,0430 0,1440 0,1180 0,1060  0,1760
20,1820 0,1680 0,3600 0,3360 0,3700  0,6760

5 10 02970 0,5700 0,4890 0,4920 04650  0,7460
14 04430 0,8520 0,5830 0,5060 04820  0,7720
15 0,4550 0,8650 0,5770 0,4840 04880  0,7690
20,8460 0,8530 0,9340 0,9270 0,9980  1,0000
10 0,8530 0,9400 0,9700 0,9790 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 0,9990 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

do numero de varidveis. A partir de n = 1000 com p = 2, os testes atingiram 100% de poder.

Considerando p = 0,90, os trés testes apresentam melhora no poder assim com observado na

Tabela 4.17, porém com valores mais baixos devido a reducdo de .
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Nas situacdes com n pequeno n = 10 e 30, o teste TNMD2RBoot, ndo obteve desempe-
nho satisfatério, sendo que em algumas alternativas com p = 0,00 apresentou poder inferiores
ao nivel nominal. Considerando o tamanho amostral de 100 o teste apresentou a mesma carac-
teristica dos demais testes propostos para p = 0,00 considerando esta distribui¢do, redu¢do no
poder com o aumento do nimero de varidveis. Nas demais configuragcdes de n, p e p, observa-
se 100% de poder. Os testes TNMBP e TNMSWR, obtiveram desempenho superior aos testes
propostos para p = 0,00. Para as situagdes n = 10 e 30 com p = 2, os dois testes apresentaram
baixo poder para os dois valores de p. Porém, a partir de n = 30 com p = 10 para p = 0,00 os
testes apresentaram poder elevados, com valores de poder iguais a 100% ou aproximadamente
100%. Nos casos considerando p = 0,90 os testes atingem poder maximo a partir de n = 100
com p = 2.

Fazendo uma comparacdo dos testes avaliados neste trabalho com outros testes encon-
trados na literatura, os testes avaliados por Biase e Ferreira (2012), Cirillo e Ferreira (2003) e
Oliveira e Ferreira (2010). No caso dos resultados mostrados na Tabela 4.18, observa-se que
em pequenas amostras, n = 10 com p = 2, todos os testes considerados apresentaram baixo po-
der, com excecdo dos testes avaliados por Cirillo e Ferreira (2003) por ndo conter esta situagao.
Entretanto, nas situagdes n = 100 com p = 2, 10 e 50, os testes TNMBP, TNMSWR e o teste de
curtose multivariado foram os tnicos que apresentaram bom desempenho, 100% de poder nas
trés situagdes. Ja os testes TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, teste
conjunto de assimetria e curtose, teste quiquadrado de Pearson, teste Monte Carlo de norma-
lidade multivariada baseado em distancias, teste de assimetria € o teste baseado no coeficiente
de correlacdo Quantil-Quantil, apresentaram as mesmas caracteristicas, que consiste em perder

poder com o aumento do nimero de varidveis.
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Tabela 4.18 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Uniforme em fun¢ado de n, p e das correlagdes

p =0,0¢e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 2 00010 0,0010 0,0670 0,0400 0,020  0,0810
20,1100 0,1050 0,3090 0,2720 0,2800  0,5710

5 10 00190 0,0110 0,0960 0,0070 0,8450  0,9930
14 00100 0,0250 0,0470 0,0030 0,9410  0,9980
15 00110 0,0400 0,0390 0,0020 0,9470  0,9990
2 08150 0,8160 0,9490 0,9380 1,0000  1,0000
10 04600 0,3200 0,8320 0,5780 1,0000  1,0000

100 30 0,2460 0,0220 0,5900 0,0050 1,0000  1,0000
48 0,2440 0,0130 0,3170 0,0000 1,0000  1,0000
50 02580 0,0110 0,2890 0,0000 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0020 0,0010 0,0690 0,0620 0,0430  0,0730
20,0750 0,0710 0,2570 0,2280 0,1980  0,4550

5 10 01750 0,4390 0,3730 0,3610 02420  0,5980
14 0,2910 0,7110 0,4520 0,3540 0,2650  0,6300
15 0,3010 0,7530 0,4540 0,3400 0,2420  0,6190
20,7280 0,7310 0,9000 0,8910 0,9940  0,9990
10 0,7260 0,8510 0,9330 0,9530 1,0000  1,0000

100 30  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9990  1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 0,9970 0,9980  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

Para oo = 1%, o desempenho dos testes referente a distribuicao uniforme multivariada

sdo apresentados na Tabela 4.19. Este caso, Todos os testes apresentaram padrdao de desempe-

nho semelhante ao padrdo de desempenho considerando &t = 10% e 5%. O que se observa é

uma redugdo do poder, o que € esperado devido a redugdo de «.
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Tabela 4.19 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Uniforme em fun¢ado de n, p e das correlagdes

p =0,0¢e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P “TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 2 0,0000 0,0000 0,0140 0,0080 0,0070  0,0150
2 0,0220 0,0220 0,1100 0,0870 0,0420  0,2450
30 10 0,0000 0,0000 0,0160 0,0000 0,5070  0,9570
14 0,0010 0,0050 0,0090 0,0010 0,7190  0,9950
15 0,0010 0,0040 0,0050 0,0000 0,7510  0,9940
2 0,5620 0,5620 0,8240 0,7990 0,9830 1,0000
10 0,1180 0,0720 0,5280 0,2380 1,0000 1,0000
100 30 0,0380 0,0040 0,2280 0,0000 1,0000 1,0000
48 0,0320 0,0010 0,1010 0,0000 1,0000 1,0000
50 0,0460 0,0000 0,0840 0,0000 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1000 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
p=0,90
10 2 0,0020 0,0010 0,0690 0,0620 0,0430  0,0730
2 0,0750 0,0710 0,2570 0,2280 0,1980  0,4550
30 10 0,1750 0,4390 0,3730 0,3610 0,2420  0,5980
14 0,2910 0,7110 0,4520 0,3540 0,2650  0,6300
15 0,3010 0,7530 0,4540 0,3400 0,2420  0,6190
2 0,7280 0,7310 0,9000 0,8910 0,9940  0,9990
10 0,7260 0,8510 0,9330 0,9530 1,0000 1,0000
100 30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9990 1,0000
48 1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 0,9970 0,9980 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1000 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4.3 Exemplo

Para ilustras a aplicagcdo dos testes propostos TNMD2RKS, TNMDbRKS, TNMD2R-

Boot e TNMDbRBoot, e os testes usados como referéncia TNMBP e TNMSWR, foi utilizado
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um pequeno subconjunto de um exemplo apresentado por Royston (1983). No exemplo as
variaveis X| e X, referem-se a concentra¢do de hemoglobina e contagem de linfécitos, respec-

tivamente, mensurados em n = 20 pintores de carro. Os dados sdo apresentados a seguir:

Pintores X X5 Pintores X X>
1 13,4 14 11 15,2 26
2 14,6 15 12 16,9 28
3 13,5 19 13 14,8 24
4 15,0 23 14 16,2 26
5 14,6 17 15 14,7 23
6 14,0 20 16 14,7 9
7 16,4 21 17 16,5 18
8 14,8 16 18 15,4 28
9 15,2 27 19 15,1 17
10 15,5 34 20 14,2 14

Para verificar a normalidade dos dados, os passos dos testes propostos, sao executados e

apresentados em detalhes. De acordo com as fungdes disponiveis no apéndice B, inicialmente
~ . ~ K . .

séo calculados os estimadores robustos para locagdo X e escala S*, por meio do algoritmo

CovOgk, tem-se:

ok

14,92131 o 0,4194755 2,159535
21,01272 2,1595350 42,904876

A partir das estimativas do vetor de médias X~ e matriz de covaridncias §*, sdo cal-
culadas as distancias generalizadas de Mahalanobis robustas Diz* comi=1,2,---,20 (Tabela
4.20), por meio da expressao (3.2), para os testes TNMD2RKS e TNMD2RBoot, que sdo ba-
seados nesta distancia. J4 os testes TNMDbRKS e TNMDbRBoot sdo baseados na distancia
beta, assim sendo as distancias Dl-z* sdo transformadas para b; de acordo com a expressdo (3.3),
e apresentadas na Tabela 4.20.

Calculadas as distancias, a normalidade multivariada da amostra de acordo com os testes
TNMD2RKS e TNMDbRKS, € verificada mediante o teste univariado de Kolmogorov-Smirnov
aplicado as distincias D** para TNMD2RKS e b* para TNMDbRKS, em que os valores-p ¢ as
estatisticas dos testes, para o exemplo, estdo apresentadas na Tabela 4.21.

Quanto aos testes TNMD2RBoot e TNMDbRBoot, os julgamentos também sio basea-
dos no teste univariado de Kolmogorov-Smirnov. Porém, utilizando a estatistica de teste para

calcular o valor-p, dada pela equagdo 3.5. A estatistica de teste da amostra é comparada com
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Tabela 4.20 — Valores das distancias generalizadas de Mahalanobis robusta Diz* de cada observacao para
o estimador robusto da média amostral, e das distancias transformadas beta robustas b;.

i D b}
1 5,538461 0,306840
2 0,843748 0,046745
3 5,701020 0,315846
4 0,093513 0,005181
5 0,421120 0,023331
6 2,461293 0,136360
7 7,041687 0,390121
8 0,640865 0,035505
9 0,837167 0,046380
10 3,949345 0,218800
11 0,582187 0,032254
12 9,655584 0,534935
13 0,445477 0,024680
14 3,977921 0,220383
15 0,424304 0,023507
16 3,836183 0,212531
17 9,845491 0,545457
18 1,189811 0,065918
19 0,841546 0,046623
20 1,582778 0,087689

Npp valores de estatisticas de teste, obtidas por simulacdo de bootstrap paramétrico, assim
como detalhado no capitulo 3.

Desta forma, a normalidade dos dados foi verificada utilizando os seis testes, por meio
do so ftware R. Para os testes propostos, as fun¢des foram implementadas e estao disponiveis no
apéndice B. Para os testes usados como referéncia as funcdes utilizadas foram implementadas e
disponibilizadas por Biase (2011). Assim sendo, os resultados das estatisticas de teste e valor-p

referente a cada teste estdo apresentados na Tabela 4.21.

Tabela 4.21 — Valores dos resultados das estatisticas de teste e valor-p referente aos testes TNMD2RKS,
TNMDbRKS, TNMD2RBoot, TNMDbRBoot, TNMBP e TNMSWR, em relagdo a um
pequeno subconjunto do exemplo apresentado por Royston (1983).

Teste de normalidade multivariada Estatistica do teste Valor-p
TNMD2RKS 0,2531 0,1288
TNMDbRKS 0,2688 0,0913*
TNMD2RBoot 0,2531 0,0390**
TNMDbRBoot 0,2688 0,0270**
TNMBP 0,9720 0,8270
TNMSWR 0.3548 0,8345

*** significativo ao nivel 0,01, ** significativo ao nivel 0,05 e * significativo ao nivel 0, 10
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A partir dos resultados apresentados na Tabela 4.21, observa-se que o teste proposto
TNMD2RKS concorda com os testes referéncias TNMBP e TNMSWR, de que os dados se-
guem uma distribui¢do normal bivariada, ou seja, foram nao significativos (valor-p maior que
10%). Entretanto, os demais testes propostos TNMDbRKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot
foram significativos para & = 10%. Sendo que, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot foram ndo
significativos para o = 5% e no caso do teste TNMDDbRKS foi nao significativo somente para
o = 1%. Desta forma, considerando o nivel de significincia de 1%, todos os testes foram nao
significativos (valor-p maior que 1%).

Uma justificativa para esta discordancia entre os testes considerando os niveis de sig-
nificancia de 10% e 5%, pode vir da natureza das varidveis, em que X (concentracdo de he-
moglobina) € uma varidvel continua, em quanto X, (contagem de linfécitos) é uma varidvel de
contagem.

Portanto, em comparacdo com outros testes apresentados na literatura, a normalidade
desta mesma amostra foi avaliada por Ferreira (2011), utilizando diferentes testes. Inicialmente,
Ferreira (2011) avaliou a normalidade das marginais, ou seja, de cada varidvel separadamente,
utilizando o teste qui-quadrado, o teste de assimetria e curtose, o teste G-Curtose e o teste de
Shapiro-Wilk, além de procedimentos graficos. E, em todos estes testes, os resultados foram
concordantes de normalidade marginal, que € um indicio de normalidade bivariada.

Entretanto, é importante salientar que normalidade marginal ndo implica normalidade
multivariada (FERREIRA, 2011). Logo, se torna necessdria a verificagcdo da normalidade biva-
riada da amostra. Ainda de acordo com Ferreira (2011), a normalidade bivariada foi verificada
por meio dos testes: assimetria e curtose de Mardia (1970), TNMSWR e o procedimento gra-
fico Q-Q plots multivariado. Os quais nao rejeitaram a hipétese de normalidade bivariada dos

dados. Assim, todos os testes concordaram para este conjunto de dados.
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5 CONCLUSOES

1. Os testes TNMD2RKS, TNMD2RBoot e TNMDbRBoot foram propostos com sucesso;

2. dos testes avaliados, nenhum foi uniformemente mais poderoso em todas as situagdes
avaliadas, apesar de que, na maioria dos casos com varidveis ndo correlacionadas, o teste

TNMBP apresentou-se superior aos demais avaliados;

3. o TNMD2RKS, quanto as taxas de erro tipo I, mostrou-se conservativo em todas as situ-
acoes avaliadas, ndo obtendo controle adequado das taxas de erro tipo I. Em relacdo ao
poder, o teste se mostrou poderoso nas situagdes com n e p grandes, apresentando valores

proximos aos testes referencias;

4. o TNMb2RKS nio obteve controle das taxas de erro tipo 1. Portanto, o teste ndo é reco-

mendado para a verificacdo da suposicao de normalidade multivariada;

5. o TNMD2RBoot teve grande sucesso no controle das taxas de erro tipo I e excelente
desempenho principalmente nas situagdes com varidveis correlacionadas, superando em
muitos casos os testes referencias. Nao obteve poder adequado apenas em situagdes com
n e p pequeno. Dos testes propostos, foi o que apresentou os melhores resultados, seguido

pelo teste TNMDbRBoot;

6. o TNMDbRBoot controlou adequadamente as taxas de erro tipo I e se mostrou poderoso,
com desempenho préximo aos testes referéncia, e em algumas situacdes superando os
testes referencias. Porém, nas situacdes com n ou p pequeno, o teste ndo obteve bom

desempenho, ndo sendo recomendado nestas situacdes;

7. uma caracteristica inerente a todos os testes em quase todas as situagdes avaliadas é refe-
rente a presenga de correlacio entre as varidveis. Com alta correlagdo, apesar de os testes
propostos perderem poder, a perda € pequena. Ja nos testes referéncia, em varidveis al-
tamente correlacionadas, ha perda de poder expressiva em varias situacdes. Desta forma,

nas situagdes com correlacio alta os testes propostos superaram os referencias;

8. quanto ao controle das taxas de erro I com presenca de outliers os testes TNMD2RBoot
e TNMDbRBoot controlaram adequadamente as taxas de erro tipo I, o que nao foi obser-

vado nos demais testes.
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APENDICE A - Tabelas

Tabela 1 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenca de 2% de
outliers, em funcdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
0 =0,00
10 20,0160~ 0,0300~ 0,1010 0,0980  0,27307 0,27007

20,0370~ 0,0460~ 0,1110 0,1120  0,5140t 0,5020*
5 10 0,0310° 0,1700+ 0, 1060 0,1140  0,5190* 0,5220*
14 0,0430~ 0,3830* 0, 1200 0,1110  0,5170t 0,5170*
15 0,0470~ 0,4320* 0,1230 0,1160  0,4990+ 0,5050*
20,0270~ 0,0330~ 0,0990 0,1000  0,8790* 0,8800"
10 0,0250~ 0,0570~ 0,1180 0,1430%  0,8860" 0,8820%
100 30  0,0430~ 0,3990+ 0,1330" 0,13607  0,8880" 0,8880"
48 0,0830 0,8940* 0, 1040 0,0970  0,9020+ 0,9010+
50  0,0830 0,9320+ 0,0990 0,0860  0,8710% 0,8690"
20,0590~ 0,0620~ 0,1740+ 0,1750*  1,0000" 1,0000*
looo 10 007107 0,0880 0,2420* 0,2710%  1,0000% 1,0000*
30 0,0820 0,1600* 0,2730* 0,3300"  1,0000" 1,0000"
50 0,0810 0,2470* 0,3030* 0,3430T  1,0000% 1,0000"
0 =0,90
10 20,0240~ 0,0420~ 0,1150 0,1190  0,2480F 0,24407
20,0220~ 0,0250~ 0,0980 0,0960  0,5000% 0,4950"
5 10 0,0390° 0,1700+ 0, 1140 0,1230  0,5060* 0,5080"
14 0,0340~ 0,4020+ 0, 1060 0,1030  0,5150* 0,5140%
15 0,0420~ 0,4350* 0,0990 0,0990  0,5090" 0,5020"
2 0,0330" 0,0370~ 0,0850 0,0910  0,8910F" 0,8890"
10 0,0220~ 0,0630~ 0,1100 0,13707  0,8920% 0,8920"
100 30 0,0520~ 0,4220+ 0, 1260 0,1280*  0,8860" 0,8810%
48 0,1110 0,9400* 0,0960 0,1080  0,8940% 0,8890*
50 0,1030 0,9630" 0,0700~ 0,0740~  0,8530" 0,8510"
20,0650~ 0,0680~ 0, 1960+ 0,1980"  1,0000% 1,0000"
lo0p 10 0,0690 0,0980 0,2530+ 0,2860*  1,0000" 1,0000*
30 0,0820 0,1750+ 0,2750+ 0,3290*  1,0000% 1,0000*
50  0,0890 0,2570* 0,3010* 0,3340T  1,0000" 1,0000"

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10% de significincia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10% de significancia.
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Tabela 2 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenca de 2% de
outliers, em funcdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 5% de significancia.

5%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0010~ 0,0010~ 0,0460 0,0480  0,21707 0,2230F

20,0170~ 0,0220~ 0,0600 0,0620  0,4730+ 0,4750%
5 10 0,0100° 0,0770* 0,0540 0,0520  0,4950+ 0,4990+
40,0100~ 0,2330* 0,0630 0,0570  0,4920+ 0,4920+
15 0,0150~ 0,2730* 0,0550 0,0540  0,4660% 0,4670F
20,0120~ 0,0130~ 0, 0460 0,0460  0,8750t 0,8710%
10 0,0080~ 0,0230~ 0,0610 0,0770"  0,8810% 0,8780"
100 30 0,0170~ 0,2430* 0,0620 0,0670  0,8810+ 0,8810%
48 0,0270~ 0,7890* 0,0580 0,0510  0,8950+ 0,8920+
50 0,0330" 0,8300+ 0,0520 0,0460  0,8650% 0,8650"
20,0180~ 0,0220~ 0,0900* 0,0940T  1,0000" 1,0000"
looo 10 0,0330° 0,0380 0,1270* 0,1530%  1,0000" 1,0000"
30 0,0310~ 0,0710 0, 1540+ 0,2020°  1,0000% 1,0000"
50  0,0400* 0,1140+ 0,1600+ 0,1980*  1,0000" 1,0000*
0 =0,90
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0550 0,0560  0,2070F 0,20207
20,0060~ 0,0090~ 0, 0460 0,0480  0,4730% 0,4650"
5 10 0,0130 0,0880+ 0,0650 0,0650  0,4830% 0,4860%
40,0110~ 0,2280* 0,0460 0,0470  0,4930+ 0,4900*
15 0,0150~ 0,2730* 0,0470 0,0560  0,4830+ 0,4810F
20,0090~ 0,0120~ 0, 0440 0,0440  0,8830% 0,8860"
10 0,0060~ 0,0220~ 0,0620 0,0800%  0,8860" 0,8870%
100 30 0,0180~ 0,2540* 0,0660 0,0640  0,8740% 0,8740%
48 0,0440 0,8250* 0,0420 0,0470  0,8890+ 0,8850
50  0,0410 0,8790+ 0,0340 0,0350  0,8490+ 0,8480%
20,0250~ 0,0260~ 0,1070+ 0,1100*  1,0000% 1,0000*
looo 10 003107 0,0450 0,1450* 0,16107  1,0000" 1,0000"
30 0,0300~ 0,0640 0,1760* 0,21607  1,0000" 1,0000"
50  0,0360 0,1210* 0,1620* 0,1970°  1,0000% 1,0000"

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 5% de significancia.

- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 5% de significancia.
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Tabela 3 — Taxas de erro tipo I, considerando a distribui¢do normal multivariada com presenca de 2% de
outliers, em funcdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0100 0,0090  0,18807 0,19007
20,0020~ 0,0030~ 0,0160 0,0180  0,4580% 0,4540"
5 10 0,0000 0,0120 0,0120 0,0100  0,4760+ 0,4770+
14 0,0000~ 0,0590* 0,0090 0,0040  0,4770+ 0,4770%
15 0,0040 0,0830* 0,0110 0,0110  0,4430+ 0,4420%
20,0010~ 0,0030~ 0,0120 0,0120  0,8650+ 0,8650*
10 0,0010~ 0,0030~ 0,0120 0,0140  0,8780+ 0,8750*
100 30  0,0040 0,0620* 0,0140 0,0140  0,8770+ 0,8780%
48 0,0030~ 0,4610* 0,0110 0,0080  0,8890" 0,8880"
50  0,0040 0,5060+ 0,0050 0,0090  0,8630% 0,8600"
20,0030~ 0,0040 0,0210 0,0220"  1,0000" 1,0000"
looo 10 0,0060 0,0070 0,0380* 0,0460T  1,0000" 1,0000"
30 0,0020" 0,0070 0,0380* 0,050 1,0000% 1,0000"
50  0,0060 0,0250+ 0,0450+ 0,0560*  1,0000% 1,0000*
0 =0,90
10 20,0000~ 0,0000~ 0,0090 0,0040  0,1750F 0,17807
20,0010~ 0,0020~ 0,0100 0,0100  0,4500% 0,4520"
5 10 0,0020° 0,0150 0,0110 0,0160  0,4610% 0,4610%
14 0,0020~ 0,0540* 0,0040 0,0070  0,4770% 0,4790*
15 0,0010~ 0,0810* 0,0060 0,0080  0,4590+ 0,4610F
20,0020~ 0,0040 0,0090 0,0100  0,8790* 0,8810"
10 0,0020~ 0,0030~ 0,0140 0,0150  0,8810* 0,8810%
100 30  0,0030~ 0,0690* 0,0130 0,0130  0,8710t 0,8700*
48 0,0090 0,5030+ 0,0090 0,0090  0,8820+ 0,8840%
50 0,0030" 0,5660+ 0,0030~ 0,0040  0,8450+ 0,8450F
20,0020~ 0,0020~ 0,0200 0,0210 1,0000* 1,0000*
looo 10 0,0020° 0,0040 0,0420* 0,0480"  1,0000" 1,0000"
30 0,0050 0,0110 0,0360* 0,05107  1,0000" 1,0000"
50 0,0030" 0,0150 0,0380* 0,0450T  1,0000% 1,0000"

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 1% de significancia.
- Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 1% de significancia.
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Tabela 5 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) = 20% de
contaminacdo com mesmo vetor de médias §; = I, e estruturas das matrizes de covariancias
diferentes £; # X, em funcdo de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de

significancia.
n o p 1%
TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00
10 2 0,0000 0,0000 0,0100 0,0070 0,0420  0,0420
30 2 0,0010 0,0010 0,0170 0,0160 0,1120  0,0890
10 0,0010 0,0040 0,0100 0,0060 0,0070  0,0080
14 0,0030 0,0410 0,0090 0,0090 0,0160  0,0090
15 0,0000 0,0580 0,0090 0,0090 0,0030  0,0050
2 0,0010 0,0030 0,0290 0,0300 0,3200  0,2370
100 10 0,0000 0,0020 0,0100 0,0120 0,0180  0,0170
30 0,0000 0,0280 0,0050 0,0030 0,0110  0,0110
48 0,0040 0,3830 0,0100 0,0070 0,0110  0,0080
50 0,0020 0,4380 0,0100 0,0090 0,0110  0,0120
2 0,1650 0,1790 0,4220 0,4300 0,9990  0,9970
1000 10 0,0030 0,0030 0,0270 0,0310 0,0240  0,0220
30 0,0000 0,0050 0,0200 0,0150 0,0150  0,0100
50 0,0000 0,0100 0,0100 0,0100 0,0200  0,0300
p =0,90

10 2 0,0000 0,0000 0,0170 0,0100 0,0240  0,0240
2 0,0010 0,0010 0,0070 0,0090 0,0880  0,0780
30 10 0,0000 0,0090 0,0070 0,0050 0,0070  0,0140
14 0,0010 0,0490 0,0120 0,0080 0,0120  0,0120
15 0,0030 0,0650 0,0060 0,0060 0,0130  0,0180
2 0,0040 0,0050 0,0300 0,0310 0,2440  0,2080
10 0,0010 0,0020 0,0120 0,0100 0,0150  0,0200
100 30 0,0000 0,0490 0,0090 0,0080 0,0110  0,0160
48 0,0030 0,3790 0,0050 0,0060 0,0100  0,0140
50 0,0030 0,4750 0,0030 0,0030 0,0120  0,0170
2 0,1580 0,1790 0,4150 0,4250 0,9640  0,9590
1000 10 0,0020 0,0030 0,0290 0,0340 0,0130  0,0180
30 0,0000 0,0000 0,0050 0,0000 0,0050  0,0100

50 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0050  0,0200
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Tabela 6 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) = 20% de
contaminacdo com vetor de médias diferentes i; # [, e mesma matrizes de covariancias
Y =X, em fungdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de significancia.

10%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p=0,00

10 20,1150 0,1600 0,3220 0,2340 09120  0,9120

30 2 04960 0,5260 0,6850 0,7040 0,9990  0,9990
10 0,5540 0,7530 0,7420 0,6960 0,9980  0,9970
14 0,6280 0,8840 0,7600 0,6160 0,9970  0,9970
15 0,6280 0,9130 0,7770 0,6020 1,0000 1,000
20,9900 0,9910 0,9980 0,9980 1,0000 1,000

oo 10 09900 0,9940 0,9990 1,0000 1,0000 1,000
30 0,910 1,0000 0,9980 0,9890 1,0000 1,000
48 0,9940 1,0000 0,9960 0,9490 1,0000 1,000
50 0,910 1,0000 0,9940 0,9290 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

1000 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

p=0,90

10 2 00790 0,1230 0,2370 0,1970 0,9050  0,9060
20,4400 0,4600 0,6490 0,6640 0,9990  0,9990

3 10 05180 0,7280 0,7150 0,6480 0,9990  0,9990
14 0,5650 0,8610 0,7320 0,5500 0,9980  0,9970
15 0,5850 0,9150 0,7260 0,5330 0,9990  0,9990
20,9840 0,9850 0,9940 0,9940 1,0000 1,000
10 0,9760 0,9860 0,9910 0,9920 1,0000 1,000

100 30 0,9860 0,9990 0,9960 0,9810 1,0000 1,000
48 0,9890 1,0000 0,9870 0,9020 1,0000 1,000
50 0,9910 1,0000 0,9890 0,8900 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

lo0o 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
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Tabela 7 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) = 20% de
contaminacdo com vetor de médias diferentes i; # [, e mesma matrizes de covariancias
Y =X, em fungdo de n, p e das correlacdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1% de significancia.

1%
" P "TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p=0,00

10 20,0000 0,0000 0,0830 0,0540 0,7530  0,8790

3 2 0.1400 0,1650 0,3280 0,3330 0,9990  0,9990
10 0,1720 0,3310 0,4100 0,3070 0,9970  0,9970
14 02180 0,4890 0,4120 0,2300 0,9970  0,9970
15 0,2280 0,5530 0,4310 0,2080 1,0000 1,000
20,8570 0,8680 0,9660 0,9640 1,0000 1,000

oo 10 0.8600 0,8960 0,9780 0,9750 1,0000 1,000
30 0,8870 0,9700 0,9730 0,8890 1,0000 1,000
48 0,9080 0,9960 0,9480 0,6870 1,0000 1,000
50 0,8920 0,9980 0,9310 0,6350 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

1000 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0590 0,0240 0,6840  0,8130
20,1120 0,1270 0,2880 0,2960 0,9990  0,9990

3 10 01280 0,3000 0,3470 0,2540 0,9990  0,9990
14 0,1370 0,4530 0,3350 0,1630 0,9970  0,9970
15 0,1410 0,4940 0,3350 0,1660 0,9990  0,9990
20,8480 0,8550 0,9570 0,9590 1,0000 1,000
10 0,8440 0,8900 0,9680 0,9600 1,0000 1,000

100 30 0,8550 0,9530 0,9500 0,8490 1,0000 1,000
48 0,8700 0,9960 0,8930 0,5930 1,0000 1,000
50 0,8930 0,9970 0,9010 0,5550 1,0000 1,000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

lo0o 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000

50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
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Tabela 8 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) = 20% de
contaminacdo com diferentes vetores de médias i, # W, e estruturas das matrizes de cova-
ridncias diferentes £ # X, em fungdo de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de
10% de significancia.

10%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0890 0,1380 0,2950 0,2050 0,0030  0,9040
2 05030 0,5320 0,6950 0,7070 0,9990  0,9990

5 10 05920 0,7760 0,7650 0,7220 0,9990  0,9990
14 0,6030 0,8700 0,7610 0,6030 0,9980  0,9980
15  0,6310 0,8930 0,7810 0,6050 0,9980  0,9980
2 09810 0,9830 0,9980 0,9980 1,0000  1,0000
10 0,9880 0,9900 0,9990 0,9990 1,0000  1,0000

100 30  0,9880 0,9990 0,9990 0,9880 1,0000  1,0000
48 0,9950 1,0000 0,9980 0,9540 1,0000  1,0000
50  0,9970 1,0000 0,9990 0,9310 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0590 0,0240 0,6840  0,8130
20,1120 0,1270 0,2880 0,2960 0,9990  0,9990

5 10 01280 0,3000 0,3470 0,2540 0,9990  0,9990
14 0,1370 0,4530 0,3350 0,1630 0,9970  0,9970
15 0,1410 0,4940 0,3350 0,1660 0,9990  0,9990
20,8480 0,8550 0,9570 0,9590 1,0000  1,0000
10 0,8440 0,8900 0,9680 0,9600 1,0000  1,0000

100 30  0,8550 0,9530 0,9500 0,8490 1,0000  1,0000
48 0,8700 0,9960 0,8930 0,5930 1,0000  1,0000
50  0,8930 0,9970 0,9010 0,5550 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
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Tabela 9 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — ) = 20% de
contaminacdo com diferentes vetores de médias i, # U, e estruturas das matrizes de covari-
ancias diferentes £ # X, em funcio de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 1%
de significancia.

1%
" P TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p =0,00

10 20,0000 0,0000 0,0700 0,0400 0,7260  0,8400
20,1480 0,1670 0,3470 0,3480 0,9990  0,9990

5 10 01990 0,3490 0,4330 0,3170 0,9990  0,9990
14 02180 0,4900 0,4090 0,2170 0,9980  0,9980
15 02130 0,5520 0,4190 0,2060 0,9980  0,9980
20,8500 0,8630 0,9620 0,9620 1,0000  1,0000
10 0,8580 0,9050 0,9760 0,9700 1,0000  1,0000

100 30  0,8740 0,9710 0,9700 0,8770 1,0000  1,0000
48 0,9180 0,9930 0,9500 0,7250 1,0000  1,0000
50  0,9030 0,9980 0,9450 0,6590 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
50  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

p=0,90

10 20,0000 0,0000 0,0710 0,0360 0,6310  0,7440
20,1090 0,1300 0,3120 0,3160 1,0000  1,0000

5 10 01330 0,3170 0,3690 0,2700 1,0000  1,0000
14 0,1470 0,4520 0,3310 0,1570 0,9990  0,9990
15 0,1540 0,4940 0,3290 0,1450 0,9980  0,9980
20,8470 0,8540 0,9600 0,9600 1,0000  1,0000
10 0,8500 0,8820 0,9700 0,9600 1,0000  1,0000

100 30  0,8820 0,9660 0,9640 0,8590 1,0000  1,0000
48 0,8980 0,9950 0,9230 0,6170 1,0000  1,0000
50  0,8950 0,9980 0,9090 0,5790 1,0000  1,0000
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

looo 10 1:0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
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Tabela 4 — Poder dos testes, considerando a distribui¢do Normal Contaminada com (1 — 8) = 20% de
contaminagdo com mesmo vetor de médias {t; = U, e estruturas das matrizes de covariancias
diferentes £ # ¥, em fung¢do de n, p e das correlagdes p = 0,0 e 0,90 ao nivel de 10% de

significancia.
nop 10%
TNMD2RKS TNMDbRKS TNMD2RBoot TNMDbRBoot TNMBP TNMSWR
p=0,00
10 2 0,0170 0,0370 0,1020 0,1060 0,1830  0,1710
30 2 0,0320 0,0420 0,1040 0,1170 0,3330  0,2720
10 0,0240 0,1290 0,0780 0,0820 0,1200  0,1110
14 0,0300 0,3370 0,0790 0,0900 0,0990  0,1030
15 0,0370 0,3900 0,0820 0,0840 0,0810  0,0940
2 0,0600 0,0770 0,1660 0,1770 0,6070  0,4970
100 10 0,0200 0,0460 0,1040 0,1170 0,1250  0,1090
30 0,0190 0,3180 0,0890 0,0820 0,1020  0,1010
48 0,0520 0,8530 0,0680 0,0720 0,1160  0,1030
50 0,0620 0,8840 0,0740 0,0770 0,1170  0,1070
2 0,6210 0,6420 0,8260 0,8300 1,0000 1,0000
1000 10 0,0450 0,0560 0,1540 0,1630 0,1560  0,1330
30 0,0300 0,0350 0,0950 0,1050 0,0950  0,1250
50 0,0100 0,0600 0,0800 0,0900 0,0800  0,1000
p =0,90

10 2 0,0360 0,0600 0,1180 0,1230 0,1530  0,1370
2 0,0220 0,0330 0,1030 0,1250 0,2720  0,2300
30 10 0,0320 0,1550 0,1000 0,0960 0,0970  0,0820
14 0,0390 0,3650 0,0940 0,1050 0,1030  0,0820
15 0,0390 0,4260 0,0830 0,0790 0,1070  0,0900
2 0,0600 0,0730 0,1680 0,1800 0,5320  0,4360
10 0,0280 0,0480 0,1020 0,1280 0,1090  0,0950
100 30 0,0420 0,3610 0,0830 0,0890 0,1010  0,0780
48 0,0690 0,8760 0,0540 0,0670 0,0970  0,0880
50 0,0570 0,9350 0,0310 0,0400 0,0920  0,0800
2 0,6260 0,6450 0,8310 0,8360 0,9920  0,9910
1000 10 0,0480 0,0570 0,1630 0,1700 0,1350  0,1120
30 0,0050 0,0200 0,0850 0,1250 0,0800  0,0500

50 0,0150 0,0450 0,0900 0,0750 0,1000  0,0950
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# Programa para realizar testes de normalidade multivariada baseados em

# estimadores robustos dos pardmetros de locagdo e escala

# Teste de normalidade multivariada, baseado em distédncias robustas
# de Mahalanobis com aderéncia a distribuicdo qui-quadrado via

# Komogorov-Smirnov, dependéncia rrcov

library(rrcov)

library (MASS)

multNormRobustD2KS <- function (X)
{
n <- nrow (X)
p <- ncol (X)
robust <- CovOgk (X)
Xs <- robust@raw.center
Ss <-robust@raw.cov
SsI <- solve(Ss)
D2 <- apply(X,1,mahalanobis,Xs,SsI,inverted = TRUE)
ks <- ks.test (D2, "pchisq",p)

return(list (D=ksS$Sstatistic,p.valor=ksSp.value))

# Teste de normalidade multivariada, baseado em distancias robustas
# de Mahalanobis transformadas para disténcias betas

# via Komogorov-Smirnov dependéncia rrcov

library (rrcov)

library (MASS)
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multNormRobustbKS <- function (X)
{
n <- nrow (X)
p <- ncol(X)
robust <- CovOgk (X)
Xs <- robust@raw.center
Ss <- robust@raw.cov
SsI <- solve(Ss)
D2 <- apply(X,1,mahalanobis,Xs, SsI,inverted = TRUE)

b <= n*D2/(n-1)"2

ks <- ks.test (b, "pbeta",p/2, (n-p-1)/2,exact = TRUE)

return(list (D=ksS$Sstatistic,p.valor=ksSp.value))

# Teste de normalidade multivariada, baseado em distdncias robustas
# de Mahalanobis com aderéncia a distribuicdo qui-quadrado
# com distribuicdo nula obtida por meio de bootstrap paramétrico

# dependéncia rrcov

library (MASS)

library(rrcov)

multNormRobustD2Boot <- function (X, B = 1000)
{
n <- nrow (X)
p <- ncol (X)
robust <- CovOgk (X)
Xs <- robust@raw.center
Ss <- robust@raw.cov
SsI <- solve(Ss)

D2 <- apply(X,1,mahalanobis,Xs,SsI,inverted = TRUE)

ks <- ks.test (D2, "pchisq",p)



D <- ks$statistic

for

}

(bi in 1:(B-1))

X <= mvrnorm(n, Xs, Ss)
robust <- CovOgk (X)
Xb <- robust@raw.center
S <- robust@raw.cov

SI <- solve(S)

D2b <- apply (X, 1, mahalanobis, Xb, SI, inverted = TRUE)

ks <- ks.test (D2b, "pchisq",p)

D <- c¢(D, ksS$statistic)

p.valor <- sum(D >= D[1]) / B

return(list (D = D[1], p.valor = p.valor))

}

# Teste de normalidade multivariada, baseado em distéancias robustas

# de Mahalanobis transformadas para distédncias betas

# com distribuicdo nula obtida por meio de bootstrap paramétrico

library (MASS)

library(rrcov)

multNormRobustbBoot <- function(X, B = 1000)

{

n <- nrow (X)

p <- ncol (X)

robust <- CovOgk (X)

Xs <- robust@raw.center

Ss <- robust@raw.cov

SsI <- solve(Ss)

D2

<- apply(X,1,mahalanobis,Xs,SsI,inverted = TRUE)
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b <= n*D2/(n - 1)"2
ks <- ks.test (b, "pbeta",p/2, (n-p-1)/2,exact = TRUE)
D <- ks$statistic
for (bi in 1:(B-1))
{
X <= mvrnorm(n, Xs, Ss)
robust <- CovOgk (X)
Xb <- robust@raw.center
S <- robust@raw.cov
SI <- solve(S)
D2b <- apply (X, 1, mahalanobis, Xb, SI, inverted = TRUE)
bb <= n*D2b/(n - 1)"2
ks <- ks.test (bb, "pbeta",p/2, (n-p-1)/2,exact = TRUE)
D <- ¢ (D, ksS$statistic)
}
p.valor <- sum(D >= D[1]) / B

return(list (D = D[1], p.valor = p.valor))
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