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DISTRIBUIÇÃO E BOOTSTRAP EM BLOCOS

Eduardo Schneider Bueno de OLIVEIRA1

Antonio Carlos Simões PIÃO2
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RESUMO: Dados longitudinais tem grande relevância em análises para avaliar diversos

fatores. Por vezes, há também o problema de ausência de dados coletados em algum

momento durante o estudo, o que leva à necessidade de, ou desconsiderá-los, trabalhando

assim com uma amostra de menor tamanho, ou utilizar técnicas adequadas para estimar

tais dados ausentes. No presente estudo, com base em dados sobre a qualidade da

água nos rios Jaguari e Atibaia, são apresentados resultados de imputação múltipla de

dados para dados não normais, através da “Imputação Múltipla Livre de Distribuição”

e, posteriormente, resultados para a análise dos dados através de técnicas de Bootstrap

em blocos. Por fim, são apresentados os resultados práticos obtidos através da análise

realizada, a fim de identificar resumidamente a situação de ambos os rios ao longo dos

15 anos de estudo.

PALAVRAS-CHAVE: Imputação múltipla; bootstrap em blocos; ı́ndice de qualidade da

água.

1 Introdução

Em diversas situações dados são coletados ao longo do tempo. Havendo, em
geral, dependência entre dados longitudinais, a análise destes exige certos cuidados.
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Existem diversas técnicas, cada uma com suas limitações e suposições necessárias
para a adequação da técnica de análise a ser utilizada. Uma das técnicas existentes
é a de Bootstrap em blocos, cujos diferentes desdobramentos resultam em métodos
de utilização da mesma com algumas variações.

Um posśıvel problema na coleta longitudinal de dados é o da ausência de
alguns valores. Em um estudo longitudinal ao longo de vários anos, com observações
mensais, nem sempre em todos os meses há coleta de todas as variáveis de interesse.
Para resolver este problema, pode-se optar pela exclusão dos meses nos quais há
parcial ou completa ausência de dados. Outra abordagem posśıvel é a da Imputação
de Dados.

No presente artigo, visa-se avaliar o desempenho do método denominado
“Imputação Múltipla Livre de Distribuição” (BERGAMO, 2007, BERGAMO et
al., 2008) para dados coletados mensalmente nos rios Jaguari e Atibaia, ao longo de
quinze anos, os quais apresentam alguns problemas de ausência de dados ao longo
do peŕıodo, além de ter problemas de normalidade nas variáveis a serem imputadas.

Além disso, após realizada a imputação, pretende-se avaliar o desempenho
de dois diferentes métodos de aplicação do Bootstrap em blocos, a saber, a do
Bootstrap em blocos móveis (KÜNSCH, 1989) e a do Bootstrap Estacionário
(POLITIS e ROMANO, 1994), avaliando seu desempenho e também obtendo
resultados de suas aplicações.

Para a obtenção de resultados práticos, analisou-se o Índice de Qualidade da
Água (IQA) (COMPANHIA AMBIENTAL DO ESTADO DE SÃO PAULO, 2013)
nos dois rios. A imputação foi realizada com base nos sub́ındices que compõem
o IQA, levando-se em conta os dados para cada um dos rios analisados a cada
imputação. Os meses para os quais não houve coleta de nenhuma variável que
compõe o IQA não foram utilizados no estudo, uma vez que a imputação para os
mesmos não teve bons resultados.

2 Objetivos

• Avaliar o desempenho da técnica de “Imputação Múltipla Livre de
Distribuição” na imputação dos dados do estudo;

• Avaliar o desempenho do Bootstrap em blocos móveis e do Bootstrap
estacionário na análise dos dados;

• Obter informações sobre a qualidade da água dos rios Jaguari e Atibaia ao
longo dos últimos 15 anos.

3 Referencial teórico

3.1 O IQA

O IQA é utilizado desde 1975 pela Companhia Ambiental do Estado de São
Paulo (CETESB), conforme pode ser consultado em COMPANHIA AMBIENTAL
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DO ESTADO DE SÃO PAULO (2013). As informações obtidas por meio
desse ı́ndice são utilizadas para o gerenciamento das vinte e duas Unidades de
Gerenciamento dos Recursos Hı́dricos do Estado de São Paulo.

Para análises mais pormenorizadas é indispensável o estudo individual das
variáveis, porém para uma visualização do panorama geral das bacias os ı́ndices,
que combinam diferentes medidas em um único valor, são medidas relevantes. Além
disso, a facilidade de comunicação com o público é maior através de ı́ndices como o
IQA.

Originalmente, o IQA foi desenvolvido para águas americanas (BROWN et
al., 1970), sendo adaptado para águas brasileiras pela COMPANHIA AMBIENTAL
DO ESTADO DE SÃO PAULO (2013), com algumas mudanças principalmente nos
pesos atribúıdos a cada sub́ındice. As curvas utilizadas para obter-se os sub́ındices
componentes do IQA a partir dos valores brutos dos parâmetros equivalentes estão
disponibilizadas em COMPANHIA AMBIENTAL DO ESTADO DE SÃO PAULO
(2013), bem como os pesos de cada sub́ındice. Genericamente, a equação utilizada
é a mesma, seguindo a Equação (1).

IQA =

n∏
i=1

qi
wi , (1)

na qual IQA é um valor entre 0 e 100; wi é o peso relativo do i-ésimo parâmetro,
sendo que

∑n
i=1 wi = 1; qi é o valor do sub́ındice relativo ao i-ésimo parâmetro,

vindo da curva para aquela variável; n refere-se ao número de variáveis que entram
no cálculo do IQA (nove).

A classificação das águas, para o estado de São Paulo, é apresentada na
Tabela 1.

Tabela 1 - Classificação da Qualidade da Água IQA-CETESB

Categoria Resultado

Ótima 79 < IQA ≤ 100
Boa 51 < IQA ≤ 79
Regular 36 < IQA ≤ 51
Ruim 19 < IQA ≤ 36
Péssima 0 ≤ IQA ≤ 19

Fonte: Companhia Ambiental do Estado de São Paulo (2013).

3.2 Imputação de dados

Muitas vezes, em bancos de dados reais, há ausência em informações de
determinadas observações, também chamadas de dados ausentes ou faltantes, que
podem afetar negativamente a análise estat́ıstica a ser realizada. Tal situação ocorre
no caso dos dados do presente estudo.
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A imputação de dados é uma técnica que permite a substituição de dados
faltantes por seus valores estimados, a partir das unidades observadas de um
conjunto de dados. O objetivo do uso da imputação é estimar os valores ausentes,
trazendo assim mais informações para a análise posterior dos dados.

Existe na literatura alguns padrões e mecanismos para os dados ausentes,
definidos por Rubin (1976). Através desses padrões é posśıvel se ter uma base de
qual dos métodos existentes de imputação de dados é mais proṕıcio a ser utilizado
em cada caso.

Os padrões de dados ausentes dizem respeito à maneira com que as unidades
ausentes se distribuem dentro de um conjunto de dados, porém, não explicam o
motivo de os dados estarem ausentes. Os mecanismos de dados ausentes buscam
descrever posśıveis relações entre as variáveis que foram medidas e a distribuição
de probabilidades dos dados faltantes, visando desta maneira informar a causa da
ausência, embora não ofereçam de fato uma explicação causal (ENDERS, 2006).

Entre as posśıveis técnicas utilizadas para a imputação, existem as de
Imputação Simples e as de Imputação Múltipla. Na imputação simples, cada
valor para os dados ausentes é estimado uma única vez. Rubin (1976) faz uma
cŕıtica à utilização de tais métodos de imputação simples, uma vez que os mesmos
apresentam aumento no viés das estimativas.

A utilização de métodos de imputação múltipla vem como uma solução
plauśıvel para esse problema no viés das estimativas presente na imputação simples.
Na imputação múltipla é estimado um conjunto de valores razoáveis para o valor
a ser imputado e a partir dele utilizada uma metodologia a fim de verificar o valor
mais provável para aquele dado ausente. Com isso, a variabilidade é introduzida e os
resultados são mais confiáveis que aqueles obtidos pela imputação simples (JELICIC
et al., 2009).

3.2.1 Imputação múltipla livre de distribuição

Em diversos métodos de imputação múltipla, são feitas suposições sobre a
distribuição de probabilidade dos dados. Para casos nos quais tais suposições não
podem ser feitas, foi desenvolvido um método com estimativas precisas dos valores
ausentes foi desenvolvido (BERGAMO, 2007; BERGAMO et al., 2008).

Este método, baseado em ideias de decomposição em valores singulares
(GOOD, 1969), as quais anteriormente já haviam sido utilizadas para a realização de
imputação simples (KRZANOWSKI, 1988), realiza algumas alterações no método
de imputação simples, permitindo a realização não mais de apenas uma, mas
sim de M estimativas para o valor ausente, adicionando-se assim a presença de
variabilidade nas imputações.

Segundo Rubin (1987) e Schafer e Graham (2002), um número M entre 3
e 5 imputações já é o suficiente para expressar a variabilidade existente entre as
imputações.
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3.3 Bootstrap em blocos

As técnicas de reamostragem consistem em, tomando uma amostra mestra
de dados, realizar sucessivas reamostras com base nessa amostra original. O
Bootstrap (EFRON, 1979), uma das técnicas de reamostragem existentes, é uma
boa alternativa para a realização de análises que, em sua forma tradicional, exigem
que diversas suposições de modelo sejam satisfeitas - o que muitas vezes não ocorre
na prática. Por meio de realizações de reamostras, podem ser obtidas estat́ısticas
de interesse, tanto pontuais quanto intervalares.

A ideia básica do Bootstrap consiste em, através dos dados dispońıveis na
amostra, reproduzir o mecanismo probabiĺıstico que os gerou. Para casos com
a distribuição de probabilidade desconhecida, é posśıvel substitúı-la por uma
distribuição emṕırica que possa aproximá-la, utilizando assim o Bootstrap não
paramétrico. No Bootstrap não paramétrico, a partir da amostra original, são
realizadas B reamostras, com reposição, de mesmo tamanho da amostra original.

O número B de reamostras para a realização das análises estat́ısticas depende
do intuito do estudo. Efron e Tibshirani (1993) indicam que B = 200 dá resultados
bastante bons para a estimativa da variância. Relativamente à construção de
intervalos de confiança bootstrap o número de reamostras deve ser maior, devendo
ser realizadas cerca de B = 1000 réplicas.

Ainda há a possibilidade do cálculo de medidas de precisão do Bootstrap, bem
como o viés e a variância entre as médias (σ2

B
∗
), conforme nas Equações (2) e (3).

V̂iés
∗
B =

∑B
i=1 θ

∗(i)

B
− θ(F̂n), (2)

σ̂2
B
∗

=
1

B − 1

B∑
i=1

(θ∗(i) − θ∗)2. (3)

na qual θ(F̂n) é a média estimada obtida por meio da amostra mestre original, θ∗(i)

é a média da amostra gerada na realização do Bootstrap e θ∗ é a média das médias
Bootstrap após B realizações.

Para casos nos quais há dependência entre os dados, mesmo o Bootstrap
comum apresenta inadequações, uma vez que uma de suas únicas suposições é a
de que os dados são independentes e identicamente distribúıdos. Para casos assim,
existe a alternativa do uso do Bootstrap em blocos, o qual tem grande valia em
casos de análises de séries temporais e de cluster (POLITIS, 2003; CAMERON et
al., 2008). Se a dependência for neglicenciada, podem ocorrer erros (SINGH, 1981).

Inicialmente esse método foi proposto para séries temporais estacionárias,
mas existem trabalhos que mostram que até mesmo para séries que fogem um
pouco da estacionariedade mas se aproximam dela, os resultados são bastante bons
(SYNOWIECKI, 2007).

Para a realização do Bootstrap em blocos, parte-se da mesma ideia de
reamostragem do Bootstrap, porém, agora baseando-se em reamostragens de blocos
de dados de tamanho l, ao invés de utilizarem-se os dados individualmente. Um
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algoritmo genérico para melhor entendimento da lógica de tal método é o seguinte
(POLITIS e WHITE, 2004):

1. Tome a amostra original X1, X2, . . . , XN e a “envolva” em sequências, isto é,
defina novas séries de dados Yt compostas por elementos de Xt

2. Tome i0, i1, . . ., i.i.d. de uma distribuição uniforme no conjunto 1, 2, . . . , N .
Esses são os pontos iniciais de cada bloco.

3. Tome l0, l1, . . ., i.i.d. de alguma distribuição Fl(.) que dependa do parâmetro
l. Esses são os tamanhos dos blocos, que podem tanto ser considerados fixos
como dependentes de uma distribuição de probabilidade.

4. Construa uma série pseudo-aleatória de Bootstrap Y ∗1 , Y
∗
2 , . . ., reamostrando

ao invés das unidades Xt os blocos Yt constrúıdos a partir de tais unidades.

5. Por fim, basta se focar nos N primeiros pontos de cada série Bootstrap e
construir a média aritmética Bootstrap (Y

∗
N = N−1

∑N
i=1 Y

∗
i ). A estimativa

da variância assintótica da média aritmética é dada por V ar∗(
Y
∗
N√
N

).

6. Com isso tem-se as estimativas para a média e a variância da média ao longo
da realização das reamostragens Bootstrap e pode-se utilizá-las da mesma
maneira que no Bootstrap usual para obter estimativas.

Entre as diferentes técnicas que se apropriam da ideia do Bootstrap em blocos
estão a do Bootstrap em blocos móveis (KÜNSCH, 1989) e do Bootstrap estacionário
(POLITIS e ROMANO, 1994).

A proposta de Künsch (1989) segue exatamente a formulação do Bootstrap
em blocos, considerando-se sobreposição dos mesmos, com reamostragem com
reposição. Para tal, o tamanho dos blocos é fixado, os blocos são montados de
acordo com tal tamanho, havendo sobreposição, ou seja, o primeiro bloco parte do
indiv́ıduo 1, enquanto o segundo parte do indiv́ıduo 2 e não do indiv́ıduo seguinte ao
término do primeiro bloco. Tais blocos são reamostrados, com reposição, seguindo
a ideia do algoritmo exposto.

Já o Bootstrap estacionário apresenta algumas diferenças apenas quanto ao
tamanho dos blocos. O tamanho de cada bloco, agora, não é considerado fixo.
Para sua utilização considera-se variáveis aleatórias Li, i = 1, 2, . . . como sendo o
tamanho de cada bloco.

A definição de tais variáveis ocorre de maneira pela qual elas sejam i.i.d. e
possuam uma distribuição geométrica de probabilidade. Assim, a probabilidade do
evento {Li = m} é (1− p)m−1p, para m = 1, 2, . . ..

A probabilidade p é obtida a partir de um tamanho esperado pré-estipulado
para os blocos. Sabendo que na distribuição geométrica, como definida no parágrafo
anterior, tem-se que E(L) = 1/p isso implica que uma vez estipulado o valor
esperado para o tamanho (L) do bloco, basta tomar p = 1/E(L). O restante
do algoritmo segue a mesma lógica dos demais métodos de Bootstrap em blocos e
pode ser visto em detalhes em Politis e Romano (1994).
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Uma etapa importante é a da definição do tamanho e do número de blocos a
serem utilizados. Na literatura existem diferentes sugestões referentes à escolha do
número de blocos utilizados. Hall e Horowitz (1996) utilizam 5 blocos para uma
amostra de tamanho 50 e 10 para uma de tamanho 100. Inoue e Shintani (2003)
selecionam o tamanho dos blocos por meio de procedimentos automáticos, bem
como Politis e White (2004) o fazem para o Bootstrap em blocos estacionário e o
circular de blocos móveis. Em Patton, Politis e White (2009) são corrigidos alguns
problemas de Politis e White (2004) e os métodos são aprimorados.

Os procedimentos automáticos propostos em Politis e White (2004) e Patton et
al. (2009) baseiam-se na estrutura de dependência dos dados, na variância bootstrap
e em seu erro quadrático médio. Por meio de diversas manipulações algébricas os
autores chegam a uma forma de otimizar o procedimento da escolha do tamanho
dos blocos, minimizando esse erro quadrático médio, sempre levando também em
conta a estrutura da dependência temporal.

Há nesses artigos toda a base teórica para a formulação dessa escolha
automática, simulações para teste de seu desempenho e também um código da
programação para sua implementação, a qual está dispońıvel também no software
estat́ıstico R (R CORE TEAM, 2015).

4 Metodologia

4.1 Os dados do estudo

Os dados utilizados no presente estudo são provenientes dos rios Jaguari (na
coordenada 22o42’00.0”N 47o08’06.6”L) e Atibaia (22o44’25.3”N 47o071’35.2”L).

A análise foi realizada com base nos valores do Índice de Qualidade da Água
(IQA). As variáveis que compõem o IQA foram coletadas ao longo dos meses entre
2000 e 2014 e as amostras foram analisadas quanto aos parâmetros qúımicos, f́ısicos
e biológicos segundo Standard Methods (CLESCERI et al., 1998), no laboratório
de Ensino e Pesquisa de Toxicidade de água do Departamento de Bioqúımica e
Microbiologia, Instituto de Biociências, Campus de Rio Claro/SP/BR.

Verifica-se a proporção de ausência de cada variável em meses nos quais as
outras foram observadas e também a proporção de ausências multivariadas, a qual
ocorre nos meses sem coleta da água. Para as ausências multivariadas, ambos os
rios possuem o mesmo número de não observações, sendo que dos 180 meses do
peŕıodo, há não coleta em 46 meses, resultando assim em uma proporção de cerca
de 25.55% de ausência para esse padrão. Essa situação vale para todos os pontos
do estudo.

Quanto à ausências por não haver análise de determinada variável, ocorridas
nos demais 134 meses, houveram situações diferentes nos pontos selecionados para
o estudo, conforme apresentado na Tabela 2.
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Tabela 2 - Proporção de Ausências para os Pontos

Variável Proporção Rio Jaguari Proporção Rio Atibaia
E. coli 0.00% 1.49%

pH 0.00% 1.49%
Nt 2.23% 3.73%
Pt 13.43% 11.19%

Turbidez 15.67% 17.16%
O.D. 2.23% 4.48%
DBO 0.00% 1.49%

S. Totais 2.23% 3.73%

4.2 Imputação de dados

No presente estudo, uma vez que os dados não apresentam normalidade, as
imputações foram realizadas através da técnica de Imputação Múltipla Livre de
Distribuição (BERGAMO, 2007; BERGAMO et al., 2008), utilizando-se o software
SAS (SAS, 2011), com base no código presente em Bergamo (2007). Foram
imputados os valores para os meses nos quais houve coleta de água mas não houve
a análise de alguma variável espećıfica, o que impossibilitaria o cálculo do IQA,
caso não fosse realizada a imputação ou utilizado algum método de cálculo que
desconsidere aquela variável. Adotou-se a realização de 5 imputações.

A entrada de dados foi feita através de uma matriz do tipo:

Y =


y11 y12 y13 y14 y15 y16 y17 y18
y21 y22 y23 y24 y25 y26 y27 y28
...

...
...

...
...

...
...

...
yn1 yn2 yn3 yn4 yn5 yn6 yn7 yn8

 (4)

Com yij representando a observação da variável j, em um ponto espećıfico, na
data i. Ou seja, as colunas possuem as diferentes variáveis que compõem o IQA em
um mesmo rio, sendo as linhas os meses consecutivos.

Para a entrada de dados, seria posśıvel tanto considerar os valores brutos de
cada variável, imputar os valores ausentes, e com base neles calcular o sub́ındice qi
referente a tal valor, quanto calcular primeiramente os sub́ındices qi das variáveis
analisadas, com base nos valores brutos, e entrar com os mesmos na matriz de
dados, tendo-se assim a imputação direta de sub́ındices para as variáveis ausentes,
e não mais dos valores brutos das mesmas.

No presente estudo, cada casela da matriz de entrada de dados correspondeu
ao sub́ındice qi do rio em questão, em determinado mês, uma vez que, ao entrar-se
com os dados brutos de cada variável, houve grandes diferenças na escala, que
trouxeram problemas à imputação. Assim, são imputados diretamente os valores
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dos sub́ındices qi que compõem o IQA, bastando substitúı-los na fórmula do ı́ndice,
após a imputação, para assim calcular o valor de IQA para aquele mês. Com tais
valores de IQA obtidos, é posśıvel realizar análises quanto à qualidade da imputação
com base no IQA e também outras análises estat́ısticas práticas, referentes à situação
dos rios no peŕıodo de estudo.

Para meses nos quais não há coleta de água, torna-se inviável a imputação
por meio desse método, uma vez que, para todos os meses nos quais isso ocorre, os
valores imputados seriam exatamente os mesmos, não levando em conta nenhuma
informação espećıfica daquele peŕıodo na imputação.

4.2.1 Avaliação da qualidade de imputação

Antes de realizar a aplicação da técnica de imputação para os dados ausentes,
foi realizado um estudo a fim de verificar a qualidade dos dados estimados pela
imputação, em detrimento de outra maneira posśıvel de se obter os resultados.

Com isso, baseando-se nos meses para os quais há os dados completos, em
uma matriz na qual há os dados dos sub́ındices que compõem o IQA, foram
retirados aleatoriamente algumas observações, seguindo-se o mesmo padrão de
ausência existente na matriz a ser posteriormente imputada. Desta forma, pode-se
inferir sobre as diferenças entre os valores obtidos pela imputação e os presentes na
matriz original. Esse procedimento é semelhante ao realizado em outras análises
da qualidade da imputação, bem como os presentes no próprio estudo de Bergamo
(2007) e também em Arciniegas-Alarcón et al. (2014), entre outros.

Para a avaliação da qualidade de imputação, foram utilizados três estat́ısticas,
a NRMSE (CHING et al., 2010), o Tacc (BERGAMO, 2007) e o coeficiente de
correlação de Spearman (SPEARMAN, 1904).

Tais estat́ısticas podem ser definidas como:

NRMSE =

√
média(aimp − aorig)2

dp(aorig)
, (5)

na qual aimp é o vetor contendo os valores preditos, aorig é o vetor contendo os
valores originais e dp representa o desvio padrão. Quanto menor o valor de NRMSE,
melhor a qualidade da imputação.

A Tacc pode ser calculada para casos nos quais há ajustes de imputação
múltipla, tendo o seguinte procedimento:

accl =

∑M
m=1(Ŷl(m) − V Ol)

2

M − 1
, (6)

sendo que M é o número de vezes que o processo de imputação é repetido, V O é o
valor original retirado da posição l = 1, 2, . . . , na, na qual na representa o número de
valores retirados correspondentes à linha i e coluna j (i; j) dos dados e ŷij representa
o valor imputado pelo método proposto.

Para obter uma medida geral da acurácia podemos tomar uma média de accl.
Assim temos:
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Tacc =

∑na
l=1 accl
na

. (7)

A Tacc possui dois componentes, sendo que o primeiro avalia a variância entre
as imputações e o segundo representa o viés quadrático médio, assim:

Tacc = VE + V QM, (8)

em que:

Tacc parte 1 = VE =
1

na

na∑
l=1

∑M
m=1(Ŷl(m) − Y l)

2

M − 1
(9)

e

Tacc parte 2 = V QM =
1

na

na∑
l=1

M(Y l − V Ol)
2

M − 1
, (10)

com Y l) sendo a média das M imputações realizadas e as demais variáveis tendo a
mesma interpretação das equações anteriores. Quanto menor o valor de ambas as
partes e, consequentemente, de Tacc melhor o ajuste.

E enfim, o coeficiente de correlação de Spearman:

ρ = 1− 6
∑
d2i

n(n2 − 1)
(11)

na qual di=xi − yi indica a diferença entre os postos dos pares xi, yi das variáveis
em estudo. Quanto maior o valor da correlação, melhor a qualidade da imputação.

A imputação foi realizada baseando-se nos valores de qi que compõem o IQA.
Tais valores foram inseridos na matriz por ponto de coleta, ou seja, houve imputação
de duas matrizes, uma para o rio Jaguari e outra para o rio Atibaia. As linhas da
matriz utilizada para a imputação referem-se às diferentes datas de coleta para
aquele rio e as colunas aos sub́ındices qi.

A fim de realizar a comparação do resultado de IQA obtido com a imputação
múltipla e o obtido por outro método, foi utilizado um método bastante intuitivo
de cálculo do IQA quando da ausência de alguma variável que o compõe.

Para tanto, utilizou-se apenas as variáveis observadas para calcular o IQA,
recalculando os pesos de cada um dos sub́ındices qi no cálculo final do Índice de
Qualidade da Água. Nessa abordagem, caso a variável ausente tenha um valor
de peso wi = x, com sua ausência a soma dos demais pesos (S−i) resultaria em
S−i = 1 − x. Assim, a fim de que, por meio de uma padronização, essa soma
resulte em um e a proporção de pesos de cada sub́ındice seja mantida, podemos
tomar os pesos padronizados (wpi′) das demais variáveis i′ como sendo da forma
wpi′ = wi′/(1−x), sendo wi′ o peso original para aquele sub́ındice. Essa abordagem
é uma das que surgem mais naturalmente como posśıvel solução do problema.
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4.3 Bootstrap em blocos

No presente artigo foram realizadas análises por meio do Bootstrap em blocos
móveis (KÜNSCH, 1989) e do Bootstrap estacionário (POLITIS e ROMANO, 1994).
O desempenho de ambas as técnicas de aplicação da metodologia de Bootstrap em
blocos foi comparado, bem como foram obtidos resultados, através dos mesmos,
para análises práticas, referentes à situação dos rios no peŕıodo estudado.

Quanto ao tamanho dos blocos, utilizou-se os valores obtidos por meio dos
métodos de seleção automática. Para o Bootstrap em blocos móveis foram utilizados
os tamanhos obtidos para o Bootstrap circular (POLITIS e ROMANO, 1992), uma
vez que ambos apresentam grande semelhança metodológica.

Para a análise da qualidade da água, com base nesses dados, foi utilizado o
valor do Índice de Qualidade da Água (IQA) em cada um dos rios, sendo os valores
de IQA os componentes da amostra utilizada.

5 Resultados

5.1 Imputação de dados

Para a avaliação dos resultados de IQA imputados, obtidos imputando-se os
valores dos sub́ındices qi por meio do método de Bergamo (2007), foi realizada a
comparação com os resultados de IQA imputados obtidos pela alteração dos pesos.
Para tal, foram utilizadas as estat́ısticas de avaliação da qualidade da imputação
trazidas na metodologia. Os resultados de imputação de IQA, e sua comparação
com os originais, foram obtidos por simulações, retirando-se aleatoriamente dos
dados coletados a proporção de ausência existente na amostra total. Com isso, é
posśıvel verificar o desempenho dos métodos de imputação.

Para o Tacc há nos resultados a divisão em duas partes, sendo a primeira a
referente à diferenças entre imputações e a segunda a referente aos erros a cada
imputação em relação ao valor original. Para essa segunda parte é posśıvel obter
um valor mesmo para métodos de imputação simples, a fim de comparação, ao se
considerar todas as imputações como iguais.

O método analisado, de Imputação Múltipla Livre de Distribuição consta nas
tabelas como Bergamo e o da alteração dos pesos como Pesos. As Tabelas 3 e 4
apresentam os resultados para a qualidade da imputação.

Tabela 3 - Estat́ısticas para os diferentes métodos - IQA Rio Jaguari

Estat́ıstica Bergamo Pesos
NRMSE 0.190 0.192

SPEARMAN 0.983 0.977
Tacc 2 (VQM) 5.066 5.147

Nota-se que o método de Bergamo (2007), quanto ao IQA, apresenta resultados
bastante interessantes. O método dos pesos não é de todo ruim, apresentando um
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Tabela 4 - Estat́ısticas para os diferentes métodos - IQA Rio Atibaia

Estat́ıstica Bergamo Pesos
NRMSE 0.323 0.440

SPEARMAN 0.936 0.905
Tacc 2 (VQM) 4.333 40.953

bom valor para a correlação de Spearman, principalmente, porém, o método de
Bergamo apresenta valores maiores de correlação e, além disso, tem menor NRMSE
e parte 2 do Tacc (V QM), principalmente no que se refere ao rio Atibaia.

É interessante notar, também, que a variabilidade entre as imputações é
bastante baixa. Como foram imputados os sub́ındices, é interessante checar tal
variabilidade na imputação dos mesmos. Para o Jaguari, enquanto a parte 2 do
Tacc, considerando-se os sub́ındices foi de 618.32, a parte 1 (da variabilidade interna
das imputações), foi de apenas 1.27. Para o Atibaia a parte 1 do Tacc foi de apenas
0.83, com a parte 2 tendo o valor 368.38. Isso evidencia a baixa variabilidade
existente entre as imputações realizadas, o que será viśıvel quanto ao IQA quando
forem apresentados os resultados do Bootstrap, que são bastante similares entre as
imputações.

Vale ressaltar que, para o rio Jaguari, ao analisar os resultados de imputação
dos sub́ındices em si, sem levar em conta o cálculo do IQA, a correlação de
Spearman não foi tão alta (0.332), sendo que, caso o intuito do estudo fosse analisar
os sub́ındices de maneira pormenorizada, poderia haver questionamentos quanto
à qualidade de imputação para tal finalidade. No rio Atibaia mesmo para os
sub́ındices há alta correlação (0.827). Para a análise do IQA o método mostra-se
adequado para ambos os rios.

Ainda é interessante dizer que, caso sejam utilizadas as variáveis brutas,
antes da aplicação na curva dos sub́ındices qi, o método de Bergamo (2007) não
apresenta bons resultados. Nesse caso existe grande diferença nas escalas, e isso
acaba influenciando fortemente, de maneira negativa, na qualidade das estimativas
obtidas.

5.2 Bootstrap em blocos

Passando para a análise da qualidade do ajuste pelo Bootstrap em blocos,
foram analisadas estat́ısticas como o viés e o erro padrão obtido pelas B = 1000
reamostras para cada técnica. Antes da realização de tal análise foi verificada
a t-estacionariedade dos dados, obtendo-se a rejeição de raiz unitária, a 5% de
significância, pelo teste de Philipps-Perron (PHILLIPS e PERRON, 1988), para
Lag=4.

O tamanho dos blocos utilizados foram determinados por meio dos métodos de
seleção automática presentes na função “b.star”, do software R, presente no pacote
“np”. O tamanho dos blocos para cada uma das imputações foi de 19, para ambos
os rios, no Bootstrap em blocos. Os valores esperados para o tamanho dos blocos
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no Bootstrap estacionário são de 12 para o rio Jaguari e de 8 para o rio Atibaia.
Nas Tabelas 5-9 são apresentados os resultados para cada ponto de acordo com

cada técnica utilizada. A letra “B” na frente de uma estat́ıstica indica o resultado da
análise feita com o uso do Bootstrap em blocos móveis e a letra “E” pelo Bootstrap
estacionário.

Tabela 5 - Bootstrap para a Matriz Imputada - Primeira imputação

Rio MédiaB MédiaE Erro PadrãoB Erro PadrãoE Vı́cioB Vı́cioE
Jaguari 55.194 54.403 2.415 2.266 0.849 0.057
Atibaia 45.773 45.573 1.127 1.063 0.231 0.031

Tabela 6 - Bootstrap para a Matriz Imputada - Segunda imputação

Rio MédiaB MédiaE Erro PadrãoB Erro PadrãoE Vı́cioB Vı́cioE
Jaguari 55.218 54.434 2.411 2.260 0.841 0.058
Atibaia 45.764 45.563 1.132 1.068 0.232 0.031

Tabela 7 - Bootstrap para a Matriz Imputada - Terceira imputação

Rio MédiaB MédiaE Erro PadrãoB Erro PadrãoE Vı́cioB Vı́cioE
Jaguari 55.216 54.433 2.410 2.259 0.841 0.058
Atibaia 45.765 45.563 1.133 1.068 0.233 0.031

Tabela 8 - Bootstrap para a Matriz Imputada - Quarta imputação

Rio MédiaB MédiaE Erro PadrãoB Erro PadrãoE Vı́cioB Vı́cioE
Jaguari 1 55.216 54.433 2.410 2.260 0.841 0.058
Atibaia 45.765 45.563 1.133 1.068 0.232 0.031
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Tabela 9 - Bootstrap para a Matriz Imputada - Quinta imputação

Rio MédiaB MédiaE Erro PadrãoB Erro PadrãoE Vı́cioB Vı́cioE
Jaguari 55.217 54.434 2.410 2.260 0.841 0.058
Atibaia 45.765 45.563 1.133 1.068 0.232 0.031

Nota-se que os resultados obtidos pelo Bootstrap estacionário tem valores
bastante inferiores de v́ıcio, principalmente no que diz respeito ao rio Jaguari.
Descritivamente, observa-se que não há muita diferença no erro padrão para ambos
os métodos. Os resultados para cada uma das imputações são bastante similares,
com diferenças muito leves.

Antes de prosseguir para a análise prática dos dados, é interessante verificar
a simetria nos dados para cada rio, a fim de ter noção sobre a plausibilidade da
construção usual do intervalo de confiança, por meio dos quantis. Também é
interessante verificar se há muitos outliers nas médias das reamostras calculadas, a
fim de verificar algum posśıvel problema nos dados para a utilização dessa técnica.
Uma vez que os resultados são bastante parecidos para cada imputação, a fim
de tornar as análises mais concisas, serão apresentados os gráficos apenas para a
terceira imputação, nas Figuras 1 e 2.

Figura 1 - Boxplots e Histogramas do Bootstrap em blocos móveis para a terceira
imputação.
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Figura 2 - Boxplots e Histogramas do Bootstrap estacionário para a terceira
imputação.

Nota-se que não há muitos outliers entre as B = 1000 médias obtidas, bem
como não há evidências de problemas mais sérios de assimetria, para nenhum dos
dois métodos. Assim, foram prosseguidas as análises para verificar a situação
dos rios no peŕıodo estudado. A seguir, também foram utilizadas as técnicas de
Bootstrap em blocos para o vetor de contrastes entre os rios, a fim de verificar se o
intervalo de confiança entre os mesmos não possui o valor 0, a 5% de significância,
o que indicaria diferença significativa entre os IQAs desses rios.

Os resultados quanto às estat́ısticas para comparação dos métodos Bootstrap
são bastante semelhantes aos obtidos pelos vetores dos rios de maneira separada,
sendo novamente o Bootstrap estacionário o que obtêm os menores v́ıcios e com
valores de erro padrão bastante similares. O tamanho dos blocos para o vetor de
contrastes foi de 18 para o Bootstrap em blocos móveis e o tamanho esperado para
o Bootstrap estacionário foi de 10.

Ainda é interessante salientar que ao dividir o banco de dados em peŕıodos de
tempo menores, como, por exemplo, cinco anos, os resultados do teste de Philipps-
Perron indicam não haver t-estacionariedade e, além disso, a assimetria das médias
Bootstrap passa a ser grande. A fim de exemplificar a existência de maior assimetria,
as Figuras 3 e 4 apresentam os resultados para a terceira imputação, levando em
conta apenas o peŕıodo de 2005 a 2009.
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Figura 3 - Boxplots e Histogramas do Bootstrap em blocos móveis para a terceira
imputação - Peŕıodo 2005 a 2009.

Figura 4 - Boxplots e Histogramas do Bootstrap estacionário para a terceira
imputação - Peŕıodo 2005 a 2009.
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Tal situação dá ind́ıcios de que a utilização do Bootstrap em blocos para
peŕıodos de tempo menores, ao menos no caso desse estudo, não é a mais adequada.
Vale ainda ressaltar que dividindo os peŕıodos dessa maneira há alguns que tem
poucas observações, e com isso, o tamanho dos blocos fica mais próximo ao tamanho
de toda a amostra.

5.3 Análises práticas

Primeiramente, antes da realização das análises para todo o peŕıodo, é
interessante ao menos observar como os dados se portam ao longo dos anos. A
Figura 5 dá um panorama de tal comportamento, levando em conta cada uma das
imputações.

Figura 5 - IQA para cada imputação por ponto.

Os espaços em branco referem-se àqueles meses nos quais não houve coleta de
água. Nota-se, descritivamente, que o IQA, em ambos os rios, teve alguma melhoria
há alguns anos atrás, porém, voltou a cair nos últimos anos, tendo atualmente
resultados não superiores aos do ińıcio do estudo. Não há também tendência a
comportamentos muito t́ıpicos levando-se em conta, por exemplo, os espaços de
tempo de 12 em 12 meses.

Realizando a análise dos dados, com todo o peŕıodo sendo levado em conta,
obtêm-se os seguintes intervalos quant́ılicos de confiança (quantil 0,025 e quantil
0,975):
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- Rio Jaguari - Blocos móveis: (50,851 ; 59,703) Estacionário: (50,272 ; 58,959)

- Rio Atibaia - Blocos móveis: (43,564 ; 47,897) Estacionário: (43,491 ; 47,563).

Pode-se notar que, para o Rio Jaguari, o intervalo de confiança apresenta
algumas leves diferenças entre as técnicas, porém, no que diz respeito à categoria
de acordo com a tabela da CETESB, ambas as técnicas contêm, em sua maior parte,
valores que classificam a qualidade da água como boa. Vale ressaltar que o limite
inferior dos intervalos encontra-se já um pouco abaixo da passagem para a categoria
cuja classificação é regular.

Quanto ao Rio Atibaia, mais uma vez ambos os métodos tem algumas
diferenças numéricas mas resultados similares quanto à categoria no qual tais valores
se encaixam. Dessa vez a classificação da água está na categoria regular, tendo
alguma distância ainda razoavelmente grande de chegar próxima à categoria ruim.

Para o contraste obtêm-se o seguinte intervalo de confiança, também a 5% de
significância:

- Jaguari-Atibaia - Blocos móveis: (6,251 ; 13,017)

- Estacionário: (5,783 ; 12,363)

Esses intervalos evidenciam que de fato existe diferença significativa entre a
qualidade da água dos rios Jaguari e Atibaia, uma vez que o 0 não está contido.
O rio Atibaia, o qual recebe maior influência de despejos de reśıduos da atividade
antrópica, apresenta IQA consideravelmente menor que o obtido para o rio Jaguari.

Conclusões

O método da “Imputação Múltipla Livre de Distribuição” mostrou-se
adequado para realizar a estimativa dos sub́ındices ausentes, tendo-se como intuito
final a análise do IQA. Para a análise pormenorizada dos valores de sub́ındices,
levando em conta o rio Jaguari, principalmente, tal método não seria completamente
adequado.

A Imputação Múltipla Livre de Distribuição, inicialmente proposta para casos
de estudo de genótipos em diferentes ambientes, funciona bem para o caso em
que utilizam-se os sub́ındices qi na matriz de imputação, os quais possuem escalas
similares. Porém, vale ressaltar que, ao ser testado tal método de imputação com
as variáveis brutas de cada parâmetro que compõe o IQA (antes de utilizar-se os
mesmos para obter os sub́ındices qi), cada uma em sua escala original, as quais
apresentam grandes diferenças entre si, os resultados não foram bons.

O Bootstrap estacionário obteve melhores resultados se comparado ao
Bootstrap em blocos móveis, principalmente no tocante ao viés. Quanto à conclusão
da análise obtida por ambos os métodos, elas foram bastante similares.

Quanto às limitações do Bootstrap em blocos, vale ressaltar que ele tem que ser
realizado com os dados como se fossem sequenciais. O fato de haverem meses sem
observações não impede o uso dessa técnica, que permite que em seus blocos sejam
usados meses saltados, como se fossem sequenciais, para a finalidade de obtenção de
estimativas pontuais e intervalares da média. Porém, a consideração de tais saltos
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poderia ser interessante para o desenvolvimento de uma técnica mais aprimorada
para circunstâncias como essa.

Além disso, para utilizar os métodos de Bootstrap em blocos em dados mensais
como os desse estudo, é necessário haver um número consideravelmente grande de
anos. Dependendo do intuito do pesquisador, pode ser interessante a análise em
menores peŕıodos de tempo, à qual o Bootstrap em blocos pode apresentar algumas
dificuldades.

Já no referente à conclusão prática, a qualidade da água no rio Atibaia para
os últimos 15 anos é consideravelmente preocupante. O rio Jaguari encontra-se em
situação um pouco melhor, mas também tem um resultado aquém daquele que seria
o ideal.
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ABSTRACT: Longitudinal data have a huge relevance to evaluate several factors.

Sometimes, there is also a problem of non collected data at some moment during

the study, which leads to the necessity of, or desconsidering them, or using suitable

techniques to estimate missing data. In this study, results based on data about the

water quality of rivers Jaguari and Atibaia, results of multiple imputation for non normal

data, through the “Distribution-free multiple imputation” and posteriorly results for

data analysis using blocks Bootstrap techniques are presented. Lastly, practical results

obtained through the analysis are shown, aiming to briefly identify the situation of both

rivers along the 15 years of study.
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