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RESUMO

SILVA, Washington Santos. Inferéncia Bayesiana para os Mode-
los da Classe ARCH com Poténcia Assimétrica. Lavras: UFLA,
2006. 82p. (Tese - Doutorado em Estatistica e Experimentagao Agro-
pecudria)

Este trabalho desenvolve uma anélise bayesiana do modelo ARCH
com poténcia assimétrica. A andlise envolve a estimagao de parame-
tros, a predicao da variancia condicional e a selecao de modelos. Os
procedimentos de inferéncia bayesiana sao implementados usando-se o
algoritmo de Metropolis-Hastings. Aplica-se a metodologia proposta a
dados simulados e reais.

*Orientadora: Thelma Safadi - UFLA



ABSTRACT

SILVA, Washington Santos. Bayesian Inference for the Asymme-
tric Power ARCH Class of Models. Lavras: UFLA, 2006. 82p.
(Thesis - Phd Program in Statistics and Agricultural Experimentation)

This work proposed a bayesian analysis of the asymmetric power
ARCH model. The analysis involve parameter estimation, conditio-
nal variance prediction and model selection. The procedures of the
bayesian approach are implemented using the Metropolis-Hastings al-
gorithm. The methodology is applied to simulated an real series.

*Supervisor: Thelma Safadi - UFLA
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1 INTRODUCAO

Modelar variancias que mudam no tempo é a motivacao basica
da classe de modelos ARCH, introduzida no artigo seminal de Engle
(1982). ARCH ¢ a sigla para Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity. Especificamente, Robert F. Engle desenvolveu um modelo
de séries temporais (processo estocdstico) para a heterocedasticidade
constatada em séries temporais economicas. Esta estratégia, nao ape-
nas melhora a eficiéncia dos estimadores usuais, mas também fornece
uma predicao da variancia de cada termo do erro. Tal previsao ¢é de

grande interesse em macroeconomia e, em particular, em Financas.

A partir do trabalho seminal de Engle (1982), diversos modelos
buscaram generalizar o modelo ARCH. O modelo GARCH (de Ge-
neralized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) proposto Bol-
lerslev (1986) foi uma das generalizagoes mais importantes. A genera-
lizagdo de um modelo ARCH para um modelo GARCH ¢ andloga, a
uma generaliza¢do de um modelo autorregressivo (AR) para um mo-
delo autorregressivo com médias-méveis (ARMA), o que gera ganhos

substanciais em termos de parcimonia e qualidade do ajuste.

Apesar de a literatura classica sobre a classe de modelos ARCH
ser imensa, a literatura bayesiana, relativamente, estd em sua infan-
cia, apesar dos avangos recentes. Geweke (1989) e Dellaportas et al.

(2005) abordaram modelos ARCH. Geweke (1994), Bawens e Lubrano



(1998), Muller & Pole (1998) e Dellaportas et al. (2000) forneceram
estratégias bayesianas para os modelos GARCH e EGARCH, além de

poucos outros trabalhos.

A contribuicao deste trabalho é desenvolver uma abordagem baye-
siana para o modelo ARCH com poténcia assimétrica (APARCH, de
asymmetric power ARCH), para o qual ndo ha tratamento na litera-
tura bayesiana, usando Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Mar-
kov, especificamente, usando-se o algoritmo de Metropolis-Hastings.
Tal modelo generaliza significativamente o modelo ARCH original na
medida em que possui, como sub-casos, sete outros modelos propostos
na literatura. Os procedimentos sugeridos envolvem a estimacao de
parametros, a previsao da variancia condicional e a sele¢ao de modelos
via a densidade preditiva. Testa-se o algoritmo em dados simulados e,
em seguida, aplicam-se os procedimentos desenvolvidos a uma série de

retornos do Ibovespa.

Além desta introdugao o restante do trabalho esta organizado da
segul4444444inte forma. Na Secao 2, o referencial tedrico, revisa-se a
literatura sobre as abordagens bayesianas propostas para modelos da
classe ARCH. Na Secao 3, metodologia, relatam-se os procedimentos
a serem seguidos. Na Secao 4 constam os resultados e discussao dos

mesmos. E finalmente, na Se¢ao 5 colocam-se os comentarios finais.



2 REVISAO DA LITERATURA

Nesta secao, em primeiro lugar faz-se uma breve andlise do histé-
rico da relacao entre as teorias economica e bayesiana. Em seguida,
revisa-se a literatura econométrica e estatistica sobre a aplicacao da
metodologia bayesiana a modelos da classe ARCH. E, por fim, faz-se

uma resenha da literatura sobre as aplicagdes do modelo APARCH.

2.1 Teoria economica e métodos bayesia-
nos

A teoria economica e a teoria da decisao bayesiana possuem inter-
conexoes antigas. O trabalho classico de Keynes (1921) sobre a teoria
subjetiva logica da probabilidade e o trabalho fundamental de Mor-
genstern & Neumann (1944), trabalho seminal sobre a moderna teoria
da utilidade esperada, sao exemplos das profundas relacoes entre ambas
as areas. A teoria economica da utilidade constitui um fundamento bé-
sico das principais formulacoes axiomaticas da teoria da decisao baye-
siana. Por sua vez, a aprendizagem bayesiana ¢ uma metodologia hé

muito incorporada a teoria economica.

Para ilustrar a relacao entre as duas areas, Zellner (1985) cita a
conhecida amizade entre Milton Friedman e Leonard Savage, que es-

creveram a quatro maos dois artigos influentes sobre a teoria econo-



mica da Escolha sob Incerteza, Friedman & Savage (1948) e Friedman
e Savage (1952). Segundo Zellner (1985), estes artigos evidenciaram
o papel central da teoria economica da utilidade em estatistica pela
énfase no papel central da maximizacao da utilidade esperada ou, de
forma equivalente, da minimizacao da perda esperada no processo de
escolha sob incerteza na determinacao de, por exemplo, estimativas,
predigoes e modelos. O trabalho conjunto de Friedman e Savage aju-
dou a esclarecer, para economistas e estatisticos, a conexao intima
entre a teoria economica da utilidade e a teoria estatistica. Assim, ha-
veria consideravel suporte para a utilizacao da inferéncia bayesiana e
dos procedimentos de decisao bayesianos em economia, os quais foram
aplicados na analise de muitos problemas econométricos, obtendo-se
resultados muito satisfatérios. Boyer e Kihlstrom (1984) é uma coleta-
nea que ilustra muito bem a aplicagao dos métodos bayesianos a teoria

econodmica.

No que concerne especificamente a Econometria, segundo Zellner
(1985), a Econometria bayesiana teve inicio na década de 1960 com os
trabalhos de Jacques Dréze, Tom Rothemberg, Walter Fischer, Albert
Ando, Gordon Kaufman e do préprio Arnold Zellner, entre poucos ou-
tros. Data destes primérdios o trabalho cldssico de Zellner (1971). A
partir destes primérdios, o desenvolvimento e aplicagao da metodologia
bayesiana a problemas econométricos é crescente e continuo. Em pra-
ticamente todas as linhas de pesquisa economica, a consulta a revistas
da drea revela algum trabalho bayesiano ( Zellner (1997)). Além dos
pioneiros citados anteriormente, atualmente, economistas como Dale
Poirier, John Geweke, Luc Bawens, Michel Lubrano, Jean-Francois Ri-

chard, Gary Koop, Herman Van Dijk, entre outros, tém contribuigoes



importantes a econometria e a estatistica bayesianas.

Uma tendéncia recente e importante é o surgimento de livros de
Econometria bayesiana em nivel de graduacao, como Koop (2003), Poi-
rier (1995) e Lancaster (2004). Tal fato certamente terd um impacto
significativo na disseminacao da metodologia bayesiana em Econome-
tria, na medida em que as novas geragoes serao expostas a metodolo-
gia bayesiana ja na graduacao. Além desses, publicaram-se livros mais
avancados importantes, como Bawens et al. (1999), cujo foco principal
¢é a abordagem bayesiana de modelos econométricos envolvendo séries
temporais, no qual se tratam topicos importantes e controversos, como
a abordagem bayesiana ao problema da raiz unitaria. Geweke (2005)
aborda diversos tépicos importantes, como as técnicas modernas para
selecao bayesiana de modelos. O livro de Rossi, Allenby e McCulloch
(2006) explora a abordagem bayesiana de modelos que representam o

estado da arte na area de microeconomia e marketing.

2.2 Inferéncia bayesiana para modelos
ARCH

O artigo seminal da literatura sobre inferéncia bayesiana aplicada
a modelos ARCH foi escrito por Geweke (1989). Neste artigo, além de
desenvolver uma estratégia de estimacao via amostragem por impor-
tancia com a fungao de importancia sendo um distribuicao t-Student,
o autor cria um algoritmo baseado em simulacao para a obtencao das
densidades preditivas exatas m—passos a frente. A estimacao utiliza-se
de uma reparametrizagdo do modelo ARCH original. A distribui¢ao a

priori, ¢ uma variante da distribuicao a priori nao-informativa de Jef-



freys. Aplica-se a metodologia desenvolvida para obter o ajuste didrio

em uma carteira de ativos.

O foco do trabalho de Geweke (1994) nao foram os modelos ARCH,
mas métodos para a obtencao de verossimilhancas marginais, funda-
mentais para a selecao bayesiana de modelos. Entretanto, como uma
das ilustragoes das técnicas apresentadas, Geweke (1994) estimou um
modelo GARCH gaussiano com distribuicoes a priori nao-informativas
utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings independente, tendo uti-
lizado como distribuicao candidata uma distribuicao t-Student Multi-
variada. Apesar de nao ser um trabalho publicado, é muito citado na

literatura.

Kleinbergen & Dijk (1993) desenvolveram uma abordagem bayesi-
ana ao problema da verificacao das condicoes de nao-estacionariedade
da variancia condicional em modelos GARCH e a andlise de raiz uni-
taria para o modelo AR(1) com erros GARCH com distribuigao condi-
cional t-Student. Interpretando a nao-estacionariedade em termos de
persisténcia infinita de choques, os autores obtiveram resultados dife-
rentes dos normalmente reportados na literatura. Os modelos GARCH
e Autorregressivos com erros GARCH analisados, com distribuigoes a
priori ndo-informativas, foram estimados como em Geweke (1989), isto
é, via amostragem por importancia com a fungao de importancia sendo

uma t-Student multivariada.

Muller & Pole (1998) propuseram um novo esquema hibrido de si-
mulacao de Monte Carlo via Cadeias de Markov para a estimacgao dos
parametros de modelos GARCH multivariados (modelos VECH). Em
primeiro lugar, Muller & Pole (1998) formulam os modelos GARCH



multivariados como modelos dinamicos bayesianos, isto é, como mode-
los em espago de estados. O algoritmo de estimacao proposto é uma
variacao do algoritmo de Metropolis-Hastings independente. Apesar
de muito geral, esta abordagem é ainda pouco operacional, fato con-
firmado por Migon & Mazucheli (1999). Trata-se de um algoritmo

relativamente complexo.

Bawens e Lubrano (1998) estimaram o modelo GARCH via uma
variacao do algoritmo amostrador de Gibbs conhecida como amostra-
dor Griddy-Gibbs; este algoritmo foi proposto na literatura por Rit-
ter & Tanner (1992). O amostrador de Gibbs é eficiente e elegante
quando se conhecem as distribuicoes condicionais completas dos pa-
rametros; no caso dos modelos GARCH estas distribuigoes nao sao
conhecidas. A idéia do algoritmo Griddy-Gibbs é avaliar o kernel das
distribuicoes condicionais em um griddy de pontos, possibilitando, en-
tao, o calculo da funcao de distribuicao correspondente via uma regra
de integracao deterministica, como a regra de Simpson iterativa. Em
seguida, pode-se gerar uma amostra de cada parametro pela inver-
sao da distribuicao em um valor aleatorio amostrado uniformemente
no intervalo [0, 1]. Para analisar a eficiéncia do algoritmo, os autores
implementaram um pequeno estudo piloto de simulacao comparando
o desempenho do amostrador Griddy-Gibbs com a amostragem por
importancia e o algoritmo de Metropolis-Hastings. Os critérios utili-
zados no estudo foram a acurdcia na estimacao pontual, a qualidade
das densidades marginais e o tempo de execucao. As distribuicoes a
priori foram nao-informativas. Os resultados reportados mostram que
em termos de estimagao pontual, os algoritmos tém desempenho muito

parecido. Em termos da qualidade do grafico das densidades margi-



nais, o algoritmo Griddy-Gibbs conseguiu obter graficos acurados em
poucas iteragoes, enquanto a amostragem por importancia conseguiu
densidades de boa qualidade somente apds muitas iteracoes e o algo-
ritmo de Metropolis-Hastings nao produziu densidades tao acuradas
quanto as duas técnicas anteriores. Em termos de tempo de execucao,
o algoritmo Griddy-Gibbs foi aproximadamente 10 a 15 vezes mais
lento que as outras duas técnicas. Apesar do tempo de execucao mais
lento, no algoritimo Griddy-Gibbs nao ha a necessidade do ajuste,
muitas vezes complexo, de uma funcao por importancia, no caso da
amostragem por importancia, e da distribui¢ao candidata no caso do
algoritmo Metropolis-Hastings. Com base nestes resultados, Bawens e
Lubrano (1998) concluem que o algoritmo Griddy-Gibbs constitui uma
alternativa relevante. Além deste estudo piloto, os autores aplicaram
a metodologia desenvolvida para estimar um modelo GARCH assimé-
trico com as inovagoes seguindo uma distribuicao t-Student para uma

série do indice da Bolsa de Valores de Bruxelas.

Migon & Mazucheli (1999) ¢ o tnico artigo publicado na literatura
econométrica brasileira sobre o tema. Como Muller & Pole (1998), mas
para o caso univariado, Migon & Mazucheli (1999) formulam o modelo
GARCH gaussiano como um modelo dinamico bayesiano e apresentam
algumas técnicas numeéricas para a estimacao dos modelos considera-
dos. Os algoritmos numéricos considerados sao a quadratura gaussiana
com base fixa que usa toda a informacao disponivel e a aproximacao de
Laplace na forma exponencial. O modelo GARCH gaussiano analisado
é estimado para séries de retornos do Cbond, da taxa de cambio Re-
al/Doélar e da Telebras. Migon & Mazucheli (1999) também fazem um

estudo de desempenho da acuracia preditiva da abordagem bayesiana



dinamica com estrutura GARCH em relacao a abordagem bayesiana
dinamica sem estrutura GARCH, as conclusoes sao relativamente am-

biguas, com ligeira vantagem para os modelos dinamicos com estrutura

GARCH.

Nakatsuma (2000) desenvolveu uma metodologia para a estimagao
de modelos ARMA com erros GARCH gaussianos e utilizando distri-
buigoes a priori normais (provavelmente motivado por um argumento
assintético frequentista, ou seja, os estimadores pontuais bayesianos
teriam distribuigao assintéticamente gaussiana), a qual é uma combi-
nacao do algoritmo baseado no amostrador de Gibbs proposto por Chib
& Greenberg (1994) para a estimagao bayesiana de modelos de regres-
sao com erros ARMA, com o algoritmo do tipo Metropolis proposto
por Muller & Pole (1998). Uma caracteristica importante do traba-
lho é que o autor ilustra como é facil testar condigdes complexas de

nao-estacionariedade dos modelos GARCH.

O artigo de Dellaportas et al. (2000) refere-se a inferéncia bayesiana
completa pelo fato de abordar a estimacao de parametros, a selecao de
modelos e a predicao do processo de volatilidade de modelos GARCH
e EGARCH gaussianos e com as inovagoes seguindo uma distribuigao
de erros generalizada. Os modelos sao estimados via o algoritmo de
Metropolis-Hastings independente com a distribuicao candidata sendo
uma distribuigdo normal multivariada. O desenvolvimento de um al-
goritmo para a implementacao do procedimento denominado na lite-
ratura de Bayesian model averaging é uma contribuicao inovadora do
artigo. As técnicas desenvolvidas sao aplicadas a dados simulados e a

uma série de dados do indice da Bolsa de Valores de Atenas.



Goldman & Tsurumi (2005) aplicam a metodologia de estimacao
proposta por Nakatsuma (2000) para estimar modelos ARMA-GARCH
gaussianos; a inovagao do trabalho é a aplicacao desta modelagem para
o teste da teoria da paridade do poder de compra das taxas de cambio,
impondo dupla-truncagem nas varidveis, isto é, a taxa de cambio pode
assumir valores apenas em um intervalo fechado pré-especificado, como

¢ o caso da regime cambial nos paises membros da Uniao Européia.

Kaufmann & Fruhwirth-Schnatter (2002) propuseram uma and-
lise bayesiana do modelo ARCH gaussiano com mudanca de regime
markoviana proposto por Hamilton & Susmel (1994). A estratégia de
estimacao de Monte Carlo via Cadeias de Markov é uma combinacao
de amostradores multi-movimentos (ver Chib (1996) e Carter & Kohn
(1994)) com o algoritmo proposto por Nakatsuma (2000). O amostra-
dor de Gibbs ¢ utilizado para simular as probabilidades de transicao
do processo markoviano latente, uma vez que as distribuicoes condi-
cionais completas sao conhecidas, para os demais parametros, cujas
densidades condicionais completas sao desconhecidas, utiliza-se o al-
goritmo de Metropolis-Hastings. Kaufmann & Fruhwirth-Schnatter
(2002), utilizando a prioris informativas, implementam a selegao baye-

siana de modelos via fatores de bayes.

Dellaportas et al. (2005) apresentam uma abordagem bayesiana ao
que denominam modelo ARCH nao-observado, ou seja, as componentes
do modelo ARCH sao observadas com erro. O algoritmo MCMC pro-
posto procura simplificar ao maximo o procedimento de amostragem
dos parametros do modelo, por exemplo, os autores incluem variaveis
latentes de forma que os parametros tenham densidades condicionais

completas com formas conhecidas. O algoritmo de estimacao é com-

10



posto somente de passos Gibbs, com a utilizacao do amostrador de

variaveis auxiliares para amostrar as variaveis latentes.

2.3 Modelo APARCH

Desde o artigo de Ding et al. (1993) o qual introduziu o modelo
APARCH, diversos trabalhos tém utilizado esta especificacao, e algu-
mas extensoes foram propostas. A Seguir encontram-se comentérios

sobre alguns destes estudos.

Tse & Tsui (1997) utilizaram o processo APARCH para analisar
a volatilidade de taxas de cambio, concluindo que esta especificacao

modelava adequadamente as taxas de cambio analisadas.

Giot & Laurent (2003) analisaram o desempenho do modelos da
classe ARCH na estimagao do Valor em Risco (VaR) para posigoes
compradas e vendidas e reportaram que as estimativas de VaR do mo-
delo APARCH forneceram previsoes mais acuradas que a metodologia

tradicional, dentro e fora da amostra.

Rengifo & Rombouts (2004) propuseram um modelo de selegao
de portfolios dindmicos que maximiza os retornos esperados sujeitos
a uma restricao do Valor em Risco, com o objetivo de se fazerem re-
comendacoes futuras de investimento. Os autores utilizaram o mo-
delo APARCH e o modelo GARCH para estimar o Valor em Risco,
relatando que o modelo APARCH apresentou desempenho preditivo
superior ao modelo GARCH.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Na sec¢ao 3.1 descreve-se o modelo GARCH com poténcia assimé-
trica, entretanto, para enfatizar a evolu¢ao do modelo ARCH original,
apresentam-se antes os modelos ARCH e GARCH. Os procedimentos
de inferéncia bayesiana sao descritos na secao 3.2. Enquanto na se-
¢ao 3.3, apresenta-se um resumo da teoria dos métodos de simulacao
de Monte Carlo via Cadeias de Markov e uma abordagem mais deta-

lhada do algoritmo de Metropolis-Hastings

3.1 Modelo GARCH com Poténcia Assi-
meétrica

Inicialmente apresenta-se o modelo ARCH original de Engle (1982).

Em seguida, a generalizagao proposta por Bollerslev (1986) e, por tl-

timo, a generalizagao construida por Ding et al. (1993).

3.1.1 Modelo ARCH

Um processo ARCH pode ser definido em varios contextos. O

modelo ARCH(p) proposto no artigo seminal de Engle (1982) pode ser
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sumarizado por:

Yy = x;f + &4, (3.1a)
|y ~ N(0,07), (3.1b)
p
o} = B[V, ]| =w+ Z el =w+a(L)e}, (3.1¢)
i=1
w>0,a,>0,Vi=1,...,p, (3.1d)

em que (L) = a;L + anl?® + ... 4+ a,LP, sendo L o operador de

defasagens.

As restrigoes representadas por (3.1d) asseguram a positividade da
variancia. x; € um vetor k x 1 de varidaveis exdgenas, o qual pode
incluir valores defasados da variavel dependente {y;}, e {{} é um ve-
tor k x 1 de parametros. O modelo ARCH, representado pelas equa-
¢oes (3.1b) e (3.1c), caracteriza a distribuigdo das inovagoes &; con-
dicional aos valores realizados do conjunto de informacao {V, ; =
Yi—1,Ti—1, Yt—2, Tt—2, . - . }. Note-se que como {&;_; = y;—; — x;_if}, {c?}

¢ uma funcao dos elementos de {W;_;}.

Conforme Bollerslev et al. (1994), a caracteristica marcante do mo-
delo ARCH nao ¢ o fato de a variancia condicional {2} ser uma funcio
do conjunto de informagao {¥, ;}, mas sim a forma funcional espe-
cificada. Episddios de volatilidade sao geralmente caracterizados pelo
agrupamento de grandes choques na variavel dependente. O processo
da variancia condicional (3.1c) é formulado de forma a reproduzir este
fenomeno. No modelo de regressao, um grande choque é representado
por um grande desvio de {y,} em relacdo & sua média condicional &

ou, de forma equivalente, um grande valor positivo ou negativo de {g;}.
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No modelo de regressao ARCH, a variancia da inovagao atual, condicio-
nal aos valores realizados das inovacoes defasadas {;_;,i = 1,...,p}, é
uma fungao crescente da magnitude das inovagoes defasadas, seja qual
for o sinal. Portanto, em concordancia com a regularidade empirica
denominada agrupamento da volatilidade, grandes erros de qualquer
sinal tendem a ser seguidos por grandes erros de qualquer sinal. De
forma similar, pequenos erros de qualquer sinal tendem a ser seguidos
por pequenos erros de qualquer sinal. A ordem do lag p determina o
intervalo de tempo no qual um choque persiste em condicionar a va-
riancia dos erros subsequentes. Quanto maior o valor de p, maior a

duragao dos episddios de volatilidade.

Uma representacao muito conveniente de um processo ARCH é
& = 2\ 0f, (3.2)

em que z ~ I[ID N(0,1) e {o?} é dado por (3.1c). Posto que
{02} é uma funcao de {¥; ;} e, portanto, fixado quando condici-
onado a W, ;, pode-se verificar que {&;} como dado em (3.2) serd
condicionalmente normal com E(g,|¥,_1) = /02E(z|¥_1) = 0 e
Var(e|¥;1) = o7 Var(z|¥,; 1) = o?. Portanto, o processo espe-
cificado por (3.2) é idéntico ao processo ARCH (3.1c). A equagdo
geradora (3.2) demonstra que um processo ARCH reescalona um pro-
cesso subjacente de inovacao gaussiana {z;} pela multiplicacao deste
pelo desvio padrao condicional, o qual é uma fun¢ao do conjunto de

informagao {W;_1}.

Conforme Bollerslev (1986), note-se a semelhanca entre o pro-
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cesso (3.1c) e um modelo AR(p):

ye=do+ Y biite =+ L)yt e

i=1

De fato, definindo {v; = 2 —02} e v; ~ N(0, 1), pode-se reescrever

o modelo ARCH(p) em 3.1c¢ como,
e =w+a(L)e + v, (3.3)

e tal modelo corresponde diretamente a um modelo AR(p) para os
erros quadraticos, {e?}. Este processo ¢ fracamente estaciondrio se, e
somente se, a soma dos parametros autorregressivos positivos for menor

que um, conforme Engle (1982).

3.1.2 Modelo GARCH

Nas primeiras aplicacoes empiricas do modelo ARCH a relacao en-
tre o nivel e a volatilidade da taxa de inflagdo, Engle (1982) verificou
que se requeria um grande valor para o lag p no processo da varian-
cia condicional. Isto implicava na necessidade de estimar um grande

numero de parametros sujeitos a restrigoes de desigualdade.

Para contornar este problema, Bollerslev (1986) propos o modelo

ARCH generalizado, ou modelo GARCH(p, ¢). Seja {&;} um processo
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estocastico em tempo discreto com valores reais, sendo definido por,

Yt = 37;:5 + &, (3.4a)
g W1 ~ D(0,0}), (3.4Db)

P q
ol =w+ Z el + Z Bio; ; =w+a(L)e; + B(L)of,  (3.4c)
i=1

j=1

no qual as restricoes de desigualdade,
w>0; o>0,Vi=1,....,p; £>0,Vji=1...,q, (3.5)

sdo impostas para assegurar a positividade estrita de {2}, D(-) é uma
distribui¢ao paramétrica e a(L) e $(L) sado polindmios de ordem finita
no operador de defasagens L. Para ¢ = 0, o processo reduz-se a um
processo ARCH(p), e para p = ¢ = 0, ¢, é simplesmente um processo
ruido branco. No processo ARCH(p) a variancia condicional é espe-
cificada como uma funcao somente das variancias amostrais passadas,
enquanto o processo GARCH(p, ¢) permite, além destas, a inclusao de

variancias condicionais defasadas ((BOLLERSLEV, 1986)).

A formulagao do processo GARCH(p, q) pode ser compreendida a
partir de uma analogia direta com os modelos da classe AR(p), no
qual a solu¢do parcimoniosa é incluir termos MA(q), dando origem
a um modelo ARMA(p, q). Para verificar como um modelo GARCH
fornece uma flexibilidade similar a de um modelo ARMA, considere
um modelo GARCH(1, 1)

o} =w+ack | + B0y, (3.6)

definido como em (3.3), {v; = €2 — 07} como o erro de predigao da
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variancia condicional, com a propriedade v ~ N(0, 1); pode-se resol-

ver (3.6) em termos de {2} e {v;} defasados e atuais para obter,
e =w+ (a+p)er | — P+ u, (3.7)

que é um processo ARMA(1, 1) para {e?}. Conforme Bollerslev (1986),
através do mesmo procedimento, pode-se mostrar que um processo
GARCH (p, q) corresponde a um processo ARMA (maz(p,q),q) para

{2}, assim,

p q p
5? =w+ Z aief_i + Zﬁjsf_j - Zﬁjl/tfj + U, (3.8)
i=1 j=1 j=1

ou

S(L)(1 = L)ei =w+[1— B(L)]w, (3.9)

em que ¢(L) = [1—a(L)—B(L)](1—L)" tem ordem (m—1). Conforme
Bollerslev et al. (1994), esta analogia com os modelos da classe ARMA

permite o uso das técnicas usuais na identificacao das ordens p e q.

3.1.3 Modelo APARCH

Ding et al.  (1993) efetuaram um estudo de Monte-Carlo cuja
principal conclusao é que nao ha razao obvia de porque se deve as-
sumir que o processo da variancia condicional seja uma funcao linear
dos residuos quadréticos defasados, como no modelo GARCH(p,q) de
Bollerslev, ou que o processo do desvio-padrao condicional seja uma
funcao linear dos residuos absolutos defasados como no modelo de Tay-
lor (1986). Ou seja, no modelo de Taylor, modela-se o desvio-padrao

condicional (0y), ao invés da variancia condicional. Isto posto, Ding
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et al. (1993) propuseram um modelo que generaliza substancialmente
os modelos da classe GARCH. Denominou-se tal modelo de modelo
GARCH com poténcia assimétrica (Asymmetric power ARCH), que
serd denominado modelo APARCH(p,q), o qual pode ser representado

por,
&t — Zt\/;t; Zt ™~ N(O, 1) (310)
p q
ol =w+ Y ailleril —viEee) + Y ot (3.11)
i=1 j=1

w >0,

>0,

(3.12)

(3.13)

a; > 0, (3.14)
B;i >0 e (3.15)
(3.16)

O parametro w é a constante da equacao do processo do desvio-
padrao condicional, os parametros «; representam os termos ARCH
e os parametros (3;, os termos GARCH. O modelo concilia a flexibili-
dade de um expoente variante com o coeficiente de assimetria. Desta
forma, este modelo é capaz de detectar impactos assimétricos de cho-
ques sobre a volatilidade. Especificamente, se v > 0, verifica-se o efeito
alavancagem, isto é, choques negativos tem um impacto maior sobre a

volatilidade da série que choques positivos.

O modelo impoe uma transformacao Box-Cox para o processo do
desvio-padrao condicional e para os residuos absolutos assimétricos. A
forma funcional do processo do desvio-padrao condicional é familiar

para economistas, trata-se da funcao de producao com elasticidade
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de substituigao constante (CES). Conforme Ding et al. (1993), esta
especificagao permite linearizar modelos que, de outra forma, seriam

nao lineares

Caso se assuma que a distribuicao condicional dos dados seja nor-
mal, Ding et al. (1993) mostraram que a condi¢ao de estacionariedade
fraca para o modelo APARCH(p,q) é dada por,

q

\/_Zal {(14+)5(1 —4,)")12°2 T (5;1>+25J<1 (3.17)

7j=1

A abordagem baseada na verossimilhanca é o procedimento mais
utilizado na estimacao de modelos ARCH, sendo que o processo de
construcao da funcao de verossimilhanca é o mesmo para varios mo-
delos da classe ARCH. E conveniente colocar os parametros a serem

estimados em um vetor 6 de dimensao (a x 1),
0= (a,0,7,0).

Isto posto, a funcao de log verossimilhanca condicional as primeiras

m observagoes é,

Zl” (e Wi 1;0) = > U(-), (3.18)

em que [;(+) é a contribui¢ao individual da verossimilhanga, especifica-

mente,



Para um dado valor inicial do vetor de parametros 6, a sequéncia de
variancias condicionais pode ser calculada pela equagao (3.11), sendo
entao utilizada para calcular a fungao de verossimilhanca condicional

(3.19).

Para enfatizar a generalidade do modelo APARCH(p,q), note-se
que tal modelo incorpora sete modelos da classe GARCH propostos no

literatura:

O modelo ARCH de Engle (1982), quando 6 =2, v, =0e 3; = 0.

O modelo GARCH de Bollerslev (1986), quando § =2 e ; = 0.

O modelo GARCH de Taylor (1986), quando § =1 e ; = 0.

O modelo GJR de Glosten et. al. (1993), se § = 2.

O modelo TARCH de Zakoian (1994), quando § = 1.

O modelo NARCH de Bera & Higgins (1992), quando 7; = 0 e
B; =0

e O modelo Log-ARCH de Geweke (1992), quando § — 0.

3.2 Inferéncia Bayesiana

Esta segao baseia-se, sobretudo, em Zellner (1971), Koop (2003)
e Gelman et al. (2003)
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3.2.1 Conceitos basicos

Os procedimentos de inferéncia bayesiana sao baseados em simples
propriedades da teoria da probabilidade. A simplicidade e unidade
teoricas sao duas das vantagens da abordagem bayesiana. Todas as
coisas que um pesquisador deseja saber, tais como as estimativas dos
parametros de um modelo, avaliar o desempenho de diferentes modelos
e obter predigoes, envolvem as mesmas regras de probabilidade. Assim,
os métodos bayesianos sao extremamente gerais e podem ser utilizados
em quaisquer circunstancias em que um pesquisador estiver interessado

em utilizar dados para aprender sobre algum fenomeno.

Para mostrar a simplicidade da abordagem bayesiana, considere-se
duas variaveis aleatorias continuas X e Y. Propriedades simples da

teoria das probabilidades implicam que,
P(XNY)=PX|Y)P(Y), (3.20)

sendo P(X NY) a probabilidade conjunta da ocorréncia de A e B,
P(X]Y) a probabilidade condicional de ocorréncia de X, dada a ocor-
réncia de Y, e P(Y), a probabilidade marginal de ocorréncia de Y. De
forma similar, pode-se reverter os papéis de X e Y e encontrar uma

outra expressao para a probabilidade conjunta de X e Y,
P(XNY)=PY|X)P(X). (3.21)
Igualando as duas expressoes e arranjando os termos, obtém-se a

versao mais simples do teorema de Bayes, que é a pega fundamental

dos procedimentos bayesianos de inferéncia:
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PXY)P(Y)

PYIX) = =

(3.22)

Considere-se um modelo de regressao classico, no qual o interesse
frequentemente se centra sobre os coeficientes do modelo, e o pesquisa-
dor esta interessado em estimar estes coeficientes, ou seja, os coeficien-
tes sao os parametros sob estudo. Seja Y um vetor ou matriz de dados
e © um vetor ou matriz que contém os parametros do modelo que
busca explicar Y. O pesquisador estd interessado em aprender sobre
O, baseado nos dados Y. Os procedimentos bayesianos utilizam o teo-
rema de Bayes para aprender sobre os parametros, dada a informacao

contida nos dados.

Assim, sustituindo Y por # e X por Y, obtém-se,

POY) = %. (3.23)

Do Teorema da Probabilidade Total, tem-se que,
P(YNO)=PY|9)PO) — P(Y) = /P(G)P(Y|€) do. (3.24)

Portanto, pode-se reescrever o teorema de Bayes como,

(Ylﬁ) (6)
Y 2
POY) = [ PO)P(Y|0)do (3:25)
Uma vez que [ P(0)P(Y'|0) df nao é uma funcao de 6, pode-se escrever,
P@OlY) x P(Y|0)P(0) (3.26)

P(0]Y) é de fundamental interesse em inferéncia bayesiana. Esta
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densidade responde diretamente a questao “Dadas as observacgoes, o que
se sabe sobre A7 Denomina-se a densidade a posteriori para o vetor
de parametros #, dada a informacao amostral Y. O termo densidade a
posteriori denota que a incerteza sobre os parametros, na logica da in-
feréncia bayesiana, deve sempre ser representada por uma distribuicao
de probabilidades. Especificamente a incerteza sobre os parametros,
apds observarem-se os dados, é modelada pela densidade a posteriori.
Portanto, a inferéncia bayesiana implica em um processo de aprendi-
zagem sobre algo desconhecido (parametros de um modelo), dado o
que é conhecido (os dados), e considerando a densidade condicional do
desconhecido, dado o que é conhecido, como sendo a melhor forma de
sumarizar o que foi aprendido. O teorema de Bayes pode ser entendido
como uma regra de atualizacao na qual os dados permitem atualizar
o conhecimento a priori sobre 6; o resultado do processo de atualiza-
¢ao € a posteriori, que combina a informacao amostral e a informacao

nao-amostral.

P(#) é denominada distribuigao a priori dos parametros, esta den-
sidade sumariza o conhecimento em relagao a #, antes de obterem-se os
dados. A densidade a priori é um aspecto controverso da teoria baye-
siana. Existem distribucoes a priori informativas e nao-informativas
em relagao aos parametros. P(Y|f) é a fungao de verossimilhanca, que
nao é uma densidade. O principio da verossimilhanca postula que toda
a informacao relevante sobre um fenomeno, apos obterem-se os dados,

estd contida na funcao de verossimilhanca.
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3.2.2 Estimacgao pontual e intervalar

Do exposto anteriormente, deve estar claro que os procedimentos
bayesianos de estimacao, quando implementados, fornecem a distribui-
¢ao de probabilidade a posteriori completa para o vetor de parametros
f. Caso se deseje, pode-se resumir esta distribuicao usando um pe-
queno numero de medidas de posicao como estimativas pontuais. No
contexto da teoria da decisdo pode-se ter uma funcao perda L(6, é),
sendo 6 = é(y) uma estimativa pontual que depende das observagoes
vy = (y1,--.,Yn). Num contexto de decisdo, um principio bayesiano
geralmente utilizado para se obte estimativas pontuais, é encontrar o
valor de 6 que minimize a esperanca da funcao perda, ou seja,

arg mein E(L(9,0)) = arg mein/ L(0,0)p(0]y) db. (3.27)
e

Tal expressao assume, implicitamente, que E(L(6,6)) ¢ finita e que
exista um minimo, relembrando que, sob fungoes perda quadraticas, a
média da distribuicao a posteriori é o estimador pontual 6timo, e que,
sob funcoes perda erro absoluto, a mediana da distribuicao a posteriori

é o estimador pontual 6timo.

Seja 6 o vetor de parametros de interesse, § € RP. Seja w = g(0)
um vetor de dimensao m de fungoes de 6, o qual é definido em uma
regiao do espago paramétrico O, com m < p. Seja C' uma regiao em
O, tal que, C' C O.

Defini¢ao 1 O conjunto C' C © € um conjunto com 100(1 — @)% de

24



credibilidade em relagcio a P(w|y) se:

Pw e Cly) = / Pwly)dw =1 — a. (3.28)
c

Por exemplo, suponha que w = g() = 6;, seja um coeficiente tnico.

Assim, um intervalo com 95% de credibilidade para §; é qualquer in-

tervalo [a, b], tal que,
b
Pla < 6; < bly) = / P(8;]y)d8 = 0,95. (3.29)

Como para um dado nivel de credibilidade, existem inimeros in-
tervalos de credibilidade, é pratica comum reportar o intervalo com
menor area, neste caso denomina-se o intervalo de credibilidade de in-
tervalo com densidade a posteriori maxima (highest posterior density

interval). Formalmente,

Definicao 2 Um intervalo com densidade a posteriori mazrima para w
¢ um intervalo com 100(1 — )% de credibilidade para w com a propri-
edade de que tal intervalo tem menor comprimento que qualquer outro

intervalo com 100(1 — @)% de credibilidade para w.

3.2.3 Selecao e diagnéstico preditivo de modelos

3.2.3.1 Fator de Bayes

Em geral, um pesquisador analisa diversos modelos completos si-
multaneamente, torna-se entao natural avaliar o desempenho relativo
destes modelos. Formalmente, um modelo M; completo é caracteri-

zado por uma funcao de verossimilhanca e uma densidade a priori.
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Suponha-se que existam m modelos diferentes, M; parai = 1,...,m,
que tentam explicar y. Os modelos M; dependem de parametros 6;.
Portanto, a densidade a posteriori para os parametros calculados sob

M; pode ser expressa como:

ylo°, M;) P(6°| M;)

P ) = S

(3.30)

A légica da inferéncia bayesiana sugere que seja utilizado o teorema
de Bayes para estimar uma probabilidade sobre o que nao se conhece
(isto é, qual modelo é mais consistente com os dados), condicional ao
que se conhece (os dados). Tal probabilidade é denominada probabili-
dade a posteriori do modelo (posterior model probability), a qual pode
ser utilizada para calcular o grau de suporte que os dados fornecem

para o modelo M;. Utilizando o teorema de Bayes tem-se que:

P(y|M;)P(M;)
Ply)
sendo P(M;) a probabilidade a priori do modelo (prior model proba-

P(Mily) = (3.31)

bility). Uma vez que nao envolve os dados, a probabilidade a priori
do modelo quantifica o quao provavel se considera o modelo M; con-
sistente com os dados antes de se observarem os dados. P(y|M;) é
denominada verossimilhan¢a marginal e é calculada utilizando (3.31)
e algumas manipulacoes. Especificamente, integrand ambos os lados
de (3.31) em relacao a 6;, sabendo-se que [ P(6;]y, M;)df; = 1 e re-

arranjando os termos, obtém-se,

Pyl = [ POl M)POIL) ds, (3:32)
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note-se que a verossimilhanca marginal depende somente da densidade
a priori e da funcao de verossimilhanga. Diversos métodos tém sido

sugeridos na literatura para calcular (3.32).

Dado que o célculo direto do denominador de (3.31) é complexo na
maioria das situagoes, tornou-se pratica comum comparar dois modelos
i e j, utilizando a razdo de chances a posteriori (posterior odds ratio),
que é simplesmente a razao das probabilidades a posteriori, isto é,

_ P(M;ly) _ P(y|M;)P(M;)

PO = B0aly) = Plylp,) PQML,)

(3.33)

Em diversas situagoes, o pesquisador pode estar interessado em
avaliar a consisténcia dos modelos com os dados, fornecendo a mesma
probabilidade a priori para cada modelo. Neste caso, a razao de chan-
ces a posteriori entre os modelos, torna-se simplesmente a razao das
verossimilhancas marginais e recebe a denominacao de Fator de Bayes,
que ¢é definido por,

BF;; = M, (3.34)
P(y[M;)

scccelecionando-se o modelo que apresenta o maior fator de Bayes.

3.2.3.2 Pseudo-fator de Bayes

A metodologia bayesiana usual para a comparagao do desempenho
relativo de modelos é a razao de chances a posteriori, que é a probabili-
dade relativa de dois modelos completamente especificados, ou o fator
de Bayes. Entretanto, muitas vezes, como é o caso deste trabalho,
o pesquisador deseja utilizar distribui¢oes a priori nao-informativas

ou improprias. Neste caso, a utilizacao da razao de chances a pos-
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teriori ou do fator de Bayes apresenta sérios problemas se as prioris
nao-informativas sao utilizadas para parametros que nao sao comuns
a todos os modelos (ver Koop (2003)). Contudo, a abordagem pro-
posta por Gelfand et al. (1992), denominada pseudo-fator de Bayes,
é adequada para lidar com estas situacoes. Este critério foi utilizado
por Dellaportas et al. (2003) para selecionar modelos GARCH multi-

variados.

O pseudo-fator de Bayes é apropriado para este trabalho uma vez
que, em geral, notadamente em Econometria, os pesquisadores estao
interessados em obter predigoes. Isto é, dadas as observacoes, y, o
pesquisador deseja predizer algum dado nao-observado y*. A logica
bayesiana postula que se deve sumarizar a incerteza sobre o desconhe-
cido (y*) via uma distribui¢ao condicional. Portanto, os procedimentos
bayesianos de previsao baseiam-se na densidade preditiva P(y*|y) (ou,
caso existam varios modelos, P(y*|y, M;)). Como se pode obter uma
distribuicao marginal a partir da distribui¢ao conjunta associada e apli-
cando o Teorema da Probabilidade Total a distribui¢oes condicionais,

a densidade preditiva pode ser escrita como,
P(yly) = /P(y*, Oly) db, (3.35)
= [ Pl oyPioly) . (3.36)

A equagao (3.36), indica que a densidade preditiva pode ser vista
como uma média ponderada das densidades preditivas condicionais,
P(y*|y,0), com a densidade a posteriori conjunta para ¢ funcionando
como uma funcao de ponderacao. No contexto de séries temporais, a

densidade preditiva (3.35) pode ser utilizada para implementar predi-
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¢oes probabilisticas sobre y7, ; dado y;.

Para motivar o pseudo-fator de Bayes, suponha-se que y seja um
vetor contendo T observagoes, # um vetor n-dimensional dos parame-
tros de interesse e yr,q; um observavel desconhecido. Assim, a dis-
tribuicao de yr,1 é a distribuicao preditiva a posteriori, sendo dada
pOr7

Plyraaly) = / Pyrs1]y, 0)P(0]y)db. (3.37)

Deve-se checar as distribuigdes preditivas P(yri1|y) contra o verda-
deiro yr,1 na medida em que, se o modelo é adequado, yr1 pode ser

considerada como uma realizacao de P(yry1|y).

Para avaliar a acuracia preditiva dos modelos sob consideragao,
deve-se utilizar as estimativas das densidade preditivas P(yr1|y). Se
os métodos MCMC produzem observagoes da posteriori P(6|y), pode-
se utilizar o resultado destas simulagoes, 0;, (s = 1,...,.5), para efetuar
a comparacao dos modelos. A estimativa da densidade preditiva um

passo-a-frente sera dada por,

S
. P 0,
P(yrily) = 2 (gg’“'y ) : (3.38)

para estimar-se K densidades preditivas um passo-a-frente, p(yT+1|y),
utilizam-se os t =T, T+1,..., T+ K —1 dados. Gelfand et al. (1992)

propuseram utilizar,
T+K—1

I Pl (3.39)

como base para a comparacao de modelos. Seleciona-se o modelo com

: TH+K—-1 : :
maior Hth P(yi11|y). Especificamente, para comparar dois mode-
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los M; e M;, Gelfand et al. (1992) propuseram a seguinte quantidade,

T—-1 A

Py = yra | W4, 0, M;

D = log Ht;_Tl (e = yra 90,6, Ms) ) (3.40)
et PW1 = Y| Ve, 0, M)

sendo ;.1 uma realizagao do processo estocastico no tempo ¢t + 1; ¥y,
o conjunto de informagao disponivel até o tempo t; e 6, o vetor de
médias a posteriori da modelo especificado. Seleciona-se o modelo M;
se D > 0(ou M; se D < 0). Gelfand et al. (1992) denominaram exp(D)
de pseudo-fator de Bayes.

3.2.4 Simplicidade e unicidade da inferéncia baye-
siana

Todos os conceitos tedricos relevantes da inferéncia bayesiana fo-
ram expostos nestas poucas paginas, ou seja, os conceitos para apren-
der sobre os parametros, sobre como avaliar modelos e para fazer previ-
soes. Note-se a unidade e simplicidade tedrica da abordagem bayesiana.
Conforme Koop (2003), aceitando-se que a incerteza sobre as grandezas
desconhecidas (0, M; e y*) seja representada por varidveis aleatérias,

o restante da abordagem bayesiana nao apresenta controvérsias.

Trata-se simplesmente de aplicar regras simples de probabilidade
para fazer inferéncias. Assim, diante de um novo modelo, basta se lem-
brar de que a inferéncia bayesiana exige o estabelecimento da verossi-
milhanca e de uma densidade a priori, informativa ou nao informativa.
Estas sao, entao, utilizadas para encontrar a densidade a posteriori dos
parametros, que é base para todos os procedimentos de inferéncia sobre
os parametros do modelo. Caso se considerem varios modelos, o pes-

quisador pode diagnostica-los, melhoré-los e/ou comparé-los utilizando
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as probabilidades a posteriori dos modelos, as razoes de chances a pos-
teriori ou o fator de Bayes, no caso de a prioris informativas. No caso
de a prioris nao-informativas, pode-se utilizar o pseudo-fator de Bayes.
As previsoes sao feitas a partir da densidade preditiva, p(y*,y.). Estas
poucas equacoes sao utilizadas para implementar inferéncia estatistica

em qualquer aplicacao.

3.3 Meétodos de Monte Carlo via Cadeias
de Markov

A teoria dos Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC) é extremamente técnica. Procurou-se nesta segao, apresentar
os principais fatos que fundamentam a metodologia. Apresenta-se, de
forma mais detalhada, o algoritmo de Metropolis-Hastings. Por fim,
descrevem-se os procedimentos utilizados para verificar a convergéncia
do algoritmo de Metropolis-Hastings. Esta secao é basicamente uma
resenha do trabalhos de Chib & Greenberg (1995) principalmente, além
de Bawens et al. (1999), Geweke (1996) e Geweke (1997)

3.3.1 Métodos de simulacao Monte Carlo via Ca-
deias de Markov

Suponha que um pesquisador deseje utilizar a média a posteriori
como um estimador pontual ou esteja interessado em qualquer outra

funcao de #. Todas estas caracteristicas associadas as distribuicoes a
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posteriori possuem a forma,

Elg()ly] = / 4(0)P(6ly) db (3.41)

sendo ¢(-) uma fungao de interesse. Com a excegao de poucos casos,
estas integrais nao podem ser avaliadas analiticamente. Neste caso o
pesquisador deve recorrer a técnicas numéricas. As mais utilizadas sao
as técnicas de Monte Carlo via cadeias de Markov, cuja teoria basica

¢é apresentada nesta secao.

Segundo Chib & Greenberg (1995), a abordagem tradicional da
teoria das cadeias de Markov sobre um espaco de estados continuo
inicia-se com um ntcleo de transicao P(x, A) para x € Rée A € B,
sendo B uma o-dlgebra de Borel sobre R?. O nticleo de transicao ¢ uma
funcao de distribuicao condicional que representa a probabilidade da
cadeia de Markov movimentar-se de x para outro ponto no conjunto A.
Como se trata de uma funcio de distribuigao, tem-se que P(z, R?) = 1,
permitindo que a cadeia possa fazer uma transicao de x para x, ou seja,

P(z|x) nao é necesariamente zero.

Conforme Chib & Greenberg (1995), uma questao central na teo-
ria das cadeias de Markov é determinar condigoes sob as quais existe
uma distribui¢ao invariante 7* e condigoes sob as quais as iteragoes
do nicleo de transicao convergem para a distribuicao invariante. Uma

distribuicao invariante deve satisfazer,
7 (dy) = / P(z,dy)m(x) dx, (3.42)
Rd

sendo 7 a densidade com rela¢ao a medida de Lebesgue de 7* (Assim,

™ (dy) = w(y)dy). A n-ésima iteracao da cadeia de Markov é dada
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por7
P (z,A) = /Rp P" Yz, dy)P(y, A), (3.43)

sendo Pl(x,dy) = P(xz,dy). Em seguida apresentam-se as condicoes
sob as quais se pode mostrar que a n-ésima iteracao da cadeia converge

para a distribuicao invariante, na medida em que n — oo.

Os métodos MCMC revertem a teoria: a distribuicao invariante
é conhecida (a menos de uma constante multiplicativa) - a densidade
invariante é 7(), a densidade objetivo que se deseja amostrar - mas
o nucleo de transi¢do é desconhecido. Para gerar amostras de =(-),
a metodologia busca encontrar um nicleo de transi¢ao P(z,dy) cuja
n-ésima iteracao converge para 7(-), para n grande. O processo pode
ser iniciado em um ponto arbitrario x, e a partir deste ponto pode-se
iterar a cadeia um grande ntimero de vezes. Apds muitas iteracoes da
cadeia de Markov, a distribuicao das amostras geradas por simulacao

é, aproximadamente, a distribuicao objetivo.

Isto posto, o problema é encontrar um ntcleo de transi¢ao P(z, dy)
adequado. A estratégia para encontrar tal nicleo pode ser descrita
como a seguir. Suponha-se que o nicleo de transicao, para alguma

funcao p(x,y), possa ser representado por,

P(x,dy) = p(z,y)(dy) + r()d.d(y), (3.44)

sendo p(z,z) = 0, §,d(y) = 1 se z € dy e 0 caso contrério, e r(x) =
1-— fRd p(z,y)dy é a probabilidade de que a cadeia permanega em x
na préxima iteragao. Conforme Chib & Greenberg (1995), da possibi-
lidade que r(x) # 0 torna-se claro que a integral de p(x,y) em relagao

a Yy nao é necessariamente 1.
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Caso a funcao p(x,y) em (3.44) satisfizer a condigao de reversibili-

dade dada por,
m(z)p(z,y) = 7(y)p(y, ©), (3.45)

entdo m ¢é a distribuigdo invariante de P(zx,-). Seguindo Chib & Gre-
enberg (1995), pode-se mostrar isto avaliando o lado direto da equa-
cao (3.42),

/ Pz, A)r(z) dr = / [ /A p(x,y)dy] (z)dx + / r(x)8,(A)m(2)dx,

_ /A / pl,y)m(@)dz | dy + /A r(@)r(x)da,

= [ | strormtaz| ay+ [ riantos

- / (1 - r(g))n(y)dy + / r(@)m(z)dz,

A

= [ =ty (3.46)

Interpretando informalmente, o lado esquerdo da condicao de re-
versibilidade é a probabilidade incondicional de a cadeia de Markov
mo-
ver-se de x para y, sendo x gerado a partir de 7(+); e o lado direito
¢ probabilidade incondicional de movimento da cadeia de y para =z,
sendo y também gerado de 7(-). Portanto, a condigao de reversibili-
dade implica que estas probabilidades sao iguais, e o resultado mos-
trado anteriormente mostra que 7*(-) é a distribuigdo invariante de
P(-,-). Conforme Tierney (1994), este resultado mostra que a reversi-
bilidade é uma condicao suficiente que deve ser satisfeita pelo nicleo

de transic¢ao p(z,y).

34



3.3.2 O algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings ¢ um poderoso método MCMC
que pode ser utilizado para amostrar uma distribuigao intratavel 7*(+).
Este algoritmo foi proposto por Metropolis et al. (1953) e generalizado
por Hastings (1970). E um algoritmo em que, uma vez que a conver-
géncia tenha sido obtida, fornece amostras da densidade a posteriori
de interesse. Relaciona-se a amostragem por importancia, na medida
em que utiliza uma aproximagao da posteriori para simular amostras
aleatdrias. Entretanto, hd um mecanismo de rejei¢ao (ao invés de uma
funcao de ponderagao) para decidir se uma amostra pertence ou nao a
densidade posteriori de interesse. Pode-se descrever o funcionamento

do algoritmo como a seguir.

Suponha-se que possam ser geradas amostras candidatas de uma
determinada densidade. Como tais amostras sao geradas de cadeias
de Markov, a densidade depende do estado atual do processo. Em
conformidade com tal fato, denota-se por ¢(z,y) uma densidade gera-
dora de candidatos, ou densidade instrumental, sendo [ ¢(z,y)dy = 1.
Se o processo (cadeia de Markov) estd em um determinado ponto x,
pode-se gerar uma amostra y da densidade candidata ¢(z,y). Caso
q(z,y) satisfaca a condi¢do de reversibilidade dada em (3.45), para
todo x e y, pode-se terminar a busca pela densidade invariante. Entre-
tanto, conforme Chib & Greenberg (1995), muito provavelmente isto
nao ocorrera. Como exemplo, pode ocorrer que, a cadeia de Markov se
movimente com muita frequéncia de x para y, e muito raramente de y
para x, ou seja,

m(z)q(z,y) > 7(y)q(y, ), (3.47)
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uma maneira de evitar esta possibilidade é reduzindo o nimero de
movimentos de x para y pela introdugao de uma probabilidadea(x, y)
de o movimento ocorrer. Se o movimento nao é realizado, a cadeia de
Markov retorna para x, considerando-o um valor da densidade objetivo.

Assim, a transicao da cadeia de = para y (y # x) é feita de acordo com,

PMH(x,y) = q(x,y)a(w, y) z 7é Y, (348)

em que «a(z,y) deve ser calculada. A equagao (3.47) implica que mo-
vimentos de y para x nao acontecem frequentemente. Portanto, deve-
se definir a(y, r) tdo grande quanto possivel, e como «(y,z) é uma
probabilidade, seu limite superior é igual a 1. Isto implica que a pro-
babilidade de movimento «(x,y) é determinada pela condigao de que

Py (z,y) satisfaca a condigao de reversibilidade; assim, tem-se que,

m(z)q(z,y)a(z,y) = 7(y)a(y, )a(y, ),

= m(y)a(y, ), (3.49)
portanto, o )
_ T™WY)a\y,

Assim, conforme Chib & Greenberg (1995), vé-se que as probabi-
lidades a(z,y) e a(y,x) asseguram que Py satisfaca a condi¢ao de
reversibilidade. Pode-se concluir entao que, para P,y ser reversivel, a

probabilidade de movimento da cadeia de Markov deve calculada por,

CY(.’ﬂ,y)_

1 caso contrario,

(3.51)
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Para completar a definicao do nicleo de transicao da cadeia de
Metropolis-Hastings, deve-se considerar a probabilidade, que pode ser
positiva, de a cadeia permanecer no ponto x. Pela definicao dada

anteriormente,
r(z) = / P(x,dy)m(x)dz (3.52)
R4
portanto, o nicleo de transicao da cadeia de Metropolis-Hastings, de-
notado por Py y(z,dy), serda dado por,
0 (dy)

Py (z,dy) = q(x,y)a(z,y)dy + |1 — /Rd q(z,y)a(x, y)dy

que é um caso particular de (3.44). Conforme Chib & Greenberg
(1995), uma vez que Pyy(x,dy) é reversivel por construgao, segue-
se do argumento da igualdade em (3.46), segundo o qual o nicleo de
transicao da cadeia de Markov gerada pelo algoritmo tem distribuicao

invariante dada por 7(z).

O algoritmo de Metropolis-Hastings fica determinado apds ser de-
finida a distribuicao geradora de candidatos, duas escolhas comuns sao
as distribui¢oes normal e t-Student multivariadas. No caso de distri-
buicoes candidatas simétricas, como as duas citadas, tem-se um im-
portante caso especial, isto é, ¢(z,y) = q(y,x) e a probabilidade de
movimento reduz-se a m(y)/m(z); portanto, se 7(y) > 7w(z), a cadeia
move-se para ¥, caso contrario, a cadeia se move para y com proba-
bilidade 7(y)/m(x). Um sumério do algoritmo de Metropolis-Hastings
pode ser dado por,

1. Escolhe-se um valor inicial §° para a cadeia de Markov.

2. Gera-se um candidato, 6*, da densidade geradora de candidatos,
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q(6°71:0).
3. Calcula-se a probabilidade de aceitacao,

- ]P0 =0"ly)q(6"50 = 6°)
051 6%) = ’ 1 :
) m‘“{P(@ —o-e@0-0y"' [ O

4. Faz-se,

. 0* com probabilidadea/(0*~1; %),
p+1 = (3.54)
6*=1  com probabilidadel — a/(0°7!; 6*)

5. Repetem-se os passos 1, 2 e 3 S vezes.

3.3.3 Procedimentos para verificacao da conver-
géncia da Cadeia de Markov

Além de métodos gréficos, como a monitoracao dos tracos e dos
quantis acumulados das cadeias, sera utilizado o procedimento suge-
rido por Geweke (1992), baseado em métodos de séries temporais, para
verificar a convergéncia das cadeias de Markov geradas pelo algoritmo
de Metropolis-Hastings. O procedimento baseia-se em um teste de
igualdade das médias da primeira e tltima parte da cadeia de Markov
(usualmente, os primeiros m; = 10% e os tltimos ms = 50%). Se as
amostras sao retiradas da distribuicao estacionéria da cadeia, as duas
médias tendem a ser iguais, e sob a hipdtese nula de convergéncia, a
estatistica de teste possui uma distribuicao assintotica normal padroni-
zada. Portanto, trata-se de um teste Z-score padrao: a diferenca entre
as duas médias amostrais dividida pelo erro-padrao estimado. O erro-

padrao é estimado a partir da densidade espectral em zero, levando-se
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em consideracao portanto, qualquer, autocorrelacao presente.

Especificamente, a estatistica de teste para o diagndstico de con-

vergéncia é dada por,
(0, — 02)/(S0(0) /m1 + $5(0)/m2)"/2 — N(0,1) (3.55)

sendo Sf() a estimativa da densidade espectral para m; iteracoes da

cadeia.
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4 MATERIAL E METODOS

4.1 Dados

4.1.1 Dados simulados

Para testar os algoritmos utilizados para estimar o modelo ARCH
com poténcia assimétrica gaussiano, implementou-se um estudo via si-
mulagao. Os detalhes da implementacao da série simulada sao dados
na secao 4.2. A Figura 1 mostra a série de dados simulada. Por inspe-
cao visual, notam-se claramente algumas das regularidades empiricas
de séries financeiras, ou seja, agrupamento de periodos de baixa e alta
volatilidades, retorno médio muito préximo de zero e dependéncia des-
prezivel no nivel da série (em consonancia com a hipétese da eficiéncia
informacional dos mercados), a leptocurtose da distribui¢ao dos dados

e a dependéncia significativa dos retornos quadraticos e absolutos.
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(e) fac do médulo da série

FIGURA 1: Série, fungoes de autocorrelacao e autocorrelagao parcial
amostrais - dados simulados
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4.1.2 Ibovespa

A abordagem bayesiana proposta para o modelo APARCH sera
ilustrada utilizando T=1000 retornos diarios do indice da Bolsa de Va-
lores do Estado de Sao Paulo (Ibovespa), no periodo 1994-1997. Os
retornos foram computados da forma usual, ou seja, y; = In(l;/I;_1),
parat=1,...,T. A Tabela 1 mostra algumas estatisticas bésicas da
série sob andlise. Note-se as caracteristicas basicas das séries financei-
ras, como retorno médio muito préximo de zero, leptocurtose e alguma

assimetria na distribuicao dos retornos.

TABELA 1: Ibovespa - Estatisticas
Estatistica
Retorno médio (%) | 0,0001
Retorno mediano (%) | 0,0002

Curtose 7,6
Assimetria 0,12
Minimo (%) -0,16
Maéximo (%) 0,23

A Figura 2 ilustra a série temporal dos retornos, o grafico quantil-
quantil normal, a funcao de autocorrelagao parcial do nivel dos retor-
nos e as fungoes de autocorrelagao dos retornos quadraticos e absolu-
tos. Novamente, véem-se as regularidades empiricas tipicas de séries
economicas e financeiras, dependéncia muito fraca e com padrao nao
evidente no nivel da série e dependéncia significativa nos retornos qua-
draticos e absolutos, além da leptocurtose da distribuicao dos retornos

mostrada pelo grafico quantil-quantil normal.
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(a) Retornos (b) qgplot normal
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(¢) facp dos retornos do Ibovespa (d) fac dos retornos quadraticos do
Ibovespa

[T
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(e) fac dos retornos absolutos

FIGURA 2: Série, fungoes de autocorrelagao e autocorrelagao parcial
amostrais - Ibovespa
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4.2 Metodologia

Todos os programas utilizados para implementar a abordagem ba-
yesiana para os modelos considerados foram elaborados na linguagem
R, ( R Development Core Team (2005)). Os estimadores de méxima
verossimilhanga foram obtidos com o pacote fSeries ( Wuertz (2006))
e com programas da linguagem 0x criados por Laurent & Peters (2002).
O apéndice C, contem o programa R utilizado para implementar os

procedimentos bayesianos para o modelo APARCH considerado.
A série simulada (y1,¥2,--.,%1000) de um modelo APARCH(1,1)
gaussiano foi obtida usando a seguinte especificagao:

0% =0,000014 4 0,083(|ye—1| — 0,373y,_1)"2 +0,920,7, (4.1
Yy ~ N(07 Uf);

e, como usual na literatura, considerou-se o uma constante conhecida.

A fungao de verossimilhanga para o modelo APARCH(1,1) gaussi-

ano pode ser escrita como,

T 32
L(wa 0417’717617 5|y) - Ho—;é/Q exp <_ (éy;_)é ) (42)
i=1 ¢

sendo y = (y1,...,Yr)

Como informagao a priori, utilizaram-se as seguintes a prioris nao-
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informativas,

w >0,
0 >0,
a; >0,
B >0,

1<y <1,

que representam as restricoes necessarias para assegurar a positividade

da variancia condicional.

Para estimar o modelo APARCH(1,1) gaussiano propos-se o algo-
ritmo de Metropolis-Hastings com uma distribuicao t-Student multi-
variada como distribuicao candidata e com atualizacao simultanea de
todos os parametros. O objetivo é gerar uma sequéncia simultanea de
cadeias de Markov para cada parametro, de forma que a distribuicao
limite das cadeias convirja para a distribuicao a posteriori conjunta
dos parametros. A escolha do esquema de atualizacao simultanea e
da distribuigao t-Student multivariada como distribui¢ao geradora de
candidatos deu-se por experimentacao. O esquema de atualizacao em
blocos e a distribuicao normal multivariada como distribuicao candi-

data foram considerados, entretanto, produziram resultados inferiores.

Os procedimentos bayesianos foram implementados como se segue.
Seja 0 = (w, g, 71, 41,9) o vetor de parametros e P(f]y) a distribuicao

a posteriori dos parametros. Isto posto, o nicleo da distribuicao a
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posteriori conjunta serd formado por,

P(0ly) o< L(w, a1, 71, B1,01y) X Iwso) X Liay=0) X L(3,>0) (43)

X ](—1<w1<1) X [(620)

sendo I a fun¢ao indicadora.

Em primeiro lugar estimou-se a moda () do nicleo da densidade
logaritmica a posteriori, para isto utilizou-se um algoritmo do tipo
Newton implementado na fun¢ao nlminb da linguagem R. Como sub-
produto da estimacao da moda, obteve-se uma aproximacao numérica
do hessiano H, sendo que o inverso do hessiano H ! foi utilizado para
obter-se uma aproximacao da matriz de variancias e covariancias dos

parametros. .

Construiu-se a distribuicao candidata da seguinte forma: seja
K(+; 1, V,v) o nicleo de uma distribui¢ao t-Student multivariada com
vetor de parametros de locacao p, matriz de escala V' e com v graus

de liberdade. Isto posto, considerou-se,

1=0, (4.4)
V=—()H", 4.5
v=">6 (4.6)

sendo ¢ uma constante utilizada para ajustar a razao de aceitagao do
algoritmo de Metropolis-Hastings e V' uma aproximacao da matriz de
variancias e covariancias dos parametros da distribuicao a posteriori

conjunta. Assim, o nucleo de transicao do algoritmo de Metropolis-
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Hastings fica dado por,

s—1. nx\ __ : P(QZQ*‘Q)/K<0*aM7 V7 V)
a0 0%) = mm{P(e — g1y K (6L V. V),l} (4.7)

portanto, com probabilidade a/(6*71;6*), § = 0* e com probabilidade
1— a1 0%), 0 =051

As amostras resultantes do algoritmo foram obtidas da seguinte
forma. Seguindo Dellaportas et al. (2000), em primeiro lugar, obteve-
se uma grande amostra da cadeia (400.000 iteragoes) e uma parte desta
cadeia foi descartada (200.000 iteragoes) apds inspecao visual do trago e
dos quantis acumulados da cadeia de cada parametro. Analisou-se, em
seguida, a funcao de autocorrelagao amostral da cadeia de cada para-
metro. Isto posto, escolheu-se o intervalo (thin=20) com o qual seriam
tomadas amostras, de forma a se obter uma amostra aproximadamente
nao-correlacionada da cadeia de cada parametro, totalizando-se, por-
tanto, uma amostra de 10000 candidatos aceitos. E, por fim, testou-se a
convergeéncia de cada cadeia implementando o teste Z-score de Geweke
(1992) e usando métodos graficos de verificacdo da convergéncia das

cadeias.

Computados os resultados a posteriori dos parametros, o cédlculo
das esperancas a posteriori das variancias condicionais é relativamente
simples, uma vez que o? é funcio somente dos parametros e dos dados.
Para o modelo APARCH(1,1), tem-se que,

E(ofy) = E(wlye) + E(calye) ([ye1] — E(nlye)ye—r) 2O

(4.8)
+ E(ﬁl‘?/t)ai(f‘yt),
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Ding et al.  (1993) demonstraram que se a distribuigao de y; é
condicionalmente normal, entao a condicao para a estacionariedade
fraca do modelo APARCH(1,1), isto é, a condigao para a existéncia de
E(0?) e de E(|0?|), é dada por,

floa, 1, 01,0) =

oL+ + (1= mé}ﬁr((s%l) +6

flar,m, Bi,6) <1 (4.9)

se esta condigdo ¢ satisfeita, a esperanca incondicional de o? (a vari-
ancia incondicional do processo APARCH(1,1)) sera,
w
B(oy) = 1 5 S19%F (oLl
1= (mo{(l+7)° + (1 —7)}2 = T(57) + )

(4.10)

Para verificar a condigao (4.11) de que o processo APARCH(1,1)
gaussiano possui ou nao variancia incondicional finita na abordagem

bayesiana, simplesmente estima-se a probabilidade a posteriori dada

por,

1< 1 . . 851
P(f(o,71,51,0) < 1) = 521<E0€{(1 +90) (1 =) )2
s=1

6% +1
xr< ;)wf),

sendo () a fungao indicadora.

Uma vez que fornecer previsoes é um dos principais papéis de mo-
delos de séries temporais em geral, notadamente dos modelos de he-
terocedasticidade condicional, propos-se o seguinte algoritmo para a

obtencao das densidades preditivas um-passo-a-frente para o modelo
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APARCH(1,1) gaussiano, lembrando que a densidade preditiva de y71
¢é dada por,

Plyraly) = / Plyraly. 6)P(8]y) d6 (4.11)

tem-se,

1. Implementa-se o algoritmo de Metropolis-Hastings e obtém-se
uma amostra 6° (s = 1,...,5) da distribuigdo conjunta a poste-
riori P(0|y)

2. Geram-se amostras de tamanho S das variancias condicionais

0{,,. Para isto, utilizam-se as amostras de 6° (s = 1,...,5)
3. Para cada o, ,(s), calcula-se P(yr1|6°,y).

4. Isto posto, estima-se a densidade preditiva por,

n

yT+1|y_ Z (yr+110°,9) (4.12)

Para calcular o Pseudo-Fator de Bayes, tanto para os dados simula-
dos quanto para a série de retornos do Ibovespa, ambas com 7" = 1000,
utilizaram-se as 970 primeiras observacoes para estimar os momen-
tos a posteriori, em seguida aplicou-se o algoritmo descrito para obter
as log-densidades preditivas um-passo-a-frente para as 30 observagoes
restantes. A Figura 6 ilustra as log-densidades preditivas um-passo-

a-frente avaliadas nas 30 observacoes fora da amostra geradas pelo

modelo APARCH(1,1).
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 Série Simulada

Os resultados obtidos para a série simulada encontram-se na Tabela
2. As estimativas dos erros de Monte Carlo sao bastante razoaveis. O
valor verdadeiro de cada parametro esta contido no intervalo com 95%
de credibilidade com méxima densidade a posteriori (HPD). As esti-
mativas pontuais das médias e medianas das distribui¢coes marginais
a posteriori sao adequadas. Além disso, a razao de aceitacao total foi
de aproximadamente 50%, valor sustentado na literatura como sendo
adequado ( Gelman et al. (2003)). Como referéncia para a anélise do
algoritmo, reportam-se também as estimativas de maxima verossimi-

lhanga.

As Figuras 6 e 7, do apéndice A, ilustram o traco da cadeia de
Markov de cada parametro e os respectivos histogramas das amostras
das densidades marginais a posteriori. Por inspe¢ao visual, os tracos
de todos os parametros nao revelam nenhum sinal evidente de nao-

convergencia.

Observando-se os histogramas das marginais a posteriori, vé-se os
desvios da normalidade devidos as assimetrias das densidades margi-
nais a posteriori. Note-se a acentuada assimetria a direita do parame-

tro w, causada pela restricao de positividade modelada na priori. A
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TABELA 2: Resultados da estimagao - modelo APARCH(1,1) gaussi-
ano - Série simulada

sumario da posteriori
0 0 média Qs0% | 2-score

w 0,000014 | 0.006 0,00356 0,00282 | 0,60125
d.p 0,00305

eMc 3,30x107°
HPDgs [6,81x1077;0.00094]

a1 0,083 | 0.094 0,09466 0,09386 | 0,20305
d.p 0,03176

eMo 3,05%x1074
HPDysy, 0,0288;0,1573]

Y1 0,373 0,491 0,41426 0,414486 | 0,14971
d.p 0,16701627

eMc 1,92x1073
HPDqgso, [0,082;0,7500]

061 0,92 0,908 0,90243 0,902893 | 0,26152
d.p 0,02728

enMc 2,17x1074
HPDysy, [0,849;0,9592]

) 1,2 1,110 1,28674 1,28721 | 0,48563
d.p 0,22551

eMc 2,19x1073
HPDqgso, [0,8355;:1,7325]

razao 0,49

Notas: 6 representa o verdadeiro valor do parametro. 6 denota a estimativa de maxima verossi-
milhanca dos respectivos parametros. d.p é o desvio-padrao da posteriori. ep;o € a estimativa do
erro de Monte Carlo. HPDgysy, é o intervalo com 95% de credibilidade de méxima densidade a
posteriori. z-score denota o p-valor do teste de Geweke. Q509 ¢ a mediana da posteriori. razdo
denota a razao de aceitagdo do algoritmo de Metropolis-Hastings.

o1



distribuicao marginal a posteriori de o; também apresenta assimetria
a direita, enquanto a distribuicao marginal a posteriori de 7; mostra
assimetria a esquerda. A distribuicao marginal a posteriori de § é
aproximadamente simétrica, apresentando uma pequena assimetria a

esquerda.

A assimetria das marginais a posteriori dos parametros do modelo
APARCH(1,1) gaussiano é a principal causa da diferenga entre as esti-
mativas de méxima verossimilhanca e os momentos a posteriori. Como
sustentado por Bawens e Lubrano (1998), pode-se concluir que sao trés
os efeitos da assimetria: em primeiro lugar o estimador de méaxima ve-
rossimilhanga pode ser maior (no caso de assimetria a direita) ou menor
(no caso de assimetria a esquerda) que a média a posteriori, e 0 erro-
padrao do estimador de méxima verossimilhanca tende a ser maior que
o desvio-padrao a posteriori, uma vez que o célculo do estimador de

maxima verossimilhancga nao leva as restrigoes em consideracao.

Uma terceira conclusao que se deve destacar ¢ que a assimetria
noticiada das marginais a posteriori implica em duavidas sobre a ade-
quabilidade de densidades a priori normais, as quais foram utilizadas
por Nakatsuma (2000) para estimar o modelo GARCH. Uma possivel
justificativa para se utilizarem densidades a priori gaussianas é um ar-
gumento assintético frequentista na medida em que, teoricamente, os
estimadores de méaxima verossimilhanca sao assintéticamente normais.
Entretanto, as evidéncias reportadas neste trabalho, e em conformi-
dade com os resultados de Bawens e Lubrano (1998) e Dellaportas
et al. (2000), mostram que a utilizagdo de densidades a priori nor-
mais pode ser inconsistente com as marginais a posteriori obtidas na

literatura.

52



A Figura 3 mostra os resultados de E(o?|y;) para os dados simu-
lados. Comparando a Figura 5 com a série simulada representada na
Figura 1, vé-se que o modelo APARCH(1,1) modelou adequadamente

o processo das volatilidades da série simulada.

00142 00144 00146 00148 00150 00152 00154
|

T T T T
o 200 400 600 800

Figura 3: Esperancas a posteriori de o?

A Figura 8, do apéndice A, ilustra a evolucao dos quantis acu-
mulados das cadeias de todos os parametros. Observando as figuras,
percebe-se que todos os quantis estabilizaram-se, sem qualquer sinal
aparente de nao-convergéncia, fato constatado pelo teste z — score
de Geweke reportado na Tabela 2, na qual se pode observar que os
p-valores do teste para as cadeias de cada parametro nao acusam ne-

nhuma evidéncia de nao convergéncia.
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5.2 Série de retornos do Ibovespa

A Tabela 3 contém os resultados da estimacao do modelo APARCH

(1,1) gaussiano para os retornos didrios do Ibovespa.

TABELA 3: Resultados da estimagao - modelo APARCH(1,1) gaussi-
ano - retornos do Ibovespa

sumario da posteriori
0 média Q50% z-score
w 3,756 1,54 x1075 1,4 x10=5 | 0,72
d.p 9,2 x1076
Eme 8,39 x1078
HPDgysq, [1,34x1077;3,2x 107 5]
aq 0,160 0,036 0,031 0,41
d.p 0,02
Eme 2,9 x104
HPDgsq, [3,2x1074;0,07]
oGl 0,489 0,52 0,51 0,30
d.p 0.139
eme 1.3 x1073
HPDgysy, [0.24;0.79]
51 0,795 0,81 0,88 0,22
d.p 0.034
Eme 3.4 x1074
HPDgsq, [0.74;0.87]
) 1,393 1,06 1,08 0,47
d.p 0.19
€me 2.21x1073
HPDysy, [0.68;1.40]
razao 0,45
P[E(0?)] < 00) 0,9846

Notas: 6 representa o verdadeiro valor do parametro. 6 denota a estimativa de maxima verossi-

milhanga dos respectivos pardmetros. d.p é o desvio-padrao da posteriori. ep;o é a estimativa do
erro de Monte Carlo. HPDgs, é o intervalo com 95% de credibilidade de méxima densidade a
posteriori. z-score denota o p-valor do teste de Geweke. Q509 é a mediana da posteriori. razdo
denota a razao de aceitagao do algoritmo de Metropolis-Hastings.
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As estimativas dos erros de Monte Carlo estao em niveis adequa-
dos e a razao de aceitagao do algoritmo de Metropolis-Hastings foi de
aproximadamente 45%, nivel adequado para a dimensao do vetor de
parametros. A média a posteriori do parametro ~; foi de 0.52, resul-
tado que sugere a presenca do efeito alavancagem no indice Ibovespa,
isto ¢, choques negativos sobre o indice possuem impacto maior sobre

a volatilidade do indice que choques positivos.

Observando a Tabela 3, vé-se que para o modelo APARCH(1,1)
ajustado para os retornos do indice Ibovespa, a estimativa foi P(f(aq,
Y1, 01,9) < 1) = 0.9846, indicando que o processo APARCH(1,1) pos-
sui variancia incondicional finita, o que é consistente com a evidéncia

empirica.

As Figuras 9 e 10 do apéndice B ilustram o trago da cadeia de
Markov de cada parametro e os respectivos histogramas das amos-
tras das densidades marginais a posteriori dos parametros do modelo
APARCH(1,1) estimado para os retornos do Ibovespa. Confirmando
os resultados do estudo de simulagao reportados na secao anterior, as
densidades marginais a posteriori dos parametros apresentam acentu-
ado grau de assimetria e, portanto, evidentes desvios da hipdtese de
normalidade. A marginal a posteriori do parametro w apresenta assi-
metria a direita, o mesmo acontecendo com a marginal a posteriori do
parametro «;. Apesar de nao tao acentuada, a marginal a posteriori
do parametro v é assimétrica a esquerda. A marginal a posteriori do
parametro 3; apresenta uma leve assimetria a esquerda e é leptcurtica.
Enquanto a marginal a posteriori do parametro ¢ é claramente assimé-
trica a esquerda. A assimetria pronunciada das marginais a posteriori

deve explicar a diferenca entre as estimativas de maxima verossimi-
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lhanca e as médias e medianas a posteriori.

A inspecao visual dos tracos das cadeias de Markov de cada para-
metro nao evidenciam nenhum sinal de nao-convergéncia, fato confir-
mado pelos p-valores do teste Z-score de Geweke reportados na Tabela
3. A Figura 11, apéndice B, ilustra a evolucao dos quantis acumulados
das cadeias de todos os parametros do modelo APARCH(1,1) ajustado.
Analisando os graficos, percebe-se que todos os quantis estabilizaram-

se, sem qualquer sinal aparente de nao-convergeéncia.

A Figura 4 ilustra os célculo das esperancas a posteriori de o?
(E(0?ly;)) fornecidas pelo modelo APARCH(1,1) ajustado para o in-
dice Ibovespa. Comparando a Figura 11 com a série temporal do indice
representada na Figura 2, vé-se que o modelo APARCH(1,1) modelou
adequadamente o processo de volatilidade da série simulada. Anali-
sando a Figura 4, identificam-se os periodos de alta volatilidade no
inicio da série, em 1994 especificamente, periodo no qual a volatili-
dade acentuou-se apds implantagao do plano Real e a crise do México;
em seguida o periodo é de relativa calmaria, com o cambio fixo arti-
ficial praticado pela politica monetaria. No final da série temporal, a
crise da Asia, em 1997, provocou o aumento da volatilidade do indice

observado.

Para se obterem as densidades preditivas, utilizou-se o algoritmo
descrito na secao anterior e aplicado a série simulada. Para ilustrar o al-
goritmo com dados reais, fez-se o mesmo procedimento para os retornos
diarios do Ibovespa, ou seja, com as 970 primeiras observacoes da série
de retornos do ibovespa estimaram-se os momentos a posteriori e, em

seguida, aplicou-se o algoritmo para obter as log-densidades preditivas
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Figura 4: Esperancas a posteriori de o? - Ibovespa

um-passo-a-frente para as 30 observagoes restantes. A Figura 12 ilustra
as ordenadas das log-densidades preditivas um-passo-a-frente avaliadas
nas 30 observagoes fora da amostra geradas pelo modelo APARCH(1,1)

gaussiano.

Figura 5: Log-densidades preditivas um-passo-a-frente para 30 obser-
vagoes - Ibovespa.
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Para verificar o desempenho preditivo relativo do modelo APARCH
(1,1) estimou-se um modelo GARCH(1,1) gaussiano para os dados de
retorno do Ibovespa e efetuou-se o0 mesmo procedimento descrito ante-
riormente para o modelo APARCH(1,1). Utilizando o pseudo-Fator de
Bayes e fazendo M; = APARCH(1,1) e M; = GARCH(1,1), obteve-se,

D— ( ig(s]aom Ing(YZH = Y|y, 0, M;)

ii%(;o log f)(Y}H = Yp+1|Vy, 0, M;)

) = 77,00306  (5.1)

D = 77,00306 > 0 implica que, para os dados e o periodo analisa-
dos, o modelo APARCH(1,1) possui desempenho, sobretudo preditivo,
superior a um modelo GARCH(1,1), que por sinal é um sub-modelo
encaixado no modelo APARCH(1,1). Neste caso, a complexidade adi-
cional do modelo parece ter sido compensada por um desempenho pre-

ditivo superior.
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6 CONCLUSOES

A contribuicao deste trabalho foi desenvolver uma abordagem ba-
yesiana do modelo GARCH com poténcia assimétrica usando algorit-
mos de Monte Carlo via Cadeias de Markov. O modelo generaliza con-
sideravelmente a classe de modelos ARCH, na medida em que possui
sete modelos como sub-casos. Desenvolveram-se procedimentos para
estimar os parametros, obter previsoes da volatilidade e selecionar mo-

delos via estimativas da densidade preditiva.

A abordagem bayesiana proposta teve um desempenho adequado.
Para a série simulada com 7" = 1000 observacoes, obtiveram-se boas
estimativas dos parametros, sendo que algumas densidades marginais

a posteriori mostraram-se assimétricas.

Para a série de retornos do Ibovespa, as densidades marginais a pos-
teriori também mostraram-se assimétricas. O pseudo-fator de Bayes,
mostrou que a complexidade adicional do modelo APARCH resultou
em um ganho em termos de acurécia preditiva em relagao a um modelo
GARCH(1,1). A condigao de estacionariedade nao foi imposta a priori,
foi estimada pela probabilidade a posteriori da condicao, mostrando

que o modelo APARCH(1,1) gaussiano é fracamente estacionéario.

Dada a assimetria reportada para algumas marginais a posteriori e,
considerando que o Teorema de Bayes constitui um processo de atuali-

zagao e aprendizagem, a utilizacao de densidades a priori assimétricas
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como a distribuicao gama entre outras, em trabalhos futuros poderia

resultar em ganhos nos procedimentos de inferéncia.

Pode-se pensar em diversas extensoes do presente trabalho, tais
como criar uma estratégia bayesiana para o modelo ARCH com po-
téncia assimétrica fracionalmente integrado e testar o desempenho de
outras técnicas numéricas como amostragem por importancia e o amos-

trador Griddy-Gibbs.

Entretanto, com a enorme variedade de modelos com variancias
tempo-variantes, penso que o desenvolvimento de uma abordagem ba-
yesiana que envolva a modelagem explicita da incerteza em relacao aos
modelos seria uma grande contribuicao. Refiro-me a metodologia de-
nominada “Bayesian Model Averaging”, a partir da qual desenvolveu-se
uma nova técnica para simulacao de distribuigoes a posteriori denomi-
nada Composicao de Modelos com Métodos de Monte Carlo via Cadeias
de Markov (MC®) (Markov Chain Monte Carlo Model Composition).
Em outras palavras, nesta abordagem bayesiana, devem ser obtidos
resultados para todos os modelos em consideracao e tomadas “médias”
destes resultados. Os pesos no processo de “tomar médias” sao dados

pelas probabilidades a posteriori dos modelos.
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FIGURA 6: Traco e histograma das amostras das marginais a poste-
riori dos parametros - dados simulados.

68



0 2000 4000 6000 8000 10000
o5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

(a) Trago da cadeia de ¢ (b) Marginal a posteriori de §
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APENDICE B - FIGURAS - RETORNOS DO
IBOVESPA
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APENDICE C - PROGRAMA R PARA O
MODELO APARCH

## COMANDOS PARA DEPURAGAQ DO PROGRAMA
options(warn=2)
## LIBRARIES UTILIZADAS

library(MASS, keep.source = FALSE)

library(time)
## LENDO 0S DADOS

rbov <- scan("ribovespa.txt")

curtose <- function (x, na.rm = FALSE) {
if (na.rm)
x <- x[!is.na(x)]

sum((x-mean(x))"4)/(length(x)*var(x)"2) - 3

cat ("Retorno médio =

', mean(y), "\n")
cat("Excesso de curtose =",curtose(y), "\n")

cat("Sumario = ", summary(y), "\n")

op <- par (mfrow = c(3, 2), cex = 0.7)

# Grafico da Série de Log-Retornos:
plot(y, xlab = " ", ylab = " ", col = "black",
main = " ", type="1")

abline (h = 0, col = "grey")

# Histograma:

hist(y, col = "steelblue3", probability = TRUE,
breaks = "FD", border = "white", main="")
abline (h = 0)

lines(density(y, kernel="e"), col="black")

# Grafico Quantil - Quantil:
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qqnorm(y, xlab = " ", ylab = " ", col = "black",

main = " ", cex = 0.5)

qqline(y)

# Autocorrelgdo Parcial:

acf(y~2, ylab=" ", main=" ")

# Autocorrelagad das Volatilidades:

acf (abs(y), ylab=" ", main=" ")

par (op)

# DISTRIBUICOES CANDIDATAS

## T - STUDENT MULTIVARIADA

## GERADOR DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS

rmvst <- function(nu,mu,root)

{

nvec=t (root) %*%rnorm(length(mu))
return(nvec/sqrt (rchisq(1,nu)/nu) + mu)

}

## CALCULA A LOG-DENSIDADE

1Mvst= function(x,nu,mu,rooti) {
z=as.vector (t (rooti)¥*%(x-mu))
return(-((length(x)+nu)/2)*1log(nu+z%*%z)
+sum(log(diag(rooti))))

}

## NORMAL MULTIVARIADA

## GERADOR DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS

"rmultnorm" <- function(n, mu, vmat, tol =
{

p <- ncol(vmat)
if (length(mu) !=p)

stop(paste("vetor mu tem dimensao errada:",length(mu)))

vs <- La.svd(vmat)

vsqrt <- t(t(vs$vt) %*% (t(vs$u) * sqrt(vs$d)))

ans <- matrix(rnorm(n * p), nrow = n) %x), vsqrt

ans <- sweep(ans, 2, mu, "+")

dimnames(ans) <- 1list(NULL, dimnames(vmat)[[2]])

ans

}

## CALCULA A LOG-DENSIDADE

1nMv= function(x,mu,rooti) {

z=as.vector (t (rooti)¥*%(x-mu))
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return(-.5%(z%*%z) + sum(log(diag(rooti))))

}

METROPOLIS-HASTINGS

## VALORES INICIAIS PARA AS CADEIAS DE MARKOV DE

##ALFAO, ALFA1 EBETA1

a0ini <- 1.266052e-05

alini <- 0.02268390

glini <- 0.5170186

blini <- 0.809478

dini  <- 1.128363

## POSTERIORI COM A PRIORI NAO-INFORMATIVA

garch_posteriori <- function(a0, al, gi, bl, d, y)

{
h <- double(length(y))
h[1] <- var(y)
ht <- double(length(y))
ht[1] <- var(y)

for (i in 2:length(y)) { h[il <- a0 + alx((abs(y[i-11) -

glxy[i-11)"d) + bix(h[i-11)
ht[i] <- h[il"d }

return(-0.5%(sum(log(ht))) - 0.5*(sum((y~2)/ht)))

}

m <- 50000
razao <- 0
candaOp <- numeric(1)
candalp <- numeric(1)
candglp <- numeric(1)
candblp <- numeric(1)
canddp <- numeric(1)
vecal <- vector("numeric",
vecal <- vector("numeric",
vecgl <- vector("numeric",
vecbl <- vector("numeric",

vecd <- vector("numeric",

## LACO METROPOLIS-HASTINGS

time <- getTime() for (j in 1:m)

{

ve <- c(8.1e-11,0.0006,0.01350941,
0.0007603806, 0.03831023)

m)
m)
m)
m)

m)
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W <- diag(ve)
S <= (1.2)*(W)

beta <- c(1.266052e-05, 2.268390e-02,
5.170186e-01, 8.094780e-01,
1.128363)

C <- rmvst(nu=6,mu=beta,root=chol(8))
canda0 <- C[1,1]
candal <- C[2,1]
candgl <- C[3,1]
candbl <- C[4,1]
candd <- C[5,1]

if (canda0 > 0)
if (candal >= 0)
if (abs(candgl) < 1)
if (candbl >= 0)
if(candd >= 0)
{
candaOp <- canda0
candalp <- candal
candglp <- candgl
candblp <- candbl
canddp <- candd
¥

# CALCULO DA LOG-PROBABILIDADE DE ACEITACAQ

lprob <- garch_posteriori(candaOp,candalp,candgip,candbip,
canddp,y)
-1Mvst (x=c(candalp, candalp, candglp, candblp, canddp) ,nu=6,
mu=beta,root=chol(S))
- (garch_posteriori(a0ini,alini,glini,
blini,dini,y) -
1Mvst (x=c(a0ini,alini,glini,blini,dini),

nu=6,mu=beta,root=chol(S)))

if ( lprob > log(runif(1)))
{
a0ini <- candaOp
alini <- candalp
glini <- candglp
blini <- candblp
dini <- canddp
razao <- (razao*(j-1)+1)/j
¥
vecaO[j] <- aOini

vecall[jl <- alini
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vecgl[jl <- glini
vecb1[j] <- blini

vecd[jl <- dini

razao <- razao*((j-1)/j)

cat("iteracao da cadeia= ", j, fill=TRUE)

cat("Taxa de aceitacao = ", razao, fill=TRUE, "\n")
}

timeReport (time)

. ANALTSE DOS RESULTADOS #####
## VERIFICAGAO DA ESTACIONARIEDADE FRACA
sum((1/sqrt (2xpi) ) *(gx ((1+b) " (v)+(1-b) " (v) ) *2~

((v+1)/2))*gamma((v+1)/2)+k < 1)/10000

## MEDIA E DESVIOS-PADRAO A POSTERIORI

## a0
alp <- vecaO[-c(1:25000)] # BURN-IN 25.000 ITERACOES
z <- aOp[seq(1, 25000, by=5)]

malfaOp <- mean(z)

cat("Media da posteriori de alfa-0 = ", malfaOp, "\n")

cat("DP da posteriori de alfa-0 = ", sd(z), "\n")

## al

alp <- vecal[-c(1:25000)]

g <- alplseq(1, 25000, by=5)]
malfalp <- mean(g)

cat("Media da posteriori de alfa-1 = ", malfalp, "\n")
cat("DP da posteriori de alfa-1 = ", sd(g), "\n")
## gl

glp <- vecgl[-c(1:25000)]
b <- giplseq(1, 25000, by=5)]
malfglp <- mean(b)

cat("Media da posteriori de gama = ", malfglp, "\n")
cat("DP da posteriori de gama = ", sd(b), "\n")
## bl

bip <- vecbi[-c(1:25000)]
k <- bilp[seq(1, 25000, by=5)]
mbetap <- mean (k)

cat("Media da posteriori de beta-1 = ", mbetap, "\n")
cat("DP da posteriori de beta-1 = ", sd(k), "\n")
## d

dilp <- vecd[-c(1:25000)]
v <- dip[seq(1, 25000, by=5)]

mdp <- mean(v)
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cat("Media da posteriori de delta = ", mdp, "\n")
cat("DP da posteriori de delta = ", sd(v), "\n")

dat <- cbind(z,g,b,k,v)
## DENSIDADES MARGINAIS A POSTERIORI E
## ANALISE DA CONVERGENCIA

##BURN-IN = 25000 ITERAGOES

hist(z, col = "gray", ylab=" ", xlab=" ",

main=expression(omega), prob=T)

rug(z)

hist(g, col = "gray", ylab=" ", xlab=" ",
main=expression(alphal[1]),

prob=T)

rug(g)

hist(b, col = "gray", ylab=" " , xlab=" ",

main=expression(gama), prob=T)

rug(b)

hist(k, col = "gray", ylab=" ", xlab=" ",
main=expression(beta), prob=T)

rug (k)

hist(v, col = "gray", ylab=" ", xlab=" ",
main=expression(delta) , prob=T)

rug(v)

## TRAGO DA CADEIA DE ALFA-0

plot(z, ylab=" ", xlab=" ",

main=expression(omega), type = "1")

## TRAGD DA CADEIA DE ALFA-1

plot(g, ylab=" ", xlab=" ",
main=expression(alpha[1]),type = "1")

## TRAGO DA CADEIA DE GAMA

plot(b, ylab=" " , xlab=" ",

main=expression(gama),type = "1")

## TRAGO DA CADEIA DE BETA-1

plot(k, ylab=" ", xlab=" ",

main=expression(beta),type = "1")

## TRACO DA CADEIA DE DELTA

plot(v, ylab=" ", xlab=" ",

main=expression(delta), type = "1")
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## VOLATILIDADE ESTIMADA

volatest <- function(al, ai, gi, bi, d, y)
{

h <- double(length(y))

h[1] <- var(y)

ht <- double(length(y))

ht[1] <- var(y)

for (i in 2:length(y)) {

h[i] <- a0 + ai*((abs(y[i-11) - gi*y[i-11)"d) +
bix(h[i-1])

ht[i] <- h[il"d }

return(ht)

x <- volatest(malfaOp, malfalp, malfglp, mbetap, mdp, y)

plot(x[40:1000], xlab=" ", ylab=" ",

main=expression(sigma[t]~d),

type="1", col="black")

## FIM
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