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RESUMO

Considerando a frequéncia cardiaca uma das variaveis fisioldgicas mais utilizadas em programas de
avaliacdo e prescri¢do de exercicio fisico, muitos estudos sdo feitos para analisar o seu comportamento
em testes progressivos por representar uma alternativa nao invasiva para identificacdo dos limiares de
transicdo metabolica. Ajustes de modelos lineares ainda sdo muito utilizados para representar a curva
da frequéncia cardiaca em funcdo de cargas crescentes de trabalho, mesmo existindo indicativos de
comportamento ndo linear nos extremos da curva da frequéncia cardiaca em cargas crescentes de
trabalho. O objetivo deste trabalho foi avaliar e comparar, através do procedimento bayesiano, 0s
modelos Logistico e Sigmoide de Boltzmann para a curva da frequéncia cardiaca em cargas crescentes
de trabalho em pessoas saudaveis, para verificar se, com a melhora na estimacdo dos parametros, ha
alguma modificacdo na associacdo dos pontos de transi¢do da curva da frequéncia cardiaca com o0s
limiares de lactato. Mais especificamente, espera-se que o ponto de inflexdo da frequéncia cardiaca
esteja associado ao primeiro limiar de lactato e o ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca ao segundo
limiar de lactato. Foram utilizados os dados da média de 16 individuos, testados em cicloergbmetro de
frenagem mecanica, carga inicial de 0 kpm.min™ e incremento de 90kpm.min™ a cada minuto até a
exaustdo. As cadeias para os modelos foram geradas através do software OpenBugs, que usa 0 método
MCMC. A convergéncia das cadeias foi verificada por meio pacote BOA do software R. Os gréficos,
estimativas e intervalo HPD também foram feitos por meio do software R. Os modelos foram
comparados pelo Fator de Bayes e os resultados indicaram que o modelo sigmoide de Boltzmann é
superior a0 modelo Logistico, houve associagdo entre o ponto de inflex&o da frequéncia cardiaca e o
primeiro limiar de lactato para ambos modelos e houve associacdo entre o ponto de deflexdo da
frequéncia cardiaca e o segundo limiar de lactato apenas para 0 modelo sigmoide de Boltzmann.

Palavras-chave: Fator de Bayes. Fisiologia do esporte. Limiar de transicdo metabolica. Sigmoide de

Boltzmann.



ABSTRACT

Considering heart rate as one of the most used physiological variables in physical exercise assessment
and prescription programs, many studies are conducted to analyze its behavior in progressive tests
because it represents a noninvasive alternative for the identification of metabolic transition thresholds.
Linear model adjustments are still widely used to represent the heart rate curve as a function of
increasing loads, even though there are indications of nonlinear behavior at the extremes of the heart
rate curve at increasing loads. The objective of this study was to evaluate and compare, through the
Bayesian procedure, Logistic model and Boltzmann's Sigmoidal model for the heart rate curve in
increasing loads of healthy people, to verify if, with the improvement in the parameter estimation,
there is some modification of the association of the transition points of the heart rate curve with the
lactate thresholds. More specifically, we expect the heart rate inflection point to be associated with the
first lactate threshold and the heart rate deflection point at the second lactate threshold. We used the
data of the average of 16 individuals, tested in mechanical braking cycle ergometer, initial load of O
kpm.min-1 and increment of 90kpm.min-1 every minute until exhaustion. The chains for the models
were generated using OpenBugs software that uses the MCMC method. The convergence of the chains
was verified through a package BOA of software R. The graphs, estimates and interval HPD were also
made using software R. The models were compared by the Bayes factor and the results indicated that
the Boltzmann sigmoidal model is superior to the Logistic model, there was an association between
the heart rate inflexion point and the first lactate threshold, and there was an association between the
heart rate deflection point and the second lactate threshold only to Boltzmann sigmoidal model.

Keywords: Bayes Factor. Boltzmann sigmoidal. Metabolic transition threshold. Sports physiology.
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1. INTRODUCAO

No meio esportivo existe uma busca constante pelos melhores resultados e, com o
desenvolvimento de novas tecnologias, novos recordes tém sido alcangados, novas metas tém sido
tracadas (BOHME, 2003; RUBIO; NUNES, 2010; DIAS; SOUSA, 2012). Para dar suporte a esta
busca faz-se necessario que novos meétodos de treinamento sejam desenvolvidos e meios mais
confiaveis para se avaliar a capacidade fisica destes sejam criados de modo a ndo colocar em risco a
vida dos atletas, podendo assim lhes recomendar métodos seguros de treinamento (LIMA, 1997,
VILARO; RESQUETI; FREGONEZI, 2008).

Segundo Cambri et al (2006), a frequéncia cardiaca é uma das variaveis fisiol6gicas mais
utilizadas em programas de avaliacdo e prescricdo de exercicio fisico e muitos estudos foram feitos
para analisar o seu comportamento em atletas por meio de testes progressivos por representar uma
alternativa ndo invasiva para identificagdo dos limiares de transicdo metabdlica (FERREIRA et al,
2014;COSTA; LIMA; De-OLIVEIRA, 2007; CONDE et al., 2014).

Diversos trabalhos na literatura (HOFMANN et. al., 2000; VANDERLEI et al, 2009; BOHM,
2012; LEITE et al., 2012) abordam a importancia da frequéncia cardiaca (FC) e a sua variabilidade
tanto para os seres humanos quanto também para uma grande quantidade de seres vivos, pois é sabido
gue esta variavel se associa diretamente a salde, seja para o funcionamento regular dos 6rgaos e
manutencdo da vida, seja para a disposi¢do para a pratica de atividades fisicas e lazer e também com a
disposicao para a realizagdo dos trabalhos do dia a dia. Quando tratamos sobre a frequéncia cardiaca,
estamos nos referindo ao total de batimentos cardiacos em um determinado intervalo de tempo, no
geral, ao total de batimentos cardiacos dentro de um minuto (bpm).

Os primeiros trabalhos a descrever a frequéncia cardiaca (TAYLOR, 1941; WAHLUND,
1948) ja demonstravam que a relacdo da frequéncia cardiaca pelas cargas crescentes de trabalho ndo
era linear. A frequéncia cardiaca apresentava comportamento de uma reta em cargas intermediarias e,
em cargas baixas e altas, apresentava um comportamento assintotico. Taylor (1941), por exemplo,
afirmava que, ap6s um periodo de treinamento, a frequéncia cardiaca acelerava menos para uma
determinada atividade.

Mesmo com critica a0 modelo de regressdo linear, os autores ndo apresentaram uma
alternativa ndo linear para descrever o comportamento da frequéncia cardiaca e, como o modelo de
regressao linear se mostrava Util na solucdo de problemas praticos, continuou sendo usado apesar de
suas limitacbes (CONCONI et al, 1982).

Por muitos anos foi tido como verdadeiro o fato da frequéncia cardiaca crescer de forma linear
em cargas crescentes de trabalho e, com base na regressdo linear para interpretacdo da curva da

frequéncia cardiaca, varios modelos tedricos foram desenvolvidos para apoiar procedimentos de
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monitoramento da frequéncia cardiaca e de predicdo de poténcia aer6bia méaxima, tradicionalmente
utilizados em pesquisa, em avalia¢do e em treinamento (LIMA, 1997).

Como o0 modelo até entdo estudado ndo apresentava um bom ajuste de todos os valores da
curva, uma alternativa de modelagem nao linear para o problema da frequéncia cardiaca em cargas
crescentes de trabalho, o modelo Sigmdéide de Boltzmann, foi apresentado por Lima (1997). Este
modelo obteve bons ajustes tanto em cargas baixas quanto em cargas altas, nas quais a frequéncia
cardiaca tendia a um plat6, e também teve uma boa recepcdo por pesquisadores da area, pois passou
entdo a ser amplamente utilizado em outras pesquisas (CAMBRI et al., 2006, COSTA,; LIMA,;
OLIVEIRA, 2007).

Ha& na literatura outros modelos ndo lineares, como os modelos Gompertz e Logistico,
largamente utilizados por pesquisadores para descrever curvas de crescimento de carater sigmoidal
(PRADO; SAVIAN; MUNIZ, 2013, SOUSA et al.,2014), que também sdo adequados para modelar a
frequéncia cardiaca (SILVEIRA; SOUZA; MUNIZ, 2014), para comparacdo com o modelo Sigmdbide
de Boltzmann.

Os procedimentos adotados, até entdo, para a analise da curva da frequéncia cardiaca, tém sido
basicamente frequentistas através de modelos lineares, como o ajuste de duas retas ou polinémios de
3° grau e ajustes de modelos ndo lineares (COUTO et al., 2013; FERREIRA et al, 2014,
NASCIMENTO et al, 2011, SILVEIRA; SOUZA; MUNIZ, 2014).

Entre os procedimentos utilizados para estimar os parametros dos modelos de regressdo, o
bayesiano tem se mostrado como um dos mais eficientes, pois além de levar em consideracdo a
informacdo contida na amostra (funcéo de verossimilhanga), considera também o conhecimento prévio
do pesquisador a respeito dos parametros do modelo (distribui¢do a priori) para o calculo da densidade
a posteriori dos parametros. Enquanto que na abordagem frequentista apenas as observagdes séo
consideradas variaveis aleatorias, na inferéncia bayesiana considera-se que tanto as observagdes
guanto os parametros do modelo sdo variaveis aleatdrias.

Em experimentos para avaliar a frequéncia cardiaca e a concentracdo de lactato, através do
procedimento bayesiano, um menor nimero de observacGes seria necessario e por consequéncia
menos interferéncia na pratica da atividade fisica, o que torna os resultados mais fi€is.

O objetivo deste trabalho foi avaliar e comparar, por meio do procedimento bayesiano, 0s
modelos Logistico e sigmoide de Boltzmann para a curva da frequéncia cardiaca em cargas crescentes
de trabalho em pessoas saudaveis para verificar se, com a melhora na estimacdo dos pardmetros, ha
alguma modificacdo na associacdo dos pontos de transicdo da curva da frequéncia cardiaca com o0s
limiares de lactato.

Entende-se que, ao se obter ajustes mais precisos para a curva da frequéncia cardiaca em

cargas crescentes de trabalho, identificar-se-4 com maior precisdo o ponto de inflexdo e o de deflex&o
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da frequéncia cardiaca, 0 que consequentemente otimiza as prescri¢cdes de treinamento e a melhora do

desempenho do atleta.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Geracao de energia

A energia para 0s seres humanos crescerem e realizarem atividades vem dos alimentos
ingeridos. Quando o ser humano se alimenta, uma série de reacdes quimicas ocorre a nivel celular para
producdo de energia na forma de trifosfato de adenosina (ATP), seja na presenca ou auséncia de
oxigénio (FOSS; KETEYIAN, 2000).

Para que essas reaces quimicas ocorram, duas moléculas desempenham papel importante: A
nicotinamida adenina dinucleotideo (NAD) e a flavina adenina dinucletotideo (FAD), moléculas estas
que fazem a transferéncia de hidrogénio (H). Para o organismo dos seres humanos produzir energia na
presenca de oxigénio, ocorrem sequencialmente e, repetidamente, os processos de glicdlise, ciclo de
Krebs e cadeia respiratoria (POWERS; HOWLEY, 2005; VOET; VOET, 2013).

No processo de glicolise ha a quebra da molécula de glicose produzindo-se 2 moléculas de
piruvato e 2 ATP. No ciclo de Krebs, cada piruvato transforma as moléculas de NAD em NADH,
FAD em FADH; e produz 1 ATP. Na cadeia respiratoria as moléculas de NADH e FADH, sdo
novamente convertidos em NAD e FAD e junto com o O; que entrou pelos pulmdes produzem 28
ATP. O processo aerébio todo totaliza cerca de 32 ATP para cada molécula de glicose (FOSS;
KETEYIAN, 2000; POWERS; HOWLEY, 2005; VOET; VOET, 2013).

Na auséncia de O (processo anaerdbico) a cadeia respiratéria para, e 0 NADH e FADH; nédo
voltam a ser NAD e FAD, sem ambos o ciclo de Krebs para, pois precisa de NAD e FAD e a glicélise
também pararia, pois precisa de NAD, porém neste momento entra em funcionamento outro
mecanismo: a fermentacéo, que tem a funcgdo de restaurar a producdo de NAD para que a glicolise ndo
seja interrompida. No processo anaerébio, cada molécula de glicose produz somente 2 ATP,
proveniente da glicolise, e o piruvato também proveniente da glicélise é convertido em lactato (FOSS;
KETEYIAN, 2000; POWERS; HOWLEY, 2005; VOET; VOET, 2013).

2.2 Frequéncia Cardiaca

E através do sangue que as células recebem os nutrientes e o oxigénio para a realizacio de
todo o processo de producdo de energia (FOSS; KETEYIAN, 2000; POWERS; HOWLEY, 2005;
VOET; VOET, 2013). A velocidade com que isso ocorre depende de qudo rapido nosso coracao
bombeia sangue para o organismo. Esta velocidade depende da frequéncia cardiaca, que pode ser
mensurada através do nimero de batimentos cardiacos por minutos (bpm) ou através da variabilidade
da frequéncia cardiaca (Var-FC), que é o intervalo de tempo entre batimentos cardiacos sucessivos
(LIMA, 1997; VANDERLEI et al, 2009).
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Em individuos saudaveis, a frequéncia cardiaca varia durante um dia entre 53 a 95 bpm
(BJERREGAARD, 1983), todavia, sobre uma carga de stress ou alguma atividade fisica, estes valores
podem se alterar bastante, principalmente a frequéncia cardiaca maxima.

O nUmero maximo de batimentos que o coracdo pode dar em um minuto é conhecido como
frequéncia cardiaca maxima e é comumente obtida através da expressdo FCuax= 220 — IDADE, e
mais recentemente foi proposta uma nova expressdo: FCmax= 208 — 0,7xXIDADE, para adultos
saudaveis, ou seja, em ambas as expressdes o valor maximo a ser alcangcado para frequéncia cardiaca
do individuo é uma funcdo decrescente que depende somente da idade (MAHLER et al., 2000;
TANAKA, 2001).

2.3 Limiar de lactato

Amorim (2002) afirma que, quando a intensidade dos exercicios atinge niveis altos, a
necessidade de oxigénio é superior a capacidade do sistema cardiorrespiratério de extrair e transportar
oxigénio. As demandas energéticas passam, entdo, a ser complementadas pelo mecanismo anaerébio,
que transformam o piruvato em lactato em d&mbito celular.

Quando a capacidade do organismo de retirar o lactato for inferior a sua producao, inicia-se o
acumulo. Se mantivermos ou aumentarmos a intensidade, consequentemente ocorrerd a deterioragdo
da capacidade de continuidade do exercicio com a mesma eficiéncia (BENETTI; SANTOS;
CARVALHO, 2000).

Os limiares de transicdo metabodlica podem ser entendidos como intensidades de exercicio a
partir das quais comegam a acontecer alteragdes metabdlicas no organismo. O limiar de lactato, um
dos limiares de transicdo metabdlica, € definido como o momento em que ocorre o inicio do acumulo
de lactato, ou entdo como intensidade do exercicio em que ocorre elevacao sistematica e continua da
concentragdo de lactato (POWERS; HOWLEY, 2005).

Os autores ainda distinguem o limiar de lactato em duas categorias distintas: o primeiro limiar
de lactato, ou LL, que pode ser identificado pelo menor equivalente de [La]. W ~1(concentragdo de
lactato dividido pela carga) ou por meio da concentracdo fixa de 2 mmol.l™1. O segundo limiar de
lactato, ou LL, pode ser obtido adicionando-se o valor fixo de 1,5 mmol. 1! ao menor equivalente ou
ao valor fixo de 4 mmol.l~! (AMORIM, 2002; COSTA; LIMA; De-OLIVEIRA, 2007).

A identificacdo do limiar de lactato é feita por meio da curva da concentracdo sanguinea de
lactato em funcdo da intensidade/tempo em teste progressivo (COSTA; LIMA; De-OLIVEIRA, 2007).
Para se obter a concentracdo de lactato em cada intensidade, é necessario coletar uma pequena amostra
sanguinea da pessoa. Esse método é conhecido como invasivo e, para tal, é necessario um profissional
qualificado e equipamentos especificos, 0 que o torna mais complicado em determinadas faixas etarias

e locais, seja por questdes operacionais ou por questdes éticas (RIBEIRO, 1995).
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Portanto, ao se avaliar o comportamento da frequéncia cardiaca em cargas crescentes de
trabalho, pode-se obter uma forma nédo invasiva para identificar estes momentos de transi¢do (LIMA,
1997).

2.4 Fisiologia da atividade fisica

A evidente busca pelos melhores resultados, melhores desempenhos em diversas modalidades
de competicdo esportivas em quaisquer que sejam 0s niveis, seja este olimpico, mundial, nacional ou
regional, requer o suporte da tecnologia, de modo que esta dé indicadores capazes de refletir a perfeita
integracdo entre os sistemas cardiovascular, respiratorio e muscular em fungdo do grande aumento de
gasto energético proporcionado pelo exercicio.

Portanto, para que um treinamento seja efetivo e possa conduzir a uma resposta 6tima de
desempenho, os principios do suprimento energético devem ser bem compreendidos e aplicados
(AMORIM, 2002).

Todos os atletas e ndo atletas sdo forgados a aprender lutar com a forte acidose muscular e a
subsequente fadiga advinda do treinamento intenso, e 0 que ocorre com o treino adequado €
exatamente a melhora dessa capacidade de tolerancia (JANSSEN, 2001; PELICER et al, 2011).

Quanto a importancia do treinamento Amorim (2002, p. 52) afirma que

Um 64timo treinamento depende da intensidade adequada de trabalho capaz
de ativar completamente o sistema de energia solicitado, primordialmente,
pela atividade fim. As intensidades baixas ndo promovem as adaptacdes
necessarias e as muito elevadas podem deteriorar a performance como
resultado de um quadro de sobretreinamento; assim, a avaliacdo da correta
intensidade do treinamento € tanto uma arte como uma ciéncia.

Diversos autores citam que 0s principais métodos de controle do treinamento sdo 0 consumo
méaximo de oxigénio, limiar de lactato e frequéncia cardiaca (COSTA; LIMA; De-OLIVEIRA, 2007;
COUTO et al., 2013, LIMA, 1997).

2.5 Modelagem da frequéncia cardiaca
Ao se ajustar a curva da frequéncia cardiaca por modelos de regressdo linear, consegue-se um
bom ajuste apenas quando se desprezam as entradas inferiores e superiores da curva. Astrand et al
(2003) justificavam que quando se trabalha com os valores da porc¢do inferior da curva, ndo se tinham
resultados fiéis, pois, em cargas baixas, outros fatores se juntam ao stress da atividade, como os fatores
emocionais e ambientais. Para a porcdo superior da curva também era percebido um comportamento
assintotico da frequéncia cardiaca, mas eram considerados como sendo excecdes ao modelo de

regresséo linear.
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Com a melhora na qualidade do ajuste de modelos a frequéncia cardiaca, ao se utilizarem
modelos ndo lineares (LIMA, 1997), veio a associacdo dos pontos de transi¢do da curva da frequéncia
cardiaca com os limiares metabdlicos. O ponto de inflexdo da curva da frequéncia cardiaca tem o
mesmo conceito que temos sobre o ponto de inflexdo de uma curva de crescimento qualquer. E o
momento no qual a frequéncia cardiaca muda de um crescimento acelerado e passa para um
crescimento desacelerado, que acredita-se estar associado ao LL;.

Este ponto é determinado derivando-se a curva da frequéncia cardiaca em relacdo a variavel
carga de trabalho e igualando-se a zero. Quando se consideram modelos de regressdo ndo lineares
simétricos, o seu ponto de inflexdo é dado na metade exata da curva.

Ao se avaliar a totalidade das observagOes da frequéncia cardiaca, vé-se, ao se aproximar das
Gltimas observagfes, uma tendéncia a um platé, momento no qual Conconi et al. (1982) definem o
ponto de deflexdo. A frequéncia cardiaca cresce até determinado momento, quando comeca a se
estabilizar. Alguns autores chamam este momento de quebra de linearidade, momento no qual o ajuste
por uma reta ja ndo é mais eficiente, e um ajuste por um modelo ndo linear passa a ser mais eficiente
(KARA et al, 1996; LIMA, 1997).

A associacdo do ponto de deflexdo da frequéncia ao LL,, porém, ndo é tdo simples como a
determinagdo do ponto de inflex&o, ndo existe uma forma algébrica para se determinar 0 momento a
partir do qual ha a tendéncia ao platd e sua determinagao tornou-se muito subjetiva.

Para diminuir a dificuldade de determinacdo do ponto de deflexdo, varios métodos foram
propostos. O método da distancia maxima (Dmax) foi originalmente proposto por Cheng et al (1992),
gue consistia em ajustar os pontos da frequéncia cardiaca por um polinémio de terceiro grau, ligar o
primeiro e o Gltimo ponto da curva com uma reta e verificar em qual ponto ocorre a maior distancia
entre a reta e o polinémio de terceiro grau, dai a origem no nome Dmax.

Uma ilustracdo do método Dmax pode ser observada na Figura 1. No ponto onde ocorre a

Dmaéax teremos a frequéncia cardiaca do ponto de deflexdo e a carga no ponto de deflexao.
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Figura 1 - Esquema que ilustra a identificacdo do ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca pelo
Método Dméx
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Mais recentemente, Costa, Lima e Oliveira (2007) utilizaram uma modificacdo desse método

para a determinac¢do do ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca de dez “mountain bikers” de alto

desempenho. No lugar de ajustar um polindbmio de terceiro grau ele utilizou o ajuste sigmoide de

Boltzmann, conforme a Figura 2.

Figura 2 - Esquema que ilustra a identificacdo do ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca pelo
Método Dmax modificado.(bpm) (kpm.min-1)

g J s 8 b
_Reta de ligago 8 o
wmene [SigmMoide de Boltzmann S i gl
S 21 § wx_
© ///
s 9 g
p S i
8 (= * ,/’/’
L 27 d &
$ 8 S
g o g
o s
o L
-5 e
g - ~y
" -
o s’
o //'f/lf ;
o | &5
= I T T T T T T 1
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750
Carga de trabalho (kpm.min!)
2.6 Andlise de Regressao

Andlise de regressdo é uma metodologia estatistica que utiliza a relacdo entre duas ou mais

variaveis, de tal forma que uma variavel pode ser predita a partir de outra ou de outras (PAULA,

2004).
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Para a analise de regressdo, os dados podem ser obtidos a partir de duas situacdes:
a) dados experimentais: as variaveis dependentes e independentes sdo planejadas como o
resultado de um experimento;
b) dados observacionais: observam-se os valores das variaveis dependentes e independentes,
nenhuma delas sob controle.
Draper e Smith (1998) classificam os modelos de regressdo como lineares, linearizaveis e ndo
lineares. Essa classificacdo é baseada no conceito de derivadas.
a) Modelos Lineares: aqueles que séo lineares em relagdo aos parametros, ou seja, a derivada
do modelo em relacdo aos pardmetros ndo depende dos pardmetros:
0 f.(X,0)=9g(X
8_49,. i(X,0)=9(X) 1)
comi = 12,...,nej = 1,2,...,p
em que f;(X,6) é a funcdo resposta, n € o nimero de observagbes e p 0 nimero de pardmetros do
modelo.

A seguir, tem-se um exemplo:
Yy=0,+0X+0,X° +..+0.X"+¢ )

em que:
0y, 64,05, ... 0,580 0s parametros do modelo,
x- a variavel preditora do modelo,
y- a variavel resposta
g- 0 €rro
O célculo das derivadas parciais de y em relagéo a 6, 64, 6, ... 6,, fornecem:

ﬂ = 1 ﬂ =X ﬂ — X2 ay n
06, 26, 26, 00

Como as derivadas ndo dependem dos parametros pode-se concluir que este € um modelo linear.
b) Modelos linearizaveis: aqueles que, por meio de alguma transformacdo, tornam-se
lineares. Considere o0 modelo:
Y =0¢ (3)
em que 6 é o parametro a ser estimado e o erro é multiplicativo. Aplicando-se logaritmo a ambos 0s
lados da igualdade obtém-se:

InY =In(0%¢)

InY =In@* +Ine
InY =xIn@+Ine

DefinindoZ =InY; b = In6 e &* = In £ 0 modelo fica:
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Z=bx+¢&
gue ¢é linear, pois a derivada independe do parametro, mostrando que 0 modelo original é linearizavel.
oL
— =X =9(X)
ob
¢) Modelos N&o Lineares: sdo os modelos em que pelo menos uma das derivadas parciais

depende de algum parédmetro do modelo. Por exemplo:
Y=0,+0"+¢ (4)
sendo 6, e 6;0s parametros a serem estimados e € 0 erro aditivo. N&o existe operagdo capaz de
transforméa-lo em um modelo linear e as derivadas parciais de Y sdo:
oY oY
=1

Z - 2 X6rt=g(X,8),
20, T =9(X,6)

. 00,

Portanto, o modelo é dito ndo linear.

2.7 Anélise Bayesiana

Os procedimentos frequentistas consideram que 0s pardmetros a serem estimados sdo
desconhecidos, porém fixos, isto é, igual ao valor do parametro particular, e toda informacg&o sobre ele
é tomada com base na amostra, enquanto que no modelo bayesiano o parametro é aleatorio, e isso
pode ser quantificado em termos de probabilidade.

A analise bayesiana tem por base o teorema de Bayes e para a compreensao deste é necessario
0 conhecimento de probabilidade condicional e do teorema da probabilidade total (BOX; TIAO,
1992).

A probabilidade condicional é o caminho para se obter a probabilidade do evento A dado o
que o evento B ocorreu, assumindo que P[B] # 0, denota-se por P[A|B] e define-se como:
P[A N B]

P[B]

Considerando a probabilidade condicional podemos escrever o teorema da probabilidade total

P[A|B] = Q)

da seguinte maneira: Para um dado espaco de probabilidade (Q,A,P[.]), se By, By, ..., B, € uma
colecdo de eventos mutuamente disjuntos em A, satisfazendo Q = U, B; e P[Bj] >0 paraj =

1, ...,n, entdo para todo AeA,

n

P[A] =ZP[BjnA] =ZP[A|B]-]P[B]-] (6)
j=1

j=1
Finalmente podemos definir o Teorema de Bayes para o caso discreto. Se By, B, ..., B,, € uma
colecdo de eventos mutuamente disjuntos em A, satisfazendo Q = U, B; e P[Bj] >0 paraj =

1,...,n, entdo paratodo AeA e P[A] > 0
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P[A|B]P[B] _ P[A|By]P[B] @)
P[A] -1 P[A|B;] P[B)]

P[By|A] =

Para o caso continuo em que se observa X = x, e considerando um elemento de uma familia
de distribuicdes, f(x|0), e a distribuicdo P (6), o teorema de Bayes para densidades, conduz a relacéo:
f(x|6)P(0)
P(O]x) = (8)
Jo F&16)P(8)do

em que 8 € © e P(f|x) é a distribuicdo de 8 depois de saber que se obteve X = x. Observando-se

uma amostra, tem-se:

|@)P (O
PGl 2y — S CIOPE) o
Jy Tof(x:|6)P(6)d6

em que P(0|xq,%3,...,x,) € a distribuicdo a posteriori de 6 depois de conhecida a amostra

(xq,x5,...,%,), 0 denominador é uma integral multipla no pardmetros e ndo depende de 6,
funcionando como uma constante normalizadora. A menos da constante, podemos reescrever o
teorema da seguinte maneira (BOX; TIAO, 1992):
P(8]x) o f(x|0)P(6) (10)
Para um valor fixo de x, a funcéo f(x|8) fornece a verossimilhanga [(8; x) enquanto P(6) é
chamada de distribuicdo a priori de 8. O produto de ambas levam a distribuicdo a posteriori de 6.
P(6|x) « I(0;x)P(6) (12)

Apesar do teorema de Bayes ser de 1763 a metodologia bayesiana em si € recente, pois, dada a
dificuldade na resolucdo algébrica de algumas integrais, 0 método ficou muito tempo sem ser utilizado
e seu desenvolvimento foi apoiado pelo avango computacional (PAULINO; TURKMAN;
MURTEIRA, 2003).

2.8 Distribuicdes a Priori

Na inferéncia bayesiana, a opinido, ou crenca do pesquisador sobre um determinado problema
concreto é incorporado na analise através da priori, ela contém elementos muitas vezes subjetivos, que
expressam o estado de conhecimento ou ignorancia sobre os parametros, antes da obtencéo dos dados.
A introducéo deste conhecimento prévio na anélise bayesiana é feita sob a forma de uma distribuicéo
de probabilidade para o parametro de interesse.

De acordo com Ehlers (2007), a distribuicéo a priori é representada por uma forma funcional,
cujos parametros devem ser especificados também de acordo com o conhecimento prévio do
pesquisador. Estes pardmetros indexadores da familia de distribuicBes a priori sdo chamados de

hiperpardmetros para diferencia-lo dos parametros de interesse.
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No caso de ndo considerarmos diretamente valores para os hiperpardmetros podemos usar
outra distribuicdo a priori. Escrevendo p(8|¢) a priori para & com hiperpardmetros ¢, tomamos
p(p), completando assim o segundo estdgio na hierarquia, e, segundo Ehlers (2007) as prioris

hierarquicas sdo especificadas em geral em 2 ou 3 estagios.

p(9) = f p(0,0)d = f p(019)p(@)dep (12)

Ha situagbes na qual o pesquisador nao dispde de nenhuma informag&o a priori a respeito dos
parametros, ou informacGes pouco significativas em relacdo aos dados amostrais. Nestas situacdes o
pesquisador é levado a utilizar prioris pouco informativas ou distribui¢fes a priori ndo informativas
(SAVIAN et al, 2009).

Entre os métodos para obtencdo de prioris ndo informativas podemos citar o método de
Bayes-Laplace e 0 método de Jeffreys.

O método de Bayes-Laplace usa o principio da razdo insuficiente. De acordo com esse
principio, na auséncia da razéo suficiente para privilegiar uma probabilidade em detrimento de outros,
decorrente da escassez informativa a priori, deve-se adotar que todas tém a mesma chance de ocorrer.
Um exemplo seria utilizar como priori a distribuicdo uniforme (PAULINO; TURKMAN;
MURTEIRA, 2003).

O método de Jeffreys é obtido a partir da matriz de informacao de Fisher I(0). Para o caso

uniparamétrico, a priori de Jeffreys € dada por:

P(8) = \/1(6) (13)
sendo
1(0) = E[(%lnf(xIH))ZIB] (14)

Para o caso multiparamétrico a matriz de informagdo de Fisher ¢ dada por 1(0), na qual o ij-
ésimo elemento da matriz é:

dIn f(x|0)dIn f(x|6)

10) = B2, 96,

6] (15)

29 Estimacéo Bayesiana
Apb6s a obtencdo da distribuicdo a posteriori conjunta dos parametros P(6|x) devemos
integrar esta distribuicdo para a obtencdo das distribuicfes marginais a posteriori, as quais contém

toda informac&o probabilistica a respeito dos parametros (EHLERS, 2007).
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P(6y]x) = fe POy, (16)

As inferéncias sobre os parametros de interesse sdo feitas sobre a sua distribuicdo marginal a
posteriori e podem ser pontuais (moda, média e mediana) ou intervalar (o equivalente bayesiano de
regido de confianga). Paulino; Turkman e Murteira (2003) destacam que um resumo mais informativo
que qualquer estimativa pontual é obtido através de uma regido de @ que contenha uma parte
substancial da massa probabilistica a posteriori.

R(x) é uma regido de credibilidade y para 6 se

P[8 € R(x)|x] = f P(0]x)do =y (17)
R(x)

De acordo com Ehlers (2007) é possivel construir uma infinidade de intervalos, mas estamos
interessados apenas naquele com o menor comprimento possivel. Pode-se mostrar que intervalos de
comprimento minimo sdo obtidos tomando-se os valores de 6 com maior densidade a posteriori,

denominados intervalos de credibilidade de maxima densidade a posteriori, ou intervalos HPD.

2.10 Métodos de Integracgao

Um ponto chave na inferéncia bayesiana refere-se a solucdo de integrais complexas, um dos
motivos pelo qual a metodologia bayesiana possa ter ficado por longo tempo sem aplicagdo
generalizada (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003). Dificilmente se obtém expressfes
explicitas para as integrais envolvidas no problema e uma solugdo por aproximagdo numerica para o
caso se faz necessaria. Todavia, Ehlers (2007) adverte que, mesmo que 0S custos dos processos
computacionalmente intensivos tenham se tornados mais baratos, eles ndo devem ser substitutos do
pensamento critico e sempre que possivel deve-se utilizar solugdes exatas.

Como método analitico pode-se citar a aproximagdo da distribuicdo a posteriori por uma
distribuicdo multivariada e a abordagem de Laplace; como método numérico a quadratura gaussiana e
0s metodos de simulagdo como método Monte Carlo ordinario, método de Monte Carlo com
amostragem por importancia e Método Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

2.10.1 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Uma sequéncia 8‘é uma cadeia de Markov se dado o valor atual da cadeia 6%, o préximo valor
da cadeia, 8'+depende somente do valor atual 6% e ndo dos valores anteriores, o que implica que, sob
certas condi¢cdes, o método gradualmente “esquece” os valores iniciais e converge para uma
distribuigdo estacionaria. Isto é, a probabilidade de ocorréncia de um valor de Opermanece a mesma e

nédo depende do valor inicial da cadeia.
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P(o'*1|6%,...,0") = P(6'*|6") (18)

A ideia do método de Monte Carlo via Cadeias de Markov é a de se obter uma amostra das
distribuicBes marginais a posteriori dos parametros de interesse, por meio de um processo iterativo,
utilizando as distribui¢cdes condicionais completas de cada parametro.

De acordo com Paulino; Turkman e Murteira (2003), Metropolis et al. (1953) desenvolveram
um algoritmo que mais tarde foi generalizado por Hastings (1970), hoje conhecido na literatura com o
algoritmo de Metropolis-Hastings. Em um caso particular destes métodos, Gelfand e Smith (1990)
mostraram como 0 método de amostragem de Gibbs proposto por Geman e Geman (1984), pode ser

utilizado para simular distribuic6es a posteriori.

2.10.1.1 Algoritmo Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hasting possibilita a geragdo de uma amostra da distribuicdo a
posteriori conjunta P(64,65, ..., 0,|x) ,a partir das distribuicbes condicionais completas quando
estivermos num caso em que ndo é possivel identifica-la ou se a geragéo ndo iterativa for complicada
(PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

Suponha que a cadeia esteja no estado 6 e um valor 6'é gerado de uma distribui¢do proposta
q(-16), sendo, portanto dependente do estado atual da cadeia. O novo valor 8’ é aceito com
probabilidade (EHLERS, 2007)

(19)

(6,8") = min (1 P(9')CI(9I9’)>

"P(6)q(0'16)
Em termos praticos, o algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos seguintes

passos,

i. Inicialize o contador de iteragdes t = 0 e especifique um valor inicial (.

ii. Gere um novo valor 8’ da distribuicdo q(- |6).

iii. Calcule a probabilidade de aceitacdo a(6,60") e gereu ~ U(0,1).

iv.Seu < a ento aceite o novo valor e faca 8(*+1) = @', caso contrério rejeite e faca 6 (*+1) = .

v. Incremente o contador de t parat + 1 e volte ao passo ii.

2.10.1.2 Amostrador de Gibbs
O amostrador de Gibbs & um caso especial do Metropolis-Hastings, que permite gerar uma
amostra da distribuicdo conjunta a posteriori P(6|y) desde que as distribuicBes condicionais cheias
possuam forma fechada, no sentido que seja facil amostrar de seus elementos (GELFAND; SMITH,
1990).
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Suponha que 6, um vetor de pardmetros, tem k componentes (6;,6,,..6;) € que as
distribuigcdes condicionais de cada pardmetro sejam conhecidas. Seja P(0;|0_;,y), comi =1,...,k, a
distribuicdo condicional completa para todos os componentes individuais do vetor 6, dadas as
observacoes.

Dado um conjunto de pontos iniciais, 8© = (6,657, ..., 8")para o vetor 6 desconhecido,

implementa-se o seguinte procedimento iterativo:
i) Gerar 6" da densidade condicional cheia P(6;]6”,6.%, ...,6{",y)
i) Gerar 6" da densidade condicional cheia P(6,]6™,6.?, ...,6,y)
iii) Gerar6\" da densidade condicional cheia P(6,|6",6Y, ...,6%",, )

Executando os passos de i até k M vezes, obtém-se um vetor de amostras 6,91, ..., ()
que é uma realizagio da cadeia de Markov e pode-se provar que quando M — oo, (6", 6, ..., 6
tende em distribuicdo para um vetor aleatorio cuja funcdo de densidade de probabilidade conjunta é
P(6]Y). Além disso, Gi(M) pode ser considerado como uma observacdo simulada da distribuicdo

marginal a posteriori de 6;, P(6;|Y).

2.11 Diagnostico formal da convergéncia

Os processos MCMC utilizados em inferéncia bayesiana geram amostras através de processos
iterativos no intuito de se aproximar da distribuicdo de interesse. Logo, se faz necessario verificar se as
cadeias geradas estdo ou ndo convergindo para esta distribuicdo a fim de poder decidir até quantas
iteragOes seréo feitas.

Ha na literatura abordagens informais para verificacdo da convergéncia e métodos formais
para monitoramento da convergéncia, dentre os métodos formais. Os mais utilizados sdo 0s propostos
por Gelman e Rubin (1992), Raftery e Lewis (1992), Geweke (1992) e o de Heidelberger e
Welch (1993).Nogueira, Safadi e Ferreira (2004) apresentaram um roteiro para se verificacdo da

convergéncia.

2.11.1 Gelman e Rubin (1992)

O método proposto por Gelman e Rubin (1992) pressupde que m sequéncias de comprimento
2n tenham sido simuladas individualmente, partindo de pontos inicias distintos. Tendo obtido os
pontos iniciais satisfatorios, ou seja, pertencentes ao espago paramétrico da posteriori,as n primeiras
iteracdes de cada cadeia sdo descartadas a fim de se evitar o periodo de aquecimento da cadeia (burn-
in), ou seja, evitar o uso de valores de uma amostra ndo estacionaria.

O método calcula um fator R, chamado fator de reducdo de escala potencial que pode ser

entendido como um fator de diagndstico de convergéncia. Quando a estimativa de R for proxima de 1
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conclui-se que os m conjuntos de tamanho n simulados se aproxima da distribuicdo alvo, enquanto
gue para R grande, sugere-se que qualquer das estimativas das varidncias pode ser reduzida com a

utilizacdo de mais iteraces.

2.11.2 Raftery e Lewis (1992)

O procedimento de diagnéstico de Raftery e Lewis (1992) estima quantas iteracfes sao
necessarias para que o amostrador de Gibbs apresente convergéncia a distribuicdo estacionéria. O
método fornece as estimativas do burn-in (nimero de iteracbes que devem ser descartadas), 0 nimero
de iteragBes que devem ser computadas e o k, distdncia minima de uma iteracdo a outra (thin), para se
obter a sub amostra aproximadamente independente.

Outro resultado importante deste método é o fator de dependéncia, responsavel pelo acréscimo
multiplicativo do nimero de iteracdes necessarias para se alcancar a convergéncia. Quando o fator de
dependéncia for menor que 5 a cadeia atingiu a convergéncia (NOGUEIRA; SAFADI; FERREIRA,
2004).

2.11.3 Geweke (1992)

O critério propde uma avaliacdo de convergéncia baseada no teste de igualdade de medias da
primeira e da Gltima parte da cadeia, geralmente, dos primeiros 10% e dos ultimos 50%, esta cadeia
deve ser tomada depois de descartadas algumas observacgdes iniciais. A cadeia convergird quando a
maioria dos dados estiver entre os limites de uma distribuicdo normal padréao.

Segundo Nogueira, Safadi e Ferreira (2004), este critério de diagnéstico serve para verificar
uma necesséria, mas ndo suficiente condi¢do de convergéncia, informa ao pesquisador somente se a

convergéncia ndo foi alcangada, e ndo se realmente convergiu.

2.11.4 Heidelberger e Welch (1993)

O critério apresentado por Heidelberger e Welch (1993) utiliza testes estatisticos para avaliar a
hip6tese nula de estacionariedade da amostra gerada. Se a hip6tese nula é rejeitada para um dado
valor, o teste é repetido depois de descartados os primeiros 10% das iteracdes. Se a hipbtese €
novamente rejeitada, outros 10% sdo descartados apds o descarte dos 10% primeiros. Este processo é
repetido até se ter uma proporcéo de 50%.

Se a hipotese nula for novamente rejeitada, isso indica que é necessario um nimero maior de
iteracBes. Caso contrério, 0 numero de iteragdes descartadas € indicado como o tamanho do burn-in
(NOGUEIRA; SAFADI; FERREIRA, 2004).
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2.12 Critérios para sele¢do de Modelos

Em muitas situacBGes é possivel modelar um determinado problema através de mais de um
modelo, podem ocorrer situa¢cdes na qual se varia 0 modelo para os dados ou as prioris para este
modelo, levando o pesquisador a optar por um ou outro modelo para o seu problema.

A literatura j& tem abordado extensivamente alguns critérios de selecdo como o Critério de
Informacdo de Akaike, Critério de Informacdo Bayesiano e Critério de Informacgdo Deviance, que,
segundo Paulino, Turkman e Murteira (2003) sdo baseados no fator de Bayes e tém como objetivo
considerar, no processo de selecdo, a complexidade dos modelos.

O fator de Bayes a favor de M; contra M;é a razdo das chances:

P(M;|Y) P(M;|Y)
B Py _ Pjlv) _ P(Y|M;)

U™ pM;ly) T PMy) P(Y|Mj) 20)
P(Mj) P(Mj)

Quanto a interpretacdo do fator de Bayes, pode-se dizer que se FB;; € maior que 1, tem-se a
indicacdo que o modelo disposto no numerador é mais plausivel ou verossimil do que o modelo
disposto no denominador, caso contréario, 0 modelo no denominador é mais plausivel que o modelo

disposto no numerador.
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3 MATERIAL E METODOS
3.1 Dados

Para a execucdo da metodologia utilizaram-se os dados experimentais (LIMA, 1997). Os
dados analisados foram a média da frequéncia cardiaca de 16 individuos. Dispunha-se também dos
valores de LL, dos 16 individuos.

Todos se submeteram ao teste progressivo em uma bicicleta ergométrica de frenagem
mecanica, com cargas incrementadas em 90kpm.min~'até a exaustdo, sendo a frequéncia cardiaca
medida em bpm e armazenada na memdria do cardiofrequencimetro da marca Polar para ser
posteriormente transferida para o computador.

Aos 50 s de cada carga foi colhida uma gota de sangue arterializado do I6bulo da orelha para
determinacéo da concentragéo de lactato, em mmol. ™1, no lactimetro portatil da marca Accusport.

O gréfico da média da frequéncia cardiaca dos individuos pode ser observado na Figura 3.

Figura 3 - Valores médios dos 16 individuos avaliados em cargas crescentes incrementadas a cada
minuto de 90kpm.
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3.2 Modelos estudados
Silveira (2013) mostrou que dada a violacdo dos pressupostos da analise de regressdo, o
modelo linear ndo deve ser utilizado. Portanto os modelos utilizados para ajustar a frequéncia cardiaca

em relacdo a cargas crescentes de trabalho serdo:

a) Modelo sigmoide de Boltzmann
(AS — AD)
Vi =Al+ ——+¢ (21)
1+ elme)
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em que:
e Y, éafrequéncia cardiaca para a carga i;

e Al éaassintota inferior (Frequéncia cardiaca em repouso);

e ASéaassintota Superior (Frequéncia cardiaca maxima alcangada pelo individuo);

e Pl é o ponto de inflexao;

e Inc éalInclinagdo da curvano Pl ;

e X é avariavel carga de trabalho;

o ¢ € o0 residuo suposto independente e identicamente distribuido, para a carga i seguindo
~ N(0,7).
Considerando 8," = [AI, AS,PI, Inc,7], a verossimilhanca para o modelo sigmoide de

Boltzmann é dada por:

S - AS — Al
L(Y101) = 2 expl —= yi—AI—(—PI)x (22)
2i=1 1+exp( )

b) Modelo Logistico

_ AS
Y, = 1 + e~ Incx(x—PI)

(23)

Nesta parametrizacdo apresentada, os pardmetros possuem a mesma interpretacdo que a do
modelo sigmoide de Boltzmann (21), tomando 8," = [ AS,PI,Inc,T], a verossimilhanca para o
modelo Logistico é dada por:

’ n T “ 2
L(r|6z) =72 eXp{TZ( 1 +e"”c*(x m)) } (24)

i=1

3.3 Distribuicdo para o ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca
A distribuicdo para o ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca serd obtida através da
metodologia proposta por Costa, Lima e De-Oliveira (2007). Estimadas as cadeias dos parametros dos
modelos ndo lineares, sera ajustado, para cada estimativa dos parametros, o modelo de regressdo ndo
linear, o qual serd comparado com a reta para a obtencdo da carga na qual ocorre a Dmax. Isto nos

dara uma cadeia, estimada iterativamente, para o ponto de deflexdo da frequéncia cardiaca.

3.4 Definigéo das prioris
Para se obter a distribuicdo a posteriori conjunta dos parametros sera necessario atribuir uma

priori para cada um dos parametros.
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A distribuicdo Beta (a, 8) é geralmente utilizada para modelar propor¢cdo ou uma variavel
aleatoria cujo intervalo de variacdo esteja definido entre (0,1), todavia esta distribuicdo pode ser
generalizada para um intervalo (m,n) finito qualquer. Seja Z uma variavel aleatéria definida no
intervalo (0,1) seguindo uma distribuicdo Beta(a, 8),aplicando a seguinte relagdo: W = (n —m)Z +
m, teremos deste modo, uma variavel W seguindo uma distribuicdo Beta Generalizada (o, f) num
intervalo (m, n)(FERNANDES, 2016).

Serdo utilizadas, neste trabalho, as distribuicGes a priori Beta e Beta generalizada, pois, de
acordo com Moala e Penha (2016), esta é uma das distribuicGes mais utilizadas para se modelar a
priori de um especialista. A priori para 0s parametros possuira a seguinte expressao:

P(0) x 8% 1(1—0)F~1 (25)

em que a e B sdo hiperpardmetros da distribuicdo Beta.

Priori para o parametro Al

Como ja descrito no modelo, o parametro Al refere-se a frequéncia cardiaca do individuo no
momento de repouso. Bjerregaard (1983) afirma que sem carga de exercicio a frequéncia cardiaca
varia de53 a 95 bpm, portanto a priori para este pardmetro deve variar neste intervalo. Em estudos
anteriores Silveira (2013) estimou o parametro Al proximo ao valor de 80 bpm, portanto considerar-
se-4 como priori para este parametro uma distribuicdao Beta (2; 2) definida no intervalo 50 a 100 bpm.
Esta priori sera utilizada apenas no modelo sigmoide de Boltzmann.

Seja Z~Beta(2,2) definida no intervalo (0,1), a variavel aleatoria Al seré& dada por:

Al = (100 -50)*Z + 50
Al = 50«7+ 50
Al terd, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (50,100),

cuja densidade pode ser observada na Figura 4.
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Figura 4 - Gréfico de uma densidade Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (50, 100) utilizada
como priori para o parametro Al.
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Considerando a férmula para se obter a frequéncia cardiaca maxima, FCwax=220 -IDADE, e
tendo por base que a média de idade para a amostra foi proxima de 24 anos, a distribuicdo a priori
para o parametro AS serd uma Beta Generalizada (2,2)definida no intervalo 150 a 250. Esta priori sera
utilizada para ambos os modelos.

Seja Z~Beta(2,2) definida no intervalo (0,1), a variavel aleatoria AS sera dada por:

AS = (250 —150) * Z + 150
AS = 100 * Z + 150

AS terd, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (150,250),
cuja densidade pode ser observada na Figura 5. Neste caso ndo foi possivel comparar com a média dos
atletas porque, diferentemente da frequéncia cardiaca em repouso que todos os individuos possuiam, a
méaxima frequéncia cardiaca que os individuos atingiram ocorreram em cargas distintas, sendo que a

minoria dos individuos conseguiu atingir.
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Figura 5 - Gréfico de uma densidade Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (150, 250) utilizada
como priori para o parametro AS.

0.015
1

0.010
|

0.005

0.000
|

160 180 200 220 240

Priori para o parametro Pl

A priori serd uma Beta Generalizada (2,2) no intervalo 600 a 800 kpm.min~!. Esta priori
serda utilizada para ambos os modelos.

Seja Z~Beta(2,2) definida no intervalo (0,1), a variavel aleatoria Pl sera dada por:

PI = (800 — 600) * Z + 600
PI = 200 Z + 600

Pl terd, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (600,800).
Utilizaram-se estes intervalos devido a conhecimentos prévios e devido ao fato de que sendo 0s
modelos simétricos, o ponto de inflexdo deve ocorrer préximo a carga central. O grafico apresentado

da densidade esta representado na Figura 6.

Figura 6 - Grafico de uma densidade Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (600, 800) utilizada
como priori para o parametro PI.
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Priori para o parametro Inc

O parametro Inc se refere a inclinacdo da curva no ponto de inflexdo. Diferente dos outros
pardmetros, neste estudo ele ndo possui interesse pratico. Para ele, considerou-se como priori, uma
distribuicdo Beta Generalizada (2,2) no intervalo 0 a 500 para o modelo sigmoide de Boltzmann.

Seja Z~Beta(2,2) definida no intervalo (0,1), a variavel aleatéria Inc sera dada por:

Inc= (500-0)*Z+0
Inc = 50027
Inc terd, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (0,500), cuja

densidade pode ser observada na Figura 7.

Figura 7 - Grafico de uma densidade Beta Generalizada (2,2) definida no intervalo (0, 500)
utilizada como priori para o pardmetro Inc do modelo sigmoide de Boltzmann.
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J& para 0 modelo Logistico sera atribuida uma priori Beta (2,2) no intervalo (0,1) com base

nos estudos de Silveira (2013), cuja densidade pode ser observada na Figura 8.
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Figura 8 - Gréafico de uma densidade Beta (2,2) utilizada como priori para o parametro Inc do modelo
Logistico.
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Priori para o parametro t
A distribuicdo a prioripara parametro T do modelo sigmoide de Boltzmann sera uma
distribuicdo Beta Generalizada (3,2) no intervalo (0,2).
Seja W ~Beta(3,2) definida no intervalo (0,2), a variavel aleatoria t sera dada por:
T=2-0*W+0
T=2+«xW
T terd, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (3,2) definida no intervalo (0,2), cuja

densidade pode ser observada na figura 9.

Figura 9 - Gréafico de uma densidade Beta Generalizada (3,2) no intervalo (0,2) utilizada como priori
para o pardmetro T do modelo sigmoide de Boltzmann.
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Para 0 modelo Logistico sera utilizada uma distribuicdo Beta Generalizada (2,3) no intervalo
(0;0,1).
Seja K~Beta(2,3) definida no intervalo (0;0,1), a variavel aleatéria t sera dada por:
7= (01D*K+0
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T=01+K
T tera, portanto, uma distribuicdo Beta Generalizada (2,3) definida no intervalo (0;0,1), cuja

densidade pode ser observada na Figura 10.

Figura 10 Gréfico de uma densidade Beta Generalizada (2,3) no intervalo (0;0,1) utilizada como priori
para o parametro = do modelo Logistico.
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Priori conjunta para os vetores de parametros
A distribuicdo a prioriconjunta para o modelo sigmoide de Boltzmann sera:
P(8) « P(AP(AS)P(PI)P(Inc)P (1)
P(6) < [50 * Beta(2,2) + 50 ][100 * Beta(2,2) + 150][200 *
Beta (2,2) + 600][ 500 * Beta(2,2)][ 2 * Beta(3,2)] (26)
P(0) o [50 * AI(1 — AI) + 50 ][100 * AS(1 — AS) + 150][200 *
PI(1 — PI) + 600][ 500 = Inc(1 — Inc)][ 2 * t2(1 — 7)]

A distribuicdo a prioriconjunta para 0 modelo Logistico sera dada por:
P(8) « P(AS)P(PI)P(Inc)P(7)
P(8) o« [100 * Beta(2,2) + 150][200 * Beta (2,2) +
600][Beta(2,2)][ 0,1 * Beta(2,3)] (27)
P(8) o« [100 * AS(1 — AS) + 150][200 = PI(1 — PI) +
600][ Inc(1 — Inc)][ 0,1 * t(1 — 1)?]

Por meio do teorema de Bayes, as distribuicdes a posteriori conjunta para 0s parametros de

ambos os modelos ficam:
P(0ly) x< L(y|8)P(0) (28)
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3.5 Analise dos dados

Para a geracdo das cadeias dos parametros, obtencdo das estimativas pontuais (média e mediana),
intervalo HPD e obtencdo dos gréaficos serdo utilizados os softwares R (R DEVELOPMENT CORE
TEAM, 2016) e OpenBugs (SPIEGELHALTER et al., 2007), que utiliza os algoritmos MCMC.

A verificacdo da convergéncia sera feita de acordo com o procedimento proposto por Nogueira,
Séafadi e Ferreira (2004), utilizando o pacote BOA do software R através dos seguintes passos:

i) aplicar Raftery e Lewis (1992) em uma amostra piloto e determinar o tamanho ideal da
sequéncia;

i) monitorar a convergéncia das sequéncias nas proximidades do tamanho ideal, indicado pelo
critério de Raftery e Lewis (1992), por meio dos critérios de Gelman e Rubin (1992) e Geweke (1992);

iii) determinar o tamanho do burn-in, ou seja, do nimero de iteracdes desprezadas para se retirar o
efeito dos valores iniciais do parametro, pelo critério de Heidelberger e Welch (1993)

A associacao entre os pontos de transi¢do da curva e os limiares de lactato serd verificada se o0s
limiares estiverem dentro do intervalo HPD para os pardmetros correspondentes. A comparacao entre
os modelos sigmoide de Boltzmann e Logistico sera feita utilizado o fator de Bayes (FB), cuja
conclusdo sera dada conforme a Tabela 1, que apresenta uma interpretacdo dada por Jeffreys (1961) e

pode ser utilizada na escolha do melhor modelo.

Tabela 1 Interpretacdo do fator de Bayes proposto por Jeffreys(1961)

Valores de FB,m ) Conclusédo
FBmymj <1 Evidéncia a favor de M;
1< FB(y,u;) < 32 Evidéncia muito fraca a favor de M;
3,2 < FB(mymj; <10 Evidéncia fraca a favor de M;
10 < FB(u,m;) < 100 Evidéncia forte a favor de M;

FBm,m;) =100 Evidéncia muito forte a favor de M;
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Né&o se detectou autocorrelacdo residual em ambos modelos estudados (p > 0,05), portanto,
na sequéncia das andlises, considerou-se somente os modelos com erros independentes.

Silveira (2013), ao modelar a frequéncia cardiaca em cargas crescentes de trabalho para a
média de 22 individuos, obteve erros correlacionados para os modelos estudados. Outros trabalhos
também avaliaram a dependéncia residual (PRADO et al., 2013; SOUSA et al.,2014) e obtiveram
autocorrelacao residual de primeira ordem nos modelos estudados.

Nem sempre se verifica a presenca de autocorrelacdo residual em ajustes de modelos néo
lineares em dados tomados ao longo do tempo. Lopes (2007), ao estudar diversos modelos de
regressao nao linear para ajustar a producdo de biogés, ndo detectou autocorrelagdo residual. O mesmo
ocorreu com Sousa (2014), ao modelar a germinacdo de sementes de café, e Mendes (2011) ao
modelar o crescimento do didmetro de tomates.

Deve-se sempre avaliar a necessidade de modelar o erro proveniente dos ajustes dos modelos,
visto que a ndo consideracdo da correlacdo residual, quando significativa, pode levar a obtencéo de
estimativas viesadas e a subestimacdo das varidncias dos pardmetros (PRADO et al. 2013). Na

auséncia de autocorrelagdo deve-se optar pelo modelo mais simples.

Ajuste do modelo sigmoide de Boltzmann

Gerou-se inicialmente uma amostra piloto de tamanho 11.000, descartando-se as 1000
primeiras iteracdes, e fez-se o teste de Raftery e Lewis (1992) o qual indicou uma cadeia de tamanho
60.000, um thin de tamanho 2 e um burn-in de tamanho 5. Duas novas cadeias foram geradas nestas
condicdes e repetiu-se o teste de Raftery e Lewis (1992) em uma das cadeias.

Em seguida aplicou-se o teste de Gelman e Rubin (1992), utilizando-se as duas cadeias
geradas a partir de pontos distintos, e o teste de Geweeke (1992).

Os resultados dos testes acima citados estdo resumidos na Tabela 2.

Tabela 2 Critérios de Raftery e Lewis (fator de dependéncia- FD), Gelman e Rubin (R) e Geweke
(Valor p) utilizados na avaliacdo da convergéncia das cadeias.

Raftery e Lewis Gelman e Geweke

Parametros (FD) Rubin (R)  (Valor p)
Al 1,0165 09999  0,7176
AS 1,0662 10001 07108
PI 1,0165 09993 07177
Inc 1,0240 10000 07153

T 0,9967 1,0001 0,6634
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Conforme apresentado na Tabela 2, para todos os pardmetros se obteve um fator de
dependéncia menor que 5, a estimativa R do teste de Gelman e Rubin ficou proxima de 1 e todos os
valores p do teste de Geweke foram superiores a 0,05, indicando que as cadeias convergiram. O
critério de Heidelberger e Welch (1993) indicou ndo rejei¢do da hipotese nula de estacionariedade para
as cadeias.

Os resultados apresentados na Tabela 2 podem ser confirmados por meio da inspecédo gréfica

das distribuicdes a posteriori dos pardmetros e pelo traco das cadeias, nas Figuras 11 a 15.

Figura 11 - Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro Al
do modelo sigmoide de Boltzmann.
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Figura 12 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro AS
do modelo sigmoide de Boltzmann.
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Figura 13 Densidade a posteriori e trago da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro Pl do
modelo sigmoide de Boltzmann.
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Figura 14 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro Inc
do modelo sigmoide de Boltzmann.
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Figura 15 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro T
referente ao modelo sigmoide de Boltzmann.
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Na Tabela 3 estdo apresentadas as estimativas da média e mediana a posteriori e o intervalo de

maxima densidade a posteriori (HPD) para os parametros do modelo.

Tabela 3 Estimativas da média e mediana a posteriori, intervalo de maxima densidade a posteriori
(HPD) para parametros do modelo sigmoide de Boltzmann.

HPD (95%)

Pardmetros  Média Mediana LI LS
Al 69,81 69,81 65,90 73,82
AS 189,62 189,60 181,8 197,6
Pl 679,24 679,20 664,1 695,7
Inc 198,11 198,20 158,4 237,6

T 0,0076  0,0073 0,0035 0,0121
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Observa-se, pela analise das Figuras 11 a 15, que as cadeias geradas para todos os parametros
do modelo sigmoide de Boltzmann oscilaram em torno das médias estimadas apresentadas na Tabela
3, ndo apresentando valores discrepantes ao longo das cadeias.

A estimativa para o pardmetro AI, quanto ao ajuste médio dos dados, representa a
frequénciacardiaca do individuo no periodo de repouso e de inicio de treinamento, quando a
carga de trabalho ainda é muito baixa. O valor estimado de aproximadamente 69 bpm tanto
para média quanto para a mediana concordam com o trabalho de Afonso et al. (2006) ao
avaliar a frequéncia cardiaca de repouso de 11 individuos do género masculino com média de
idades de 22 + 1,6 anos.

Ao se avaliar a média da frequéncia cardiaca na carga inicial dos individuos, obtemos um
valor cerca de 20% acima do estimado pelo modelo. Como j4 dito anteriormente, Astrand et al (2003)
defende que nos instantes que precedem a atividade e mesmo nas cargas iniciais outros fatores se
juntam ao stress da atividade provocando um aumento na frequéncia cardiaca real no momento de
repouso. E provavel que o uso da abordagem Bayesiana consiga captar esta frequéncia cardiaca real no
momento de repouso.

O valor obtido para o pardmetro AS, estimou cerca de 90% da frequéncia cardiaca maxima
gue o grupo poderia alcancar, sendo, portanto, mais um indicativo de que a modelagem Bayesiana
consegue captar a real condicdo cardiaca dos individuos testados.

O ponto de inflexdo da frequéncia cardiaca, PI, € a carga na qual € atingida
exatamente a metade da frequéncia cardiaca maxima estimada pela curva. No modelo
sigmoide de Boltzmann, tanto média, quanto mediana, estimaram 790kpm.min~" para o PI.

Ao considerarmos o intervalo HPD para o parametro PI([664,1; 695,7]) e o intervalo
de confianga para 0 LL,([625; 793]) vemos que estes se sobrepdem o que nos indica que as médias
de LL; e PI sé&o iguais no modelo sigmoide de Boltzmann, confirmando a hip6tese de associagéo entre
LL,ePI.

A FC na qual ocorre o PI corresponde a 60% da FCwuax, fato que corrobora com outros
achados na literatura (LIMA, 1997, COUTO et al., 2013, COSTA; LIMA E De-OLIVEIRA, 2007)
obtiveram estimativas proximas entre LL, e o PI da frequéncia cardiaca ajustada pelo modelo
sigmoide de Boltzmann, fato também observado por Silveira (2013) e Lima (1997).

O Parametro Inc ndo apresentou interesse pratico neste trabalho, porém, em trabalhos
futuros pode ser usado para se comparar a aptidao aerobia de diferentes grupos ao se modelar
a frequéncia cardiaca por um mesmo modelo, o0 grupo com menor valor para este parametro

apresentara maior aptidao aerébia.
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Ajuste do modelo Logistico

Assim como no modelo sigmoide de Boltzmann, no modelo Logistico também avaliaremos a
convergéncia das cadeias de cada um dos parametros do modelo por meio dos testes de Raftery e
Lewis (1992), Gelman e Rubin (1992), Geweke (1992) e Heidelberger e Welch (1993) e também pela
inspecdo gréafica dos tracos das cadeias geradas pelo método MCMC.

Para este modelo também se gerou inicialmente uma amostra piloto de tamanho 11.000,
descartando-se as 1000 primeiras iteracGes e fez-se o teste de Raftery e Lewis (1992) o qual indicou
uma cadeia de tamanho 50.000, um thin de tamanho 10 e um burn-in de tamanho 100. Duas novas
cadeias foram geradas nestas condicOes e repetiu-se o teste de Raftery e Lewis (1992) em uma das
cadeias. Em seguida aplicou-se o teste de Gelman e Rubin (1992), para este teste utilizou-se das duas
cadeias geradas a partir de pontos distintos, e o teste de Geweeke (1992).

Os resultados dos testes acima citados estéo resumidos na Tabela 4.

Tabela 4 Critérios de Raftery e Lewis (fator de dependéncia- FD), Gelman e Rubin (R") e Geweke
(Valor p) utilizados na avaliacdo da convergéncia das cadeias.

Raftery e Lewis Gelman e Geweke

Parametros (FD) Rubin (R)  (Valor p)
AS 1,1668 09999 03784
I 25184 09999 03646
Inc 22658 10000  0,3815
. 1,0157 10001 0,8293

Conforme a Tabela 4, para todos os parametros se obteve um fator de dependéncia menor que
5, a estimativa R do teste de Gelman e Rubin ficou proxima de 1 para todos os pardmetros e todos 0s
valores p do teste de Geweke foram superiores a 0,05, indicando que as cadeias convergiram. O
critério de Heidelberger e Welch (1993) apesar de ndo ter sido apresentado na Tabela 4, indicou a
aceitacdo da hipotese nula de estacionariedade para as cadeias.

Os resultados apresentados na Tabela 4 podem ser confirmados por meio da inspegéo gréfica

das distribuicBes a posteriori dos parametros e pelo traco das cadeias, nas Figuras 16 a 19.



47

Figura 16 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro AS
do modelo Logistico.
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Figura 17 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro Pl do
modelo Logistico
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Figura 18 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro Inc
do modelo Logistico.
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Figura 19 Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada pelo método MCMC para o parametro
treferente ao modelo Logistico
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Na Tabela 5estdo apresentadas as estimativas da média e mediana a posteriori e o intervalo de
maxima densidade a posteriori (HPD) para os parametros do modelo.

Tabela 5 Estimativas da média e mediana a posteriori, intervalo de maxima densidade a posteriori
(HPD) para os parametros do modelo Logistico.

HPD (95%)

Pardmetros Média Mediana LI LS
AS 241,82 241,6 228,2 256,4
Pl 616,91 615,1 520,1 721,3
Inc 0,0012  0,0012 0,0011 0,0013
T 0,1396  0,1342 0,0563 0,2338

Observa-se, pela analise das Figuras 16 a 19, que as cadeias geradas para todos 0s parametros
do modelo Logistico oscilaram em torno das médias estimadas apresentadas na Tabela 5, ndo
apresentando valores discrepantes ao longo das cadeias.

O valor obtido para o parametro AS, superestimou a frequéncia cardiaca maxima que o grupo

poderia alcancar, uma possibilidade para isto ter ocorrido se deve ao fato que, diferente do modelo
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sigmoide de Boltzmann que apresenta um parametro para modelar as cargas iniciais, o modelo
Logistico assume assintota inferior no zero.

A estimativa do parametro PI para 0 modelo Logistico foi de 616,91 para a média, porém ao
se considerar o intervalo HPD ([520,1; 721,3]), este também se sobrepde ao intervalo do LL, ([625;
793]), indicando a associacdo entre o PI e 0 LL; também para o modelo Logistico.

O parémetro Inc corresponde a inclinagdo da curva da frequéncia cardiaca no PI, dada
a estrutura do modelo, o parametro Inc do modelo Logistico apresentou média muito

diferente da apresentada pelo modelo sigmoide de Boltzmann.

Identificacdo do PDFC
Avaliou-se a convergéncia das cadeias do pardmetro PDFC estimado por diferenca para os
modelos sigmoide de Boltzmann e Logistico, por meio dos testes de Raftery e Lewis (1992), Gelman
e Rubin (1992), Geweke (1992) e Heidelberger e Welch (1993) e também pela inspe¢éo grafica dos
tragos das cadeias.

Os resultados dos testes acima citados estdo resumidos na Tabela 6.

Tabela 6 Critérios de Raftery e Lewis (fator de dependéncia- FD), Gelman e Rubin (R") e Geweke
(alor p) utilizados na avaliacdo da convergéncia das cadeias

Raftery e Lewis Gelman e Geweke

PDFC

(FD) Rubin (R)  (Valor p)
S. Boltzmann 1,0185 0,9999 0,6185
Logistico 1,5381 0,9999 0,4536

Conforme a Tabela 6 verificou-se a convergéncia das cadeias. O critério de Heidelberger e
Welch (1993) apesar de ndo ter sido apresentado na Tabela 6, indicou a aceitacdo da hipotese nula de
estacionariedade para as cadeias.

Os resultados apresentados na Tabela 6 podem ser confirmados por meio da inspecédo gréfica

das distribuicBes a posteriori dos parametros e pelo traco das cadeias, nas Figuras 20 a 21.
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Figura 20 - Densidade a posteriori e traco da cadeia gerada por diferenca para o pardmetro PDFC
referente ao modelo sigmoide de Boltzmann.
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Figura 21 Densidade a posteriori e trago da cadeia gerada por diferenca para o parametro PDFC
referente ao modelo sigmoide de Boltzmann.
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Na Tabela 7 estdo apresentadas as estimativas da média e mediana a posteriori € o intervalo de

maxima densidade a posteriori (HPD) para o parametro PDFC obtidos por ambos modelos.

Tabela 7 Estimativas da média e mediana a posteriori, intervalo de maxima densidade a posteriori
(HPD) para o parametro PDFC ajustados pelos modelos sigmoide de Boltzmann e Logistico.

HPD (95%)

PDFC Média Mediana LI LS
S. Boltzmann 1095 1097 1038 1151
Logistico 1430 1433 1339 1526

Observa-se, pela analise das Figuras 20 e 21 que as cadeias do PDFC, obtidas tanto pelo
modelo sigmoide de Boltzmann quanto para o modelo Logistico, oscilaram em torno das médias
estimadas apresentadas na Tabela 7, ndo apresentando valores discrepantes ao longo das cadeias.

O segundo limiar de lactato foi identificado na carga de 1080 kpm.min~1, seguindo a

metodologia de Costa, Lima e De-Oliveira (2007) obteve-se a distribuicdo para o PDFC e verificou-se
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gue para 0 modelo sigmoide de Boltzmann, o segundo limiar de lactato encontra-se dentro do intervalo
HPD para o PDFC.

A FC na qual ocorre o PDFC corresponde a 86% da FCwmax, ficando ligeiramente abaixo de
outros valores encontrados na literatura (BODNER; RHODES, 2000; LIMA, 1997; De-OLIVEIRA,
2004; COUTO et al., 2013)

Comparacao dos modelos estudados
A escolha do modelo que melhor se ajusta aos dados foi feita com base no critério
denominado Fator de Bayes, descrito anteriormente na se¢do 2.12. Ao comparar os modelos utilizando
o0 Fator de Bayes, objetiva-se verificar qual dos modelos melhor se ajusta aos dados da frequéncia
cardiaca em cargas crescentes de trabalho.
Para o calculo do Fator de Bayes o modelo sigmoide de Boltzmann foi posto no numerador e o

modelo Logistico, no denominador, obtendo-se um resultado de FB goitzmann,Logistico) =12,86.

De acordo com este resultado e seguindo a interpretagdo sugerida por Jeffreys (1961) ja
descrita na Tabela 1, verifica-se evidéncia forte em favor do modelo sigmoide de Boltzmann, portanto
é 0 modelo mais plausivel para se descrever a frequéncia cardiaca em funcdo de cargas crescentes de
trabalho concordando com outros trabalhos presentes na literatura (LIMA, 1997; De-OLIVEIRA,
2004; SILVEIRA, 2013; SILVEIRA; SOUZA; MUNIZ, 2014).

Os gréficos para os ajustes sigmoide de Boltzmanne e Logistico podem ser observados na

Figura 22
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Figura 22 - Gréficos dos ajustes dos modelos sigmoide de Boltzmann e Logistico para os dados da FC

em CCT
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5 CONCLUSAO

Pelos resultados obtidos neste trabalho, pode-se concluir que:

Ambos os modelos ajustaram bem a frequéncia cardiaca em cargas crescentes de trabalho,
porém o modelo sigmoide de Boltzmann foi superior ao modelo Logistico para ajustar a frequéncia
cardiaca avaliada em cargas crescentes de trabalho.

Os valores encontrados para o ponto de inflexdo da frequéncia cardiaca em ambos 0s modelos
se associaram ao primeiro limiar de lactato. Houve associacao entre o ponto de deflexdo da frequéncia
estimado para o0 modelo sigmoide de Boltzmann e ndo houve no modelo Logistico.

A metodologia bayesiana mostrou-se eficiente estimando valores condizentes com a realidade.
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