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RESUMO

SOUZA, Devanil Jaques de. Teoria de aprecamento de opgles por
arbitragem utilizando o modelo binomial. 2005. 113p. Dissertagdo
(Mestrado em Estatistica e Experimentagdo Agropecudria). Universidade de
Lavras — Lavras, MG.'

Neste trabalho utilizam-se técnicas mateméticas elementares, baseadas em
propriedades de fungGes convexas, para derivar o preco arbitral de opgdes
americanas. Considera-se que os mercados sdo completos e discretos no tempo €
que os pregos das agBes negociadas nesses mercados se comportam segundo 0
modelo binomial. Sfo mostradas também as formas tradicionais de obtencdo
desses mesmos resultados, tanto utilizando argumentag3o estritamente financeira
como pelo uso da sofisticada ferramenta dos Martingales. A titulo de
estabelecer os fundamentos tefricos necessirios a essa dltima forma de
tratamento do problema, so revistos os conceitos de esperanga condicional
como variavel aleatoria, tempo 6timo de parada e martingales. As rotinas para
cilculo das carteiras de réplica e valores de arbitragem foram desenvolvidas
usando a linguagem R.

! Orientador: Prof Dr. Lucas Monteiro Chaves - UFLA



ABSTRACT

SOUZA, Devanil Jaques de. Arbitrage options pricing theory using the
binomial model. 2005. 113 p. Dissertation (Master in Statistics and
Agricultural Experimentation). Universidade de Lavras — Lavras, MG.?

In this work, elementary mathematical tools, based on convex functions
properties, are used to derive the arbitrage price for american options. Markets
are considered completes and discretes in time and stock prices are supposed to
behave according to binomial models. It is also shown the traditional way to
obtain the same results, either using strictely financial arguments or by the use of
sofisticate Martingales tools. Aiming to establish the theorical basis necessary
to this latter approach to the problem, the concepts of mathematical expectation
as a random variable, optimum stopping time and Martingales are reviewed. The
routines used to obtain hedging wealth and arbitrage values were developed

using R language.

2 Adviser: Prof. Lucas Monteiro Chaves - UFLA
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1 INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA

O desenvolvimento cientifico usualmente se dé de maneira continua
como soma de pequenas contribuigdes individuais. De tempos em tempos,
porém, um trabalho mais significativo resulta em um salto para um novo
patamar. No dominio da chamada matematica financeira, o conjunto dessas
mudangas de paradigma deve certamente incluir:

(i) a extraordinaria tese de doutorado de Louis Bachelier (1900), Théorie
de la Espéculation, citado por Davis (2004), quando pela primeira vez foi
proposto modelar o comportamento dos pregos de agdes como um movimento
Browniano. Para se ter idéia do quanto isto estava & frente do seu tempo, basta
lembrar que cinco anos mais tarde, o fisico Albert Einstein utilizou um modelo
semelhante para descrever o movimento de particulas imersas em um liquido;

(if) os artigos de Black & Scholes (1973) e Merton (1973), em que, a
partir de uma equagdo diferencial parcial associada a condig3es iniciais
apropriadas, estabeleceu-se o prego justo para uma opsdo do tipo européia. Esses
artigos, em razio de sua importincia, resultaram em um Prémio Nobel de
Economia para seus autores (http://www.nobelprizes.com/). A partir dai foi que
se desenvolveu a primeira Bolsa de Futuros de Chicago e tiveram inicio os
crescimentos explosivos, tanto do mercado de derivativos financeiros como do
volume de pesquisa cientifica dedicada ao assunto.

(iii) o artigo de Cox et al. (1979), propondo o chamado modelo
binomial para o comportamento do prego das ag3es. Baseando-se nesse modelo
e utilizando apenas matematica considerada elementar, os autores derivaram o
chamado prego de arbitragem para opgdes européias, mostrarando que,
assintoticamente, o modelo contém os mesmos celebrados resultados obtidos por
Black & Scholes (1973) e Merton (1973).



E justamente a relevincia do tema, aliada a constatagdo de que se trata
de drea de pesquisa de resultados significativos, além de sofisticados, que
motiva este trabalho: estudar as contribui¢des que a ciéncia estatistica tem dado
i busca da compreensio da dinimica de comportamento dos mercados
financeiros.

Tratar de finangas significa, principalmente, tratar de contratos
derivativos: contratos cujo valor deriva do valor de algum outro ativo financeiro,
chamado de ativo subjacente. Di-se énfase, neste trabalho, a um tipo de
derivativo em especial: 0 chamado contrato de opg#o ou, simplesmente, opgio,
cujo ativo subjacente € um lote de alguma agio negociada em bolsa.

Uma opgdo de compra (ou de venda) € um contrato que assegura ao seu
detentor o direito, ndo a obrigagdo, de comprar (ou vender) um lote de alguma
acgdo especifica por um prego determinado, chamado prego de exercicio (strike
price), doravante denotado por K. Apesar de existirem tratamentos tedricos para
os chamados contratos perpétuos, no mundo real as opgSes tém um tempo de
validade, ou seja, s existem em um intervalo de tempo [0, T], em que T é
chamado de Tempo de Matura¢io. Opgdes que s6 podem ser exercidas no
momento T de término do contrato sdo chamadas op¢des européias. Opgdes
que facultam o exercicio a qualquer tempo no conjunto {0,..., T} sdo chamadas
op¢des americanas. Apesar de existir uma quantidade enorme de outros tipos,
o presente trabalho estara focado apenas nessas duas modalidades.

Opgoes sdo usadas basicamente como garantias (hedge) contra as
incertezas do mercado de agbes. OpgGes de compra garantem um prego
méiximo; opgdes de venda, um prego minimo. Secundariamente prestam-se
também a especulagéo.

Um exemplo ilustra 0 mecanismo de funcionamento de um contrato de
op¢do. Suponha que um lote de agdes da Petrobras esteja sendo negociado a

R$40,00 e que uma opgéo européia de compra do mesmo lote, com vencimento



em 3 meses, esteja sendo com valor de exercicio k=R$50,00. Entdo, se ao
final de trés meses o valor de mercado do lote de agdes for R$45,00, por
exemplo, a opgdo ndo ¢ exercida (ndo faz sentido comprar por R$50,00 o que se
pode comprar no mercado a R$45,00) e portanto seu valor final é nulo. Caso o
prego de mercado do lote de agSes em questdo seja R$ 60,00, a opgdo € exercida
e resulta em um lucro de R$ 10,00.

Opsdes, portanto, representam um direito que, se exercido, pode se
transformar em um lucro. Sendo assim, op¢Ses tém um prego. A primeira
questdio que se apresenta ¢ exatamente 0 estabelecimento desse prego de maneira
a ndo se permitir, a priori, nem um ganho certo ¢ nem uma perda certa,
considerando que o resultado do exercicio da opgao depende da evolugdo do
preso do ativo subjacente (S), que & aleatério. Esse prego é o que se convenciona
chamar de prego de arbitragem (arbitrage price).

Outras questdes relacionadas sdo: Existe alguma estratégia que permita
ao vendedor da opgdo se proteger contra o prejuizo representado pelo eventual
exercicio da opgdo? Existe um momento étimo para o exercicio de uma op¢do
americana?

A busca de respostas a essas perguntas resultou na chamada teoria de
arbitragem de apregamento de ativos e constitui a espinha dorsal deste trabalho,
qual seja:

- estudar os mecanismos existentes para a determinagfio do prego de
arbitragem de opgdes, tanto européias como americanas;

- estudar as estratégias de protegdio usadas pelos vendedores de opgdes;

- estudar as conexdes existentes entre a teoria estatistica de tempo 6timo
de parada e o exercicio de opg3es americanas.

O trabalho esti voltado e limitado a mercados discretos, ou seja,
mercados cujos negécios se dio a intervalos regulares de tempo e cujas agdes

tém seu prego restrito a conjuntos discretos de valores.



Vale ressaltar que o interesse por opgdes nfo é puramente académico. O
mercado de derivativos €, hoje, muito maior que o mercado de agdes, ou seja,
investe-se muito mais dinheiro em opgdes do que em agdes (Bass, 2004). Para se
ter uma idéia da importancia do problema, basta que se considere que a revista
Risk Magazine (12/97) estimou em U$35 trilhSes o volume mundial negociado

nesse mercado, em 1996.



2 REFERENCIAL TEORICO

A principal ferramenta de anélise utilizada neste trabalho é o conceito de
fungdio convexa. Sendo assim, € conveniente a revisio de algumas defini¢3es e

propriedades dessas fung3es.

2.1 Funcdes convexas
Um subconjunto 4 de R" ¢é definido como convexo se, dados dois
pontos quaisquer X,,X, € 4, paratodo 0<A< 1
Ax,+(1-A)x, € 4
Uma fungdio continua f : D cR"—>R ¢ definida como convexa se

o seu dominio D é um subconjunto convexo de R" e, paratodo x,,x, €D

e todo A€[0,1],
FOx+(1-2A)x) S Af(x)+(1-2)f(x,) (2.1.1)

No conjunto dos reais R, em que estdo os dominios das fungdes
convexas de interesse neste trabalho, um subconjunto convexo é um intervalo.

O que essas definigSes dizem € que:

i) um subconjunto 4 de R" ¢é convexo se, tomando-se dois

pontos quaisquer pertencentes a A, o segmento de reta que une esses

dois pontos est4 todo contidoem A ;
ii) uma fungdio continua f :R —>R & convexa se dados dois
pontos quaisquer (x,, f(x,)) e (%, f(x;)) em seu grifico, o

segmento de reta que une esses pontos estd todo acima do gréfico da
fungio (Figura 2.1.1).



y=f(x)

(%2,f(x2))

(x1,f(x1))

v

FIGURA 2.1.1 Fungio convexa

Uma outra defini¢do de fung3o convexa, equivalente a anterior, é dada

por: uma fungdo continua f:DcR —>R ¢ definida como convexa se,
para todo ponto x, pertencente ao seu dominio D, existe uma constante
c(x,), tal que

J(x)2 f(x,)+c(x)(x—x,) paratodo xe D (2.1.2)

A interpretagdo geométrica desta defini¢@io € que fungSes convexas tém
retas suporte sempre abaixo de seu grafico (Figura 2.1.2).



y y=1(x)

y=f{X0)+ ¢(%o0)(x-X0)

(%0,f(%0))

v

FIGURA 2.1.2 Fungdo convexa, segundo (2.1.2)

Dizer que essas defini¢des s3o equivalentes ¢ 0 mesmo que dizer que

qualquer uma delas pode ser obtida a partir da outra. Por exemplo, tomando-se a

segunda definigdio e supondo-se, sem perda de generalidade, que x, ¢€

qualquer ponto no intervalo [x,,x,], pode-se escrever

x, = Ax +(1-A)x, (2.1.3)
F(x) = f(x) + (X, )(x — %) (2.1.4)
f(xz) 2 f(xo) + c(xo )(xz - xo) (2-1-5)

Multiplicando-se (2.1.4) por 4, (2.1.5) por (1—-A) e somando-se
2f()+ A=) f () 2 Af(x,) +(A=A) f(x) +
+Ac(x,)(x, = %, ) + (1= A)e(x, )(x, — %) =



=Af(x)+f(x)-Af (%) +

+e(x) J(AxX, — A%y + X, — Xy — AX, + Ax,) =
= (%) +e(x){Ax +x, —[Ax + (- A)x,]- Ax,} =
= f(x)) +e(x){Ax, +x, ~ Ax, —x, + Ax, - Ax,} =
=f(Ax +(1-2)x,)

que ¢ a expressdo da primeira defini¢do. Também se pode obter a primeira
definigdo a partir da segunda, simplesmente fazendo-se o caminho inverso no
desenvolvimento acima.

Um resultado que deve ser provado, em razio de sua utilizagéo no que
segue, € que, dadas duas fungSes f{(x) e f,(x), ambas convexas em um
intervalo D, a fun¢do

S (x)=daf,(x)+bf,(x)
com a>0 e b>0, étambém convexa.

Prova: Como f(x) e f,(x) sdo ambas convexas, tomando-se a>0,
b>0, 1€[0,1], x, e D e x, € D, pode-se escrever
of, (A%, + A= A)x,) < Adfi(5) + (1~ D (x,)
b, (Ax, + (1= A)x,) < Abf, () + (1 DB, (x,)
Somando-se essas expressdes
af,(Ax, + (1= A)x,) +bf, (Ax + (1- A)x;) <
< Alaf, () +bf, (x)]+ A - Dl(af (x,) + 1f,(x,)] =
FOx +(1- %) S AF(5) + A=) (x,) []
Deve-se ressaltar que o resultado acima vale para f(x) = Z a;f;(x),

desde que g; >0 e as fungSes f;(x) sejam convexas.



Em seguida, sio abordados trés topicos: modelo binomial de
apregamento de ativos, fundamentos de probabilidade axiomitica e tempo
6timo de parada. As referéncias para os dois primeiros sgo: Shreve (2004),
Bass (2004), Williams (2002) e Williams (2005). Para o altimo, Ferguson
(2004).

22 Descri¢io do mercado

Considera-se um mercado cujas negociagdes se ddo a intervalos
regulares de tempo e onde se negociam trés tipos de ativos, descritos a seguir.

Um ativo sem risco, cujo valor B no tempo seguinte é o seu valor atual
acrescido de um rendimento prédeterminado, ou seja,

B, =By +Bper=Bo(1+1r) => B;=Bo(l +1) emquer>0

Esses ativos sio basicamente o préprio dinheiro, que pode ser aplicado
ou tomado a uma taxa fixa, ou titulos pablicos, os chamados bonds.

Um ativo de risco, cujo valor S no tempo seguinte é aleatdrio, ou seja,

conhecendo-se S,, 0 valorde S, ¢ desconhecido.

Os ativos de risco considerados aqui sio lotes de agdes (stocks)
negociadas em bolsas de valores.

Um ativo derivativo, cujo valor D ¢ fungdo do valor de algum ativo de
risco S, chamado ativo subjacente, ou seja,

Dy =1(S)

Considera-se ainda que nesse mercado compram-se ou vendem-se
quantidades ilimitadas e/ou fracionadas de quaisquer dos ativos, as transagdes
ndo tém custo, compradores e vendedores sdo tomadores de prego, ou seja,
nenhum tem volume suficiente para influenciar o prego praticado e entende-se

por comportamento racional dos agentes a busca do melhor resultado possivel.



23 Modelo binomial de aprecamento dos ativos de risco

Nesse modelo, proposto por Cox et al. (1979), o processo de prego de
um ativo de risco (S) se comporta segundo um caminho aleatério multiplicativo,
 tal que, no tempo t=0, o valor S, ¢ uma constante estritamente positiva e que, em

um tempo t qualquer, o ativo s6 pode assumir um de dois valores:

s uS,, com probabilidade p
‘ dS,., com probabilidade q=1-p

em que as constantes u e d guardam a relagdo
0<d<l+r<u e r20 ¢ ataxa de remuneragio dos ativos

B livres de risco.

A relagdo acima garante a viabilidade da coexisténcia dos ativos B ¢ S
visto que, se 1+7 fosse menor que d, s6 se negociaria no mercado de risco e,
por outro lado,se 1+7 fosse maior que % o mercado de risco se tornaria
inviavel.

Suponha-se que a ocorréncia de u ou d seja governada pelo langamento
de uma moeda, ndo necessariamente honesta, associando-se ao resultado “cara”
(H) a constante » com probabilidade p e, ao resultado “coroa” (T), a constante d

com probabilidade g = 7 — p. Com isso tem-se

S,(H)=uS,, com probabilidade p
S,(T)=dS,, com probabilidade q=1-p

Graficamente esse comportamento pode ser representado por uma arvore

binomial, cuja aparéncia, considerando-se apenas dois passos, € a seguinte:

10



duSo
lldSo

dSo

FIGURA 2.3.1 Arvore binomial de dois passos

Note-se que os dois valores centrais de Sy, duS, e udS,, sio iguais. S6
estio mostrados com dois rétulos para ressaltar que se chega até eles por dois
caminhos diferentes.

Segundo Shreve (2004) “... certamente o comportamento do prego das
acdes é muito mais complicado que o modelo binomial. NOs consideramos esse
modelo simples por trés razoes: primeiro porque nesse modelo o conceito de
prego de arbitragem e sua relagdo com o pre¢o neutro ao risco ficam claros;
segundo, o modelo é usado na prdtica porque, com um niumero suficiente de
passos, fornece uma boa e computacionalmente tratavel aproximagdo para os
modelos continuos no tempo; e terceiro porque o uso desse modelo permite o
desenvolvimento das teorias de esperanga condicional e dos martingales, que
estdo na raiz dos modelos continuos no tempo.”

Justifica-se entdo uma revisio dos fundamentos de probabilidade
axiomatica, necessarios ao estabelecimento dos conceitos de esperanca

condicional, martingales e tempo de parada étimo.

11



24 Fundamentos de probabilidade axiomatica

Tratar de fundamentos de probabilidade axiomatica é tratar de
fundamentos de teoria da medida. Sobre o assunto Williams (2002) afirma que:
“...a teoria da medida, o mais drido dos assuntos quando tratado por si s,
torna-se agradavelmente mais viva quando usada em probabilidade, ndo
somente porque entdo ela é aplicada, mas também porque é imensamente

enriquecida.”

24.1 Probabilidade Axiomitica Basica
Seja {1 um conjunto n3o vazio. Uma o -dlgebra em ) é uma colegdo

(conjunto) X de subconjuntos de 2, com as seguintes propriedades:

i) JeX
ii) Se Ae€ZX,entio o complemento A° €
ii) Se 4,,4,,...e X, entdo U?:,Ak eX
Decorre dessa defini¢io que:
i) a unido finita U}_, 4, € Z, visto que ¢ sempre possivel
tomar-se
4, =B Vk>n

ii) N4, €T pois, se A,A,..€Z, entio
A 45,..€Z e

(UZLAI‘:)C = 7c°=|Ak =p>
e, tomando-se 4, =Q Vk>n,

iii)  aintersegdo finita (\]_ 4, €=

12



O par (Q,%) é chamado de espaco mensurivel. Neste trabalho, {2 ¢
tomado como um conjunto finito de todos os resultados possiveis de um
experimento e £ o conjunto de todos os subconjuntos de 2. Acrescentando-se
a esse espago uma medida de probabilidade P, isto ¢, uma aplicagdo de £ no
intervalo [0,1] com as propriedades

iy P[D]=0
i) Se AeZ, entio P[A°]=1-P[4], em que A éo
complemento de 4 em relagioa Q.

iii) Se 4,,4,,..€Z ¢ 4,n4;=DVi#j, entdo

P[4V 4,0.. 1= P[4]+ Pl4,]+...,
fica definido o espago probabilz'stz’éo (QX,P).

Como exemplo, considerem-se trés lancamentos consecutivos de moeda,
em que a probabilidade de ocorréncia de H ¢ p. O conjunto de todos os
resultados possiveis é = {HHH,HHT,HTH, HTT.THH,THT,TTH,
TTT}; a o—aélgebra & ¢ dada por L= {@,{HHH},{HHT},{HTH},
{HTT},{THH},{THT},{TTH},{TTT} e todas as unides possiveis}; ea
medida de probabilidade P ¢ dada por

P{HHH}=p® P{HHT}|=p’q
P{HTH}=p’q P{HIT}=p¢
P{THH}|=p’q P{THT}|=pq
P(TTH}|=pq* P{TIT}=q

e, além disso, se W = W,W,W, ¢ qualquer elementode 2,e A € X, entdo

P{4]= ) P[{w}]

weAd
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Por exemplo, tomando-se A ={HHH,HHT,HTH,HTT} tem-se
PlA]=p’+2p°q+pg*=p, que nada mais é que a

probabilidade de se ter H no primeiro langamento.

Uma seqiiéncia de o — élgebras G; (i=0,1,...,n) é chamada de filtro
se cGc.g,c.

Como exemplo de um filtro, pode-se definir em {2 as o -dlgebras:

2, =12, Y}

2, ={9, O, {HHH,HHT,HTH,HTT},{THH,THT,TTH,TTT}}

X, ={o, O, {HHH,HHT},{HTH, HTT},{THH,THT},{TTH,TTT)

todas as unides possiveis }

Note-seque X, cX cZ,cZ.

Uma maneira apropriada de se interpretar uma o — ilgebra € associd-la
ao nivel de informagéo que se tem do experimento. No exemplo acima, X,
informa o resultado do primeiro lancamento e ¥, informa o resultado do

primeiro e do segundo langamentos.

Uma varidvel aleatéria X ¢ uma aplicagéio de (2 em R tal que, para
todo k eR, {we Q| X(w)<k}€X, ou seja, a pré-imagem de qualquer
intervalo do tipo (—0,k] € um elemento de Y. Observe-se que isto implica

em que a pré-imagem de qualquer intervaloem R, ou de qualquer elemento de

IR, pertencea X, visto que

- Un(a-—)=(==a)
n

- (09 CD) = (-w:» a]e e [a9 w) = (—oo, a)c

- {a} = {(—00, a] n [aa w)}

14



Qualquer intervalo finito pode ser escrito como complemento de alguma

unigio dos intervalos acima. Por exemplo, se a < b,
[a,b) ={(—,a)U[b,)}".

Mais que isso, implica em que a pré-imagem, sob a variavel aleatéria X,
de unides ou intersegdes de intervalos em R pertence a .

Seja G uma sub-o -dlgebra de I, ou seja, uma O -algebra de
subconjuntos de (2, cujos elementos sdo também elementos de X. Uma
variavel aleatéria X ¢é definida como G-mensurdvel se a pré-imagem de
qualquer intervalo do tipo (—0,k] éum elemento de G. A intersegfo de todas
as o -4lgebras sob as quais X ¢ mensuravel é a menor dessas o -lgebras e €
chamada de o -dlgebra induzida em ) pela variavel aleatéria X .

O valor esperado E[X]e a varidncia Var[X] de uma variavel

aleatéria X sdo definidos como

E[X]= Y XwP{w}]=)_ xP[X =]

Var(X)= Y [X(w)- E(X)FP{w}]

Dados dois conjuntos A€X ¢ B €X, define-se a probabilidade
condicional de A dado B, como
P[A|B]=P[ANB]/P[B] se P[B]>0
e P[A|B] nioé definidose P[B]=0.
Se o conhecimento de B ndo altera a probabilidade da ocorréncia de 4,
ou seja, se
P[A4| B]=P[4]
diz-se que A e B sio independentes. Desta defini¢éo decorre que, se 4 ¢ B

sdo independentes, entdo
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P[A(\ B]= P[A)P[B]
Sejam X e Y duas varidveis aleatérias definidas em um mesmo espago
probabilistico (€2,Z,P). Sejam G, e Gy as o -dlgebras induzidas por X e
Y. Diz-se entioque X e Y sdo varidveis aleatérias independentes se ¢

somentese VA€Gy, e VBeGy, 4 e B forem independentes.

242 Esperanca Condicional

Suponha que exista uma quantidade finita (ou enumeravel) de conjuntos
disjuntos B, € X, B, € X..., todos com probabilidade positiva e cuja unido
seja (). Seja G a o -dlgebra que se obtém quando se tomam todas as unides
e complementos possiveis desses conjuntos. Os B;'s sfo chamados de 4tomos
da o -ilgebra G e é comum a notagio G =0(B;). Define-se, entio, a
probabilidade condicional de um conjunto A € X, dado G, como

P[AN B;
PlA|G]= Z: [ID[Ti]JIBi
em que a funggo indicadora 1 B, ¢ definida como

. lseweBl-
Bi(w)— 0 se weBi

P[A | G] define, entdo, uma fungdgode Q2 em R que é constante em
cada B;(nulase A(1B; =D eiguala P(A|B;), caso contririo). Como
P[A | G] é G-mensuravel, segue que ¢ X -mensurivel e, conseqiientemente,

uma variavel aleatdria.

16



Se G éa o -dlgebra induzida em € por alguma variavel aleatoria ¥,
entdo, a probabilidade condicional de 4, dado que se conhece 7, isto €, nfo se
conhece w, mas, sabe-se o valor de ¥ (w), é definida como

P(A|Y)=P(A[G).
Exemplo1l: seja (Q,Z,P) o espago probabilistico associado a trés
langamentos consecutivos de uma moeda, ji definido anteriormente.
Considera-se, sem perda de generalidade, uma moeda honesta. Seja 4 o
conjunto dos resultados com, pelo menos, dois H, dado por
A={HHH,HHT ,HTH,THH}€X. Quem é, nestecaso, P[4|G], se G ¢
a o -dlgebra definida pelo conhecimentos dos dois primeiros lancamentos? Os
B;'s sdo:
B, ={TTH,TTT} B, ={THH,THT}
B,={HTH,HIT} B, ={HHH,HHT}
Entdo, dependendo do resultado do langamento w= (ww,w;),
P[A|G] éum dos valores abaixo:
P[ANB] _ P[] _ 0 —0
P[B,] P[B] 1/4
P[ANB.,] _ P[{THH}] _ 1/8 _1
P(B,] P[B.] 1/4 2
P[ANB,)_PH{HTH}] _U/8 1
P[B.] P(B,] 1/4 2

Se we B, P[A|Glw)=

Se we B, P[A|Gl(w)=

Se we B, P[A]|GY(w)=

Se we B,

PANB,] _ PI{HHH,HHT}] _1/4 _,

PlA|GYw)= PB.] PB.] 72
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A esperanca condicional da variavel aleatéria X , dado que se conhece
G, é uma nova variavel aleatéria ¥ = E[X |G], definida como

Y(w)= E[X | 6lw) = Y 2Bl

_TPE) lBi(w) em que

E[X;B]= Z X(w)Plw]= E[XIB,-] deve ser vista
w € B;
como a esperanga parcial de X no conjunto B;. Note-se que se escreveu

P[w] quando o correto seria P[{w}]. No restante do trabalho, este abuso de

notagdo passa a ser adotado.
A interpretagdo da esperanga condicional € um pouco sutil: suponha-se
que um experimento aleatério € realizado, ou seja, um elemento weQ é

selecionado. O valor de w ndo € revelado, a ndo ser parcialmente, pela

informagdo de que pertence a algum dos B;, digamos B,. Com isso, na
impossibilidade de se estabelecer o valor de X(w), toma-se a E[X | B, ] como

um estimador de  X(w), que é o mesmo para todo we B,, ou seja,

ELX;B,)

Y(w)=E(X|G) éuma constante, digamos y,, dada por V= PIB,]
A.

paratodo we B, .

Exemplo2: retomando o espago probabilistico definido pelos trés
langamentos de uma moeda e tomando-se como nimeros binarios os elementos
de Q (considerando 7=0 e H=1), seja X a varidvel aleatéria que associa a
cada um desses elementos o seu correspondente  decimal

(X(TTT)= X(000)=0,.. X(HTT)=X(100)=4,.. X(HHH)=X(11)=7).

Sejam H=2 e G=X, as o -dlgebras definidas, respectivamente, pelo
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primeiro e pelos dois primeiros langamentos. Os atomos dessas o -algebras
estdio ilustrados na Figura 2.4.2.1.

Os valores das varidveis aleatérias Y, = E(X | H) ¢ Y, = E(X|G)

Se we B,
> X(w)P(w)
Y, (TTT) = ¥,(TTH) = =22 _(0+Da/8) 18 _1
P[B,] 1/4 1/4 2
Se we B,,
> X(w)P(w)
Y,(THT) = ,(THH) = -2 _(2+3)/8) _5/8_5
P[B,] 1/4 1/4 2
Se we B,,

X (w)P(w)
Y(Hn)ﬂ(HTH):”Z% _(@+50/8) _9/8 _9
i ’ P(B,] 1/4 1/4 2
Se we B,

3 X(w)P(w)
¥, (HHT) = Y, (HHH) = <2 _(6+71/8) _13/8 13
) ) P[B,] 1/4 1/4
Se we B,
> XW)P(w)
Y,(THH) = Y,(THT) = Y,(TTH) = Y,(TTT) == By -
P[B,]
_B+2+140)1/8) _3/4 _3
1/2 1/2 2
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Sewe B,

Y X(w)P(w)
Y(HHH) = Y,(THT) = Y,(HTH) = ¥,(HIT) = =22 -
P(B,]
_(7+6+5+4)1/8) 22/8 11
1/2 1/2 2
@) (QZ)
HHH
(HHH p BZ4={ }
HHT
5 _|HHT
125 yrH - . pr—
| HIT %= grT
rTHH p BH={§I;I;}
5 _JTHT
11— ]TH {TTH}
q B, =
TTT 7T

FIGURA 2.4.2.1 Atomos das o -dlgebras H=2, ede G=%,
do exemplo 2 a pagina 18

Em seguida, sdo enumeradas algumas propriedades da esperanca

condicional que, segundo Bass (2004), “...podem parecer um tanto técnicas. De
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fato o sdo. Contudo, sdo cruciais para a compreensdo do que se segue e nao ha

outra escolha sendo domind-las.”

1-

2-

11 -

Y = E[X | G] é G—mensurével, ou seja, {w|Y(w)<k}e§
paratodo keR.

Se CeG ¢ Y=E(X|G), entlo, E[Y;Cl=E[X;C].

Se uma varidvel aleatoria Z §é G-—mensurdvel e
E[Z;C)=E[X;C] paratodo CeG, entdo Z=E(X|G).
Em muitos textos, essa propriedade é tomada como uma outra
definigio de esperanga condicional.

Se X é G-mensurdvel, entio, E[X|G]=X, ou seja,
E[X | G] é uma constante em cada B;.

Se X, 2X,, entdo, E[X| |G12 E[X, | G].

E[(a.X, +b.X,)|G]=a.E[X, |G1+b.E[ X, |G].

E[E[X | ¢]] = E[X].

Se X &independente de G, entdo, E[X|G]= E[X].

Se Z é G—mensuravel, entdo, E[XZ | G] = ZE[X | §].

Se Hc G cZ entio

E[E[X | H]|G] = E[X | H] = E[E{X | G]| H).

Esta propriedade €, em muitos textos, referida como a
propriedade da torre.

Se X éuma varidvel aleatoria, o melhor preditor de X'

dentre todas as varidveis aleatérias G — mensuraveis €

Y = E[X|4].
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As demonstrages para as propriedades anteriores estio no apéndice A.
Como a propriedade 10 é muito usada, especialmente a segunda igualdade, é
conveniente exemplifici-la. No exemplo 1 anterior foram calculados

Y, = E[X|H] e Y,=E[X|G]. Com isso, mostrar que
E[X | H]= E[E[X | G]| H] émostrar que E[X|H]= E[Y,|H).

Sewe B,
2, LOnP(w) (%+1+§+§)1 \
E[Y, | H)(w) = B"P[B] = 212_2&=5=E[X|H](w)
2
Sewe B,
X Boeeen BB 991
EIL | Mor) ==pp =222 2 8 = S Ly H))
) 2

[

2.4.3 Martingales
Seja um filtro G c G c..G, c..cX. Um martingale é uma
seqliéncia de varidveis aleatérias M, (um processo estocdstico) com as
seguintes propriedades:
1- M, éintegrivel paratodo n,isto é, E[| M, []<x
2- M, é G, -mensurével para todo n, isto é, M, é adaptada ao
filtro.
3- Paratodo n, E[M,, |G 1=M,
Aplicando-se a propriedade 7 da esperanga condicional tem-se,

ainda, que
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EIM,]=E[EM,,, |G,]1= E[My,]
e, portanto,
E[M,]= E{M,]1=E[M,]=..=E[M,]=... (2.4.3.1)
Martingales tendem a permanecer estéveis. Caso a terceira propriedade
acima seja substituida por E[M,,,, |G,]1< M, tem-seum supermartingale, que
tende a decrescer. Caso E[M,,,|G,]1=M, tem-se um submartingale, que

tende a crescer.
Martingales s&o onipresencas em matemitica financeira. Shreve (2004)
cita 0 exemplo seguinte, extraido do modelo binomial. Nesse modelo,
u.S,, com probabilidade p
{d..S',_l com probabilidade g=1-p

S =

t

e, portanto, se o filtro for construido de maneira que cada G, (k= 0.1,...,n) éa
o -dlgebra determinada pelos £ primeiros lancamentos, com notag¢do
G, =o(w,..w,), segue que

E[S,,|G1=S,P[S,,, =S,)+dS,P[S,,, = dS,] = (pu+qd)S,

A primeira igualdade acima se fundamenta no fato de que conhecer G,
¢ o mesmo que saber em que itomo de G, estdi W e, como S, ¢ G-
mensuravel (constante em cada 4tomo de G, ), € o mesmo que conhecer S;.
Como a primeira propriedade ¢ facilmente verificivel e S, € adaptado
ao filtro por construgdo, segue que
se (pu+gd)=1, S, éum martingale;
se (pu+qd)>1, S, ¢éum submartingale e

se (pu+qd)<1, S, éum supermartingale.
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A Figura 2.3.3.1 mostra os valores de S, e S,, constantes em cada um
dos dtomos (B;'s) das sub-o-dlgebras X, e Z,, para o caso de trés

langamentos consecutivos de uma moeda.

Qz,) Q)
HHHY .
HHH P S, (HHT ) =u-S,
HHT
S, =us,
HTH 3 p HTH S
HIT \HTT ) °
THH
Lo e
=d
S: TTH So < s TTH _d:S
TTT q Nrrr )7

FIGURA 2.4.3.1 Valoresde S, em X, ede S:em Z, para uma agdo com
valor inicial Soem arvore binomial de trés passos

Algumas propriedades importantes dos martingales sdo (Bass, 2004):
1) Se M,, é um martingale, entdo, para k< T,

EMr7 |G 1=M,
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Prova: para k=T -1
E[M7|Gr4)=Mr
segue diretamente da defini¢do de martingale. Para k=T -2, aplicando-se a
propriedade da torre,

E[My |Gr_,1= ELEIM7 | Gr )| Gr2)=
=E[Mp_|1Gr21=M7_5
Para k=T-3, T—4.., o padrio se mantém e demonstra a
propriedade.
2- Se M, éum martingale e g(.) uma fungdo convexa, ent3o,
g(M,) é um submartingale (supondo que todas as esperangas

envolvidas existam).

Prova: Uma fungdo g(.) € dita convexa se O seu grafico se localiza acima de
qualquer de suas tangentes, ou, melhor dizendo, se para todo X, existe
¢(x,) talque

g(%) 2 g(%) +c(%,)-(x— %)
Fazendo-sex = X(w), X, =E[X|Gl(w) e tomando-se a esperanca
condicional, dado G, tem-se
g(X)> g(E[X | gD +c(ELX | GD(X - E[X |G])
E[g(X)|G]= E[g(EIX |GD+
+c(E[X | GI(X - E[X |GD | 9]
Como g(E[X|G]) é G-mensurével, aplicando-se a propriedade 4

da esperanga condicional (pag. 16), a segunda parcela da direita se
anula, resultando na desigualdade conhecida como desigualdade de
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Jensen:

E[g(X)|G]= E[g(E[X |GD|G]+
+E[c(ELX | GI(X - E[X | G) | G]=
= g(E[X | gD +c(ELX |GDELX | G]-
—-E[X | GIE[X |G])
E[g(X)|G]= g(E[X|G])
que aplicada em um martingale M resulta na propriedade (2).
E[g(M,.)1G,128(E [M,,,|G,])=g(M,)
Como esta propriedade ¢ fundamental no tratamento de opgdes
americanas, € conveniente ressaltar o seu significado: a aplicagio de
uma fun¢do convexa g(.)a um martingale (uma seqiiéncia de variaveis
aleatérias M, que tendem a permanecer estiveis, ou seja,
E[M,, |G]=M,) resulta em uma outra seqiiéncia de varidveis
aleatérias que tendem a crescer (E[g(M,,)|G,1=g(M,)).
Se X é inteiro positivo, N um tempo de parada (uma aplicagio de Q
nos inteiros nio negativos, tal que {w|N(w)=i}eG;) limitado em
K,ouseja, N<K, e M, um martingale, entdo
E[My]=E[M;].
Esta propriedade € conhecida como Teorema da Parada Opcional
de Doob e se aplica também para submartingales. Decorre dessa

propriedade que, se M, é um martingale, a igualdade
E[M,]=E[M,)=E[M,)=...= E[M,] =...

estabelecida em (2.4.3.1), pagina 17, se mantém quando os tempos

fixos n sdo substituidos por tempos de parada N .
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Prova: Primeiro é preciso ter bem claro que My significa tomar, primeiro, 0

valor de N(w) e, depois, o valor de M para esse valor de N, ou seja,

MN(W) = MN(W)(W)
Sendo assim

K
E[My]=Y E[My;N=k]
k=0

Se for mostrado que a k-ésima parcela da soma acima é igual a

E[My;N=k],
entdo, a propriedade fica demonstrada, visto que, nesse caso
E[MN]=iE[MN;N = k]=£E[MK;N =k]=E[My]
=0 =0
Pela defini¢do de My
E[My;N=kl=E[M;N= k]
Ja foi visto (2.4.3.1 — pag. 23) que
E[M,)=E[M,|]=E[M,]=...= E[M,]=..
Como E[M,;N =k]éG, -mensurivel e como G, < G S G
segue que E[M ;N =k)=E[My;N =k)] para todo j =k,k+1,..K.

Juntando isto com (2.4.3.1) pode-se, entdo, escrever
E[M,;N =k]= E[M, ;N =k]=...= E[]My;N =k]

que é o que se queria mostrar.
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25 Tempo de parada 6timo

O conceito de tempo de parada, ja utilizado na propriedade 3 dos
martingales, € revisto aqui de forma um pouco mais formal. Seja um espago
mensuravel (Q,Z) e um filtro

{6:1=1{%,G:-G;5--|1GcGcGc..c gj c..cX}.

Uma aplicagdo T de Q nos inteiros ndo negativos {0,1,2...} tal
que {w|N(w)=j}eG ;& por defini¢do, um tempo de parada.

Segundo Ferguson (2004) “4 teoria do tempo de parada étimo trata do
problema da escolha do melhor momento de se executar uma determinada agdo,
baseado na observagdo seqiiencial de uma variavel aleatdria, com o intuito de
maximizar o valor esperado de uma remunerac@o ou minimizar o valor

esperado de um custo.”

Mais explicitamente, o problema se coloca da seguinte maneira:
observa-se uma seqiiéncia de varidveis aleatérias X, X,... de distribuigio
conjunta conhecida e, a cada momento j, pode-se escolher entre parar e
receber a recompensa (ou pagar o custo) y;(X;,X,,... X ;) ou continuar e
observar X Py Ha, entdo, a necessidade de se estabelecerem critérios objetivos
para essa escolha, baseados na comparagdo entre a recompensa disponivel
¥,(%,%,,...,X,) € 0 que se espera como resultado de uma observagdo adicional,
Ely . (%%y5esX,, X ,1)]-  Se existe um limite méximo, T por exemplo, para

o niimero de observagdes, o problema é chamado de problema de horizonte
finito. Nesse caso, € teoricamente possivel encontrar uma solugio por meio de
uma indugdo reversa: estabelece-se uma regra 6tima para o tempo 7 -1, em

seguida para otempo 7 —2 e, sucessivamente, até o tempo inicial.
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Quando se tem em m&os uma 0pgao americana e, conseqiientemente, o
problema da escolha do melhor momento para o seu exercicio, tem-se um
problema tipico de otimizag¢do do tempo de parada em que a seqiiéncia de
variaveis aleatérias observadas é o valor da agdo subjacente S, de horizonte
finito k=0,1,2,....T , com comportamento binomial, dado pela distribuigdo de
probabilidade  (P[S,,,(H)= uS ]=p=1- P[S, (T)=dS;]=1- q), e a

remuneragio é o valor resultante do exercicio da opgdo, caso se decida exercé-

la, dado por ¥, =(S, - K)" = max{0,(S, - K)}, caso a opgdo seja de compra, €
J J J

por ¥V, =(K-S;) =max{0, (K-S,)} seaopgdo é de venda.

2.6  Modelo binomial de um passo

Voltando ao modelo binomial, € interessante, a titulo de facilitar a
compreensdo, estabelecer inicialmente o valor de uma opgdo do tipo européia
considerando um modelo de um tGnico passo, em que a maturagdo se da no

tempo seguinte. Em seguida generaliza-se para um modelo de n passos.

2.6.1 Preco de op¢ido européia de compra no modelo binomial de um
passo

Suponha-se que, no momento I, =0, uma determinada agdo esteja
sendo negociada pelo valor S, e que uma opgao européia de compra dessa
mesma agio, com tempo de maturagdo T =1, =1 e prego de exercicio K, seja

negociada por V. Sabe-se que, no tempo seguinte, essa opgdo valerd

v, =(S,-K)" =max{0,(S, - K)} (2.6.1.1)
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Pode-se, por outro lado, optar por aplicar o valor V,, parte em agdes,
digamos A,S,, € o restante, ¥, —A,S,, a taxa fixa 7. O valor A, representa
a quantidade de agdes (ou de lotes de agdes, j4 que agdes normalmente sdo
negociadas em lotes), um niimero n3o necessariamente inteiro, a ser comprada
no tempo =0 e mantido até t=1. Caso A,S, seja maior que ¥, o valor
Vo —A,S, ¢ negativo e representa, na realidade, um valor a ser tomado no

mercado e ndo um valor aplicado. Chamando do X o portfolio assim
constituido, seu valor no tempo t=0 é

X, =AS, +(V,~A,S,) =V,

No tempo seguinte, o valor desse patrimdnio serd dado pela soma do
valor das agBes, A,S,, mais o valor atualizado da aplicagio em dinheiro,
A+r)¥V,—-A,S,), ou seja,

X, =AS, +A+r)V,-A,S,)

Partindo-se, pois, de um mesmo valor ¥, o mercado considerado
permite duas aplicagdes diferentes, com valores finais ¥, ¢ X,. O que se
argumenta é que a Unica hipétese de convivéncia desses ativos é existirem ¥, e
A, tais que V| sejaiguala X, pois, caso contrario, todos os investimentos se
concentrariam naquela aplicagdo de maior resultado. Deve-se entdo determinar
V, e A,, conhecidos u, d e S,. Tém-se duas incognitas e, como as agdes se
comportam, por hipétese, segundo o modelo binomial, duas equagdes:

{V, (H)=(uS,-K)" = X,(H)=AS,(H)+(1+7r)¥, - A,S,)

Vi(T)=(dS, -K) = X,(T)=A,S,(T)+ (A +rXV, - A,S,)

que podem ser reescritas como
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{V. (H) =[S,(H) - 1+7)5,18, +(1+r)V,
V(1) =[S,(T) - (1+7)S,]8, + (1+7)V,
cuja solugdo ¢ dada por

AL A

*S(H)-S(T)

Fazendo-se
p.=l+r—d . qc_—_u_—_(Li_-L) tem-se
u-d u-d
V,= Ly pV.(H)+q V(D) (2.6.1.2)
1+r

Como p‘+q* =1 e, por hipitese, 0 <d <1+r<u e r >0, segue que
p' >0, q* >0 e p‘ e q' podem ser vistos como uma nova medida de
probabilidade, sob a qual o valor adequado para V,, chamado de valor de
arbitragem, é o valor da esperanca, tomada sob essa nova medida, da

remuneraggo final da opgdo, ¥V, =(S, - K )", descontada pela taxa r. Usando-se

a notagdo E * [.] para esta esperanga, pode-se entdo escrever
b= El— K== E D)

Caso se tratasse de uma opgdo européia de venda, todo o
desenvolvimento acima continuaria vélido, com a Gnica diferenca de que o valor
da remuneragéo final da opgdo passaria a ser dado por ¥, = (K-S)".

Vale ressaltar, antes de um exemplo, o significado dos resultados acima:

a existéncia de A, garante, ao vendedor da opgdo, compor, partindo do valor
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Vy, um portfolio (uma carteira composta de lotes da agio subjacente e de
aplicagdes no mercado certo), capaz de reproduzir o valor de exercicio da
opgdo. Sendo assim, ¥, € o valor justo para a venda da opg&o no tempo inicial.
Exemplo 3:  Sejam os multiplicadores da 4rvore binomial dados por u =1,2
e d=0,9, o valor atual da ag%o subjacente S, =100 e a taxa de remuneragéo
fixa » =0.08. No tempo seguinte essa a¢do pode assumir dois valores

S (H)=uS, =120 ou

§,(T)=dS, =90

Os valores de p’ e g sdo

+_l+r-d _1,08-0,9 018
u-d  12-0,9 0,3

o_u—(1+r) L2-1,08 0,112
u—-d L2-0,9 0,3

Considerando o modelo de 1 passo, uma op¢do de compra dessa agiio,

0,6

0,4

com prego de exercicio K =100, pode resultar, no tempo seguinte, em dois
valores
V.(H)=(uS, - K)* = (120-100)* =20 ou
V,(T)=(dS,- K)* =(90-100)* =0
O valor de arbitragem para essa opg#o serd, portanto,
1

* l * *
Vo= —E' V1= —IpV(H)+q VD))=

=—l——[0,6(20)+0,4(0)]=£=10—0= 1,11
1,08 L08 9
A quantidade de agSes a ser comprada para se estabelecer o hedging da

opgdo € dada por
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e
e eta]

W i 0 R

e 1 b .
AC) AT 20-0 2 e
S(H)-S,(T) (1,2-0,9)100 3

e o portfolio de hedging, capaz de replicar o valor de exercicio da opgdo,

independente de o prego da agdo aumentar ou diminuir, é dado por

2
Xy =808, + =880} =5 100+(99_-—100) 1(9)0 A

e assumir4, no tempo seguinte, um de dois valores

X, (H)= AS,(H)+(1 +r)Vy —AySy) =
=3120+1,08(1—03—3100) =20
3 9 3
X (1) =A,S, (D) +A+7r)V, = AS,) =
9 )
=290+1, 08(@-1100)=0
3 9 3

reproduzindo, portanto, os resultados possiveis do exercicio da opgdo (Figura

2.6.1.1)

t=0 =1 t=0 t=1
120 20
100 / 11,111 /
\ 90 0
Valores de S; Valores de Vi e de X,

FIGURA 2.6.1.1 Arvores binomiais do exemplo 3 (pag. 32) para K=100
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O Quadro 1 abaixo reproduz os valores obtidos para prego de exercicio
K =95 e K=110. Note-se que mudam todos os valores, mas o portfdlio de

hedging continua a reproduzir os resultados possiveis do exercicio da opgdo
(X,(H)=V|(H) ¢ X(T)=V,(T)).

K [n@E | v | 7 A | X | XD
95 25 0 13,889 0,833 25 0
110 10 0 5,556 0,333 10 0

QUADRO 1 — Valores do exemplo 3 (pg 32) para K =95 ¢ K =110

E interessante observar que p° e g', apesar de completamente
independentes da probabilidade real de variagdo do prego da agfio, sdo, na
realidade, a medida de probabilidade subjacente que controla o comportamento
do prego da opgéo.

O que se mostrou acima é que é possivel replicar exatamente o resultado
obtido pela compra de uma opgdo, aplicando-se o valor ¥, em lotes da agio
subjacente ¢ no mercado de rendimento fixo. Mercados que permitem essa
réplica sdo chamados de mercados completos.

Observe-se, ainda, que a esperanga do valor de uma agéo no tempo L,

descontado para o tempo 7, , € dado por

E[Q+7r)"'S1=0+r)" (pu+ qd)S,.
Considerando a hipétese de que p" e ¢ fossem as probabilidades reais

de ocorrénciade H e T, entio, como

(l+r)—d+du—(l+r) _
u-d u—-d

up‘ + dq* =u
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_ u(l+r)—ud +du—d(+r) _
u-d
_ u(l+ry—dQ1+r) _
u—d

=1+r

esse valor se reduziria a
E'[A+7)S)=A+r) (P u+q d)S, =(+r)" (1+7)S, =S,
e portanto, um martingale, considerando a ¢ — 4lgebra trivial G, ={J,€2}.No

modelo binomial de n passos se constatara que, sob essa mesma hipdtese, 0O
valor descontado da agdo também é um martingale. Trata-se de um caso
especial do teorema fundamental das financas, segundo o qual, em mercados
completos, sempre existe uma medida probabilistica, ndo necessariamente
aquela observada empiricamente, sob a qual o prego de uma acdo € um

martingale.

2.7 Modelo binomial de n passos

Quando se considera o modelo binomial com multiplos passos, em que O
tempo ¢ assume valores no conjunto de inteiros {0, 1, 2,..T}, é conveniente,

em razio da freqiiéncia de sua utilizagdo, conceituar precisamente a chamada

medida de probabilidade neutra ao risco ou medida martingale.
Os elementos do espago probabilistico (€, & ,P) a ser considerado

sio: o conjunto  de todos os resultados possiveis em n langamentos

consecutivos de uma moeda nio necessariamente honesta, representados por n-

uplas da forma w=(w,,W,,...W,) em que cada w, pode assumir os valores

H ou T. Sendo assim, cada weQ pode ser visto como um caminho
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possivel em uma arvore binomial de 7 passos; a o — dlgebra ¥ é a classe de
todos os subconjuntos de {2 e a medida P ¢ definida por
#twi=H} _ #{jlw;=T}

S C) M

em que p € a probabilidade do resultado H em um langamento da moeda,

P(w,w,,...,w,)=(p)

q=1- p é a probabilidade do resultado T e #(jlw; =H} € a cardinalidade
do conjunto {j|w;=H}, ou o nimero de ocorréncias de H na n-upla
W, Wysee,W,) .

Tomando-se p'=1+r-d e ~_u=lrn)
u—-d u—d

construir uma nova medida probabilistica, chamada medida neutra ao risco ou

¢ possivel

medida de risco neutro ou ainda medida martingale, dada por

. #{jlw,=H} , + #{jw,=T
P’ (W, Wy w,) = (p") = (gt HUMTY

Sob essa medida o operador esperanca serd denotado por E(.), de

modo que, por exemplo, o valor inicial de uma opgdo, no modelo de um passo, é

dado por
v, =(l+r)"[(l+r)_d V.(H)+ u—(l+r)V,(T)]=
u—-d u—d

=+ '[P Vi(H) +q Vy(T)]=
=(1+r)'E'[¥)]
Justifica-se, assim, o nome medida de risco neutro: sob P° o valor

esperado de uma opg3o se comporta como se fosse remunerado 2 mesma taxa 7

dos ativos de remuneragio fixa (bonds).
Ofiltro G, cG c..cG =X seritalquecada G, éa o -dlgebra
determinada pelo conhecimento dos resultados dos % langamentos iniciais, ou

seja,
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G, =0 (W, Wy, W), k=12,..,n e G,={3,Q}
O primeiro resultado a se demonstrar € que, sob P°, o processo
descontado do prego das agdes {(1+7)™*S;}, k=12,...,n, &um martingale,
ou seja,
Ef1+ry%"S,, 1G1=1+r* (pu+q d)S,
u(l+r -d) d(u—l r)

~(k+1)
=(+r)y"( my — IS,
_ (l+r)_(,..,,n(u+ur—ud+ud—d—dr)Sk _
u—d
ke M+ r)—d@l+r
( )(lu l)(l( ) d( ))S

= =S

=(1+r)*VA+r)S, =
=1+r)*S,

Um outro conceito a ser usado com freqiiéncia serd o de estratégia

autofinancidvel. Uma estratégia é um processo A =(Ag,A5..; 84500 A,
onde A, éa quantidade de agGes possuidas entre 0s tempos ke k+1 e
cada A, é uma varidvel aleatéria G, -mensuravel, ou seja, 0 valor de A, ¢
estabelecido conhecendo-se a k-upla (W, W,,..,W,). Uma estratégia ¢
autofinancidvel se, dado um patrimbnio inicial X existe
A= (Ao, A4, ), que permite a montagem de uma carteira autofinancidvel

cujo valor é dado, recorrentemente, por

Xa =85 +(Q4+r)X, —AS,) =
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=DuSin (X —44,5,,)
tal que
X T = VT .
Essa carteira € dita autofinanciavel porque, a cada tempo, altera-se a sua

composigao, isto €, a quantidade de agGes e o valor aplicado no mercado certo,

sem que, no entanto, se altere o seu montante.

Um outro resultado a ser guardado: X, é G, -mensurivel e, mais

importante, sob P ,» a evolugio do patriménio, como definido acima,
descontado para valor atual pela taxa r , é um martingale, ou seja,

E'[Q+ry*X,, 16]1=
=E{(1+ry “[A+1)X, +A[S,, -(1+7)S, 11| Z,} =
=E'[(1+r)®1+r)X, ]+

E{Q+ry ®DAS,,, ~(1+1)8, ] 5} =
=E[(1+r)* X, |2, 1+ E[1+r)*YA,S, | 2,1+

-E'[(A+r)* AS 12,1
Como X,, S,e A, sdo G, -mensuraveis

E[Q+r)y*Vx, | Gl=
=(+r)* X, + A ETA+r)*S,, |2,]-(1+7)*AS, =
=(1+7)* X, +A,0+1)7*S, ~(1+7r)*A,S, =
=(1+r)*X,

Vistos os conceitos acima, ji se pode tratar do problema do
estabelecimento do prego justo e da estratégia de hedging de opgdes tanto

americanas quanto européias.
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2.7.1 Prego e réplica de opgdes européias no modelo de n passos

Uma opgdo européia, como descrita na introdugdo, pode ser vista como

uma varidvel aleatéria ¥V, G,-mensuravel, em que T ¢ o tempo de maturagdo,
ou, tempo em que a opgdo pode ser exercida, K é o prego de exercicioe V. é0
resultado do exercicio, dado por ¥; =(S; —K)" caso se trate de opgdo de
compra, ou V, =(K—S;)" em caso de opgdo de venda. Dizer que V; é G, -
mensurdvel equivale a dizer que o conhecimento de G, implica no
conhecimento de V.. Realmente, quem conhece G, , conhece w=(W,,..., W),
com isso conhece S; e, conseqiientemente, conhece V.
Essa opgdo é dita replicavel (headgeable) se existe um valor inicial
X, e uma estratégia A =(Ag>As-sAr,y), em que cada A, € G-
mensuravel, tais que o valor do processo autofinancidvel X, X, ..., X;
definido recursivamente por
Xy =ASpy +(A+1)X, —A,S,) =
= AySiat + (K = BisSiar) (2.7.1.1)
em que £=0,1,2,...,.T -1, satisfaza igualdade
X, (w)=V,(w), VweQ.
Em razdo disso o valor justo, chamado de valor de arbitragem, para a

opgdo notempo £ =0, € definido por ¥, = X e, além disso, Vs definido como

A

e EWrlG]

é reproduzido exatamente por X, , ou seja ¥, = X, , ¢ é, por isso, chamado de
por &y =k P

valor de arbitragem da opgdo nos tempos ¢ =k.
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Uma caracteristica do modelo binomial é ser completo, ou seja, dada

uma opgdo européia V., cuja agio subjacente tem valor inicial S, existe um
valor inicial X, =V, =E[(1+r)"V,] e uma estratégia autofinancidvel
A=(Ay,A,,...,A; ), emquecada A, é G, -mensurdvel dado por
Vea Wy W, HY=V, , (W,,...,w,, T)

By ) = St Wpes Wi, H) = S, Wy, w,, T) @7.12)
em que V, étambém X, —mensuréavel dado por
V,=E'[1+r) " PV, |61, (2.7.1.3)
tais que os valores do processo autofinanciavel
X =AS, +A+r)X, -AS,) =
=8Sea + (X = A1 Sea) (2.7.1.4)

replicam os valores de 7, ouseja, V, =X,.

A expressdo (2.7.1.1 — pag. 39) justifica 0 nome autofinanciavel dado ao
processo: a primeira igualdade representa o valor do portfélio ao se chegar ao

tempo k+1, dado pela quantidade de agdes possuidas tomadas no seu valor
atual, ou seja, A,S,,, mais o valor aplicado no mercado certo no tempo
anterior, corrigido pela remuneragdo fixa, (1+r)(X, —A,S,). A segunda
igualdade mostra a recomposigdio do patriménio em uma outra quantidade de
agbes, A,,), euma nova aplicagdo no mercado certo, (X,,,—A,,,S,,,). As

duas igualdades mostram que o valor total do patriméonio nio se altera, s6 se

altera a sua composigdo. Dai dizer-se que o processo é autofinanciavel.
A expressdo (2.7.1.2) é simplesmente a transposi¢do de A,, obtida no

modelo de um passo, para um tempo k qualquer pois o que a expressdo de

A, diz € que o seu valor é dado pela diferenga entre os valores da opgdo no
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tempo seguinte dividida pela diferenga dos valores da agdo subjacente, também
tomados no tempo seguinte.
A expressdo (2.7.1.3) da o valor de arbitragem da op¢do no tempo

t =k, dado que se conhece G,. Essa expressdo pode ser obtida tendo como

base o valor de arbitragem do modelo de um  passo
= 2 pPV.(H)+q V(D))= E*[—I—V,] . Notempo T -1, conhecida a
1+r l+r
o -dlgebra G, _,, tudo se passa como no modelo de um passo e, portanto,
1 _ o«
Ve (W wp_ )= m[ p Ve (w.. w_H)+ q Ve (w,..wp_ ).
ou, simplificando a notacéo,
1 *
Vin=——E [V11G.].
1+7r
No tempo T -2

1 =
Vs =—=~E [V7,] gr-:] =
1+r

| *
= 1—;7[ PV (w.wp H)+q Ve (W wp )=

_1
1+ry

(1P Ve (w,.. Wy HH ) +q V(W w; LHT)+

+q" [PV, (W, TH) + q Vi (W Wy, T} =

___1 * *rr * x
= oy [p pVe(w.w,_HH)+p q V,(w,..w;_HT)+

+q" PV (W ,TH)+q q Vi (W Wy ,TT)]

1 *
p’ - =—_.,-E L' -l L. 1. --
T-2 (1+r) [ T Igr--] (2.7.1.5)
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Caminhando-se reversamente na arvore binomial, esse padrio se
mantém e, portanto,
L_E'W 6. 2.7.1.6)
(1+r)
A expressdo (2.7.1.5) também pode ser obtida pela aplicagio da
chamada propriedade da torre da esperanca condicional:

1 * 1 1 *
Vs =l+_rE [VT-I IgTQ]:l-l-_rE [mE v lgf—l”gT-l]=

v, =

-—'EET-Igr-" ET
e [E T 1G] ]( g V16 _.1

Resta mostrar que, se X, =V}, entdo os valores do portfolio de
hedging, X, , replicam os valores de exercicio da opg¢fio em qualquer tempo k.
Ja se mostrou que a seqiiéncia dos valores descontados de X, , dados por

X, (1+r)' X,,A+ 12 X,,..,A+1) 7T X,
€ um martingale. Sendo assim, aplicando-se a propriedade (1) dos martingales
(pag. 25)

EM |G =M,

1 -k _r* -T - -T p* -

A+r) X, =E[Q+7)" X7 |G l=U+r)" E[V7]G] =

X, =+ a+nTEW 16,1 =

=U+ryTPEW, 16,1 =V,

0 que demonstra que o patriménio de hedge tem o mesmo valor da opgdo em
todo tempo k, e, mais que isso, que X, =¥, ou seja, o valor inicial necessario

para se compor o processo de hedge € o valor de arbitragem da opgio.
A importincia do modelo binomial ser completo estd no fato de que,

assim sendo, ficam resolvidos os dois problemas basicos da negociagio de uma
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opgdo do tipo européia, seja ela de compra ou de venda, a saber: primeiro, fica
estabelecido o prego justo para a opgdo, dado por

V,=E[Q+r)"V;], (2.7.1.7)
valor que garante a inexisténcia de oportunidade de arbitragem, ou, em outras

palavras, garante a inexisténcia de oportunidade de intermediag3o. Segundo, a
estratégia A =(Ay5A,...,A;,) permite a0 vendedor da opgdo se prevenir
contra o risco de, caso a opgdo seja exercida, amargar um prejuizo, visto que,
partindo de um patriménio inicial igual ao valor de arbitragem de venda da

opgdo, V,, é possivel financiar uma carteira composta de lotes da agdo

subjacente e de aplicagGes de remuneragéo certa que, a0 final, reproduz o valor
da op¢ao no seu exercicio.

Voltando ao valor de arbitragem da opgfio, um pouco de algebra
permite que se obtenha uma formula mais computavel. Caso a opgdo seja de
compra, pode-se reescrever

. 1

=y E S K=

T
=(1+r) 7Y @d"S, - K) P[S; =wd" 'S, )=

L P T x_ *
=@+ Y @d S, KY (j](p Y@y

Sabendo-se que os valores limites possiveis para o prego da agdo
subjacente sdo d'S, e u'S,, ndo faz sentido considerar valores de X fora

desse intervalo. Isso porque nio parece razoivel que se queira comprar uma

agdo por um prego superior a0 maximo que esta pode alcangar ou vender por um

prego inferior a0 minimo. Portanto, considera-se aqui que K & (d TSy, u’ Sy).
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Diz-se que uma opg8o estd no dinbeiro se o resultado de seu exercicio

¢ positivo. Portanto, uma op¢do de compra esté no dinheiro se

Sy —K)>0 <=> S, >K<=> #/d"'S,> K (Figura2.7.1.1).

Opcio
no
dinheiro

FIGURA 2.7.1.1 S$t>K = Opgio (de compra) no dinheiro

Com isso, e tendo-se em mente a arvore binomial dos pregos da agdo

subjacente, existe um nimero minimo @ de ocorréncias d¢ H na T-upla



(W, Wys...,W;), para que a opgio européia de compra fique no dinheiro, ou
seja, existe um inteiro &, tal que

para j<a => @d"'S,-K) =0 e

para j2a => (u’dr'fSo—K)*=u’dT'jSo—K>0.

Ovalorde @ ¢ dado, portanto, pelo menor inteiro positivo tal que

a
u?d"%S,>K => (l) =>

d
Ln f
d'sS,

= a >
ln(_)
d

O valor de arbitragem da opgéo pode assim ser reescrito como

d’s,

T
V,=(+r)T Y, @d"’S,~K) (i](p‘ Y@’
Jj=a

T
V,=8,(1+r)" Z G]u"dT‘f 4 (q‘)T-f _

Jj=a

T T ®,_ * ;
—KQ+r)T Y, (j}(p Y(g )™’
j—a
T (T
Vo=soz(j](“” w94y

j:a l+r

T I T * . T-
-K(Q+7) Z(j)(p Y(g )™

j=a
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% *

>0 e q'= dq
r 1+7r

up

Fazendo p'=1 >0, como up‘+dq‘=1+r,

segue que, p'+q'=1 e representam uma nova medida de probabilidade. O
valorde ¥, pode, assim, ser reescrito novamente como:
I (T . _ L (TY sl wir,
Vo=5, Z( .)(p')’(q')’ T-KQA+r)T Y, ( .)(p Y@)
jea\J j=a\J
V,=S, Bc [a;T,p1-K(Q+r)" Bc [a;T, p*]
em que Bc ¢€ a distribuigdo binomial complementar acumulada, definida como:
se Bin(a ;n,p) éa distribuigdo binomial acumulada, ent3o,
Be (a ;n,p)=1-Bin(a-1;n,p)
Caso a opgdo seja de venda, seu valor de arbitragem também pode ser

reescrito como

Vo=+r)TE(K-S;)]=

@+ Y (K- d ™IS,y P K - TS,y )=

j=0
=1+ r)'Ti(K ~u'd"S,)" (I.')(P* Y (g )™
Jj=0 J
Como uma opgao européia de venda esta no dinheiro se e somente se
(K-S87)>0 <= w'd"™’S, <K
entdo, considerando-se 0 modelo binomial, existe um nimero maximo a de
ocorréncias d¢ H na T-upla (W,W,,..,w;) para que a opgo fique no
dinheiro, ou seja, existe um inteiro ndo negativo « , tal que
para j>a = (K-#/d"’§,)'=0 e

para j<a = (Wd"'S,-K)'=K-u'd"’S,>0.
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Ovalorde a ¢ dado, portanto, pelo maior inteiro ndo negativo, tal que

a
u?d™ S, <K = (-u—) < 5 =
i) = Ts,

Ln f{
ds,
= qg < ——————=
Ln(l)
d

e o valor de arbitragem da opgdo de venda pode ser reescrito como

. o T « ;i *;
Vo=(+n)T ) (K-w'd™S,) (.)(p Y(@)™
j=0 J

e, por um desenvolvimento semelhante ao anterior,
Vo= K(1+r)'TBin [a ;T, p*]-S, Bin [@;T,p"

* *

em que p'=lufr, q'=ld-|q-r e Bin[a;T,p] é a distribuigdo

binomial acumulada, de pardmetros T e p.

Com isso, ficam definidas formulas fechadas para o valor de
arbitragem de uma opgdo européia, seja ela de compra ou de venda, ¢ a
estratégia de hedging, que permite replicar o seu valor de exercicio para todos os

caminhos possiveis do valor da agdo subjacente na arvore binomial.

Exemplo4: Retomando-se o exemplo 1 (u= L2, d=0,9, S,=100,
r=0,08, p*=0,6 ¢ g*=0,4), considerando um modelo de 2 passos, os

valores finais possiveis para a agdo subjacente e, respectivamente, para uma

opgao de compra com valor de exercicio K=100, s&o :

S,(IT) =d*S, =81 V,(TT)=(81-100)" =0
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S,(TH)=5,(HT)=duS,=108  V,(TH)=V,(HT)=38
S,(HH) =u*S, =144 V,(HH) = 44

Pode-se calcular o valor de ¥, dados os valores de ¥, como
Vo=(+r) " E*[V,]=
= (1.08)[(g*)* Vo (TT) + 2(p*)(q*)V,(TH) +
+Hp*)'V,(HH)] =

= (1,08)™*[(0,4)*(0) +2(0,6)(0,4)(8) + (0,6)*(44)] =

=16.8724

ou pode-se usar a formula fechada

V, =5, Be [&;T, p1-K(1+r)" Be [a5T, p*]

In _K_
dTSO N —2Ln(0,9)
u 1,2
L —_ ¢
n(d) Ln(o’g)
a=1

_up. _(1L,2)(0,6) 72100 2
1+r 1,08 100108 3

a > =0,7325 =

p

Be [a ;T,pN=Bc|l ;2,§]=1—Bin [0 ;2,§]=

2) 20 L0 _8
—1-(0)(5) @ =5

Be [T, p=Be [152.21=1-Bin [0 52,3 =

2) 36,2020 4 21
(OJ(S) 2 25 25
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¥, =100 (5) ~100(1,08)" (31-) =16,8724
9 25

Para o calculo de A, sdo necessarios os valores de V,(H) e Vi(T)

dados por
V,(H)=(+7)"[p*V,(HH)+q*V,(HT)]=
=(1,08)'[0,6(44) + 0,4(8)] = 27,4074
V(@) =Q+r) [p*V,(TH)+¢*V,(TD)]=
=(1,08)7'[0,6(8) +0,4(0)] = 4,4444

V)R 274074488 e,
S(H)-S,(T)  (L2-0,9)100

O portfolio a ser estabelecido:
Xy =78y + (V= AS,) =
=0,7654(100) +[16,8724 — 0,7654(100)] = 16, 8724 =V,

Os valores do portfolio no tempo 7 =1:
X,(H)=0,7654(120)+1, 08[16,8724 —0,7654(100)] =
=27,4074=V,(H)
X,(T)=0,7654(90) +1,08]1 6,8724-0,7654(100)] =
=4,4444=V(T)
As quantidades de agbes a serem mantidas entre o primeiro e o segundo
passos, dependentes do primeiro passo, s&o dadas por
V.(HH)-V,(HT) _ 44-38 _3_6__ 1
S,(HH)-S.(HT) 144-108 36
V.(TH)-V,(IT) _ 8-0 _ 8
S.(TH)-S.(IT) 108-81 27

Al(H)=

AI(T)=
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{0 =1 =2 =0 t=1 =2
144 44
120 / 27,41
i [ 100 / \ 108 || 16,87 / \ 8
\ 90 \ 4,44 /
‘mrml N
§ Valores de S, § Valores de V, :
=0 t=1 =2
144 — 100 = 44

120,00 -92,59=2741 N| 108-100=38

76,54 — 59,67 =
16,87

N\ 68,88 _6aaa—aaa || 327248

el L L L

26,67-2223=444 N 24-24=0

Valores de S; em a¢des + mercado certo. Em t=1 o valor
superior é o valor inicial e o inferior o valor final.

Prmmmeeemeeemeccarcemmeemmmme—em—.—————o.oo
Lo cacccmmaccimcccrecmcaacccecmememmm—m——ano

e e - - - - . . = . = = = = - - . - - - - - -

FIGURA 2.7.1.2  Arvores binomiais do exemplo 4 — pag. 47
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Os valores do portfolio de hedging:
A (H)S,(H)+[X,(H)-A,S,(H))=
=120+(27,4074-120) =27,4074 = X,(H)

A M8, (D) +[X(D)-AS(T)]=
=-§—90+(4,4444—i90) =4,4444= X (T)
27 27
Os valores desse portfolio no tempo final:
X,(HH)=144+(1,08)(27,4074 -120)=44

X,(HT)=108+(1,08)(27,4074 -120)=8

X,(TH) = 78—7108+ 1, 08(4,4444—%90) =38

X,(IT)= %81 +1, 08(4,4444-;8790) =0

Note-se que esses valores, os valores finais do portfélio de hedging para
cada percurso possivel do prego da agdo subjacente na 4rvore binomial,

reproduzem exatamente os valores de exercicio da opgdo.

Exemplo 5: No modelo de 5 passos, sejam =12, d=0,9, S~100 e r=0,05.
A érvore binomial dos valores da agdo subjacente estd representada na Figura
2.7.1.3 e a rotina para calculo desses valores esta no apéndice C.1.

As Figuras 2.7.1.4, 2.7.1.5 e 2.7.1.6 representam, respectivamente, os
valores de uma opgao européia de compra dessa agdo, 08 valores do processo de
hedge e os valores do portfolio de hedge. Note-se que os valores do portfélio

de hedge reproduzem exatamente os valores da opgéo, em qualquer tempo.
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=0 t=1 =2 =3 t=4 t=5

248.83
207.36
172.80
144.00 ; 186.62
A 120,00 155.52
100.00 \ 129.60
\ 108.00 139.97
90.00 116.64
97.20
81.00 104.98
\ 87.48
72.90 < —
1D
65.61
59.05

FIGURA 2.7.1.3 Valores da agdo subjacente no modelo de 5
passos (Exemplo 5 — pag. 51)

=0 t=1 t=2 =3 =4 t=5
148.83
112.12
$2.10
57.62 86.62
38.82 60.28
2525 38.90
N 2391 39.97
1421 $ — 21.40 S
o
5.93 4,98
\ 2.37
LI3
0.00
0.00
0.00

FIGURA 2.7.1.4 Valores de arbitragem da opgdo européia de
compra no modelo de cinco passos (Exemplo 5 — pag. 51)
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1
) |
0.94 (1 1
0.82 1
0.85
0.67 1
0.65
042
0.19
0.11
0.00

FIGURA 2.7.1.5 - Valores de A para opgio européia € compra no
modelo de cinco passos (Exemplo 5 — pag. 51)

=0 t=1 =2 =3 =4 t=5
148.83
112.12
82.10
57.62 86.62
— | 3882 60.28
25.25 38.90
2391 39.97
1421 21.40
1132
5.93 498
237
113
0.00
0.00
0.00

FIGURA 2.7.1.6 - Valores do portfolio de hedge para opgao

européia de compra no modelo de cinco passos (Exemplo 5 — pag.
51)
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As Figuras 2.7.1.7, 2.7.1.8 e 2.7.1.9 representam, respectivamente, os
valores de uma opgio européia de venda dessa ag3o, os valores do processo de
hedge e os valores do portfélio de hedge que, como suposto, reproduzem
exatamente os valores da opgdo.

=0 t=1 =2 t=3 =4 t=5
0.00
0.00 /
0.00 < \ 0.00
0.00 < 0.00 <
1.09 / 0.00 / 0.00
361 < > 2.30 \ 0.00
6.48 4.82 < 0.00
\ 11.31 10.13
18.93 21.27
29.63
40.95

FIGURA 2.7.1.7 Valores da opgao européia de venda no modelo de
cinco passos (Exemplo 5 — pag. 51)
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=0 =1 =2 =3 =4 =5

0.00
0.00
0.00
-0.06 0.00
-0.18 0.00
-0.15
033 0.00
<035
-0.58
-0.81
-0.89
-1.00 <

FIGURA 2.8.1.8 Valores de A para opgio européia de venda no
modelo de cinco passos (Exemplo 5 — pag. 51)

=0 t=1 t=2 =3 =4 =5
0.00
0.060
0.00
0.00 % 0.00
1.09 0.00
3.61 0.00
2.30 0.00
6.48 0.00
4.82
11.31 0.00
10.13
18.93
21.27
29.63
40.95

FIGURA 2.7.1.9 Valores do portfolio de hedge para opgdo européia
de venda no modelo de cinco passos (Exemplo 5 — pag. 51)
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Os apéndices C.2 ¢ C.3 trazem as rotinas para célculo dos valores do exemplo
5, bem como os resultados obtidos quando se tomam os pregos de exercicio
K=95 e K=110.

2.7.2 Preco e réplica de op¢des americanas no modelo de n passos

Uma opgdo americana, i semelhanga das opgGes européias, também

pode ser vista como um processo estocdstico V,, G,-mensurdvel, com a

diferenga de que agora k& pode assumir qualquer valor inteiro ndo negativo
menor ou igual a T, em que T € o tempo de maturag3o da opgdo. Com isso,
tanto o portador (comprador) como o emissor (vendedor) da opgdo enfrentam
situagGes um pouco diferentes daquelas encontradas quando a opgdo € do tipo
européia. Ao primeiro cabe, agora, escolher, dentre todos os tempos de parada
possiveis, aquele que maximiza o seu resultado, ou seja, buscar
(Vo E W e E Wil e E TG )

ao segundo, cabe estabelecer uma estratégia de hedge que lhe permita replicar
ndo somente o valor da opgdo ao final do seu periodo de maturagdo, mas em
qualquer tempo de parada. Como isso é impossivel, s6 lhe resta estabelecer um
super-hedging, ou seja, cuidar para que o portfolio seja capaz de replicar o maior
desses valores e, com isso, o valor inicial necessario é dado por

X—max{%, [H E[] }(1+)E[H} 2.7.2.1)

em que VJ € o valor de arbitragem da opg#o, caso seja exercida no tempo
t=j e X, éo valor inicial do portfélio de hedge.
O valor X, acima ¢, portanto, o valor de arbitragem de uma opgdo

americana. Essa nova situagio exige que opgdes de compra tenham tratamento

diferente das opgSes de venda, como ser4 mostrado em seguida.
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2.7.2.1 Prego e tempo 6timo de exercicio para uma Opcio Americana de
compra
O valor de arbitragem de uma opgo americana de compra, se exercida
em um tempo 0<¢<T, é dado por

V, =+ E'F]=0+r)"E'(S,-K)']=

=(1+7r)"E'[g(S)] (2.7.2.1.1)
O que se mostra em seguida é que, dentre todos os tempos de parada

T[O 7] possiveis, o tempo 6timo, que maximiza a esperanca do valor presente de

V,,édadopor t=T.
Seguem duas justificativas para essa afirmagéo:
Justificativa 1
Suponha-se que em um determinado tempo 7 < T o valor da agdo

subjacente seja S, > K e, portanto, supostamente, 0 exercicio da opgdo se

justifica. Paga-se o valor K e passa-se a possuir uma a¢do. No tempo T, 0

valor dessa agdo é S, e o resultado dessa aplicagéo € S; —K. Ora, o valor da

opgdo no tempo T seria (S, —K)"2S; —K e, portanto, o resultado do
exercicio antecipado da opgdo resulta em um valor que, no maximo, ¢ igual ao
obtido pelo exercicio no tempo final. Verifica-se (¢ a Figura 2.7.2.1.1 ilustra
isso) que, para valores de Sr maiores que K, 0 exercicio antecipado e o exercicio
ao final tém resultados idénticos e que, para valores de Sr menores, 0 exercicio
antecipado leva a um resultado negativo, inferior, portanto, a0 exercicio ao final

cujo resultado € nulo.
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4 Exercicio ao final e
o Exercicio antecipado ~———" e
2 /s
= /
g 7
/
//
........................ // - ST
Ve
Ve d K

FIGURA 2.7.2.1.1 Comparagdo entre exercicio antecipado e
exercicio ao final para op¢do americana de compra

Ha ainda uma agravante: caso o valor K seja aplicado 4 taxa r no

momento ¢ o resultado do exercicio antecipado se torna estritamente inferior,
visto que S, —K <(S, —K)* +[(1+r)""* -1]K , conforme se pode verificar

na Figura 2.7.2.1.2.

1 Exercicio antecipado — T~ L,
.'/.. /
o Exercicio ao final ————- e
2 Ll
= <,
§ /"// g
&~ . 57
......................... - / 7
~ &
7K

FIGURA 2.7.2.1.2 Comparagio entre exercicio antecipado e
exercicio ao final para op¢do americana de compra, supondo
aplicagédo do valor de exercicio.
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Justificativa 2
Como o resultado do exercicio de uma opgdo em um tempo t ¢ dado

pela fungio convexa g(S;)=(S, - K)*,em que g(0)=0 (atenclo para esse
fato porque é importante quando se tratar de opgdo de venda), segue que, para
A€l0,1],

glAx+(1-1)0]1<Ag(x)+{ - 2)g(0) <=> g(Ax) < Ag(x)

Aplicando-se esta propriedade de fungGes convexas a0 valor presente de

Vi
ETQ+r)“ g8, )12 1= A+r) "E[A+7)" g(S11) | %]
2+ Elgl =S| 5]
pela desigualdade de Jensen: >(1+r) "g(E [i-i—r S, 12D

=(1+7) "g(S))-

Esse resultado mostra que (1+7) ¢ g(S,) ¢é um submartingale.
Aplicando-se a propriedade (3) do tempo de parada opcional de Dobb para
submartingales, tem-se

E'[(1+r)y" g ETA+n7 g(Sp)]

Conclusdo: sob a probabilidade de risco neutro, 0 valor presente
esperado do resultado do exercicio da opgdo em qualquer tempo de parada 7 ¢,
no maximo, igual ao do exercicio no ultimo tempo T. Isso que significa que o

melhor momento para o exercicio de uma opgio americana de compra ¢é ao final

do contrato, em 7=T. Com isso, seu valor de arbitragem ¢ exatamente o
mesmo de uma opgio européia, dado por

V,=E[(1+r)"V;], emque V,=(S;—K)".
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2.7.2.2 Preco e tempo 6timo de exercicio para uma op¢ao americana de

venda

Em se tratando de uma opgdo americana de venda, as justificativas
acima ficam comprometidas, visto que:
Comprometimento da justificativa 1

Caso, em um tempo ¢ < T, o valor da agdo subjacente seja inferior a K,
o exercicio da opgdo supostamente se justifica e resulta na venda da aggo por X
que, aplicado a taxa r, vale, no tempo 7, K(1+r)™"-S,, nio
necessariamente inferior ao resultado do exercicio no tempo final, dado por

(S; —K)". Na Figura 2.7.2.2.1 (em que K'=K(1+r)"") ilustra-se este

fato.
.. K-8,)"
Exercicio ao final ————- ( T
LN . o K-S,
x| >~ Exercicio antecipado
= T \\\
\
'g .\’\ \\\
=3
7] ~ AN
o NN
\, N
\\ \\ ’
.\ N K
> ._._\T ................ —_
\\
K AN
\\

FIGURA 2.7.2.2.1  Comparagio entre o exercicio antecipado e o

exercicio ao final para opgio americana de venda

O gréfico da Figura 2.7.2.2.1 mostra que, se no tempo T o valor da

agdo for inferiora K'=K(1+7r)"™", o exercicio antecipado se justifica.
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Comprometimento da justificativa 2

O desenvolvimento da justificativa 2 ndo se aplica para opgdes
americanas de venda, visto que, mesmo sendo g(S,)= (K-S, )" uma fungdo
convexade S,, g(0)=K#0.

Segundo Bass (2004) “... apesar de se conhecerem boas aproximagaes,
uma solugdo exata para o problema do estabelecimento do valor de uma op¢do
americana de venda é desconhecida, e é um dos maiores problemas ndo

resolvidos em matemdtica financeira.”
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3 Metodologia

A principal ferramenta de anélise utilizada na obtengdo dos resultados
deste trabalho sio as fungbes convexas. Mais especificamente, a partir da
constatagdo de que o valor de arbitragem de uma opgio do tipo européia € uma
fungdo convexa do seu prego de exercicio X, utiliza-se esse resultado como pega
basica (building block) para mostrar que o valor de arbitragem de uma opg¢éo
americana de compra é igual ao valor de arbitragem de uma opgdo européia de
compra. A mesma peca basica ¢ usada para mostrar ainda que, em se tratando
de opgdes americanas de venda, ndo se chega a uma formula fechada para o
valor de arbitragem. Esses resultados nZo s&o novos. O que 0 trabalho apresenta
de novidade ¢é a obtengdio desses resultados através de mateméatica elementar,

baseada simplesmente em propriedades de fungGes convexas.

3.1 Simulagoes

Os programas utilizados no desenvolvimento dos exemplos e simulagGes
usados neste trabalho estdo listados no apéndice C e foram desenvolvidos em
R, um pacote de aplicativos para calculos estatisticos de uso livre, disponivel na
internet nos enderegos  http://gauss.estufpr.b/CRAN/ ou http:/Avww.r-
project.org/
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Valor de arbitragem de uma opgio européia de compra
Ja foi visto (2.7.1.7 - pag. 43) que, no modelo binomial de T passos, 0

prego de arbitragem de uma opgdo européia de compra é dado por

L_E[S,-K)']=

a+r)y

V,=E’[A+r)"V;]=

T
=Q+r)7Y. @'d"S,~K) P'[S; = wd 'S, 1=

T TN s, o
=(1+r)"2(u’d"’So—K)“(j)(p Y@ )~ @l
Jj=0 )

O interesse aqui esti em ressaltar que, nesta expressdo, os valores de
r, u, d e, conseqiientemente, p' e q', sdo dados pelo mercado; sendo
assim, estabelecido o tempo T de maturagdo da opgéo, seu valor de arbitragem

V, passa a ser fungdo exclusivamente do prego de exercicio K e pode ser

escrito como

r , TY o, s
%(K)=(1+r)'72(u’dr”so-K)+(j)(}> Y )™

j=0
(4.1.2)
Nesta expressio, cada parcela da soma a direita da igualdade tem a
forma
Q+r)yT @’ d’'S,-K)* (f) (p‘)" (q‘ Y (j=0,12,..,T)
e vale

1) 0 se Wd'S,-K)<0, istoé, se K2u'd"™’s,
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" T, j 3T—j T i NP JgT=j
(2) (A+r)y " (@'d ™S, -K) ; (p)(g) se K<u'd ™S,

Esta tltima expressdo, como fun¢do de K, € uma reta de coeficiente

linear dado por

T . .
"’dT”So[ .J(p Yig Y=
J

o: =
7 +rY

* \J x N\T-J
T
z[ﬂ] ("LJ (_Jgpo 4.1.3)
1+7r 1+r J

e coeficiente angular

4 (TN .. e
! (.](p Y(g ) =
J

Y

* \J * N\T-J
T
=_(__.P N__‘? ] U<o .14
1+r 1+r J

resultando que cada parcela de F(K) ¢ uma fungdo convexa (Figura 4.1.1).

Y

T=
wd ™S,

FIGURA 4.1.1 Fungédo convexa dada por cada parcela de V,
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Sendo assim, V (K) ¢é uma soma de fungbes convexas e,

conseqientemente, uma fungdo convexa. Os valores u'd™™S,, que por

conveniéncia passam a ser chamados de pontos de quebra e denotados por

k(j), formam uma seqiiéncia crescente de valores de K, conforme j toma

valores crescentes no conjunto {0,1,2,..., T}, ou seja,
k(0) = dS, <k(l)=ud" 'S, <...<k(T-1)=

= dS, < k(T) =4’ S,
visto que
0<d<l+r<u e r>0

e a forma de V,(K) ¢ dada no gréfico da Figura 4.1.3 e pode ser obtida

observando-se a Figura 4.1.2, em que s@o representadas as suas parcelas.

N~ S K

k©O) k()  k(T-1) Kk(T)

FIGURA 4.1.2 Parcelas de V,. valor de arbitragem de uma opg¢do
européia de compra
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N

T~

k(0) k(1) KT-1) KT)

v

FIGURA 4.1.3 - Valor arbitral de uma opgio européia de compra
como fung¢io convexa do prego de exercicio K

Sendo assim, o valor de arbitragem da uma opg&o européia de compra é
obtido simplesmente tomando-se, no grifico, a ordenada correspondente ao
valor de X.

Vale ressaltar que cada segmento de reta que compde a fungdo convexa

Vo(K) determina uma reta suporte dessa fungdo, ou seja, V,(K) ¢é sempre

igual ou maior que cada uma dessas retas.
4.2  Valer de arbitragem de uma op¢io européia de venda

Considerando que o valor de arbitragem de uma opgio européia de

venda, no modelo binomial de T passos, € dado por
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Vo =E[+r) ¥V, 1=0+r)" E(K-5;)]=

T
=(+r) Y (K- dIS,) PIS, = w'd 'S, )=

j=0
T . ; T * * .
=(1+r)7 ) (K-u'd T"So)*( .](P Y@ )’ @2
=0 J
novamente se pode tomar ¥, como uma fungdo de K e escrever

VoK) =1+ r)”io(x ~wd"S)’ 6] @Y
=
em que cada parcela da soma 4 direita da igualdade tem a forma
A+r)T(K-u'd"™S,) 6) @YY@y’
(j=0,12,..T)

e assume 0s valores
0 se (K—-u'd"™S,)<0, istoé, se K<u'd™’S,, ou

o TY .. sq_; o
Q+ryT(K —u’dT"So)(j}@ Y(q )~ se K>uwd 'S,
Esta tltima expressdo é uma reta de coeficiente linear dado por

S— u’d"’so(j)(p Y (@'Y =

ANTEY
T * \J d* I-j
=_( .)("P }(_‘I_} S, <0 (4.2.2)
JAL+r 1+r
e coeficiente angular
* * T-)
l T * ; * T—J T p ’ q
, o e— = —_— — 0
B, (Hr),(j](p)(q) (J. o\ 1er ) 7
(4.2.3)
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resultando que cada parcelade ¥ (K) € uma fungdio convexa (Figura 4.2.1).

(K)

A

ozj+,BjK

v

wd™ S,

FIGURA 4.2.1 Fungdo convexa dada por cada parcela do valor
de arbitragem de opgdo européia de compra V,

Colocando-se em um mesmo grifico as parcelas de V,(K) (Figura

4.2.2), fica claro que a forma de V;(K) ¢ dada pela Figura 4.2.3 e o valor de

arbitragem da opgdo européia de venda é obtido simplesmente tomando-se a

ordenada correspondente ao valor de exercicio K.

()

A

— ——  k

k(0) k(1) KT-1) k(T)

FIGURA 4.2.2 —Parcelas de V,
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" ey

k(0) k(1) KT-1) k()

FIGURA 4.2.3 — Valor arbitral de uma opg3o européia de venda
como funcdo convexa do valor de exercicio K

43  Valor de arbitragem de uma opgio americana.
J4 foi visto (2.7.2.1 — pg. 56) que o valor de arbitragem de uma op¢ao

americana, no modelo binomial de T passos, ¢ dado por
X,(K) = max{V, 0+ 1) E W ),on 0+7) T E' 71}
em que
V,=(S;-K)" = wWd s, -K)*
caso a opgio seja de compra e o exercicio se dé em 1=j,
V,=(K-5; =(K-wd 78"

caso seja de venda e o exercicio se dé em 7=.
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Essa escolha do melhor tempo de exercicio permite a seguinte
interpretagdo: tudo se passa como se o portador da opgéo americana tivesse em
méos T+1 opgdes européias, todas com custo de exercicio igual a K, tempos
de maturagdo iguais a 0,1,...,T e com uma condigdo especial: exercida uma
delas, todas as outras perdem a validade. A questdio é: qual delas exercer, de

modo a maximizar o valor resultante.

4.3.1 Valor de arbitragem de uma op¢fio americana de compra no modelo

de um passo

No modelo de um passo, esse valor é dado por

Xo(K)=max{V,,(1+r) E' W]} =

= max{(S,~ K)",(+1)" Y60 d" 5, - K IS, =TS,
J=0
L 1) e ; s
=max{(S, - K)", )y R wld s, —K)+(j)(p Y (@'
J=0

= max{(S, - K)*, (1 +7)' Y @IS, - K) ('Y ()™
=0

O que se faz em seguida é mostrar algébrica e graficamente

(Figura 43.1.1) que
(S, - K)* Q41" Y @ld"s, - K3 (5" Y (g )
,:o
paratodo K 4.3.1)
Se K >uS,
S,-K)*" =0 e
@ d"Is,-K)t =0

e, portanto, (4.3.1) € verdade.
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K)  Se-B)

1+r)"Y @ d7S-KY (P V(@) =

=0

FIGURA 4.3.1.1 Comparagio entre 0 exercicio antecipado ¢ 0 exercicio ao
final. para opgdo americana de compra o modelo de um passo

Se S, <K <uS,
(S,-K)* =0 e
E:g 12 :ZS ) K} =@+ r)"g(u" &8, -k (@'Y @) =
=(1+r) @S, - K)p )>0
e, portanto, (4.3.1) ¢ verdade.
Se K=dS,
(S,—K)* =S, - K =8,-dS, =S,(1-d)
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- ! N P *®_ 5 * =7 l *
(1+r) 'Zo("’d! 78, -Ky @Y () =~IT;(1'So-dSo)(P )=
J:

s, (1+r)—-d

1 d
=—-o(w-d =S (1-—)>S§,(1-d
l+r(" ) o l+r)> o )

e, portanto, para dS, < K <S5, (4.3.1) é verdade.
Se K=0
(S, —K)" =5,
U4 ry Y (™IS, ~K) (5 (¢ = (uS,p" S, =S,
=0 1+r
e, portanto, se 0< K <dS,, (4.3.1) é verdadeiro.
Conclusdo: no modelo binomial de 1 passo, independente do valor de K,
o melhor tempo para se exercer uma op¢do americana de compra é em
t=T =1 e, conseqiientemente, tudo se passa como se o portador tivesse em
mios uma opgio europ€ia de compra.
Considerando que f(K)=(1+r)"E'[V,]=0+r)"E[(S,-K)*] ¢
uma fung¢io convexa (figura 4.3.1) e considerando a propriedade (2.1.2 — pag. 6)
das retas suporte de fung¢des convexas, essa conclusdo € imediata, visto que

@) como f(K)=0 para K>uS,, o eixodos K’s é uma reta
suporte de f(K), ecomo (S,—K)" =0 para K>S, segue que
fK)=2(S,-K)" para K>38,.
(i) para K €[0,dS,]

1 . .
f(K)=l+r[(uSo—K)(p )+(dS, —-K) (g )]=
1 * * 1 1

=— dg)S, ———K=8, ———K
l+r("p+ 7% 1+r ® l+r
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Portanto, S,—(1+7)" K &uma reta suportede f(K), ou seja,
S,-(1+r)'K < f(K) paratodo K 20.
Sendo assim, para K €[0,S5,],
S,-K)=8,-K< S, ~(1+r)*K
Juntando (i) e (ii), conclui-se que (1+ r)* E 1z, - K )" para
todo K 20, ouseja,
X,(K) = max{V,,(1+r) E' 1} =+ E V]

432 Valor de arbitragem de uma opgdo americana de compra no
modelo de T passos
J4 se sabe que esse valor é dado por (2.7.2.1 - pagina 56)
X,(K) = mae{Vy, 1+ 7y E' V], A7) E'V;1}

emque V; €0 valor de arbitragem da op¢o, caso seja exercida no tempo 7= Jj e

X, éo valor inicial do portfélio de hedge.

Caminhando-se reversamente nos valores acima, 0 que se mostra em
seguida é que, paratodo j€{0,L,....T7—1}
max{;E*[V 1 !

(1+ry a+ry?
@) fazendo-se j=T-1

EWulb= ),ﬂ 2 E'T]

max{(l—‘ﬂ Trab gy E Tl

mae{E” 07 l] E rli=

T
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a:r—)-ﬁmax{E 0l E [ T]} =

max{EE" Wy 167 LE T—— ( SEV1G.1

A varidvel aleatdria E‘[VT_l |Gr_,], por analogia com o resultado

obtido no modelo de 1 passo, € sempre menor ou igual & varidvel aleatéria

! £
(1+r)

*[VT |Gr_,] e. conseqiientemente.
EE D16 N<E [—E Ur G 1=

1
:}ﬂlﬂX{m— [ T-l] [ T]}-( r) E[ T]

(i) fazendo-se j=T -2 demonstra-se, por um desenvolvimento

semelhante, que

1 1 -
max{(l_'_—r)— i1 T_z] E'p = -_lE 7ol
Juntando-se os resultados em (i) e (ii) tem-se
1
”IGX{(IT)T_Z- [VT—7]’ , U’T]} - ( E [LT]

Esse padrio se mantém para valores decrescentes de j, de maneira
que se pode concluir que
Xo(K) = max{Vy,(A+ 1) E'[¥),... A+ 1) T E' [V} =
=1+ TEW;]
O que confirma o que ja havia sido afirmado e duplamente justificado

(item 2.7.2.1 - pagina 57): uma opgdo americana de compra se comporta da

mesma maneira que uma opg¢ao europ€ia e, portanto, da mesma maneira pode ser
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tratada, tanto no que diz respeito ao seu prego de arbitragem quanto ao seu
portfolio de hedge. A figura 4.3.2.1 ilustra esse resultado no modelo de 5
passos, para #=1,2, d=0,9, S,~100 e r=0,05 (2 rotina para geragdo do grafico
estd no apéndice B.4). As linhas mais afastadas da origem correspondem a

valores crescentes do nimero de passos.

o
E —
% ©
)]
£

(@]
g e-
(0]
0o
5
T N
>

o.—

| | | | 1
50 100 150 200 250

Prego de exercicio K
FIGURA 4.3.2.1 Comparagio entre os exercicios de uma opgo
americana de compra, como fungio de K. para os tempos de exercicio

entre zero e cinco. Curvas mais afastadas da origem correspondem a

tempos crescentes.

Considerando a conclusdo acima, exemplificar o estabelecimento de

valor de arbitragem e do portfolio de hedge de uma opgdo americana de compra
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perde a razio, visto que opgdes européias ja foram amplamente exemplificadas
em 2.7.1. O interessante € comparar o resultado do exercicio antecipado com o
valor de arbitragem e verificar que o primeiro é sempre inferior ao Gltimo. Na
Figura 4.3.2.2 estio ilustrados os valores resultantes do exercicio antecipado de
uma op¢do americana de compra (rotina de céalculo no apéndice B.5),
considerando »=1,2, d=0,9, S~=100, r=0,05 e T=5. A Figura 4.3.2.3
(idéntica a Figura 2.6.1.4) ilustra os valores de arbitragem. Note-se que esses
valores sdo sempre maiores ou iguais aos valores de exercicio. Entdo, se alguém
estd cogitando de exercer antecipadamente uma opg¢do americana de compra,

melhor ¢, considerando que o mercado € liquido, vender a opgo.

=0 =1 =2 =3 t=4 t=5
148.83
107.36
72.80
+.00 - 86.62
20.00 55.52
0.00 29.60
8.00 39.97
0.00 16.64
0.00
0.00 1.98
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00

FIGURA 4.3.2.2 Valores resultantes do exercicio antecipado de
uma op¢do americana de compra

Nas Figuras 4.3.2.4 e 4.3.2.5 estio representadas as diferencas entre os
valores arbitrais e os valores de exercicio, respectivamente, para K=95 e
K=110.
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=0 t=1 =2 =3 t=4 =5

148.83
112.12 (1
82.10
57.62 86.62
38.82 60.28
25.25 38.90
2391 39.97
1421 2140
11.32
5.93 498
2.37
113
0.00
0.00
0.00

FIGURA 4.3.2.3 Valores de arbitragem de op¢io americana de compra

=0 t=1 =2 t=3 t=4 =5
0.00
452
8.83
12.94 0.00
17.68 452
2344 8.83
14.69 0.00
17.04 452
12.52
8.09 0.00
175
2.26
0.00
0.00
0.00

FIGURA 4.3.2.4 Diferenga entre valor de arbitragem e de exercicio
antecipado de opgdo americana de compra para K=95
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=0 t=1 =2 =3 =4 =5
0.00
5.24 /
10.23 / \ 0.00
15.52 < \ 5.24
22.14 11.37 / 0.00
20.12 17.98 < 7.63
10.10 6.80 0.00
3.24 < 0.00
0.00 \ 0.00
0.060 <
0.00

FIGURA 4.3.2.5 Diferenca entre valor de arbitragem e exercicio
antecipado de opgao americana de compra para K=110

Os valores positivos acima confirmam a conclusio: melhor vender a

op¢do americana de compra do que exercé-la antecipadamente.

4.3.3 Valor de arbitragem de uma op¢do americana de venda no modelo

de um passo.

No modelo de 1 passo, esse valor é dado por

Xo(K)=max{V,,(1+r) E'[V;]} =

= max{(K-S,)" (L4 )" Y (K- dI5,)* P'LS, =uld' s, )
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= mar{(K =83+ )Y (K~ d IS,y (1.)@‘)" @)
J

j=o
l s I3 * . * - .
= max{(K - Sy)",(+r)" Y (K-wd™is) ('Y (@)™}
j=
O que se verifica em seguida ¢ que as fungGes acima se interceptam
para algum valor de K entre dS, e uS,. No que segue, adota-se a notagédo
X} (K)=a+r)7E'[;].
Se K =385,

1 -1 * S, )
X3(8,)= 0 (S, =S, ) = T =d) > 0| s ey

X2(S,)=(S,-S,)* =0

Se K=u§,

1 + Sq S, u—-(1+r
Xé(zlSo)=—l:(uSo—dSo)q =1_:-q7(u-d)=l-:r d u(—d )(u—d):
Xi(S,)=S§ (i-—l)

T T ey =|X%(K)> Xo(K)

X2(uS,)=(uS, — S,)" =S, —S,) =S, —1)
Existe assim algum valor de K €[S,,uS,] em que X;(K) e

X)(K) seinterceptam (Figura 4.3.3.1).
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X,(K)

A

X, (K) X3(K)

v
~

ds, So uS,

FIGURA 4.3.3.1 Opg¢ao americana de venda no modelo de 1 passo

Dado, portanto, um prego de exercicio X, o valor de arbitragem de uma

op¢do americana de venda, X,(K), no modelo binomial de 1 passo, s pode

ser determinado comparando-se os valores de X, (K) e X, o(K).

4.3.4 Valor de arbitragem de uma op¢fio americana de venda no modelo

de T passos

O resultado obtido no modelo de 1 passo pode ser uma complicagdo na
determinagdo do valor de arbitragem visto que, segundo a teoria de arbitragem,
esse valor é dado pelo valor inicial capaz de estabelecer um portfolio que
reproduza o valor de exercicio da opgdo em qualquer tempo. Na
impossibilidade de se replicarem todos os valores possiveis, ja foi visto,
estabelece-se um super-hedge, ou seja, um portfolio capaz de replicar o maior

dentre todos os valores de exercicio. Para opgbes de compra isso foi
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simplificado pela constatagdo de que o maior valor de exercicio acontece no
tempo final. No caso presente, ji se viu que, mesmo no caso simples do modelo
de 1 passo, isto ndo acontece. Entdo, com a finalidade de verificar se isto ndo
passa de uma situagio particular do modelo de 1 passo, e ainda de buscar
alguma regularidade que possa simplificar a determinagdo do maior valor de
exercicio, examina-se o valor de arbitragem de uma opgdo americana de venda,
supondo-se que o exercicio se dé em um tempo ? qualquer. Com a mesma
notagsio usada em 4.3.3, esse valor € dado por
Xt =Qery KIS [’) @ Y@)’
J=0 J

O que se constata € que, para diferentes valores de 7, as fungdes X, ;

se interceptam em algum valor de K.

Paratodo 1€{0,1,...T} e Ke(d'S,,d"S,)

1 *
X! =——(K-d'S,)(g ) >0

a+ry

X=0

> XI>xt @340

Para K=4"S,

K= Y S, -l IS’ (’J.)(p‘)f ¢)7 =
Jj=0

b B (M) iy —S wa s | oY Y =
-(Hr)r[;" So(j)(P) @9) ;u d7’S, F (PY@)y "N
TSy (1) rvetvei g () My By
il e 3 JeTr -

llT
= SO[E]_-l-_r)T - 1] (4.3.4.2)
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Esse ultimo resultado mostra que, para K = ul Sy, X, ; ¢ uma fungdo

decrescente de ¢, ou seja X; (uT S,) <X;"l(uT S,). O que se conclui,
comparando-se este Ultimo resultado com (4.3.4.1), € que, para diferentes
valores de ¢, as fungGes X; se interceptam. 0 grifico da figura 4.3.4.1
ilustra, para »=1,2, d=0,9, S7~100, r=0,05 e T=S5, as interse¢Ses entre os
X é ’s (arotina para geragdo do gréfico estd no apéndice B.6)

30
|

Valor de arbitragem
10 20
|

Ll l 1 | !
60 80 100 120 140

Prego de exercicio K

FIGURA 4.3.4.1 Comparagdo entre os exercicios de uma op¢do
americana de venda, como fung3o de K. para os tempos de exercicio

entre zero e cinco.
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Confirma-se entiio o que ja se podia antever, dado o resultado do modelo
de um passo: prego de arbitragem de opgao americana de venda nfo é trivial. A
complicagdo estd em que, para se estabelecer o valor inicial do portfolio de
hedge, ¢ preciso comparar o valor de exercicio da opgdo no tempo inicial com os
valores arbitrais da opgdo no tempo seguinte. Acontece que nenhum desses
valores arbitrais esti bem estabelecido, visto que a situagéo se repete, ou seja, 0
estabelecimento de qualquer um deles depende do valor de exercicio da opgdo
naquele momento e dos possiveis valores arbitrais do tempo seguinte. A
conclusio é que, em se tratando de opg3es americanas de venda, o Unico
caminho para se chegar ao valor de arbitragem inicial exato é pela construgéo de
toda a arvore de hedge a partir do tempo final, visto que este ultimo é o Gnico
tempo em que se conhece exatamente 0 valor de arbitragem da opgdo. Ndo se
trata realmente de um grande problema, tendo em vista os recursos
computacionais usualmente disponiveis. O algoritmo de construgdo do portfolio
de hedge ¢ dado por

X, =max{(K-S)",A+r)" E[X, 4G}
e o melhor tempo de exercicio é o primeiro tempo em que 0 valor do portfélio
coincide com o valor de exercicio da opgdo. Isto significa que, caso 0 portador

da opgdo deixe passar esse tempo, O vendedor (emissor) pode “consumir” o

valor correspondente a

(K-St ~(+r)"E'[X 1G]
visto que, se

X, = max{(K-8,)*,(1+r) " E'[X, 4 |G} = (K-S
segue que

(K-8)" 2(1+r)'E'[X,,, 1G]
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e, como o valor necessario para reproduzir os valores arbitrais futuros € dado por
-1 ¥
(I+r) E[X,,,1G]

a diferenga

(K-8) -+ E'[X,,1G]

pode ser consumida.

Finalizando, é mostrado um exemplo de estabelecimento do prego de

arbitragem de uma op¢do americana de venda.

Exemplo 6: Opgdo americana de venda em um mercado cujos pardmetros

sao u=1,2, d=0,9, S=100, r=0,05, 7=5 e prego de exercicio K=110. As

rotinas de calculo utilizadas estdo no apéndice B.7.

A arvore binomial da Figura 4.3.4.2 representa dos valores da agdo
subjacente.

=0 =1 =2 t=3 =4 t=5
248.83
207.36
172.80
144.00 186.62
—— | 12000 < ) 1552
108.00 139.97 |
90.00 11664 K
97.20
$1.00 101.98
8748
72.90
78.73
65.61
59.05

FIGURA 4.3.4.2 - Valores da agdo subjacente no modelo de cinco passos

A arvore binomial da Figura 4.3.4.3 representa os valores de exercicio

da opgdo americana de venda. Os valores arbitrais estdo na Figura 4.3.4.4.
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=0 t=1 =2 t=3 =4 =5

0.00
0.00
0.00
0.00 0.00
0.00 0.00
10.00 0.00
2.00 0.00
20.00 0.00
12.80
29.00 5.02
2252
37.10
31.27
H.39 <
50.95

FIGURA 4.3.4.3 - Valores de exercicio da op¢io americana de venda

=0 t=1 t=2 t=3 =4 t=5
0.00
0.00
0.00
0.54 0.00
342 0.00
1115 Li4
6.6+ 0.00
20.00 2.39
12.80
29.00 5.02
22,52
37.10
31.27
4+4.39
50.95

FIGURA 4.3.4.4 - Valores arbitrais da opgdo no modelo de cinco passos
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Observe-se que, no tempo =1, o valor de arbitragem coincide com o
valor de exercicio em 20.00. Esse é um tempo 6timo para o portador da opgio.

Caso ele niio exerga, 0 emissor pode consumir

20- 47 E'X, 1612 20- (1 6,64+229) =

=20-16,97 =3,03

pois 16,97 é o valor necessério para compor os valores seguintes do portfolio.
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5 Conclusao

O problema do estabelecimento do prego de arbitragem de opgdes
americanas, que usualmente ¢ tratado com argumentos financeiros ou via uma
abordagem nio trivial, usando o conceito de martingales, pode também ser
abordado de maneira elementar, por meio da teoria de fungdes convexas. Mais
especificamente, partindo-se do fato de que o valor de arbitragem de uma opg¢do
americana, quando exercida em um tempo futuro qualquer, é uma fungdo
convexa do prego de exercicio, € possivel, de uma maneira extremamente
simples, chegar-se as mesmas conclusdes obtidas via martingales ou teoria
econdmica, ou seja, que opgdes americanas de compra se comportam como

opgdes européias e que 0 mesmo nio acontece com opgdes americanas de venda.
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Apéndice A

Demonstragdes para as propriedades da esperanga condicional:

Propriedade 1: Y =E[X]|G] ¢ G —mensurdvel, ou seja,
{w|Y(w)<k}e G paratodo keR.

E[X;B]

Demonstragdo: Fazendo Db, = il segue que, para we€ B;

'~ PB]

Viw) = EIX 16w) = 3 22215 w) = 3 Bilg ) =,

Portanto, o conjunto {w|Y(w)<k} éaunido dos B;’s tais que b; <k.

Como a uniio de B;’s pertence a G segue que Y é G-mensuravel

Propriedade 2: Sejam CeG e Y= E[X | G]. Entdo
E[Y;C]=E[X;C].
Demonstragio: Tomando b; como definido na demonstragio 1 anterior

e considerando que Y(w) é constante em cada B;, segue que

E|X;B]=bP(B]= Y Y(w)Pw]=E[Y;B].

w € B;

Como Ce@G éaunifode B;'’s, E[Y;Cl1=E [X;C]
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Propriedade 3: Sejam Y = E[X |G] e Z uma variavel aleatoria G-

mensuravel tal que E[Z;C]=E[X;C] para todo Ceg.
Entio Z=Y .

Demonstragio: Como Z é G-mensuravel entdio E[Z|G] é constante
z; emcada B;,

istoé, VweB;

E[Z|G)=¢z
e portanto
2 —ElZB]_EXB]_, _
" PB] PB]
Z=E[X|g=Y

Decorre dessa propriedade que a varidvel aleat6ria

E(X | G) € tnica, ou seja, se Y é G-mensuravel e

E[Y;C]=E[X;C] VCe§ entdo Y = E[X|G]

Propriedade 4: Se X ¢ G-mensurdvelentdo E[X|G]=X.

Demonstragio: Como X ¢é G-mensurdvel, é candidata a ser a

E[X|G], opela propriedade 3. Como, obviamente,
E[X;C]=E[X;C] VCeG segueque E[X|G]=X.

Propriedade 5: Se X,> X, entio E[X,|G]>E[X,|G].
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Propriedade 6: E[(a.X, +b.X,)]| Gl=a.E[X,|G]+b.EX, |G].
As demonstragdes das propriedades 5 € 6 séo triviais e decorrem
imediatamente da definicdo de E(X | G).

Propriedade 7: E[E[X | G]]= E[X].
Demonstragio: Seja Y = E[X | G]=> E[X;C]= E[Y;C)VCEeG,
pela propriedade 2. Tomando C =9,

E[Y;Q] = E[X;Q] => E[Y] = E[X]

Propriedade 8: Se X ¢ independente de G entio E[X|G]= E[X].

Demonstragio: Decorre da propria definigdo de independéncia, ou seja,
o conhecimento de G nio altera em nada o preditor de X.

Propriedade 9: Se Z é G-mensuravel entdo E[XZ|G])= ZE[X | G].
Demonstra¢io: Como E[X |G] ¢ uma varidvel aleatéria G-mensuravel

e o produto de varidveis aleatorias G-mensuraveis é G-mensuravel, segue
que ZE[X|G] ¢ candidata a ser a E[XZ|G]. Falta mostrar que,
VC eG, E[ZE[X |G);C]=E[ZX;C]. E suficiente mostrar que
VB, eG, E[ZE[X |G);B]= E[ZX;B;]. Seja z; © valor constante de Z
em cada B;. Entdo
E[ZELX |G); B = ElzE1X | G; B = ZE[E[X | G); B ] =
=z,E[X; B;]= E[ZX; B;]
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Propriedade 10: Se Hc G cX entio
E[E[X | H]|G)= E[X | H] = E|E[X | G]| H).

Demonstragio: Como E[X|H] é H-mensurivel e HcG, entio
E[X|H] € G-mensuravel e a primeira igualdade decorre da propriedade
6. Seja W =E[E[X|G]|H). Segue que W ¢é PH-mensuravel e

VCeHcG EW;Cl=E[E[X|G);C]=E[X;C]

Propriedade 11: Se X ¢ uma varidvel aleatéria, o melhor preditor de
X dentre todas as varidveis aleatorias G-mensurdveis é Y = E[X | G].
Demonstracio: Seja Z uma varidvel aleatéria G-mensurdvel qualquer.
O erro quadratico na predicdo de X por Z, dado que se conhece G, é
dado por .
E(X -Z)’|G]= E[X* |G)-2E[XZ | G)+ E[Z* | ]
=E[X*|G]-2ZE[X |G]+ Z*
=E[X?|G]-2ZY + Z*
=E[X*|G]-Y* +(Y - Z)?
=E[X?|G]-2YE[X | G1+ Y +(¥Y - Z)?
E[(X -Z)’|G)=E[(X -Y)* |G+ (Y - Z)
Tomando a esperanga de ambos os lados da igualdade:
E[E[(X -Z)|G1]= E[E[(X -Y)* |G]1+ E[(Y - Z)’]
Usando a propriedade 7:
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E[(X-Z)'1=El(X ~Y)1+E[(Y -Z)’]
Como E[(Y-Z)*120 segue que o erro quadrético que se comete

ao se utilizar Z como preditor de X ¢é maior que 0 que se comete ao s

utilizar Y, e sera igual se e somente s€ Y=Z Portanto Y é o melhor
preditor de X.
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Apéndice B

Este apéndice contém as rotinas, escritas em linguagem R, utilizadas

para calculo dos exemplos mostrados no trabalho.

Salvo indicagio em contrario, a agdo subjacente tem valor inicial

S~=100, os multiplicadores do modelo binomial sio #=1.2 e d=0,9, o tempo de

maturagdo das opgdes é T=5 e a taxa de remuneragio fixa é r=135 %.

B.
#
#
#
#
#

#

#

T=5
=T+1
u=1.2
d=0.9
S0=100
r=0.05
R=14

pe = (R-d)/(u-d)

ge = (u-R)/(u-d)
s=matrix(c(NA),LI)

1- Arvore binomial dos valores da agiio subjacente

S, =s[1,1]
S,(T) = s[2,1] = s[1,1ju"d’
S,(H) = 5(2,2] = s[L, 1u'd"

S,(TT) = s[3,1) = s[L,1}u’d?
S,(TH) = S, (HT) = 5{3,2] = s[L,1]u'd’
S,(HH)=s[3,3]= s[1,1d°

generalizando  s[i, j1=s[l, TR e
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s(1,1]=S0
for (i in 2:I) {
for (j in 1:1) {
s[ij] = s[1,1]%(u**G-1))*(d**((-1)-G-1)))
}

}
s1 = floor(100*s+0.5)/100

>sl

Ll L2 031 [4 [S] [6]
[1] 10000NA NA NA NA NA
2] 9000 12000NA NA NA NA
[3] 81.00 108.00 14400 NA NA NA
[4,] 7290 97.20 129.60 172.80 NA NA
[5] 6561 87.48 116.64 155.52 207.36 NA
[6]  59.05 78.73 104.98 139.97 186.62 248.83

B.2- Opgio européia de compra
B.2.1 - Com preco de exercicio =100
K=100
vec=matrix(c(NA),ILI) # valor da opgéo européia de compra
for (jin 1:I) {
vec[l,jl=max(0,(s[Lj]-K))
}
for (i in (I-1):1) {
for (jin 1:i) {
vec[i,j] = (pe*vec[i+1,j+1]+qe*vec[i+1,j])/R
3

}
vecl = floor(100*vec+0.5)/100

> vecl
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; s

L L2 031 L4 LS L6

L] 2525 NA NA NA NA NA
2] 1421 3882 NA NA NA NA
3] 593 2391 57.62 NA NA NA

[4,] 1.13 11.32 3890 8210 NA NA
[5.] 0.00 237 21.40 60.28 112.12 NA
[6,] 0.00 0.00 4.98 39.97 86.62 148.83

Viw,..w.H -V 41“.1,-_]’
# Valores de A, = A(w,.. ;) = (w,..w, H)=V(w..w.T)
Sr('H’I ._JVA_H) - S(“’Il . "“},('T)

deltaec=matrix(c(NA),I-1,I-1)
for (iin (I-1):1) {
for (j in 1:1) {
deltaec[i,j]=(vec[i+1,j+1]- vec[i+1,j])/( s[i+1,j+1]- s[i+1,j])

}

}
deltaec1= floor(100*deltaec+0.5)/100

> deltaecl

L L2 3[4 L3
1 08 NA NA NA NA
2] 067 09 NA NA NA
3] 042 085 1 NA NA
4] 011 065 1 1 NA
5] 000 019 1 ] 1

# Valores do portfolio de hedge X, =V, = AySy + (X —AS,)

# X, =A,_S, +A+r) (X, =By Siy) = vec[k+1, j]

xec = matrix(c(NA),LI)
xec[1,1]=vec[1,1]
for (iin 2:I) {
xec[i,1] = deltaec[i-1,1]*s[i,1]+R*(xec[i-1 ,1]-deltaec[i-1,1]*s[i-1,1])
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for (j in 2:i) {

xec[i,j] = deltaec[i-1,j-1] *s[i,j] +R*(xec[i-1,j-1] -deltaeci-1,j-1] *s[i-
1,j-11)
}
}
xecl= floor(100*xec+0.5)/100
> xecl

LI [21 [31 (4 [S]  [6]
[1,] 25.25 NA NA NA NA NA
[2,] 1421 38.82 NA NA NA NA
3] 593 2391 57.62 NA NA NA
[4] 1.13 11.32 38.90 82.10 NA NA

[50 0.00 237 2140 60.28 112.12 NA
[6,) 0.00 000 498 3997 86.62 148.83

B.2.2 - Com prego de exercicio £=95
Tendo sido executada a rotina B.1, basta repetir B.2.1 com o cuidado de,
na primeira linha, fazer K=95. Os resultados obtidos so:

> vecl

L L2 [31 [4 [5]  [6]
[1,] 28.44 NA NA NA NA NA
[2,] 17.04 42.68 NA NA NA NA
[3,] 8.09 27.69 61.94 NA NA NA
[4,] 226 1472 4343 86.63 NA NA
[5,] 0.00 475 26.16 65.04 116.88 NA

[6] 0.00 0.00 998 4497 91.62 153.83

> deltaecl

Ll L2 31 [4] 3]
1] 08 NA NA NA NA
[20 073 095 NA NA NA
[3] 051 0.8 1 NA NA
4] 022 073 1 1 NA
[5,] 0.00 038 1 1 1

> xecl

Ll L2131 4 L[S [6]
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[, 2844 NA NA NA NA NA

2] 17.04 42.68 NA NA NA NA
3] 809 27.69 61.94 NA NA NA
[4] 226 1472 4343 86.63 NA NA

[5) 000 475 26.16 65.04 116.88 NA
6, 000 000 9.98 4497 91.62 153.83

B.2.3 - Com prego de exercicio K=110
Fazendo K=110 na primeira linha de C.2.1 e tendo sido executada

previamente a rotina C.1, os resultados obtidos so:

> vecl

L 2 31 4 S [6]
[1,] 20.12 NA NA NA NA NA
2,) 10.10 32.14 NA NA NA NA
3,1 324 1798 49.52 NA NA NA
4,] 0.00 6.80 30.97 73.03 NA NA

[5) 0.00 0.00 1427 50.76 102.60 NA
[6,] 0.00 0.00 0.0 29.97 76.62 138.83

> deltaecl
(1121 L3141 1.5]
1] 073 NA NA NA NA

2] 055 08 NA NA NA
3] 028 075 097 NA NA
[4]) 000 049 094 1 NA
[5] 000 000 08 1 1

> xecl

LIl 21 031 (41 1S1 L6l
{1,] 20.12 NA NA NA NA NA
[2,] 10.10 32.14 NA NA NA NA
[3.] 324 1798 49.52 NA NA NA
[4,] 0.00 6.80 30.97 73.03 NA NA
[5.] 0.00 0.00 14.27 50.76 102.60 NA

[6] 0.00 0.00 000 29.97 76.62 138.83

B.3- Opgio européia de venda
B.3.1 - Com prego de exercicio k=100
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K =100
vev=matrix(c(NA),LI) # valor da op¢do européia de compra
for (jin 1:I) {
vev[Lj]=max(0,(K-s[Lj]))
}
for (iin (I-1):1) {
for (j in 1:i) {
vev[i,j] = (pe*vev[i+1,j+1+qe*vev[i+1,j]yR
}

}
vevl = floor(100*vev+0.5)/100

> vevl

L1 2] [31 L[4 51 [6]
[I] 361 NA NA NA NA NA
2] 648 109 NA NA NA NA
[3.] 11.31 230 0 NA NA NA
[4,] 1893 482 0 0 NA NA
[5,] 29.63 10.13 0 0 0 NA
[6,] 40.95 21.27 0 0 0 0

Viw..w.H)-V(w, ~.w.T)
SOw..w H)-S(w, ~w.T)

# Valoresde A, =A(w,..w.)=

deltaev=matrix(c(NA),I-1,I-1)
for (iin (I-1):1) {
for (j in 1:i) {
deltaev[i,j]=(vev[i+1,j+1]- vev[i+1 j])/( s[i+1,j+1]- s[i+1,j])

}

}
deltaevl= floor(100*deltaev+0.5)/100

> deltaevl
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L1 21 31 L4l [S)
[ 018 NA NA NA NA
2] 033 -006 NA NA NA
B3] 058 015 0 NA NA
[4] -0.89 -035 0 0 NA
[5] -100 081 0 0o ©

# Valores do portfdlio de hedging X, =V, =AS, + (X, —A6S,)

xev = matrix(c(NA),LI)
xev[1,1]=vev[1,1]
for (i in 2:I) {
xev[i,1] = deltaev[i-1,1]*s[i,1 +R *(xev{i-1,1]-deltaev[i-1,1]*s[i-1,1])
for (j in 2:i) {
xev[i,j] = deltaev[i-1,j-1] *s[i,j] +R*(xev[i-1,j-1] -deltaev(i-1 J-11 *s[i-
Lj-1D
}

}
xevl= floor(100*xev+0.5)/100
> xevl
L L2l 031 G4 LS] [6]
[1] 361 NA NA NA NA NA
[2] 648 109 NA NA NA NA
[3.] 11.31 230 O NA NA NA
[4,] 1893 482 0 0 NA NA
5] 2963 10.13 0 0 0 NA
[6,] 4095 21.27 0 0 0 0

B.4- Grifico de opcio americana de compra

B.4.1 Grifico para opgiio de compra

S0=100
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u=1.20

d=0.9

r=1.05

npp =5

p = (r-d)/(u-d)

LS = ((u**npp)*S0)

LI = ((d**npp)*S0)-10
K= c((10*LI):(LS*10))/10
C=c(NA)

Cp=c(NA)

y = c(1:length(K))
y[1:length(K)] = 0
yllength(K)] = (u**npp)*S0/(r**npp)-S0-20

plot(K,y, type = "n",ylab = "Valor De arbitragem", xlab = "Prego de exercicio
main = list("Figura 4.3.2.1 - Opg&o americana de compra", cex=1.2,col="black",
font=1))

for (np in npp:1) {
C[1:length(K)}=0

for (j in O:np) {
Cpl[1:length(K)}=0

for (i in 1:length(K)) {

Cpli] = Cpli] + dbinom(j, np, p)*max(0,((u**j)*(d**(np-j))*S0-KI[i]))

Cpli] = Cp[i}/(r**np)
}
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# lines(K,Cp)
C=C+Cp

}

lines(K,C, col="blue")

}
V=c(NA)

for (i in 1:length(K)) {
VI[i] = max(0,S0-K[i])
}

lines(K,V, col="red")

B.5- Exercicio antecipado de op¢io americana de compra

# Necessita execugdo prévia de B.1 e B.2 com o valor apropriado

# de K.

eaoac = matrix (NA,LI) # exercicio antecipado de opgéo americana de compra

for (iin 1:I) {

for (jin 1:i) {
eaoacfi,jJ=max((s[i,j]-K),0)
}

}
eaoacl= floor(100* eaoac+0.5)/100

> eaoacl

L L2 031 A4
L] o NA NA NA
2] 0 20 NA NA
B3] O 8 44.00
4] O 0 29.60 72.80

[-5]
NA
NA
NA
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5] O 0 16.64 55.52 107.36 NA
[6,J 0 0 498 3997 86.62 148.83

K=95
vec=matrix(c(NA),II) # valor da opgfo européia de compra
for (j in 1:I) §{
vee(L,jJ=max(0,(s[Lj]-K))
}
for (i in (I-1):1) {
for (j in 1:i) {
vec[i,j] = (pe*vec[i+],j+1]+qe*vec[i+l,j])/R
}
}
eaoac = matrix (NA,LI)# exercicio antecipado de op¢do americana de compra
for (iin 1:I) {
for (jin 1:i) {
eaoac[i,j]=max((s[i,j}-K),0)
}
}
difvaeaoac=vec-eaoac
difvaeaoacl= floor(100* difvaeaoac+0.5)/100
> difvaeaoacl

L1 021 [31 [41 LS [.6]
] 2344 NA NA NA NA NA
2] 17.04 17.68 NA NA NA NA
3] 809 1469 1294 NA NA NA
[4] 226 1252 883 883 NA NA
[5.] 0.00 475 452 452 452 NA
[60 000 000 000 000 000 0.00
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K=110
vec=matrix(c(NA),LI) # valor da op¢do européia de compra
for (jin 1:1) {
vec[Lj]=max(0,(s[Lj]-K))
}
for (iin (I-1):1) {
for (j in 1:i) {
vec[i,j] = (pe*vec[i+1,j+1]+qe*vec[i+1,j])/R

}

}

eaoac = matrix (NA,LI)# exercicio antecipado de op¢io americana de compra
for (iin 1:1) {

for (jin 1:) {

eaoacli,jJ=max((s[i,j]-K),0)

}

}

difvaeaoac=vec-eaoac
difvaeaoacl= floor(100* difvaeaoac+0.5)/100

> difvaeaoacl

L1l 21 031 [41 [S1 L6)
[1,] 20.12 NA NA NA NA NA
[2,] 10.10 22.14 NA NA NA NA
3] 324 1798 15.52 NA NA NA

[4] 000 6.80 1137 1023 NA NA
[5] 000 0.00 763 524 524 NA
[6,] 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00
B.6- Grifico de op¢io americana de venda
S0=100
u=120

107



d=0.9

r=1.05

npp =5

p = (r-d)/(u-d)

LS = ((u**npp)*S0)

LI = ((d**npp)*S0)-10

K= c((10*LI):(LS*10))/10

y = c¢(1:length(K))

y[1:length(K)] =0

y[length(K)] = (u**npp)*S0/(r**npp)-S0-55
plot(K,y, type="n",ylab = "Valor de arbitragem", xlab = "Prego de exercicio K")

for (np in npp:1) {
C[1:length(K)]}=0

for (j in O:np) {
Cp[1:length(K)]=0

for (i in 1:length(K)) {

Cpli] = Cpli] + dbinom(j, np, p)*max(0,K[i]-((u**j)*(d**(np-j))*S0))
Cpli] = Cp[i}/(r**np)

}

# lines(K,Cp)

C=C+Cp

}

lines(K,C, col="blue")

}

np=0

Cl1:length(K)]=0
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for (j in O:np) {
Cp[1:length(K)]=0
for (i in 1:length(K)) {

Cpli] = Cpli] + dbinom(j, np, p)*max(0,K[i]-((w**j)*(d**(np-i))*S0))
Cpli] = Cplil/(r**np)

}

C=C+Cp

}
lines(K,C, col="red")

B.7- Prego e hedge opgdo americana de venda
B.7.1- Arvore binomial dos valores da acfio subjacente (idéntica a C.1)
=5
I=T+l1
u=1.2
d=0.9
S0=100
r=0.05
R=1+
pe = (R-d)/(u-d)
ge = (u-R)/(u-d)
s=matrix(c(NA),L]I)
s[1,1}=S0
for (1in 2:1) {
for (j in 1:i) {
s[i,j] = s[1,11*(u**(-1)*(d**((-1)-G-1)))
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3
s1 = floor(100*s+0.5)/100

>sl

L1 L2 031 041 L[S] Le)
[1] 10000NA NA NA NA NA
[2] 9000 12000NA NA NA NA
[3] 81.00 108.00 14400 NA NA NA
4] 7290 9720 129.60 172.80 NA NA
[5] 6561 87.48 116.64 155.52 207.36 NA
"[6]  59.05 78.73 104.98 139.97 186.62 248.83

B.7.2- Arvore binomial dos valores de exercicio da op¢io americana
de venda

K=110

veoav = matrix (NA,LI) # valores de exercicio de opgiio americana
de venda

for:(iin 1:I) {

for (jin 1:i) {

veoav [i,jJ=max((K-s[i,j]),0)

}

}

> veoavl

L1y 2] (4] [51  [6]
[1.] 1000 NA NA NA NA
2] 2000 000 NA NA NA NA
3] 2900 200 000 NA NA NA
4] 3710 1280 000 0 NA NA
[5] 4439 2252 000 0 0 NA
[6] 5095 3127 502 0 0 0

[,3]
NA

B.7.3-  Arvore binomial dos valores arbitrais da op¢io americana de venda
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vaoav = matrix (NA,LI) # valores arbitrais de op¢do americana de
venda

vaoav[l,]=veoav[L,]

p=R-d)/(u-d)

q=1-p

for (iin T:1) {

for (jin 1:1) {

vaoav[ij]=max(veoav[ij],(p*vaoav [(i+1),G+1)]+ q* vaoav [(+1),i])/R)

}

}
vaoavl= floor(100*vaoav+0.5)/100

> vaoavl

L 21 L3 4 LS L6l
[ 1115 NA NA NA NA NA
[2] 2000 34 NA NA NA NA
3] 2900 664 054 NA NA NA
[4] 3710 1280 114 0 NA NA
(5] 4439 2252 239 0 0 NA
[6) 5095 3127 502 0 0 0
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