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RESUMO

Compreender um fendmeno natural e fazer previsdes a seu respeito tem sido uma das maiores
motivacOes de pesquisadores e profissionais ligados as ciéncias da natureza e, sem duvida, esta
entre as razGes fundamentais da Ciéncia. Num contexto geoestatistico, o problema da predicédo
sob dependéncia espacial foi a questéo original e continua a figurar como um grande desafio
devido a complexidade dos fenbmenos estudados, grande disponibilidade de informacao
auxiliar, elevado numero de metodos de interpolacdo espacial encontrados na literatura e,
também, pela incipiéncia dos critérios para a escolha de qual método de interpolacéo seria mais
adequado para cada situacdo particular. Quando apenas uma variavel é considerada no estudo,
a resposta é consagrada pela literatura geoestatistica: fazendo-se krigagem, pois os preditores
de krigagem séo os melhores preditores lineares ndo-viesados (Best Linear Unbiased Predictor
— BLUP). Entretanto, quando além da variavel principal uma ou mais variaveis auxiliares sdo
utilizadas ndo se encontra uma resposta consensual na literatura. Provavelmente por essas
razdes, técnicas alternativas tém sido adotadas por diversos pesquisadores para incluir variaveis
auxiliares em seus estudos. Entretanto, apesar dessas técnicas alternativas seguirem uma légica
pratica, ndo garantem que seus preditores sejam um BLUP. Como consequéncia,
descaracteriza-se a natureza original dos preditores de krigagem, isto , ndo se garante que esses
sejam BLUP, pois sua teoria ndo é claramente definida sob os critérios de ndo-viés e de
variancia minima. Assim, o objetivo geral deste trabalho € propor um critério geral para a
selecdo de preditores de krigagem linear que permanecam sendo BLUP. Este critério geral é
tratado neste estudo utilizando a abordagem do campo aleatorio gaussiano (ACAG) e apesar de
gue o conceito de campo aleatério gaussiano (CAG) nao é inédito, a abordagem da
Geoestatistica pela estrutura do CAG é inédita em suas premissas, pressupostos, modelo e
resultados. Ao aplicar-se a ACAG, chegou-se aos mesmos preditores para as krigagens lineares
ordinéria, simples e universal, comprovado pela igualdade da forma e composi¢édo dos pesos de
krigagem em cada um dos tipos de preditores lineares estudados. Dessa forma, a ACAG se
mostrou equivalente a abordagem geoestatistica classica (AGC), como denominou-se nesse
texto a teoria das variaveis regionalizadas formalizada por Matheron. Para a definicdo dos
critérios teoricos, seis cenarios decorrentes da combinacdo da particdo do erro devido a
dependéncia espacial £'(sy) e pela existéncia ou ndo de autocorrelacdo espacial (AC),
correlagdo cruzada espacial (CC) e correlagcdo simples ndo espacial (CS), sob um modelo
geoestatistico em um CAG foram definidos e estudados, resultando em critérios simples.
Destaca-se que somente pela ACAG é possivel explicitar e, por conseguinte, particionar &'(s;)
e realizar o estudo proposto. Finalmente um critério pratico baseado na classificacdo de um
indice de dependéncia espacial IDE (%) encontrado na literatura define para quais valores ou
faixa de valores a AC, CC e CS séo fortes, possibilitando a escolha do melhor preditor de
krigagem linear, especialmente quando uma ou mais varidveis auxiliares sdo introduzidas no
estudo.

Palavras-chave: Correlagdes. Gaussianidade local. indice de dependéncia espacial. Krigagem.
Variaveis auxiliares.



ABSTRACT

Understanding a natural phenomenon and making predictions about it has been one of the major
motivations of researchers and practitioners linked to the natural sciences and is undoubtedly
among the fundamental reasons for science. In a geostatistical context, the problem of
prediction under spatial dependence was the original question and continues to be a great
challenge due to the complexity of the studied phenomena, great availability of auxiliary
information, many of the spatial interpolation methods found in the literature, by the incipience
of the criteria for choosing which method of interpolation would be most appropriate for each
situation in particular. When only one variable is considered in the study, the answer is
consecrated by the geostatistical literature: by doing kriging, since the predictors of kriging are
the best linear unbiased predictors (BLUP). However, when one or more auxiliary variables are
used in addition to the main variable, there is no consensus answer in the literature. Probably
for these reasons, alternative techniques have been adopted by several researchers to include
auxiliary variables in their studies. However, although these alternative techniques follow a
practical logic, they do not guarantee that their predictors are BLUP. As consequence, the
original nature of the kriging predictors is uncharacteristic, that is, they are not guaranteed to
be BLUP, since their theory is not clearly defined under the non-bias and minimum variance
criteria. Thus, the general objective of this work is to propose a general criterion for the
selection of predictors of linear kriging that remain BLUP. This general criterion is treated in
this study using the gaussian random field approach (GRFA) and although the concept of
gaussian random field (GRF) is not unprecedented, the approach of Geostatistics by the GRF
structure is unprecedented in its assumptions, model and results. When applying the GRFA, we
reached the same predictors for the ordinary, simple and universal linear kriging, proved by the
equality of the form and composition of the kriging weights in each of the linear predictor types
studied. Thus, the GRFA proved to be equivalent to the classical geostatistical approach (CGA),
as it was called in this text the theory of regionalized variables formalized by Matheron. For the
definition of the theoretical criteria, six scenarios resulting from the combination of error
partition due to spatial dependence &' (s,) and by the existence or not of spatial autocorrelation
(AC), spatial cross-correlation (CC) and simple non-spatial correlation (SC) under a
geostatistical model in a GRF were defined and studied, resulting in simple criteria. It should
be noted that only GRFA can explicitly, and therefore partition, ¢'(s,) and perform the
proposed study. Finally, a practical criterion based on the classification of a spatial dependency
index SDI (%) found in the literature defines which values or range of values AC, CC and SC
are strong, allowing the selection of the best predictor of linear kriging, especially when a or
more auxiliary variables are introduced in the study.

Keywords: Correlations. Local Gaussianity. Index of spatial dependence. Kriging. Auxiliary
variable.
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1 INTRODUCAO

Compreender um fendmeno natural e, mais do que isso, ter a possibilidade de fazer
previsdes a seu respeito tem sido uma das maiores motivacgdes de pesquisadores e profissionais
ligados as ciéncias da natureza e, sem duvida, esta entre as razdes fundamentais da Ciéncia. De
fato, o estudo das relacOes existentes entre diversas caracteristicas que descrevem um fenémeno
natural, a sistematizacdo de suas relagdes por meio de equacdes matematicas e a escolha de um
modelo estatistico que o explique, sdo atividades que fazem parte do cotidiano de muitos
pesquisadores e de profissionais de uma maneira geral.

Mais especificamente em um contexto geoestatistico, o problema da predi¢do sob
dependéncia espacial foi o ponto de partida, a questdo original no surgimento desse ramo da
Estatistica. Desde o principio, a questdo fundamental resumia-se em como obter uma predicéao
de tal forma que o erro de predicdo fosse minimo e sem vicios. Para solucionar essa questao
fundamental o matematico francés George Matheron, no inicio da década de 1960, formalizou
a teoria para os preditores de krigagem linear, teoria que serd denominada nesse texto de
abordagem geoestatistica classica (AGC). Alicercados nos critérios de nao-viés e de variancia
minima, garante-se pela AGC que os preditores construidos sob essa abordagem serdo nao-
viesados e terdo variancia minima para o erro de predicdo, isto é, garante-se que a predi¢cdo
obtida por essa abordagem serd a melhor predicdo linear ndo-viesada (Best linear unbiased
predictor - BLUP).

Gracas a essas caracteristicas, a krigagem tem sido largamente aplicada as mais diversas
areas do conhecimento como: Geociéncias, Hidrologia, Ciéncias Ambientais, Agricultura,
Ciéncia do solo, Matematica, Estatistica, Engenharias, dentre outras. De fato, o problema
fundamental da Geoestatistica: fazer predi¢cbes em locais ndo amostrados com base em amostras
georreferenciadas, continua a figurar como um grande desafio devido a complexidade dos
fendmenos estudados, grande disponibilidade de informacdo auxiliar, elevado nimero de
métodos de interpolagdo espacial encontrados na literatura e, também, pela incipiéncia dos
critérios para a escolha de qual método de interpolacdo seria mais adequado para cada situacdo
particular.

Considerando-se, ainda, que todos os metodos de interpolacdo espacial tém como
principal produto a geracdo de um mapa, e que em cada ponto ou pixel desse mapa representa-
se 0s valores, preditos e amostrados, da varidvel numa regido predefinida, chega-se a duas

outras questfes: 0 mapa gerado por esses métodos de interpolacdo espacial sdo os melhores
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mapas possiveis de serem construidos? Mas como garantir que esses mapas sejam os melhores,
isto €, sejam 6timos?

Quando apenas uma variavel € considerada no estudo, a resposta € conhecida e
consagrada pela literatura geoestatistica: fazendo-se krigagem, pois como dito anteriormente,
os preditores de krigagem sdo BLUP, os melhores preditores lineares ndo-viesados e de
variancia minima. Entretanto, quando além da varidvel principal uma ou mais varidveis
auxiliares sdo utilizadas ndo se encontra uma resposta consensual na literatura. Essa falta de
consenso, de acordo com Isaaks e Srivastava (1989), é devido ao fato de que a selecdo de um
método de predi¢do espacial apropriado quando se tem uma ou mais varidveis auxiliares
disponiveis, € um tema critico. Ndo ha uma resposta simples quanto a essa escolha, exatamente
porgue um método € considerado "melhor" apenas para situac6es especificas.

Hengl, Heuvelink e Stein (2003, 2004) e Li e Heap (2011, 2014) afirmam que as maiores
dificuldades encontradas na comparagdo de métodos estatisticos se deve, algumas vezes a
apresentacdo do mesmo método com diferentes nomes em diferentes referéncias, outras vezes,
simbolos matematicos mudam com as referéncias, embora representem o mesmo conceito, ou
ainda, a descricdo dos métodos que muitas vezes ndo sdo claramente apresentadas em algumas
referéncias. Esses autores corroboram, portanto, com a ainda reinante indefinicdo de como
tratar o uso de variaveis auxiliares na krigagem. No capitulo dois, Revisdo de literatura, esta
problematica sera retomada mais amplamente.

Provavelmente devido a razdo apresentada por Isaaks e Srivastava (1989), é que técnicas
alternativas tém sido adotadas por diversos pesquisadores para incluir variaveis auxiliares em
seus estudos. Entretanto, apesar dessas técnicas alternativas sequirem uma logica préatica, ndo
garantem a otimalidade de suas predicdes. Como consequéncia, descaracteriza-se a natureza
original dos preditores de krigagem, isto €, ndo se garante sua otimalidade, pois sua teoria ndo
é claramente definida sob os critérios de ndo-viés e de varidncia minima.

Assim, o problema de pesquisa desta tese se resume em responder a questdo: “como
introduzir variaveis auxiliares na krigagem linear garantindo-se que os preditores de krigagem
mantenham suas caracteristicas? Isto €, como garantir que esses preditores sejam BLUP?”.
Dado esse problema de pesquisa, 0 objetivo geral deste estudo é propor um critério geral para
a selecdo de preditores de krigagem linear que permanecam sendo BLUP. Para solucionar o

problema de pesquisa definem-se 0s seguintes objetivos especificos:

a) Apresentar a teoria geoestatistica proposta pela abordagem geoestatistica classica

(AGC), isto é, as principais krigagens lineares univariadas e multivariadas.
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b) Apresentar uma abordagem alternativa, aqui denominada de abordagem do campo
aleatorio gaussiano (ACAG), a qual é baseada nas caracteristicas da distribuicéo
normal multivariada, mas ndo restrito a ela, explicitando a forma e a distribuicédo de
probabilidades do erro devido a dependéncia espacial.

c) Comprovar as equivaléncias entre a abordagem geoestatistica classica (AGC) e a
abordagem do campo aleatério gaussiano (ACAG) no que tange a obtengdo dos
preditores de krigagem linear.

d) Baseado nas caracteristicas de um campo aleatorio gaussiano, estudar 0s cenarios
estabelecidos pela particdo do erro devido a dependéncia espacial e pela existéncia
ou ndo de autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada espacial (CC) e
correlacdo simples ndo espacial (CS).

e) Com base nos resultados obtidos do estudo dos cenarios estabelecidos pela parti¢éo
do erro devido & dependéncia espacial e existéncia ou ndo de AC, CC e CS, propor
critérios tedricos simples que permitam a escolha do melhor preditor de krigagem
linear, quando uma ou mais variaveis auxiliares sdo introduzidas no estudo.

f) Selecionar/buscar um critério pratico que permita recomendar para quais valores a
autocorrelacdo espacial (AC), correlagcdo cruzada espacial (CC) e correlagdo
simples ndo espacial (CS) existem, isto €, sdo consideradas fortes.

Um aspecto importante é que o ndo conhecimento das médias paramétricas (u;(s,) e
Wy) e das variancias e covariancias paramétricas (o e X) exigiria sua estimacdo, o que, sem
duvida, também impactaria no aumento do erro de predicéo pela inclusdo das incertezas de suas
estimativas. Entretanto, neste trabalho, definiu-se que u;(s,), fy, @ ¢ X sejam conhecidos e,
por essa razdo, serd deixada essa questdo da estimacdo desses parametros para ser enfrentada
em outros trabalhos ou por outros pesquisadores. A seguir, serd dada uma antevisao da tese.

No capitulo 2, foi realizada uma revisdo bibliogréfica de estudos que comparam
métodos de interpolacdo espacial, mostrando a abrangéncia e a aplicabilidade da Geoestatistica,
mas também mostrando a dificuldade na escolha do melhor interpolador espacial que inclua
variaveis auxiliares e a ado¢do de métodos alternativos para a inclusdo das informacGes de
variaveis auxiliares em estudos geoestatisticos. Finalizando o capitulo 2, sera realizada uma
breve descricdo de dois métodos com critérios para a selecdo de interpoladores espaciais
referendados na literatura.

No capitulo 3, é apresentada a teoria necesséria para alcancar os objetivos aqui

definidos. Inicia-se com o modelo de regresséo, sua expressdo, carateristicas, pressuposicoes e
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aplicacdes. Logo em seguida, 0 modelo geoestatistico, bem como o campo aleatério e 0 campo
aleatorio gaussiano sdo definidos e suas caracteristicas sdo ressaltadas. Apresenta-se, ainda,
detalhadamente, no capitulo 3, os principais métodos de krigagem linear uni e multivariados,
finalizando-se com a apresentacdo do teorema da gaussianidade local e de alguns resultados
sobre correlacéo de Pearson.

No capitulo 4, definiu-se o delineamento de pesquisa deste estudo, que consistird
basicamente de pesquisa bibliografica aliada a pesquisa-acédo, e demais metodologias utilizadas
no seu desenvolvimento.

No capitulo 5, os critérios para a escolha dos métodos de interpolacdo espacial e
paradigmas de predicdo séo inicialmente discutidos, logo em seguida, a abordagem do campo
aleatdrio gaussiano (ACAG) é apresentada, bem como os possiveis cenarios formados pela
particdo do erro devido a dependéncia espacial e pelas combinacdes entre a existéncia ou nao
da autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada espacial (CC) e correlagdo simples nédo
espacial (CS). Comprova-se ainda, no capitulo 5, a equivaléncia entre a ACAG e a AGC. Por
fim, apresentam-se o0s resultados de cada cenério estudado, os critérios tedricos definidos para
a escolha da melhor krigagem quando da utilizacao de variaveis auxiliares e os critérios praticos
que permitem recomendar para quais valores a autocorrelacdo espacial (AC), correlacdo
cruzada espacial (CC) e correlacdo simples ndo espacial (CS) podem ser considerados fortes.

O capitulo 6, traz as conclusdes descritas com base nos objetivos especificos e geral
definidos para este estudo. Uma lista de figuras, bem como uma lista de tabelas e uma lista de
abreviacdes (apresentadas no inicio) e as referéncias bibliograficas utilizadas neste trabalho

completam esta tese.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Nesta secdo, além de mostrar a abrangéncia do tema e a complexidade imposta pela
realidade, € apresentada uma classificacdo dos principais métodos de interpolacdo espacial
encontrados na literatura, bem como uma revisdo de literatura que compara esses métodos. Por
fim, apresenta-se uma breve discusséo dos trabalhos encontrados na literatura que apresentam
critérios para a selecdo de preditores lineares de krigagem. Por opcéo, as citacGes seguiram uma

ordem légica em vez de seguir uma ordem cronoldgica.

2.1 Desafios e abrangéncia

Quatro desafios sdo encontrados em uma revisao na qual se propde a comparar métodos
estatisticos em geral, a saber: 1) as vezes, 0 mesmo método € apresentado com diferentes nomes
em diferentes referéncias, 2) outras vezes, diferentes metodologias sdo apresentadas com o
mesmo nome em diferentes referéncias, 3) os simbolos matematicos, muitas vezes, mudam com
as referéncias, embora representem o mesmo conceito, e 4) 0os métodos ndo sdo descritos
claramente em algumas referéncias (HENGL; HEUVELINK; STEIN, 2003, 2004; LI; HEAP,
2011, 2014).

Levar em conta a dependéncia espacial existente nos fendbmenos naturais é fundamental
no planejamento, avaliagdo de riscos e tomada de decisdes na gestdo de fendmenos ambientais.
Entretanto, obter os atributos de interesse nem sempre é tarefa facil, pois em muitos casos sdo
de dificil acesso e/ou dispendiosos como, por exemplo, em regides montanhosas ou em regifes
profundas do oceano (LI; HEAP, 2014).

Zhou et al. (2007), por meio de analise cientométrica de pesquisas em Geoestatistica,
feita com a base de dados de indexacdo de citacdes Web of Science entre os anos de 1967 e
2005, classificaram as 2.866 publicacGes encontradas em 10 areas do conhecimento, as quais
foram sumarizadas na figura 2.1.

Nota-se que a maioria das pesquisas identificadas nesse levantamento tem relagéo direta
com 0 meio ambiente. Além disso, destaca-se que as pesquisas em Geociéncias juntamente as
pesquisas realizadas nas areas de Recursos Hidricos, Ciéncias Ambientais, Agricultura e

Ciéncia do Solo, representam 66% do total.
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Figura2.1 - As 10 &reas do conhecimento com publicagdes em Geoestatistica, registradas no
Web of Science no periodo de 1967 a 2005.
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Fonte: Zhou et al. (2007).

Apresentaram-se, ainda, registros sobre o0s paises mais produtivos em pesquisa
geoestatistica, nos quais o Brasil aparece na décima posicédo a frente de paises como a China e
Japéo (Figura 2.2).

Figura 2.2 - Os paises mais produtivos na area de Geoestatistica registrados no Web of Science
no periodo de 1967 a 2005.
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Fonte: Zhou et al. (2007).

Da observacdo das Figuras 2.1 e 2.2 fica evidente a importéncia e a abrangéncia da
aplicacdo das técnicas geoestatisticas, pois mostram o grande nimero de trabalhos publicados,
a enorme gama de areas de aplicacdo e os diversos paises envolvidos nessas pesquisas, com

destaque especial para o Brasil que figura como o 10° pais mais produtivo do mundo,



21

responsavel por 2,2% de toda a publicagdo mundial nessa &rea, dentro do periodo e base
avaliada. Note que se objetiva, nesta subsecdo, apenas mostrar os desafios e abrangéncia da
aplicacdo da Geoestatistica. Apesar do trabalho de Zhou et al. ser de 2007 ndo se encontra na
literatura outro trabalho que faca esta comparacdo, além disso, os desafios permanecem e a
abrangéncia de aplicacdo da Geoestatistica continua a se ampliar.

E importante salientar que os métodos de interpolacéo espacial s&o uma metodologia de
natureza absolutamente geral, razdo pela qual se pode verificar sua aplicacdo em tantas areas
do conhecimento. Entretanto, por conveniéncia, os exemplos e aplicacdes neste estudo se

relacionam, em sua maioria, as areas de Agricultura e Ciéncia do Solo.

2.2 Complexidade da realidade

Constata-se que nos percebemos em um mundo espacialmente tridimensional e que
também somos restritos ao fluxo unidirecional do tempo. A Estatistica, que € a ciéncia da
incerteza, tenta modelar a ordem na desordem e é reconhecida como uma ferramenta de
pesquisa extremamente poderosa. Mas, mesmo quando a desordem € descoberta, ter uma
explicagdo perfeitamente racional em uma dada escala nem sempre é suficiente, pois ha, muitas
vezes, uma escala menor em que 0s dados ndo se ajustam exatamente a teoria e surge a
necessidade de investigar o novo, a incerteza residual (CRESSIE, 1993). Alguns cientistas tém
tentado medir o nivel da desordem por, entre outras coisas, uma quantidade chamada Entropia
(E), enquanto os Estatisticos geralmente utilizam-se da variancia (¢2), a fim de quantificar a
desordem. Entretanto, prova-se que E e a2 estdo intimamente relacionadas. Enfim, conclui-se
que uma medida de variabilidade aleatdria ¢ inevitavel em uma grande parcela dos fendmenos.

Por outro lado, a independéncia entre eventos € uma suposi¢do, convenientemente
assumida em uma consideravel parcela dos métodos estatisticos em uso, os chamados métodos
da Estatistica Classica, ja que se torna muito mais tratavel a teoria Matematica-Estatistica de
tais métodos. Enfim, conclui-se que a independéncia entre observages, tantas vezes assumida
sem provas, nem sempre respeita a realidade do fenémeno. A Geoestatistica, diferentemente,
modela a dependéncia espacial em vez de negé-la por pressuposicao, e é exatamente por essa
razdo que apresenta modelos mais realisticos (CRESSIE, 1993).

E fato que muitas teorias desenvolvidas pelas Ciéncias foram decorrentes de problemas
reais que precisavam de respostas. No caso da Geoestatistica, o problema original apresentado
por Krige (1951), consistia em predizer a quantidade de ouro em uma jazida, com base em

poucos valores pontuais, visto que o custo de sondagem era extremamente elevado. Assim, ele



22

deveria prever a quantidade desse mineral precioso em um local ndo amostrado, com base em
uma amostra ndo muito intensa. Notou-se, entdo, que a teoria da Estatistica Classica ndo
permitia levar em consideracdo a dependéncia espacial em sua modelagem, uma vez que a
dependéncia espacial era contabilizada no erro experimental do modelo. Portanto, a partir das
ideias de Krige, Matheron (1962, 1963, 1971) formalizou a teoria das varidveis regionalizadas,
admitindo quantificar separadamente a componente da dependéncia espacial que, retirada do
componente do erro no modelo geoestatistico, resulta na diminuicao desse erro.

Observa-se, especialmente nas Ciéncia Ambientais, Agricultura e Ciéncia do Solo, que
0 problema de predizer, sob dependéncia espacial, continua a figurar como um grande desafio
a pesquisadores, produtores e gestores (HENGL; MINASNY; GOULD, 2009; ZHOU et al.,
2007).

Para confirmar a afirmacdo acima apresentam-se, como exemplos, trés problemas

estudados em trabalhos publicados recentemente:

(i) Problema: caracterizacao da variabilidade espacial dos atributos quimicos de um latossolo
vermelho distréfico, no cerrado piauiense, para realizacdo do manejo da fertilidade.
Atributos quimicos avaliados: pH, fésforo, potassio, calcio, magnésio, aluminio trocavel,
acidez potencial, capacidade de troca de cations total, capacidade de trocas de cations
efetiva, soma de bases, saturacdo por aluminio e saturagdo por bases. Objetivo: definir as
zonas de manejo da fertilidade do solo, nas quais ocorrem 0s maiores e menores niveis dos
atributos quimicos avaliados, permitindo o diagndéstico da fertilidade e a recomendacao de
fertilizantes e corretivos (CARNEIRO et al., 2017).

(i) Problema: identificacdo dos fatores ambientais que influenciam a salinidade do solo, na
parte Sul da Tunisia, tendo em vista indices de paisagem, com o fim de mapear sua
distribuicdo espacial. Atributos avaliados: dados de emissao térmica espacial e radidmetro
de reflexdo para descrever os parametros geomorfoldgicos: elevacdo, declive, curvatura
planar, curvatura do perfil e aspecto, além da condutividade elétrica do solo. Objetivo:
identificar e classificar classes de solos salinos sobre a area de estudo (FOURATI et al.,
2017).

(iii) Problema: estimacdo da variabilidade espacial do volume de sortimentos de madeira e
identificacdo de seus padrdes espaciais em povoamentos de Teca (Tectona grandil).

! Tectona grandis, popularmente Teca, é uma arvore de grande porte, nativa das florestas tropicais
situadas no subcontinente indico e no sudeste asiatico como na India e Tailandia, por exemplo.
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Atributo avaliado: volume de sortimentos de madeira em povoamentos de Teca.

Objetivo: identificar os padrdes espaciais para o volume de madeira e definir tratamentos

silviculturais?, por exemplo, desbaste e poda, para o maximo rendimento florestal
(PELISSARI et al., 2017).

Em todos esses exemplos, identificam-se: a) necessidade de fazer a predigdo de um

atributo em uma area continua, a partir de dados amostrados sob dependéncia espacial, e b) a

possibilidade de utilizar informac6es adicionais que auxiliem na explicacdo do fenémeno de

interesse.

Na perspectiva de analise de dados, no esfor¢o de mostrar as dificuldades encontradas

pelos pesquisadores, por efeito do tipo e disponibilidade de dados, é oportuno o estudo de caso

apresentado por Ahmed e De Marsily (1987):

a)

b)

9)

Objetivo: gerar mapas da distribuicdo espacial da Transmissividade de um
aquifero® de grande superficie localizado ao Norte da Franca.

Problema: predicdo da Transmissividade de um aquifero em pontos nédo coletados,
com base numa amostra.

Variaveis observadas: (i) variavel principal: Transmissividade (T) e (ii) variavel

auxiliar: Capacidade Especifica (CE).
Tamanho da area de estudo: 80 x 40 Km, ou seja, 3.200 Km?,
Disponibilidade de dados: (i) Transmissividade (T), em m? - k=1, medida pelos

Testes de Bombeamento (Testes de Vazdo) em 72 pontos; e (ii) variavel auxiliar:

Capacidade Especifica (CE),emm3 - h™1 - m™1, ja conhecida em 235 pocos, dentre
0s quais 56 eram comuns a ambas as variaveis.

Amplitude dos dados: Transmissividade (T): 0,61 m?-h 1a539,5m?-h™1 e
Capacidade Especifica (CE): 0,25m3-h™t-m™1a4375m3-h™1-m™1
“Distribuicao de dados” (Histograma): baseados nos histogramas, os autores
indicaram que as duas variaveis seguem, aproximadamente, uma distribuicdo
lognormal, que levou os pesquisadores a trabalhar com dados transformados, uma

escolha que ndo garante a otimalidade.

2 Silvicultura é a ciéncia dedicada ao estudo dos métodos de regeneracdo dos povoamentos florestais
para manutencgdo, aproveitamento e uso racional das florestas.

¥ Transmissividade de um aquifero é um parametro hidrogeolégico que corresponde a capacidade de
um meio para transmitir agua.
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Identificam-se dois problemas teodricos para esse caso: (i) a elevada amplitude dos
dados; e (ii) a disponibilidade dos dados em que, na maioria dos locais, ndo ha informacéo da
variavel principal mas ha informacao disponivel da variavel auxiliar. Esse caso €, sem duvida,
um bom exemplo de que uma Unica técnica de interpolacdo espacial seria insuficiente para
descrever o fendmeno de interesse ja que a informacéo da caracteristica de interesse sera obtida
pela correlacdo existente com a variavel auxiliar, o que pode ser feito de diferentes maneiras.

Logo, a escolha de um método ou a combinacdo de métodos podera ser uma boa
alternativa para uma melhor predi¢do do atributo de interesse. Precisa-se, porém, saber quais

critérios utilizar para essa escolha.

2.3 Métodos de interpolacao espacial

Um aspecto que merece nossa atengdo € o aumento da disponibilidade de dados
auxiliares para analise. Moreira (2012) comenta que, com a evolucéo do sensoriamento remoto,
por exemplo, foram colocados em Orbita satélites com sensores capazes de obter informacdes
espectrais dos alvos da superficie da terra em vérias bandas do espectro eletromagnético. I1sso
aumentou, consideravelmente, o nimero de dados espectrais sobre alvos a serem analisados e,
consequentemente, o trabalho de analise de dados. Esse grande numero de informacdes
disponiveis de variaveis auxiliares motiva a utilizacdo de métodos de interpolacdo combinados,
ja que a utilizacdo dessa informacdo adicional possibilita melhorias no processo de predicéo
espacial. Além disso, o desenvolvimento de softwares e pacotes, para analise estatistica, tem
contribuido para uma ampliacdo na criacdo e utilizacdo de diferentes métodos de interpolacéo

de dados espaciais.

2.3.1 Tipos de métodos de interpolagéo espacial

Li e Heap (2011) categorizaram 0s métodos de interpolacdo espacial como: 1) métodos
ndo geoestatisticos; 2) métodos geoestatisticos; e 3) métodos combinados.

De maneira objetiva, os métodos ndo geoestatisticos sdo de facil utilizacdo, adotam
modelos deterministicos que em sua maioria ndo apresenta medida de incerteza associada e,
por essa razao, resultam em predi¢fes que ndo sdo seguramente 6timas. Métodos como o do
vizinho mais proximo (\VVP) e o inverso do quadrado da distancia (1QD) sdo exemplos desse tipo
de método de interpolacgéo espacial.



25

Por outro lado, os métodos geoestatisticos, que receberam o nome genérico de krigagem
em homenagem a Daniel Krige, foram concebidos baseados no conceito de otimalidade, isto é,
ndo viés do preditor e variancia minima do erro de predicdo. A krigagem leva em consideracéo,
além da influéncia da vizinhanca, o valor do atributo de interesse.

Devido a complexidade do fenébmeno, a disponibilidade de informagdo auxiliar e ao
objetivo de diminuir a variancia do erro de predi¢éo, surge a possibilidade de se utilizar outros
métodos aliados a krigagem, como é o caso da krigagem combinada com a regressao.

Para se ter uma dimensdo do numero de métodos de interpolacédo espacial existentes, Li
e Heap (2011) analisaram 53 artigos, encontrando um total de 49 métodos de interpolacdo
espacial diferentes, que estdo apresentados na tabela 2.1. Esse grande nimero de métodos
explica a grande dificuldade de se escolher qual deles utilizar. Definiram 5 informacdes
essenciais para uma comparacdo metodolégica: 1) delineamento da amostragem; 2) a média e
coeficiente de variacdo (CV) da variavel principal; 3) o tamanho da amostra; 4) a area da regido
estudada; e 5) medidas de qualidade de predicdo apropriadas. Relatam que apenas 18 dos 53
artigos apresentaram todas essas informacdes essenciais e que, por essa razdo, somente 32

métodos de interpolacdo tiveram suas frequéncias observadas como mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3 - Frequéncia de aplicacdo de 32 métodos de interpolacdo espacial, comparados em
18 artigos analisados.
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E interessante observar, na figura 2.3, que o método mais frequentemente utilizado é a
krigagem ordinaria (KO), confirmando que esse método univariado € o0 método geoestatistico
mais aplicado na pratica.

Observa-se a existéncia de varios métodos combinados, evidenciando o interesse de
pesquisadores por esses métodos. Porém, entre os trés métodos mais frequentemente
comparados dois sdo ndo geoestatisticos, o inverso do quadrado da distancia (IQD) e o inverso
da distancia Ponderada (IDP), reforcando a impressao de que, muitas vezes, o pesquisador opta
por métodos os quais domina, apesar de ndo serem métodos 6timos. Como descrito nos
objetivos deste trabalho, nosso interesse recai sobre os métodos geoestatisticos e métodos
combinados.

2.3.2 Comparacao entre métodos geoestatisticos e métodos combinados

Conforme Hengl, Heuvelink e Stein (2007), diversos estudos com técnicas combinadas
foram desenvolvidos na década de 1990, comprovando que a utilizacdo desses métodos
combinados apresenta predi¢cGes mais precisas do que a krigagem univariada.

Observa-se que ndo ha duvida quanto a escolha de métodos geoestatisticos univariados,
Cressie (1993), Isaaks e Srisvastava (1989) e Journel e Huijbregts (1978), dentre outros,
afirmam que atendidos os pressupostos de estacionaridade deve-se utilizar a krigagem simples
(KS) nos casos nos quais a média paramétrica seja conhecida. E verdade que dificilmente se
conhece a média paramétrica e, por essa razdo, a utilidade da teoria que envolve a krigagem
simples esté relacionada a construcdo do arcabouco tedrico para a krigagem. Recomenda-se
preferir a krigagem ordinéaria (KO) a krigagem simples (KS) exatamente pelo fato de que a KO
ndo requer o conhecimento da média paramétrica sobre a regido de interesse. Entdo, além de se
admitir que a média paramétrica seja desconhecida, impde-se que esta seja constante. Dessa
forma, nos casos em que a média é desconhecida e considerada constante deve-se utilizar a
krigagem ordinaria (KO).

Nos casos em que se encontra tendéncia na média, isto é, a média varia ao longo da
regido de interesse, Matheron (1969) propos que fossem utilizadas as coordenadas como uma
informacdo auxiliar, possibilitando, dessa forma, uma diminuigéo do erro de predigédo. O fato
de incluir a informac&o das coordenadas para melhor explicar o fendmeno altera o sistema de
equac0es de krigagem e, por essa razdo, chega-se a um novo preditor para o0 caso. A essa nova

krigagem, Matheron denominou de krigagem universal (KU). Como se utiliza informacéo



Tabela 2.1 - Classificacdo de 49 métodos de interpolacdo espacial encontrados em 53 artigos analisados por Li e Heap (2011, 2014), adaptado
(*métodos ndo-lineares)

Nao geoestatistico

Geoestatistico

Univariado

Multivariado

Outros métodos

Vizinho mais proximo (VMP)
Interpolagdes de rede irregulares
triangulares (IRIT)

Vizinhos naturais (VN)

Inverso da distancia ponderada
(IDP)

Modelos de regressdo (MR)
Analise de superficie de
tendéncia (AST)

Splines e superficie de tendéncia
local (STL)

Splines planos (Splines P)
Arvore de regressio (AR)
Séries de Fourier (SF)
Taxa de lapso (TL)

Krigagem simples (KS)
Krigagem ordinéaria (KO)
Krigagem em bloco (KB)

Krigagem fatorial (KF)
Krigagem dupla (KD)
Krigagem indicadora (KI)*

Krigagem disjuntiva (KD)*

Krigagem baseada em modelos
(KBM)*

Krigagem universal (KU)

KS com variacdo da média local
(KSml)

Krigagem com deriva externa
(KDE)

Cokrigagem simples (CKS)

Cokrigagem ordinaria (CKO)
Cokrigagem ordinaria
padronizada (CKOP)

Krigagem componente principal
(KCP)*

Cokrigagem co-locada (CKC)*

Krigagem em estratos (KE)*
Krigagem fatorial

multivariada (KFM)*
Krigagem indicadora (KI)*
Cokrigagem indicadora (CKI1)*
Krigagem probabilistica (KP)*

Anadlise de superficie de tendéncia combinada
com krigagem. (ASTK)

Taxa de lapso combinado com krigagem. (TLK)

Modelos lineares generalizados (MLG)

Arvore de regressio combinada com krigagem
(ARK)
Preditor ndo-viesado (PNV)

Krigagem com regressdo (KR)
Gradiente com inverso do Quadrado da Distancia

(GIQD)

Support vector machine (SVM)
Floresta aleatdria (FA)
Redes neurais (RN)

Redes neurais fuzzy (RNF)

Arvore de decisdo reforcada (ADR)
Combinacéo de SVM com IDP ou KO
Combinacdo de FA com IDP ou KO
Redes neurais regressédo geral (RNRG)
Combinacdo de RNRG com IDP ou KO
Combinacdo de ADR com IDP ou KO

Fonte: Adaptado de Li e Heap (2011, 2014).

Le
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auxiliar para a predicdo, mesmo que esta informac&o seja da propria variavel em estudo, inclui-
se a KU entre as krigagens multivariadas.

Goovaerts (1997), Schabenberger e Gotway (2004) e Yamamoto e Landim (2015),
mostram que quando a varidvel principal ndo esta correlacionada com a variavel auxiliar, a
cokrigagem (CK), que é a krigagem multivariada, € um método equivalente a krigagem (K),
isto é, as predicGes obtidas pela cokrigagem sao idénticas as predigdes obtidas pela krigagem
(K). Além disso, observa-se que a variancia do erro de predicao para a CK sempre sera menor
ou igual a variancia de erro de predicdo para a K.

Hengl, Heuvelink e Stein (2003) argumentam que técnicas geoestatisticas com médias
espaciais ndao constantes podem ser classificadas com base nas propriedades dos dados
disponiveis em dois critérios: (i) se 0 nUmero de variaveis auxiliares for pequeno e se todos 0s
dados da malha amostral ndo estiverem disponiveis, recomendam utilizar a cokrigagem (CK)
pontuando que essa técnica requer a estimacao do variograma cruzado, isto é, maior esforco de
modelizacdo (ii) se a variavel auxiliar for observada em todos os nds da malha amostral e for
correlacionada a variavel principal, sugerem a adocdo da krigagem com media desconhecida.
Ao apresentarem essa classificacdo, eles citam trés nomes diferentes, a fim de denominar o
método geoestatistico em questdo, a saber: (i) krigagem com média desconhecida; (ii) krigagem
com modelo de tendéncia e; (iii) krigagem com deriva externa, comprovando a multiplicidade
de nomes, para um mesmo método, que, sem duvida, gera conflito, justificando a busca por
uma padronizacdo e compreensdo tedrica deste método.

Hengl, Heuvelink e Stein (2003), ainda, baseados nas propriedades dos dados
disponiveis, esclarecem que trés métodos, computacionalmente adequados, podem ser
utilizados: (i) krigagem universal (KU), em que a tendéncia é modelada como funcdo das
coordenadas; (ii) se, em vez de usar fungdes polinomiais, para modelar a tendéncia, por meio
das coordenadas, esta for modelada por variaveis auxiliares externas, o termo krigagem com
deriva externa (KDE) é utilizado; e (iii) krigagem com regressdo (KR), em que se modela a
tendéncia e o residuo separadamente e, entdo, logo apds, eles sdo somados. Estes autores, no
intuito de diferenciar métodos computacionais confundem o leitor, pois, como serd mostrado
no referencial tedrico (secdo 3), a krigagem com deriva externa (KDE) é essencialmente igual
a krigagem com regressao (KR) ja que modelam a media com informacdo de uma variavel
auxiliar externa.

Eldeiry e Garcia (2010), com o objetivo de gerar mapas precisos de salinidade do solo,
encontraram a combinacdo 6tima de bandas espectrais de imagens de satélite (LANDSAT) para

serem utilizadas como informacdo auxiliar. Logo em seguida, compararam as técnicas de
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krigagem com regressao (KR) e cokrigagem (CK). Concluiram que a KR apresentou predi¢des
para a salinidade do solo mais precisas do que a CK, principalmente por ser capaz de capturar
as pequenas variacOes na predicdo da salinidade do solo. Note que, neste caso tem-se uma
variavel externa, assim, a comparacao entre CK e KR € correta. Entretanto, ao apresentarem a
razdo para um melhor desempenho obtido pela KR, ndo apresentaram um argumento que
esclareca completamente (ndo convincente), por ndo compreenderem como as relagdes entre as
variaveis se dao, isto é, ndo se faz mencéo as correlages existentes num campo aleatorio.

Knotters, Brus e Voshaar (1995) compararam o desempenho da krigagem (K) versus
krigagem combinada com regressdo (KR) e cokrigagem (CK), concluindo que: (i) na KR, a
relacdo entre a varidvel principal e a auxiliar pode ter qualquer forma e € fisicamente
interpretavel. Porém, na CK ndo se consegue utilizar relacGes fisicamente interpretaveis; e (ii)
KR é computacionalmente menos exigente do que CK. Uma desvantagem da KR é que ela
assume que os erros de previsdo ndo sao sistematicos, ndo sdo autocorrelacionados e ndo sdo
correlacionados com a variavel.

Ahmed e De Marsily (1987) avaliaram quatro métodos: 1) krigagem combinada com
regressao linear, definida como krigagem com regressao - tipo A (KR-A); 2) cokrigagem (CK);
3) krigagem com deriva externa (KDE); e 4) krigagem com regresséo - tipo B, chamada de
“kriging with guess field” (KR-B). De forma geral, a krigagem com regresséo tipo A (RK-A) é
baseada na regressao dos pontos onde a variavel principal ndo foi amostrada, mas a variavel
auxiliar foi, seguida de uma krigagem ordinaria sobre os valores regredidos; enquanto que na
krigagem com regressao tipo B (RK-B), um procedimento muito semelhante é aplicado, isto €,
é feita uma regressdo como no tipo A, num segundo passo o0s residuos sdo calculados e,
finalmente, é feita separadamente a krigagem ordinaria sobre os residuos e a krigagem ordinéria
sobre os valores regredidos, somando estes dois valores em cada ponto para se obter os valores

preditos. Tais autores concluiram que:

a) a cokrigagem (CK) é um método mais rigoroso e requer um namero menor de
pressuposic¢Bes. Entretanto todas as varidveis devem ter um namero significativo de
dados no mesmo ponto, para se ter uma boa estimativa dos variogramas cruzados.
Além disso, demandam maior capacidade computacional.

Note que, estes autores recomendam que para a utilizacdo da CK todas as variaveis
devem ter dados no mesmo ponto, informagdo que € conflitante a apresentada por

Hengl, Heuvelink e Stein (2003), o que gera confuséo e dificulta a escolha do melhor

método de krigagem.
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b) a krigagem combinada com regressdo (KR-A) deve ser utilizada somente quando
duas varidveis sdo avaliadas, quando os residuos da regressdo sejam nédo
correlacionados espacialmente e quando os coeficientes de correlacdo entre as
variaveis forem altos. Incluem, ainda, duas observacdes praticas: a) todas as
variaveis devem ter um numero significativo de dados no mesmo ponto e b)
demandam esfor¢o computacional minimo.

c) Afirmam que, da mesma maneira que a cokrigagem, a krigagem com deriva externa
pode ser usada para um numero ilimitado de variaveis e que a grande vantagem
desse método é n&o precisar de nenhum valor coletado em um mesmo ponto entre
as variaveis.

Como dito anteriormente a KDE ¢ essencialmente igual a KR pois ambos modelam
a tendéncia a partir de informacdes de uma variavel auxiliar externa. Desta forma,
mostra a confusdo e a incompreensdo tedrica generalizada das técnicas de krigagem.
Acrescenta-se a este fato a recomendacao de ndo precisar de nenhum valor coletado em
um mesmo ponto, 0 que € um contrassenso ja que ndo € possivel, sob essa condicao,
calcular a correlacdo simples ndo espacial (CS) entre a variavel principal e a variavel
auxiliar. Uma correlacao simples ndo espacial (CS) forte, como serd visto, € a condi¢ao
necessaria para a utilizacdo de variaveis auxiliares externas.

d) Por fim, concluem que a krigagem com regressao - tipo B, chamada de “kriging
with guess field” (KR-B), ndo mostrou, pelo menos para o caso estudado, nenhuma
caracteristica ou vantagem que justificasse sua utilizacao.

Os autores criaram casos muito particulares para um mesmo tipo de krigagem ao
estabelecerem as krigagens com regressdo tipo A e tipo B, e ainda no final concluem
que em uma delas (tipo B), ndo é adequada para o caso em estudo. Este tipo de
concluséo gera mais davidas em relagdo aos métodos do que o seu entendimento, mais
uma razdo para um estudo tedrico que permita compreender a fundo os principais tipos

de krigagem.

Odeh, McBratney e Chittleborough (1994, 1995) compararam a performance e a relacéo
custo-beneficio de sete métodos de interpolacdo espacial, utilizando varidveis auxiliares
externas, obtidas de Modelos Digitais de Elevagcdo (MDE), com o intuito de predizer 4
diferentes atributos do solo. Os métodos testados foram: i) regressdo linear maltipla (RLM); ii)

krigagem ordinaria (KO); iii) krigagem universal (KU); iv) cokrigagem (CK); v) krigagem com
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regressdo - Modelo A (KR-A); 6) krigagem com regressao - Modelo B (KR-B); e 7) krigagem
com regressdo - Modelo C (KR-C). A krigagem com regresséo do tipo C (RK-C), € semelhante
ao tipo B, mas apenas se calcula os residuos e entdo soma-se o0s valores preditos e os valores
obtidos por krigagem para obter o valor predito final. Os autores detectaram que tanto a
cokrigagem como a krigagem com regressao podem ser recomendadas para estudos dessa
natureza. Entretanto, a krigagem com regressao - Modelo C foi, de forma geral, a que melhores
resultados apresentou, por ser mais flexivel do que a cokrigagem. Entretanto, enfatizaram que
ndo foi o melhor método para todas as variaveis em estudo. Dessa forma, recomendaram que
cada caso deve ser cuidadosamente examinado antes de se decidir pelo melhor método. Note
que, dentre os métodos comparados estd a krigagem universal (KU) que utiliza informacéo
auxiliar interna (coordenadas) para modelar a tendéncia, 0 que mostra mais uma vez a
incompreensdo sobre os métodos de krigagem utilizados, ja que a varidvel auxiliar utilizada
neste estudo é externa. Concluem corretamente que a CK ou a KR sédo métodos adequados para
este caso, mas, ao concluir que a KR-C é mais flexivel do que a CK, fazem uma particularizaco
desnecesséria ja que a KR, independentemente do tipo, sempre sera mais “flexivel”, isto é, ndo
exigira a modelizacdo de semivariogramas cruzados, como é o caso da CK.

As conclusfes apresentadas pelos autores anteriormente mencionados sdo uma prova
cabal de que ndo existe um critério objetivo de escolha de qual método de krigagem que seja
mais adequado. De inicio, contradizem uma das conclusdes apresentadas por Ahmed e De
Marsily (1987), ao utilizarem mais de duas varidveis (empregaram 4 varidveis) para 0 méetodo
de KR-A; ndo conseguem definir qual é o melhor método dentre os estudados e, na conclusédo
final, afirmam que “cada caso é um caso”. Portanto, ndo chegam a uma conclusdo que resolva
o problema de apresentar critérios simples para a escolha de uma krigagem.

De acordo com Isaaks e Srivastava (1989), a selecdo de um método de predicao espacial
apropriado para os dados disponiveis é uma questdo critica, ndo € uma tarefa facil. Argumentam
que essa dificuldade esta ligada aos diversos fatores que interferem no desempenho dos
interpoladores, incluindo: a varidvel em estudo, a configuracdo espacial dos dados e os
pressupostos subjacentes dos métodos de interpolacdo espacial. Afirmam, ainda, que ndo ha
uma resposta simples quanto a essa escolha, exatamente porque um método é considerado
"melhor" apenas para situacdes especificas. As afirmacdes de Isaaks e Srivastava (1989)
reforcam novamente a necessidade da proposi¢cdo de um método teorico e, se possivel, de
simples aplicacdo para auxiliar os pesquisadores na compreensdo dos métodos de krigagem
multivariados e, por consequéncia, auxilia-los na escolha do melhor método de krigagem para

cada caso especifico.
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Como j& dito, Li e Heap (2011) fizeram uma revisdo bibliografica dos métodos de
interpolagéo espacial, selecionando 53 artigos que comparavam o desempenho dos referidos
métodos. Destacaram duas questdes: (i) os métodos de interpolacédo espacial sdo largamente
aplicados em Ciéncias Ambientais, com 49 metodos empregados, incluindo os métodos
combinados; (ii) em diferentes artigos compararam-se conjuntos de diferentes métodos, o que
tornou dificil tirar conclusdes gerais. Constataram que, dentre 0s métodos geoestatisticos, a
krigagem ordinéaria (KO) e a cokrigagem ordinaria (CKO) sdo os métodos mais frequentemente
usados. Entretanto, ndo apresentaram novas conclusdes quanto a indicacdo de critérios
objetivos para a escolha do método de interpolacdo mais adequado. Dedicaram-se a estudar 0s
fatores que afetam o desempenho dos métodos de interpolacdo espacial, conforme citagdo ipsis

litteris abaixo:

Muitos fatores afetam o desempenho dos métodos de interpolacdo espacial,
entre os quais se incluem:

1) Densidade de amostragem (BURROUGH; MCDONNELL, 1998;
DIRKS et al., 1998; ENGLUND et al., 1992; HARTKAMP et al., 1999;
ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989; STAHL et al., 2006).

2) Distribuicéo espacial da amostra (COLLINS; BOLSTAD, 1996).

3) Agrupamento de amostras (ISAAKS; SRIVASTAVA, 1989; LASLETT,
1994; ZIMMERMAN et al., 1999).

4) Tipo de superficie (MACEACHREN; DAVIDSON, 1987; STEIN et al.,
1988; VOLTZ; WEBSTER, 1990; ZIMMERMAN et al., 1999).

5) Variancia dos dados (COLLINS; BOLSTAD, 1996; MARTINEZ-COB,
1996; SCHLOEDER et al., 2001).

6) Normalidade dos dados (CRESSIE, 1993; ROSSI et al., 1992; WEBER;
ENGLUND, 1992).

7) Qualidade da informacé&o secundaria (AHMED; DE MARSILY, 1987,
BISHOP; MCBRATNEY, 2001; COLLINS; BOLSTAD, 1996;
GOOVAERTS, 1997, 2000; JUANG; LEE, 1998; MARTINEZ-COB,
1996).

8) Estratificacdo (BRUS et al., 1996; VOLTZ; WEBSTER, 1990).

9) Tamanho ou resolucdo da grade (HEN et al., 2005; HERNANDEZ-
STEFANONI; PONCE-HERNANDEZ; GL, 2007).

InteracGes entre diferentes fatores, também, podem existir (ZIMMERMAN et
al., 1999). As fontes de erros, em dados espacialmente continuos e fatores que
afetam a confiabilidade de dados, espacialmente continuos, foram discutidas
por Burrough e McDonnell (1998). Entretanto ndo existem estudos que
mostrem resultados consistentes sobre como esses fatores afetam o
desempenho dos interpoladores espaciais (LI; HEAP, 2011).
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Por fim, Li e Heap (2011), ao estudarem esses fatores, vislumbram a possibilidade de
propor um método, baseado nas caracteristicas comuns e nas diferencas existentes entre 0s
métodos de interpolacéo espacial, deixando espaco para estudos que objetivam definir critérios

teoricos para a selecdo de métodos 6timos de interpolacdo espacial.

2.3.3 Metodos de selecdo de interpoladores espaciais

Pbde-se observar na subsecdo anterior que, ja em 2011, havia espaco para estudos
visando a definir critérios para a escolha de krigagens. Apés essa data, outros artigos tentaram
preencher essa lacuna, porém, como sera constatado, ainda de forma parcial e insipiente,
permanecendo, assim, 0 espaco para a proposicdo de critérios mais abrangentes, que € um dos
objetos deste estudo.

Nesta subsecdo, apresentam-se objetivamente dois instrumentos para a selecdo de
interpoladores espaciais encontrados na literatura. A primeira apresenta um fluxograma
esquematico que auxilia na aplicacao da krigagem com regressao. O outro apresenta uma arvore
de decisdo que permite escolher um método de interpolacdo espacial com base em diversas

caracteristicas metodoldgicas.

2.3.3.1 Primeira abordagem: framework genérico para atributos do solo

Um framework genérico para predicdo espacial de variaveis do solo, baseado em
krigagem com regressdo, foi proposto por Hengl, Heuvelink e Stein (2004). Para tanto, sua
génese foi estruturada sob quatro objetivos: (i) reduzir a multicolinearidade entre preditores;
(ii) assegurar a normalidade dos residuos; (iii) explorar o "melhor" dos dados, isto é, considerar
conjuntamente a correlacdo entre mapas auxiliares e a dependéncia espacial; e (iv) evitar
previsdes fora da faixa de valores razoaveis.

A partir de entdo, esses autores selecionaram um conjunto de técnicas consideradas
robustas que, utilizadas conjuntamente, permitem transformar, ajustar, interpolar e visualizar
os dados. Um diagrama esquematico, mostrando o Framework genérico proposto, € apresentado
na Figura 2.4.

Nota-se que, apesar de ser nomeado como um framework genérico, a proposta
apresentada por esses autores é bastante restrita, pois aborda apenas o caso da krigagem com
regressdo, para predicdo espacial em variaveis de solo, ndo apresentando qualquer critério

objetivo para a escolha dessa forma de krigagem.
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Figura 2.4 - Diagrama esquematico: Framework genér’ico para krigagem com regressao
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Fonte: Hengl, Heuvelink e Stein (2004).

2.3.3.2 Segunda abordagem: arvore de decisdo para selecdo de métodos de interpolacéo

Conforme dito anteriormente, Li e Heap (2011) apresentaram a mais ampla revisao
bibliografica sobre comparacdo de métodos de interpolacdo espacial encontrada nesta revisao
de literatura. Comparando 53 artigos, identificaram 49 diferentes métodos de interpolacéo
espacial, entretanto, efetivamente, somente 18 desses artigos foram comparaveis.

Li e Heap (2014), dando continuidade ao trabalho anterior, propuseram um conjunto de
critérios para a selecdo de métodos de interpolacdo espacial. Para tanto, realizaram um estudo
de similaridade inspirado na taxonomia, construindo uma arvore de classificacdo que, por sua
vez, constituiu-se na base para a criacdo de uma arvore de deciséo.

Em linhas gerais, da andlise da similaridade entre 25 métodos de interpolacéo

considerados comparaveis (dentre os 49 métodos identificados) realizaram uma analise de
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agrupamento hierarquico baseada na distancia de Gower, cujos resultados sdo apresentados pela

Figura 2.5.

Figura 2.5 - Classificacdo de 25 métodos de interpolacdo espacial, baseada em uma analise de
agrupamento hieréarquico de cluster.
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Fonte: Li e Heap (2014).

Os autores consideram duas situacdes em que: (i) se uma linha tracejada for tracada a
altura de 0,2 na figura 2.5, esses métodos podem ser classificados em 11 grupos, (ii) se essa
linha tracejada for colocada a altura de 0,4 na figura 2.5 configuram-se trés grandes grupos. O
primeiro, contendo os grupos 1, 2 e 3 do nivel 0,2, sdo métodos ndo geoestatisticos,
deterministicos, univariados, locais e ndo utilizam coordenadas e informacéo secundaria. O
segundo consiste nos grupos 4, 5, 6 e 7 que sdo métodos geoestatisticos, estocasticos, locais,
exatos e graduais. O ultimo, formado pelos grupos 8, 9, 10 e 11, agrupa métodos ndo
geoestatisticos, multivariados, estocasticos e inexatos. Assim, hierarquizadas as caracteristicas
dos métodos e definidos os critérios de sele¢do dos interpoladores, a escolha dos pesquisadores
é direcionada pelos critérios definidos na arvore de decisdo apesentada pela Figura 2.6.

De fato, o instrumento finalmente utilizado para a escolha do interpolador mais
adequado para cada caso € a arvore de decisdo para a selecdo de interpoladores espaciais,
reproduzido pela Figura 2.6. E com base nos critérios hierarquizados encontrados na Figura 2.6
que o pesquisador é direcionado ao método de interpolagdo espacial definido como mais

adequado para cada caso por esse método.
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Figura 2.6 - Arvore de deciso para selecio de métodos de interpolagio espacial.

1. Dados ou residuos com estrutura espacial ou variograma néo linear
2. Estimativa da varidvel continua

3. Ndo ha informacdes de variaveis secundarias disponiveis
4. Média global CONNECIAA.........c.eieeeeiiriicet ettt es seene e beneaeas
4.*Média global desconhecida e usando meios locais

3.* Informag&o das varidveis secundérias disponiveis

5.Média global conhecida
6. A variavel secundaria é apenas categorica

7. ESHrAtIFICAGAD. ... vt e e KSE
7.5 NAO ESLrAtITICACAD. .. .vevveveiteieiei et b ettt et sebenaesbe e etenren KSml
6.* A variavel secundéaria ndo ¢ apenas categorica
8. ESErAtITICACAD. .. vvviiverietisieie et bbb e bt st et nren CKSE

8.* Ndo estratificacéo
9. Amostras escassas de variaveis secundarias e miltiplas amostras na janela de pesquisa
9. * Amostras densas de variavel secunddria e inica amostra na janela de busca............ccccevrveeeeriree e, KSC
5.* Média global desconhecida e usando meios locais
10. Informagdes secundérias disponiveis para cada ponto a ser estimado
11. A tendéncia espacial € aparente e apenas as coordenadas diSPONIVEIS.........ccvverveererernenenisiesene s KU
11.* Qutras varidveis secundarias disponiveis
12. Uma aparente relacdo global com a variavel secundéria ....
12.% A relac80 NE0 € tA0 EVIHENTE. ... s
10.* Informagdes secundarias ndo disponiveis para cada ponto a ser estimado variaveis secundarias incluindo uma
variavel categorica
14. Somente uma varidvel categorica disponivel

15. Amostras multiplas na janela de PESUISA. ........ccovrrieririeeririeieiree et et seeeenas KOE
15.* Amostras densas de variavel secundaria e amostra (nica em busca Janela
14.* Outras informacdes sSecuUNdarias diSPONIVEIS. ........c.cveririirriniicereee et e CKDE

13.* Variaveis secundérias sem variavel categorica
16. Amostras escassas de variaveis secundarias e multiplas amostras na janela de pesquisa
17. Muitas variaveis sSecundarias € PCA NECESSANIO. ........cueiriiueirieriirieienesieieseseeie e e KCP
17.* PCA ndo € necessario para reduzir o nimero de variaveis secundarias
18. Evitar pesos negativos e limitar artificialmente o efeito de variavel..............cccecvevrenen.
18.* Aceite acima de doiS INCONVENIENTES. ..........cuviiiirieirenieieene e
16.* Amostras densas de variavel secundéria e amostra Ginica em busca Janela.............c.c.ccce e
2.* Estimativa de varigvel categ6rica ou avaliagdo de INCerteza............covvvrrerieecne v, Kl & suas variantes
1.* Dados ou residuos ndo mostram estrutura espacial ou variograma linear ou o tamanho da amostra é muito pequeno
para obter um variograma confiavel
19. N&o hé variaveis secundarias disponiveis
20. Estimativa abrupta aceitavel

21. Utilizag80 de amostra UNica para StIMAtiVA...........couviirirriirieriiereieies e VMP
21.* Usando amostras multiplas para a estimativa
22. Usando trés amostras Para eStIMAtIVAL........c.couirrrrreiireeeie s et IRIT
22 * Usando mais de trés amostras vizinhas naturais para estimatiVa...........c...cocvereenienieneneneseseseeenns VN
20.* Estimativa abrupta inaceitavel
23. Utilizacdo de mais de trés amostras de vizinhos naturais ponderadas por area............ccoceevereevreene VN
23.* Utilizacdo das amostras mais proximas ponderadas por distAnCia............ccoeveeeverirnnniciciennnnns IDP

19.* Variavel secundaria disponivel
24. Utilizag&o de informag0es de coordenadas
25. S6 coordena informagdes usadas com estimativa inexata

26. USando amOStra PrOXIMA.......cuvervrreriiereiriesineiee st Splines & STL
26.% USaNdO tOAAS S AMOSLIAS. ......cuerireereieietiririete ettt ee ettt se bbb AST
25.* Pode usar outras varidveis com estimativa exata ou inexata...........c.cocovrvrvvererierinenn. Splines P

24.* Nao usar informaces de coordenadas
27. Apenas informagdes secundarias categéricas disponiveis

28. Apenas uma variavel disSPOniVeL...........ccoeviiiiieiecese e e Cl
28.* Varias Variaveis diSPONIVEIS .......c.uouiuiivirierieiiiisis s sttt AR
27.* Informacéo secundaria continua disponivel
29. Informag&o univariada ou MUItipla SECUNTANTA. .........cvveriiriiriecce s MR
29.* Exigir informacdes secundarias MUIIPIAS. .......cuiiirerisiiieieisiieir s sie e seeaeneas AR

Fonte: Li e Heap (2014).
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Para ilustrar a aplicacdo da arvore de decisdo, apresentada pela Figura 2.6, vai-se
retornar ao caso apresentado por Ahmed e De Marsily (1987), cujo objetivo era gerar mapas da
distribuicdo espacial da Transmissividade (T) de um aquifero. Serdo comparados o0s critérios

apresentados pela Figura 2.6 com as caracteristicas do caso em estudo. Assim, temos:

a) Variavel principal: Transmissividade (T), em m? - h~1, medida pelos Testes de
Bombeamento (Testes de Vazdo) em 72 pontos.
b) Variavel auxiliar: Capacidade Especifica (CE), em m3 - h™1-m™1, ja conhecida

de 235 pocos, dentre os quais 56 eram comuns a ambas as variaveis.

Para facilitar a aplicacdo do exemplo, divide-se a Figura 2.6 em outras duas figuras. A
primeira é a Figura 2.7 que mostra o direcionamento feito pela arvore de deciséo para defini¢éo
dos cinco primeiros critérios escolhidos, obtidos em funcdo das caracteristicas do fenémeno
estudado nesse exemplo. J& a Figura 2.8, mostra a sequéncia do direcionamento feito pela

arvore de decisdo até a definicdo do método de interpolacdo mais adequado para o exemplo.

Figura 2.7 - Exemplo de aplicacdo dos 5 primeiros critérios da arvore de decisdo apresentada
pela Figura 2.6.

1. Dados ou residuos com estrutura espacial ou variograma n&o linear
2. Estimativa da varigvel continua
3. N&o hé informagBes de varidveis secundarias disponiveis
4. MEdia gIODal CONNEBCIA.........cvivivieiiri bbbttt sebeees KS
4.*Média global desconhecida e usando MEI0S IOCAIS. .......c.curiiiriiririnieieice e s KO
3.* Informacdo das varidveis secundarias disponiveis
5.Média global conhecida
6. A varidvel secundaria é apenas categorica

A =55 L) 0% o Lo TSSOSO KSE
7.% NAO ESLIALITICAGAD. ......c. vttt et et re e n e KSml

6.* A variavel secundéria ndo é apenas categérica
8. ESHrAtITICACAD. ......eevevicee et £er et e CKSE

8.* Nao estratificacdo
9. Amostras esparsas de variaveis secundarias e multiplas amostras na janela de pesquisa
9. * Amostras densas de variavel secundaria e Unica amostra na janela de busCa...........ccecvvererreiviiensveiennns KSC
5.* Média global desconhecida e usando meios locais
10. Informag0es secundarias disponiveis para cada ponto a ser estimado
11. A tendéncia espacial é aparente e apenas as coordenadas diSPONIVEIS...........covvrerrirriscnieriieennern s KU
11.* Qutras variaveis secundarias disponiveis
12. Uma aparente relagéo global com a variavel secundaria
12.% A 1elacao NAO0 € T80 BVIABNTE. .....ccveiiiieiee ettt s e bt e et sbar e e teas satesestenseneeneas
10.* Informag8es secundarias ndo disponiveis para cada ponto a ser estimado varidveis secundarias incluindo uma
variavel categorica.

Fonte: Li e Heap (2014).
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Admitindo que os dados de Transmissividade (T) apresentem estrutura espacial de
natureza continua e que exista informacéo de uma variavel auxiliar, o pesquisador é dirigido a
metade superior da Figura 2.7 até o critério 3*. O proximo critério indicado pela arvore de
deciséo € o critério 5 que diz respeito ao conhecimento da média global. Como ndo se conhece
a média paramétrica ou media global, o pesquisador € direcionado ao critério 5*. Note que, ao
se chegar a este ponto surge a divida: “deve-se seguir a sequéncia numérica ou o critério logo
aseguir pulando de 5* para o critério 10?”, o que gera grande confusdo. Admite-se que o correto
seja sequir o critério logo em seguida, assim, passa-se para o critério 10. Como néo se atende
ao critério 10 e vai-se continuar na sequéncia, entdo, o critério 11 é verificado, isto é, existe
tendéncia? Caso sim, a arvore de decisdo recomenda a KU. A questdo é que a tendéncia pode
ser modelada tanto por informacédo de variaveis auxiliares internas (coordenadas) como que
com base em informacdao de varidveis auxiliares externas (covariaveis), entdo por que deve-se
utilizar a KU?

No caso em estudo ndo existe a tendéncia espacial, entdo, deve-se ir para 11* e o critério
pergunta se outras variaveis secundarias estdo disponiveis. Caso sim, passa-se para o critério
12 que pergunta se existe “aparente relacdo global” com a variavel auxiliar anterior. Caso sim,
recomenda-se krigagem simples com média local, caso néo, a arvore de decisdo recomenda a
KDE. O grande problema dos critérios 11 e 12 se deve a imprecisdo do que seja relacdo. O que
é uma aparente relacdo ou o que significa relacdo evidente? Primeiro ndo se explicita como as
diferentes relacdes em um campo aleatdrio sdo medidas, por outro lado, caso estas relacdes
existam a partir de que valores deve-se considera-las? Ou seja este critério, além de confuso é
impreciso.

Retornando ao critério de disponibilidade de dados da varidvel auxiliar, caso ndo haja
informacdo da variavel auxiliar para cada ponto a ser predito, o pesquisador sera direcionado
para 10*. Esse é o0 caso em estudo, pois somente 56 dos 72 pontos sdo comuns. Como também,
as variaveis nao sdo categoricas, o pesquisador € direcionado ao critério 13* na arvore de
decisdo, agora na Figura 2.8.

Observa-se que o proximo critério traz consigo 3 conceitos imprecisos: amostras
esparsas, mdaltiplas amostras e amostras densas, dificultando sua utilizacdo. Mas, se o
pesquisador tiver a mdo muitas variaveis secundarias (0 que sdo “muitas”?), recomenda-se
krigagem combinada com a andlise de componentes principais. Mas qual krigagem? Krigagem
simples, ordinaria, universal? Outra? Ou seja, a arvore de decisdo apresentada pela Figura 2.6,

é um método confuso e impreciso.
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Figura 2.8 - Exemplo de aplicacédo do critério 10*, 13* e 16* da Figura 2.6.

10.* Informagdes secundérias ndo disponiveis para cada ponto a ser estimado
13.Variaveis secundarias incluindo uma variavel categorica
14. Somente uma varidvel categérica disponivel

15. Amostras multiplas na janela de PESQUISA. .........ueererireririeiiiriee et e seere s KOE
15.* Amostras densas de variavel secundaria e amostra Unica em busca Janela
14.* Qutras informagdes secundarias diSPONIVEIS. ........ccccviveiriiieeriiieie e e CoKDE

13.* Variaveis secundarias sem variavel categdrica
16. Amostras esparsas de varidveis secundarias e multiplas amostras na janela de pesquisa

17. Muitas varidveis secundarias € PCA NECESSANIO. ........ccuueiriiriniririereieiereieeie et seseaesies e KCP
17.* PCA n&o é necessario para reduzir o nimero de variaveis secundarias
18. Evitar pesos negativos e limitar artificialmente o efeito de variavel..............c.cccccvevenee..... COKOP
18.* Aceite acima de dOiS INCONVENIENTES. .......c.ciieiiieeeiirieie et e seeee e eeens CoKD
16.* Amostras densas de varidvel secundéria e amostra Gnica em busca Janela............c.cccoceeerueene. CKOCC
2.* Estimativa de variavel categorica ou avaliagdo de iNCerteza..........ccovvvivrierierisirensrveeseseeeenns KI & suas variantes

Fonte: Li e Heap (2014).

No exemplo aqui desenvolvido, sé uma variavel secundaria esta disponivel com 235
pontos. Assim, se for considerada densa, finalmente chega-se ao método recomendado pela
arvore de decisdo para analisar a Transmissividade de um aquifero: cokrigagem ordinéaria co-
locada (CKCC). Observe que apesar de 0 método indicado pela arvore de decisdo proposta por
Li e Heap (2014) coincidir com um dos 4 métodos comparados por Ahmed e De Marsily (1987),
0s critérios apresentados por estes autores sdo confusos, imprecisos e ndo sdo baseados em
critérios tedricos.

Motivados pelas questdes discutidas nesta revisdo de literatura fica evidente:

a) A abrangéncia e aplicabilidade da Geoestatistica.

b) A dificuldade na escolha do melhor interpolador espacial que inclua varidveis
auxiliares e garanta que esse interpolador tenha variancia do erro de predigédo
minima.

c) A evidente confusdo presente na literatura quanto ao preditor que deve ser usado
para incorporar informacdes das variaveis auxiliares.

d) A inexisténcia de um critério geral teorico simples, que auxilie pesquisadores na
escolha de preditores de krigagem linear multivariados ou na escolha de métodos
combinados.

e) A adocdo de meétodos alternativos para a inclusédo das informacdes de variaveis
auxiliares em estudos geoestatisticos.

f) A necessidade de estudos tedricos para mostrar que estas técnicas alternativas,
mesmo logicas, ndo garantem o menor erro de predigdo como € o caso da krigagem,

desvirtuando a natureza original dos preditores de krigagem.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Conhecer os efeitos que algumas variaveis exercem, ou que parecem exercer, sobre
outras € uma das estratégias mais utilizadas pela Ciéncia para compreender os fenémenos que
a cerca. Para a Geoestatistica ndo é diferente, pois se pode resumir suas atividades ao esforco
de modelar a relacéo entre variaveis, levando em consideracdo a existéncia de dependéncia
espacial. Nessa se¢do, apresentam-se alguns aspectos da teoria de regressdo sob a perspectiva
da Geoestatistica, seguidos da definicdo de campo aleatorio e da caracterizacdo de um campo
aleatorio gaussiano, finalizando-se com o detalhamento da abordagem geoestatistica classica
(AGC) e alguns resultados sobre correlagéo de Pearson, em especial o teorema da gaussianidade

local.

3.1 Modelo de regressao

De acordo com Draper e Smith (2014), Graybill (1976) e Hoffman (2016), um modelo
de regressdo é aquele que pode ser utilizado, para determinar uma variavel Y, pelo

conhecimento de uma variavel X e € usualmente escrito na forma da equacéo (3.1):

Y =ulX) +¢, 3.1

em que Y, X e ¢ sdo variaveis aleatorias, u(X) é funcdo de X, definida num dominio D. Y €
chamada de variavel dependente ou varidvel resposta, enquanto X recebe o nome de variavel
independente, varidvel regressora ou ainda variavel preditora. O modelo dado em (3.1) pode
ser dividido em dois componentes: (i) deterministico, que é definido pela funcdo u(X) cuja
forma funcional é conhecida, podendo ser linear ou ndo linear, mas nessa tese apenas a forma
linear seré considerada, a saber u(X) = B, + 11X, emque S, e B, sdo denominados parametros,
sempre desconhecidos; e (ii) componente aleatério ou estocastico, formado por & ndo
observavel e com E () = 0. Além disso, alguma pressuposi¢do sobre sua distribui¢do pode ser
feita e considerada como parte do modelo. Se Y representa, digamos, a produtividade de uma
cultura e, se X representa, por exemplo, quantidade de adubo, entdo w(X) é o valor predito da
produtividade dada a quantidade de adubo.

Em relacdo ao numero de variaveis, 0o modelo de regressao linear é denominado simples,
como ja mostrado acima, quando apenas uma variavel preditora é considerada no modelo.

Dessa forma o modelo sera:
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Y =B+ PBX+s (3.2)

em que B, e B, sdo os pardmetros desconhecidos como ja dito.
Quando se admite que o valor da varidvel dependente é funcdo linear de duas ou mais
variaveis regressoras ou preditoras, temos uma regresséo linear maltipla e o modelo estatistico

com p variveis preditoras (X3, X,, -+, X,,) ficara:
Y:,80+,81X1+32X2+"'+IBPXP+S. (33)
Esses modelos, (3.1), (3.2) e (3.3), também sdo chamados de modelo populacional.
Outra possibilidade é considerar o modelo amostral, representado ilustrativamente pela
Tabela 3.1, em que: # identifica o ponto observado; Y € a variavel respostae X;,i = 1,---, p sdo

as p variaveis preditoras.

Tabela 3.1 - Representacdo do modelo amostral (modelo para os dados observados).

# Y X4 X, Xy
1 Y; X11 X12 X1p
2 Y, X21 X22 X2p
n Yn Xn1 Xn2 Xnp

*x;j € o termo geral representando a i-ésima observagdo da j-ésima variavel preditora.

Fonte: Do autor (2018).

Uma maneira mais simples e elegante de descrever o modelo de regressdo linear
amostral é em sua forma matricial. Quando se considera a Geoestatistica, cujos modelos sdo

naturalmente maultiplos, essa forma e preferivel. Este modelo tem o0s seguintes vetores e

matrizes:
Y; 1 X11 X12 - *1p Bo &
Y = 1? ;X = }x?lx?z';'x?p ; B= ﬁ:l; e=|7
Y, 1 Xn1 Xn2""" Xnp Bn €n

Y € o vetor (n x 1) da variavel aleatéria Y, X a matriz (n X (p+ 1)) com as n realizagdes das

p variaveis preditoras, g o vetor ((n +1) x 1) de parametros desconhecidos e & o vetor
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(n x 1) com os erros ndo observaveis. Dessa maneira, 0 modelo de regressao linear amostral

na sua forma matricial é:
Y=XB+e. (3.4)

Um caso particular do modelo amostral dado em (3.4) frequentemente adotado na

Estatistica ndo espacial, também chamada de Estatistica classica, é:

a) A varidvel resposta Y é funcdo linear das varidveis preditoras.

b) ApoOs a amostra ser realizada os valores das varidveis explicativas ou preditoras
serdo conhecidos e portanto, sdo fixados.

c) E[g] =0, 0 é um vetor de zeros de dimensdo (n x 1).

d) Os erros sdo homoscedasticos, isto é, E(g;) = E(e?) = o2,

e) Os erros sdo independentes, isto &, Cov(e;, &) = E(e;, ) = 0,i # j.

f) Os erros tém distribuigdo normal.

Essas suposicdes sao feitas para a regressao linear simples e ndo apenas para a regressao
linear multipla, no caso ndo espacial.

Veja que, combinando-se d) e €) tem-se que a Var(g;) = E(e€") = Io?, | € uma matriz
identidade de ordem n. Portanto, considerando-se, também, f) tem-se &~N(0,Ic?) e
Y~N(XB,Ic?), pois, E(Y) = u=XBeaVar(Y) = Var(e) = Io2.

Na Geoestatistica as exigéncias d), e) e f) ndo serdo feitas, fazendo o vetor Y ter uma
distribuicdo qualquer com média X e matriz de covariancias X, como sera visto na proxima
secéo.

Outros objetivos, para a aplicacdo de modelos de regressao, além de fazer predicGes em
locais ndo amostrados, podem ser: (i) estimar parametros, (ii) realizar inferéncias sobre eles,
tais como intervalos de confianca e testes de hipoteses, e (iii) selecionar variaveis, no caso de

se ter um namero elevado de variaveis regressoras que influenciam o modelo.
3.2 Modelo Geoestatistico

Para a Geoestatistica, o local onde a variavel aleatéria é observada interessa, pois, 0

valor que ela assume depende de sua localizagdo no espago. Assim, conhecer a estrutura de
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dependéncia espacial de um fendmeno possibilita predigdes com menores erros (MATHERON,

1963). Alguns exemplos ilustrativos de aplicacdo préatica dessas ideias séo:

a)

b)

d)

Vaziri, Hamidi e Sayadi (2018) utilizaram a Geoestatistica para desenvolver um
modelo de avaliagdo de risco geoldgico-geotécnico em minas de carvao
subterraneas, em que o objetivo é a identificacdo de possiveis areas de alto risco
geoldgico-geotécnico, usando um sistema GIS integrado no médulo geoestatistico
presente no software ArcGIS. (Iniciou-se com um exemplo em Engenharia de

Minas, ja que foi onde surgiram as ideias da Geoestatistica)

Xu et. al. (2018) utilizaram krigagem com regressao (KR) para mapear o teor de
nutrientes presentes no solo, a fim de auxiliar pequenos agricultores a implementar
manejos de solo, especificos para cada area de estudo. Para tanto, analisaram o0s
efeitos da resolucdo espacial entre diferentes imagens de sensoriamento remoto em
modelos de predicao de nitrogénio total (NT) do solo, em duas aldeias de pequenos

agricultores, Kothapally e Masuti, no sul da India.

Avaliacdo da variabilidade espaco-temporal de poluentes atmosféricos no Egito
utilizando-se médias mensais da rede de monitoramento da qualidade do ar de 2011
a 2015. Mapas geoestatisticos foram feitos com o pacote gstat do R se considerando
as medias mensais de dioxido de Nitrogénio do ano de 2015. Tais mapas foram
fundamentais na tomada de decisdo para se entender e visualizar a variabilidade
espacial e temporal do poluente medido e, porconseguinte, para executar as politicas
publicas necessarias para a diminui¢do da poluicdo atmosférica (AHMED et al.,
2018).

Predigdo da variabilidade espacial do volume de sortimentos de madeira e
identificacdo de seus padrdes espaciais em povoamentos de Teca (Tectona grandis).
A identificacdo desses padrfes espaciais pode ser utilizada para se definir
tratamentos silviculturais como o desbaste e a poda, obtendo-se 0 maximo
rendimento florestal (PELISSARI et al., 2017).
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e) Utilizacdo de mapas geoestatisticos para a caracteriza¢do da variabilidade espacial
dos atributos quimicos de um latossolo vermelho distréfico, definindo-se as zonas
de manejo da fertilidade do solo, nas quais ocorrem 0s maiores e menores niveis dos
atributos quimicos avaliados, permitindo-se o diagnostico da fertilidade e a
recomendacédo de fertilizantes e corretivos (CARNEIRO et al., 2017), e muitos

outros casos que mostram a ampla aplicacdo da Geoestatistica.

3.2.1 Campo aleatorio

Dados n pontos s;, S5, *:*, S, N0 espaco que foram, ou podem ser, amostrados, deseja-
se predizer um outro ponto s, que ndo foi, ou ndo pode ser, amostrado (Figura 3.1). A variavel

de interesse é Z, uma variavel continua ou discreta.

Figura 3.1 - Representacao do problema fundamental da interpolacédo e/ou predicdo espacial.

S2
L ]
L]
51 So
. ®

Fonte: Do autor (2018).

O conjunto de variaveis aleatorias que se esta lidando é Z(s,), Z(s1),Z(s3), -, Z(sy),
que por simplificacdo faremos Z(s;) = Z;,comi = 0,1,2,---,n. Quando um conjunto de
variaveis aleatorias tem seus elementos indexados de acordo com alguma métrica recebe o
nome de campo aleatdrio ou processo estocastico.

Dessa forma, conforme Cressie (1993), Oliveira (1991), Schabenberger e Gotway
(2005), uma colecdo de variaveis aleatdrias Z(s), indexadas pelas coordenadas espaciais s é

um campo aleatorio, isto é:

{Z(s):s e D c RY}, (3.5)
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em que D representa um dominio continuo e d é a dimens&o do espaco cartesiano de indices RY.
Um dominio é considerado continuo se a variavel aleatoria em estudo existe e pode ser coletada
em qualquer um dos infinitos pontos pertencentes a D, D é um espaco continuo. Ja o espaco
cartesiano de indices podera ter qualquer dimensdo d = 1,2,3,4, ---. Por exemplo, sera d = 2
se 0 estudo for no plano, se a aplicagdo for em uma &area sob um pivd central, por exemplo.
Entretanto se o interesse estad em se conhecer a variabilidade em uma jazida de minério, isto &,

sobre um volume, a dimenséo do espaco de indices sera d = 3, por exemplo.

3.2.2 Campo aleatdrio gaussiano

Um campo aleatério é gaussiano se a distribuicdo conjunta de {Z,, Z,,Z,, -+, Z,} for
uma normal multivariada, para quaisquer escolhas de n e qualquer escolha das localizacGes
{s;,i =0,1,---,n}. Isso implica que cada variavel aleat6ria Z;, comi = 0,1,:--,n Ssegue uma
distribuicdo normal e qualquer distribuicdo conjunta dentro desse conjunto sera também
normal. Note que, se o vetor de médias e a matriz de covariancias sdo conhecidos temos que a
distribuicdo normal n-variada é completamente especificada (FERREIRA, 2011; TONG,
2012).

Frisa-se que neste trabalho admitiu-se que tanto o vetor de médias quanto a matriz de
covariancias sejam conhecidos.

Por conveniéncia, define-se Z" como um vetor aleatério de dimensées (n + 1) x 1,
que inclui a variavel aleatoria ndo observada Z, e o vetor aleatorio Z, o qual sera considerado
possuir distribuicdo normal multivariada com média u* e matriz de covariancias X*. Assim,
Z"~ Np.1(u*, X%) é obtido de um campo aleatério gaussiano. Considere a particdo de Z*, u* e

X*como indicado em (3.6):

Zo Ho %00 191 _ 7 %on]
o _ [Zo] _ %1 « _ [Ho] _ |1 . _[000 | 6’7 _ |%10 1011 O1n
Z —_ PZ'—] - E ) ” - I:”] - E ) z —_ I:—o—_——i——z—} —_ E E : 1] (3-6)
Zn Hn Ono 10n1 Onn

em que Zy, Uo € 0o Sa0 escalares, Z e p sdo vetores (n x 1), * € uma matriz positiva definida
m+1)x(n + 1), gé um vetor (nx1). Além disso, oj; = 0y; SA0 as covariancias

Cov(Z;, Z,) = Cov(Z,, Z;), respectivamente, entre a variavel Z no ponto s; observado e a
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variavel Z no ponto s, ndo observado, e o;; = Cov(Zi, Zj) sd0 as covariancias entre as variaveis
Z nos pontos observados s; € s;.

Graybill (1976) afirma que a distribuicdo marginal de Z, é normal, com média y, e
variancia oy, = Var(Z,), que Z tem distribuicdo normal n variada com vetor de médias u e
matriz de covaridncias X e que a distribuicdo condicional da varidvel aleatoria condicional
realizada (Z,/Z, = z4,***, Z,, = z,) também é normal com E[(Zy/Z, = z1,**, Zy = Zp)] =
o + 6’2 Y z—p)eVar[(Zy/Z, = 21, ,Zy = z,)] = 0% = 64 — 0’ £ 10.

Observe que o resultado acima é valido para a variavel aleatdria condicionada realizada

(Zo/Zy = 24, ,Z, = z,,). Porém, deseja-se estender este resultado para a variavel aleatéria
marginal Z, (ou equivalentemente a variavel aleatoria condicional ndo realizada). O teorema

seguinte faz essa extensao.

Zy =12y, 2l =1y
te
Amostra Aleatoria (44)

mesma distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria marginal Z,, isto &,

Teorema 1: A variavel aleatdria condicionada ndo realizada Z, / ma

Zo/AA~ Fz, 44 = Fz,~Z,. Em outras palavras, as duas variaveis aleatorias, condicional ndo

realizada e marginal, sdo equivalentes em distribuicéo.

Demonstracdo: cada possivel resultado do vetor aleatério [Z, Z; - Zn]" €

anotado como w no espaco amostral ( relativo a este dado vetor. O evento [Z, = z,] é anotado
como w,. Nesse espaco amostral (2, seu elemento w pode ser numeravel (isto €, discreto) ou
ndo numeravel (isto €, continuo).

Define-se P[Z, = z,] como p,, no caso discreto, e como f; (z)dz, no caso continuo.

x , 01— p(wo)
Ambas séo denotadas também como p(w,), 0 peso amostral de wy: QA = | :
Zl = Z1
Uma possivel realizacdo da amostra aleatéria Z4,Z,, -+, Z,, é dada por: ] =
Zn = Zp

RA(z,,-+,z,). Cada realizacdo diferente dessa amostra delimita um particular subconjunto
dentro de (, anotado de realizacdo amostral (RA). RA € um evento com probabilidade dada por
P[RA].

Fixado uma particular realizacdo da amostra (RA), digamos RA’, a probabilidade de

selecionar z, dentro de RA’ é dada por P[z,/RA’].
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Se uma particular realizacdo amostral (RA) nédo é fixada, isto é, ndo € realizada, qual
seria P[Z, = z,] =? A resposta é a soma dos pesos dos elementos deste evento: P[z,, RA'] +
P[zy, RA"] + ---. Porém, P[z,, RA] = P[z,/RA] x P[RA]. Mas P[RA] é a probabilidade do
evento RA, isto €, do sorteio de um particular subconjunto RA. A multiplica¢do acima equivale
a uma amostragem em 2 estagios/etapas: 1° sorteia-se a RA, e depois sorteia-se 0 z, dentro da
RA sorteada, o que mostra a equivaléncia apresentada pelo Teorema 1. Esta equivaléncia
também pode ser verificada através do seguinte exemplo.

Exemplo: considere o espaco amostral €, dado pelas combinagdes entre os valores que
z, assume (considere apenas 0 e 1) e as trés realizacdes amostrais (RA) de tamanho n = 3: (8,
2, 7), (3,1 2 e (4 1,9), veja Figura 3.2. Deseja-se mostrar que sem fixar um particular

subconjunto RA as probabilidades marginal e condicionada néo realizada produzem o mesmo

resultado. Os pesos amostrais p(w,), bem como as probabilidades marginais e condicionais séo
dados na Tabela 3.2.

Figura 3.2 — Espaco amostral  do exemplo.

"0:8.2. 75 0,10
1:8,2.7 > RA(8,2,7) 0,00
0:3,1,2 0,20

29]1.3,1.2 >RAG,1,2) 0,05
1.4 1.9 4.1,9) 0,55

1.00

Fonte: Do autor (2018).

Tabela 3.2 - Tabela de contingéncia com 0s pesos amostrais p(w,) de cada evento e as
probabilidades marginais e condicionadas para as trés amostras realizadas com
n=3.

Realizacdo Amostral (RA)
RA(8, 2,7) RA(3, 1, 2) RA(4,1,9) Totais

Ponto a ser predito

0 0,10 0,20 0,10 0,40
ZO = ZO
1 0,00 0,05 0,55 0,60
Totais 0,10 0,25 0,65 1,00

Fonte: Do autor (2018).
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Sem fixar um particular subconjunto RA, calcula-se a probabilidade marginal quando

zy, = 1, dada por:

P(Z, =1) = P(1,RA(8,2,7)) + P(1,RA(3,1,2)) + P(1,RA(4,1,9))
P(Z, = 1) = 0,00 + 0,05 + 0,55
P(Z,=1) = 0,60

Ja  as probabilidades  condicionais realizadas P(Z, = 1/RA(8,2,7)),
P(Z, =1/RA(3,1,2)) e P(Z, = 1/RA(4,1,9)) séo dadas por:

P(1,RA(8,2,7)) 0,00 0,00
P(Z, = 1/RA(8,2,7)) = = = = 0,00
(Zo = 1/RA(8,2,7)) P(RA(82,7))  0,10+0,00 0,10
P(Z, = 1/RA(3,1.2)) = P(1,RA(3,1,2)) 005 005 0.20
° 7 P(RAG31,2)) 0204005 025
P(1,RA(4,1,9)) 0,55 0,55
P(Z, = 1/RA(4,1,9)) = = = = 0,8461

P(RA(4,1,9))  0,10+0,55 0,65
Assim, a P(Z, = 1) sera:

P(Z, =1) = P(Z, = 1/RA(8,2,7))P(RA(8,2,7))
+ P(Z, = 1/RA(3,1,2))P(RA(3,1,2))
+ P(Z, = 1/RA(4,1,9))P(RA(4,1,9)) =

P(Z, =1) = (0,00 x 0,10) + (0,20 x 0,25) + (0,8461 x 0,65) = 0,60.
Estes resultados falam por si s@, ja que equivalem ao célculo da varidvel aleatoria

condicionada néo realizada. Assim, verifica-se que o resultado obtido pela probabilidade

marginal é equivalente ao resultado obtido pela probabilidade condicionada néo realizada.
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Assim, substituindo esses resultados, dados pelo Teorema 1 na esperancga da variavel
condicional realizada, teremos o modelo de regressao linear para o campo aleatdrio gaussiano

dado por:

Zo=lo+ a2 HZ—p)+e. (3.7)

Reescrevendo-se (3.7) como Z, = uo— 6’2 lu+0'E71Z+ ¢, e se chamarmos

Ao = o — o' lue 2 = a'x71, entdo pode-se escrever (3.7) como:

Zo= g+ AZ+e¢, (3.8)
ou, ainda, na forma escalar como:
n
Zy = Ao + z Wi+ e (3.9)
i=1

De fato, é pela equacio de regressdo E(Zy/Zy = z1,,Zn = 2y) = Ao + A'Z = 7, a
esperanca condicionada, que as predicdes de Z, sdo feitas. Além disso, demonstra-se que a
Var|Z,| = Var[(Zy/Z, = z1,*+,Z, = z,)]. Deve-se ressaltar que essa esperanca
condicionada sempre produz preditores uniformemente ndo viesados de variancia minima
(UMVUP), isto é, sempre produz os melhores preditores entre todos, lineares e ndo lineares,
porém, é necessario normalidade para que essa esperanca condicionada seja linear.

Uma objecdo que poderia ser feita ao uso de um campo aleatério gaussiano é de que
nem todos os fenémenos serdo modelados por um campo aleatério gaussiano. Um resultado
que pode justificar o uso dessa abordagem de modo mais confortavel € a gaussianidade local,

assunto que sera tema da proxima subsecéo.

3.2.3 Gaussianidade local

Nesta subsecdo serdo apresentados alguns resultados que mostrardo o fendmeno da

gaussianidade local e o que isso significa.
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3.2.3.1 Alguns resultados sobre correlagdo de Pearson.

Dado um vetor aleatorio [;] qualquer, para o qual existem E[X?], E[Y?], e E[XY],

deseja-se predizer Y.

» Proposicdo 1: uy € um preditor ndo-tendencioso e de variancia minima para Y, ou seja,

MVUP(Y) = uy.

Demonstracao:

Observe que, para que uy Seja ndo-tendencioso, a esperanca matematica da diferenca

entre o preditor e Y deve ser nula, assim: E[MVUP(Y) — Y| = E[uy — Y] = uy — uy = 0.

Isto €, MVUP(Y) = uy, € um preditor ndo tendencioso para Y. Tem-se que mostrar que

Var(Y —Y) é minima para algum preditor ¥ = a.
Logo,
Var(a—Y)=EQM(a—Y) = E[(a—-Y)?] =

E[a? — 2aY + Y?] = a? — 2auy + E[Y?] = f(a)

Como f(a) deve ser minimo, entdo:

d
];(aa)=2a—2,uy=0=a=yy
d2f(@ _ d (df @) _

da? _%< da >_2>0

= a = Uy é ponto de minimo. (c.q.d.)

» Proposicdo 2: E[Y /X = x] é um preditor ndo tendencioso e de variancia minima para

Y, deseja-se utilizar a informacdo contida no evento [X = x]. Entdo,

MVUP(Y/X = x) = BUP(Y/X = x) = E[Y/X = x].

Demonstracao:
Deve-se provar que E{E[Y/X = x|} = E[Y] = uy. Para a prova da variancia minima,

veja também Graybill (1976).
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Proposicdo 3: Deseja-se dar uma estrutura linear ao preditor de Y que utiliza a
informacgdo X = x, isto é, deseja-se que (Y /X = x) = B, + B1x, tal que esse preditor
linear mantenha a ndo-tendenciosidade e variancia minima. Entdo (Y/X = x) = B, +
B1x = BLUP(Y /X = x) sera construido usando S, = prZ—; e fo = Uy — pr Mx
em que:
— ox =02 = Var(X) = JEX — px)?
J_ = Var(Y) = JE(Y — uy)?

- E[X]
E[Y] =

A correlacdo entre as variaveis aleatorias X e Y é dada por:

= Corr(X,Y) = Cov(X,Y) — E[(X — ux)(Y — ,uy)] _ Oxy _
Pxy ) DP(X)DP(Y) Gy Oy 0,0y P,

com-1<p<1

Demonstracdo: veja Graybill (1976).

Observe que:

a) BUP(Y/X) = E[Y/X] em que X ndo se realiza, é uma varidvel aleatéria, e que,

b) BLUP(Y/X) = B, + 1 X, em que também X ndo se realiza, também é uma variavel
aleatdria.

c) OBUP(Y/X) é aregressdo de Y sobre X e BLUP(Y/X) € a regressao linear de Y

sobre X. Por exemplo, para um dado vetor [;] pode-se ter a situacdo descrita na

Figura 3.3.

Proposicédo 4: Dado um erro € > 0 qualquer:

(i) P[|[BUP(Y/X)—-Y|<¢e]=>1- (1;’2)

(i) P[|BLUP(Y/X) = Y| <e] =1 — (1-p?)

g2

(ili) P[|BUP(Y/X) — BLUP(Y/X)| <¢e] =1 —%

(iv) P[|[BUP(Y/X) = Y| < ee |BLUP(Y/X) = Y| <e] =1 - 2(1;;,2)

&
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Demonstracdo: veja Meyer (2013).

Figura 3.3 - Comparacdo entre a representacdo grafica gerada por um BUP(Y /X = x), uma
regressdo ndo-linear e um BLUP(Y /X = x), uma regressao linear.

BUP("/x=x)

BLUP("/x=x)

> "

Fonte: Do autor (2018).

* Proposicdo 5: Se p? — 1 (Convergéncia matematica) isto é,se p > 1 ouse p » —1,
entdo as desigualdades dadas na Proposicao 4 implicam que:
1. BUP(Y/X) - Y (Convergéncia em probabilidade)
Isto €, o preditor mais geral (a regressao de Y sobre X) converge em probabilidade para
Y. Em outras palavras: Var[BUP(Y/X) — Y] — 0. (Convergéncia matematica)
A regressdo de Y sobre X fica cada vez melhor, isto é, cada vez erra-se menos para

predizer Y, a medida que p? aumenta.

2. BLUP(Y/X) -» BUP(Y/X) (Convergéncia em probabilidade)

A regressdo linear de Y sobre X fica cada vez mais proxima da regressdo de Y sobre X
a medida que p? aumenta. Como a regressao linear de Y sobre X é uma aproximacdo linear da
regressdo de Y sobre X, esses resultados mostram que a medida que p? aumenta a regressio de
Y sobre X fica cada vez mais linear. Pode-se observar esse comportamento nas ilustracdes da

Figura 3.4.
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Figura 3.4 - llustracdo do comportamento da regressdo de Y sobre X a medida que p? aumenta.

y
BUP(/y-x) p=03 BUP("/x=x)
BLUP("/x-,)

BLUP(*/x—y)

p=10
BUP("/x=x)

BUP(/y-y )
BLU'P(V/x=X) BLUP(Y/X=I)

X / X

Fonte: Do autor (2018).

3. BLUP(Y/X) — Y (Convergéncia em probabilidade)

A aproximacdo linear da regressao de Y sobre X fica cada vez melhor para predizer Y,
a medida que p? aumenta. Dois casos especiais s&o:

1. Se p? = 1 entio:
PY =B+ B X] =1
Oy Oy
BLUP(Y/X) = py — pxy —bx + pxy —X
Oy Oy
2. Se p? = 0, entdo ndo existe uma regresséo linear de Y sobre X , mas pode existir uma

regressé@o (ndo linear) de Y sobre X.

Se p? = 0, entdo BLUP(Y /X) = py, isto €, a informacéo de X ndo auxilia linearmente
na definicdo de Y.

Antes de entrar na Proposicdo 6 devemos definir o, Ix=x = Var[Y/X = x].
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Demonstracdo: Todos os resultados desta Proposicdo 5 sdo corolarios imediatos da

Proposicao 4.

Proposicdo 6: o vetor aleatério B;] tem uma distribuicdo normal bivariada com 0 <

p? < 1 se, e somente, se, duas condigdes ocorrem simultaneamente, a saber:
1. Aregressdo de Y sobre X e a regressao de X sobre Y sdo ambas lineares, ambas sao
diferentes de uma regressdo constante (iguais a uy e a py).

2. A variancia 03/X=x é constante e diferente de zero Vx, isto e, as variancias

condicionais sdo homogéneas.

Demonstracdo: Kendall e Stuart (1973, 1977).

» Proposicdo 7: Para qualquer vetor aleatorio B;] com momentos de 22 ordem

existentes (isto &, finitos), se as duas condi¢cbes abaixo se verificarem

simultaneamente:

a) A regressdo de Y sobre X € linear, isto é, BUP(Y/X) = BLUP(Y/X) = By + B1X.

b) Var[Y/X =x] = oy ,x-, = 0, constante Vx.
Entdo os resultados abaixo sdo verdadeiros:

(@) pxyy =0 < XeY sdoindependentes.

(b) Var[BUP(Y /X)] = p?c

(¢) Var[Y — BUP(Y/X)] = (1 — p?)a.

Demonstracdo: veja Graybill (1976) e Kendall e Stuart (1973, 1977).

Esses resultados serdo usados na subsecdo seguinte para demonstrar o Teorema da

gaussianidade local.
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3.2.3.2 Teorema da gaussianidade local

Com o intuito de definir o que seja um campo aleatdrio localmente gaussiano, o qual
denotaremos por (CAGiocal), considere C uma sub-regido dentro do dominio D (Figura 3.5) de

tal maneira que {Z(s):s € C c D c R4}.

Figura 3.5 - Representacdo de um campo aleatdrio com gaussianidade local (CAGiocal)

Fonte: Do autor (2018).

Para tanto, aplicando as proposicdes 5, 6 e 7, se a correlacdo entre Z(s) e
Z(s + h) tende a um e o campo aleatorio for estacionario de 22 ordem, entdo, sem perda de
generalidade, pressupondo isotropia, dentro do campo aleatério da regido C, as regressdes de
Z(s+ h) sobre Z(s) e de Z(s) sobre Z(s+ h) sao lineares e suas variancias

Z(s+ h)
Z(s)

tem distribuicdo normal bivariada, desde que r seja pequeno. Como dentro de C todos os pares

[Z (s+h)
Z(s)

razoabilidade, que o campo aleatério dentro de C sera bivariado gaussiano: isto €, um campo

Var[Z(s + h)/Z(s) = z] sdo homogéneas. Consequentemente, 0 vetor aleatorio [

tém distribuicdo normal bivariada, entdo, pode-se supor, com um grau de

aleatorio gaussiano local (CAGiocal). Resumidamente:
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a) Se p2 > 1 e o campo aleatério (CA) é de 22 ordem = CA esta dentro de C,
BLUP(Y/X) - BUP(Y/X) e Var[Z(s+h)/Z(s)=z]=0?%  Vs&o

[Z (s+h)
Z(s)

local (CAGcar)-

b) se p? - 1eo CA éde 22 ordem = o campo aleatério dentro de C é um CAGycq-

] ~N, < o0 campo aleatorio dentro de C é um campo aleatdrio gaussiano

Veja Figura 3.6

Figura 3.6 - Gaussianidade local: observe que para um valor de distancia h = r “pequena”, a
correlacdo espacial é proxima de 1.

y(h) 4

y(h) 20=p(h) 21 |
7- llpequenoll ]2

v

Fonte: Do autor (2018).

Em suma, é razoavel admitir que, em campos aleatérios estacionarios de 22 ordem, o
campo aleatério dentro de uma regido préxima de um ponto s qualquer é gaussiano. Esse
enunciado é o Teorema da gaussianidade local, e os argumentos de plausibilidade acima
desenvolvidos evidenciam sua razoabilidade.

Logo, mesmo que um campo aleat6rio ndo seja gaussiano na sua totalidade, este teorema
evidencia que pelo menos localmente (isto €, para distancia h = r “pequena”) o campo podera

ser gaussiano, justificando mais ainda a abordagem do campo aleatorio gaussiano (ACAG).

3.3 Abordagem geoestatistica classica (AGC)

Objetiva-se entdo encontrar uma funcao f(Zy, Z,, -+, Zy) tal que f(Z1, Z5, -+, Z) = Zo,

isto é, f(Z4,Z5,++,Z,) seja um preditor de Z, desconhecido.
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E interessante notar que desde a formalizacéo da teoria da krigagem, como é conhecido
0 método de interpolacdo espacial geoestatistico proposto por Matheron (1962), o objetivo era
encontrar uma funcio f(Zy,Z,,+,Z,) tal que f(Zy,Z,, -+, Z,) = Z,, isto &, encontrar um
preditor para Z, desconhecido.

Entretanto, Chilés e Delfiner (2012), assim como Cressie (1993), Journel e Huijbregts
(1978) e Matheron (1971), afirmam que os fendmenos espaciais sdo geralmente Unicos, isto &€,
representam apenas uma realizacdo do campo aleatorio, impedindo, a principio, a tratativa por
meétodos estatisticos, 0s quais necessitam de pelo menos duas realiza¢des do campo aleatorio
para estimacao de momentos de segunda ordem. Dessa forma, para que seja possivel a aplicacéo
da teoria estatistica e consequentemente se realize a predicdo dos valores em s, sera necessario
o0 estabelecimento de hipoteses de estacionaridade, que contornardo essa restricdo de apenas

uma realizacéo.
3.3.1 Hipoteses de estacionaridade

Formalmente, um campo aleatério é estaciondrio se 0s momentos estatisticos das
variaveis aleatorias Z (s) forem os mesmos para qualquer vetor h;; = |sj — Si|- De acordo com
0 numero k de momentos estatisticos que sdo constantes, a varidvel é chamada de estacionaria
de ordem k (VIEIRA; NOVAIS, 2000). Chilés e Delfiner (2012) acrescentam que os métodos
geoestatisticos geralmente sdo baseados no primeiro e segundo momentos do campo aleatério
0s quais ndo sdo realmente conhecidos a priori e, por essa razdo, precisam ser estimados.
Entretanto, como dito antes, neste estudo esses parametros serdo considerados conhecidos.

Segundo Cressie (1993) e Journel e Huijbregts (1978) pode-se definir duas hipbteses de
estacionaridade para um campo aleatorio: 1%) hip6tese de estacionaridade de segunda ordem e
2%) hipdtese intrinseca e, pelo menos, uma delas deve ser satisfeita para que a andlise
geoestatistica possa ser corretamente realizada. Note que cada uma dessas hipdteses busca
representar a estrutura natural do fendbmeno de interesse, principalmente em relacdo ao
comportamento dos dois primeiros momentos, a media e medidas da variabilidade espacial das
caracteristicas sob estudo.

Dessa maneira a hipétese de estacionaridade de 22 ordem admite:

a) aexisténcia de esperan¢a matematica constante em todo o dominio, ou seja, a média

é a mesma independentemente de sua localizagdo geografica, e
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b) a funcdo de covariancia existe e é funcdo apenas do vetor h.
Em linguagem matematica, tém-se:
1. E[Z(s)]=u,Vs €D.

2. Cov[Z(s),Z(s+ h)]=k(s+ h—5s)=k(h),Vs € D,Vh.

Dado que a funcdo covariancia € uma funcao positiva definida, entdo, pode-se escrever
as seguintes relacoes:

k(h) = k(—h) ¢ |k(h)| = k(0).
Ja para a definicdo da hipdtese intrinseca (HI), admite-se que:

a) aesperanca matematica existe e ndo depende de sua localizacdo no espaco, e

b) asemivariancia para o incremento {Z(s + h) — Z(s)} existe e s6 depende de h.
Em linguagem matematica, tém-se:

a) E[Z(s)]=u,Vs€D.
b) ~Var{Z(s+h)—Z(s)} = y(s + h—s) = y(h),Vs € D, vh.
Dado que a variancia do incremento foi dividida por dois, y(h) foi denominada de

semivariancia. Pode-se demostrar que y(h) é uma funcdo par, ndo-negativa e quando h = 0,
também sera nula. Assim:

y(h) =y(=h), y(h)=0 e y(0)=0.

Entdo, sob HI a relacdo entre y(h) e x(h) seré dada por:

y(h) = %Var{Z(s + h)-Z(s)} =

= % Var[Z(s + h)] + % Var[Z(s)] — Cov[Z(s + h),Z(s)]. (3.10)
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Pode-se demonstrar que sob estacionaridade de segunda ordem, a Var[Z(s)] =
Cov[Z(s),Z(s)] = k[0], e que, portanto:

1 Var[Z(s + h)] +1 Var[Z(s)] Cov[Z(s + h),Z(s)]
K

k[0]

y(h) = x[0] — x(h). (3.11)

Observa-se que a hipétese intrinseca € mais geral do que a hipdtese de segunda ordem
e, por essa razdo, é a hipotese preferida na Geoestatistica. De fato, ndo h& necessidade de se
impor a estacionaridade de 22 ordem, entdo, para a apresentacdo da abordagem geoestatistica
classica (AGC) somente a HI sera pressuposta. Para a abordagem do campo aleato6rio gaussiano

(ACAG) também ndo € necessario impor-se a estacionaridade de segunda ordem, visto que a
e N . 1 1

definicdo de o;; = Cov[Z;, Z;] é dada por: Cov[Z;,Z;] = S Var[Z] +5 Var[Z;] — y(h;;).

Observe apenas que seria necessario conhecer Var[Z;], Vs;. Para evitar que as demonstracdes

desta tese exijam o conhecimento de Var([Z;], o que e irreal na prética, sera adotada, sem perda
de generalidade, a estacionaridade de 22 ordem, em vez da HI.

3.3.2 Semivariograma

A principal ferramenta para se realizar a andlise estrutural, isto €, para se analisar a
dependéncia espacial, & o semivariograma, que € a funcdo das semivariancias em funcéo dos
h’s. Dessa forma, conhecer suas caracteristicas se torna primordial em qualquer estudo
geoestatistico.

Com ja dito, a semivariancia y (h) é uma estatistica que mede a dependéncia espacial

de uma variavel Z, calculada entre dois pontos separadas por um vetor distancia h;; = s; — s;:

1 2 1

Esta pode ser estimada através do meétodo dos momentos pelo estimador classico de
Matheron (1963) dado por:
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7(hij) = 2N(hl]) Z [z, -z, (3.13)

VS8
tal que
|sj=sil=hij

em que N(hl-j) € 0 numero de pares de valores medidos entre Z; e Z; separados por um vetor
h;; (JOURNEL; HUNUBREGTS, 1978). O semivariograma também € a denominagdo da
representacdo grafica da fungdo semivariancia dada em funcéao das distancias. Um exemplo para

um semivariograma tipico, com caracteristicas muito proximas da ideal, pode ser observado

pela Figura 3.7.

Figura 3.7 - Parametros de um semivariograma tipico.

Semivariograma tedrico
7(hyj) ]
Alcance (a) Semivariograma experimental

s

A
Y

Contribuicdo (C;) Patamar (C)

Efeito pepita (C,) +

Fonte: Journel e Huijbregts (1978).

Na Figura 3.7 podem ser observados 0s seguintes parametros:

a) Efeito pepita (Cy) - é o0 valor da semivaridncia na origem (hl-,- =0), sendo que
deveria ser zero ja que a variancia de um valor amostrado com ele mesmo,
teoricamente, é zero. Entretanto, nem sempre o semivariograma proximo a origem
é zero, ja que em alguns casos essa semivariancia sofre uma descontinuidade. As
razOes para essa variagdo podem ser erros no processo de amostragem ou ainda a
existéncia de uma variabilidade em uma escala menor do que a amostrada, entre
outros fatores;

b) Contribuicdo (C; = C— C,) - é a diferenca entre o patamar (C) e o efeito pepita
(Cy), ou em termos préticos, é o percentual da variacdo dos dados que é explicado

pelo semivariograma.
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c) Patamar (C = Cy + C;) - é o valor no qual a semivariancia tende a alcancar seu
valor m&ximo e se estabilizar, sendo uma estimativa da variancia dos dados.

d) alcance (a) - é a distancia limite para a dependéncia espacial, ou seja, ponto a partir
do qual ndo existe mais dependéncia espacial entre as amostras.

As razbes para a escolha da funcéo semivariograma sao:

a) a funcdo semivariograma y(h) é uma funcdo mais geral do que a funcdo
covariograma k(h), conforme demonstrado na se¢éo 3.3.1.
b) A funcdo semivariograma y(h), ao contrario da funcdo covariograma k(h), ndo

depende do conhecimento da média.

Apesar de que a ACAG pode ser feita pressupondo-se a hipotese intrinseca, por
simplicidade e por facilidade matematica, todas as dedugdes apresentadas nessa tese serdo feitas
com base na k(h), isto é, pressupondo-se estacionaridade de segunda ordem. Deve-se ressaltar
que restringindo as deducdes para o caso da estacionaridade de segunda ordem esta produzira
férmulas que serdo validas somente para esse caso, mas que, as ideias apresentadas terdo

validade geral, isto é, serdo validas, também, para o caso da hipotese intrinseca.

3.3.3 Melhor preditor linear ndo-viesado (BLUP)

Dando-se continuidade & busca por uma funcdo f(Z,,Z,, -+, Z,) que seja um preditor
de Z, desconhecido, f(Zy,Z,,++,Z,) = Z,, interessa que esse preditor seja o melhor preditor
possivel e, por essa razdo, algumas restricdes se fazem necessarias. A principio, a funcéo f

poderia ser de qualquer tipo, linear ou ndo linear. Por exemplo, poderia ser:
f(Z1,Zy,-,Zy) = Z1€%2 + cos Z5 ... (Zp_1)?n.
O problema de f ser de qualquer tipo é que seria muito dificil, sendo impossivel, achar
a melhor funcéo f para predizer Z,. Por causa disso, restringe-se este estudo ao conjunto das

funcBes f que sdo combinacdes lineares dos Z,,Z,, -, Zy,, isto €é:

f(Zl,Zz,"',Zn) = ao + alzl + azzz + -+ anZn ou
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n
f(erZZr"'an) =4y + z aiZi- (314‘)
i=1

Uma segunda restri¢éo a ser imposta ¢ a condicio de nio-tendenciosidade para Z,. Isso
implica que o erro de predigdo € = Z, — Z,, que é a diferenca entre o valor real e o valor predito,

seja em média zero, isto é:
Ele] = E[Zy — Z,]| = 0 = E[Z,] = E[Z,]. (3.15)

Finalmente, vai-se aplicar a terceira restricdo: a variancia do erro de predicao deve ser
minima, isto é, Var[Z, — Z,] = minima. Geralmente utiliza-se 0 Erro Quadratico Médio
(EQM) para avaliar a qualidade de preditores, entretanto, quando um preditor é ndo-viesado o
EQM é simplificado e se iguala a variancia desse preditor (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974).

Sendo veja-se:
EQM(Zo — Z) = E[Zo — 2]’ (3.16)

Note que:
n 2
Var[Z, — Z,| = E[Z, — 20]2 - [M] =E[Z, - 20]2, ou seja, pelo fato de Z,
0
ser ndo-viesado, a variancia do erro de estimacdo é igual ao erro quadratico médio EQM.
Logo:

Var[ZO - Zo] = E[ZO - Zo]zé minimo.

Vai-se desenvolver a Var[Z0 - 20] para ver como é sua expressdo em funcéo dos pesos

a;'s. Entdo, substituindo-se a equagdo (3.14) em (3.16), tem-se:

n 2
Zy— (ao + Z aiZl->]
i=1
n n 2
Var (aq,+,a,) = E|Z2 — 2Z, (ao + Z aiZi> + (ao + Z aiZl->

i=1 i=1

Var (ag, -+, a,) = E[Z, —20]2 =E
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n n n n
Var (ag,***,a,) = E|Z2 — 2a,Z, — 22 a;Z;Zy + a3 + 2a, Z aiZ; +Zz ajaj Z;Z;

i=1 i=1 i=1j=1

Var (ag,**+,an) = E[Z§] — 2a4E[Z,] — 2 z aiE[Z;Z,) + E[a§] +

=1
n n n
i=1 i=1 j=1
Sabe-se que:
Cov|Z;, Z;] = E[Z,Z;] — E[Z]E[Z;]. (3.18)

Como E[Z;] =y e E[Zj] = pj, entdo, pode-se reescrever a equacao (3.18) da seguinte
forma:

E[Z,Z;] = Cov[Z;, Z;] + wi;. (3.19)

Substituindo-se a expressao (3.19) na equacao (3.17) e considerando que Cov[Zi, Zj] =

k(h;;) = o), Cov[Z;, Zy] = a3, que Cov[Zy, Zy] = oy € que E[Zy] = po, temos:
n

Var (ag, '+, a,) = 0o + Hollp — 2agHp — ZZ a; {00 + Wiko} + af + 2a Z ajp +

i=1 i=1
n n
+Zz aia {0y + win}

i=1j=1

n n n n
Var (ag, -+, an) = 0pg + 1§ —Zzaiffio —ZuOZ 1H1+Zzaiaj0ij +
i=1 i=1 i=1 j=1
n
+231H1231 K~ Zaouo+ao+2302 ajl.

i=1

Como Xi; aj; = X7-, aj W, Chega-se a expresséo geral para 0 EQM dada em (3.20):
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n o n n
Var (ao;"';an) = 0go T zza a] O—lj <z al”l) - Zzal Oip — 2“—0231 Hi +

+us — 2agug + a3 + Zao ajl;. (3.20)
i=1

E importante destacar que somente pela imposicdo da linearidade, da n&o-
tendenciosidade e da variancia minima é que a AGC pode garantir que o preditor seja um
preditor linear ndo-viesado de variancia minima, ou seja, que a funcio f(Zy,Z,, -, Z,) = Z,
seja um BLUP.

3.3.4 Predicao linear univariada

E a partir da expresséo (3.20), expressdo geral para a Var[Z0 — ZO] dado em funcdo dos

ponderadores a;, comi = 0,-:-,n e das caracteristicas do campo aleatério em estudo, que se
deduzira pela AGC os sistemas de krigagem para as krigagens univariadas: krigagem linear

ordinaria (KLO) e krigagem linear simples (KLS), apresentadas nessa secao.
3.3.4.1 Krigagem linear ordinaria (KLO)

A krigagem linear ordinaria (KLO) é caracterizada por um campo aleatério no qual a
variavel principal Z possui média desconhecida e é considerada constante. Assim, assumindo-
se a primeira parte da hipotese intrinseca (HI), tem-se que: u; = p; = uo =y, € COMO

consequéncia a expressao (3.20) ficara igual a:

n n n 2 n n
Va?"(ao,'",an)=Uoo+ZZala]% (Z%H) —Zzaiaio—zuz:aill‘F

i=1j=1

+u? — 2agu +a3 + 2aOZaiu

i=1

n n n n
Var (ag,:+,a,) = 0gp + ZZ ajaj oy + p? (Z al> - ZZ aj 0jp — ZHZZ a; +

i=1j=1 i=1 i=1 i=1



65

+u? — 2agu + a3 + 2agu

n
dj.

=1

A inclusdo da primeira parte da HI mais a imposi¢do da nédo-tendenciosidade implica

que Y, a; = 1, assim:

n

Var (ag, -+, a,) = gy + Z

n n
2 _
ajaj 05 — ZZ ajo;p + a5 = f(ag,+,ap).  (3.21)
i=1 ]:1 i=1
Deve-se minimizar a expressdo (3.21), mas ha uma restricao sob os a;s: Y./, a; = 1.
Logo, deve-se fazer essa minimizacgéo sob tal restricdo. A técnica utilizada é multiplicadores de
Lagrange, ou seja, cria-se uma nova funcdo g que engloba a f e a restricdo ao mesmo tempo, e

minimiza-se g:

n

g(aOJ"'Jaan) :f(aO""'an) —2b Zai -1,

i=1
ou seja, a nova funcdo g(ay, -+, a,, b) pode ser escrita como em (3.22):

n n

n
Var(ag,+,a,, b) = 0y + Z a;a; o;; — ZZ a; ojo — 2b Z a;—1]+a3. (3.22)
' i=1

n
i=1 j=1 i=1

Agora, sim, minimiza-se (3.22) em relacdo a a,, a4, a,, -, a, € b. Note que, 0s pesos
serdo trocados de a;s para A;s e de b para v, porque serdo igualados a zero, isto &, 0s A;jse 0 v
serdo 0s pesos que minimizar&o.

Para que a variancia de predi¢do seja minima calcula-se a primeira derivada parcial da

funcdo Var (ay, -+, a,, b) em relacdo a a,, igualando-a a zero:

a Var (aOl'“'aTli b) _
dag B

0,

de onde A, = 0. Novamente calcula-se a primeira derivada parcial da fungdo Var (ay, -+, a,, b)

agoraem relagdo a a,.
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d Var (aOr 0, 0y, b)

aa = 2a10'11 + 2“2012 + e + Zan0'1n - 20-10 - Zb-
1

Logo em seguida, iguala-se a zero a primeira derivada parcial resultante do passo

anterior e se obtém a primeira equacgdo do sistema de equacdes para a krigagem linear ordinéria.

2)\10'11 + 2)\20'12 + -+ 2)\710-1‘” - 20-10 - 2V = 0

}\10'11 + }\20'12 + -+ 7\n0'1n -V = 0'10.

Repetindo-se o processo para os demais a;'s e b chega-se as demais equacdes do

sistema:
dVar (ag,+,a,,b)
a
20051 + 2X,055 + -+ 2A,05, — 2050 —2v =0

= 2a10-21 + 2a20'22 + -+ ZanGZn - 2(720 - 2b

}\10-21 + )\20-22 + -+ }\nO'Zn —V = 0y9-

dVar (aOJ"';an; b)
an

2)\10-711 + 2}\20-“2 + -+ 2}\710-7171 - 20-110 —2v=0

- 2a10'n1 + 2a20'n2 + -+ ZanO'nn - 20’n0 - Zb

MO + 2505, + -+ A 0pp — V = Oy

a Var (all Ty a‘l’ll b)
b
—2Ay — 2hy — - — 2A, = =2

MAA+ o+ A, =1

=—2a; —2a; —--—2a, +2

Tem-se entdo, ao reunir-se as equacOes obtidas do processo de minimizacdo da

Var (ay,-*+,a,,b), um sistema para a krigagem linear ordinaria com (n + 1) incognitas

Ay, -+, A, v) € (n+ 1) equacles:

110-11 + /120-12 + -4 Ano-ln —V = 0—10 ZAO-U —V = O-l'Oli = 1, s,
110_21 + /120’22 + -4+ AnO_Zn —V = 0y =
4ot =<, (3.23)
l/llo-nl + A20n + o+ ApOpn — vV = 0y Z}L =1
— J ’
A+ 2y + ot 2y =1 4
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em que A; € o peso de krigagem para o ponto s;, g;; = Cov(Zi, Zj) sdo as covariancias entre as
variaveis Z nos pontos observados s; e s;; g;0 = Cov(Z;,Z,) sdo respectivamente, as
covariancias entre as varidveis Z no ponto s; observados e a varidvel Z no ponto s, ndo
observado, e v ¢ o multiplicador de Lagrange. Observe que 0s pesos A;'s de krigagem sdo
apresentados acima numa forma escalar, pela resolugdo do sistema de equagdes pode-se

também escrever o sistema dado em (3.23) em forma matricial:

011 012 = Om 1 [A1] [0'10]

[|O21 O22 =+ O2n 1 I I /12 I | 079 |

[Gnl On2 ** Opp 1J ll/{n | |lO-;IOJ|
L1 1 Omenxmen) E=vminxa 1 2t

Assim, para encontrar-se 0s pesos de krigagem, € preciso inverter a matriz

(n+ 1) x (n + 1). Para tanto, particiona-se as matrizes acima:

[F11 %12 Oin i 1 [A1] O10
[z 1 |0-21 ()) Oon ElI I:A] IAZ I [o.} |O'20|
Z* “,‘:‘“ = E : : , A* =|---] = : ,0'* = |- = E .
10 [_0_@1____“11_2 _______ Onn_:1 } - [AnJ ! [‘_’nQJ

11 1 iy 1

Pode-se, entdo, reescrever o sistema para a KLO em linguagem matricial como £* A* =

o, isto é:

em que X é a matriz (n x n) de covariancias, A é o vetor (n x 1) com os pesos da krigagem
linear ordinaria, o € o vetor coluna (n x 1) respectivamente, com as covariancias entre as
variaveis Z nos pontos observados s; e as variaveis Z no ponto ndo observado s, e v é 0
multiplicador de Lagrange. Os pesos de krigagem sao obtidos resolvendo-se o sistema matricial

dado por:

ESEYEAR ) (3.24)
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Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017) apresentam todos os detalhes da
técnica de inversdo de matrizes particionadas, por essa razdo apresenta-se aqui apenas o seu

resultado, ou seja,

1211z 1—-3-111'x1: x11

_ 'y—1 ry—1

eyt = YT o el Bttt
10 1’51 E 1

| 1311 EET=E1

[Z 127! -z 112" | 1
[/1] I 1’311 1T IF,]
s ol Et it Ammmmmmoe il
e
1’311 L1311

resulta em
~ a'z—111'>:-1+ 1'x1
1'x-11 1'x-11

o' 11 1
1'x-11 1’z 1

e 0s pesos para o preditor de krigagem ordinaria seréo:

o'r 111’z N 1'z71
1’211 1211

A’;(LO = O"Z_l - (325)
Ressalta-se que para se comparar a AGC com a ACAG vai-se explicitar aforma dos 4's.
Dessa maneira, o preditor de krigagem linear ordinaria obtido pela abordagem geoestatistica

classica (AGC) sera:

¢'z-111's"!  1'z!
Z. (3.26)

ZO(KLO) = A;(LOZ = <0J2_1 - 1'x-11 + 1's-11
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Note que, a funcdo dada em (3.26) é o preditor que se esta buscando, isto €, para um

campo aleatério sob HI, com média paramétrica desconhecida e constante, o melhor preditor

linear de variancia minima (BLUP) é ZO(KLO).

O proximo passo serd obter a variancia para o erro de predicdo da KLO, que

denotaremos por aOZ(KLO). Assim, rearranja-se as primeiras n equagoes do sistema linear dado

em (3.23), isto é:

n
Z)\]O'U = Ojp + v.
j=1

Substitui-se (3.27) na expressdo (3.22) tem-se:

n
7\127\]01] 227‘ Gio + A2

M:

2 —
Oo(kLo) = Ooo t

1l
oy

i

n
O4kL0) = Too + z Ailop +v] —2 Z Aoy + A5
i=1

i=1

n n n
Gg(KLO) = Opo + Z)\l Ojo + Z)\iv - 22)\1 Oio + )\(2)
i=1 i=1 i=1

Como Y, A =1eA, =0, tem-se:

n n
2
Oo(kLo) = Oo0 t Z Aoy +v—2 Z A 0ip.
i=1 i=1

Entdo, a variancia para a krigagem linear ordinéria sera:

2 _
Oo(kLo) = 900 — 27\1 Ojp +V
i=1

ou em notacdo matricial:

2 _ 9!
Oo(kLo) = T00 — AkLoO + V.

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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_ , o1 o'z7t11'z7t 1zt R
Substituindo-se Ak = 0’27 — i1 T gy €M (3.29) chega-se a forma

matricial final para a variancia de krigagem para a KLO:

X 111'x ¢ 1'X7'¢

1'z-11  1'Z-11° (330)

2 _ ry—1
O-O(KLO) =0gg— O o+

Observe que, estimado aOZ(KLO), seu valor representa a menor variancia obtida dentre

todos os preditores lineares ndo-viesados, isto &, esse é o preditor linear com menor erro de

predicao.
3.3.4.2 Krigagem linear simples (KLS)

A krigagem linear simples se diferencia da krigagem linear ordinaria pelo conhecimento
da média paramétrica da variavel principal Z em todo o dominio D, isto é, a média é conhecida
e se esta admitindo que ela também seja constante em todo o dominio.

Dado que o processo de minimizagéo da funcio f(Z,Z,, -+, Z,) = Z, € semelhante ao
processo de minimizacdo apresentado para a KLO para todas as krigagens, para evitar
repeticdes desnecessarias, daqui em diante vai-se apresentar direto o sistema de equacgdes
obtido. Assim, para a krigagem linear simples (KLS) o sistema de equacdes possui (n + 1)

equacdes e (n + 1) incognitas, isto é:

( Ao+ Aipy + Aoup + o+ Mgy = o

M0o11 + 4,095 + -+ 4,01, = 019

4 /11021 + 120-22 + -+ AnO-Zn = 020 ou
+ vee +

\ Alcnl + Azcnz + -+ an'nn = 0-n0

r n
Jo+ ) Matti = Ho
i=1

. (3.31)
ZA]GIJ = O'io,i = 1,---,n,
\j:l

em que A; € o peso de krigagem para o ponto s;, o;; € a covariancia entre os pontos s; € s;, ;o

¢ a covariancia entre 0 ponto ndo observado s, e 0 i-ésimo ponto observado s;. Observe mais
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uma vez que os pesos A;'s de krigagem sdo apresentados acima numa forma escalar, pela
resolucdo do sistema de equacBes pode-se também escrever o sistema dado em (3.31) em forma

matricial:

[1 i Hz ot Hn [lo] [Ho]
|0 o041 O12 = O1n| A 010
[0 021 022 - O rz =020
lO On1 On2 = GnnJ(n+1)x(n+1) An (n+1)x1 lo_" J(n+1)><1

Assim, para encontrar-se 0s pesos de krigagem, € preciso inverter a matriz

(n+ 1) x (n + 1). Para tanto, particiona-se as matrizes acima:

l[(l)_i_lfz____a‘_‘z _______ ’; tl_]l l[je]l I[(l;O}
- | 011 12 1n 1 10
= [El)--l-%-] =10 1021 022 O |, A = fl_o_] =|1,|,0" = [%?—] = |020i

[O :Gnl On2 O-nnJ [AnJ lO_nOJ

*

Dessa forma, o sistema de krigagem simples em linguagem matricial serd £* 1* = a”,

ou ainda:
_1__Ly_’] [A] = 1<), (3.32)

em que X € a matriz (n X n) de covariancias, A é o vetor coluna (n x 1) com o0s pesos da
krigagem linear simples, o é o vetor coluna (n X 1) com as covariancias entre o0 ponto ndo
observado s, e 0s pontos observados na amostra, u, e A, sS40 a média e o peso de krigagem no
ponto s,.

Para se achar os pesos de krigagem € preciso inverter a matriz £*, cuja técnica de
inversdo pode ser encontrada em Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017), como dito

anteriormente. Assim, (Z*)~1 sera:
1 1—1 :_ ry—1
(Z* -1 _ I:_l__i_l_'l_] = []_'_il____;___:l_

Portanto, a solucdo do sistema (3.32) sera:
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- B

Al ot g1 llo
PEQ] i
A o'x?!
o AO = ‘uO - 0',2_1H EAKLS == 0',2_1. (333)

Dessa forma, o preditor de krigagem linear simples obtido pela abordagem
geoestatistica classica (AGC) seré:

Zowrs) = Ao + AkisZ = po — 'S u+ 6’3712 (3.34)

As primeiras n equacdes do sistema linear dado em (3.22) podem ser rearranjadas como:

n
Z}\JO'U = 0Ojp- (335)
j=1
Substituindo (3.35) na expressao (3.31) chega-se a:
n n n
TokLs) = Too + Z A Z Ajoy; — 2 Z A oi0 + A§
i=1  j=1 i=1
n n
Gg(KLS) = 0Opo + Z Aj0jp — 2 Z Aoy + 25
i=1 i=1
n
2 — 2
OokLs) = Ooo — Z Aioio + A5.
i=1

Como A, = 0, a variancia para o preditor de krigagem simples seré:

n
Ug(KLs) = 0O0po — Z Aigjo, (3.36)
i=1

que em notacdo matricial é dada por
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ag(m) = 0y9 —A'0.
Substituindo 0 A'x; s = 6’271 nessa expressdo tem-se:
OkLs) = Ooo — 0’27 0. (3.37)

Journel e Huijbregts (1978) e Santos (2010) demonstram geometricamente que a

seguinte desigualdade € verdadeira:

X 111'x ¢ 1'X7lo

2 _ ry—1 2
O-O(KLO) - 0-00 _20- z o+ 1,2_11 - 1,2_11 Z O-O(KLS)' (3.38)
O0(KLS) Termo

Logo, tem-se que:
o't 1117 l¢ 1'r7'e
- >0,
1'x-11 1'x-11

isto é, o termo € ndo negativo.

3.3.5 Predicéao linear multivariada

A principal questdo que se busca responder com este estudo é: “como introduzir
variaveis auxiliares na krigagem garantindo-se que os preditores de krigagem mantenham suas
caracteristicas? Isto €, como garantir que esses preditores sejam no minimo um BLUP?”. Sabe-
se gue estudos reais normalmente envolvem mais do que uma variavel, pois a informacao
disponivel em um fendmeno natural raramente é limitada por valores assumidos por uma Unica
variavel.

Uma razdo de natureza préatica para a utilizacdo de varidveis auxiliares, apontada por
Journel e Huijbregts (1978), é o fato de que nem sempre a densidade de amostragem da variavel
principal é suficiente para garantir predicbes com uma precisdo aceitavel. Afirmam que a
incluséo de variaveis auxiliares espacialmente correlacionadas e mais densamente amostradas

podem garantir a preciséo exigida.
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Entretanto, Isaacks e Srivastava (1998) asseveram que as varidveis auxiliares,
normalmente, sdo espacialmente correlacionadas com a variavel principal e que esta é uma
informacao Util. Assim, parece ser razoavel que a utilizacdo dessa informacéo adicional, de uma
variavel auxiliar espacialmente correlacionada, possa reduzir a variancia do erro de predicéo.
Esta é, sem duvida, a razdo para a inclusdo de varidveis auxiliares na krigagem. No entanto,
resta a davida de como incluir essa informacéo auxiliar de tal modo que se garanta uma predicdo
otima.

Nesta subsecdo, serdo apresentados trés caminhos apontados pela literatura
Geoestatistica para a inclusdo de variaveis auxiliares, a saber: krigagem linear universal (KLU),

krigagem com regressdo (KR) e cokrigagem (CK).
3.3.5.1 Krigagem linear universal (KLU)

Caso 0 campo aleatério ndo atenda a hipdtese de estacionaridade de primeira ordem,
isto é, exista tendéncia, a informacdo das coordenadas espaciais pode ser utilizada como
informacdo auxiliar (MATHERON, 1969). Geralmente, a tendéncia ou deriva é representada
por um modelo linear polinomial nas coordenadas e, por essa razéo, recebe o nome de deriva
interna (Internal Drift). Portanto, admitindo uma funcéo de grau k das coordenadas conhecidas

em qualquer ponto do dominio, define-se tendéncia ou deriva como:

p

Wi = Z A fris (3.39)

k=0

em que f; € a funcdo de grau p e a; é o k-ésimo coeficiente desconhecido. O preditor para a

krigagem linear universal (KLU) é:

n
ZO(KLU) = Z Al'Zi. (340)
i=1

Aplicando-se o critério de ndo-viés tem-se:

E[ZO(KLU) - Zo] = E[ZO(KLU)] - E[Zo]
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n
E[ZO(KLU) - Zo] =E lz NZ;
i=1

~ElZo] = ) AFIZ] - ElZ]

n
E[ZO(KLU) - Zo] = z Aipy —po =0 (3.41)

=1

Substituindo (3.39) na expressao (3.41) tem-se:

n 14
E[ZO(KLU) - Zo] = Z A Z Axfri — ax fro

p
i=1 k=0 k=0

P n
E[ZO(KLU) - Zo] = Z Ay [Z Aifei — ka] = 0.
k=0 i=1

Entdo a condi¢do de ndo-viés serd assegurada pelas p + 1 restri¢oes de (3.42):

n
D A =fer  k=01p, (3.42)
i=1

Para a minimizacao da Var(Z0 — ZO(KLU)), deve-se levar em consideracdo as p + 1
restricdes obtidas em (3.42). O que seré feito pelo formalismo de Lagrange, entdo, incluem-se

as p + 1 restricdes na expressao da Var(ZO — ZO(KLU)) da seguinte forma:

p n
Var(ZO - ZO(KLU)) =E [(Zo - ZO(KLU))Z] + Z Ay [2 Aifei — fko]- (3.43)
k=0 i=1

Obtém-se as n+ p + 1 equacbes do sistema de equacdes para a krigagem linear
universal (KLU) dado em (3.44):
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(Mfor + A2f02 + -+ Anfon = foo
Aifin + Aafiz + -+ Anfin = fro
+...+
Alfpl + /12pr + -+ Anfpn = fp()
< (3.44)
A011 + 42015 + -+ Aq01n — Vofor — Vifi1 — = Vpfp1 = 001
A1031 + 43055 + -+ 1,020 — Vofoz — Vifiz — = — Vpfpz = 0oz
+...+
\A10p1 + 42005 + -+ An0nn — Vofon — Vifin — - — fopn = Oon,
ou, ainda,
n
(
D M =feor k=0
i=1
n 14
LZAjO'l’j—Zkaki:O'Oj, l—1,' ,n,
=1 k=0

em gue v é o multiplicador de Lagrange. Note mais uma vez que os pesos A;'s de krigagem sdo
apresentados acima numa forma escalar, pela resolucdo do sistema de equacgdes pode-se
também escrever o sistema dado em (3.44) matricialmente, particionando-se as matrizes X*,

A*e o”, como segue:

[011 O1n Efo1 fp1]

¥ [Z_i_!"_] _|%n1_ e g nn_i_fpn _______ fon
F’! 0 f01 fOn: 0 0 ’

o w0 o

/11 0o1

/1' :
A .oy _|oon
A —[‘_‘;,‘]'— —v; ) ] _[f]_ilf(.)OJ
v, fop
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A solucdo para o sistema de krigagem linear universal (KLU) £*A* = a”, sera dada por:

5] =toal [f]' (3.45)

Apesar da inversdo de uma matriz particionada ndo ser direta apresenta-se apenas sua

solucéo, para detalhes consulte Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017). Dessa forma,

-1 _ P_:_:_F]‘l _ [2—1 — XIF(F'ZF)IFE 7t ETIF(FETIR) Y
(F'’2~F)"1F'z?  (-F'EiH)?
Substituindo-se (£*)~! em (3.45), tem-se:

[ A ] _ [2_1 — ZIF(F'L'F)7F'E ! x” 1F(F’ZI 1F) [f]

[_,1] o' - T WF(F'EIF)IFE 1+ f(FX 'F)F'x!
X IF(FEIF) 1 - fF(f1F)?
Assim, o vetor de pesos para a krigagem linear universal Ag; ;, Sera:
Ay = ' 21— 'S IF(F'EIF)"1F'2 "1 + f/(F'2'F)"1F'2 ! (3.46)

e o preditor linear de krigagem universal sera:

[6'21— 'S IF(F'27IF)"F'E~ 1 + f/(F27'F)"1F'27!]
ZokLyy = AkLuZ = \ Y 'z, (3.47)
i(LU

A variancia de krigagem para a krigagem linear universal é obtida de forma equivalente
a utilizada para obter a variancia de predicao para a krigagem linear ordinaria. Dessa forma,

apenas apresentamos seu resultado dado pela expresséo (3.48).

OokLyy = 000 — 0'E 0 + 'L IF(F'EIF)IF'E™! — f'(FZ7'F)"'F'X 0. (3.48)
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De igual maneira, Journel e Huijbregts (1978) e Santos (2010) demonstram

geometricamente que a seguinte desigualdade é verdadeira:

o'27FF'E!  f'F'i e

2 _ e—1 _ 2 2
OokLy) = Ooo —O L™ O F'Y-1F F'YX-1F = 00(kL0) = O0(KLS)"
2
O0(KLS) Termo

Logo, tem-se que:

oL 'FF'E' fFEo  o'3TIET l'z-la>0
F'S-IF FE1F = TIZ-1 Iz <

isto é, 0 termo é n&o negativo e ok ) = TokLoy = TgkLs)- NOte entdo que, o preditor de
krigagem linear com menor variancia de krigagem € o da KLS, seguido pelo da KLO e depois
pelo preditor de KLU.

3.3.5.2 Krigagem com regressao (KR)

O preditor de krigagem linear ordinaria (KLO), apresentado a seguir, € um exemplo de

um preditor linear univariado:

Hengl, Heuvelink e Stein (2004) ponderam que a utilizacdo de técnicas de regressao
podem ser uma alternativa a krigagem, pois modela a relacéo entre a varidvel principal e uma
varidvel auxiliar que seja correlacionada nos locais onde somente a varidvel auxiliar é
conhecida. Geralmente essa variavel auxiliar € uma variavel ambiental também medida na
regido amostrada e, por essa razdo pode ser utilizada como informacéo auxiliar externa para
implementar a precisdo no processo de predi¢do. Conforme McKenzie e Ryan (1999), variaveis
ambientais comumente utilizadas como variaveis auxiliares sdo: modelos de elevacéo digital,
imagens de sensoriamento remoto e mapas geologicos, do solo e de uso terrestre, dentre outras.

Observe pela expressdo a seguir, que a predicdo feita pela regressdo também é uma

média ponderada, s6 que neste caso das variaveis auxiliares, assim,
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P
2y = Z Bi-fis  foo = 1. (3.49)
k=0

Hengl, Heuvelink e Stein (2004), ainda, afirmam que a krigagem com regressao (KR)
combina essas duas abordagens nas quais a regressdo € utilizada para ajustar a variacao relativa
a tendéncia, parte deterministica do modelo, e a krigagem linear simples (KLS) com esperanca
nula é utilizada para ajustar os residuos de regressdo, parte estocastica do modelo de regresséo
linear geoestatistico. Assim, a predicdo é feita separadamente para a tendéncia e para 0s
residuos e, logo em seguida, esses componentes sdo somados. Entéo, o preditor para a krigagem

COM regressao seré:
ZO(KR) =fo t+ & (3.50)

na qual fi, € o componente deterministico ajustado e &, é o residuo interpolado. O preditor para

krigagem com regressdo, ainda, pode ser escrito como:

P n
Zokr) = Zﬁkfko +Z/1i€ii foo=1; i=1,-,n, (3.51)
k=0 i1

em que S, sdo os coeficientes do modelo de tendéncia estimados pela regressao, fiq é 0 valor
da k-ésima variavel auxiliar em local ndo amostrado, p € o numero de variaveis auxiliares, A;
sd0 0s pesos de krigagem para 0s residuos de regressao e €; sao 0s residuos de regressao.

Se os coeficientes do modelo de tendéncia sdo obtidos pelo método de estimacdo de
minimos quadrados ordinarios, a covariancia entre os residuos e a tendéncia estimada é
considerada zero. Isso é razoavel desde que os residuos de regressao (obtidos por MQO) sejam
ortogonais, isto €, quando as varidveis aleatdrias sdo normais com média zero e variancia
constante.

Entretanto, para os demais casos, conforme Cressie (1993) para que a correlagéo
espacial dos residuos seja levada em conta no processo de estimacdo dos coeficientes para o
modelo de tendéncia e se tenha um preditor 6timo, 0 método de estimacdo adotado deve ser o

de minimos quadrados generalizados (MQG), assim:

Bmoc = (F'Z71F)71F'x;1Z, (3.52)
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em que X, é a matriz de covariancias dos residuos, dada por

Cov(ey, 1) Cov(ey, &) Cov (e, &)
3, = C ov(e?, &) C ov(e:z, &) ) C ov(fz, &) | (3.53)
COU(Sn, 31) COU(&n, 82) COU(En, gn)

Assim, em notacdo matricial o preditor linear para a krigagem com regressao sera:

Zowr) = ' Buoc + AkgrE, (3.54)

ou, ainda,

ZO(KR) = f’EMQG + A}(R(Z - F’BMQG)' (3.55)

em que Axr = '3, f é o vetor com (p + 1) X 1 observacdes das variaveis auxiliares no
local ndo amostrado, [?MQG é o vetor com (p + 1) x 1 coeficientes de regressdo estimados por
MQG para 0 modelo de tendéncia, Agr € 0 vetor com 0s n pesos de krigagem usados para
interpolar os residuos e & € o vetor com 0s n residuos de regressdo. Portanto, somente com uma
estimacdo de minimos quadrados generalizados (MQG) teremos o melhor preditor linear ndo-
viesado e de variancia minima (BLUP).

E importante destacar que a estimac&o dos residuos é um processo iterativo devido ao
desconhecimento das verdadeiras covariancias. Assim, primeiro o modelo de tendéncia é obtido
pelo método de minimos quadrados ordinario (MQO); entdo, a funcdo covariancia dos residuos
é utilizada para obter os coeficientes pelo método de minimos quadrados generalizados (MQG).
Estes sdo utilizados para recalcular os residuos e assim sucessivamente. Caso 0 processo de
estimacdo da tendéncia feita por MQO né&o seja repetido usando MQG, tem-se estimativas
viesadas.

De acordo com Chilés e Delfiner (2012), a variancia do erro de predi¢do para a krigagem

com regresséo pode ser escrita como:

Ug(KR) = ¢ {fo} + 05{éo}, (3.56)
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em que oi{fl,} é o erro de predicdo referente a tendéncia, oZ{&,} é a variancia de krigagem

para os residuos da regresséo, gy, = (Co + C;) € cuja expressdo seré:

f(F'EF)f N 0go —0'X;'a

) (3.57)
0'02{120} Gg{éo}

Oo(kR) =

em que f é o vetor (p + 1) x 1 com as observacOes das variaveis auxiliares no ponto s, e cq é
o vetor (p X 1) com as covariancias entre os residuos da variavel Z nos pontos observados s;

e a variavel Z no ponto s, ou seja,

qo = [400, 901, 902, » Gonl’ € €0 = [Co1, Co2, -+, Conl'

A expressdo mais utilizada para calcular a varidncia de predicdo para o residuo e a
tendéncia, levando-se em consideracdo a covariancia entre a estimativa da tendéncia e 0s
residuos, € a variancia da KLU (CRESSIE, 1993), ou seja,

O5kr) = 000 — 0’2 0+ (f —F'2;10) (FZ'F) 7 f(f' — F'E;'0). (3.58)

Hengl, Heuvelink e Rossiter (2007) provam a equivaléncia entre a krigagem com
regressdo (KR) e a krigagem linear universal (KLU), partindo da krigagem com deriva externa
(KDE), a qual de acordo com Wackernagel (2013) é um caso particular de krigagem linear
universal (KLU).

Dado que o preditor de krigagem com deriva externa é dado por ZO(KDE) = Axpg Z, 0S
pesos de krigagem (Agxpgp) Sdo obtidos pela solucdo do sistema dado em (3.58)
(WACKERNAGEL, 2013):

zs_l | F AKDE — q
[ ] e - (7 359
em que v € o vetor com os multiplicadores de Lagrange. Este sistema resulta:

{Z;l){KDE + Fv =0 ¢ (360)

F,;{KDE =f.



82

Observe que o sistema mostrado em (3.59) é equivalente ao sistema obtido pela KLU
em (3.45). Disso segue que:

F,A‘KDE ES F,zg_lo- - F,zg_va (3.61)

e, portanto
v = (FX;'F)"'F'3; 1o — (F'X;1F) o, (3.62)

em que a identidade F'Axpz = f foi utilizada. Substituindo v na equacédo (3.60) mostra-se que

0S pesos para a krigagem por deriva externa sao:

Akpr =210 — X 'F[(F'E;'F)7'F'E e — (F'E;TF) 7],
Axpe = Z: o+ F(F'E;'F)1(f — F'E;lo)]. (3.63)

Voltando a krigagem com regressdo. Retomando a equacdo (3.54), o vetor dos
coeficientes de regressdo estimados por minimos quadrados generalizados (MQG) que é dado

por:
Bmqs = (FE'F)'F'E;1Z

e 0s pesos para os residuos da regressdo dados por Axz = ¢’'X;1. Substituindo estes na

expressdo (3.55) do preditor de krigagem com regressao (KR) resulta:

ZO(KR) = flﬁmqg + /1;<R(Z - F,EMQG)
Zory = [ (F'E'F)7F'E;  + 0’27 — oS F(F'EIF)1F'E; ) Z
Zokry = Zot o' + f/(F'2;'F)7'F — ¢'S;'F(F'E;'F)'F']1Z

Zor) = e [0" + F(F'E;'F)"1(f — F'E5;'0)]Z. (3.64)

Observe que a parte esquerda da equacéo € igual a equacédo (3.50), 0 que prova que as
predicOes obtidas pela krigagem com deriva externa (KED) serdo as mesmas predicGes

resultantes de uma krigagem com regressao (KR), isso se estas entradas forem usadas.
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3.3.5.3 Cokrigagem linear (CKL)

Diferentemente da krigagem linear universal (KLU) em que as variaveis auxiliares sdo
incluidas pela utilizacdo da informacdo das coordenadas espaciais, a cokrigagem (CK) inclui a
informac&o auxiliar pela inclusdo de variaveis auxiliares externas (External Drift).

Visto que a cokrigagem é uma extensdo multivariada do método de krigagem, isto €, em
cada local amostrado podendo-se ter um vetor com os valores da variavel principal e de uma
ou mais variaveis auxiliares, o preditor linear dado em (3.34) é diretamente estendido pela

incorporagdo da informacgéo auxiliar (GOOVAERTS, 1997) e pode ser definido como:

n P m
Zock) = Ao + Z AziZi + z z AkiUxi (3.65)
=1 k=1i=1

em que Az; sdo os pesos atribuidos a varidvel principal Z no ponto s; e A;;, S80 0S pesos
atribuidos a k-ésima variavel auxiliar U no ponto s;. Todos os preditores de cokrigagem sdo
variantes da expressao (3.65) e todos eles, a exemplo dos casos univariados, devem ser nédo-
viesados e de variancia minima.

Por simplicidade vai-se desenvolver o caso em que apenas uma variavel auxiliar U seréa

utilizada e, logo em seguida o caso geral serd mostrado.
3.3.5.3.1 Semivariograma cruzado

Como dito anteriormente, a principal ferramenta geoestatistica para se realizar a analise
da dependéncia espacial, € o semivariograma. Quando uma ou mais variaveis auxiliares, além
da variavel principal, sdo consideradas na krigagem, isto é, quando em todos 0s pontos da malha
amostral mede-se, além da varidvel principal, uma ou mais variaveis auxiliares, para se medir
utiliza-

a dependéncia espacial entre estas variaveis em pontos separados por uma distancia h; ;,

se 0 semivariograma cruzado. Entdo, o semivariograma cruzado entre Z e U quaisquer sera:

1
Yzuij = Yzu(hij) = 55{[21' - Zi][u; - U]} (3.66)

e pode ser estimado através do método dos momentos pelo estimador classico de Matheron
(1962) dado por:
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1

= () E{[Z; - z][U; - U]}, (3.67)

?Zuij = fzu(hij)
VSl',Sj
tal que

|sj_si|=hij

em que N(h;;) é o nimero de pares de valores medidos entre as variaveis Z; e Z; e U; e U;
separados por um mesmo vetor h;; = s; — s;.

Um semivariograma cruzado ideal teria a mesma aparéncia mostrada na figura 3.7,
desde que a relacdo entre Z e U seja direta, mas com significados diferentes pelo simples fato
de envolver o produto das diferencas de duas varidveis distintas. O alcance nesse caso
representa o final ou a distancia maxima de dependéncia espacial entre as variaveis. O patamar,
se existir, deve aproximar-se do valor da covariancia entre as duas variaveis. Assim, quando as
duas forem de correlacéo inversa o semivariograma cruzado sera negativo. Os modelos tedricos
utilizados para o semivariograma cruzado sdo 0s mesmos ja requeridos para o0 semivariograma
(SOARES, 2006).

Entretanto, a grande dificuldade dessa técnica esta no elevado nimero de ajuste dos

semivariogramas resultantes das combinacgdes entre as variaveis principal e auxiliar, isto é, 0

. . - ; - +1 ~ . . .
nlimero total de semivariogramas sera igual an (”2—) em que n sdo 0s semivariogramas diretos,

en (”2;1) refere-se aos semivariogramas cruzados (YAMAMOTO; LANDIM, 2015).

De acordo com Vieira e Novaes (2000), ndo importa que uma das variaveis tenha
milhares de pontos amostrados, pois o semivariograma cruzado s6 sera calculado usando as
informacdes existentes para posi¢cdes espaciais coincidentes. Isso significa que Z; e U; tém de
ser, necessariamente, definidos para 0s mesmos locais, e as informagdes excedentes deverao
ser excluidas dos célculos.

Deve-se ressaltar que toda a teoria apresentada para o semivariograma continua valida
e que para se avaliar a dependéncia espacial de cada variavel individualmente, a construcéo do

semivariograma continua necessaria.
3.3.56.3.2 Cokrigagem linear ordinaria (CKLO)

Como no caso univariado admite-se estacionaridade tanto para a media da variavel
principal como para a média da variavel auxiliar. Porém, essas médias séo desconhecidas, ou

seja, E[Z] = uy e E[U] = uy, com u, e uy, desconhecidas Vs € D. Além disso, a variavel
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principal Z foi observada em n pontos, isto é, Z;,i = 1,---,n. Da mesma maneira, a variavel
auxiliar U foi observada em m pontos, ou seja, U;,j = 1,---,m. Dado que ambas as variaveis
foram coletadas conjuntamente em todos os pontos, logo n = m.

O preditor para a cokrigagem linear ordinaria, denotado por Zo(cho), pode ser descrito

como uma combinagdo linear entre os pesos a; e b; e valores observados Z; e U;, ou sgja,

n m
Zo(ckLo) = z a;Z; + z b;U;. (3.68)
i=1 =1

Semelhantemente ao caso univariado, o preditor de cokrigagem linear ordinario deve
ser ndo-viesado e possuir variancia minima. Dessa forma, a condigdo de ndo-viés implica a

esperanca de erro nula:
n m
E[ZO(CKLO) - Zo] =F 2 aiZl' + 2 b]U] - ZO = 0
i=1 j=1

n
E[Zoexior — Zo] = B [Z
=1

E[ZO(CKLO) - Zo] = Z b E U] E[ZO = 0.

m

Z | - ElZ,] = 0

-
Il
[

Como E[Zo] = E[Z;] = pz e E[U;] = uy,

n

E[ZAO(CKLO) _ZO] = Z a; Uz +ij Uy —tz =0

i=1 j=1
m n
Z i Uy = Uz — Z a; Uz
]:1 i=1
m n
ijﬂu—ﬂz< Z%‘)
j=1 i=1

Portanto, o critério de ndo-viés para o preditor de cokrigagem linear ordinaria s6 é

atendido se e, somente se, as seguintes restricbes forem impostas:
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bj =0, (3.69)

D1
2
Il
—_
Q
V2

Ou seja, para que a estimativa seja nao tendenciosa, a soma dos pesos associados a variavel
principal Z deve ser 1 e a soma dos pesos associados com a varidvel auxiliar U deve ser nula,

qualquer que seja a distribuicao dos pesos. Aplicando-se o critério de variancia minima tem-se:

n m
Var|Zockro) = Zo] = E [(ZO(CKLO) - Zo)z] =E z a;Zi + Z b;U; — Z,
i j=1

n

m n m
=F Za Z U ZO ZalZl+Zb]U]—ZO
:1 i=1 ]=1

i=1

n n m m

i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=

n n m m n m n
= Z Z a;a; E[Z,Z;] + Z Z b:b; E|U;U;] + 2 Z Z a;b; E|Z,U;] -2 Z a;E[Z,Z;] +
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1
-2 Z b;E[U;Zy| + E[ZyZ,]
j=1
n m m n m
Var[Zo(CKLo) - ZO Z Z al'ajO'ZZl'j + Z Z bibjauuij +2 Z z al‘bjO-ZUl‘j +
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n m
—2 Z a;0zzi0 — 2 Z bjoyyjo + 0zz00, (3.70)

i=1 j=1
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em que azz;; = Cov(Z;, Z;) e oyyi; = Cov(U;, U;) sdo as autocovariancias espaciais (AC),
respectivamente, das variaveis Z e U nos pontos s; € S;; ozyij = Cov(Zl-, Uj) sdo as
covariancias espaciais cruzadas (CC) entre as variaveis Z e U nos pontos s; € s; €, ozy;; =
Cov(Z;, U;) sdo as covariancias simples ndo espaciais (CS) entre as varidveis Z e U no mesmo
ponto s;.
Considerando que a aplicagdo do critério de ndo-tendéncia impds duas restrigdes
Lia;=1 e X7, b; =0, a minimizagdo da expressdo da Var|[Zckioy — Zo| deve ser
obtida também sob estas restri¢cGes, assim, o formalismo de Lagrange sera aplicado sob esta

nova funcdo dada por:

n n m m n m
Var|Zoeckroy — Zo| = Z z a;aj0zzi; + Z z bibjoyyij + 2 Z Z a;bjozyi; +
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1
n m n m
-2 Z a;0zzi0 — 2 Z bjoyyjo + 0zz00 + 2¢1 Z a,— 1|+ 2c, Z b; | (3.71)
i=1 j=1 i=1 j=1

A minimizacdo de (3.71) resume-se ao calculo das n + m + 2 derivadas parciais com
respeito aos pesos a;, b; e aos multiplicadores de Lagrange c, e ¢, igualadas a zero. Assim,

primeiro obtemos as derivadas em relacédo a a;:

a Var [ZO(CKO) - Zo] _

0, i =1,..,n,
2a, i n

n m
ZZ ajazzij + ZZ bjO-ZUl'j - Za-zzio - 2V1 = 0,
i=1 j=1

que ap6s minimizadas fornecem as n primeiras equagdes do sistema de equacdes para a

cokrigagem linear ordinaria (CKLO):

n m
ZAZiO—ZZij + § AUjO-ZUij — V1 = 0zz0j» j=1,..,n
i=1 j=1
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Sdo A; os pesos de krigagem para a variavel principal Z no ponto s; e A;; 0s pesos de
krigagem para a variavel auxiliar U, no ponto s;. Note que as variaveis Z e U sdo amostradas
conjuntamente em todos os pontos, assim, 0s pontos de s; sd0 0s mesmos pontos de s;,

diferenciam-se esses indices para evitar confusdo no momento de se fazer as deducdes.

Em um segundo passo, obtém-se as derivadas em relacao a b;,

a Va,r [ZO(CKO) - Zo] _

ab;

0, j=1,..,m

2

n m
al'O-ZUl'j + ZZ bjazuij - ZO-ZUOj - 2C2 = 0.
i=1 ]:1

Apds minimizacdo adiciona-se m equacdes ao sistema:

n m
Z AziOzuij + Z AyjOzuij — V2 = Ozyoj-
i=1 =1

Logo em seguida, realiza-se a derivada em relagéo a c;,

N n
a VaT' [ZO(CKO) - Zo]
=2 a; — 1
dcy

=0,

i=1

gue minimizada gera a equacdo relativa a primeira restricéo:

n
Z Azi =1.
i=1

Por fim, iguala-se a zero a primeira derivada obtida em relagdo a c,:

A m
a VaT [ZO(CKO) - Zo]
dc, .
J=1



e assim, a equacao devido a segunda restricdo é obtida.

m
2 i =
j=1
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Note que, assim como no caso univariado, os pesos foram trocados de a;s € bjs para

Az;s e Ay;s e de cq€ ¢, para v; e v, porque igualou-se a zero, isto é, 0s A;s, Ay;s, V4 € v, S30

0S pesos que minimizam.

O que conduz ao sistema de cokrigagem linear ordinaria com n + m + 2 equacdes:

Az102711 + Az207212 + -+
Az107221 + 42202722 + -+

Az10zzn1 + A22077m2 + -+
Az10z011 + Az207022 + -

Az10zu21 + Az207y22 +

Az10zun1 + AZZO-ZUnZ +

+ Az2n02z2n + Au10z021 + Au20zu22 +

+ Az2n022nn + Au10zun1 + Au20zumz + -
+ Azn0zu1n + Au10yv11 + Au20py1z + -
+ Azn0z02n + Au10yuz1 + Au20yu21 + -

+ Azn0zunn + Av10yum1 + Av20uu2 + -

+ Azn0zz1n + Au10z011 + Au20z012 + -+ AumOzu1m — V1 = 0zz01

+ AdymOzu2m — V1 = Ozz02

+ AUm Ozunm

+ AymOuyuim —
+ AymOuyuzm —

+ AUmaUUnm

— V1 = 0zz0n
V2 = 0zyo1
V2 = Ozyo2

— V2 = O0zyom

ou ainda,

[ n m
ZAZiO-ZZL’j + Z/lujf’zuij — V1 = 0zz0j» j=1..,n
i=1 j=1
n m
Z/lzl'azuij + ZAUjO-UUij —Vy =0zyoj, J=1,-,m
i=1 j=1
1 n (3.72)
i=1
/1Uj == O,

em que v;e v, sdo os multiplicadores de Lagrange. A variancia minima para a cokrigagem
linear ordinéaria (CKLO) é:

UO(CKLO) = 0zz00 — Uz — ZAZLO-ZZLO ZAU]O—UZJO (3.73)

j=1
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De (3.72) definimos as matrizes £*, A* e ¢*, particionadas da seguinte maneira:

r Ozz11  O0zz12 Ozzin 1 Ozyi1 Ozuiz ** Ozuim i1 0]
! !
Ozz21 Ozz22 Ozzen | Ozy21 Ozu22 *° Ozuzm !'1 O
. . * . : . H N . : .
1 1
_Tzzmi Ozzna Ogznn__i Ozumi_ Ozunz _: Ozunm 1 10
I
¥ — Oyzir Ouziz ** Ovuzin ' Ouuir Ouviz Oyuin: 0 1
Oyz21 Ouz22 Oyzzn + Ouu21  Ouu22 Oyuznt 0 11
. 1 . 1. .
: | : [ :
1 1
Ouzm1_ Ovzmz " Ouzmn ; Ovumi _Ovumz ' Oyymn; 0 1
1 1
1 1 1 0 0 0 +0 0
L0 0 o 1 1 1 .0 O
1 1

em que ozz;; = Cov(Z;,Z;) € ayyij = Cov(U;, U;) sdo as autocovariancias espaciais (AC),
respectivamente, das variaveis Z e U entre 0s pontos s; € s;; ozy;; = Cov(Zl-, Uj) sdo as
covariancias cruzadas espaciais (CC) entre as variaveis Z e U entre 0s pontos s; e s; €,

ozuii = Cov(Z;, U;) sdo as covariancias simples ndo espaciais (CS) entre as variaveis Z e U no

mesmo ponto s;. A matriz £* também pode ser escrita como:

2z Zzi1 0

yo = |2z _Zyy 1 O 1| _ 21]
1 0o !0 o] Ui el
00 1 :0 0

em que X é a matriz de matrizes (n + m) X (n + m) de autocovariancias espaciais (AC) e
covariancias cruzadas espaciais (CC), na qual X, e X, S@o respectivamente as matrizes com
as AC da variavel Z e da variavel U, X, € a matrizcom as CC entre Ze U; 1 é um vetor (n X 1)
de 1’s,0 é um vetor (n X 1) de 0’s, @ é uma matriz (2 x 2) de zeros e | é uma matriz identidade
(2 x 2). Assim,

A*I = [AIZ i ! : V’] = [/121 A‘ZZ oo AZn i /1U1 AUZ e /1Um i ']/1 1}2]

em que 4, é o vetor (n x 1) com os pesos de krigagem para a variavel principal Z, 4, é o vetor
(m x 1) com os pesos de krigagem para a variavel auxiliar U e v € o vetor com 0s
multiplicadores de Lagrange, e

! ! i

1
LA— —
0" =[o0z! 0oy | 10] = [02201 0zz02 ** Ozzon | Ozuor Ozuoz ozvom | 1 0]
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em que @,z € 0 vetor (n x 1) com as AC, az0; = Cov(Z,,Z;), € ooy € 0 vetor (n x 1) com
aS(:CL Uzuoj ::(:017(Zb,LG).
Utilizando a notacdo matricial, a solucdo para o sistema de cokrigagem ordinaria dado

em (3.72) pode ser escrito como:

Considerando que a inversdao de matrizes particionadas nao é direta, para obté-la
recorremos a Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017), onde pode-se obter mais

detalhes. Dessa forma:

eS¢ 0 et

(-I'z-nt

I''0

[z : 1]—1 B+ I’z ret
rz-p-irz-t

Substituindo no sistema da CKLO, teremos:

A1 [ETr-zhaaEitnpTiEt 2TaI'ETID T (o
1= [ (C1g-ip-i 7]

W=y 1}

-——-F

Assim, 0s pesos para a CKLO, denotada por A¢k;.o Sera:

I's71 o'x7'mir'e?

-1
+ —_
I'S-1] I'S-1]

A’ICKLO = OJZ (3.74’)

Observe que, ao comparar Ackpo dado em (3.74), com Ak, o dado em (3.25) verifica-se

sua equivaléncia ja que I é uma matriz identidade.

3.3.5.3.3 Cokrigagem linear simples (CKLYS)

O preditor para a cokrigagem linear simples (CKLS), como na CKLO, também é uma
extensdo multivariada agora da KLS. Dessa forma, a média para cada campo aleatério é

conhecida, isto é, a média para a variavel principal Z, E[Z;] = u, é conhecida e a média para a
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variavel auxiliar U, E[U;] = pu, também é conhecida. O preditor de cokrigagem linear simples

sera:

n m
ZO(CKLS) = AO + z Azizi + 2 AUJU] . (375)
i=1 j=1

Os n + m pesos para CKLS sdo determinados de modo a garantir um preditor ndo-
viesado e de variancia minima. Assim, a condi¢cdo de ndo-viés implica na esperanca de erro

nula:

n

m
E[ZO(CKLS) - Zo] =F /10 + ZAZl'Zi + ZAU}U] - ZO =0

=1 j=1

n m
E[ZO(CKLS) - Zo] = Ao + Z AZEZ] + Z;{UjE[Uj] —E[Z,] =0
i=1 =1

n m
i=1 =1
n m
Ho = Ao + Z Azittz + Z Ayjty,
i=1 =1

que em funcdo de A, fica igual a:
n m
Ao = o — z Azittz — z Ayjby- (3.76)
i=1 j=1
Substituindo a expresséo (3.76) em (3.75), temos:

n m n m
ZO(CKLS) = Ho — Z Azibtz — Z AUj.uU + Z AziZ; + z /1UjUj.
i=1 j=1 i=1 j=1

Portanto, o preditor de cokrigagem linear simples (CKLS), para o caso no qual apenas

uma variavel auxiliar U é utilizada, além da variavel principal Z, sera:
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n n m n
ZO(CKLS) =Ho — Z Azikiz + 2 AziZi — z /1UjliU + Z /1UjUj- (3.77)
i=1 i=1 j=1 j=1

Considerando que a sistematica de obtencdo do sistema de equacGes para a CKLS é
semelhante a apresentada para a CKLO, isto é, obtida pela minimizacdo da fungdo dada por

Var[ZO(CKLS) — ZO], limita-se a apresentar o sistema com as n + m equagoes:

( Az10z2z11 + 222077212 + -+ Azn0zz21n + 102011 + Au20z012 + - + AymOzu1m = 0zz01
Az107221 + Az2072220 + - + Azn0z20n + Ay10z021 + Au20z022 + -+ + AymOzuam = 0zz02

Az10zzn1 + A22022n2 + -+ Azn0zznn + Au10zunn + Au20z0n1 + - + AumOzunm = Ozzon
Az10z011 + 22202012 + - + Azn0z01n + Au10uu11 + Av20uu12 + - + AuymOuuim = Guvor
Az10z021 + A2202022 + - + Azn0z02n + Ay10uu21 + Au20uu22 + - + AumOuvzm = 0zz02

\210zun1 + A220zun2 + " + Azn0zunn + Au10uuin + Av20uuzn + - + AumOuunm = Guvom

ou ainda,

J =1 (3.78)

n
2’1 jOzuij ZAU]O-UUU = Oyuyoi i=1--,m

j=1 j=1

( n
Iz AZJO-ZZU + ZAU]O-ZUU = 0zz0i i=1,-,n,
=1

O preditor de cokrigagem linear simples (CKLS), pode ser facilmente estendido para o

caso no qual p variaveis auxiliares U sdo utilizadas, além da variavel principal Z, ou seja,

n P m
ZO(CKLS) — Uz = Z AzilZ; — pz] + Z Z /1kj [Zukj - liukj]- (3.79)
i=1 k=1 j=1

Utilizando a notacdo matricial, o sistema de cokrigagem linear simples dado em (3.78)

pode ser escrito como £* A* = ¢*, ou ainda:

/12] _[Bzz | 2:ZU]_1 [‘Toz]
iz Syu

Ay

ooyl
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em que:
(0zz11  O0zz12 O0zzin ' Ozu11 Ozuiz O0zuin
O0zz21 Ozz22 0zz2n i Ozu21 Ozuz22 Ozu2n
. . 1 .
: ! :
g+ = [Bzz 2 Zay| _ [ Ozzmy Ozznz - Opgpn : Ozumi Ozumz > Ozynn
Xyz ' Zyy Oyzi1 Ouziz Oyzin | Ovvu1r  Ouuiz Oyuin |
1
Ouzz1 Ouz22 Ouyzzn ' Oyu21  Ouuz2 Ouu1z
1
[Oyzn1  Ouznz -+ Oyzpn ' %UuUni  Ouunz Oyunnd

sendo que a;z;; = Cov(Z;, Z;) e oyyi; = Cov(U;, U;) sdo as autocovariancias espaciais (AC),
respectivamente, das variaveis Z e U entre 0s pontos s; € s;; 0zy;; = Cov(Zl-, Uj) sdo as
covariancias espaciais cruzadas (CC) entre as variaveis Z e U entre 0s pontos s; e s; €,
ozuii = Cov(Z;, U;) sdo as covariancias simples ndo espaciais (CS) entre as variaveis Z e U no

mesmo ponto s;. Onde,
A=A 1 Ay] = [Az1 Az = Az vAur Auz v Auml]’

sendo que 4, é o vetor (n X 1) com 0s pesos de krigagem para a variavel principal Ze 4, é 0

vetor (m x 1) com os pesos de krigagem para a varidvel auxiliar U, e

1 1
0" =[00z | 0oyl = [02201 Ozz02 *** Ozzon! Ovzor Ouzoz =~ Ouzom]
sendo que oz € 0 vetor (n X 1) comas AC, azz¢; = Cov(ZO,Zj), e g,y €0 vetor (n X 1) com
as CC, O-ZUOj = COU(ZO, U])
Dessa forma, para obter-se a solugdo para o sistema matricial da CKLS sera necessario

inverter a matriz £, cujo resultado é apresentado a seguir:

=1 _ [ZZZ i 2201_1 _ [Zle —2775yB "2y 257 ! _zZzlzZUB_l]

SeB = X,y — Xy;X74X,y, chega-se ao seguinte resultado para o sistema de CKLS:

/12] _ [0"022221 —0'0727727yB 2y 277 — 0 oyBT Ty 277
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Observe que, as expressoes (3.80) e (3.81) representam, respectivamente, 0s pesos de

krigagem devido a variavel principal Z e os pesos de krigagem devido a variavel auxiliar U.

Az =0"0z27; — 007277 27yB  Zy 277 — 0'oyB Ty 27 (3.80)

A'U == o'louB_l - GIOZZE§ZZUB_1' (3.81)

Com a explicitacdo dos pesos para a cokrigagem linear simples (CKLS) conclui-se este

capitulo do referencial tedrico.
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4 METODOLOGIA

Para definir quais caminhos trilhar ou qual instrumento metodoldgico utilizar neste
estudo, retornou-se ao problema de pesquisa, qual seja: “como introduzir variaveis auxiliares
na krigagem linear garantindo-se que os preditores de krigagem mantenham suas
caracteristicas? Isto €, como garantir que esses preditores sejam no minimo um BLUP?”’. Soma-
se a essa questdo a enorme confusdo existente na literatura quando se propde utilizar variaveis
auxiliares, provavelmente pela dificuldade computacional e complexidade dos problemas reais.

Diante disso, definiu-se adotar nesta tese como estratégia para atacar esse problema,
realizar um estudo tedrico sobre os preditores de krigagem linear objetivando-se propor critérios
baseados na teoria Geoestatistica. Portanto, o delineamento de pesquisa consistiu de pesquisa
bibliografica e, segundo pratica empregada, foi feito um levantamento de referéncias,
publicadas por meios escritos ou eletronicos, principalmente em livros e artigos cientificos.

Por principio metodoldgico, a pesquisa bibliografica foi feita, prioritariamente, em
fontes primarias, classicas, que tenham reconhecida credibilidade no meio cientifico, como, por
exemplo, os livros de Cressie (1993), Goovaerts (1997), Isaaks e Srivastava (1989) e Journel e
Huijbregts (1978). No caso de artigos cientificos, citamos, como exemplo, os periddicos:
Computers & Geosciences, Geoderma, Mathematical Geology e Water Resources Research.

Efetivamente a busca foi feita através do portal de periddicos da Capes, que possui 249
bases, das quais 130 sdo bases referenciais como SciELO, SCOPUS e web of Science, por
exemplo, onde encontra-se mais de 25 mil periddicos com texto completo. Outro aspecto
importante diz respeito ao estado da arte quanto aos métodos de selecdo de interpoladores
espaciais em especial, dado que foi feito um esforco para se levantar os trabalhos existentes na
area.

Além da pesquisa bibliografica, o desenvolvimento deste estudo contou com a
proposicdo de teoremas e enunciados sobre krigagens as quais foram demonstradas
matematicamente e/ou tiveram argumentos de plausibilidade apresentados ou tiveram citag0es
que embasam tais proposicoes.

Também foram realizados varios seminarios com o orientador e outros doutorandos do
programa, visando a elucidacdo de partes especificas deste estudo. Ocasionalmente,
consultorias e analises geoestatisticas foram prestadas aos pos-graduandos de outros programas
da universidade visando suscitar ideias para a introducdo de variaveis auxiliares para a
krigagem. Essas consultorias e 0s seminarios em conjunto com o orientador podem ser

entendidas como um delineamento de pesquisas do tipo pesquisa-agéo.
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Finalmente, ndo foi necessario neste trabalho apresentar caracterizagdes de software
porque para o desenvolvimento deste estudo ndo foi necessario nem calculos computacionais,
nem simulacGes. Também a apresentacdo de exemplos ilustrativos nao foi feita por nao ser o

foco desta tese, tornando mais ainda desnecessario o uso de softwares.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente, nesta secdo, apresenta-se as razdes para a escolha dos métodos de
interpolacdo espacial e paradigmas de predi¢cdo. Logo em seguida, a abordagem do campo
‘aleatorio gaussiano (ACAG) é apresentada, bem como o0s possiveis cenarios formados pela
particdo do erro devido & dependéncia espacial e pelas combinac@es entre a existéncia ou ndo
da autocorrelacdo espacial (AC), correlacdo cruzada espacial (CC) e correlagdo simples nédo
espacial (CS). Comprova-se ainda, a equivaléncia entre a ACAG e a AGC. Por fim, apresentam-
se os resultados de cada cenario estudado, o critério tedrico geral proposto por esta tese para a
escolha do melhor preditor de krigagem linear nos casos em que se utiliza variaveis auxiliares
e um critério pratico que define para quais valores a AC, CC e a CS sdo forte e, portanto, se

deve considera-las como existentes.
5.1 Critérios para a deciséo a respeito de um preditor

Antes de definirmos a fungdo ou o interpolador, faremos uma breve discusséo sobre as
razGes que nos levaram a escolher os métodos e paradigmas de interpolacdo adotados neste

estudo e representados pela figura 5.1.

Figura5.1 - Esquema geral com os métodos e paradigmas utilizados para a definicdo de
critérios para a escolha de preditores de krigagem.

METODOSDE INTERPOLACAO ’ ‘ PARADIGMAS DE ’ ‘

ESPACIAL* PREDICAO** NUMERO DE VARIAVEIS ’

UNIVARIADOS |—> [-

QUAIS
CRITERIOS
CONSIDE N [ GEOESTATISTICOS ]—‘[ LINEARES }—'
ESCOLHA DE UM ‘ i ,

KRIGAGEM?

MULTIVARIADOS }—0

*Nao serdo considerados os métodos deterministicos, nao lineares. e nao sera considerada a Geoestatistica baseada em modelos.
**Nao serdo considerados os paradigmas Verossimilhantista e Bayesiano.

Fonte: Do autor (2018).
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Associada a questdo fundamental da Geoestatistica que é: “Como predizer o valor da
variavel Z no ponto ndo amostrado s,?” surge outra questdo, que é “Como medir a relagdo ou
a influéncia conjunta existente entre os pontos amostrados e o ponto nio amostrado?”. E
intuitivo que quanto mais proximos estiverem esses pontos, mais semelhantes serdo entre si e
quanto maior a distancia entre eles, maiores serdo suas diferencas. Por isso, a distancia entre
pontos é utilizada para fazer a interpolacdo espacial, estimando-se Z,. Entretanto, os métodos
ndo-geoestatisticos (deterministicos) se limitam a medida dessa distancia e, geralmente, ndo
medem a incerteza associada a essa interpolacdo e, mesmo os que calculam o erro associado a
predicdo, ndo garantem que esse erro seja minimo. J& os métodos geoestatisticos, por
concepcao, garantem a ndo tendenciosidade e que a variancia do erro de predicdo seja minima
e, por isso, seus preditores sdo preditores 6timos, razdo pela qual sdo nosso objeto de interesse.

Outro aspecto discutido anteriormente diz respeito a forma da funcéo f, que a principio,

poderia ser de qualquer tipo, linear ou ndo linear. Por exemplo, poderia ser:
f(Z,Z5,,Zy) = Z1e%2 + cos Zz ... (Zp_1)?n.

O problema de f ser de qualquer tipo é que seria muito dificil, sendo impossivel, achar
a melhor funcéo f para predizer Z,. Por causa disso, nds nos restringiremos ao conjunto das

funcBes f que sdo combinagdes lineares dos Z,Z,, -+, Z:

f(ZLZz,"’,Zn) = a121 + aZZZ + 4 anZn

n

f(Zy, 25, ,2y) = Z a;Z;. (5.1)

i=1

Se levarmos em conta o paradigma para a construcdo de um preditor Z,, poderiamos
optar pelos paradigmas de: Maxima Verossimilhanga, Bayesiano ou UMVUP (Preditor
uniformemente ndo-viesado de variancia minima). Entretanto para aplicar tanto o paradigma de
Maxima Verossimilhanga quanto o paradigma Bayesiano, é necessario o conhecimento prévio
da distribuicio de probabilidades para Z,/Z, = z,++-,Z, = z, € para a priori subjetiva,
respectivamente, o que efetivamente ndo sabemos, enquanto que no caso do paradigma
UMVUP néo se faz qualquer exigéncia sobre a distribuicéo de probabilidades para a esperanga

condicional.
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Portanto, este estudo se enquadra dentro do escopo da abordagem geoestatistica classica,
focando os preditores lineares construidos sob o paradigma de minima variancia e ndo viés, uni
e multivariados. PropGe a abordagem do campo aleatorio gaussiano do qual decorrem critérios

teoricos para a escolha de qual preditor linear geoestatistico € mais adequado para cada situacéo.

5.2 Abordagem do campo aleatdrio gaussiano (ACAG)

Para apresentar a abordagem do campo aleatorio gaussiano considerou-se uma
amostragem espacial na qual foram observados, além da variavel principal Z, também uma
variavel auxiliar U, coletadas em todos os pontos da malha regular mostrada pela figura 5.2. O

ponto s, € um ponto no qual Z ndo foi observada, mas U foi.

Figura 5.2 - Representacdo de uma amostragem espacial onde foram observados, além da
variavel principal Z, uma variavel auxiliar U, coletadas em todos os pontos da
malha regular. O ponto s, € um ponto onde Z ndo foi observada, mas U foi.

P

[ e Sty S

™

Fonte: Do autor (2018).

Dessa forma, o campo aleatorio considerado é {Z(s): s € D ¢ R%} e admitindo que esse

campo aleatorio seja gaussiano, pode-se representa-lo pelo modelo populacional:

Z(sg) = pz(so) +&'(so) +&"(s0), (5.2)
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em que uz(s,) € a média de Z no ponto s,, também chamada de tendéncia, €'(s,) € 0 erro
devido & dependéncia espacial e €' (s,) é o erro aleatorio, ambos no ponto s,. O campo é
gaussiano, tem-se que Z(s¢)~N(uz(s0); 000), €' (s0)~N(0,6'E71a) e €"(s9)~N (0,09 —
o' 16). Demonstra-se que os erros &'(sy) e &'"(sy) sdo independentes, isto
é, Cov[e'(sy), " (sg)] = 0.

O modelo amostral é:

Z(s1) = puz(sy) +€'(sy) +&"(s1)
Z(s3) = pz(sy) + &'(s2) +€"(s3)

Z(Sn) = .UZ(Sn) + EI(Sn) + Ell(sn):

como ja foi mostrado. Pode-se escrever, entdo: Z(s,) = pz(so) + 'LV — uy) + £" (s0),
em que £'(sy) = 6’2 1(V — uy). O vetor aleatério V~ Ny, ., (1y, X), tem distribuicdo normal
multivariada cuja dimensdo € igual a 2n + 1, onde 2 representa o numero de variaveis
estudadas, isto é, a varidvel principal Z e a variavel auxiliar U; n € o nimero de pontos coletados
na amostra espacial para cada variavel; observe que as duas variaveis Z e U foram coletadas em
todos os pontos da malha, exceto no ponto s, onde Z ndo foi observada, mas U foi, e por esta
razdo, soma-se mais 1. Assim, a dimenséo do vetor V é igual a 2n + 1.

Um caso especial da amostragem espacial representada pela figura 5.2 € apresentado na
tabela 5.1, considerando n = 2. Essa definicdo de uma amostra com n = 2 serve para

simplificar a discussdo, sem perda de generalidade.

Tabela 5.1 - Dados obtidos da amostragem espacial representada pela figura 5.2 (n = 2)

i s=(xy) Z U w
0 So = (X0, Y0) NA* Uo Wo
1 s1 = (x, 1) Z1 Uy 141
2 sz = (x2,¥2) Z2 Uz w>

*NA — representa ponto ndo amostrado.
Fonte: Do autor (2018).
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Note que podem haver mais variaveis auxiliares, e ndo apenas U, e 0 niUmero de pontos
coletados na amostra espacial (n), pode ser maior do que 2, mas essas simplificagdes ndo
comprometeram a generalidade das ideias apresentadas.

Dessa maneira, 0s vetores aleatorios V~ N (uy, X), uy € o, € a matriz de covariancias

Y serdo:

[2(51) = Zl] [llz(51) = Hz1]
|2(s2) = Z, | |#2(S2) = b2z |
V:|U(So) = Uol ) HV:[#U(SO) =.UU0] )
|U(51) = U1| uy(s1) = uys

lucs,) = v, 1y ($2) = g,

=|0uzo1  Ouzoz 'Ouuoo Ouuoi Ouuoz| e

Cov[Z(so), Z(s1)] = 07701
oopy | COVIE(S0), 2(S2)] = 02202
= [o2] = [CovIZ(50), UT56)] = om0
Cov[Z(so), U(s1)] = o7y01

Cov[Z(s0), U(s2)] = ozy02 5x1

Sendo que X, e X, SA0 as matrizes de autocovariancias espaciais para as variaveis Z; e U;,
X,u € a matriz com as covariancias espaciais cruzadas e as covariancias simples ndo espaciais
entre as variaveis Z; e U;, a,; é 0 vetor coluna com as autocovariancias espaciais entre
Z;(i=1,-,n) e Z, e ooy é 0 vetor coluna com as covariancias espaciais cruzadas entre
U; (i =0,1,-,n) e Z,.

Observe ainda, que em um campo aleatério como o representado pela Figura 5.2 possui
trés possiveis tipos de correlacdo a se considerar: (i) autocorrelagao espacial (AC), medida sob
a mesma variavel em pontos diferentes; (ii) correlacdo cruzada espacial (CC), medida sob
variaveis diferentes e em pontos diferentes; e (iii) correlacdo simples ndo espacial (CS), medida

no mesmo ponto em variaveis diferentes; vide Figura 5.3.
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Entdo, dada a amostra espacial apresentada pela Tabela 5.1 e considerando-se a
existéncia das trés possiveis correlacBes apresentadas pela Figura 5.3, deseja-se escrever a
expressdo geral para o preditor de krigagem, Zy = uzo + 6’2 1(V — uy), em fungio da
existéncia da AC, CC e da CS.

Figura 5.3 - llustragdo das possiveis correlagBes existentes entre a variavel principal Z e a
variavel auxiliar U, coletadas em dois pontos diferentes de uma amostra espacial.
Note que, estas correlagbes podem existir entre quaisquer dois pontos de uma
malha amostral e que esta figura é apenas ilustrativa.

Quadro de correlagdes Z; < ZT Variavel principal
Localizagdo CS (quu')l &(T\ZUU)
Variavel = + U, + U; + Variavel auxiliar
= 1 AC
1

‘—Y—,
Pontos diferentes

Fonte: Do autor (2018).

Para tanto, temos que solucionar a expressao apresentada em (5.3), a qual depende da

inversa da matriz de covariancias (Z1).

[zzz ! ZZU] Z— llz]
z:UZ Ty U—pny

(5.3)
em que ™! é simétrica e ndo singular e particionada como:

De acordo com Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017) se B=A,, —

A, A71A,,, entdo admitindo que A7] e que B~ existam, a inversa de A é dada por:



At = [T AUALB A AL

e ———

Substituindo o resultado obtido de (5.4) em (5.3):

5 v B2z Y E22Ey BT By 2 ) —ZEézzuB_l] [(Z—Ilz)
Zo = + (0y,' 0 e e LR
0 = tzo * (607 00y) CB-ix,, 3] | B-1 U= puy)

2o = uyy + [007[277 + 277220B7 ' 2yz277] — 00y[B™ 2yz277] | — 00,2772yB 7"
’ - (Z — )
+0aoyB™"] [(U—ZLZ;)

Zy = gy + (602277 + 60,2772 700B ' 20277 +

! — _ ! P _ _ , _ — )
_GOUB 12[]202221 :_aozzzzlzzuoB 1 + O-OUB 1][ """ Bz)

resulta em:

Zo = pizo + (00,277 — 00,2772 70B ™ Eyz277 — 640yB ' 2yz2771(Z — pz)

+ [002277220B™1 + 04y B (U — py).
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(5.4)

(5.5)

Observa-se na expresséo (5.5) que, além de u,(s,), a soma entre colchetes do segundo

termo sdo exatamente 0s pesos de krigagem para a variavel principal Z e que a soma nos

colchetes do terceiro termo sdo exatamente os pesos de krigagem para a variavel auxiliar U,

conforme se pode comprovar comparando-se o resultado acima com as expressdes (3.80) e

(3.81) obtidas para a CKLS. Pode-se entdo, escrever a expressao (5.5) em funcéo destes pesos,

isto é:

Zo = uzo+A2(Z — pp) + Ay (U — py).

(5.6)
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Deseja-se desenvolver a expressao (5.5) de tal forma a explicitar todas as correlagoes
entre Z e U possiveis, ou seja, autocorrelacao espacial (AC), correlacdo cruzada espacial (CC)
e correlagdo simples ndo espacial (CS). Substituindo-se, entdo, B~ no resultado apresentado
pela expressao (5.5) chega-se a expressao (5.7) que apresenta o preditor de krigagem linear com
o que se chamara de “erro para dependéncia espacial pleno” ja que incorpora todas as possiveis

relacOes entre duas variaveis em um campo aleatério, ou seja,

/ -1 ’ -1 — -1 _
OozXz; aOZzZZzZU(ZUU —2y;27723) Zuslzs +
I 11

’ — -1 _
_ O'OU(ZUU - 2:Uzzzzlzzu) z:Uzzzzl

I11

Zy = g +

(Z_”Z) +

00,288, (B — 20,2728 ,0)" Y Gan (B — By EriE )L
+ (\VARY V4 ZU( UUIV UZ*~ZZ ZU) + OU( uu \;]Z Y4 ZU) (U_”U) (57)

Note que as expressoes (5.5) e (5.7) séo equivalentes, entéo, por facilidade o estudo dos
cenarios propostos na Tabela 5.2 serdo feitos com base na equagdo obtida em (5.5). Observe
ainda que o erro para dependéncia espacial esta particionado e também é pleno em (5.5), assim,

pode-se chegar aos tipos de krigagem linear discutidos neste estudo.

Tabela 5.2 - Possiveis cenarios formados pelas combinacfes entre a existéncia ou ndo da
autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada espacial (CC) e correlagdo
simples ndo espacial (CS), como definidos na Figura 5.3.

AC CC CS Cenario Tipo de krigagem
A 1 Estatistica classica univariada | Estatistica
A E| Regressao linear simples ou multipla | ndo espacial
A A - “Nao tem nome dado ainda” ]
E| .
3 - “Nao tem nome dado ainda”
A 3 Krigagem simples ou ordinéria i Estatistica
5 G 3 4 Krigagem universal ou Krigagem com regressao espacial
5 A 5 Cokrigagem
3 6 “Cokrigagem com regressao”

Fonte: Do autor (2018).

De fato, é importante destacar que somente sob a abordagem do campo aleatorio
gaussiano (ACAG) que é possivel explicitar a formula do erro devido a dependéncia espacial,
isto é, somente se for admitido um CAG é que pode-se saber suas distribui¢des probabilisticas,

marginais e conjuntas e, consequentemente, é possivel verificar a influéncia e as inter-relacoes
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existentes entre AC, CC e CS. Além disso, como dito anteriormente, demonstra-se que sob
normalidade, &; e &) sdo independentes, ou seja, £5~N(0,6'E"1a), £ ~N(0,0qg — 6’2 10)
e Covlegy )] = 0.

Um outro resultado interessante é que pela ACAG chega-se aos mesmos preditores para
as krigagens lineares apresentadas pela AGC. Para comprovar essa afirmacéo, na proxima
subsecdo sera verificada a equivaléncia da forma do preditor e a composi¢do dos pesos de
krigagem obtidos para cada caso.

5.2.1 Krigagem linear simples pela ACAG

Para aplicar a abordagem do campo aleatorio gaussiano e obter o preditor de krigagem
linear simples, € necessario estabelecer-se apenas uma pressuposicdo: que as médias
Ho» U1, U2, *++ » Uy SAO CONhecidas.

Partindo-se da estrutura de Z, sob CAG:

Zo=Uo— 02 lu+0d'271Z + ). A média é dada por puy— o' lu+o'x71Z.
Como a media é a componente deterministica de um modelo, o preditor deve ser ela mesma.
Logo,

Zors) = o —A'u+1'Z, (5.8)

emque A’ = o'271. Essa é a forma do preditor para a krigagem linear simples pela abordagem
do campo aleat6rio gaussiano.

De acordo com Journel e Huijbregts (1978), o preditor de krigagem simples obtido pela
AGC, é dado por:

n n
Zokrs) = Mo — Z Aip; + Z AiZ; (5.9)
i=1 i=1
e o sistema para a KLS obtido pela AGC é dado por:
( n . . .
Em linguagem matricial:
)lozllo_z}\i/vli stas
i=1

do=po—Ap
n ou
z)lj(fij —g =10 IA=0 > AX=0 = Ays=0'3"1 (5.10)
=1
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Observando o sistema de krigagem simples dado em (5.10) é fécil ver que a equivaléncia
para a forma e para obtencdo dos A's € imediata, pois é apenas uma questdo de notacdo, a
expressao (5.9) se apresenta na forma escalar e que a expressdo (5.8) apresenta sua forma
matricial.
Verificada a equivaléncia na maneira de se obter os pesos de krigagem, a equivaléncia para
a forma do preditor é clara e direta, pois, > ; A;Z; é a forma escalar para A'Z e .7 Ajp; € a
forma escalar para A'p, assim, chega-se & mesma expresséo obtida pela abordagem do campo
aleatorio gaussiano. Dessa forma, pode-se apresentar as consequéncias de adotar essa
abordagem:

a) ZO(KLS) é naturalmente ndo-viesado.

b) Se o campo aleatério é gaussiano, ZO(KLS) é um preditor uniformemente ndo-viesado
de variancia minima (Uniform Minimum Variance Unbiased Predictor - UMVUP),
caso contrario, ZO(KLS) sera 0 melhor preditor linear ndo-viesado (Best Linear
Unbiased Predictor - BLUP).

c) A variancia para o erro de predicdo para a KLS, denotada por ag(KLs) sera:

o) = [Zo = Zokus)|
OkLs) = Ooo — 0’2 1o = Var|e|

ZO = ZO(KLS) + S(,)I.
5.2.2 Krigagem linear ordinéaria pela ACAG

As pressuposicdes necessarias para aplicar a abordagem do campo aleatério gaussiano

para a krigagem linear ordinéria sdo:

a) As medias ug, Uy, Uy, -+, Uy, S&0 desconhecidas.

b) o= =p ==, =4
Partindo do preditor para a krigagem linear mais geral, temos:

Zokrs) = o —A'u+A'Z.
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Note que, nesse caso, ndo se conhecem as médias, entdo, é necesséario plugar um
estimador para y, ja que as médias s&o consideradas iguais. Assim, sera imposto que o preditor

para a krigagem ordinaria seja um estimador do preditor de krigagem simples, ou seja:
Zoro) = Zokrs) = flo — A'A+ A'Z. (5.11)

Essa imposigdo gera dois casos, um definido pela possibilidade do estimador da media
ser viesado e outro que define que o estimador da média deve ser ndo-viesado. Portanto, vai-se

avaliar as imposicdes necessarias e suas consequéncias naturais para cada um desses casos.

Caso 1: o estimador da média pode ser viesado.
a) Imposicdo 1: j pode ser viesada, ou seja, E[fi] = v # u.
b) Imposicéo 2: ZO(KLO) tem que ser ndo-viesado.

Para atender a imposicdo 2, E[Z0)] = 1, como a estimativa da média pode ser
viesada, tem-se:

ElZokioy] = Elfo — AR+ A'Z] =v —vA'1 + ud'1. (5.12)

a) Consequéncia natural 1: a esperanca dada pela equacado (5.12) s seré igual a u, se,

e somente se: 4’1 = 1.

b) Consequéncia natural 2: ji pode ser qualquer um, inclusive um estimador viesado,

portanto, {1 ndo precisa ser conhecida.

Um outro resultado interessante dessa analise, é que, ao verificar a imposicéo 2, fica
explicito que a soma dos A's tem que ser 1, o que pelo método tradicional ndo ocorre

naturalmente.
Caso 2: 0 estimador da média é nao-viesado.
a) Imposicdo 1: i deve ser ndo-viesada, ou seja, E[f] = u.

E[Zokroy] = Elfo — AR+ AZ] = p—ud'1 +ud'1l = p. (5.13)

b) Consequéncia natural 1: ZO(KLO) ¢ naturalmente nao-viesado.
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c) Consequéncia natural 2: A'1 # 1, ou seja, a soma dos A's pode ser qualquer, ndo

interferindo no viés do preditor da krigagem ordinaria. Entretanto, surge uma outra
questdo: qual estimador ndo-viesado para fi utilizar?

d) Imposicdo 2: vai-se adotar o estimador de minimos quadrados generalizados
(MQG), por ser 0 mais adequado para estudar fendmenos com dependéncia espacial.
Dessa forma, para verificar a equivaléncia do formato 4'Z, obrigatoriamente, tem-

se que fazer a imposicdo de que A'1 = 1.

Note que, para que ZO(KLO) seja ndo-viesado, ou impde-se que ele seja ndo-viesado,
como no caso 1 ou que o estimador de u seja ndo-viesado, como no caso 2. E evidente que o
caso 2 é menos elegante do que o 1 pois se faz um nimero maior de imposi¢des. Contudo,
fazendo o caminho inverso, impondo de imediato que A'1 = 1, mostra-se que a abordagem
geoestatistica classica (AGC) é a mais elegante, pois, necessita de apenas 1 imposic¢do.
Entretanto, s6 é possivel chegar a essa conclusdo pela aplicacdo da abordagem do campo
aleatdrio gaussiano (ACAG).

Aplicando ou plugando o estimador de minimos quadrados generalizados para a media,

ouseja, A = (1'2711)"11'271Z, naequacgdo (5.11), temos:

Zokroy = o — AR+ 2'Z
ZO(KLO) =@ )12 1Z-1'211)"1'2"1Z 6’2 11+ 0'271Z

172 1'37'Z 511 4 o' 517 — 127127 o' 21113712 o' 517
“1y11 13-11° g “1y-11 1z-11 a
1zt ogrl1rz?t
) Tyl 1zir oY '
ZokLo) = Z =210 Z,

l
AKLO

ou seja

a'z—111'z—1+ 1'y1
(1'z-11) (1'z-11)

A‘;{LO = 0', 2_1 - (514‘)

Portanto, verifica-se a equivaléncia das abordagens, pois foi obtido um lambda pela
ACAG, especifico para a krigagem linear ordindria, denotada por Ay, , igual a obtida pela AGC,

isto é, a expressdo (3.25) obtida pela AGC é igual a expressao (5.14) obtida pela ACAG.
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5.2.3 Krigagem linear universal pela ACAG

As pressuposicdes necessarias para aplicar a abordagem do campo aleatorio gaussiano
(ACAG) para a krigagem linear universal (KLU) séo:
a) As médias ug, Uy, Uy, -+, Uy, S80 desconhecidas.
b) A média, também chamada de tendéncia, é modelada utilizando a informacéo
auxiliar das coordenadas espaciais, ou seja, impde-se aos p's um modelo linear

polinomial nas coordenadas (Internal Drift).

Partindo da equacdo (5.8) do preditor para a krigagem linear simples:
Zokrs) = o —A'u+A'Z.

Para esse caso, sabe-se que a média, além de ser desconhecida, ndo € constante, como
para o cenario da krigagem ordinaria, tornando-se necessario a modelagem da média ou
tendéncia. Assim, o procedimento aqui adotado consiste de plugar um modelo para u no
preditor para a krigagem universal. Note que, por imposicéao, o preditor de krigagem universal,
assim como o preditor da krigagem ordinaria, também é um estimador do preditor de krigagem

simples, ou seja:

ZO(KLU) = ZO(KLS) =fo—Au+21Z. (5.15)

Modelar a média por um modelo linear significa que podemos escrever a média em

funcdo de suas coordenadas, ou seja,

2(5) = Z([]) = Bo + Bux + oy + By + ux? + fsy* + -+ 2 ([} ]). (5.16)

Escrevendo o modelo em sua forma amostral, temos:

A

( 2 ([ D Bo + Bix1 + Boy1 + Bsxyyr + Paxi + Bsyi + -+ & (;1)
2]

o
( ) Bo + Bixz + Bayz + Baxzys + Baxs + Bsys + -+ & (}’2)

(1) = o B+ B+ o+ s+ ot ()
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Que em nota¢do matricial, seré:

X1
S .
Z(_yz_) z? X2 V2 B1 + ’
N I LR | P
4()
ou ainda:
Z=Xp +¢,

Com o objetivo de se mostrar que os pesos de krigagem para a krigagem linear universal
sdo diferentes, mesmo tendo a mesma forma de Z k.0, Sera deduzido o preditor de krigagem
universal com base na abordagem do campo aleatério gaussiano. Lembrando que

Z*~ Ny (u, 29 eque A’ = 6’271, o preditor para krigagem universal pode ser escrito por

Zowiyy = o — 0’2 i+ 0'271Z, (5.17)

Se a matriz X for chamada de F, matriz funcdo de coordenadas, a estimativa da média desse

modelo sera dada por:

E[Z] = i = FB.

Assumindo estimagdo por minimos quadrados generalizados B = (F'2~1F)~'F's~1Z

e considerando que:

Po
N (1 x0 y0 ) By
Ho F, 2 |

[

pode-se escrever a expressao do preditor da krigagem universal plugando a estimativa da média,

da seguinte maneira:
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. [Fo(F'E1F)"1F'2 1 — ¢'2 IF(F'21F)"IF' 271 + 6'271]
ZO(KLU) = . VA
KLU

ZO(KLU) = A;(LUZ' (5.18)

Observa-se que, nesse caso, 0s pesos para a krigagem linear universal, A, i, incorporam
informacdes das coordenadas pela inser¢do da matriz F na estimativa de y, implicando que,
dessa forma, os pesos de krigagens sejam diferentes dos pesos obtidos para a KLO e KLS.
Comparando a expressdo (5.18) com a (3.47) verifica-se que 4y, obtido pela AGC é igual a
obtida pela ACAG, comprovando a equivaléncia entre a ACAG e a AGC também para a KLU.

Note ainda que, a abordagem do campo aleatério gaussiano (ACAG) é estabelecida sob
a pressuposicdo de que o campo aleatorio tenha uma distribuicdo normal multivariada e, de
fato, nem todos os fenémenos de interesse podem ser explicados ou sé&o adequadamente
modelados por uma distribuicdo gaussiana multivariada e, nesses casos, aplicar a ACAG
poderia ndo ser razoavel. Entretanto, caso a pressuposi¢do de normalidade multivariada para o
campo aleatério ndo seja atendida, a consequéncia é que os preditores deixam de ser
uniformemente ndo viesados e de variancia minima (UMVUP), isto é, o melhor preditor de
todos, lineares e ndo lineares, e passa a ser o melhor preditor linear néo viesado e de variancia
minima (BLUP), ou seja, o melhor preditor entre os lineares.

Para identificar o atendimento a essa pressuposicao, se sugere a aplicacdo do teste de
normalidade multivariada para dados espacialmente continuos, proposto por Louzada (2011),
denominado de Teste Gaussiano para Geoestatistica (TGGeo).

5.3 Critérios para a utilizacdo de variaveis auxiliares

Até 0 momento mostrou-se que pela abordagem do campo aleatdrio gaussiano (ACAG)
chega-se aos mesmos preditores de krigagem linear (KLS, KLO e KLU) obtidos pela
abordagem geoestatistica classica (AGC). Nesta secdo, o foco sera introduzir variaveis
auxiliares na krigagem. Para tanto, seréo estudados os cenérios estabelecidos pela combinagdo
da existéncia das autocorrelacbes espaciais (AC), correlacbes espaciais cruzadas (CC) e
correlagdes simples ndo espaciais (CS), apresentados pela tabela 5.2.

Contudo, antes de prosseguir, explicita-se mais uma vez a razao pela qual se justifica a

introducdo de variaveis auxiliares na krigagem: ndo ha motivo mais importante sendo para a
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diminuicdo do erro de predicdo. Sem duvida, a principal razdo se deve a possibilidade de
diminuir o erro de predi¢éo obtido pela variancia deste erro, dado por

Va,r[ZO - 20] == 0-00 - 0"2_10'. (5.19)

Argumento de plausibilidade: para evidenciar que a introducao de variaveis auxiliares

pode diminuir a variancia dada em (5.19):

a) A introducdo de variaveis auxiliares sempre sera feita a partir de variaveis auxiliares
que s&o intrinsicamente correlacionadas com Zj,.

b) Como Z, é uma funcio dessas variaveis auxiliares, é razoavel admitir que Z,
também se tornara mais correlacionada com Z,.

c) A covaridncia Cov[Zy, Z,] € igual & ¢'E71e. Logo, se Cov|[Zy, Z,| aumenta,
o'X 1o também aumenta.

d) Logo, como Var[Z, — Z,] € igual a 649 — 0’27 1a € 0’2 1a aumenta, entdo, a

Var(|Z, — Z,] diminuira.

Note, ainda, que se introduz a informacédo da variavel auxiliar em &g, tanto nos vetores
o' (V — py)

!

€o

V e ¢’ quanto através da matriz X, Z, = iz +

Como apresentado anteriormente e ilustrado pela Figura 5.3, existem trés tipos de
correlagbes possiveis em um campo aleatério no qual se tenha pelo menos uma variavel
auxiliar, além da variavel principal. Considerando que o esforco neste estudo estd em
compreender a influéncia da existéncia desses trés tipos de correlacdo em fenémenos ligados
as ciéncias da natureza, definiu-se na Tabela 5.2 oito possiveis configuracfes, dentre as quais
estudou-se 0s seis cenarios que se acredita representarem situacOes reais. Portanto, nas
proximas paginas, apresenta-se o0s resultados do estudo dos cenérios de 1 a 6 definidos na
Tabela 5.2, discutindo-se suas implicagdes. Para facilitar esta analise, numera-se com
algarismos romanos os trés primeiros termos da expressao (5.5) relativos aos pesos da variavel
principal Z e os outros dois termos relativos a variavel auxiliar U.

Define-se para fins de deducdo que as correlagcbes sdo consideradas existentes ou

inexistentes, isto é, existentes se ndo sdo zero e inexistente se forem iguais a zero.
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Cenariol: AAC,AZCCeACS

Esse cenério representa uma condigdo em que as amostras sdo independentes e nao
existe qualquer tipo de relacdo entre as varidveis. Portanto, dado esse cenério, a solucao
consagrada pela literatura consiste em utilizar-se da Estatistica Classica Univariada, isto €, a
média pode ser utilizada como o preditor.

De toda maneira, foi verificado o que ocorre com a expressdo (5.5). Aplicando essa

configuracdo sobre o0s vetores e matrizes de covariancia temos os seguintes resultados:

ov[Z(so), Z(s1)] = 07701 = 0] . [0] —0
0z 1_C_‘Z‘_’_[?_(fp_)__z_(_sﬂ_)_]_:5‘_Z_Z_o_n__—__0_l 70z = 1ol =™
- o=[5] = ICov[z<so) U(so)] = ozu00 = 0| = 0; G0
U[Z(So) U(s1)] = ozy01 = 0 "oy = I 0 l =0;
ov[Z(so), U(sp)] = azyon = 0 0
0 0 O
. zZZ_[O O:q); = Xyy=[0 0 0O|=¢;
00 0 0 O
[0 0
. zZU:[O 0 O]Zq)' = I,,=(0 0l=®
0 0 O 0 0

Sendo @ uma matriz de zeros. Esses resultados tém a seguinte implicacdo sobre a

expressao geral (5.5) do preditor de krigagem linear:

. 04,272 04,27,22,yB 12,252 o B~ 1x,,X,}
ZO :#ZO+[ 0Z ZZ 0Z“~ZZ“~7ZU uz oU uz ZZ] (Z_”Z)+
Il 11
04,,2;22,;B7! 0 B~
+ (VA ASIAI oUu I(U ”U)
1\%
. 0x;} ozzlzZUB-leZz _ 0B~ 18,272
ZO = y'ZO + (Z MZ) +
=0 =0 =0
0X,12,,B! -1
l 22720 +0B l(U—ﬂu)
V=20 V=0
220 = g (5.20)

Diante do resultado da expressdo (5.20) comprova-se que, para €sse cenario, a

Estatistica Classica Univariada pode ser utilizada para fazer a predicdo dos pontos nédo
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amostrados, sem prejuizos para a variancia do erro de predi¢do. Isto €, ja que ndo existe
autocorrelacdo espacial ou qualquer outro tipo de relacdo entre as variaveis, entdo a média
podera ser utilizada como o preditor mais adequado para a predicédo de valores desconhecidos

no dominio.

Cenario2: AAC,ACCe3aCS

Sob essa configuracgdo, a variavel principal ndo apresenta correlagdo entre os pontos em
que esta é medida, ou seja, ela ndo possui autocorrelacdo espacial (AAC), também néo existe
relagdo entre a varidvel principal e a variavel secundaria em pontos distintos, isto é, ndo existe
correlacdo espacial cruzada (ACC), mas existe correlacdo simples ndo espacial (3CS) (relacdo
entre a variavel principal e a variavel auxiliar nos pontos nos quais ambas sdo medidas). Assim,

temos 0s seguintes resultados nos vetores e matrizes de covariancia:

[0zzo1 = O] "oy, = [O] =0
0oz 97202 =0/ 0
0= [&Bﬂ =| Ozvoo |; 0zu00
|O_ZU01 = O L] o‘OU — [ O I’
lUZUOZ = OJ O
(O 0 0
o 0 uuoo
" XY= 2511 Uzzzz] " Iy = 0 Oyu11 0 |;
0 0 Oyuy22
0 ozy11 0 [ O 0
WS ; " Xyz =|0zy11 0 |
00 9zu22 L 0 Ozuy22

Esses resultados tem a seguinte implicacdo sobre a expressao geral (5.5) do preditor de

krigagem:
20 = g + 00,277 UozzzlzzUB 122277 O'OUB 1zuzzzzl Z— 1) +
I I1 I11
n UozzzlzzuB 1 aOUB l U - uy)
IV
" 0277 02;72,yB'2y,277  0oyB 'Zy 2z
ZO = Uzo + (Z ["’Z) +
[=0 =0 [I+0
[0x;1x,,B~! o,,B7!
+ ZZ4ZU 4 Jou (U — uy)
V=20 V+0
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. BT, 2 N (Z — g, ,B~1(U -
2o = MZO_O'OU vzZzz ( ﬂz)+ owB™( ”'U).
I11 \Y
Como
1
0 0
Ouyuoo
_1 1
B = 0 0
(oyu11 — Ozu11)
0 0 !
(GUUZZ - GZUZZ)—

substituindo B=1 em III tem-se:

1

0 0 ]
GuUo0 0 0 1
I 0 1 0 I 07Z11 0 Zl — MUz
I = [o7y00 0 0] (ouu11—-0zU11) Ouz11 0 1 [Zz - #22]
| | 0 (o]
l 0 0 1 Uz22 07722
(ouuz2—0zU22)

Ouuoo _t |Zy =z
07722

o 0 0 L 0 7 _
I = [M 0 O] [GU211 0 ] 07711 1 :uZl]
0 Oyz22

Ouuoo ozuzz | 1 £2 — Hz2

0 0
O0zZU11 _
1 = [GZUOO 0 O] IE 0 Z1 /’LZI]

07722

Z —
w=to o]

~ I =0.
substituindo B~ em V tem-se:

V=0uB (U — puy)
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_ 1 -
S 0 0
uuoo 1 (Uo — tyo)
V =[ozu00 0 O]| © 0 (U1 — py1)
(oyu11 — Ozu11) (U, — ys)
1 2 U2
0 0
! (GUU22 - GZUZZ)—
(Uo — Uyo)
Ozuoo
= [0 0 0] (U1 —.UU1)
vuoo Uz — uy2)
Ozuoo
~ V= (Uo — o)
Ouuoo

Assim, substituindo III e V na expressao do preditor finalmente tem-se que:

O0zuoo
Zy = pzo + (Uo — Huo)
uuoo
5 O0zuoo O0zuo00
Zy = fzo — vo t Up.
Ouuoo Ouuoo
Se chamamos By = fzo — 222 o € By = 2% tem-se a expressdo (5.21) que
OuUuoo Ouuoo
representa uma regressao linear simples.
o ZO = BO + BIUO' (521)

Note que, por simplicidade, definiu-se trabalhar com apenas uma variavel auxiliar e,
somente por esta razéo, chegou-se a expressao para a regressao linear simples. Entretanto, se
varias variaveis auxiliares forem introduzidas no modelo, a expressdo (5.21) representard uma
regressao linear multipla, veja por exemplo, Draper e Smith (2014), Graybill (1976), Kendall e
Stuart (1973,1977). Esses autores estabelecem como condi¢do necessaria para se realizar uma
analise de regressao que exista correlagao simples ndo espacial (CS).

Como ndo existe dependéncia espacial ndo ha necessidade de se usa-la. Portanto, como
neste cenario existe correlacdo simples ndo espacial (CS) pode-se recomendar a utilizacdo da

regressdo linear simples ou maltipla para obter predi¢Ges adequadas.



118

Cenario 3: 3AC,ACCeACS
Nesse cendrio admitimos a ndo existéncia de correlagdo cruzada (A CC ) e nem de

correlagdo simples (A CS). Assim, temos 0s seguintes resultados nos vetores e matrizes de
covariancia:

07701
07Z0n 0
Ooz] L---ZEOn___ 07701
202 _ G700 = 0 : "Gy, = ; "oy = lOl = 0;
o
[ o0 ] o [GZZOn] 0
0zyon = 0.
_ 0 Oyvoi1 Ouuon
o (o]
-3, :[ 7711 ZZ1n ; * X, = loyuio 0 Ouuin|;
OzzZn1 07ZZnn Ouuno Ouuni 0
n n
0 0
. zZU:[O 0 0]:<p; Xyz=10 0| =.
0 0O 0 0

Sendo ® uma matriz de zeros. Aplicando os resultados obtidos do cenério 3 na
expressao (5.5) teremos:

007277 UozzzlzzuB 1%y2877 GOUB_IZUZZ
| 11 [11
007277272yB7! UOUB

v

Zy = pzo +

l(z uz) +

l U — ny)

007277  00;27;PB'®L;; OB @Iy
[+0 =0 =0
N [aozzzzch-l 0B~

IV=0 V=0

Zy= pzo+

l(z—ﬂz)+

l U — uy)

wZo= pzo + 0 07277(Z — uy). (5.22)

De fato, quando néo existe correlacdo simples (CS) a informacéo da variavel auxiliar é
inatil na explicacdo do fendmeno medido pela variavel principal, pois essas ndo se relacionam
linearmente. O fato de também ndo existir correlacdo espacial cruzada (CC) frustra qualquer
outra expectativa de utilizacdo da varidvel auxiliar para a explicacdo do fenémeno medido por

Z. De fato, se comprova que as krigagens univariadas: krigagem linear simples (KLS) e
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krigagem linear ordinaria (KLO) séo as krigagens que minimizardo a variancia do erro de
predicdo para esta configuracdo. Note que, esse resultado apenas confirma o que j& esta
estabelecido pela literatura geoestatistica (veja por exemplo, Cressie (1993), Goovaerts (1997),
Isaaks e Srivastava (1989), Soares (2006) e Wackernagel (2013)) uma vez que a expressao
(5.22) é equivalente a expressdo (3.34) expressdo mais geral obtida pela abordagem
geoestatistica classica (AGC) para as krigagens univariadas.

Retomando o esforco de compreensdo do que ocorre com o preditor de krigagem dada
a existéncia ou ndo de AC, CC e CS, sera necessario que a partir do proximo cenario se avalie
duas novas caracteristicas: a estrutura e a composic¢do dos pesos de krigagem para a variavel
principal Z e para a variavel auxiliar U, j& que nenhum dos termos da equacao (5.5) € nulo.
Portanto, obter-se-a o preditor de krigagem linear e, logo em seguida, sera feita uma avaliacéo
da estrutura e composicdo dos pesos de krigagem, indicando o melhor preditor para cada um

dos respectivos cenérios, 4, 5 e 6.

Cenéario4: 3 AC,A2CCe3CS
A ndo existéncia de correlacdo espacial cruzada (Z CC ) combinada com a existéncia
de autocorrelacdo espacial (3 AC) e de correlagdo simples ndo espacial (3 CS) caracterizam o

cenario 4, que apresenta 0s seguintes resultados para os vetores e matrizes de covariancia:

[ 07701 1 07701
"0z = |g
Goz1 . 02202 ] 2202
. = [&Bﬂ = 07U00 1, 07000
[UZU01 = OJ "opw=| 0 |;
Ozuo2 = 0 0
07711 O7712 [Ouuoo Ouuo1 Ouvuo2
" XY= [G ]; = Xyy =|O%uui0 Ouuir Ouuiz|;
7721 07722 o G
| YUu20 uu21  Oyyzz2
0 0
0 ozu11 0
. zZU:[O 0 5 ; * Xyz = |Ouz11 0 |
zu2z 0 Ouyz22

Tomando-se a expressdo (5.5) e aplicando-se os resultados dos vetores e matrizes
apresentados para este cenario, para cada um dos termos I, 11 e 111, relativos ao peso da variavel
principal Z, e os termos 1V e V, relativos ao peso da variavel auxiliar U, tem-se o seguinte

desenvolvimento:
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007277  007277Z7yB7'Eys27;  ooyB T 'Eyz 2z
I[+0 =0 I+ 0
0,,27,32,yB™1  opyB7!
4+ |Toz2zz2zuB | Fou
IV+0 V+0

Zozﬂzo+[ (Z — py) +

(U — py).

Para encontrar-se Z, para esse cenario calcula-se ;2 e B~. Dado que 0 det(Z,;) =

(0221107722 — O7z1207712) ENtAO:

07722 _ 07712
$-1 _ det(Zzz) det(Zzz)
2z 07712 07711 '

Cdet(Zy;)  det(Tzy)

SendoB =X, — Z,7X74X,,, entdo:

o o o 0 0 07722 _ 97712
. GUUOO O_UU01 GUUOZ ~ : det(Z,7) det(Z;;)|[0 ozu11 0
= |®uu10 Uu11 uu12 Ouzi1 07712 07711 0 0 O7U22
Ovuz20 Ouu21 Oyyz: 0 Oyz22 ~ det(x det(X
et( ZZ) et( ZZ)
[GUUOO Oyuo1 Oyuo2 ]
|(y s [UUZ110222202U11] s +[0UZ1102221GZU22] bi; by, by
uuio Ouuir — uu12
B = det(X;,) det(Z7) =[b21 b, b23]-
Ouyz1107z2107U22 b3y bzy b33

s s N [ ] s _ [Guzzszzznczuzz]J
uu20 uu21 det(ZZZ) uu22 det(ZZZ)

Para se obter a inversa de B opta-se por particiona-la, aplicando-se a técnica de inversao
de matrizes particionadas descrita por Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017), em
que se pode encontrar todos os detalhes dessa técnica. A essa nova matriz particionada

denomina-se de C.

Ci1_1 €2
FazendoB=C = |:---- -2
(C12) ! Coo
Guuoo Ouvo1 Outes
em que: €y = - [w} » €12 = [w]
Oyuio Ouuil det(Zz7) Oyuiz + dot(Erg)
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GUZZZGZZ11GZU22]

= Ban = _[
€ Cy2 33 = Oyu22 det(Zz7)

Entdo, desde que exista C;, a inversa da matriz C sera dada por:

-1 -1 -1 -1
¢l [f’_‘fzz_t 9_1_1_‘31_2_(_‘512_)_'_‘7_1_1__i__‘_‘_:_l}_‘":l_z_]
e —(c12)'C i 1 ,
P _[UZU11UZZZZUZU11]
Uu11 det():zz) _ Ooyu10
emque: Cif = det(Cy1) det(C11) | €
__ _Suu1o OUUo00
det(Cqq) det(Cq1)

e = cyy — (€12)'Cifcyy

o — (0 _ [GZU1202U1202222D +
uu22 det(zZz)

(0 [UZU01GZU1202222 - GZU2002U1202212]> <GUU11det(zZZ) - GZU1202U1202211>
—\Ouuoz —

det(Zzz) det(Zzz)det(Cyq)
(G _ [GZU01UZU1202222 - GZU0202U1202212]) (G _ [GZU1202U1202212])

oyvordet(Zzz) — 67u0207u1207z11 T OZU010ZU1207712 (G [GZU1202U1202212])
det(Zzz)det(Cyy) vuiz det(Zzz)

Desta forma o preditor de krigagem linear para o cenario 4 tera a seguinte forma:

— AZ —|
N 3 Y C—1 Ic—l / /C—l
Zy = pizo +|a),CoE 002011 €12(€12)'Cry aoy(€12)'Cry (Z — ) +
I + e - e
: I 111
— )'U .|
T -1 |
_[90zC11 €12 Tou WU — uy). (5.23)
—e Te
LIV \Y%
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Obtido o preditor de krigagem linear para o cenario 4 (expressao (5.23)), dois novos
aspectos devem ser observados: a estrutura dos pesos de krigagem e a composigédo destes pesos
relativos a variavel principal Z e a variavel secundaria U.

Quanto a estrutura dos pesos de krigagem note que, dado que o ponto de partida foi a
expressdo (5.5) para todos os preditores, a estrutura dos pesos 4, e 4, se mantém inalterada.
O que diferencia a forma do preditor do cenario 4 para os cenérios 1, 2 e 3 € a composicao que
se deve a existéncia ou ndo da AC, CC e CS, o que, inclusive, caracteriza o tipo de preditor que
deve ser utilizado para cada caso.

Por outro lado, a avaliagdo da composicao dos pesos sera feita sobre os termos relativos
a cada um dos pesos, 4; e 4. De fato, ao se observar a matriz C; encontra-se somente
autocorrelacdes espaciais (AC) e correlagdes simples ndo espaciais (CS). Da mesma forma ao
observar-se 0 vetor c;, encontra-se somente autocorrelagcdes espaciais (AC) e correlagOes
simples ndo espaciais (CS). No caso do vetor g, sO se encontra autocorrelagdes espaciais
(AC), enquanto que para o0 vetor a;; SO se encontra correlagdes simples ndo espaciais (CS).

Dado que os termos 1, 11 e 11l séo combinagGes da matriz C;{ e dos vetores c,,, 0, €
o,y € que, de fato, somente encontrou-se AC e CS nesta matriz e vetores, logo, 0s pesos de
krigagem para a varidvel principal Z somente sdo impactadas por autocorrelagbes espaciais
(AC) e correlagdes simples ndo espaciais (CS). De modo analogo os pesos para a variavel
auxiliar U, cujo termos 1V e V sdo combinagdes da matriz C;; e dos vetores ¢;,, 6}, € 65y,
também sdo impactados somente por autocorrelacdes espaciais (AC) e correlagdes simples ndo
espaciais (CS).

Como dito anteriormente na anélise do cenario 2, a condi¢do necessaria para se realizar
uma analise de regressdo € que exista a correlacdo simples ndo espacial (CS). Considerando
que no cenario 4, além da correlacdo simples ndo espacial (CS) que indica a realizagdo de uma
regressao, existe também a autocorrelacdo espacial (AC), que conforme visto no cenério 3, a
krigagem linear univariada € o método indicado quando se tem apenas autocorrelagédo espacial
(AC). Logo, para uma configuragdo onde 3 AC, A4 CC e 3 CS, recomenda-se a combinagdo da
krigagem linear com a regressdo (KR). Um caso especial desta configuracdo ocorre quando ao
inveés de se utilizar uma varidvel externa como variavel auxiliar, utiliza-se uma variavel interna,
isto é, utiliza-se as coordenadas espaciais como variavel auxiliar. Neste caso especial a

krigagem com regressao (KR) transforma-se na krigagem linear universal (KLU).
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Cenario5:3AC,3CCeACS

Essa configuracgdo, a principio, por ndo admitir a existéncia de correlacdo simples ndo
espacial (A CS) parece ndo muito provavel na préatica. Entretanto, dado que existe correlacdo
espacial cruzada (3 CC) entende-se que a varidvel auxiliar pode acrescentar informacéao util
diminuindo o erro de predi¢do. Dessa forma, a implicagéo nos vetores e matrizes de covariancia

desse cenario sera:

[ 0zz01 1 "G, — 0zzo01],
| o | 0Z = 1077021"
Goz | __YZz02__
n g:[——— =|o‘ =O1 0
aOU] ZU00 ;
ll Ozuo1 Jl " Oogy = |0zuo1];
O—ZUOZ O-ZUOZ
. G Oyuoo Ouuo1 Ouuon
T > [ Zz11 ZZln] * X,y =|0vu0 Ouuir Ouuin|;
= = n
2z O07Zn1  OZZnn uu ’

Oyuno Ouuni Oyyz:2

Ouzo1 Ouzo2
ZUZ = 0 cyUZlZ .
Ouz21 0

Yy = Ozu1o0 0 Ozu1z2|.
ZU — o o )
ZU20 ZU21 0

Ocorrendo o cenario 5, outra vez a expressao geral do preditor dado em (5.5) é dividida
em termos separados em que os termos |, I1, 111, sdo relativos ao peso da variavel principal Z, e
os termos IV e V, sdo relativos ao peso da variavel auxiliar U. Entretanto, observando as
matrizes X's e 0 vetor o percebe-se uma composicdo de covariancias diferente dos demais
cenarios, assim, os pesos também sdo diferentes dos demais cendrios. Aplicando-se a

composicao das matrizes e vetores do cenario 5 acima na expressao (5.5) tem-se:

2o = tgo + l0622221 _00727;2,yB'2y,2;;  aoyBT'Ey 27 Z— ) +
[+0 =0 1 +0
+ laf)ZzEleZUB_l + GBUB—ll (U _ MU)
IV+0 V+0

Calculando-se B = £, — ;X742 X5y, chega-se ao seguinte resultado:

07722 _ 07712

det(Z,,) det(Zzz) [szo 0 02U1z]
__Ozz12 07711 Oz7u20 Ozu21 0o r
det(zzz) det(zzz)

Oyuio Ouuir Ouuiz 0 Ouz12
Oyuz20 Ouu21  Oyyz: ouz21 0

B =

Oyuoo Ouuo1 0Uuozl [GUZOI Ouzo2
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em que
bll b12 b13

B =|b,1 by, b3, sendo que cada elemento de B serd igual a:
b31 b32 b33

_ _0_U2010_ZZZZO_ZU10_O_UZOZO_ZZ126ZU10+GUUOZGZZ116ZU02_GU201GZZ126ZU20]
)

= h.=0
11 Uuo00 det(Zy7)

[0UZ020721102U21—0UZ0102Z120ZU21

= by, = Oyuer — IBL
12 uuo1 | det(zzz) 21

* bi3 = Oyyoz

_ -O-U2010-ZZZZO'ZU12_GUZOZGZZ120ZU12] =p
det(Zzz) 31

b =0 __[ouz129221107U21]
22 uu11 det(Zzz)

[0Uz120771207U12]

] b =0 + = b
23 uu12 det(Zz7) 32,
[0UZz210772207U12]
u b =0 - ————
33 uu22 det(Zz7)

Repetindo-se o procedimento para o calculo da inversa particionada descrita por
Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017). Note que apesar do procedimento ser o
mesmo, como as matrizes resultantes séo diferentes, serdo denominadas por diferentes letras.

! by, b b
Entdo tem-se que B =D = [,12] onde D;; = |, 11 12], d, = 13] edy, = bas.
q (dy2)" H byy byl P b,3 22 33

Desde que exista D73, a inversa da matriz D sera dada por:

D1 = l[’.’.".ﬁ _T_'?_f_f_‘hzﬁ‘_‘_l_z_)f'?_if_i__:‘?_f_ll_‘_‘zz]
h —(d;2)' D1y 1T
bz by
emque Dy} = [ “Q 4P engo;

B det(D11) det(D11)
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b oUUL1— cfUle“Zle"ZUm]
- 22 _ det(Zz7)
det(D41) - det(Dq1) g
b b GUUOl_[GUZOZUZZ11UZU21‘UU20102212UZU21]
. 12 21 det(Zz7)
det(Dy;)  det(Dyy) det(D11) ’
ouu _[“Uzo1"ZZzz"ZU1o—"UZoz"ZZ12"ZU10+"UUOZUZZ11UZU02—UUZO1UZZ1ZUZU20
. b1 00 det(2z7)
det(Dll) - det(Dll) ’

com h = d,,—(d;;)'D1id,,, ou seja,

0yz21072220z7yu12
h = (Uuuzz - [ +

det(Z;,)
_ (0 _ [UUZO1UZZZZUZU12 - UUZZOUZZ1ZUZU12]) (G _ [ O0zu12070120z711 )
vyoz det(Z;,) vuil det(X,;)det(Dy;)
(o_ _ [O'ZU01UZU1202222 - UZU0202U1202212]> + (a _ [UZU1ZUZU1202212]>
vuoz det(XZ;,) vuiz det(X,;)

oyuo1det(Zzz) — 02p020201202211 + Oz0010201202212 (G [UZU1ZUZU1ZUZZ12])
det(Zzz)det(Dy1) o det(Zzz)

Desta forma o preditor de krigagem para o cenério 5 tera a seguinte forma:

_ AZ —|
~ ! -1 my—1 ! 1"~—1
Zy = lizo + |}, D} \ 00zD1i d1;(d12) Dij ~ ooy (ds;) Dy |(Z — )+
L I I1 111
Ay ]I
! -1 !
_100zD11d12 ooy (U — uy). (5.24)
_h
v \%

Obtida a expressdo (5.24) do preditor de krigagem linear para o cenario 5, passa-se para
a verificacdo da composicdo dos pesos relativos a varidvel principal Z e relativos a variavel
secundaria U, ja que a estrutura dos pesos de krigagem se manteve inalterada.

Equivalentemente ao que foi feito para o cenario 4, vai-se avaliar a composi¢do dos

pesos de krigagem, 4, e Ay, no que diz respeito a existéncia ou ndo da AC, CC e CS.
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De fato, ao se observar os elementos da matriz D7 e do vetor d;, s6 se encontra
autocorrelagdes espaciais (AC) e correlagdes cruzadas espaciais (CC). No caso do vetor oy, s6
se encontra autocorrelagdes espaciais (AC). Ja ao se observar os elementos do vetor agy
verifica-se apenas a existéncia de correlagdes cruzadas espaciais (CC). Portanto, evidencia-se
matematicamente apenas a existéncia de AC e CC para este cendrio, como estabelecido por
anteviséo.

Dado que os termos I, Il e 11l s&o combinagGes da matriz D7 e dos vetores d;,, o, €
o,y € que, de fato, somente se encontrou autocorrelagdes espaciais (AC) e correlagGes cruzadas
espaciais (CC) nesta matriz e nestes vetores, logo, os pesos de krigagem para a variavel
principal Z somente serdo impactados por autocorrelagdes espaciais (AC) e correlacdes
cruzadas espaciais (CC). De modo analogo os pesos para a variavel auxiliar U, cujo termos IV
e V sdo combinagBes da matriz D7 e dos vetores d,,, 65, € a5y, também sdo impactados
somente por autocorrelagdes espaciais (AC) e correlac6es cruzadas espaciais (CC).

Verificada a existéncia de AC e CC na composicdo dos pesos de krigagem para a
varidvel principal Z e para a variavel auxiliar U, e que a existéncia de autocorrelacao espacial
(AC) indica a ado¢do da krigagem linear univariada, entdo, sé resta entender qual a influéncia
da CC. Considerando que a correlagdo cruzada espacial (CC) mede a relagdo entre variaveis
diferentes em pontos diferentes, semelhantemente a autocorrelacdo espacial (AC) que mede a
relacdo da mesma variavel em pontos diferentes, é razoavel utilizar a CC para medir a relacéo
de dependéncia espacial entre a variavel principal e a variavel auxiliar. Desta forma, pode-se
estabelecer que a correlacdo cruzada espacial (CC) deve existir e, caso exista, 0 melhor método
para predicdo linear para uma configuracdo onde 3 AC,3 CC e A CS, sob CAG, sera o da

cokrigagem linear (CKL).

Cenario6: 3AC,3CCe3CS
O sexto cenério admite a existéncia dos trés tipos de correlacdo possiveis em um campo

aleatdrio, levando as seguintes matrizes e vetores:

0zz01 " g, = 0zz01]
o 0z = 077021
Oz 22202
" 0= [&E)_U_] =10zyoo|; Ozuo0
lUZU01J " goy = |9zuo1|;
O0zu02 Ozu02



. v = 0zz11
zz Ozzn1
. ¥ Ozu1o
2U = |0zu20

UZZ12] )
0zz221’
Ozyu11 Oz7u12
O-ZUZI O-ZUZZ

) zUZ

[Ouuo00

Oyu1o
| Ouu20

zUU

[Oyzo1
Oyzi11
[0yz21

Oyuo1

Oyu11
Oyu21

Oyzo2

Oyzi2|.

Oyz22
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Oyuo2
Oyviz2|;
Oyuy22

Esta configuracdo foi denominada de “condigdo plena” ja que admite a existéncia de

todas as correlagBes espaciais e ndo espaciais possiveis entre duas variaveis pertencentes a um

campo aleatorio, isto €, AC, CC e CS. Aplicando as expressdes acima na equacéo (5.5), tem-

Se:

Zo=ﬂzo+l

007277 0072778720B™'Eyz27;  ooyB'Ey 27
[#0 =0 I+ 0
007277270B7! + ooyB~! W - py).
IV+0 V+0

(Z —pg) +

Para encontrar-se o preditor Z, para o cenario pleno repete-se o procedimento adotado

para o cenario 5. Sendo B = X,y — 2277 Z,0°

Oyuoo Ouvuo1
B = |Ouui0 Ouu1
Gyu20 Ovuuz21

byy  byy

b1 b3,

* by1 = Oyuoo —
* b1, = Oyuor —
* b3 = Oyyoz —
* by = Oyyio —
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Guuozl [Guzm
Oyuzz2 Ouz21

b13
b,3 | entdo:
b33

Ouzon 07722 07712

Ouz1s det(Zzz)

Ouzaal |- 07712 O0z711
det(Zzz) det(Zzz)
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det(ZZZ)
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det(ZZZ)
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det(ZZZ)
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det(Zzz)
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det(Zzz)
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Note que por esse cenario possuir todas as correlagfes possiveis, 3 AC, 3 CC e 3 CS,

entdo, os elementos da matriz B sdo “completos” ¢ diferentes de todos 0s casos anteriores. Para

se obter B~1, aplica-se novamente a técnica de inversio de matrizes particionadas descrita por

Rencher e Schaalje (2008) e Searle e Khuri (2017), na qual se pode encontrar todos os detalhes

dessa técnica. Essa nova matriz particionada serd denominada de F a qual terd a seguinte

configuracao:

b1 bip i b3 .
Fazendo B = F = [Dby;  byp 1 bys| [(_f_ll).,-i-_f_lZ]'
b31 b3y i b3z 1274 J2z

b11 b12

em que Fy; = [b21 by, i = b23] e f22 = bss.

Entéo, a inversa da matriz F sera dada por:

—— l[f‘F_fﬁ +FL _fzzSfl_z_)_'_F_if_i_:‘fff_f_lz]
k —(f12)'Fip ! 1

em que det(F;;) = b11byz — by1b12, OU ainda:
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0uz01927220ZU10 — OUz0297z1207zU10 T O0UZ0202Z110ZU02 — 0U201UZZ1202U20])
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Desta forma o preditor de krigagem para o cenario 6 terd a seguinte forma:
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UBZFf11f12(f12)’F1_11 az)u(f12)’F1_11
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Por fim, chega-se a expressdo (5.25) do preditor de krigagem linear para o dltimo
cenario: o cendrio 6. Note que a expresséo (5.25) é diferente da expresséo (5.5), mas ndo deveria
ser igual dado que esse ¢ o caso “pleno”? A razdo para essa diferenca se deve ao fato de se ter
encontrado as inversas das matrizes X e B, e té-las substituido na expressdo de Z,. Dessa forma,
as expressodes (5.5) e (5.25) sdo equivalentes e a estrutura dos pesos de krigagem é mantida.

Pode-se verificar a existéncia de autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada
espacial (CC) e correlagdo simples ndo espacial (CS) nos elementos da matriz F{;! e do vetor
f,,. O vetor a;, é um vetor de autocorrelagbes espaciais (AC) e 0 vetor a;; possui uma
correlagdo simples ndo espacial (CS) e correlagcbes cruzadas espaciais (CC). Portanto,
evidencia-se matematicamente a existéncia das trés correlacBes possiveis em um campo
aleatorio nesta matriz e nestes vetores, como foi antevisto.

Dado que os termos I, Il e 111 sdo combinacOes da matriz F;;* e dos vetores f;,, a;,, €
o,y € que, de fato, todas as correlagcBes foram encontradas nesses vetores, logo, 0s pesos de
krigagem para a variavel principal Z sdo impactados pelos trés tipos de correlacao, isto é, AC,
CC e CS. De modo anélogo, os pesos para a variavel auxiliar U, cujo termos IV e V sdo
combinac@es da matriz F;;! e dos vetores f;,, a;,, € a}y, também sdo impactados por todos 0s
trés tipos de correlacdo, ou seja, AC, CC e CS. Dessa forma, verificou-se a existéncia de todas
as correlacdes na composicéo dos pesos de krigagem para a variavel principal Z e para a variavel
auxiliar U.

Recorrendo-se aos argumentos e recomendacdes apresentados nos cendrios 2 e 5, desde
que exista correlacdo simples ndo espacial (CS) e correlagédo cruzada espacial (CC), o melhor
método para predic¢do linear para uma configuracdo onde 3 AC, 3 CC ¢ 3 CS, sob CAG, serd o
da cokrigagem linear com regressdo (CKL + KR).

Observe que, o ponto de partida para o preditor de krigagem linear é sempre o mesmo:
a expressdo (5.5). Logo, todos os preditores de krigagem linear avaliados nos 6 cenarios

possuem a mesma estrutura. O que varia é a composicao dos pesos de krigagem para a variavel
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principal Z e para a varidvel secundéria U, o que pode ser comprovado pela composicéo das
matrizes e vetores de covariancias.

Destaca-se ainda que, quando se estabeleceu os cenarios resultantes da combinacdo da
existéncia ou ndo da AC, CC e CS, apresentados na Tabela 5.2, estes foram estabelecidos por
antevisdo. Entretanto, ao admitir-se que o campo aleatdrio é gaussiano, particionando-se o €; €
se aplicando na expressdo (5.5) os resultados de cada cenério, é criada uma evidéncia
matematica que confirma essa antevisdo. Dessa forma, a configuracdo estabelecida nos 6
cenarios estudados transforma-se nos critérios teoricos para selecdo de preditores lineares que

estdo resumidos na Tabela 5.3.

Tabela 5.3 - Critérios teoricos para selecdo de preditores lineares baseado nas combinacdes
entre a existéncia ou ndo da autocorrelacdo espacial (AC), correlacdo cruzada
espacial (CC) e correlagdo simples ndo espacial (CS).

AC CcC CS Tipo de krigagem

A Estatistica classica univariada (ECU)
2 2 3 Regressdo linear simples ou multipla (RLS ou RLM)
A Krigagem linear simples (KLS) ou krigagem linear ordinaria (KLO)
. 2 3 Krigagem linear universal (KLU) ou Krigagem com regresséo (KR)
. A Cokrigagem linear (CKL)
E| Cokrigagem linear com regresséo (CKLR)

Fonte: Do autor (2018).

Dos critérios teoricos decorrentes do estudo dos cenarios estabelecidos neste estudo é
possivel definir qual o melhor preditor de krigagem linear utilizar, principalmente quando se
tem uma ou mais variaveis auxiliares U, alem da varidvel principal Z.

Entretanto, ndo foi objeto desta tese o estudo de uma medida pratica que descreva a
dependéncia espacial e que permita saber a partir de que valores ou faixa de valores para a
autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada espacial (CC) e correlagdo simples nao
espacial (CS) recomenda-se na pratica cada um dos preditores de krigagem linear aqui
estudados.

Por essa razdo, surge naturalmente a questdo: “Como aplicar os critérios tedricos
propostos por este estudo sem saber a partir de que valores ou faixa de valores praticos para a

AC, CC e CS essas correlagdes existem?”. Na proxima sec¢do vai-Se responder a essa questao.
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5.4 Interpretacao do coeficiente de correlacéo

Diversos autores apresentam diretrizes para a interpretacdo de um coeficiente de
correlacdo. Entretanto, todos esses critérios sao de certa forma arbitrarios, isto €, a interpretacédo
de um coeficiente de correlacdo depende do contexto e dos propdsitos definidos para a sua
medicdo. Uma correlacao de 0,8 pode ser muito baixa se alguém esté verificando uma lei fisica
usando instrumentos de alta precisdo, mas pode ser considerado muito alto nas ciéncias
ambientais, por exemplo, onde existem diversas variaveis ndo controlaveis que dificultam sua
predicdo. Portanto, para responder a questdo feita no final da secdo anterior, vai-se buscar
referencias dentro do contexto da Geoestatistica.

Para que correlacbes espaciais e ndo espaciais sejam expressadas de maneira
equivalente, vai-se estabelecer trés faixas de valores, isto é: correlacdo ou dependéncia espacial
fraca, correlag@o ou dependéncia espacial moderada e correlacdo ou dependéncia espacial forte.

Como dito anteriormente, para fins de dedugdo as correlagdes foram simplesmente
consideradas existentes ou inexistentes, isto é, existentes se ndo séo zero e inexistente se forem
iguais a zero. Define-se para fins de recomendacdo pratica que as correlacdes inexistentes, fraca
e moderada, serdo consideradas inexistentes e que as correlacGes fortes serdo consideradas
existentes.

Dessa forma, de posse do valor estimado pela correlacdo simples nédo espacial (CS) basta

compara-lo com os valores estabelecidos na Tabela 5.4 para verificar a sua existéncia.

Tabela 5.4 - Faixa de valores para a classificacdo da correlagcdo simples ndo espacial (CS).

Correlacéo simples ndo espacial (CS) Interpretacéo
|CS| < 0,40 Correlacdo simples ndo espacial fraca
0,40 < |CS| < 0,70 Correlagdo simples ndo espacial moderada
|CS| = 0,70 Correlacdo simples ndo espacial forte

Fonte: adaptado de Laboratorio de Estatistica e Geoinformagdo - LEG (2018).

Para avaliar a autocorrelacéo espacial (AC), isto é, a dependéncia espacial, vai-se adotar
o Indice de Dependéncia Espacial IDE (%) proposto por Seidel e Oliveira (2014) e a
classificacéo para o IDE (%) proposta por Seidel e Oliveira (2016) e Barbosa et. al. (2017).

Estes autores propuseram uma medida auxiliar numérica de dependéncia espacial que
resume todo o conjunto de informagGes semivariogréficas, levando-se em consideragéo o efeito

pepita (C,), a contribuigdo (C;), o alcance (a), o fator de modelo (FM) e a distancia méxima
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(MD) entre pares de pontos da amostra espacial. O fator de modelo (FM), de acordo com Seidel,
Oliveira (2014), pode ser entendido como um valor que expressa a forca da dependéncia
espacial que o modelo pode alcancar, uma vez que quanto maior seu valor, maior a forca da
dependéncia espacial do modelo. O indice de dependéncia espacial IDE (%) é, entdo, dado pela

seguinte equacdo:

Cy a
%) =
IDEy04e10(%) = FM X (Co n C1> X (q = MD) x 100. (5.26)

No estudo de validacdo da IDE (%), Seidel e Oliveira (2014) consideram q = 0,5,
gerando um denominador g X MD equivalente a metade da maior distancia entre os pontos da
amostra espacial.

De acordo com Seidel e Oliveira (2016), os valores respectivos do fator do modelo (FM)
sdo: 0,375 (para semivariograma esférico), 0,317 (para semivariograma exponencial) e 0,504
(para o semivariograma gaussiano). Para outros modelos, novos artigos tém sido produzidos,
ainda (Barbosa et.al. (2017), por exemplo).

Dessa forma, basta calcular-se o indice de dependéncia espacial IDE (%) para o

semivariograma ajustado e compara-lo com as faixas de valores definidos na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 - Classificagdo da dependéncia espacial proposta por Seidel e Oliveira (2014, 2016)
e Barbosa et al. (2017), para os modelos de semivariograma Esférico,
Exponencial, Gaussiano e de Poténcia.

(Continua)

Interpretacéo da
dependéncia espacial

Modelo de

T - A~ - - _ 0
semivariograma Indice de dependéncia espacial — IDE (%)

IDE(%) < 7% Dependéncia espacial fraca
. Dependéncia espacial
0, 0, 0,
Esférico 7% < IDE(%) < 15% moderada
IDE(%) > 15% Forte dependéncia espacial
IDE(%) < 6% Dependéncia espacial fraca
. Dependéncia espacial
0, 0, 0,
Exponencial 6% < IDE(%) <13% moderada
IDE(%) > 13% Forte dependéncia espacial
IDE(%) < 9% Dependéncia espacial fraca
. Dependéncia espacial
0 ) < 0
Gaussiano 9% < IDE(%) <20% moderada

IDE(%) > 20% Forte dependéncia espacial
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Tabela 5.5 - Classificagdo da dependéncia espacial proposta por Seidel e Oliveira (2014, 2016)
e Barbosa et al. (2017), para os modelos de semivariograma Esférico,
Exponencial, Gaussiano e de Poténcia.

(Concluséo)

Modelo de
semivariograma

indice de dependéncia espacial —
IDE(%)

Interpretacéo da
dependéncia espacial

Poténcia

0 < IDE(%) < 0,25 x FM X 100%

Dependéncia espacial fraca

0,25 X FM X 100%
< IDE(%) < 0,75 x FM x 100%

Dependéncia espacial
moderada

IDE(%) > 0,75 X FM x 100%

Forte dependéncia espacial

Fonte: Seidel e Oliveira (2014, 2016) e Barbosa et al. (2017).

Note que, para calcular-se o indice de dependéncia espacial IDE (%) dado em (5.26)
utiliza-se estimativas de varios parametros do semivariograma, ja que o interesse esta sobre a
autocorrelacdo espacial (AC), medida que € feita sobre a mesma variavel em pontos diferentes.

No caso de se verificar a existéncia da correlacdo cruzada espacial (CC), medida da
relacdo entre duas variaveis em pontos diferentes, seria necessario utilizar-se informacdes do
semivariograma cruzado. Entretanto, nenhuma classificagdo para o IDE (%) foi encontrada na
literatura para o caso onde uma ou mais variaveis auxiliares sao utilizadas, aléem da variavel
principal. Por essa razdo, sugere-se que para classificar a existéncia da correlacdo cruzada
espacial (CC) se utilize a mesma classificacdo apresentada por Seidel e Oliveira (2014, 2016)
e Barbosa et al. (2017) e apresentada na Tabela 5.5.

Figura 5.4 — Sintese da forma de como o processo de modelagem de fenbmenos espaciais
se da quando uma ou mais variaveis auxiliares, interna ou externa, sdo
utilizadas.

ZA(SU) = #Z(SO? +|0JE_1(V - ”V.)

l I |

Modelo de tendéncia Modelo de correlagio

» KLU =KDI: Variavel auxiliar = coordenadas (Interna).  *+ CK: Variavel auxiliar # coordenadas (Externa).

Modelo de tendéncia = Polinomial.

* KR =KDE: Variavel auxiliar # coordenadas (Externa).
Modelo de tendéncia = Qualquer.

* As variaveis auxiliares entram quando CC sdo fortes
(Caso em que se tem variavels auxiliares de tipos
diferentes).

* As variaveis auxiliares entram quando CS sdo fortes.

Fonte: Do autor (2018).
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Finalmente, apresenta-se na Figura 5.4 uma sintese da forma como o processo de
modelagem de fendmenos espaciais se da quando uma ou mais variaveis auxiliares séo
utilizadas. Observa-se que, a informacdo auxiliar pode ser interna (coordenadas) ou externa
como ja se apresentou e se discutiu nesta tese. Mas, a Figura 5.4 mostra que a modelagem da
variavel auxiliar pode entrar no modelo de tendéncia ou a que a variavel auxiliar pode ser
incluida pelo vetor e pela matriz de covariancias, isto é, que pode ser incluida por um modelo
de correlagdo. Desta maneira, a Figura 5.4 apresenta mais uma forma de se compreender como

a informacdo impacta ou modifica os preditores de krigagem linear.
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6 CONCLUSAO

Retomando os objetivos especificos definidos para este estudo, pode-se concluir:
a) Apresentar a teoria geoestatistica proposta pela abordagem geoestatistica classica
(AGC), isto &, as principais krigagens lineares univariadas e multivariadas.

Foi apresentada uma teoria bastante detalhada para as principais krigagens lineares pela
abordagem geoestatistica classica (AGC), quais sejam: para o caso univariado a krigagem linear
ordinaria (KLO) e krigagem linear simples (KLS); para o caso multivariado a krigagem linear
universal (KLU), krigagem com regressdo (KR) e cokrigagem linear ordinaria (CKLO) e
cokrigagem linear simples (CKLS). Destaca-se que ndo se encontra na literatura especializada,
teoria para a AGC, compilada conjuntamente como foi apresentada neste estudo. Além disso,
explicitou-se a forma dos pesos de krigagem para cada uma das krigagens estudadas, outra

informac&o dificil de se encontrar na literatura especializada.

b) Apresentar uma abordagem alternativa, aqui denominada de abordagem do campo
aleatorio gaussiano (ACAG), a qual é baseada nas caracteristicas da distribuicao
normal multivariada, mas néo restrito a ela, explicitando a forma e a distribuicdo de
probabilidades do erro devido a dependéncia espacial.

Apesar de que o conceito de campo aleatério gaussiano (CAG) ndo € inédito, foi
apresentada neste estudo uma abordagem inédita para Geoestatistica usando a no¢do de CAG,
isto é, a abordagem da Geoestatistica pela estrutura do CAG € inédita em suas premissas,
pressupostos, modelo e resultados. A nova abordagem mostrou-se simples e coesa, além de
apresentar os melhores preditores lineares entre todos os preditores, lineares e ndo lineares, caso
0 campo aleatorio seja gaussiano. Destaca-se ainda, a proposi¢do do Teorema da gaussianidade
local, que idealiza que em campos estacionarios de 2% ordem mesmo que um campo aleatério
ndo seja gaussiano na sua totalidade, pelo menos localmente (isto é, para distancia h = r
“pequena”) o campo podera ser gaussiano, justificando mais ainda a abordagem do campo

aleatorio gaussiano (ACAG).

c) Comprovar as equivaléncias entre a abordagem geoestatistica classica (AGC) e a
abordagem do campo aleatorio gaussiano (ACAG) no que tange a obtencdo dos
preditores de krigagem linear.

Ao aplicar-se a abordagem do campo aleatdrio gaussiano, chegou-se como era esperado,

aos mesmos preditores para as krigagens lineares ordinaria, simples e universal, comprovado
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pela igualdade dos pesos de krigagem em cada um dos tipos de preditores lineares estudados.
Dessa forma, a ACAG se mostrou equivalente a AGC, o que é um resultado inédito.

d) Baseado nas caracteristicas de um campo aleatorio gaussiano, estudar 0s cenarios
estabelecidos pela particdo do erro devido a dependéncia espacial e pela existéncia
ou ndo de autocorrelacdo espacial (AC), correlacdo espacial cruzada (CC) e
correlacdo ndo espacial simples (CS).

Seis cenarios decorrentes da combinacdo da particdo do erro devido a dependéncia
espacial €'(sy) e pela existéncia ou ndo de AC, CC e CS foram definidos e estudados
permitindo-se compreender a fundo as principais krigagens lineares. Destaca-se, ainda, que
somente pela ACAG é possivel explicitar e, por conseguinte, particionar £'(s,) e realizar o

estudo proposto por esta tese, 0 que é mais um ineditismo que justifica a proposicdo da ACAG.

e) Com base nos resultados obtidos do estudo dos cenarios estabelecidos pela parti¢éo
do erro devido a dependéncia espacial e existéncia ou ndo de AC, CC e CS, propor
critérios tedricos simples e objetivos que permitam a escolha do melhor preditor de
krigagem linear, quando uma ou mais variaveis auxiliares sdo introduzidas no
estudo.

Um critério geral foi definido com base em critérios tedricos sob um modelo
geoestatistico em um campo aleatério gaussiano, isto €, com base em correlagdes, as medidas
estatisticas mais amplamente utilizadas ndo s6 na Estatistica Espacial para avaliar a relacéo
entre duas variaveis, foi definido um critério geral tedrico, simples e claro que permite escolher
o melhor preditor de krigagem linear, quando uma ou mais variaveis auxiliares sao introduzidas

no estudo. Esse critério geral inédito foi sistematizado e € apresentado pela Tabela 5.4.

f) Selecionar/buscar um critério pratico que permita recomendar para quais valores a
autocorrelacdo espacial (AC), correlagdo cruzada espacial (CC) e correlagéo
simples ndo espacial (CS) existem, isto €, sdo consideradas fortes.

Prop6s-se como critério pratico para se definir quais valores de autocorrelacéo espacial

(AC), correlacdo cruzada espacial (CC) e correlagdo simples ndo espacial (CS) sdo fortes, a
classificacdo da dependéncia espacial proposta na literatura. Esta classificacdo se baseia no
indice de dependéncia espacial IDE (%), definido para os modelos de semivariograma Esférico,

Exponencial, Gaussiano e de Poténcia.



138

Assim, entende-se que o problema de pesquisa deste estudo foi plenamente respondido
atendendo-se, dessa forma, ao objetivo geral que era propor um critério geral para a selecdo de

preditores de krigagem linear que se mantivessem como BLUP.
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