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RESUMO

A teoria proposta por R.C.T. da Costa, onde ¢é descrita a dinamica de uma particula quantica em
uma superficie curva, resulta em um potencial geométrico que depende da componente trans-
versal da massa na superficie. Este tratamento pode ser modelado a partir de um sistema de gis
de elétrons bidimensial curvo (2DEG). Por outro lado, um elétron se movendo em uma rede
cristalina estd sob efeito do potencial da rede e sua massa € uma propriedade tensorial, chamada
de massa efetiva, podendo assumir valores negativos. O presente trabalho tem a proposta de
utilizar a abordagem proposta por da Costa e analisar a dindmica na superficie curva em um
cendrio onde a massa efetiva € anisotropica, bem como no caso onde é negativa. Comparando
com 0s casos onde a massa € isotropica, observa-se considerdveis alteracdes na dinamica do
sistema. Alguns exemplos de superficie sdo examinados, tal como uma particula em um super-
ficies helicoidal, cilindrica, um catenoide e em um cone, com possiveis aplicacdes brevemente
discutidas.

Palavras-chave: Sistemas bidimensionais curvos. Massa efetiva anisotropica. Potencial geométrico
quantico.



ABSTRACT

The theory proposed by R.C.T. of the Coast, where the dynamics of a quantum particle on
a curved surface is described, results in a geometric potential that depends on the transverse
component of the mass on the surface. This treatment can be modeled from a curved two-
dimensional electron gas system (2DEG). On the other hand, an electron moving in a crystalline
lattice is under the effect of the potential of the lattice and its mass is a tensorial property,
called textit effective mass, and can assume negative values. The present work proposes to
use the approach proposed by da Costa and to analyze the dynamics in the curved surface in
an approach where the effective mass is anisotropic, as well as in the case where it is negative.
Comparing with the cases where the mass is isotropic, we observe considerable changes in the
dynamics of the system. Some surface examples are examined, such as a particle on a helical,
cylindrical, catenoid and cone surfaces, with possible applications briefly discussed.

Keywords: Curved two-dimensional system. Quantum geometric potential. Anisotropic effetive
mass.
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INTRODUCAO

A Matematica € a linguagem utilizada pela Fisica. Sendo assim, diversas ferramentas
matemadticas contribuem para a descricdo de fendmenos fisicos. Uma destas ferramentas € a
geometria diferencial, uma unido do calculo com a geometria.

Em cristais, os &tomos estao arranjados em uma estrutura periddica, chamada rede cris-
talina, qualquer irregularidade na periodicidade na rede caracteriza um defeito. A descricao fi-
sica destes defeitos faz uso do formalismo presente em geometria diferencial (KRONER, 1990).
Para o presente trabalho, a geometria diferencial tem valor significativo, tendo em vista que o
proposito € estudar a dindmica quantica em superficies curvas e estas superficies sao caracteri-
zadas com o uso da geometria diferencial.

Por outro lado, a descri¢dao de uma particula quantica em uma superficie curva nao é um
exercicio trivial. Em 1981, R.C.T. da Costa apresentou uma abordagem, com o uso de geome-
tria diferencial, que possibilita o estudo de particulas quinticas em superficies curvas. Nesta
abordagem, da Costa considera uma superficie curva arbitrdria, imersa no espago tridimensi-
onal, onde uma particula quantica estd sob vinculo de um dado potencial de confinamento que
depende apenas da coordenada perpendicular a superficie. Pressupondo um caso ndo relativis-
tico, a dinamica desta particula pode ser analisada pela equacdo de Schrodinger. Escrevendo
o Laplaciano da equacdo em coordenadas curvilineas e considerando uma funcio de onda se-
paravel em uma parte tangente a superficie e outra normal € possivel analisar a dinamica na
superficie (COSTA, 1981). Como consequéncia, observa-se a presenga de um potencial com
dependéncia apenas de parametros intrinsecos a superficie, no caso as curvaturas Gaussiana e
Média, ou seja, para cada superficie tem-se um potencial geométrico quantico diferente. Este
tratamento supde que a particula ndo interage com outras particulas, isto pode ser modelado em
um g4s de elétron ndo interagentes bidimensinal curvo.

Em geral, nos materiais cristalinos o transporte eletrdnico acontece em uma perspectiva
ndo relativistica, o que possibilita a descricdo do movimento dos elétrons a partir da equagao
de Schrodinger, onde o potencial € o potencial da rede cristalina oriundo dos atomos da rede.
Por efeitos do potencial da rede a massa medida do elétron é chamada de massa efetiva, no qual
¢ a massa do elétron sob efeitos. Neste contexto, a massa efetiva é uma propriedade tensorial,
ou seja, pode assumir direcOes distintas caracterizando uma anisotropia de massa. Além disso,

estas direcdes podem ser negativas, resultando em uma massa efetiva negativa (KITTEL, 2005).



Pode parecer estranho uma massa negativa, porém algumas constantes fisicas conside-
radas positivas e imutdveis foram descritas na literatura como negativas. Em certos materiais
artificiais, ao incidir um campo eletromagnético percebe-se que as constantes de permissivi-
dade elétrica € e permeabilidade magnética ( apresentam valores negativos (DRAGOMAN;
DRAGOMAN, 2007). Este materiais foram denominados metamateriais 6ticos.

O presente trabalho tem o intuito de analisar a dindmica de uma particula quantica em
superficies curvas onde a massa efetiva anisotrdpica € aplicada, além da possibilidade de valo-
res negativos, ou seja, um metamaterial eletronico. Na secdo 3 € apresentado um pouco sobre
geometria diferencial local, em seguida na secdo 4 estd descrito o potencial geométrico quan-
tico, na secdo 5 € exposto o conceito de massa efetiva anisotropica e, por fim, é apresentado o
modelo de um gés de elétrons ndo interagentes bidimensional curvo com massa efetiva aniso-
tropica. Foram consideradas a superficie do helicoide, cilindro,catenoide e superficie conica.
No caso do cone também € considerado um campo magnético aplicado na superficie. Estas
superficies foram escolhidas pelo fato dos significativos resultados encontrados. Além disso,
estes resultados foram comparados com os trabalhos presentes na literatura, onde se considera

massa efetiva isotrépica.
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UM POUCO SOBRE GEOMETRIA DIFERENCIAL LOCAL

Neste capitulo s@o introduzidas ferramentas matemadticas necessarias para o estudo em
questdo. Estas ferramentas fazem parte de uma ampla e refinada drea da matemética denomi-
nada Geometria Diferencial. Esta drea é de grande importancia para a compreensao do mundo
fisico, por exemplo, para analisar a dinamica quantica de uma particula sem spin confinada
em uma variedade m-dimensional M imersa no espago euclidiano n-dimensional R". Primei-
ramente, € necessario definir um sistema de coordenadas no qual facilite a separacdo de uma
parte normal a variedade! e outra parte tangencial (SCHUSTER; JAFFE, 2003). Em Mecanica
Cléssica, para o movimento curvilineo, por exemplo, o estudo do movimento € fundamentando
em teoria de curvas, quanticamente, temos o espago curvo da Relatividade Geral fundamentado
em uma superficie curva (Geometria Riemanniana) e para descri¢do das propriedades de ma-
teriais leva-se em consideracao ndo apenas os constituintes atdmicos mas também a geometria
que o rodeia (FILGUEIRAS, 2009). A seguir, serda abordando apenas uma sintese de teoria
de curvas, conceito de superficie, primeira e segunda forma fundamental, inspirados no livro

Differential Geometry de Erwin Kreyszig (KREYSZIG, 1991).

3.1 Teoria de Curvas

O estudo de curvas € necessdrio para futura compreensao de superficies curvas. Para
dar inicio a descricdo de curvas, vamos partir da determinacao de um ponto qualquer no espago

Euclidiano R3, para um dado sistema de coordenadas Cartesiana, a partir de um vetor posi¢io

X = (X],XQ,X3), (3.1)

onde x1,x; € x3 sdo coordenadas generalizadas. Escrevendo este vetor e suas coordenadas em

termos de um parametro generalizado ¢, definido no intervalo I: a <t < b,

x = x(1) = x (x1 (1), x2(0), 3(1)) (3.2)

de modo que satisfaca as seguintes condigdes:

' Uma variedade é a generalizacdes da nossa idei sobre curvas e superficies de objetos em dimensio
arbitrarias (NAKAHARA, 2003)
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e As fungdes x;(¢) (i =1,2,3) possuam derivadas r (>1) vezes continua. Onde r é o nimero

de vezes da continuidade das fungdes.

e Para cada valor de r em / no minimo uma das trés fung¢des, x(¢) = ‘bzgt) , seja diferente de

Z€ro.

Satisfazendo as condi¢des, chamamos a equacgao 3.2 de representacdo paramétrica permitida.
Além disso, para um conjunto de pontos M no espago que possa ser descrito por uma represen-

tacdo paramétrica permitida denomina-se uma curva.

3.1.1 Comprimento de Arco

Figura 3.1 — Seguimento AB

Fonte: Autor

Dado um seguimento AB conforme a figura 3.1, onde (A'B')* = (y; —x1)* 4 (y2 — x2)*.

Por Pitdgoras temos que o comprimento de AB é dado pela expressao

2
I= || L i) ). (3.3)
i=1
Para uma curva C descrita pela equacdo 3.2, o comprimento de arco pode ser aproximado pela
soma de seguimentos que possuam seus pontos finais e iniciais no arco C, como mostra a figura
3.2 Fazendo uma soma de seguimentos infinitesimais com seus pontos iniciais e finais presentes

na curva, o comprimento de arco C é determinado com a expressao,

b 3 /dx;\? b
s:/a Z<d—’;) dt:/a NCEL S (3.4)

i=1
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Figura 3.2 — Aproximagao para Arco C

A
B
x(t)
Fonte: Autor
dax(t . .. . . N PP
onde X' = %. Definindo a priori, derivadas com respeito a um parametro qualquer sera indi-

cado por uma linha (') e derivadas com respeito ao comprimento de arco s serd indicado por um
ponto, por exemplo X.

A partir da equacdo 3.4 o elemento de arco ds pode ser escrito em sua forma quadritica,

3
ds* =Y dx; = dx.dx. (3.5)
i=1

3.1.2 Tangente, Plano Normal e Plano Osculador

A andlise cldssica de uma particula se movendo em um plano, parte da definicdo de um
vetor posi¢do, similar ao vetor da equacgdo (3.2), onde temos como parametro o tempo. A partir
do vetor posi¢do € possivel predizer a velocidade instantanea da particula, ou seja, a velocidade
para At — 0, dado por:

Ax dx
=lim|— ) =—. 3.6
V() A0 (At) dt .6

A medida em que Ar — 0 € observado que a direcdo da velocidade instantinea € da tangente a
trajetéria (NUSSENZVEIG, 2018). Isto € uma consequéncia da definicdo de vetor tangente a

uma curva descrito em Geometria Diferencial.
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Figura 3.3 — Reta tangente a curva C no ponto P

t(s)

X(s+h)

Fonte: Autor

Na figura 3.3, temos uma curva arbitraria C no espaco R>, que poderia ser o movimento
curvilineo de uma particula, x(s) € a representagdo paramétrica de C com o comprimento de

arco s como parametro. Dois vetores posi¢do sdo descritos, um para um certo valor de s € o

outro para s+h; a partir destes dois pontos podemos escrever o vetor w e assim definir
o vetor tangente unitdrio da curva C no ponto x(s), dado por
. x(s+h)—x(s) dx .
t(s) = lim ———— = — =Xx(s), 3.7
(s) h—0 h ds (s) 3-7)

tal qual o vetor velocidade tangencial. Caso seja introduzido qualquer outro parametro ¢ temos,

. dxdt x
27 3.8
XTdids Jxx (3-8)
consequentemente,
X/
) = (3.9)

Para um certo ponto P pertencente a curva C todos os vetores ortogonais ao vetor tan-
gente a este ponto, formam o que chamamos de plano normal a C no ponto P. Além disso, o

plano formado pelos vetores X'(¢) e x”(t) chamamos de plano osculador.
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3.1.3 Normal Principal e Curvatura

Um conceito importante para a descricdo de uma curva € a sua curvatura. Para definir
curvatura, primeiramente, imagine uma curva arbitraria C dada a partir da representacio para-
métrica X(s) de classe r > 2. Ja sabemos que o vetor tangente € unitirio de modo que, t-t = 1.
Se derivarmos esta expressao com respeito a s obtemos t-t+tt=0. Isso s é verdade se o
vetor t for ortogonal ao vetor tangente, ou seja, se t-t=0.

Portanto, sabendo que t= X, podemos definir um vetor ortogonal ao vetor tangente a

curva chamado de vetor normal principal, dado por

p(s)=—"—. (3.10)

Fisicamente, podemos associar o vetor normal principal com a aceleragao centripeta. A partir
da equacdo (3.6) podemos extrair a aceleracdo instantanea, definida como a derivada do vetor
velocidade com relagdo ao tempo, dado como o parametro. Vale ressaltar que a aceleragcdo
ndo estd associada apenas a variacdo do moédulo da velocidade mas também na variacdo da
direcdo do vetor velocidade, ou seja, em um movimento curvilineo por mais que o médulo da
velocidade ndo sofra alteracdo a direcdo do vetor velocidade altera e consequentemente temos
uma aceleragdo centripeta relacionada (NUSSENZVEIG, 2018).

Por conseguinte, chamamos o valor absoluto do vetor t de curvatura da curva C no ponto

X(s), ou seja,

K(s) =| t(s) |= (&(s>-3z(s)). 3.11)

Assim sendo, para um movimento onde a curvatura € igual a zero conclui ser um movimento
em uma reta € ndo um movimento curvilineo. O reciproco da curvatura € chamado de raio de

curvatura,

pls)=——, (3.12)

K(s) = t(s). (3.13)



15

Com base na equacao (3.5) podemos escrever uma expressao analitica de curvatura para
qualquer parametro ¢t de uma curva C (Apéndice A) cuja parametrizacao x(t) de classe r > 2.

Esta expressdo tem a forma

<-x) (x"-x") — (x'-x" 2
K:W ><( /. /))g N -,

3.1.4 Binormal e Triedro Movel

Até agora temos associado a uma curva arbitraria C dois vetores unitarios:

e Vetor tangente: t(s) = X(s)

e Vetor Normal: p(s) = ?(s) = % = p(s)t(s)

A partir destes dois vetores podemos associar um terceiro vetor, chamado de vefor binormal

unitdrio, descrito na forma
b(s) =t(s) x p(s). (3.15)

Agora com estes trés vetores unitdrios t, p e b, temos o que chamamos de o triedro movel
de uma curva. Na figura 3.4 podemos observar o triedro e os planos formados pelos pares de
vetores. Os vetores t e p formam o plano osculador, o plano normal é formado pelos vetores b

e p e, por fim, os vetores t e b formam o que chamamos de plano retificador.

3.1.5 Torcao

Na se¢do 3.1.3, foi visto que k(s) mede a taxa de variacdo do vetor t(s) ao longo de uma
curva C. Este "movimento”  de t(s) ao longo da curva € descrito perfeitamente em um plano e
como o objetivo é a descri¢do de curvas imersas no R? existe a necessidade da medida da taxa
de variacdo de um plano desta curva, ou seja, o comportamento da curva no espaco. Para isso
seré inserido o conceito de torgdo.

Na figura 3.4 podemos observar o plano osculador formado pelos vetores unitarios t e p,
além disso, temos o vetor b normal a este plano. Para o caso de uma curva plana, ou seja, uma

curva imersa em um plano, o vetor b é um vetor constante, b = 0, e o plano osculador coincide
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Figura 3.4 — Triedro mével de uma curva C

Fonte: Autor

com o plano da curva. Por outro lado, para o caso onde b ndo é constante o plano osculador ndo
incid lano d i " " R3
coincide com o plano da curva, assim, a curva "emerge" para o R’.

A partir destas consideracdes temos que
b-b=1 e b-t=0, (3.16)
derivando ambas as expressdes com respeito ao comprimento de arco s,
bb=0 ¢ b-t+b-t=0. (3.17)
Desde que t= Kp podemos escrever
b-t=—b-t=xbp=0. (3.18)

Assim, caso ndo seja nulo, o vetor b € ortogonal tanto a t quanto a b, ou seja, o vetor b s6 pode

ser um multiplo escalar de p. Da seguinte forma,
b(s) = —1(s)p(s), (3.19)
fazendo o produto escalar em p de ambos os lados,

(s) = —p(s) - b(s), (3.20)
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7(s) € chamado de for¢do da curva C em um ponto X(s).
Na equacdo 3.20 o sinal negativo possui significado geométrico, garantindo que curvas
dextrégiras® possuam valor positivo de tor¢io. Além disso, chamamos o reciproco da torgdo de

raio de tor¢do, dado por

o= (3.21)

1
T

Por fim, outra forma interessante de escrever a tor¢do € a partir da funcao x(s) e suas derivadas,

para isso € necessdrio inserir a equacgao 3.15 na equacdo 3.20 (Apéndice B), assim obtemos

oo X X X[ (3.22)

esta notac¢ao pode parecer estranha, mas partiu-se da seguinte defini¢cao

aj b1 C1
a-(bxe)=det| ay by ¢, | =|abc]. (3.23)

a3 bz c3

3.1.6 Formulas de Frenet

As férmulas de Frenet t&ém como objetivo escrever as primeiras derivadas t, p € b como
uma combinacdo linear dos vetores unitdrios t, p e b. Até o momento ja temos duas das trés

férmulas de Frenet, que sdo
t=xp e¢ b=—1p, (3.24)

agora é necessario encontrar um andlogo para p. Derivando com respeito ao comprimento de
arco s a expressio p-p = 1, obtemos p-p = 0. Se este vetor ndo € nulo entdo podemos afirmar

que ele € ortogonal a p e assim pode ser escrito da seguinte forma

p = at+ch. (3.25)

2 Curvas dextrégiras sdo curvas que se voltam para a direita.
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Realizando o produto escalar com t e depois b na equacao 3.25 e desde que t-b = 0 obtemos
a=p-t e b=p-b (3.26)

Temos entdo a necessidade de encontrar o valor de p-t e de p-b, para isso vamos comegar
derivando com respeito ao comprimento de arco s a expressio p-t = 0. Obtemos p-t-+p- t=0,

sabendo que t= Kp, entdo encontramos
pt=—p-t=—kpp=-—k. (3.27)
Realizando o mesmo processo para p-b = 0 e usando a equacdo 3.20 obtemos
pb=—pb=r. (3.28)

Por fim, obtemos as formulas de Frenet:

t = xp,
p = —kt+71b, (3.29)
b = — p,
em notacdo matricial,
t 0 x O t
=| - x 0 =zt p |- (3.30)
0 -1t 0 b

3.2 Superficies

Para o presente trabalho o arcaboug¢o matematico da geometria diferencial de superficies
¢ de muita importancia. Nos préximos capitulos ficard mais claro a aplicacio destes conceitos
quando, por exemplo, for necessdrio descrever 0 movimento de uma particula em uma certa

superficie.
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3.2.1 Conceito de superficie

O estudo das propriedades geométricas de superficies serd limitado, como em teoria de
curvas, no espaco euclidiano R3, onde temos uma descricio local de uma superficie, ou seja,
pelos proprios significados de geometria diferencial, uma outra abordagem, ndo abordada no
presente trabalho, seria uma andlise topoldgica, no qual € estudado uma variedade como um
todo e ndo uma andlise local (NAKAHARA, 2003).

Sendo assim, tomando um sistema de coordenadas cartesiano, como vimos, um vetor

posicédo pode ser descrito por X = (x1,x2,x3). Tomando uma fungéo vetorial do tipo

X(ul,uz) = (xl(ul,uz),xz(ul,uz),X3(u1,u2)) , (3.31)

2 sdo duas varidveis limitadas em um dominio B de um plano u'u?. A partir da

onde u' e u
equagio (3.31) para qualquer ponto (u!,u?) do dominio B podemos associar um ponto do R?
com o vetor posicio x(u', u?).

Até entdo nada nos garante que a equacgdo (3.31) € de uma superficie, podendo ser de

uma curva sem problemas, para que ela corresponda a uma equagdo de uma superficie deve

satisfazer os seguintes axiomas:

° X(ul , uz) é de classe r > 1 em B. Cada ponto de um conjunto M do R? corresponda apenas

um par ordenado (u',u?) em B

e A matriz Jacobiana

I9x  ox;
dul  Ju?
_ a d
J= a—)ﬁ a—’,;% (3.32)
9x3  9x3
dul  Ju?

¢ de rank 2 em B, ou seja, as duas colunas dessas matriz sdo linearmente independentes ou
contiver pelo menos um determinante nao nulo onde a equagao resultante seja uma equagao de
2° grau.

Diante disso, se a matriz 3.32 for de rank 1 em B entdo x(u!,u?) é uma representagio
de uma curva. Por outro lado, pode haver alguma circunstancia onde o rank seja 1 em um certo
ponto de B devido a escolha da representacdo. Por exemplo, o plano x;x, pode ser representado

como:
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(@) x(u',u?) = (u',u?,0) em coordenadas cartesianas.
(b) x(u',u?) = (u'cosu?,u'sinu?,0) em coordenadas polares.
Suas matrizes Jacobiana correspondentes ficam da seguinte forma :

1 0 cosu* —ulsinu

J.=1 01|, =1\ sinu* ulcosu® . (3.33)
00 0 0

2

Ju possui rank 2, J;, também possui rank 2, porém para uma escolha especifica de u' = 0, ou
seja, na origem, temos uma particularidade, obtermos uma matriz de rank 1. Deste modo, a

escolha da representacdo pode influenciar diretamente na descricdo dos pontos da superficie.

3.2.2 Curvas imersas em superficies. Vetor tangente e espaco tangente a superficie

Como estamos interessados em uma andlise local da superficie, podemos imagina-la
sendo uma familia de curvas que estdo imersas em uma superficie. Uma curva na superficie

S:x(u',u?) pode ser determinada por uma representacio do tipo
ul = ul(r) e u? = u* (1), (3.34)

onde t € uma varidvel real. De fato, ao aplicarmos a equacdo (3.34) na equagdo (3.31) encon-
tramos a equacao de uma curva, ou seja, a equacao (3.2).

Agora imaginando todas as curvas de S que passam em um certo ponto P e a partir des-
tas curvas sejam construidos vetores tangentes. Estes vetores encontram-se no plano tangente
deste ponto e formam o que chamamos de espaco tangente. Para visualizar isto, primeiramente
comecamos escrevendo a direco do vetor tangente a uma curva C: u' (¢),u?(t) na superficie S,

dado por

, dx _ dxdu'  dx du?

/1 12
_dx _ dxdu  dx du _ , 335
g dul dr Taldar X X (3.33)

Podemos observar que o vetor X’ é uma combinagdo linear dos vetores tangentes X € x; € desde
que o ponto P seja um ponto regular de S, ou seja, X1 € X, sejam linearmente independentes,

entdo estes vetores formam o plano tangente E(P) ao ponto P.
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3.2.3 Primeira forma fundamental (PFF). Conceito de geometria Riemanniana

A grandiosidade da geometria diferencial estd na possibilidade de realizar medidas, seja
de angulos, comprimentos de arcos, dreas de superficie, entre outros. Para realizacdes destas
medidas € necessario a defini¢do de produto escalar em uma superficie curva. Para isso vamos
determinar o elemento de arco de uma dada curva imersa em S. A partir das equagdes (3.5) e

(3.35) podemos encontrar o elemento de comprimento de arco

ds* = dx-dx = (xidu' +X2du2) . (deul +xzdu2) =

= xi-x1 (du')+ 2% Xodu' du® + xp-%, (du?)? (3.36)
Escrevendo
X' Xg = 8ap onde o, =1,2. (3.37)
Entdo ficamos com
ds* = g1 (du")” + 2g12du' di® + g (di?)”. (3.38)

Utilizando a convencdo do somatdrio de Einstein podemos reescrever na forma
ds* = gopdu®duP . (3.39)

Em muitas nota¢oes podemos encontrar g11 = E, g12 = g21 = F e g2o = G. Esta forma
quadrética € a chamada primeira forma fundamental (PFF), com ela temos o que chamamos
de métrica da superficie, ou seja, a "assinatura”da superficie. O coeficiente g,5 € chamado de
tensor métrico. Uma métrica definida por um infinitesimal quadrético é chamada de métrica
Riemanniana e sua geometria correspondente € a geometria Riemanniana, o espago onde ela

esta inserida € o espaco Riemanniano.

3.2.4 Vetor Normal a superficie

Vimos que em um ponto regular de uma superficie S podemos associar dois vetores
linearmente independentes, X; € X, € destes vetores formamos o plano tangente E(P). Assim,

com estes vetores podemos gerar um terceiro vetor ortogonal a eles, chamado de vetor unitdrio
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normal dado por

X
n— X% (3.40)
X1 X X»
Utilizando a seguinte identidade:
|x1 x X0 [P=]x1 |2 x | sin’ o = g11820 (1 —cos?a) = grigm — (x1-%2)* =g,  (3.41)
encontramos
X1 X Xo
n= , (3.42)
V&
onde g é o discriminante da PFF dado por
g =det (gap) = 811822 — (g12)°. (3.43)

E possivel verificar que a partir da soma dos determinantes ao quadrado da equagio (3.32) o
discriminante g, em pontos regulares da superficie, é positivo definido (Apéndice C).
3.2.5 Como medir dngulo e area em uma superficie

Considerando duas curvas C: u* = h%(t) e C* u% = h**(t) (@ = 1,2), interceptadas no

ponto P de uma superficie S. O vetor tangente de cada curva pode ser escrito como

v GO RO =xal e ve= SO 0)) = xph G

O angulo entre os dois vetores € dado por

v. y* gaﬁ h/ah/ﬂ*

‘ v || v | B /(guuh/“hm) (garhlc*hlr*)

Para os vetores X € X, tem-se a mesma relagdo da equagdo 3.45, pois sdo tangentes as curvas

cosy = (3.45)

u' e u?. Indicando @ como o Angulo de interseciio destas curvas, temos

X1-X2 812

IxiIx2 | /(gi1g22)

cosm = (3.46)
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Pela equacgdo 3.46 observa-se que um sistema de coordenadas em S € ortogonal se, e somente
se, em qualquer ponto de S, g2 = 0. Com isto, podemos medir angulos em superficies.
Para descri¢do da drea de uma superficie podemos imaginar uma certa por¢cao H de uma

superficie arbitraria S : x(u',u?), a drea A(H) é definida a partir da integral dupla

A(H) = / /U Jadu' di?, (3.47)

onde U € o dominio no plano ulu? correspondente a H. Além disso, temos o elemento de drea

de H dado pela expressao
dA = \/gdu' du?. (3.48)

A equagdo (3.48) € de grande importancia para o presente trabalho, tendo em vista que nor-
malizacdo de uma funcdo de onda em uma superficie depende da expressdo do elemento de

area.

3.3 Segunda Forma Fundamental (SFF)

Em qualquer ponto de uma curva C de S podemos descrever o vetor unitirio n e em
E(P) temos contido o vetor normal principal p. O angulo entre estes dois vetores depende do
formado da curva C e da superficie S nas vizinhancas do ponto considerado. Na Figura 3.5(a)
podemos observar um circulo descrito em um plano, este tipo de curva é chamada de curva
plana, ou seja, sdo curvas imersas em um plano. Nesta situagdo, como estas curvas ndo sofrem
tor¢do, os vetores n e p sdo ortogonais. Para o caso da Figura 3.5(b) temos um circulo imerso na
superficie de uma esfera, como o vetor n é perpendicular a superficie, ou seja, direciona-se para

o centro da esfera, o angulo entre n e p nao € mais % e, portanto, os vetores nao sao ortogonais.

Agora, considerando uma superficie arbitrdria que possua uma curva também arbitraria
do tipo C: u' = u'(s) e u> = u?(s). Sendo y o Angulo entre os vetores n e p, como os vetores

S40 unitarios temos

cosy=p-n. (3.49)
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Figura 3.5 — (a) Vetores n e p em uma curva plana. (b) Vetores n e p de um circulo C de uma esfera S.

(b)

Fonte: Autor

Como p = % podemos reescrever a equagdo 3.49 da forma,
KCoSY=X-n. (3.50)

Definindo uma notag¢ao do tipo

ox 9°x
Xog = W e X(Xﬁ = m (351)
Podemos aplicar mudanga de varidveis e reescrever X no seguinte formato
. o B W@
X =XgpU U +XqU . (3.52)

Sabendo que x4-n = 0, por serem ortogonais, entdo podemos escrever a seguinte expressao

o, p

X-n= (Xgpg-n)i i . (3.53)
Introduzindo a notagdo
bag = Xgp M. (3.54)
Reescrevendo a equagdo 3.53,
du®duP

xn=bh (3.55)

Pas ds
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A partir disso, denomina-se como Segunda Forma Fundamental (SFF) a seguinte expressao:
bopdu®duP = byy (du")’ +2byadu’ du? + by (du?)”. (3.56)

A SFF nos da a informacdo da curvatura de uma superficie, isto ficard mais claro quando

formos defini-1d. Em muitas literaturas pode ser encontrado by =L, bjp = by =M e by =N

3.3.1 Invariancia sob transformacoes

Ao descrever a PFF encontramos ds® = dx-dx, ou seja, a PFF € invariante com respeito
a qualquer transformacgdo de coordenadas. No caso da SFF ndo podemos afirmar nada, até o
momento, sobre invariancia sob transformacdes. Para isso vamos usar a mesma relacdo em que

Xq-n = 0 e derivar esta expressdo com respeito a 1, assim temos

d d
——=Xo | 'D+Xg | =0 | =0 3.57
(garve) wexe (5250) 27
Definindo ng = ;T‘;g e utilizando-se disto para reescrever a equacgao 3.57, encontramos
xaﬁ-n: —xa-nﬁ. (358)

Com isto podemos redefinir a nota¢do 3.54 e consequentemente reescrever a SFF no seguinte

formato,

Jx Jn
bapdu®duP = —Xg-ngdu®du = ——-. Wdu“duﬁ = dx-dn (3.59)

Com isto, podemos, dizer que a SFF também € invariante com respeito a uma transformagao
de coordenadas. Portanto, a PFF e a SFF sdo intrinsecas da geometria estudada, ou seja, ndao

dependem da escolha das coordenadas.

3.3.2 Interpretacio de curvatura em superficies

Na se¢@o 3.1.3 discutiu-se a curvatura de uma curva em dado ponto, para o caso de
superficies podemos também associar uma curvatura e isto € possivel pelo fato de termos curvas

imersas na superficie.
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Primeiramente, para a descri¢io da curvatura vamos imaginar um dado parametro ¢ qual-
quer de uma curva C. Assim podemos escrever,

L du® dt B u®

= = _Z 3.60
dt ds ¢ (3.60)
Aplicando a equacdo 3.55 na equacao 3.50 e utilizando a equagdo anterior encontramos,
ua/ uﬁ/
KCOSY =bgp PR (3.61)
onde
1 dtdt dt? 1
2 = 5= = Yl (362)
(s') dsds gaﬁdu“duﬁ Zapu® ub
Portanto, podemos escrever a equacio 3.61 como
bopdu®duP
Kcosy= —————. (3.63)
gaﬁduaduﬁ

Considerando curvas cuja tangente possua a mesma direcdo o angulo v € fixo, con-
sequentemente, Kcosy € uma constante. Assim, podemos escrever situacdes como esta da

seguinte forma:

KCcosy = K, (3.64)

onde K, é uma constante. Para o caso onde ¥y = 0 temos K = K, € para Y = 7 entdo K = —K;.
Assim, temos |k;,| como sendo a curvatura da curva que faz interse¢do com a superficie S e
o plano que passa pela tangente a curva C em P e a normal de S em P. Curvas deste tipo sdao
chamadas de secoes normais de S (Figura 3.6). Assim, k, depende apenas das direcOes da
tangente as se¢des normais em P e o chamamos de curvatura normal de S em P. Introduzindo

o vetor curvatura normal

K, = K,n (3.65)
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Figura 3.6 — Vetor curvatura normal

3

Fonte: Autor

Também existe a possibilidade de x;, = 0, estas dire¢des sao chamadas de direcoes as-
sintoticas e curvas que possuem tangentes com direcdes assintdticas sdo chamadas de curvas

assintoticas. Nestas condigdes, a equagdo 3.63 se resumir a
bapdu®duP =0, (3.66)

sendo uma equagdo diferencial de curvas assintéticas.

Porém, excluindo a possibilidade de k;, = 0 podemos escrever o seu reciproco,

k, = (3.67)

1
Ev
onde |R| € o raio de curvatura da se¢do normal do ponto em considera¢do. A partir da equagio
3.12 podemos também escrever

p = RcosY. (3.68)

3.3.3 Curvatura Gaussiana e Média

Até agora tratamos k;, como uma fungdo da direcao da tangente as se¢cdes normais em
P. Nada foi dito sobre a possibilidade de direcdes onde k;, possua valores extremos (no caso,

maximo e minimo). Para determinacdo destas direcdes vamos reescrever a equagdo 3.63 na
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forma
Ky — % =0, (3.69)
multiplicando ambos os lados por g4 du®dubP,
Kngapdu®duP —bygdu®duP =0, (3.70)
definindo !¥ = du?, ficamos com
(bop — Kngap) 1%1F = 0. (3.71)

Denominando na equagdo anterior aqg = bgg — Kngqp © derivando ambos os lados em termos

de [” encontramos

%, <aaﬁlalﬁ> = aaﬁ% <1alﬁ> = dgp <10‘5£ +lﬁ5;x> = (aay+aye) 1% =0.  (3.72)

Desde que byg € gop sejam simétricos entdo ayq = dgy € assim a equagdo 3.72 se reduz a

Aqyl * — (. Assim, encontramos

(boy — Kngay) I =0. (3.73)

Na equagdo 3.73 atribuindo um valor para Y (1 ou 2), substituindo a igualdade de x;, da

equagdo 3.63 e depois multiplicando ambos os lado por g4 du®duP encontramos

g1odu® blﬁduﬁ

=0 (3.74)
20 du® bzﬁduﬁ

ou,

(du2)2 —du'du? (a’ul)z

g1l g12 gn |=0. (3.75)
b1y b2 bay.
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As raizes da equagdo 3.74 determinam a dire¢do onde k;, possui valores extremos. Es-
tas dire¢des sdo chamadas de direcoes de curvatura e os valores correspondentes de k;, sao
chamados de curvatura normal principal de S em P, definindo-as por kj € K.

Podemos também, a partir da equacao 3.73, extrair uma expressdo analitica para as
curvaturas principais. Multiplicando a equagio pelo tensor métrico gP? e utilizando suas pro-

priedades tensoriais (Apendice E), nos encontramos
by Pdu® — k,duP =0 (B=1,2), (3.76)
consequentemente, resolvendo o sistema de equagdes ficamos com
K2 — by, %, + det (ba ﬁ) —0, (3.77)
e desde que det (ba P ) = %, podemos reescrever

b
K2 — b, “Kn+§ =0. (3.78)

Consequentemente as curvaturas principais sao as raizes da equacao (3.78).
A partir de conceitos fundamentais de equacdo de segundo grau, podemos introduzir

duas defini¢des analisando a equacdo (3.78), que sdo elas:

e Curvatura Gaussiana: dada pelo produto das curvaturas principais

b

K=xKx = (379)
e Curvatura Média: dada pela média aritmética das curvaturas principais
1 1 B
M = 3 (K1 +K2) = Eb“ﬁg (3.80)
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POTENCIAL GEOMETRICO QUANTICO

Classicamente, ao descrever o movimento de uma particula podemos abordar o pro-
blema de duas maneiras. Uma delas é a abordagem Newtoniana, onde uma particula mesmo
livre estd sujeita a forcas espaciais. Outra abordagem € a Lagrangeana, onde os vinculos da
particula devem ser inseridos desde o inicio nas coordenadas generalizadas e no desenvolver
dos célculos ndao hd nenhuma descri¢do do espaco no qual a particula se encontra. Quantica-
mente, temos a posibilidade de utilizar a equag@o de Schrodinger, que descreve o movimento
de uma particula quantica nao relativistica e as limitagdes sdo descritas por um potencial ex-
terno. No entanto, se escolhermos uma abordagem Lagrangeana ndo precisaremos nos preocu-
par com o espago externo, mas mesmo assim € necessario um processo de quantizacdo (COSTA,
1981). Assim sendo, o propdsito € analisar quais informagdes conseguimos extrair da equagao
de Schrodinger ao analisar uma particula limitada por uma superficie arbitraria.

Imaginemos uma particula de massa m vinculada por uma superficie S sob uma parame-
trizacdo do tipo r = r(q1,q2), ou seja, o vetor posi¢do do ponto P de S (Figura 4.1). Um certo

ponto Q na vizinhanca da superficie S pode ser parametrizado como

R(q1,92,93) = r(q1,92) +43N(q1,42), 4.1)

onde N ¢ o vetor unitério normal de S e g3 é o valor absoluto da distincia entre S e o ponto Q.

Figura 4.1 — Superficie S

Fonte: Autor
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A equacgdo de Schrodinger para uma particula sob efeitos de um potencial é dada por:

h? 0
VY4 Vy= iy (4.2)

2m

Para a andlise em questdo, nossa limitagdo serd o potencial espacial V =V} (¢3), onde A é um
parametro de "compressido"que mede a intensidade do potencial. Este potencial tem a fungao

de limitar a posicdo da particula na vizinhanga da superficie S. Sendo assim, temos

07 613:()

lim Vl: .
o, q3#0

A—roo

4.3)

Para a adequacdo da equagdo (4.2) ao problema, o Laplaciano precisa ser escrito em

coordenadas curvilineas generalizadas, dado por

Lo

2—_
v _\/gc?xi

0

V— 1, 4.4
<\/§g axl ) ( )
onde g € o discriminante do tensor métrico, que ainda precisa ser definido para o ponto Q.

4.1 O tensor métrico

Podemos escrever o tensor métrico nas vizinhancas de S da seguinte forma,

JR JR
Gij=Gji===— 4.5
e a partir da equacdo (4.1), a derivada parcial do vetor R é dado por,
aR( ) = ar( )+ aN( ) (4.6)
d4; q1,492,493) = 24, q1,92 Q3&qi q1,92)- .

Logo, devemos descobrir o significado de g%N. Desde de que as derivadas do vetor normal

unitdrio estejam sob o plano normal podemos utilizar a equacdo de Weingarten que, para dada
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parametrizagdo r = r(u,v) temos,

Jn b1y — gaoby; Or bi1 —gnbip or
on _ 812b12 — 822 11_+812 11 — 811012 01 4.7

2 p
Ju  giign—I(g12)° U  giign—(g12)° 9V
Oh  giobin —gnbia dr | giobio —g11bxn Jr

. (4.8)
I gngn—(g12)° U grgn—(g12)°
Aplicando a equac@o de Weingarten para nosso problema, encontramos
oN _ a?
oc 4.9

onde o) = é(glzbm —gnbi1), a1 = é(gﬂbll —g11b21), 01 = §(812b22 —gnbn) e an =

é (g12b21 — g22b11). Com isto, podemos reescrever a equagio (4.6),

0 2 or
R(q1,92,93) = 5—r(q1,92) +q3 )_ Qij=—, (4.10)
g Rl a2 = 5r(anas) +n B o
podemos escrever de forma simplificada,
0 Z or
R = Oii +0igs) =—. 4.11)
= L (3 ) 5

Utilizando deste resultado na equagao (4.5) adquirimos a seguinte expressao para o tensor mé-

trico:

d d 0
(z )5 o)
ar ar 81‘
=gijt+q3 [ocg—i—(ocg) ]ij+q3 [ag(x ]ij

Observamos que Gi3 = G3; = 0 para (i=1,2) e G33 = 1. Com isto, jd podemos escrever a equagao

de Schrodinger, dada por:

"oy ] \/_G” +V hi (4.13)
2ml] 1\/_8q, AY= latw' '
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Podemos separar o Laplaciano em duas partes. A primeira parte corresponde aos indices do
somatério (i,j = 1,2), ou seja, termos de superficie indicados por D(q1,¢2,¢3). Ja a segunda
parte é dada pelos indices (i = j = 3), a parte normal a superficie. Reescrevendo a equag@o

(4.13) com estas consideracgdes, temos

2 W o(%y 9 oy 0
—%D(QI,CD,CB)‘V— m <8_q§+8_q31n <\/6> a—%) +Vi(q3)y = lha‘l/- 4.14)

A partir do momento que consideramos a existéncia de uma funcdo de onda de superfi-
cie, com dependéncia apenas das coordenadas g; e ¢, podemos introduzir uma nova funcao de
onda ¥(q1,92,93) = X:(q1,92)xn(q3), onde t simboliza a parte tangente e n a normal (COSTA,
1981). A transformacdo de y — ) induz uma normalizag@o da fungdo de onda sobre o volume
dV, que pode ser escrito a partir do tensor métrico nas vizinhancas da superficie, sendo assim

€screvemos
dV =V Gdqiqxdgs = \/det (Gi;)dq1g2dqs = f(q1,92,43)dAgs, (4.15)

onde dA, o elemento infinitesimal de drea, ¢ dado por dA = ,/gdq1dq> e a fungdo f(q1,92,93)

¢é escrita como

£(q1,92,93) = 1 +Tr(aij)qs +det ()3 (4.16)

Assim encontramos fun¢do de onda normalizada,

x(q1,92,93)

W(qI’qZ’qB) B V f(CIl,C]Z,CB) '

. Utilizando a normalizag¢do (4.17) na equacgdo (4.14), resultamos em

Eo(5)- £ () Al ()] -
-43(%),

(4.17)
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resolvendo esta equacdo encontramos

[ 22y 1 d \? 92
Vilae () Tn{aqg Tap [(aqﬁ Ry

. d
= lhax

x} +Valg)x = (4.19)

Analisando os efeitos do potencial V; (¢3), para o limite de A — o a fun¢io de onda
"enxerga"duas barreiras de potencial de ambos os lados da superficie (COSTA, 1981). Assim
podemos fazer g3 — 0 nos coeficientes da equag@o acima e isto implica nas seguintes aproxi-

macoes:

f=l
G,‘j pat gij (420)

2 \* 2 2
(a_% ) = [Tr(o;j) +2det(04;)q3]” = [Tr(04;)] "

~ e 1 . ~ 2
Reescrevendo a equacdo de Shcrodinger com estas aproximacdes e compreendendo que ;—qz f=
3

2det(0;j), encontramos

2 1 9 o ox\ Ry R /1 2
(\/5(8 >""a_ql~)_%a_q2__ (5”(%)) — det(0t)

-— Y — + (421
2m ij=1 \/gaql %

9
+Vy(q3)x = zhgx-

Utilizando a consideragdo de que ¥ = x;(q1,¢2,1) X Xn(q3,t) nos leva as seguintes equagdes:

w9 %

0
_%qu +Va(q3) = lh—tXn, (4.22)

d

P& 19 AN NE 2 d
—— E — g )ij=— | —=— || zTr(a;j) | —det(ay; =ih—y. (4.23
m =, \/gaqi (\/g(g )lj aqj) m (2 "( l])) e ( l]) Xt =1 aIXI ( )
A equagdo (4.22) é simplesmente uma equacio de Schrodinger unidimensinal para um certa

particula limitada pelo potencial transversal V; (¢3). Por outro lado a equacéo (4.23) nos oferece

uma informacao bem curiosa. O potencial desta equagdo é puramente geométrico, ou seja, Vy =
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_% [(%Tr(ai j))2 —det(a ])] ¢ o potencial gerado devido a presenga da superficie. Portanto,

podemos dizer que a superficie por si s6 produz um potencial sob a particula.
Analisando com detalhes o potencial de superficie escrito na equacao (4.23), o %Tr(oc,- i)

¢ dado por
1 1 1
QT’”(O‘U) = E(om +o0) = 2 [—b11822 — bagi1 +2b12g12) - (4.24)

Podemos observar a igualdade com a equagado (3.80), ou seja, este é o potencial gerado pela
curvatura média da superficie.

Agora resolvendo o det(¢;;), encontramos
1 1 b
del‘(OCl'j) = 0110y — U101 = g(bnbzz —b12b21) = §d€t<bij) = g (4.25)

Esta expressdo € idéntica a equagdo (3.79), sendo assim, este elemento do potencial de super-
ficie € dado pela curvatura Gaussiana da superficie. Portanto, podemos reescrever a equagao

(4.23) como,

”wZ 1 0

B 8)(,) I?
2m ij=1 V8 94i

. d
(\/g(gl)ija—q, o [Mz —K| = lh—t% (4.26)

d

O procedimento imposto por da Costa de g3 — 0 gerou muita discuss@o nos ultimos
30 anos, chegando a concluir que sob certas condi¢des de fronteira o processo do da Costa
¢ invdlido, exceto para superficies com curvatura média constante. Uma aproximagdo mais
realista consistiria em considerar uma fita fina, ou seja, um objeto geométrico volumétrico e
ndo uma superficie bidimensional. Com esta considera¢do o limite tomado € para a espessura d
da fita (d — 0) o que resulta na permanéncia da coordenada g3 que ao proceder com o limite de
g3 — 0, retorna as conclusdes de da Costa (WANG; ZONG, 2016).

Para o caso onde existe a presenca de campo elétrico e/ou magnético em superficie
curva € necessdrio realizar algumas alteracdes na descri¢do feita neste capitulo. Por exemplo, é

necessdrio escrever a equacao de Shcrodinger na forma covariante,

W
ihDoy = —%G”D,Djy/, (4.27)
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onde as derivadas covariantes sdo dadas por D; =V — %A j»Do =0 — iQ,?O. Dado que Q € a

carga, A o potencial vetor e, definindo o potencial escalar, Ag = —V.
Realizando o mesmo processo de confinamento da particula em uma superficie curva
apresentado neste capitulo, encontra-se por fim, a equagcdo que descreve a dindmica na superfi-

cie curva submetida a campos elétricos e magnéticos, dada por (FERRARI; CUOGHI, 2008):

1. " iOh
DY = 5, == (vVes™arx) + %aa (Vs™ay ) 2 +2i0ng™Audh +
+0? <g“bAaAb n (A3)2> % — 12 ()% +i0h (HA3) x + 200045 (hy) —  (4.28)

1 2
_p2 <[§Tr(a)] —det(a)> x1+Vi(g3)x-

Na equacdo anterior observa-se que o potencial vetor, que carrega a informacdo dos
campos, nao estd acoplado com o potencial geométrico. Sendo assim, a aplicagdo de um campo
elétrico e magnético ndo altera a estrutura do potencial gerado pela superficie (FERRARI; CU-

OGHLI, 2008).

4.2 Aplicacoes do potencial geométrico quantico

Uma simples busca no Google Académico no artigo "Quantum mechanics of a constrai-
ned particle"Physical Review A, APS, v.23, no qual € extraido o potencial geométrico quantico
(ou potencial do da Costa) encontramos mais de 400 citagdes, desta forma, observamos uma
onda de trabalhos envolvendo potenciais de superficie. Estes potenciais podem resultar em
diversas propriedades fisicas muito interessantes.

Como o interesse esta em estruturas bidimensionais, um sistema recorrente na litera-
tura é o gds de elétrons bidimensional. Este sistema por um método experimental "epitaxial
lift-off"pode ser curvado, no qual um gas de elétron plano é depositado em um tubo de vidro
induzindo uma curvatura (LORKE; BOHM; WEGSCHEIDER, 2003).

Ao estudar efeitos da topologia no transporte eletronico através de juncdes cilindricas
e superficies cilindricas curvadas, conforme Figura 4.2, € observado que para uma estrutura
do tipo da Figura 4.2(a) para valores onde o comprimento da conex@o (tamanho da regido de
afunilamento) é pequeno tem-se um coeficiente de transmissdo mais baixo. Por outro lado,
para uma estrutura conforme a Figura 4.2(b) observa-se que o coeficiente de transmissdo €

alto para altos valores do raio de curvatura, o que € de se esperar, tendo em vista que quanto
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maior o raio de curvatura mais uma curva tende a uma reta e uma superficie tende a um plano
(MARCHI et al., 2005). Além disso, técnicas experimentais para producao de superficies curvas
cilindricas ndo estd longe da realidade. Tendo em vista que utilizando a técnica de crescimento
por cobertura MBE (Molecular-beam-expitaxy) € possivel produzir nanotubos de InGaAs/GaAs

com didmetro interno de aproximadamente 2nm (PRINZ et al., 2000).

Figura 4.2 — (a) Juncio cilindrica de raios diferentes; (b)Superficie cilindrica curvada

(a)

(b)

Fonte: Autor

O arcabouco matemdtico da geometria diferencial estd presente também na gravitacao,
onde temos o conceito de buraco de minhoca, que representa uma solucdo das equacdes de
campo de Einstein, a geometria bidimensional equivalente a um buraco de minhoca ¢ denomi-
nada catenoide, uma superficie minima'. Ao analisar o potencial geométrico efetivo, para uma
particula no estado fundamental, observa-se que o catenoide € habil para uma completa trans-
missdo de um particula quantica através da superficie, ao contrario de um buraco de minhoca
tridimensional. Para energias diferentes do estado fundamental é observado um potencial de
poco duplo invertido (DANDOLOFF; SAXENA; JENSEN, 2010).

Uma estrutura muito frequente em sistemas biologicos € o helicoide, por exemplo, al-
gumas estruturas de proteina apresentam, esse formato, no préprio DNA, em fibras de celulose,
entre outros. Na matéria condensada, temos cristais liquidos que também apresentam esta es-
trutura. Ao analisar o potencial geométrico efetivo de uma fita helicoidal, ou seja, uma estrutura

bidimensional helicoidal, € observado comportamentos diferentes dependendo no nimero quan-

' Chama-se de superficie minima aquela superficie que possua a menor 4rea dentre as outras superficies
de mesma fronteira. Também caracterizada por ter curvatura média nula (MOREIRA, 2014).
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tico de momento angular. Para £ = 0 tem um potencial quantico anti-centrifugo, direcionando
os elétrons para o eixo central da fita helicoidal, o contrario acontece para ¢ #= 0 (ATANASOV;
DANDOLOFF; SAXENA, 2009).

Algumas rotas de sintese de nanomateriais de silicio s@o limitados a estrutura cubica-
diamante. Porém, € possivel a producdo de nanocones de silicio e Germéanio com estrutura
hexagonal-diamante (CAO et al., 2005). A presenca de um campo magnético nestas superficies
conicas nos leva a uma Hamiltoniana com a presenga do momento canonicamente conjugado,
para este caso € a soma do momento com o produto da carga da particula e o potencial vetor.
Como o campo estd aplicado em uma superficie curva, no caso o cone, temos na Hamiltoniana
o acréscimo do potencial geométrico. Com a energia do sistema € possivel calcular os niveis de
Landau e, consequentemente, a condutividade Hall do sistema (POUX et al., 2014).

Nao € apenas com elétrons que efeitos de curvatura de superficie aparecem, um andlogo
optico do potencial geométrico quantico € observado em fétons confinados em filmes finos de
silica (SZAMEIT et al., 2010). Sendo assim, efeitos puramente geométricos estdo presentes na

natureza numa perspetiva quantica.
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MASSA EFETIVA ANISOTROPICA

Em Fisica do Estado Solido, mais especificamente na Fisica de Semicondutores, o trans-
porte eletronico acontece em uma rede cristalina e o elétron esta sob efeitos do potencial da rede.
Por efeitos deste potencial a massa medida do elétron ndo € sua massa no vidcuo mas o que cha-
mamos de massa efetiva. Sendo uma propriedade tensorial, a massa efetiva tem liberdade para
assumir direcdes arbitrdrias, inclusive negativas, ou seja, uma anisotropia de massa. Por outro
lado, no vacuo a massa do elétron é uma propriedade escalar.

Para melhor compreensio sobre a massa efetiva anisotrdpica € necessdrio entender al-

guns conceitos, que serdo apresentados nas secdes a seguir.

5.1 Uma breve descricio da Teoria de Bandas

A descricdo de um elétron em um sélido ndo € uma atividade trivial, tendo em vista a
necessidade de combinar o potencial eletrostitico de todos os fons da rede e todos os outros
elétrons (RAZEGHI, 2009). A caracteristica basica de um sélido € a periodicidade de sua rede,
ou seja, possuir o formato de um estrutura cristalina, onde os dtomos podem ser agrupados em
células unitdrias e estas, por sua vez, obedecerem certas simetrias, como rotagdes e translacoes.
A periodicidade da rede implica em potenciais periddicos, que de certa forma simplifica o en-
tendimento de caracteristicas dos elétrons, como espectro de energia, funcdo de onda, massa,
etc.

As fungdes de onda do elétron nos s6lidos ndo sao ondas planas como no caso de elétrons
livres, para este caso, a fungdes de onda possuem um termo no qual estd inserido a periodicidade
da rede, estas funcdes sdo chamadas de funcoes de onda de Bloch, podendo ser expressadas

como.:
w(K,7)=exp(i Kk -7)-u(K,7) (5.1)

— —
onde k € o vetor de onda da particula, 7 a posigdo e u( k ,7) ¢ a funcdo que contém a
— —
informagao da periodicidade da rede, de tal forma que u( k T+ ﬁ) =u(k ,7) Combinando

a equacdo (5.1) com a funcdo de periodicidade anterior encontramos:

(K, 7+ R)=explik - R)w(X, 7). (5.2)
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Para o caso de uma rede unidimensional podemos chamar a periodicidade da rede de d, o que
nos leva a concluir que a funcdo de onda é a mesma para valores de k no qual sejam multiplos
inteiros de %7”. Isto leva-nos a restringir o intervalo de valores permitidos de k para —% <k < Z.

Para o caso de cristais finitos sdo descritos condi¢des periddicas de fronteiras para as
fungdes de Bloch . Nestas condi¢des assume-se uma cadeia linear de N dtomos com periodo
d. Assim sendo, podemos aplicar as mesmas condi¢des periddicas de fronteira, o que nos
leva a concluir que o vetor de onda deve ser escrito na forma k = %\%’. Todo este arcabouco
descrevendo a periodicidade da fun¢@o de onda do elétron em uma rede cristalina é chamado de
teorema de Bloch.

Em acréscimo ao teorema de Bloch, uma simplificagdo do potencial periddico usado
frequentemente € o modelo de Kroning-Penney (RAZEGHI, 2009). Neste modelo, os portadores
de carga estdo sob efeito de uma forca ao passar por um atomo, em seguida a interagdo com
o campo do adtomo vizinho faz com que ele sofra uma "desaceleracdo". Sendo assim, pode-se
aproximar o potencial da rede como um arranjo de pocos de potencial (SEEGER, 2013). A
descricao deste modelo se desencadeia na solucdo da equagdo de Schrodinger, onde a energia
do sistema é uma fun¢do do vetor de onda E(?) Porém, existem certas regides onde estas
fungdes ndo sdo reais e sdo chamadas de bandas de energia proibidas ou gap, ou do inglés
band gap. A energia do band gap ¢ definida como a diferenca entre duas bandas de energia
permitidas.

Para o caso de um elétron livre, sua energia é dada por E (k) = }122—,];12 que por sua vez,
sua representacdo € uma pardbola. Por outro lado, para elétrons em um cristal a pardbola é
substituida por curvas senoidais separadas por descontinuidades na energia em k = nZ, pata n
inteiros (SEEGER, 2013). Um exemplo de um diagrama de bandas pode ser visto na Figura
(5.1).

Em geral, tem-se o interesse pelas bandas de conducao e valéncia, pelo fato de podermos
definir caracteristicas de materiais a partir delas. Nos materiais condutores, ndo temos a pre-
senca de band gap, as bandas de conducao e valéncia sdo interligadas. Para o caso dos isolantes,
o band gap € largo, ou seja, € necessdrio altas energias para o elétron estar na banda de condug¢ao
em materiais isolantes. O meio termo € o que se chama de semicondutores. Estes materiais sao
caraterizados por band gap pequeno, assim, em baixas energias é possivel fazer o elétron sair

da banda de valéncia e estar na banda de conducao, em alguns materiais semicondutores i1Sso

acontece em temperatura ambiente (KITTEL, 2005).
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Figura 5.1 — Bandas de energia
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Fonte: SEEGER (2013)

5.2 Dinamica de elétrons em um cristal: Massa Efetiva

A dindmica do elétron em um cristal pode ser descrita ao consideramos os elétrons como
ondas de matéria. Assim sendo, podemos assumir uma frequéncia @, um numero de onda k e

uma velocidade de propagac@o vg, chamada de velocidade de grupo, dada por:

_dco

=, 5.3
Vg dk (5.3)

Escrevendo a relacdo de energia e frequéncia, E = hiw, e substituindo na equagdo anterior,

encontramos:

_1dE

. 54
Ve T hdk SA

Os atomos do cristal exercem no elétron uma forca externa, consequentemente, temos
a inducdo de um trabalho mecanico, que pode ser expresso da seguinte maneira, dE = Fdx =

Fvedt. Sendo assim, podemos expressar a for¢a da seguinte maneira:

1dE 1dEdk
F—_ = _ =" 5.5
ve dt  vg dk dt (5-5)
Utilizando a equacao (5.4), a equacdo anterior pode ser reescrita como F = h%.

Como estamos descrevendo uma for¢a podemos associar uma aceleragdo, basta derivar

a equacdo (5.4):

T hdk2dt mEdk2 dt

d (dE 1d’?Edk 1 d*E d(hk
4 (dE) L orann 56
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A partir da equagdo (5.5) podemos substituir o termo %htk) na equacdo anterior, resultando na
expressao:
1 dvg
F= (Ld_E> A 67
h2 dk2

A equacdo (5.7) recorda a segunda lei de Newton, onde o termo em parénteses esta associado a

massa. Sendo assim, podemos escrever

. 1
2 di>

onde m* é chamado de massa efetiva.

A equagdo (5.7) mostra que, em Mecanica Quantica, quando uma forca externa age
sobre o elétron, leis cldssicas ainda podem ser consideradas, desde que a massa do elétron seja
alterada por uma massa efetiva (RAZEGHI, 2009). Além disso, a massa efetiva expressa uma
relacdo entre a estrutura de bandas do sélido e a dindmica do elétron neste sélido, tendo em
vista, que a massa efetiva nada mais € que a curvatura da banda de energia do sélido.

A descricao anterior feita de massa efetiva levou-se em conta uma rede unidimensional,

o caso mais generalizado pode ser escrito em notacao tensorial como:

(1 9
M;; _(?akiak,- ‘ ©:2)

Além da massa efetiva quebrar o paradigma de que massa é uma propriedade exclusi-
vamente escalar, tem-se ainda a possibilidade dela ser negativa, desde que a dire¢do do tensor
da expressdo anterior seja negativa. O que significa que a direcdo de propagacdo do elétron é
oposta a direcdo no qual a forca externa € aplicada sobre ele (RAZEGHI, 2009). Alguns ma-
teriais como HgTe e algumas ligas de HgCdTe possuem estrutura de banda invertida em certa
direcdo do vetor de onda ?, ou seja, em certa direcdo de ? a banda de valéncia estd acima da
banda de conducdo, consequentemente, massa efetiva negativa (SILVEIRINHA; ENGHETA,
2012).
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5.3 Metamateriais eletronicos

A descricao de diversos fendmenos fisicos sdo regidos por constantes, como a veloci-
dade da luz no vécuo, a constante universal dos gases, a constante de Boltzman, entre outras.
Porém, em geral, tomamos estas constantes como inalteraveis e qualquer modificacao feita so-
bre elas pode ser visto com maus olhos.

Alguns materiais artificias excitados por ondas eletromagnéticas possuem propriedades
muito diferentes dos materiais usuais. As constantes de permissividade elétrica € e permeabili-
dade magnética 1 possuem valores negativos. Estes materiais sdo chamados de metamateriais
(DRAGOMAN; DRAGOMAN, 2007). Além disso, existe a possibilidade da produc¢do de meta-
materias 3D no qual apresentam o indice de refracdo negativo. Em alguns destes metamateriais
esta propriedade € observada para frequéncias de micro-ondas mas também existem estruturas

no qual a propriedade € encontrada em frequéncias 6ticas (VALENTINE et al., 2008).

5.3.1 Parametros analogos entre elétrons em uma rede cristalina e ondas eletromagnéti-

cas

A equacdo de Schrodinger para elétrons se movendo em uma rede cristalina, pode ser
escrita no seguinte formato:

hZ

RE
2%4 20w+ Vy=Ey, (5.10)

M

Por outro lado, o campo elétrico (E) e magnético (B), tal como o potencial vetor eletro-

magnético (A), podem ser descritos pela equacao de Helmholtz:
V2F +k*F =0, (5.11)

onde F=E e B ou A.

Pode ser visto que [Ai,[} g v satisfaz perfeitamente a equagdo (5.11), como qualquer ou-
tra componente de F, desde que k seja substituido pelo numero de onda da onda de matéria,
[2M'(E-V)] 2

h

. Tendo em vista que [i} & um vetor e a fun¢do de onda v € uma fungdo

k= i
escalarODRAGOMAN; DRAGOMAN, 2013).
Sendo assim, pode ser dito que existe uma analogia entre a equagdo de Schrodinger

e a equagdo de Helmholtz. Sob outra perspectiva, uma onda eletromagnética, propagando na
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dire¢do z de um plano cartesiano, com frequéncia @ e componentes de campo E, e H, podem
ser descritas pelas equacdes de Maxwell em forma matricial (DRAGOMAN; DRAGOMAN,
2007):
d [ E 0 iw E
= 7] = H . (5.12)
dz \ H, ioe 0 H,
Também em notacdo matricial, a equacdo de Schrédinger, para um elétron em uma rede
cristalina, independente do tempo unidimensional pode ser escrita da seguinte forma:
d [ v 0o %

d _ , (5.13)
21(Eh v o "

onde ¢ = %i—‘f.

A similaridade entre essas equag@o sugere que as constantes € e [ sdo parametros ana-
logos a massa efetiva do elétron (m*) e a diferenga (E — V). Sendo assim, podemos fazer uso
desta analogia para descrever metamateriais eletrénicos, ou seja, materiais onde a massa efetiva

do elétron de condugdo possui valor negativo.
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GAS DE ELETRONS NAO INTERAGENTES BIDIMENSIONAL CURVO COM MASSA
EFETIVA ANISOTROPICA

Na secdo 4 foi descrita a dinamica de uma particula quantica em uma superficie curva
i R3. Ao reali di S iderand feti
imersa no R°. Ao realizar o mesmo procedimento, porém considerando uma massa efetiva
anisotrépica na dire¢do perpencicular a superficie, ou seja, apresentar isotropia de massa na

superficie, a equagdo de Schrodinger que descreve a dinamica na superficie € dada por:

Pl " /1 \?
hatxs——z—m[ﬁaa (vas abxs)}—z—m[(iM> ~K| % 6.1)

onde m| e my é a massa efetiva, respectivamente, na superficie e perpendicular a superficie,
representa a fungdo de onda do elétron na superficie.

Por métodos de simulacdo, para uma heteroestrutura de AIN/GaN/AIN, ao analisar a
dindmica na jungdo, a massa efetiva do AIN € cerca de 0.4mg, onde mg € a massa do elétron
no vacuo, ao passo que o GaN pode ter massa efetiva negativa, sob efeito de campo elétrico de
5 % 107% possui uma massa efetiva de —0.02my (DRAGOMAN; DRAGOMAN, 2007). Estes
valores de massa efetiva serdo utilizados no presente trabalho para a producao de gréficos.

A partir disso, podemos analisar a dinamica de elétrons em diversas superficies. A
descrigdo deste modelo e algumas aplicacOes podem ser encontrado no trabalho "A Curved
Noninteracting 2D Electron Gas with Anisotropic Mass", Annalen der Physik, p. 1800112
(2018) realizado pelo autor com colaboragdo do Prof. Dr. Cleverson Filgueiras, Prof. Dr.
Moises Rojas e Prof. Dr. Edilberto O. Silva. Estas aplicacOes serdo apresentadas nas secoes a

seguir.

6.1 Uma particula quantica em um helicoide

Um helicoide pode ser visto na Figura (6.1) e parametrizado pelo conjunto de equagdes:

x = pcos(®z),
y = psin(®z), (6.2)

=1,
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Figura 6.1 — Helicoide

Fonte: SOUZA, et al. (2018)

onde @ = 2xS, sendo S o nimero de voltas por unidade de comprimento do helicoide, p € a

distancia radial a partir do eixo z. A partir da equagdo (6.3), podemos escrever a métrica
ds* = dp® + (1 + 0*p?)dz>. (6.3)

Onde as componentes da métrica sao:

8pp = 1,
gz=1+ wzpz’ (6.4)
8pz — 8zp — 0,

Consequentemente, o determinante da métrica € dado por g = (1 + (0252). O helicoide é uma
superficie minima, o que significa possuir curvatura média (M) igual a zero em todos os seus

pontos (SILVA; SILVA, 2015). Sendo assim, a curvatura gaussiana € dada por:

b 1 2 w?
K=—-=—\|det(bjj)|" = ———~- 6.5
g g[ et (b (1+ 0?&?) (©2)
Portanto, o potencial geométrico quantico V; € escrito da seguinte forma:
oo, P o
Vi=——M*"—K)=—————%5~. 6.6
: Zm( ) 2m (14 w2E2) (6.6)
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A partir da equacdo (6.1), a equacdo de Schrodinger para uma particula em um helicoide

¢ dado por

, w1 1 72 ?
lhxs = —2—’%1 |i; <9Z (;azxs) + 8,) (aBPXS))l — 2my (1 n wzpz)z, (6.7)

onde a = \/1+ 02p2.

Considerando um ansatz do tipo x; = exp(ilwz) f(p), onde I é o nimero quantico orbi-
tal, e que a funcdo de onda é normalizada com respeito ao infinitesimal de drea dpdz, podemos
substituir y; — \/La Xs- Aplicando estas consideragdes na equacao (6.7), encontramos a Hamil-

toniana de curvatura, dada por

wdy,  w | Pe? w? w’p?  2m
HewrvXs = " 2m dpx; + 2my | 1+ 02p? - 2(1 +a)2p2)2 (—1 + 2p + m—;)] Xs- (6.8)
A partir da equagdo anterior é possivel analisar os efeitos do potencial geométrico efetivo. Para
o caso de um material isotropico (m; = my), Figura (6.2), observa-se que m, para valores de
[ # 0 desloca os elétrons para a borda externa do helicoide, o contrdrio acontece para [ = 0,
criando um campo elétrico efetivo (ATANASOV; DANDOLOFF; SAXENA, 2009). Na figura
(6.3), para valores de m; # my > 0 a separacdo de carga ndo acontece. Neste caso, para um
helicoide infinito os elétrons sdo repelido para p = 0 e no caso de um helicoide finito, temos a
presenca de um poco quantico, onde neste contexto pode ser interpretado como a estrutura de
um ponto quantico e fendmenos relativos a absorcao e emissao 6tica podem ser explorados neste
sistema. No entanto, para valores de m; > 0 e my < 0, Figura (6.4), ¢ formado uma barreira de

potencial e todos os elétrons sdo repelidos para a borda externa do helicoide.
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Figura 6.2 — Material isotrépico (m; = my)

™
0.4 N
“ \\ =1
'
0.2 AN
~
~ ~ -
Uer 01
-0.21 \
=0
(@
~0.41
0 1 2 E’» 4 5
wp

Fonte: SOUZA, et al. (2018)

Figura 6.3 — Material anisotropico (m; #% my > 0)

(b)

Fonte: SOUZA, et al. (2018)
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Figura 6.4 — Metamaterial (m; > Oemy < 0)

N

(c)

Fonte: SOUZA, et al. (2018)

6.2 Propriedades de transmissao em uma juncao cilindrica isotrépica/anisotropica

Vamos propor uma dada junc¢do cilindrica, ou seja, dois cilindros conectados por suas
secoes retas, onde o elétron estd confinado na superficie do cilindro. O primeiro cilindro nao
possui anisotropia de massa efetiva, ja no segundo cilindro propomos uma anisotropia de massa
efetiva na componente perpendicular a superficie do cilindro. Podemos descrever o movimento
do elétron na jun¢do pelos conceitos propostos por da Costa.

Dada a parametrizac¢do do cilindro:
r(0,z) = (Rcos6,Rsin0,z). (6.9)
A métrica do sistema € escrita como:
ds* = R*d0 +dz. (6.10)

Assim podemos escrever a Hamiltoniana para o primeiro cilindro, que vamos denominar

sua massa efetiva por mj,

2

h
H=——V> 4V, (6.11)
2m1
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onde o laplaciano é dado por,

219 fw 0y 19 (p1 Y 19 (9 19 o
V= Ran Ve 5 = rae \Rreae ) Tra: \Raz) T wae Tozr (¢12
e o potencial de curvatura é dado por

oo, o1
——(M*—K)=—————. 1
2m( ) 2mi 4R? 6.13)

Veurv =
Por fim, a equagdo de Schrodinger fica na forma:

(6.14)

R A R I
2m; \R?20602 072 v 2m14R2w_ oV

Aplicando a normalizacdo da funcio de onda y — %, chegamos a seguinte equacao,

(19> 9 o1 L9
Comy <EW+9_ZZ> VooV = "My v (6.15)

A equacdo de Schrodinger independente do tempo € dada por:

K2 1 92 02 2o
2m (ﬁﬁ*a?) Vo omare ¥ =EV (6.16)

Sendo assim, podemos observar que a energia potencial que o elétron estd vinculado é
descrito por,

o

S 1
2my 4R? ©.17)

Viny (R) =

Realizando o mesmo procedimento para o segundo cilindro, porém considerando uma
anisotropia de massa para o termo do potencial de superficie, a equacdo de Schrodinger inde-

pendente do tempo fica com o seguinte formato:

o1 9% 9? oo
—— | 5= t+== —— VY =FEy. 6.18
2my <R2802+§Z2)W 2|m2|4R2W v (©6.18)
Como m, € negativo, a energia potencial é dada por:

o1

Vo (R) = +———.
m (R) +2m24R2

(6.19)
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Observa-se, quando o elétron se desloca do primeiro cilindro para o segundo cilindro

ele "enxerga"uma barreira de potencial, conforme a figura (6.5).

Figura 6.5 — Juncdo cilindrica e seu potencial

V.

W\J\

Fonte: Autor

Se assumirmos um ansatz do tipo y(8,z) = L% ¢, (z) para a funcio de onda da segio

do cilindro correspondente a mp, a equacdo (6.16) resulta no seguinte formato:

02
a—zzfpl (z) + q2,¢(Z) =0, (6.20)
onde g_ € dado por
1 L 2my 1 [2mER* 1 1 [ 1
I 0 T [T D e 6.21
! \/4R2 RTRETRV TR aTRVET ©20

onde Lg =0

Analogamente, podemos assumir um ansatz do tipo y(6,z) = eiLee(pz(z) para a fungdo
de onda da secdo do cilindro correspondente a m,, assim a equacdo (6.18) fica com o seguinte

formato:

32
a—ZZ(Pz(Z) +¢%¢(z) =0, (6.22)

onde ¢ € dado por,

2m; m 1 Ly 1 [2mER* m 1 1 m 1
7+ \/;,2 Tl R R\ w2 Tmia R\ Tms P

onde Lg =0
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Tomando como referéncia a interface da juncdo cilindrica, concluimos que a dinamica

do elétron na juncdo pode ser descrita por:

82

32012 +a2p(2) =0—2<0 6.24)
32
a—zzrpz(z)Jrqicpz(z) =0—>2z>0 (6.25)

6.2.1 Determinando e aplicando as condi¢6es de contorno

Para z < 0 a funcdo de onda pode ser escrita da seguinte forma:
¢1(2) = Aei? 4 Bz, (6.26)
Analogamente para z>0, a funcio de onda é dada por:
ik?z
02(z) = Ce'™~. (6.27)

No ponto onde z = 0, temos as seguintes condicoes:

¢1(0) = ¢2(0) (6.28)
A+B=C (6.29)

d d
pRL ly=0= PR lx=0 (6.30)

1
Pela a equagdo (6.30), temos que C = %(A — B). Aplicando esta condi¢io na equagio

(6.29), encontramos

_k -k
R

(6.31)

Podemos utilizar a equagdo (6.31) para que o coeficiente C s6 dependa do coeficiente A,
de tal forma que tenha o seguinte formato:

2k}
kl + k2

Z Z

C= (6.32)
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Aplicando a equacgdo (6.26) na equacdo (6.24) encontramos g_— = k;, analogamente te-

mos que g4 = kzz. Esta conclusdo serd importante na descricdo dos coeficientes de reflexdo e

transmissao descritos a seguir, pois € utilizado os valores de A, B e C.

6.2.2 Coeficiente de reflexao e transmissao

O coeficiente de reflexdo eletronico € dado por:

2
1 1 1 my
IBI? _ (q-—gq1)° {R ( ! +4""2'>]
= A = 7 )2 = 5 (6.33)
q- T4+ 1 1 1
F(Veteerim)]
Por outro lado, o coeficiente de transmissdo da juncao cilindrica € dado por:
_ nlc Zfi% 4(12_ o Fl_k% 4q2_ _ 4q9_q+
L AP e M g a?  Gata) (6.34)
spyetyermt 4/
— - = 5. (6.35)
{%( e—1+ 3+%|IT;\)} (w/e—%—h/s—k%@)

Na figura (6.6) temos o gréfico dos coeficientes de transmissao e reflexdo em funcio do

2mER?
hz

parametro de energia €, lembrando que € =

. Foram escolhido os valores de m; = 0.4my

e mp = —0.02mg, onde mg é a massa do elétron no vicuo (DRAGOMAN; DRAGOMAN, 2007).

Podemos observar que para altos valores de € temos um aumento da transmissao eletrOnica na

jungdo, estes valores de € podem significar grandes energias do elétron e/ou um cilindro com

grande valor de raio e isto pode ser significativo para a aplicabilidade deste

sistema.

Figura 6.6 — Reflex@o e Transmissdo eletronica na jungfo cilindrica

—
-
-

Out[1]=

8 10

Fonte: Autor

Reflexao
Transmissao
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6.3 Potencial geométrico induzido em um Catenoide

Um catenoide pode ser visto na Figura (6.7). Ele pode ser parametrizado da seguinte

forma:
Z
x = Rcosh (—) cos @
R
y = Rcosh (1%) sin ¢ (6.36)
7=z
Figura 6.7 — Catenoide com eixo ao longo do eixo z e raio do gargalo R
r sing
I COsg o r
Fonte: SOUZA, et al. (2018)
A métrica da superficie é dada por:
ds® = cosh? (f‘e) 2%+ R:cosh? (I%) do?. 6.37)
O catenoide € uma superficie minima (SILVA; SILVA, 2015). Sendo assim, a curvatura
média M = 0 e a curvatura gaussiana K = —%sech“ (1%) A partir disso, é possivel escrever o
potencial geométrico:
hz 5 1 4 (<
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Para este caso, serd considerado uma massa efetiva anisotrépica no caso mais geral pos-
sivel, ou seja, anisotropia em todas as dire¢cdes. Consequentemente, a equacao de Sherodinger

independente do tempo para o catenoide é

K2 R 97 1 0?2 h?
ll[ _

1 afzy.
2R2cosh? (%) m_la_zzy’+ma_¢,z —ysech (E)W—Ew. (6.39)

2my R2

Para este caso geral, temos m; = Amyg, my = Bmg e mp = ymp. Assumindo um ansatz do

tipo ¥ = ¢!?®(z) e definindo um pardmetro adimensional 1 = % € um parametro de energia

€= 2’"2#, a equacgdo de Schrodinger se resume a
2
o2 +Vmemn) =0, (6.40)

onde o potencial geométrico induzido € dado por

V(n)= %12—%sech2(n) — Lecosh® (). (6.41)

Figura 6.8 — Aparecimento de uma barreira de potencial para um metamaterial quando € = ¢ =0

201

2=0.4, p=0.4
y=-0.02

Fonte: SOUZA, et al. (2018)

Analisando a Figura (6.8), para € = 0 (estado fundamental) e £ = 0, quando temos uma
anisotropia na massa efetiva o catenoide permite a transmissao de uma particula quantica (curva
vermelha). O contrdrio acontece para um metamaterial (massa efetiva transversal negativa),

observa-se uma barreira de potencial (curva verde).
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Figura 6.9 — Barreira de potencial para um metamaterial e um poco duplo invertido para um material
ordindrio anisotrépico

20

Fonte: SOUZA, et al. (2018)

Para um parametro de energia e nimero quantico, ambos diferentes de zero e positivos,
€ =0.1 e £ =0, observa-se, na Figura (6.9), um poco quantico invertido para um material
anisotrépico ordindrio (curva vermelha). Para um metamaterial, encontra-se a formacdo de

uma barreira de potencial (curva preta).

Figura 6.10 — Um pocgo de potencial duplo é obtido quando as componentes da massa efetiva referente a
superficie é negativa

B4 (© I1=1

351 ~-0.4, p=-0.4, v=0.02

v

Vo
eff 34,81

34.64

=345
34.44

06 04 02 0 02 04 06
n

Fonte: SOUZA, et al. (2018)
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Um caso interessante é observado na Figura (6.10), para um para € =34.5e (=1, a
aplicacdo da massa efetiva longitudial negativa e transversal positiva, encontra-se um poco de
potencial duplo. Este caso pode ser interpretado como um ponto quantico duplo ideal para o
estudo de dtomos artificiais de H,, tendo em vista que neste sistema temos o confinamento de

dois elétrons (DIVINCENZO, 2005).

6.4 Efeito Hall Quantico em um Cone

Um breve relato sobre o efeito Hall quantico pode ser visto no Apéndice F.

6.4.1 Niveis de Landau para uma particula em um cone

Considerando as coordenadas / e ¢ de uma particula confinada na superficie de um cone,

podemos parametrizar da seguinte forma:

(

x =lsinocos
y =lsinosing (6.42)
z =lcosa

O sistema € configurado por uma secdo de altura /cosoc com um campo magnético uniforme
aplicado paralelo ao eixo do cone (Figura 6.11). Considerando o entre O e §, para 7 < a <7

tem-se um cone invertido, onde parametros estdo no intervalo 0 < ¢ <2x, 0 <[ < oo,
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Figura 6.11 — Supericie de um cone sob efeito de um campo magnético uniforme

B

SOUZA, et al (2018)

Tendo em vista que ? = (0,0,B;) e também pode ser escrito como ? = ? X 7, 0
que leva a conclusao que X = %sz(ﬁ = %lesinoc(f). A partir disso, podemos usar a equacao
(16), que descreve a dinAmica em uma superficie submetida a campo elétrico e/ou magnético, e
escrever a dindmica no cone sujeito ao campo magnético. Além disso, assumindo um ansatz do

tipo (1, 9) = ¢'/?y(l) para a fungdo de onda no cone, onde j = 41,42, 43, ..., obtemos

2
Pol1d [0\ i+ m 0>
o 151 (15) = i+ 5w = 2, (643)
2 ) ).(I—Sinza) . e e L, . m
onde jt* = j*+——;—~, com A = —1 para um material ordindrio isotropico e A = —'1 para

. . 2 . L. B A . s 1
0 caso anisotrépico. Além disso, temos @ = %szna, sendo @, = mfe (frequéncia de ciclitron! e

hoej
I=E+5.
A equacdo diferencial (6.43) descreve um oscilador quantico bidimensional, onde a so-
lucdo da funcdo de onda é dada por (POUX et al., 2014):

_ ma?? 1 X 1
— 2 ( 2 ) E - = - 2 44
y(l)=C|l| e U<2-i-4 2a)h,s-l-z,ma)l). (6.44)

' A deflexiio causada pelo efeito Hall conduz a um movimento circular de onde pode-se descrever uma
frequéncia angular, no caso, frequéncia de ciclotron. Ciclotron é um equipamento cujo seu funciona-
mento se consiste na aplicagdo do efeito Hall para acelerar particulas.
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Onde

1 4u?
= 1+4/1 6.45
75 ( + sin2a> ’ (6.45)

e C uma constante de normalizacdo. A funcdo U (a,b,c) é uma série no qual soluciona a
equacdo diferencial de Kummer e chamada de funcdo de Kummer. Na equacio (6.44) a série
U (% + ;ll — %,H— %,mwlz), pode ser escrita como um polindmio de grau n. Isto acontece

quando (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972)

s 1 by

R - 6.46

2 4 20n " (0.90)
O que significa que £ = 2wh (n + % + }1 1+ Yiffg) . Consequentemente, os niveis de Landau

para elétrons em um cone sao

1 1 4u? j
E,, = ] — 1+ —— . 4
jn = hasino (n—l— > + 1 + sinkor 2sinoc> (6.47)

6.4.2 Efeito Hall quantico em um cone

A condutividade Hall para um gas de elétrons bidimensional sob efeito de um campo
magnético intenso e temperatura 7' ~ 0 é quantizado em multiplos de %, dado por (STREDA,

1982)

&2

oo =——-n, (6.48)

onde e € a carga do elétron e h a constante de Planck.
Para T # 0, considerando a condutividade Hall obtida em rede livre de impurezas, dado

por (GUSYNIN; SHARAPOV, 2006)

oy(u,T)= / <—%) on(u,0)dE, (6.49)

—o00

onde 1 é o potencial quimico, T a temperatura de f; é a distribuicdo de Fermi-Dirac?

2 A distribuicdo de Fermi-Dirac € a estatistica descreve os férmions, particulas de spin %, por exemplo o
elétron.
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A distribui¢do de Fermi-Dirac € dada pela expressao:

|
o= 0 —

, (6.50)
e T +1

onde k € a constante de Boltzmann e E,, os niveis de Landau.

Pode ser observado a condutividade Hall versus o campo magnético na Figura (6.12),
na Figura (6.13) temos a condutividade Hall versus o potencial quimico. Os platos sao devido
a quantiza¢do de Landau e para o caso de um material isotropico tem-se maior mobilidade dos
elétrons comparado com uma amostra plana ("flat"). As curvas de metamateriais € materiais
anisotropicos estao entre as do material isotrépico. Além disso, na Figura (6.13), no caso de
um material isotrépico, observa-se a formacao de platds para valores pequenos do potencial
quimico, o que ndo acontece para o caso flat. Assim sendo, a inclusdo da curvatura no sistema

aumenta a condutividade Hall em comparacdo a amostras planas.

Figura 6.12 — Condutividade Hall versus o campo magnético em um cone. Considerando T=300K.

— isotropic material
— anisotropic material
30 — metamaterial
— flat
o 207
%
10 —_
1\
U o T T T T T T T \I T T
2 -4 6 8 10 12
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Fonte: SOUZA, et al. (2018)



Figura 6.13 — Condutividade Hall versus o potencial quimico em um cone. Considerando B=3T.
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Fonte: SOUZA, et al. (2018)
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi abordado uma variaciao do problema que envolve a dinAmica de uma
particula quantica confinada em uma superficie curva. A consideracdo da massa efetiva aniso-
tropica, para alguns casos, implica em alteracdes no potencial geométrico quantico, por exem-
plo, de atrativo ele passa a ser repulsivo. Isto tem impacto significativo comparado com sistemas
isotrépicos, tendo como exemplo o caso da jung¢do cilindrica, onde uma anisotropia de massa
efetiva acarretou na formacao de uma barreira de potencial.

A ag¢do de potenciais em sistemas quanticos tem grande utilidade em aplicagdes tecno-
l16gicas, como o confinamento do tipo ponto quantico de portadores de carga sdo utilizados na
producio de televisoes de altas definicdes de imagem. Desta forma, conforme o objetivo tecno-
légico, este trabalho apresentou uma proposta tedrica onde a unido da curvatura e anisotropia
de massa efetiva pode alcangar resultados interessantes e distintos para o caso de massa efetiva
isotrépica.

O estudo da dinamica quantica em superficie curva € significativo até mesmo para en-
tender o universo que nos envolve, tendo em vista que o proprio espaco-tempo é curvo. Sendo
assim, como perspectiva futura, o estudo da propagacdo de fonons em um dado material curvo
pode ser a descricao do andlogo da propagacdo de fétons no espago-tempo. Além disso, o refi-
namento do presente trabalho seria a consideracao do gas de elétrons interagentes bidimensional

curvo, no qual seria necessdrio a utilizacdo do método estatistico de Monte Carlo.
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APENDICE A - Curvatura para um parametro generalizado ¢

Pela equacgdo 3.10 podemos escrever
t(s) = kp(s), (1)
fazendo o produto vetorial com t de ambos os lados temos
txt=xxX=txKkp(s). (2)

Desde que t e p sejam vetores ortogonais e unitarios, podemos reescrever a curvatura da seguinte

forma
Do dr\’
K=[xxX|=[xX"xx"| | — 3
ixi =] (1) ®
a partir da equacao 3.5 temos
2
x’ X x”° (x” X x”)
|X ‘ X’ X’
Pela seguinte identidade
(axb)-(ecxd)=(a-b)(b-d)—(a-d)(b-c), Q)

temos por fim,

K= =Y — ©6)
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APENDICE B - Torciio em termos das derivadas da funcio x(s)

Inicialmente é necessario aplicar a equagdo 3.15 na equagdo 3.20. Assim, temos

T:—p-l.):—p~%()'(><p>:—p~<<§><p>—|—<f(><f)>) %

pode-se observar que (x X p) € um vetor ortogonal a p e portanto
p-(§><p)=\p X pl=0. (8)
Entdo ficamos com
t=—p- (Xxp), ©)
inserindo p = pX na equacdo 9 encontramos,
Tz—pii-(f(xp'x">:—p2|§ x % (10)

J4 é sabido que p = L = ——, assim por fim podemos reescrever a equagio 10 na forma

VAT

Ix x x| (11

T =
X-X
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APENDICE C - Discriminante da Primeira Forma Fundamental como positivo definido
Antes de analisar o discriminante da PFF, vamos dar um pouco de atenc¢io para a soma

ao quadrado dos determinantes do Jacobiano (3.32) e, obviamente, esta soma € igual a zero,

8x1 a)Q _ 8x1 8x2 2 8x2 aX3 _ aX2 aX3 2+ 8x3 8x1 _ 8)63 8x1 2 <0 (12)
du! du?  Ju? du! du! du?  Ju? du! du! du?  Ju? Jdu! '

Abrindo os quadrados, encontramos

ale 82x2 i 32)62 ale _ 8x1 8x1 8x2 a)Q
(du')? (du?)?2  (du')? (du?)?> ~du' du? du' du?
d’x; 9? 0%x3 02 dx; dxp dx3 d
x22 )2632 + )1632 ?2 —252 x; - x;
(dul)? (du?)?2  (Jdul)? (du?) du' du? du' Jdu
0%x;  0%x N 0%x; 9%x; B 0x1 dx1 dx3 dx3 0
(du')2 (du?)?2  (Ju')? (du?)? ~Ju' du? du! du? ‘

(13)

Agora, dando atencdo para o discriminante da PFF, g = g11820 — (glz)z, claramente,

podemos afirmar que g1; > 0 e g2 > 0 e analisando cada componente de g temos,

811 = X1 X1 = (

8x1 8x2 8X3 ) 8x1 8x2 aX3 . 82)61 i 82X2 i 82X3 (14)
oul’ dul’ du! dul’ dul’ du' )\ (du)? "~ (Jdu')? " (Jul)?)’
analogamente,
ale 82)62 82)63
P —— (( T+ au2)2> . (1)
Portanto,
. ale ale i ale 82X2 i 82)61 82X3 4 82x2 &2)61 4
SUER2 TG (022 (9uh)? (922 " (9ul)2 (922 (Jul)2 (3u)?
82)62 &sz 82)62 82)63 82X3 ale aZX3 82x2
o o) T Gu 2 0w T Gu 2 @ T au e et 1O
i 82)63 aZX3
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2 2 8x1 8x1 8x2 a)Q aX3 aX3 2 .
(812)7 = (zex2)” = [<9u1 o gwol  duanr)| T
82x1 ale 82)62 82)62 aZX3 82)63 8)61 8)61 8)62 8x2
= a2 o) T ad ) o) T e o) Ve adani e T 17
8x1 8x1 8)63 8)63 +2aX2 8x2 aX3 8)63
dul 0u? du! du?  ~du! du? Ju! du?,

+2

Por fim, temos o discriminante dado por

. 82)61 82x2 4 82)61 82)63 4 82x2 82)61 i 82)62 aZX3 i
$ T Q2 (@2 T (u)? (9u2) T (Qu2 (02 (Jul)? (3u?)?
82)63 ale 82x3 82)62 8x1 8)61 8x2 8x2

(Qul)? (Ju?)? T (02 “oul 9 aul 92 (18)

_28)61 8)(1 QX3 aX3 _28x2 8)62 3)63 8)63
dul du? dul du?  ~Ju! du? dul du?’

Observando as equagdes (14) e (18), logo percebemos que sdo iguais. Portanto, podemos

afirmar, com seguranca que o discriminante da PFF € um positivo definido.
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APENDICE D - Segunda derivada do vetor x com respeito ao arco s
Aplicando mudanca de varidveis na primeira derivada em s do vetor X e, em seguida,

aplicar a definicdo 3.51, assim encontramos

&_%_ﬁd_ul_f_ﬁ%_x L'ta (19)
T Os odulds  outds %

Utilizando deste resultado podemos agora derivar mais uma vez a equacao anterior € encontra-

mos o seguinte formato

w 8 ox du'  Ix du?
(8u1 ds o E)
d dx\du' 9Ix (9 du 9 dx\ du> 9dx [ du?
(asau ) o (B_d_) * (a‘ﬁ) ds | on (a_d_)

d du 9 du?\ dx]du' Ix d*u 9 du' 9 du*\ dx ] du?
[<8u1 ds o ds>m]$+WF+[(aul ds +8uzg) ﬁ}g
L 9x dhu?

du? ds?
9%x  du' du! 9%x  du? du! 0%x  du' du? 9%x  du? du?
T oulou! ds ds * ou2dul ds ds + duldu! ds ds * du?du! a’_sg+
ox d*u'  Ix d*u?
du! ds? + du? ds?

.o B O
=XqplU U +Xql

(20)
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APENDICE E - Propriedades tensoriais do tensor métrico
Antes de falarmos do tensor métrico e suas propriedades é necessdrio apresentar o que
sdo componentes contravariantes e covariantes de um vetor. Uma componente contravariante é
o comprimento da projecdo paralela de um vetor arbitrdrio v. Para um sistema de coordenadas

X1 € xp ortogonais, podemos representar o vetor v da seguinte forma
v=a%xq. 21

Porém, para um sistema de coordenadas x| € x, ndo ortogonais, conforme a figura 1, dado um
angulo Y, entre v € 0 €ixo xy, & = 1,2. Entdo o comprimento da projecdo ortogonal é dado

pela expressao

|X¢| Xq-V Xq'V
Lo = |V|COSYy = 7 |V|COS Vg = = . (22)
o | | YOC |Xa| | ’ YOC \/m \/&W

As quantidades ay = X+ v sdo chamadas de componentes covariantes do vetor v. Assim, pode-

mos escrever
aa:xa-VZXa-aﬁxﬁ :gaﬁaﬁ, (23)
onde também podemos obter sua inversa

aP = g%y, (24)

Figura 1 — Base de vetores nao ortogonal

X2

X1

Fonte: Autor

Assim, podemos observar as propriedades tensoriais do tensor métrico, onde indices que

estdo encima descem e vice-versa e em seguida uma contracao destes indices.
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APENDICE F — Uma breve abordagem sobre efeito Hall quantico
Ao analisar cargas em movimento em um regido embebida por um campo magnético,
observa-se que estas cargas estao sujeitas a uma forca perpendicular a seu movimento. Isto pode

parecer mais claro ao analisar a forca de Lorentz,
F=¢(E+vxB), (25)

onde g € a carga da particula, E e B sdo, respctivamente, o campo elétrico e magnético e v a
velocidade da particula.

Para o caso, onde as cargas estdo se movendo em um fita condutora permeada por um
campo magnético, observa-se a deflexdo destas cargas para um dos lados da fita, o que resulta
em uma separacao de cargas(TIPLER; MOSCA, 2000). Este fendmeno é chamado de Efeito
Hall. A diferenca de potencial entre as extremidade da fita é chamada de rensdo Hall e dada

pela expressao

1

Vi = —B,
" nelq

(26)

onde / € a corrente elétrica, n, o niimero de portadores de caga, ¢ a distancia entre as extremida-
des da fita. g a carga do portador e B o campo magnético. Podemos associar a equagdo anterior
com a lei de Ohm, V = RI, e consequentemente, uma resisténcia transversal a fita, responsavel

pela deflex@o das cargas, no qual denomina-se de resisténcia Hall, dada por:

- B
B negq.

Ry 27

Em consequéncia, sabendo que resistividade € dada por p = % onde R € aresisténcia, A a area
da fita e p a resistividade. Para uma fita quadrada, A = [2, a partir da resisténcia Hall, pode-se

associar uma resistividade Hall

PH=—". (28)

Dado que a condutividade é o = %, temos também uma condutividade Hall, oy
A equacdo (26) anterior induz a conclusao de que a tensao Hall deve aumentar linear-
mente com o campo magnético. Porém, em 1980 Klaus von Klitzing ao estudar semicondutores

em baixas temperaturas e campos magnéticos intensos, observou que no gréfico de tensao Hall
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por campo mangético aparecia certos platds !, ou seja, a tensdo Hall é guantizada. Com o efeito
Hall quantico, von Klitzing recebeu o Prémio Nobel em Fisica em 1965 (TIPLER; MOSCA,
2000).

O efeito Hall cléssico pode ser descrito a partir de uma fita condutora. Para o caso
do efeito Hall quantico, pode ser utilizado sistemas de gds de elétrons bidimensional com um
campo magnético perpendicular. Uma ferramenta para entender o efeito Hall quantico € a
quantizag¢do de Landau. Para isso, deve-se utilizar a Hamiltoniana de um sistema que estd sob

acdo de um campo magnético, dada por (GOERBIG, 2009):

[p+eA(r)” TP

H= = —.
2m 2m

(29)

Assumindo que o gés de elétrons bidimensional estd no plano xy, a equagdo anterior pode ser

reescrita na forma:

2 +112
H= [+ 1) : (30)
2m
Reescrevendo os operadores I1, e I1, em termos dos operadores escada, IT, = \/ELZ (aT + a)
B

_h T _ | h . . A ~
ell, = T (a a) ,onde /g = 4/ _, temos uma analogia com um oscilador harménico (GO

ERBIG, 2009). Como consequéncia a energia do sistema € quantizada, dada por

1
&, = hw, <n—|—§), 3D
onde w. € chamado de frequéncia de ciclotron e dado por @, = #. Sendo assim, como a
B

energia do sistema € quantizada, pelos chamados niveis de Landau, o aparecimento de platds €

uma assinatura do efeito Hall quantico.

I Platds, em gréficos, sdo caracterizados por uma sequéncia de pontos cuja tangente da curva é igual a
Zero.
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