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RESUMO

SOUZA, Francisco Regilson. Estruturas e esperancas de quadrados
médios para modelos nio-aditivos em delineamentos experimentais.
2005. 80p. Dissertagdo (Mestrado em Agronomia/ Estatlsnca e
Experimenta¢io Agropecudria)- Universidade Federal de Lavras -MG".

Este trabalho foi desenvolvido para discutir € apresentar uma
metodologia de construcio de modelos lineares e obter quadrados médios
de formas quadriticas em geral. Estas formas quadriticas sdo dirigidas
aqui aos quadrados médios relacionados com a anélise de variancia de
resultados obtidos em andlise de delineamentos experimentais. A
proposta da metodologia apresentada pelos autores teve inicio na década
de 1950, foi apresentada mais recentemente e recebeu uma abordagem
fundamental destacando a importincia da metodologia que nao depende
de quaisquer pressuposigc“)es iniciais sobre 0 modelo em questdao para a
garantia da anslise de varidncia. O presente trabalho procura discutir e
relacionar os demais apresentados até entdo, sobretudo apresentando
exemplos de aplicagio ligadas aos delineamentos experimentais mais
utilizados. Aqui a defini¢do da estrutura populacional conduz a defini¢éo
do modelo e 2 construgdo de componentes que podem ser transformadas
nas fontes de modelos lineares em andlise de varidncia. Por fim, o
trabalho apresenta um algoritmo para construgdo destas andlises e
obtengao das respectivas esperancas de quadrados médios. A metodologia
é apresentada também sob a forma de matrizes, sendo que a demonstragao
de ortogonalidade de componentes, bem como os demais procedimentos,
sdo apresentados através de produtos de Kronecker entre matrizes.

*Comité Orientador: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga-UFLA (Orientador), Prof.
Dr. Joel Augusto Muniz (Co-orientador) - UFLA.



ABSTRACT

SOUZA, Francisco Regilson. Structures and medium square
expectations in non-additive models in experimental designs. 2005.
80p. Dissertation (Master in Agronomy/Statistics and Agricultural
Experimentation) - Federal University of Lavras -MG".

This work was developed to discuss and present a methodology of
construction of linear models and obtain medium squares of quadratic
forms in general. These quadratic forms are directed here to the medium
squares related with the analysis of variance of results obtained in
analysis of experimental designs. The proposal of the methodology
presented by the authors started in the 1950s. It was presented more
recently and was given a fundamental approach, standing out the
importance of the methodology which does not depend upon any initial
presuppositions on the model in issue for the warrant of analysis of
variance. The present work seeks to discuss and relate the others
presented up to now, above all, by presenting examples of application
linked to the most utilized experimental designs. Here the definition of
the population structure leads to the definition of the model and to the
construction of components which may be transformed into the sources of
linear models in analysis of variance. At last, the work presents an
algorithm for construction of these analyses and obtaining of the
respective medium square expectations. The methodology is presented
also in the form of matrices, the demonstration of orthogonality of
components as well as the other procedures being presented through
Kronecker’s products among matrices.

*Guidance Committee: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga (Adviser)-UFLA,
Prof. Dr. Joel Augusto Muniz (Co-adviser) - UFLA
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INTRODUCAO GERAL

O presente trabalho tem como proposta apresentar uma metodologia
para a construcdo de um modelo linear que dispensa quaisquer pressuposi¢des
especiais para a validade da anilise de varidncia. Trata-se de uma abordagem
geral, aplicével tanto a modelos de classificagdo quanto a modelos de regressao,
e ainda, os modelos aleatérios, fixo e misto sdo tratados aqui como casos
particulares do modelo geral. Estudos relacionados com este método tiveram
inicio ainda na década de quarenta, com Cornfield (1944), e ganharam maiores
dimensdes quando Cochran (1947) descreveu as conseqiiéncias na andlise de
varidincia quando as pressuposicdes ndo sdo satisfeitas. Novos trabalhos
surgiram a partir de entdo, como Tukey (1949), mas foi a partir da década de
cingiienta que os pesquisadores decidiram usar modelos deduzidos lineares ao
invés de assumidos lineares. Dentre outros, esta metodologia foi defendida por
Kempthorne (1952, 1955), Wilk (1955), Wilk & Kempthome (1955, 1957),
Cornfield &Tukey (1956) noutra linha, porém também considerou os modelos
ndo aditivos; Zyskind (1958) e, por ltimo, Kempthomne & Hinkelmann (1994),
constituem o principal referencial tedrico dessa metodologia.

Esta abordagem ganhou uma representagio matricial por Veiga (1982),
aproveitando os recursos de élgebra de matrizes para demonstrar todas as
propriedades inerentes, além de viabilizar, através dos recursos da computagio,
a sua implementagdo. O uso do teorema de Cochran (Graybill & Marsaglia,
1957) torna-se necessdrio para demonstrar todos os requisitos necessarios para a
validade da andlise de variancia.

Na constru¢do de um modelo matemdtico deduzido para uma situagao
experimental particular, primeiro especifica-se a identidade populacional. A

identidade da populagdo expressa a resposta real ou conceitual como uma soma



dos componentes da populagdo em que cada um mantém uma correspondéncia
biunivoca com os possiveis valores produzidos pelo experimento; neste
contexto, os modelos obtidos segundo esta abordagem sdo fatalmente nio
aditivos.

A formulagdo do modelo deduzido linear € feita a partir da identidade
populacional, com a introdugdo de varidveis aleatérias Bernoulli (Mood et al,
1974) e as propriedades estatisticas do procedimento de aleatorizacao, que serdo
empregadas em todas as possiveis fontes de variacdo do modelo e tém o papel de
selecionar e impor a aditividade dos efeitos nos valores observados ao longo de

todo o experimento.



CAPITULO 1



RESUMO

SOUZA, Francisco Regilson. Estruturas e esperancas de quadrados
médios para modelos nio-aditivos em delineamentos experimentais.
2005. 80p. Dissertacdo (Mestrado em Agronomia/ Estatistica e
Experimentagio Agropecudria)- Universidade Federal de Lavras -MG .

Este capitulo trata das questdes relacionadas com a estrutura
populacional. Define-se o diagrama representativo da estrutura, bem
como a identidade populacional, como bases da metodologia utilizada, de
grande importincia para que o modelo possa ser construido sem as
pressuposices necessdrias e presentes em outras metodologias. Em
funcdo da identidade populacional definem-se as médias admissiveis e
respectivas componentes. Sio tratadas também propriedades importantes
inerentes a definicdo da identidade populacional. Todas as definigdes e
propriedades discutidas sao fundamentais para a apresenta¢do da anilise
de varidncia, aqui ilustradas com aplicagGes em modelos usuais da
experimentacao agropecuaria.

*Comité Orientador: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga-UFLA (Orientador), Prof.
Dr. Joel Augusto Muniz (Co-orientador) - UFLA.



ABSTRACT

SOUZA, Francisco Regilson. Structures and medium square
expectations in non-additive models in experimental designs. 2005.
80p. Dissertation (Master in Agronomy/ Statistics and Agricultural
Experimentation) - Federal University of Lavras -MG".

This chapter is concerned with the issues related to the population
structure. The representative diagram of the structure is defined, as well
as the population identity, as bases of the utilized methodology, of great
importance for the model to be able to be built without the necessary and
present presuppositions in other methodologies. As related to the
population identity, the admissible means and respective components are
defined. Properties inherent to the definition of the population identity are
also dealt with. All the definitions and properties discussed are
fundamental to the presentation of the analysis of variance, here
illustrated with applications in usual models of agricultural
experimentation.

*Guidance Committee: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga (Adviser)-UFLA,
Prof. Dr. Joel Augusto Muniz (Co-adviser) - UFLA



ESTRUTURAS POPULACIONAIS

1.1 Introducao

O objetivo desse capitulo € definir uma estrutura populacional e
apresentar uma metodologia que permita escrever uma resposta conceitual y
como funcdo dos componentes de variagdo que a influenciam, com todos os
requisitos e propriedades necessdrias para uma analise de variancia. O critério
para essa decomposicdo é baseado na identificacio de todas as fontes de
variagdo do experimento, em especial as variagdes ndo controladas, e representd-
las através de componentes, de modo que a particdio de y produza uma
identidade populacional que reflita uma correspondéncia biunivoca com as
causas de varia¢do do experimento.

Zyskind (1958) formalizou uma estrutura e propds um algoritmo com
propriedades bem definidas que permitem desdobrar uma resposta y como
funcdo de componentes ortogonais, aplicivel a qualquer delineamento em
condi¢Ges balanceadas; este algoritmo constitui a nossa referéncia bésica para o

desenvolvimento desse trabalho.
1.2 Populacio

E um conjunto de elementos de interesse para o estudo, com pelo menos
uma caracteristica comum. A populacdo pode ser particionada em sub
populagdes ou subclasses disjuntas de acordo com certas regras ou Critérios, que
sdo denominados fatores. Dessa forma, uma populag3o poderia ser um conjunto
de pessoas, animais e plantas, entre outros. Os fatores poderiam ser sexo, idade,

origem e tratamentos, entre outros. Os fatores sao simbolizados por indices na



notagao para resposta.

Num delineamento em blocos casualizados, os fatores sdo blocos,
unidades experimentais e tratamentos. Num delineamento inteiramente
casualizado, os fatores de classificagdo sdo unidades experimentais e tratamento,

que ainda sao subdivididos em subclasses, também denominados de niveis.

1.3 Estrutura

E o conjunto de subpopulagdes determinadas pelos fatores que se

relacionam através de hierarquia, cruzamento ou confundimento.

1.4 Embutimento

Um fator B é dito ser hierdrquico ao fator A se e somente se cada nivel
de B ocorre com um e somente um nivel de A. Desse modo, se Ae BttmMeN
niveis respectivamente, entio os N niveis de B s3o arranjados em M
subconjuntos disjuntos B, B,,..., By, cada subconjunto com ny, ny,..., Ny niveis,
respectivamente, tal que o i - ésimo subconjunto ocorre apenas no i — ésimo
nivel de A. Se B € hierdrquico a A tal que n=m = .. =ny , a estrutura
denominada balanceada.

‘Como exemplo consideram-se os fatores blocos e unidades
experimentais, tais que o fator bloco tem cinco niveis, B =1, 2, 3,4, 5, ea
unidadé experimental, 20 niveis, U = 1, 2, .., 20. Os 20 niveis (unidades
experimentais) vao ser arranjados em 5 subconjuntos com 4 niveis cada, em que
cada subconjunto ocorre com apenas um nivel de B; assim pode-se afirmar que o
fator unidade experimental estd hierdrquico ao fator bloco.

Um fator A é dito ser hierdrquico multiplamente em um conjunto de

fatores S se e somente se cada nivel de A ocorre em uma, € somente uma,



combinagio de niveis do conjunto de fatores S. Se A € hierdrquico a um
conjunto de fatores S, entdo ele ¢ hierdrquico a cada fator de S.

Se um fator é denominado hierdrquico a um conjunto de fatores S, a
identificacdo de qualquer um de seus elementos requer também a especificagdo
do conjunto dos elementos de S, ou seja, a identificagio requer a especificagdo

do conjunto de fatores ao qual ele € hierdrquico.

1.5 Cruzamento

Dois fatores, A e B, sdo ditos cruzados se cada nivel de A ocorre em
todos niveis de B. Ainda, se dois fatores forem tais que um ndo € hierdrquico ao
outro, sdo denominados cruzados. '

Um conjunto de fatores € dito completamente cruzado se todo nivel de
todo fator ocorre em toda combinagao de niveis dos outros fatores.

Pode-se citar como exemplo os fatores Bloco e Tratamento, em que cada
tratamento (nivel) ocorre em cada bloco; dessa forma, bloco e tratamento estio

cruzados.
1.6 Confundimento

Se dois fatores A e B sdo relacionados tal que A é hierdrquicoa B e B é
hierdrquico a A, entdao A e B estdo completamente confundidos. Se dois fatores
estio completamente confundidos em qualquer grupo de respostas, entio é
certamente impossivel separar o efeito de um certo nivel de um fator do efeito
do nivel correspondente do outro fator. Neste caso, os dois fatores sio
insepardveis e considerados apenas um fator, ou escreve-se A = B. Como
exemplo, sup0e-se que t tratamentos s3o atribuidos a t unidades experimentais

de modo que em cada unidade experimental seja aplicado apenas um tratamento.



Entdo qualquer diferenga observada entre unidades que receberam, por
exemplo, o tratamento 1 e o tratamento 2, pode ser explicada pela diferenca
entre tratamentos ou diferenca entre unidades nas quais os tratamenios le2
cafram. Nesse caso, os fatores tratamentos e unidades estdo completamente

confundidos.
1.7 Notacdo

Num delineamento em blocos casualizados, uma resposta y; representa

o valor da unidade j que recebeu o tratamento k no bloco i e apresenta uma
estrutura com fatores cruzados e hierérquicps:

(B:PYT) ou (i:jXK)
com i=1l..,B, j=l.,Pe k=1..,T.

Neste exemplo, os dois pontos enfre parénteses indicam que a unidade
experimental P ¢ hierdrquica ao bloco B e os fatores em parénteses diferentes
sd0 denominados cruzados; logo, o tratamento T estd cruzado com o bloco Be a
unidade experimental P. A identificagdo da parcela requer, além do valor de J, a

especificagdo de i, ou seja, 0 bloco em que a parcela € hierdrquica.
1.8 Diagramas de estrutura

Um gréfico de uma estrutura de resposta, denominado de diagrama de
estrutura, pode ser facilmente desenhado representando cada elemento da
estrutura (fatores de classificagio, 4,€ ), em que a média de todas as respostas
4 de um dado conjunto é considerada como um fator com apenas um nivel, que
ocorre em todas as respostas do conjunto de fatores. Logo, todo nivel de todo

fator deve ocorrer naquele nivel de £ . Entdo, todos os fatores sdo hierdrquicos a



M. O fatore, que representa a medida do erro, por definicdo, estd

multiplamente hierarquizado em todos os fatores, dai € hierdrquico a cada fator.
Considerando como exemplo as estruturas populacionais particulares

abaixo:

(i) A (um fator de classificagao);

(ii) A:B (dois fatores, com o fator B hierdrquico ao fator A);

(iii) (A) (B) (dois fatores de classificacao cruzada);

(iv) [(A) (B)]:C (A e B cruzadose C higrérquico a AB),

(v) (A: B)(C) (o fator B hierarquico ao fator A e C cruzado com A e B).
As estruturas populacionais exemplificadas podem ser ilustradas na

figura 1.1

(O G) i) B

" O——==Q>
OO0 0 O > OO ®
>
h n< >
(] W

(iv) ® v)

FIGURA 1.1 Representagio diagramdtica da relagio entre fatores.
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Pode-se obter médias parciais populacionais sobre particulares conjuntos
de indices, que serdo representados pelo simbolo usual para resposta, quando sdo

omitidos os indices sobre os quais as médias tiverem sido tomadas.
1.9 Média admissivel

E aquela em que, quando um indice hierdrquico aparece, entdo todos os
indices no qual este ¢ hierarquizado devem também aparecer. Os indices que ndo

tém nenhum outro hierarquizado pertencem ao paréntese mais a direita.
1.9.1 Delineamento em blocos casualizados

Considera-se como exemplo a estrutura do delineamento em blocos
casualizados, em que uma resposta € representada por y; k), sendo que:

j se refere 2 unidade experimental; j=1,...J

i se refere ao bloco; i=1..1

k se refere ao tratamento; k=1,..K.

Para o objetivo dessa proposta, deve-se identificar todas as possiveis
fontes de variagio do experimento, que serdo obtidas a partir das médias
admissiveis.

Para a resposta Y, as médias admissiveis s30:
iy O3 (3. G )» (Fia)-
Note que a média y; € inadmissivel, pois carece de significado fisico;

uma unidade experimental necessita da especificago do bloco ao qual pertence.
Pela definigdo, um fator hierdrquico nunca aparece sozinho na média. A partir de
cada média parcial admissivel pode-se obter combinagdes lineares de médias

parciais, denominadas de componentes.
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1.10 Componentes

S3o combinagdes lineares que serdo obtidas selecionando todas as
médias parciais resultantes da média parcial em questio quando nenhum, algum
ou todos os indices do paréntese mais a direita sdo omitidos em todas as
maneiras possiveis. Sempre que um ntimero impar de indices é omitido, a média
¢ precedida de um sinal negativo; sempre que um niimero par é omitido, a média
¢ precedida de sinal positivo, para este fim o niimero zero é considerado par. A
média parcial que gera o componente ¢ denominada de termo principal do
componente.

Considerando ainda o exemplo 1..9.1 de blocos casualizados, as médias

admissiveis;  (¥;) ) (3.0, (3.0 (V1) (O p.)»(Dix)  geram  os  seguintes

componentes:

(3.)

(3.-¥.)

()-’.Jc - -)-’.)

Fijy. = ¥i.)

Gik =Y. = Ya +3.)
iy = Yigjy. = Yiae +3i)

1.11 Interpretacéo fisica dos componentes

1. y_: Média geral
2. (Y¥..-Y.): Desvio da média do bloco em relagdo 2 média geral ao longo de

todos os tratamentos.

3. (¥;-9..): Desvio da j-€sima parcela da média do bloco fazendo-se a média

em todos os tratamentos.
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4. (7, -7.): Desvio do k-ésimo tratamento da média geral fazendo-se a média

sobre todas as parcelas.

5. (F- V.-V, +7.): Desvio do efeito do k-ésimo tratamento no bloco i do

efeito geral de todos os blocos.

6. (Yi -¥y Ve +7.): Desvio do efeito do k-ésimo tratamento na j-ésima

parcela do i-ésimo bloco do efeito médio do i-ésimo bloco.

O componente de nimero 5 pode ser interpretado simplesmente como o
efeito da interagdo do k-ésimo tratamento com o i-ésimo bloco; nota-se que
(Vi ¥im i +7.)=(Viy- .)—(F4-Y.) e mede o quanto o efeito de
tratamento varia de bloco para bloco. Nessa estrutura deve-se identificar todos

os componentes de variagdo, principalmente as possiveis interacdes existentes.
1.12 Erro experimental

Denomina-se erro experimental os aspectos de observagdes repetidas
feitas em condigbes similares para serem idénticas; as causas sdo classificadas
como:

(1) Erros unitirios ou erro de unidade devido a falhas nas unidades
experimentais diferentes para produzir identicamente sob as mesmas
condi¢des de tratamento;

(2) Erros de tratamento devido 2 inabilidade de repetir um tratamento e as
condigdes da sua aplicagdo exatamente;

(3) Erros de medidas devido a falhas em medidas repetidas na mesma

situagdo fisica ndo corresponderem exatamente.

As causas (2) e (3) sdo classificadas aqui como erro técnico; o seu efeito

é quantificado pelo componente (yy-¥;-¥,, +7¥,) ¢ representa a interagdo

do k - ésimo tratamento com a j - ésima unidade experimental no bloco i, ou
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seja, (Yu-¥is- Yix +¥i)=(¥Yiu- V) — Fie- ¥i)- A causa (1) € denominada
erro unitério, seu efeito ¢ medido pelo componente(y; -y, ), que representa o
quanto uma unidade experimental difere da sua média. Nessa classificacdo, o
terceiro e sexto componentes representam uma particio do erro experimental;
observe que, (¥ -¥;-Yiut¥)+(¥;-¥.)=(y i~ ¥)-No modelo linear
assumido, por exemplo, admite-se que o efeito de tratamento e a unidade
experimental s3o aditivos; nesse caso a interagdo tratamento x unidade
experimental serd negligenciada, isto €, (y;-¥;- ¥y +9,.)=0, ¢ o emo
experimental, estimado por (y; ;, — ¥ ), assumindo que a variagao captada por

este componente € aditiva ao longo de todas as unidades experimentais.

1.13 Identidade populacional

Uma resposta conceitual pode ser expressa identicamente pela soma dos
componentes correspondentes. Esta relacdo € denominada de identidade
populacional.

A identidade populacional do exemplo 1.9.1 acima é dada por:

Y =V A G =Y I+ Ou =Y )+ Qi = Vi =Y + YD+

+ iy, = Vi) + iy = Vipy. = Vi + 3i)-
Nota-se que a soma de todos os compdnentes € igual a resposta yj; .

Demonstrando-se, portanto, que a decomposi¢do da resposta y;, segundo essa

estrutura estd bem definida. Vale salientar que esta decomposi¢do constitui o
principio da técnica da andlise de varidncia.
Nesse exemplo particular, o modelo matemdtico associado pode ser

obtido fazendo-se na identidade populacional:

#=5..B8=3i.=5) T=0Gu=3.) BNy =Qux =¥ =T, +¥.)»
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By =G =¥ (TP 1y = Wi iy = Yijr. = Vir + ¥i.)-
Logo,
Yik =#+ B, +T, +(BT), + B + (TP jy

Um modelo escrito desta forma é denominado ndo aditivo, pois
apresenta na sua constitui¢do o efeito da interagdo. Nessa estrutura € importante
identificar a interacdo e considerar o seu efeito isoladamente. Entende-se que o
maior problema talvez ndo seja a existéncia da interagdo, mas sim o fato de ndo
considerar o seu efeito. Esta abordagem visa mais eficiéncia, sem comprometer

a validade da anélise de varidncia. Observe que os dois componentes (BT), e
(TP); s, ndo integram o modelo linear assumido. Nesta abordagem nio se

admite que seus efeitos sejam aditivos nem se incorpora a interagdo bloco x

tratamento, (BT'),, , ao erro experimental.

1.14 Consegiiéncias da definicio

(i) O nimero de médias presentes no componente ¢ 2°,em que péo
ntimero de indices do paréntese mais a direita do termo principal.
Prova:

O niimero de médias no componente é igual ao nimero de subconjuntos
de tamanho 0 a p que podem ser formados com os p indices. Desde que cada
indice pode estar presente ou ausente em cada média, o niimero total de médias é
iguala2?.

(ii) A soma dos coeficientes das médias no componente € igual a zero,
exceto para 0 componente y , em que a soma € igual a um.

Prova:
Os coeficientes + 1 e - 1 sdo designados as médias segundo o critério do

nimero de indices omitidos par ou impar, respectivamente, no componente.
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Portanto, a soma destes coeficientes é dada por:

CH e
GH) s o

1.15 Populacdes balanceadas

Uma estrutura populacional € balanceada se a variagdo de qualquer de
seus indices € a mesma para todas as possiveis combinacdes dos valores dos
outros indices. Por questdes de praticidade, nesse trabalho serdo abordadas

apenas populagdes balanceadas.
1.16 Propriedades das populacdes balanceadas

-Sejam duas propriedades imprescindiveis para o objetivo desse trabalho,
que neste capitulo serdo mostradas através de exemplos; no capitulo seguinte

serd feita uma demonstra¢do formal com o auxilio da algebra de matrizes.

1.16.1 Propriedade 1

Para todo tipo de componente, a soma dos valores dos componentes €
zero sobre a variagdo de qualquer indice do paréntese mais 2 direita do termo
principal.

No exemplo do delineamento em blocos casualizados mostrado acima,

as seguintes somas sao iguais a zero:

® 2(7, _y)=25’; —izz;fa=0
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() Y G,-F)=2 5.k,
% k

Yx_g
p k
o Yici
(iii) Z(y;(j>.-)’. Z Yip. ~ Z—;—
j i

j

(GORNCAR +Y)=D Yk —kZ&-—Zyﬁk +kZLk_=0
k k k k X % k

) Z(yi(jk) "7;(;). = Vix +yi..)=zyi(jk) "kZ'yi(kﬁ—z_i.k +kzz;f'=0-
k k X X k

1.16.2 Propriedade 2

A soma de quadrados das respostas sobre todos os valores de todos os
indices ¢ igual 2 soma de quadrados de todos os componentes sobre as variagoes
dos mesmos indices. Esta propriedade consiste no principio fundamental da
andlise de variancia.

Considerando ainda 0 mesmo exemplo:

S V=Y P+ 2 G -+ Gu =T+ 2 G~ T+

ik ik ifk ifk ifk

+ Z(yi.k =Y.~V Z(yi(jk) = Yijr. = Yix + Vi 2,
ik ik

a propriedade 1.16.2 é uma consegiiéncia direta da propriedade 1.16.1, uma vez

que os duplos produtos sio todos iguais a zero, pois:

G 3.0G.-7.)= Zy > (3. -5.)=0

ijk i

@) Y.7.Fe-7.)= Zy Z(yk 7)=0

ijk

(zu)Zy (.V,(,)_ y.)= Zy Z(Y;(J) ¥..)=0

ik

@) Z V. Ou =Y. " Yu*+¥.)= Z y...z(}’£.k -%.-¥,+¥y.)=0

(V) Zy (yz(jlc) YI(/) y:k +yt ) zy z(y:(;k) y:(/) ylk +yu )—0

ik
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2

Este resultado € estendido para o produto entre quaisquer outros

componentes.
1.17 Graus de liberdade

O ndmero de valores linearmente independentes dos componentes de um
tipo € o niimero graus de liberdade do tipo de componente. Também, o niimero
de possiveis respostas linearmente independentes € o grau de liberdade do

conjunto de respostas possiveis.
1.18 Analise da Variancia

A andlise de variancia introduzida por Fisher (1947) é uma técnica que
gera uma forma tabular de particdo da soma de quadrados total em partes
separadas, em que a cada uma pode ser dado um significado fisico no sentido de
descrever fontes de variacdo (ou complexo de fontes) associadas. Para a
proposta desse trabalho, identificam-se dois tipos de andlise de varidncia, um
para a populagio e outro para a amostra observada. Defini-se a andlise de
variancia da populacdo como sendo uma partigao tabular da soma de quadrados
total e dos graus de liberdade de todas as respostas da populagdo, cada parte
correspondendo a um tipo de componente. Para cada componente, o quociente
da soma de quadrados pelos respectivos graus de liberdade é denominado
quadrado médio.

As propriedades 1.16.1 e 1.16.2 sdo de fundamental importancia para a
aplicagdo da técnica da andlise de varidncia, pois permitem decompor a variacdo
total em componentes independentes e ortogonais, condi¢des imprescindiveis
para a validade dessa técnica, que ganha mais consisténcia com recursos de

dlgebra de matrizes no capitulo 2.
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A Tabela 1.1 sintetiza as médias admissiveis, componentes € somas de

quadrados associados a andlise de varidncia.

TABELA 1.1 Anilise de varidncia populacional para um delineamento em

blocos casualizados
F.V |GL Componentes Soma de Quadrados
y. |l y. ¥
ik
v, |I-1 G.-3.) >.G.-7.)
ik
-)7..k K-1 @..k - Y ) z G;i(j). - Y. )z
ijk
yi(j). IJ-1 @eu), - 7&. ) Z (Y..k - Y )2

Vi [ T=DK-=D)

IJ-DX-1)

Fx-Y-Yuty)

igo - Yig.- Yix +¥.)

ijk

Z (-y-i.k - —)7. - -y..k + .)7 )z

ik

z Vigo~ Yo Yix+ Y. )?
ijk

UK-1

Yiijey

Z y iz(;k)
i

Esta metodologia pode ser estendida para quaisquer tipos de

delineamentos experimentais com estruturas populacionais balanceadas.

A seguir serdo mostrados o modelo e a andlise de varidncia para um

delineamento inteiramente casualizado com apenas um tipo de tratamento; ou

seja, em uma tinica diregdo, o segundo fator representa a unidade experimental.

1.19 Delineamento inteiramente casualizado com dois fatores

A estrutura pode ser representada por (A) (B) ou (i) (j) com i=1,..,Ae

j =1,.,B e uma resposta pode ser expressa como y;; o primeiro indice i
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refere-se, por exemplo, ao tratamento A, e o segundo indice j refere-se & unidade
experimental B. E oportuno lembrar que essa estrutura apresenta dois fatores,
embora apenas um representa o tratamento, ou seja, se tem apenas um tipo de
tratamento. O segundo fator diz respeito 2 unidade experimental, que nessa
estrutura, tem classificagdo cruzada com tratamento.

As médias admissiveis s@0 y;,Y;,y;,y. € possuem os seguintes

componentes:

.
(3.-¥.)
(3’—4 =-5.)
(V5 =Y =Y +Y.)-
Uma resposta y; pode ser expressa como fun¢do dos componentes, a
qual € denominada identidade populacional, que € representada por:
Vi =Y.+ =Y )+ =Y )+ =5 =Y, +3)
O modelo matemético associado pode ser obtido fazendo-se
u=y L,=03.-y.) B=0,;-5.), TP); =(y; =¥. -, +7.). Logo,
Y =u+T, +R,' +(IP),,
e, como ji mencionado antes, P.e (IP); sio componentes do erro

experimental.
Pelas propriedades 1.16.1 e 1.16.2 pode-se escrever a soma de quadrados

total em fungdo dos componentes como sendo:

DI DI AR DN D D N A D RS ¢ A S )

ij
Esta expressdo representa a decomposicdao da variacdo total em partes
que correspondem aos componentes.
A anidlise de variancia para o delineamento inteiramente casualizado

com dois fatores esta representada na tabela 1.2.
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TABELA 1.2 Anélise de varidncia populacional para um delineamento
inteiramente casualizado com dois fatores

F.V.|G.L Componentes Soma de Quadrados
L y y:
i
y. |I-1 F.-3.) >G.-3)
ij
y, |I-1 ¥;-7) >,;-v)
ij
Yo | A=DA=D| 0y =5 =T, 4 [ 20 =F =T, +7.)
if
Total | D -1 Yy > y;

Faca-se agora a andlise de varidncia para um delineamento com trés
fatores de classificagdo cruzada. Por exemplo, poderiam ser dois tipos diferentes
de tratamentos, ou em duas diregdes, como também é denominado, em que o

terceiro fator representa a unidade experimental.

1.20 Delineamento com trés fatores completamente aleatorizados

A estrutura pode ser representada por (A)(B)(P), em que os fatores de
classificagdo cruzada A e B representam tipos de tratamentos diferentes e P € a
unidade experimental. Assim, podemos escrever (A)(B)(P) ou (ijk) com i=1,..,
A;j=1,., Bek=1,..P; nessa estrutura, uma resposta deve ser representada
Por Yy -

Considerando que os trés fatores tém classificagdo cruzada, segundo o

procedimento de Zyskind (1958), tém-se as seguintes médias admissiveis
Y. ¥ ’-)-;.j. ’3’-1,'. Vi Vi, ’y.jk » Vi »

e 0s respectivos componentes sao:
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¥

(%, — .2

(¥;—¥)

g =¥ =¥, +¥.)
(Y.k - 3’-)

R TRl T B
Fp—Xi—Rs T 1)
(yfjk - :‘7,}: = Yix — ?.jk +y,. + 37; +Y =)
A identidade populacional correspondente é dada por:

Y ST, = B 00Ty = 0Ny =T, =X ¥ N g ~ T

+ (. — J—’e e 7) + (_.‘7.1:; - ?J‘ =Yit¥.)

Vi =T = Y =Yt Y TV RV~ XD
cujo modelo matemadtico associado pode ser obtido fazendo-se:
H=y . 4=03. =) B;=(,; -y ), (AB);=(y; =% =¥, +¥.),
FB=03,-5), (AP), =y =¥ =¥ +7.) >, (BP)jk =(7.ja- = ?, =P FX.h
(ABP)ijk = (yr'jk - yu = Mg = ?.jk +Y.+ 5’—; + Vi =Y.)
Logo, tem-se que:

Yie =M+ A +B; +(AB); + F, +(AP), +(BP), +(ABP),, ,

em que os componentes F, , (AP), ,(BP), ,(ABP), representam parti¢des do

erro experimental.
As propriedades 1.16.1 e 1.16.2 garantem a identidade na soma de

quadrados total como funcdo das somas de quadrados dos componentes:

PRI DN AR REDNCTED DD NS AT TR

ik ik ik ijk ik
+Z(?.k = J_’...)z T Z(Ek - ')_’; = 37& + '5"...)2 + Z(-y‘.jk - y; - ?,\ + Y...)z
itk ijk ijk
Y g =V =V =V VY, T -V
ijk

A andlise de varidncia correspondente encontra-se na tabela 1.3, que
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sintetiza as médias admissiveis, graus de liberdades e soma de quadrados.

TABELA 1.3 Anilise de varidncia para um delineamento com trés fatores
completamente aleatorizados

F.V.|GL Soma de Quadrados

y. |! y:
ijk

y. |I-1 >.G.-3.)
ijk

y, {J-1 >3, -7
ijk

¥, |d-DJ-D > (3= -5, +3.)
ijk

y. |K-1 PACTES D
ijk .

Y. |d-DK-D PN AR AL S
ijk

Vi |(-DK-D > (-3, -Fu+7.)
ifk '

Yin (I-DJ-DK-1) Z(yijk '7.7. ~Vix "7.,1: +Y. +y.j. +Yi Y. )1
ijk

Total | IIK D Vi

ijk
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RESUMO

SOUZA. Francisco Regilson. Estruturas e esperancas de quadrados
médios para modelos nio-aditivos em delineamentos experimentais.
2005. 80p. Dissertagdo (Mestrado em Agronomia/ Estatistica e
Experimentacio Agropecudria)- Universidade Federal de Lavras -MG .

Este capitulo tem por finalidade apresentar e discutir a notagao
matricial utilizada para representagdo da metodologia proposta. A
estrutura populacional passa a ser descrita através da notagao matricial,
sendo que a matriz representativa de cada componente presente no
modelo é decomposta em uma combinagao linear de matrizes
representativas de cada média admissivel descrita naquele componente.
Estas dltimas, por sua vez, sdo definidas por produtos de Kronecker entre
matrizes I's e I's, identidade e elementar, respectivamente. Esta
representacdao matricial permite demonstrar propriedades importantes
relacionadas com o modelo em questdo, bem como garantir
ortogonalidade e decomposi¢io de somas de quadrados. A aplicacdo da
notacio matricial pode ser aplicada e utilizada no algoritmo para obtengao
das esperancas de quadrados médios relacionados com 0s componentes
do modelo.

#*Comité Orientador: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga-UFLA (Orientador), Prof.
Dr. Joel Augusto Muniz (Co-orientador) — UFLA.
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ABSTRACT

SOUZA, Francisco Regilson. Structures and medium square
expectations in non-additive models in experimental designs. 2005.
80p. Dissertation (Master in Agronomy/Statistics and Agricultural
Experimentation) - Federal University of Lavras -MG".

This chapter is intended to present and discuss the matrix notation
utilized for representation of the proposed methodology. The population
structure passes to be reported through the matrix notation, the
representative matrix of each component present in the model is
decomposed into a linear combination of matrices representative of each
admissible mean reported in that component. These latter, in turn, are
defined by Kronecker’s products between I's and J’s matrices, identity
and elementary, respectively. This matrix representation allows to
demonstrate important proprieties related to the model in issue, as well as
to warrant orthogonality and decomposition of square sums. The
application of the matrix notation cam be applied and utilized in the
algorithm for obtaining of the medium square expectations related to the
components of the model.

*Guidance Committee: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga (Adviser)-UFLA,
Prof. Dr. Joel Augusto Muniz (Co-adviser) - UFLA
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REPRESENTACAO MATRICIAL

2.1 Introducao

O propésito deste capitulo € utilizar a notagdo matricial para representar
os modelos construidos segundo esta metodologia, tendo em vista dois objetivos
principais: dispor dos recursos de dlgebra de matrizes para demonstrar todas as
propriedades inerentes, assim como 0s requisitos necessarios para a validade da
anilise de varidncia, e viabilizar, através dos recursos da computagdo, a
implementacdo dessa abordagem. Nessa notacdo, um vetor de respostas y €
expresso como uma combinagdo linear de componentes, em que cada
componente ¢ escrito como o produto de uma matriz especifica pelo vetor de
respostas, sendo que essa matriz é obtida a partir do produto de Kronecker entre
matrizes I's e E’s, identidade e elementar, respectivamente, conforme Veiga
(1982). As matrizes obtidas segundo esta defini¢do tém o status de projetor
ortogonal, representam um resultado importante para o desenvolvimento desse
trabalho e tém como premissa o teorema Cochran (Graybill & Marsaglia, 1957).

Para adequagio dessa metodologia, os quadrados médios sdo definidos
em fungdo de componentes de variagdo e certas combinagGes lineares destes
foram designadas por Wilk (1955) como fungdo sigma, que desempenham um
papel importante para o desenvolvimento de um algoritmo para o célculo de

esperancas de quadrados médios.
2.2 Produto de Kronecker

O produto de Kronecker entre matrizes (Neudecker, 1969) possui

caracteristicas fundamentais que permitem a construgio das matrizes niicleos das
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formas quadriticas e detém propriedades imprescindiveis para o
desenvolvimento deste trabalho.

Sejam duas matrizes Apy, € By; define-se produto de Kronecker entre A
e B como sendo:
C=A®B, emque C=[a;B], com Cdotipo (mr,ns).
Exemplo:

a,B a,B .. a,B

B a,B .. B
A®B= a2| az. aZIl

2B .. a,B

a B a

'ml

Considere as duas matrizes I e E, em que:
I,: matriz identidade de ordem n;
E,. matriz elementar de ordem n, em que todos os elementos sdo ighais al.
Por definigdo, as matrizes I, e E, sdo simétricas. Como exemplo,

considere as matrizes I, e E,, entdo o preduto de Kronecker entre elas, é a matriz

1 0
10 11 1
)= , E= - I,®E, =
I'(Ol) 2(11]‘3220
0

observe que o produto entre duas matrizes de ordem 2 , € uma matriz de ordem 4.

—_—e— O O
—— O

2.2.1 Propriedades do produto de Kronecker

I. (A®BYC®D)=(AC)®(BD)

II. (A®B)'=A®B'

. (A+B)®(C+D)=(A®C)+(A®D)+(B®C)+(B®D)
IV. Tr(A®B®C)=Tr(A).Ir(B).Ir(C)

V. A®A=1A=A®A=AA, A um escalar
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2.3 Identidade populacional na forma matricial

A identidade populacional numa estrutura populacional qualquer tem
forma matricial:
n
Iyy=A,y + A,y +..+A,y, por definicdo ZA,- =1y.
i=]
Em que:
y: vetor formado pelas respostas;
n: nimero de médias admissiveis ou componentes na estrutura;
A;. matriz que transforma o vetor y no vetor formado pelos valores do i-ésimo

componente com i = 1,..., n, sendo cada matriz constituida da seguinte forma:
m;
A =A; +Ap+..+A, , OU ZA,.,. =A;
—

em que:

Aj;: matriz que forma o vetor constituido pelos valores da j-ésima média parcial
do componente i, resultante do produto de Kronecker entre matrizes I's € E’s da
seguinte maneira: o nimero de matrizes € igual ao nimero total de indices
presentes em uma resposta individual. A cada indice presente na média
corresponde uma matriz identidade indexada pela letra que representa a variagio
total do correspondente indice. A cada indice ausente (aquele sobre o qual estd
sendo calculada a média admissivel) corresponde uma matriz E indexada pela
letra que representa a variago total do correspondente indice. Os produtos das
matrizes I's e E’s cujas ordens sao iguais as variagdes totais dos indices que as
matrizes estiverem representando s3o feitos na mesma ordem em que os indices
aparecem em uma resposta individual.

O coeficiente de A; € igual ao inverso do produto dos indices das

matrizes E’s, multiplicado por (-1Y, sendo k; igual ao niimero de indices, na
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média parcial j, que foram eliminados do paréntese mais a direita do termo
principal do componente ( mesmo sinal da média j no componente).
No exemplo 1.9.1 do delineamento em blocos casualizados, a identidade
populacional é dada por:
Yu =¥+ G =Y I+ =V )+ iy, = Vi) Gk =V = Fu + V) + Wiy = Yy, = Yix + V1)
Na representagdo matricial, cada componente esta expresso pelo produto
de uma matriz particular A; com o vetor de respostas y, que obtém:

Iy =AYy +A,y +A;y +A,y +A,y +A, y,sendo N =ijk.
As matrizes A;s sdo obtidas a partir de uma combinagdo linear de
matrizes A; formadas pelo produto de Kronecker entre matrizes I's e E’s, que

dependem do niimero de médias admissiveis presentes em cada componente:

A=A,

A=Ay —A,
Ay =4y — Ay
A=A, - A,

A=Ay - A, - Ay + A,
Ay =Ag — Ay — A + Ay

Em que cada matriz A; € obtida da seguinte maneira:

1
1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

A=1,®1,®I, —%l, ®1I, ®E, -%1, ®F, ®1, +JLK1, ®F, ®F,.
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Observa-se que as matrizes A;s possuem a mesma dimensdo N, e da definigdo

6
Y A=A+A+A+A+A+A=L®L O =],

i=l
Considerando ainda o exemplo do delineamento em blocos casualizados

parai=2,j=4e k=2, amatriz A=A, que transforma o vetor de respostas y
no vetor formado pelas médias, conforme visto, € A, =ULKE, ®E, ®E,, que

é mostrada abaixo:

-
—

—
e et o e g e e et e e

A S A e Y Y
— e b bt pme et bt s hmm bt bt e P pem b b
— o e e e s e g bt bt e e e e e
Y g S I

e S T
— o b pme am e e e b e R bee e bma
e e T
— e b e et s e emm pmm et e e e
— e g m e b Gt b tmt e b b b b e
— b e e s bmm e e bt bt e hes e G e
— e bme e b bmm e bt et bt b b bem e
e T e
— o e b e e b G s et b e bme e e
— o b bme e e et e M e b e mee e e
[ T e

|1

Uma caracteristica do produto de Kronecker é que as matrizes I's € E’s

ndo necessariamente devem ter a mesma ordem, 0 que permite obter as matrizes
A's, mesmo quando os fatores apresentam nimero de niveis diferentes.
A matriz A, =A,, — Ay, , transforma o vetor de respostas y no vetor

constituido dos valores dos efeitos de blocos. A matriz A, € obtida como segue:

1 1
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1, ®E, ®FE,

L
JK

seja a matriz 4,,

00000000
1 000000O0O0
1 000000O0O0O0
00000O0COO
00000000
100000O0OO
1000000O0O0
0

1
1
1

1
1
1
|
1
l
1
1

-t o o o - v

1
1
1
1
1
1
1
1

— e e et et e e e

1

Ay =

SO oocoocooo
oo ocoo0oocoo X
©coocoo0oooo M
ococoocoocoooo
-
c oo oo oo o 53]
ocoocooocoo ®
coocoococooo Xy
O oo 0o Oo oo v
g 1J
L ~

s€ja a matriz A,

e T e — |
— e e et o e et e e e e e e e e e
—_ et em et e e e o - —_ e = -
e T T T G,
— e e e e e et o e e e ot
— e e e e e e e e - -
lllll — e e e e - -
e e mat e et o e et et o mm e e
e e e et e e e e e e e
e e e e e e e e e e e
e e e e e e e e e et e e e
e et e e e = e et e e e e
- e e e et e e e e e e e
-t e e e et e e e e e - e
e T T U, —_
— e e e e e e et e e e e e e
N

~|e

-

1]

&
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O vetor constituido dos efeitos de blocos é obtido do produto da matriz
A, pelo vetor de respostas y. Por procedlmento andlogo encontram-se todas as
matrizes, que transformam o vetor de respostas y no vetor formado pelos valores

do respectivo componente.
2.4 Propriedades de uma populacio balanceada

Aqui serd vista a demonstragdo formal das propriedades 1.16.1 ¢ 1.16.2
ja mencionadas e exemplificadas no capitulo 1, que garantem a validade da

anélise de variancia. Por questdes de praticidade, elas serdo repetidas.

2.4.1 Propriedade 1

Para todo tipo de componente, a soma dos valores dos componentes €
zero sobre a variagdo de qualquer indice do paréntese mais 2 direita do termo
principal.

A propriedade 2.4.1 na forma matricial equivale a mostrar 1’y Ai=9,

33



em que:
I’n : transposto do vetor de N 1’s;
@ : vetor com N elementos iguais a zero.
Para a demonstracdo dessa propriedade serd usado o Lema 1,
demonstrado a seguir:
Lemal

Considerando o i-ésimo componente, tem-se que I'y A; =1'y.

Prova:
Supde-se que sejam i, j,..., k os indices que representam os fatores, cujas
variagdes totais sejam A, B,..., K, respectivamente. A matriz A; poderd ser
obtida de duas maneiras, a considerar:
1 possibilidade:

A matriz relativa ao indice i € a matriz I.. Nesse caso, A;; é representada

por:
1
A;j=1, ®7P, em que:

P: produto de Kronecker entre I's e E’s relativos aos indices j, ..., k.
V: produto das variagdes dos indices correspondentes as matrizes E’s em P, ou

seja, indices ausentes na j-€sima média do componente. Entéo,
I'yA;=1"y U, ®%P), emque N = A. B... . K das propriedades:

(A®BYC®D)=AC®BD ¢ I'y=1'®1;,®..®1'y, com N=AB..K

Decorre que:
’ 1 ] ] ' l
'y 4; =1y, ®7P)=(l Bl ®..81' )1, ®7P)=

=y Ly Oyl o Pl @ (s 'y P

O mesmo raciocinio € empregado para o produto (1'5 ...1"; .éP) .
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Considerando agora a segunda possibilidade:
2° possibilidade:

A matriz relativa ao indice i € a matriz E4. Nesse caso, A;; € representada

porA; = % E,® %,- P . Usando as propriedades j4 mencionadas, temos:

: . 1 Voo c o] 1
Uy 4y =1y (G Ep @ )=, @158 Ol N E, O P)=

. l |l ' l 1 ] ) [] ] l
=l A'ZEA ®(l 8...1 K.VP)=—X1 AlAl A®(1 B"'l K'VP)

l L] 1 L} ] 1] 1 1] 1
= ALB Wl P 1O I 7P

l . v - ’
o produto (1';...1", .—P) segue raciocinio andlogo ou de acordo com a
p Bl Ky g g

primeira possibilidade. Logo, 1'y A4;=1",®@1,®..81" =1 'v» que prova o
Lema 1.

Para provar 2.4.1, basta observar que no produto 1’y A; aparecem tantos
1’x s quantos forem as médias parciais no componente i (pelo Lema 1).

Todavia, por 1.14. (ii), a soma dos coeficientes dessas médias se anulam,
ou seja:
'y A =@, com O o vetor formado por N elementos iguais a zero.

Para exemplificar a propriedade 2.4.1 considera-se a matriz As relativa

ao componente (¥, —¥_), formado pela média parcial y ,do exemplo 1.9.1,

que se refere a um delineamento em blocos casualizados.

1 1

Exemplificar a validade de 2.4.1equivale a mostrar que 1'yx A3= @. Utilizando
as propriedades ja conhecidas do produto de Kronecker, mostra-se que:

. . . l 1
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) . . 1 . . . 1
1, ®1, ®1K)(7;E, ®F, ®I,)-(1, ®1, ®1K)(U—K-E, ®FE, QFE;)=

1 : . 1. . :
(GUEN® U EN @ U [) = (==l EN®U, E)) @ Iy Eg)=

1o o :
(-171,1,1,)®(1,1,1,)®(.1 = (G @ULL) @ Ul l) =

| . : | S . .
(EII,)®(JI_,)®(1K)—(-I-ﬁ<—ll,)®(Jl,)®(K1KA)=

= l'ux - ]'IJK =Q.

2.4.2 Propriedade 2

A soma de quadrados das respostas sobre todos os valores de todos os
indices € igual a2 soma de quadrados de todos os componentes sobre as variagGes

dos mesmos indices.
Provar esta propriedade € equivalente a mostrar, na identidade populacional:

Izy=Ay+A,y+.. +A Yy,

a validade de:
YIwy=YAy+yAy+. +YyAy,
que significa, na forma matricial, a decomposic¢do da variagdo total em partes,
que correspondem aos componentes, € consiste no principio fundamental da
-andlise de varidncia. Esta demonstracdo serd feita com base no teorema de
Cochran (Graybill & Marsaglia, 1957), enunciado da seguinte maneira:
Teorema 1
Sejam A, ...A, matrizes simétricas de dimensdo r x r. Seja Iy a matriz
identidade de ordem N, com iA,. =I, ,emque r(Iy)=N e r(A)=r,
i=l
sendo r (A;) o posto da matriz A;, definido pelo nimero de linhas ou colunas

linearmente independentes de A;.
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As seguintes condig¢des sdo equivalentes:

@ A=A
(b) A.Aj=®, se i#j

© =N

i=l
A validade de qualquer uma das condi¢des (a), (b) ou (c) garante a
validade das outras duas. Como a condigdo (a) é vélida conforme Veiga (1982),
e com a equivaléncia dada pelo teorema de Cochran (Graybill & Marsaglia,
1957) nas condigdes, conclui-se pela validade de (b) e (¢).

Da idempoténcia das matrizes A';s decorrem resultados importantes, 0s
quais serfio usados oportunamente, como, por exemplo, o de relacionar o posto
de uma matriz A, como sendo igual ao gréiu de liberdade do componente a ela
associado; neste caso, o posto é igual ao trago da matriz. Maiores detalhes
podem ser encontrados em Searle et al. (1992).

Como exemplo, considere a matriz A; relativa a0 componente 4, ,

formado pela média parcial do exemplo 1.9.1, que se refere ao delineamento

em blocos casualizados:
1 1
A, =—17E, ®E, ®I, _ﬁE' ®FE,QFE,
para mostrar que A; € idempotente, deve-se mostrar que A=A
2 1 1 1 1
A =(E ®F, 8l - B @ ®E N E O, ® Iy -7 E ®F, ®F)
=(%5,®E,®1,()( E,®F, ®I, -11?5 ®F, ®F,)-
1
~( B ®F, ®EK)(—E, ®F, ®I, —”—KE, ®E, ®E,)=
(1JEE®EE®1)( EE@EE@E)—

el Gy e EE®EE®E)+(,, —E,E,®EE, ®E Ey)=

I .IZK

37



A2 =#IE, ®JE, ®I, —#EIE, ® JE, ®F, -

- ———IE, ®JE, ®E; +——— ! IE, ® JE, ®KE, =
I*J*K r’J’;K?
1

=%E, ®F, @1, -—F ®F, @, = 4,

A condi¢io (b) A A; =, se i#j garante a ortogonalidade dos
componentes A,y € A;y, condigdo imprescindivel para a validade da andlise de
variancia, pois permite a decomposicdo de uma resposta como uma soma direta
de seus componentes, que serd aqui também ilustrada através de um exemplo.
Considere as matrizes A, e A, relativas aos componentes Aye A,y
formados pelas médias parciais do exemplo 1.9.1; desse modo deve-se

mostrar que A A, = .

4 A, =(LE, ®F, ®E,()(L1, ®E, ®EK-%E, ®F, ®F,)=

I
=——E, [, ®E,E, ®EE E,E,QE,E,QE  E, = .
.IJKII 150 B Bk B T e 1 B J x Ex

1 1
=——FE ®FE,E,®E,  E 1111®EE®EE=
1) R T T el koK
1
=——E ®FE,E,®EE —/E®EE®EE =0
17 A KK T g A 1 £ K
Teorema 2

Considerando um certo componente A;y , com A =4, + A, +..+A4,,
A’_y=z tA;y,sendo r,=r(4) e r,=r(A;). Entdo r;=Zir,j
i j

Prova:
A; € simétrica e idempotente, entdo o posto de A; € igual ao traco, ou

seja, r(A)=tr(A)=tr (Z t4)= Z * 1r (A;), pela propriedade do trago, mas

A; € simétrica e idempotente, da mesma forma, pode-se escrever entio que o
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posto de Ay € igual ao trago. logo tr(4;)=r(4;)e, portanto:
S tr(4,)=D tr(4)= 1, ovainda, 5, =) tr;.
j i i j
Como exemplo considere a matriz A; = Ay - A obtida na segdo 1.3. Pelo
teorema 2, r(A,)=tr(A,)=1tr(A,)—1tr(Ay,) =%. 16 —1—16-.16 =1 de fato estd de

acordo, pois 0 posto da matriz A,, que corresponde ao nimero de linhas

linearmente independentes, € igual a 1. Da idempoténcia de A, tem-se também

que 0 posto & igual ao traco, ou seja, r(4,)=tr(4,)= %.16 =1.

2.4.3 Propriedade 3

Seja 0 componente AycomA =A,+A,+..+4,. A dimensio do
subespaco a que pertence cada componente € dada por:

rA)=Y x5 e r=r(4)=m4)=p,

em que:

P= Produto das variages totais dos indices de uma resposta individual que
estiverem representados em Aij por uma matriz I. Se todas as matrizes em Aij
forem matrizes E, entdaop = 1.

Prova:

A; € simétrica e idempotente, entdo: r(4;)=1r(4;) deve-se lembrar

quetr(I,)=A e tr(-%EA)=%A=1, e considerando que A; € formada

pelo produto de Kronecker entre I's ¢ E’s e a propriedade IV do produto de
Kronecker tr(A® B®..® K)=tr(A).tr(B)....sr(K), pode-se afirmar

quetr(A,.j)= D
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Considerando, ainda no exemplo 1.9.1, o componente A, y,

1 1

1 1

1 1
e =F(Ay)=——1tr(E, )tr(E)tr(E, )=—1JK =1
i = 1(Ap) =T 1r( )tr(E;)tr(Ey ) Tk
n=r(A)=n -mn=1-1 _
De forma alternativa pode-se obter dimensao do subespaco, de acordo

com 243, tomando simplesmente o indice presente na primeira média, I,

subtraindo 1, por todos os indices estarem ausentes na segunda média:

Oi.=Y.)
n=r(A)=1-1.

Tomando ainda como exemplo a matriz A, = A;; - A, obtida na segio

1.3. Pela propriedade 3, a dimens3o do subespago a que pertence 0 componente
Ayy € dada porr(A,)=tr(A;)—-1tr(Ay) =%.l6—%.16= 1, como foram

tomados dois blocos como exemplor, =r(4,)=2~1=1, o que reafirma o

resultado anterior.
2.4.4 Propriedade 4

A soma das dimensées dos subeépagos que contém cada componente €
N, niimero de respostas.
Prova:
Cada componente € uma transformagao linear do vetor de respostas. Chamando
de Z o vetor formado pelos n componentes, obtém-se:

Z = Ay, sendo A uma matriz n x N; porém, por 2.4.2 temos que:

y'y=z'z,entdoy'y=z'z=y'A'Ay,ouseja, A'A=1,, e ainda:
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r(A)=r(A'A)=r(Il,)=N, que prova 2.4.2.

As propriedades 2.4.3 e 2.4.4 utilizam-se da importante relagio entre 0
posto da matriz niicleo da forma quadritica com os graus de liberdade para
sistematizar a identificagdo dos g.I’s dos componentes e total. O posto da matriz
representa o nimero de linhas ou colunas linearmente independentes da matriz,
ou ainda a dimensdo do subespaco gerado por elas. Nesse contexto definem-se
graus de liberdade (g.1) do componente como dimenséo do subespago a que ele
pertence. A tabela 2.1 é uma sintese dos componentes e dos respectivos g.I’s do

exemplo 1.9.1.

TABELA 2.1 Componentes ¢ os respectivos graus de liberdade para um
delineamento em blocos casualizados

Componentes Graus deliberdade
Y. r=r(A)=1
(3..-3.) n=r(A)=1-1
3i-¥.) n=r(A)=K-1
Gip. =) rn=r(A)=1(J -1

Ve =Y. =V +3.) r=r(A)=U-)K-1)
iy —yi(j). -V t¥.) | % =r(A)=1(J-1)K-1])
r(Ay=r+n+n+r+r+r =1k

Yitjoy

Na tabela 2.1 observa-se que o posto da matriz, nicleo da forma
quadritica, é dimensionalmente igual ao grau de liberdade do componente
associado a ela, bem como a soma dos g.I’s de todos os componentes reproduz os
g.I's total. Geometricamente, o nimero de graus de liberdade associado a cada
componente ¢ a dimens3o do subespago que o contém. A figura 2.1 ilustra a

decomposigio dos g.I's para o caso de um delineamento com trés componentes.
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a-1d-n

[-1

FIGURA 2.1 Niimero total de graus de liberdade em fung@o do mimero de graus

de liberdade dos trés componentes

2.4.5 Propriedade 5

Para todo tipo de componente, a soma de quadrados de valores do
componente sobre as variagdes de todos os indices de uma resposta ¢ igual 2
soma sobre os mesmos indices de uma funcédo linear de quadrados das médias
parciais que formam o componente, sendo os coeficientes dos quadrados iguais
aos que definem o componente em termos correspondentes médias parciais.
Prova:

Provar a propriedade 2.4.5 significa mostrar que (4;y)'(A;y)=y'Ay,
mas (A y)'(Ay)=y'A'; Ay;como A ¢idempotente, temos A'; A; = A;, entdo:

(AV)'(Ay=y'A; Ay=y'Ay.
2.4.6 Interpretaciio dos componentes
Sabe-se que a identidade algébrica € dada pory =4, y+...+ A, y, em que
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as matrizes que promovem as transformagbes A, sdo simétricas e idempotentes,

com I=A+..+A, eA A =D, logo um vetor de respostas y se decompde

como uma soma direta dos componentes A,y , em que cada Ay representa a
projecdo ortogonal do vetor de respbstas no espaco coluna da matriz 4; .
Decorrem dafi resultados importantes, tais como:
(i) Cada A;y é uma aproximagdo de minimos quadrados de y no espago coluna
de A;;
(i) As formas quadriticas y’A;y sdo aditivas, por forga da ortogonalidade de A;
ye Ay (i # j). Esta é 2 base da anilise de variancia;
(iii) Cada termo A, y pode, pela construgdo, ser facilmente interpretével de modo
itil na andlise do vetor y;
(iv) Cada A, tem status de um projetor ortogonal.
Considerando cada componente como um vetor, a anlise de variancia
pode ser interpretada geometricamente conforme figura 2.2, para o caso de um

delineamento contendo trés componentes.

: ' Asy

i Ay

Ay

FIGURA 2.2 Parti¢io do vetor de respostas em funcao dos trés componentes
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2.4.7 Componente de variacio (CV)

Denota-se componente de variagio por o indexado pelas variagdes
dos correspondentes indices usados nas médias admissiveis e serd determinado
como segue:

A soma de quadrados dos valores dos componentes de um certo tipo,
sobre as variagOes dos indices do termo principal do componente, dividida pelo
nimero de graus de liberdade do componente, é chamada componentes de
variacdo (CV).

No exemplo 1.9.1. de blocos casualizados, as médias admissiveis sio

Oy » T (3.0 (32 ) (3, ) (Fii)» com o0s respectivos componentes de
variagdo dados por O ), O» O, Or, Oapy» Oar- Nessa notagdo, usa-se o

simbolo & para denotar auséncia de todos os indices. Pela defini¢do, para cada
componente da expressao da soma de quadrados, determina-se o correspondente

componente de variagdo, como exemplificado abaixo:

= L=
Opgr = (B—l)(T I)Z(yxk yl Yk+y)

2 _ - - \2
Osp) —mlzj(%m -%.)

1

oi(n) =Wz(y:(ﬂc) y;(/) ylk +yl )

ijk
Seja agora encontrar uma expressio para o cédlculo dos quadrados

médios dos componentes em fun¢do dos componentes de variacdo definidos.



2.4.8 Quadrado médio

Denomina-se quadrado médio o quociente da soma de quadrados de
certo componente pelos respectivos graus de liberdade associados. Os quadrados
médios serdo aqui determinados em fung¢o dos componentes de variagdo.

No exemplo 1.9.1 de blocos casualizados temos os seguintes quadrados

médios:
Z y’..=BPToy,
l)'k
L5652 G 5. =P}
ql:
Z(y" y.) =_Z()’k )} =BPo;
uk
y.+5.) =Poj
(B—l)(T l)qzk(y ik =V~ Vu +7.) =Poy
B(P 1 Uzk(xm 3.) —TO’B(P)
= 3. = L= \2_ 2
mg(}"“’" =Ygy, ~ Y t yi.) =0Ohrr)-
2.4.9 Funcéo sigma (Z)

Aqui seri introduzida uma fungfo linear de componentes de variag¢ao
definida por Wilk (1955), a qual foi designada de sigma maitscula (Z). Esta
funcdo foi usada também em trabalhos posteriores por Wilk & Kempthorne
(1955 e 1957). A fungdo sigma tem o papel de simplificar as expressdes das
esperancas de quadrados médios.

Defini¢do:

Considere um determinado tipo de componente e todo os o s da seguinte forma:
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(i) O conjunto dos indices do termo principal do componente € subconjunto do
conjunto de indices do 6°.
(ii) Os indices em excesso estdo exclusivamente no paréntese mais a direita do
o

A combinagio linear de todos estes 6°’s, em que o coeficiente de um &%,
em particular, com k fndices em excesso, é:

-D* (produto das variacdes dos indices em excesso)” é definida como X
correspondente ao tipo de componente considerado.

Ainda com relagdo ao exemplo 1.9.1 do delineamento em blocos

casualizados, para cada componente de variagdo obtido(c?)escreve-se um

sigma (Z), com os mesmos indices. Assim, para os componentes de varia¢do

O‘,Z,(pr), Oé, 0';’ 0'12" oi(P)’ Uzsr’tem'se Zs(m’Zz’zs’ ZT’ZB(P)’ZB’T'

Pela defini¢ao, cada sigma () € uma combinacio linear de componentes

de variagdo (07), de modo que, s6 entra nesta combinagdo 0s componentes em
que o seu conjunto de indices contém o conjunto de indices do sigma e o
excesso pertence ao paréntese mais a direita. Para o caso do delineamento em
blocos, as fungbes sigmas Z's sao obtidas como segue:

1 1

1
Zg-‘o'é --B:Oi -;0'5 +EG§T
ZB=0'§ “7,'0';(9) —?0'23,. +_PT Os(er)
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A tabela 2.2 sintetiza as fontes de variagdo, somas de quadrados dos

componentes com seus respectivos graus de liberdades e quadrados médios

populacionais para um delineamento em blocos casualizados.

TABELA 2.2 Anilise de variancia populacional para um

delineamento em

blocos casualizados

FV G.L S0 oM

7)) |! ;7 BPTo,

(3.) |B-l ;(E“ -3.7 PTo,
i

(3, |T-1 Z;,(?..k -3.7 BPo;
i .

() |(B-DT-1) Z(? =% =Y.tV | Pox
ij

(S;i(i).) B(P-1) ;k (yi(j). _ -)—’: )2 To'lzm’)

ijey) B(P-IYT-1) ;(Yi(jk) —Yiq =Yk +7i..)2 0—;(1’7)

Total | BPT IZ ik

ik
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CAPITULO 3
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RESUMO

SOUZA, Francisco Regilson. Estruturas e esperancas de quadrados
médios para modelos ndo-aditivos em delineamentos experimentais.
2005. 80p. Dissertagio (Mestrado em Agronomia/ Estatistica e
Experimentagdo Agropecuéria)- Universidade Federal de Lavras -MG".

Este capitulo destaca a importincia da metodologia proposta
quanto 2 dedu¢do do modelo linear a partir da identidade populacional,
sobretudo quanto  auséncia da necessidade de pressuposi¢Ges sobre a
forma da resposta observada como uma fungdo de fatores que a
influenciam. Aqui a abordagem descrita por vérios autores na utilizagdo
de varidveis de Bernoulli auxilia na defini¢do do modelo e na obtengdo do
modelo deduzido. Esta metodologia empregada em todos os componentes
do modelo possibilita o relacionamento da estrutura populacional com a
estrutura amostral e da obtengo do experimento propriamente dito.

*Comité Orientador: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga-UFLA (Orientador), Prof.
Dr. Joel Augusto Muniz (Co-orientador) - UFLA.
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ABSTRACT

SOUZA, Francisco Regilson. Structures and medium square
expectations in non-additive models in experimental designs. 2005.
80p. Dissertation (Master in Agronomy/ Statistics and Agricultural
Experimentation) - Federal University of Lavras -MG".

This chapter stresses the importance of the methodology proposed
as regards the deduction of the linear model from the population identity,
above all, concerning the absence of the need of presuppositions about the
form of the response observed as a function of factors which influence
it. Here the approach reported by a number of authors in the utilization of
Bemoulli’s variables helps in the definition of the deducted model. This
methodology employed in all the components of the model enables the
relationship of the population structure with the sample structure and of
the obtaining of the properly stated experiment.

*Guidance Committee: Prof. Dr. Ruben Delly Veiga (Adviser)-UFLA,
Prof. Dr. Joel Augusto Muniz (Co-adviser) - UFLA
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MODELO DEDUZIDO LINEAR PARA UM DELINEAMENTO
COMPLETAMENTE ALEATORIZADO

3.1 Introducio

Neste capitulo serd deduzido um modelo linear a partir de uma
identidade  populacional  considerando  delineamentos ~ completamente
aleatorizados. O modelo linear obtido segundo esta abordagem € geral; a
situagdo de delineamentos que envolvem modelos aleatérios, mistos € fixos é
tratada aqui como casos particulares. O modelo € deduzido com auxilio de
varidveis aleatérias Bernoulli (Mood et 'al, 1974) empregadas em todos os
componentes do modelo, as quais foram usadas inicialmente para este fim por
Cornfield (1944) e Kempthorne (1952). Estas varidveis aleatdrias desempenham
o papel de identificar os valores dos efeitos nas observagdes produzidas pelo
experimento e sobre o qual é imposta a aditividade ao longo de todos os valores
observados.

Uma caracteristica dos modelos deduzidos € que sua aplicagdo nao
requer nenhuma suposi¢do quanto & forma da resposta como uma fungdo dos
valores dos fatores que a influenciam, e a anélise de varidncia obtida independe

de quaisquer pressuposigdes especiais.
3.2 Estruturas amostrais

A identidade amostral é construida de maneira andloga a populacional,
permanecendo vilidas todas as propriedades para populagdo necessarias para a
validade da anélise de varidncia. Um valor observado na amostra é representado
pelo simbolo x, com indices que representam os fatores; o asterisco no expoente

de cada indice serve para diferenciar indice populacional e amostral.
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3.3 Modelo deduzido linear

O modelo deduzido linear € obtido a partir de uma situagdo
experimental, em que uma amostra € considerada apds um amplo processo de
aleatorizacdo em todos os fatores envolvidos no modelo. Uma resposta
conceitual € uma fungdo de componentes que reflete todas as possiveis fontes de
variagdo no experimento; assim, num valor observado no experimento sdo
identificados todos os efeitos que o constituem, e sobre os quais é imposta a
aditividade com auxilio de varidveis aleatérias ao longo de todas as observagdes

do experimento.
3.3.1 Delineamento inteiramente casualizado com dois fatores

Uma resposta conceitual para um delineamento inteiramente casualizado

com dois fatores pode ser representada por y, , em que k representa a unidade

experimental na qual o tratamento i é aplicado. E importante lembrar que, nesta
estrutura, tratamento € unidades experimentais sdo fatores de classificagdo
cruzada que se pode denotar por (T)(P) ou (ik)comi=1,.,Tek=1,..,P,e
identidade populacional dada por:

Ya =Y. 4G =Y+ O =Y )+ =V = Ve +73.)-

Note que os componentes (¥, —y ) € (y, — ¥, — ¥, + ) representam
uma particdio do erro experimental em que (y, —¥ )quantifica o erro de
unidade e(y, -y, =y, +¥ ), a interagdo tratamento x unidade experimental;
tem-se entdo (y, =y )+ (y; =¥ =¥, +¥.)=(y, —.), e ainda, por forca da
ortogonalidade, a soma das variagbes captadas individualmente por cada um dos

dois componentes € igual A variagio observada em (y, —y.). O modelo

matematico associado a essa estrutura € dado por:
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Yu =M +T +F +(TP), .
Kempthorne & Hinkelmann (1994) classificam o modelo matemitico
quanto 2 aditividade em dois tipos: strict sense € broad sense. No primeiro caso
eles consideram a interagdo tratamento versus unidade experimental nula

(¥a =Y. -V, +¥)=0, ou seja, os efeitos de tratamento e unidade

experimental sdo aditivos e o modelo é denominado linear parcialmente
deduzido. No segundo caso, que € mais geral, os autores nao assumem a
aditividade desses efeitos e o modelo & classificado como deduzido linear. Nesta
abordagem optou-se por ndo assumir a aditividade dos efeitos, e todos os
modelos tratados aqui sdo deduzidos lineares.

O processo de aleatorizagdo consiste em escolher aleatoriamente t niveis
de T e r t unidades de P e aplicar cada tratamento t a r unidades experimentais. A
relago entre uma resposta conceitual e um valor observado € estabelecida pelas
varidveis aleatérias de delineamento Bernoulli (Mood et al, 1974). Seja

i"=1,.,tej=1,...r.

-

o =1,sea i’- ésima escolha dos i’s seleciona todos os P’y s com
indice i;

o =0, caso contrario;

vb’,.'fj =1, se a j-ésima selecdo dentro i"-ésimo grupo selecionado
corresponder ao valor Py com segundo fndice k;

' é:_’fj =0, caso contrario.

Estas varidveis aleat6rias sdo largamente utilizadas durante todo este

processo € apresentam algumas propriedades importantes que merecem

destaque:

R . 1 P 1 L
pl(ed Y =ll=p(a; =)== e p(& , &) i#i

= e i" #i
T (T-1)
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1 : 1 N
k =)=— ‘.‘.=1, ,f=l = i k#k'e j#
p(J:, =1 > € p(d;, J..=1) PP D) J#J

s i #i Lk#zk'e YV j,j

. 1
k= ==
p(S;;=1,8-.=) PP_D)

decorre da defini¢do que
ofaf =alal =0 %,0:,=9:,6,=6;,6:,.=0.

A mesma amostra nio pode ser originada de grupos diferentes da
populacdo; cada nivel da populagdo s6 pode ser tomado como amostra uma

dnica vez e cada unidade recebe apenas um tratamento, assim como a

combinagdo (i° j) ndo pode ser aplicada a mais de uma unidade experimental.
Denote a j-ésima repeticio do i -ésimo nivel selecionado pelo valor Xei

entao:

X, = ;aj' 8%, Vu =§ o 8! (u+T, + P, +(TP),)

X =M +Za¢f’r.- +204R+ Zza{q’f,(m*

representa o modelo linear deduzido.
3.3.1.1 Modelo aleatério e modelo fixo

O modelo assim definido € geral, podendo ser classificado como
aleatério se o nimero de tratamentos selecionados para amostra for muito
inferior ao nimero de tratamentos existentes na populag¢do, ou seja, t << T, ou
fixo, se todos tratamentos da populagdo sdao tomados como amostra; nesse caso,

t = T. No primeiro caso, 0 modelo possui a mesma representagao. No segundo,

temos a identidade i" =i e, conseqiientemente, Zaﬂ: =T, ; logo,

X, =X; =p+T, "';5:1’;: +;5';(TP)&-
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3.3.1.2 Esperancas dos quadrados de médias admissiveis

Pode-se calcular esperangas de formas quadréticas associadas a anilise
de varidncia para facilitar o cdlculo das esperangas de quadrados médios e para a
obtencdo da varidncia de certas médias admissiveis, se esse for o objetivo.

Considere 0 exemplo para ilustrar esta situago:
Xo, =p+ Zof,ﬁ'r,. + ;5.-'5,-3« + ;afai’fj(rr)‘.,‘.
Seja E o operador da esperanga, entéo:
Elx,,)=E[4] +—ZT +— ZP t7p2 Z(TP),k

Da mesma forma, tem-se:

% =1,Z"i‘:’ =%Z[;¢+Zat,."r,. + A +§a1.’5‘.’:j(rp),.k] logo,
J J i

-

.=-[r,u+ rZa‘ T, +Z§" +>.0] di’fj(TP),.k] entiio,

ijk
7.)=1 r r x =
E(xi..)—r[E(r,u)+TZIZ+P;Pk +TP§(TP)‘.,‘] 4

E ainda:

=|

"=trz =—Z[ﬂ+z "'Zé:ijk+Za‘ Jk (TP),.] de modo que,
t i k ik

tr,u+ rZa‘ T+ Y 8fR+ 3, a 8, (TP),] entho,

ik id.jk

1 tr tr tr
E(X)=—[E(ri)+—=Y T +—Y P +— (TP), 1= 4.
(Z)=—[EGrp) TZ P;k TPLZk( ) )= U

Pois, das propriedades j4 estudadas no capitulo 1, tem-se que:

2L=2G.-7)=0
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2E=)0,-7)=0

k k

(TP = (3 =5, =V +3.)=0.
ik ik

O objetivo agora € deduzir uma equagao para o calculo da esperanca do

quadrado de um valor observado

Elx., ] = E[u+ ZofT + Zj A ;«zf 8t (TP), I

Blx,, I =Elw)+ B & T1 + E(Y.81 BT + By, 87, (TP, I,
uma vez que a esperancga dos produtos cruzados € nula. Segue que:

B(Y e/ TP =EY @ VT + Lol ofT7,1= YA

=k_].._l— T‘:z:? _(l__o-%

E importante lembrar que o7 = ﬁ

E[).8:,RY =E[Q (5 VR + 25,",5,*,” P.l== ZPi =
k k kzk k

_P-1 1 5p P15 1 o

= P_lgfz 5 ok =(1 5%

LK

Da mesma forma, tem-se que 0 =

P 1
E[Y.of 8t (TP), I = ELY. (@] V(8! ) (TPY; + X (a] )’ &, 8% (TP), (TP),. +
ik ik i
k=zk*
+Zd o (87, ) (TP), (TP);, +Y oo Jé:‘I(TP),‘ (TP),..
'y ik
2Py
1 (T-IXP-1) 4 TR TR
TP ==Yl ——)o;
Tpg( =75 T-op-n TR

Pois, aqui se tem os produtos &; 8% e o o] iguaisa zero. Do mesmo
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>.aPy;

13

modo, se tem 07, = —%*———
T-1)P-1)

. Agora na expressao inicial pode-se escrever

2,2 l 2 1 2 l 1 2
E[x,--,-] =4+l —?)ar +(1 —;)0',, +(1 —?)(l —;)0',,, . Se desenvolver esta
expressio e reagrupar de forma conveniente, de acordo com a fungdo sigma
maiudscula (X) definida no capitulo II, obtém-se:
Elx. I =Zp +Z; +Zp +Zpp.

Seja agora calcular a esperanga do quadrado da média de tratamento
B, P =EL Y x, I
r
X, =p+ Z':a,‘T, + ;&;’fjf; + Z'k:a{‘é;’fj(f?)ik
Ex. )= E[lz (u+ Zaf’z + 25.-"‘,-5 +.Z al &, (TP),)

=—E[r,u+rZa‘ T, +Z§" P, +Y.d 8 (TP),

ijk

=—[E(r,u) +E( rZaf‘ L) +E(Z¢S‘* B +E( Y a &, (TP), )],

ijk
pois as esperangas dos produtos cruzados sdo todas iguais a zero; temos ainda:

E( rZa’T) —rE(Za’T) —rE[Z(a' YT+ 0 a TT o a =

izi'

o 2T

= — 1 - 2 i = 2 _-]_ 2
=rE (@ YT = TZ?: P L—=r" -0
E[ZJ* RT _E[Z(a" )P} +Z§* S PP+ ) 8.6 B+ 25"151'*’ PP}
k=k FJ k:k
1
=EY. (&, VP +Y 8 6 ARI==D B +————> EF,
% g AR 2 PPt

=LZB‘2+M PP., 855 =588 =0
P5 P(P-1) iz R
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mas » BPF.= Z P? , pois j4 se mostrou queZP =0 entio;

K=k
t py2_T A r(r- -| L r(r

E[JZ"JUP,:] -P;B‘ PP z k [P P(P—l):lz rl
r(P

P(P—l)z €=

B Yo 8 (TP), T =E[Y(e] Y (S}, ) (TP), + 22 (@] )8 8% (TP), (TP),.]

iy
ik ifk inj' lk . ey

r 2
P=r(l- ol

r r(ir-1)
,,Zk( i mp I)E;(TP).&(TPL [TP PP l)} > apy

| rP=r=rt+r r(P-rX(T-1) LIV
‘[—mp-n) ]'Z(TP)M == % =r(l -0

€, portanto,
—p_ b2y 1, ., r 1 r. »
E[X.] =—2[r @w+r (l—-—)a, +r(1-—)a; +r(1——)(1——)a,,,]

0.2
=+ (=20} + (- T+ (-1 - 7).
P r

Reescrevendo a expressdo acima para a funcdo sigma maitiscula (X) , obtém-se

EX. P = _?a'i —;oﬁ +ﬁcri,,)+(a,2 --Ea;,,)+7(o-§ ‘;O'rzr)'*';afr

- 1 1 1
E[.Xv'i..]2 =Z@ +ET +;ZP +:ZTP =Z@ +Z, +;(ZP +ZTP)'

O objetivo agora € encontrar uma expressdo para calcular a esperanca do

quadrado da média geral amostral E[X J* = E[tlz X ’:
r i‘j

EI% T =E[iZw+ZafT.- + 28,8+ Xl 8 (TP, )P

o +Za’ S (TP, T

i jk i"ijk
-——[E(tr/z) + E( rZa‘ T) +E(Y3;R) +E( Za’ 8;,(TP),)’"]
i jk i‘ijk
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E( rZa‘T) =r E[Z(a’ Y77 +Zaj'a;f'1;ri.]=r2[l21,?+ ! > TT)

:.sli' T i T(T—[)("ﬂ"'
. 1 () s S| IT=t=1+1t t.
=r=YT- T =r | —— =r’(l-—
FEXT Tt '[ T@-D ]ZT r-per
E(Y0:R) =E}(9, )2P‘+Z§* 8PP+ Y 0100 AR+ 3 80" RER]=
ik i jk l:: ' l:l
’ z:z i
—§ AT l)z ohi P(P 1) : Z b P(P Z eFe
il Kok iii
tr tr(r=1) wr@e-1) r@-D(r-1 a P-tr 2
=== - - = P =
[P P(P-1) P(P-1) P(P-1) ]ZP* "[P(P—l)]z,-: *
-tr[l—t—r]zpz —tr(l—l)az
- PlP-1" pr

E[ Yo 8:,(TP), )T = E[z:El(a’ ) (8, ) (TP, + 2: E:w )’ 8¢ 87 (TPY, (TP),. +
i'ijk i'j ik
I*J l:k

+ Z Z o . 08 0% (TP), (TP)y + Z Zw a. 5‘ 8t (TP), (TP,

et it it il
jo k=k jej kek

observe que o somatdrio emj e j’comj,j’=1,..,rej#j € igual r(r-1) termos,

1
E k 2 — E E —— 2 —

ijk ,,:k :s:':k
j=i

ro_ tr(r-1) r(t—1)
TP(T l)(P 1) Zg( )" (TP TP(P-1) TP(T-I}P-))

i P
i*j

tr@t -1 (r-1) TP-P-Tr+1tr 2
+TP(T IXP - 1)]Z(TP)" [’I‘P(T P - l)]z( Pl

> (TP

" ) TP-P-Tr+tr| %7 L IO D
E( Za‘é’ (TP),)I’ —tr[ = }(T SFD tr[l + ]a,-,,

ik
—rr[(l-—)-—(l——)] 2,

e portanto, a esperanga do quadrado da média amostral € dada por:

EX) =

1 2,2 20 by 2 _r, o ) 2
(tr)l[(tr)ﬂ +tro(l T)a‘,+tr(l P)O',,+tr((l T) P(l T)Ja,,,]
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: : 1. r, t)\o;
Elx1* = 2+1__t-ﬁ+]_'_rgi+(|__ __1__)_2.
EF=a+( T) t ( P) tr ¢ T) P( T) tr

Pode-se expressar a esperanca do quadrado da média amostral em
fungdo de sigma maiiscula (Z) desenvolvendo a expressdo acima e reagrupando
os termos de forma conveniente:

-— 2 1 2 l 2 I 9 l ] l Y l 2 l 9 l
Xl =(u ——06:-——0.+—0)+—-(C: ——0)+—(0, ——0)+—0.
Elx) =(u 79T~ p% p ) t( TP ™) ”( PTT ) o

2
P
— 1 1 | 1 1
EXP =Zp+-Z, +=3, +—X, =2, +-Z, +—(Z, + Ip).
t tr tr t tr

3.3.1.3 Variancias de médias admissiveis

Seja agora encontrar uma expressdo para o cdlculo da varidncia da

média de tratamento, ou seja, V[X. ].

Da férmula da varidncia tem-se que: V[X. 1= E[X. ] — (E[X. ])*, como
ja foram calculadas as esperangas, entao:

VIZ. 1=2, +Z; +l>:,, +l>:” -yt =z, +lz,, +lZTP.
’ r r r r
Seja agora encontrar uma expressdo para o célculo da varidncia da
média amostral, ou seja, V[x]. Temos entio queV[X ]=E[x I’ —(E[X ])*;
substituindo os valores ja conhecidos, temos:

1

tr

1

VIx]=Z, +-1-ZT + —_
t tr

1 1 1
o +—2, - ==, +—=2, +—5%,.
tr t tr

3.3.1.4 Obtencdo das esperancas dos quadrados médios:

A identidade populacional, como j4 visto, € dada por:

Ve =Y.+ G =Y I+ G =Y+ =i = Ve + ).
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J4 ficou claro que a soma das variagdes produzida individualmente pelos
componentes (¥, -y )e (y, — ¥, — ¥, +.) do erro experimental, bem como
seus respectivos graus de liberdade, podem ser representadas no dnico
componente (y, —¥;). Na identidade amostral, o erro experimental estd
representado por(xi.j -X.), em que os efeitos dos componentes que 0
constituem e seus respectivos graus de liberdade estao confundidos.

A identidade amostral do exemplo dado é da forma:

X, =X + X, —X)+(x:; = X; ), € a correspondente soma de quadrados;
2 _\=2 - =2 — 2
Z",, _Zx +Z(‘x;‘. -x) +Z(xi‘j -x.)
ij ij ij ij

Utilizando as esperangas dos quadrados das médias admissiveis ji calculadas,

podemos obter facilmente as esperangas dos quadrados médios.

Seja a soma de quadrados de tratamentos Y (x. —X )’ =r) (X —X°). Entdo,

‘7

ErY. (% -¥)]=rY [ER, ) - E ) 1=#EE. )’ —E(X)’)

(S -2+ L E 42 - B + )]
t r tr

E[YZ(E.Z _fz)] =t"[(t:l) Z + (tt—rl) (Zp +Zp)]=
=r(t—DZ; + (- 1DEp +Zp).

Dividindo pelos graus de liberdade (¢ —1), obtém-se Z, + Z, +rZ,.

Considere agora a soma de quadrados de residuo Z (x., = X, )’. Entgo,

i

ELY (% - %))=Y [ER, ) - B, ) 1=tlER, ) ~EG; )’]

=15, +3p) LBy 4 B =1 = D, + )
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Dividindo pelos respectivos graus de liberdader(r—1), obtém-seZ, + X, .
Por questdes de praticidade a soma X, +X,, serd denotada porZ;,, .

Considerou-se conveniente representar o erro experimental por um unico
termo, ao invés de escrever todos os componentes que o constituem; além do

mais, o termo X, ,, € bem proprio, pois sugere a variagdo entre unidades dentro
de tratamento. Logo a esperanca de quadrados médios de tratamento fica
Zrp HTEr.

Na andlise de varidncia amostral, os sigmas amostrais s3ao escritos com
indices relativos 2 amostra por se tratar de uma notag¢do mais apropriada, embora

sejam obtidos de forma igual & que se obtém os populacionais.
3.3.1.5 Analise de variancia amostral

A tabela 3.1 abaixo sintetiza as somas de quadrados, graus de liberdade
e respectivas esperancas de quadrados médios para um delineamento

inteiramente casualizado com dois fatores de classificagao.

TABELA 3.1 Andlise de varidncia para um delineamento inteiramente
casualizado com dois fatores

FV |GL |SQ E[OM]
t -1 | Y& -%) [z, +r2
i J

res  |tr=D [ X (x,-% ) | Z,,
ij

Total | tr—1 fo.j -yx
ij i'j
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3.3.2 Delineamento com trés fatores completamente aleatorizados

Considere uma situagdo na qual as combinages de tratamentos de
interesse podem ser classificadas de acordo com os niveis de dois fatores A e B.
As unidades experimentais sdo denotadas pelo fator P, em que cada nivel de P
representa uma unidade experimental diferente. O procedimento experimental
consiste em escolher a niveis de A, b niveis de B e rab niveis de P; entdo se
associam aleatoriamente as rab unidades experimentais escolhidas a ab
combinagdes de tratamentos escolhidos, de tal forma que cada combinagéo de
tratamentos ocorra com exatamente r unidades experimentais. A figura 3.1
ilustra esta situag@o:

As combinagbes de tratamentos a serem usadas sdo obtidas das
intersecdes e aplicadas a rab unidades experimentais homogéneas, de modo que
cada unidade tenha igual probabilidade de receber qualquer combinacdo de

tratamento.

Fator B
X X X
X X X
Fator A
X X X

FIGURA 3.1 Combinagdo dos tratamentos A e B de classificagdo cruzada
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Uma resposta conceitual para um delineamento inteiramente casualizado

com trés fatores A, B e P completamente cruzados pode ser representada

por y; , em que i representa o fator A, j € o fator B e k representa a unidade

experimental na qual a combinagio de tratamento ij € aplicada.
Sejai=1,.,A;j=1...,Bek=1,..,P. A identidade populacional ¢ dada por
Vg =Y.+ G =Y I+ =Y I+ =5 =V +Y I+ =5.)

+ O =Y = Ve +YI+ O =¥, =Y +Y)

T =Y Vi~V tV Y, FV,—Y.)-
O modelo matematico € representado por:
Yau =M+ A +B; +(AB); + B +(AP), +(BP), +(ABP), .
Seja Xepp O valor observado na f-ésima repeticio em que a combinagio de
tratamento (" j*) foi aplicada, em que f =1,...,r ; i'=l,..,ae j =1,...b,eas

varidveis aleatérias de delineamento sao definidas como segue:

a,‘ =1, se a selegdo do i corresponde a i;

o =0, caso contrario;

,Bj =1, seaselegiodo j comesponde a j;

B! =0, caso contrério;

871 =1, seaselecioda (i*j f) corresponde a k;

8,77 =0, caso contririo.

N | N
pief Y =11=p(a] =n== ¢ pla =Laf =)=~
. . 1 . ., 1

*Y =1]= ! =])=— F=1L8 =)=
B Y =11=p(B; =D=— e p(f =LA =1) 3G-D

1
P(P-1)

P& Y =11=p(&7 =1) =% e (&’ =167 ==
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cainta of of =l af = B = B = 67187V =571 7 =0,

a relagio entre um valor observado X, € uma resposta conceitual y;, €

/

estabelecida na equacao:

x,"j‘f =Za‘l ﬁ;} JIf:jfyr'jk

ik

%.p, =20 Bl 87/ (u+ A + B, +(AB); + P +(AP), +(BP),, +(ABP)y,)

ik

Xy SHE Z a,‘A, + Z'BfBj + Z“fﬁf (AB); + Z 5[”1’:( +
i j ij k
+3 o 871 (AP, + Y BI 87 (BP), + Y} B 8177 (ABP),,
ik jk ik

e o modelo acima descrito denomina-se linear deduzido.
3.3.2.1 Modelos aleatorio, fixo e misto

Como j4 citado antes, o referido modelo € geral. Os modelos, aleatério,
fixo e misto caracterizam casos particulares.

Assim, se temos a = A e b = B, 0 modelo é denominado fixo. Se a for
muito menor que A (a << A) e b muito menor que B (b << B), o modelo é
classificado como aleatdrio; e finalmente, se a = A e b muito menor que B
(b << B), ou o contrario, a muito menor que A (a<< A)eb=B, 0 modelo é
chamado de misto. O conceito de muito menor € subjetivo e depende do bom

senso do pesquisador. Seja, por exemplo, a = A e b << B, entdo temos o modelo:
Xy =H+A+D B B+ B (AB), +;§£Hﬂ +
J L}

+3 87 (AP, +Y. Bl 87 (BP), +Y, B! 877 (ABP),,,
ik jk

ik
o qual denominado modelo deduzido linear misto. As outras situagbes sao

construidas de maneira andloga.
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3.3.2.2 Esperancas dos quadrados de médias admissiveis

Como ja foi feito em detalhes todo o procedimento no exemplo 3.3.1,
algumas passagens foram economizadas para evitar o excesso de cilculos,
mesmo porque todo o desenvolvimento € andlogo ao anterior. Maiores detalhes
poderdo ser visto em Zyskind (1958).

Seja entdo deduzir uma equagdo para o cdlculo da esperanca do
quadrado de um valor observado

ELx} 1= E[ul +E[Y, o AT +E[Y. B/ B,V +EY.a B/ (AB),} +E[> 6"/ R}
o i i i k

+E(>. o) 6,77 (AP),  +E[Y. B/ 6/ (BP), .V +ELY ol B/ 5.7/ (ABP), T
ik Jjk

ik

Ja que a esperanca dos duplos produtos € nula, temos ainda que:
i 2 l 2
E[Y of AT =(1- 2o
i 2 l 2
E[Y. B B, =(1-=)0; ;
7 B
o = 2 1 l 9
E[Y o B/ (AB),T =(1-—=)1-=)0%;
7 A B
o 2 l )
E[Y &’ BT =(1-2)0;;
T P
i et 2 1 1 ]
E[Y o &7 (AP), T =(1- )1~ —)0%;
m A P

o I 1
ELY. B/ 67 (BP), T} =(1-—)(1-=)0%

i nit i’ S f 2 _ _l _l __l_ 2
E[Y o B/ 8,7 (ABP), T =(1 A==

ijk
As dedugdes dessas esperancas obedecem a uma certa lei de formacgdo e

sdo de facil obtencdo até mesmo para delineamentos mais complexos; uma
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generalizagio desse procedimento pode ser encontrada em Zyskind (1958).

Portanto, agora pode-se escrever:
E[x* 1=4° +(1—l)a2 +(1—l)a2 +(1-l)(1—l)az +(l-l)o=+
oy —/l A A B B A B AB P P
1 1., 1 1. , 1 1 1, .,
+(1- X)(l -—I;)O'Mp +(1 —E)(l - F)O';p +(- z)(l -'-B;)(l - F)O-ABP

e, opcionalmente, pode-se escrever em fungo de sigma (X) maidscula
Elx} 1535 +Z, +2,+Z,,+Z, +Z,, +Z5 +Z,4-
S

i

Seja agora calcular E[Ei?j. 1= E[l Xers 7
! r

f
-2 l 2 I K K3 - .
E[x‘,:j._]=5[;;xl_.j.f] =r—2£[r,u+rZa4 A+ r;ﬁj’ B, +r;a4 B! (AB),
s8R+ Y 0f 67 (APY, + Y B 517 (BP), + X 0f B 877 (ABP, T,
K ikf r ijkf

como a esperanga dos produtos cruzados € nula, temos:
E[% )= riz[E(w)2 + E(rZ o A+ E(r; B B, + E(ij: o B/ (AB);)
+EQ SR +ECd 571 (AP, ) + EQ;, Bl 6171 (BP), )
i if j
- E(;;, o B 8,77 (ABP),)*).
Agora se deve obter as esperancas dos quadrados de cada componente como

segue:

ECY o 4) =r( —%)o-i

E(rz ,Bj B, Y =ri(l- %)o':

E(Y.of B (AB),) =r*(l- %)(l - %)a;,

E(Z é:.j.fpk )2 = r(l __r_)o.;l,
7 P
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- 1
E[X.]=Z5 +Z,+Z,+ 2, +;Zm,,,

E[x,-z'j’f]=29 +2, +Zp +Z,5 +Z g0

3.3.2.3 Obtengao das esperancas de quadrados médios

A identidade populacional, como j4 visto, € dada por:
Ve =V 4G =Y I+, =Y I+ P =Y. =Y+ Y I+ G, =Y.)
+(yik. - )_’. - Yk. + 7) + (7.,1: - -)7, - y..k + y)
V=Y. =V ~Yp t Vit YtV V)
Os quatro iltimos componentes integram o erro experimental e, portanto,
Ox =V )+ =5 = Ve + Y )+ T =5, ~ V. +5)+
+ (yiik - )—'q ~Vix — )-’.jk +y,. + 7; +y,-y)= (ynjk - y:,’i.)‘
Isto significa que a soma da variacdo captada por estes componentes
individualmente, assim como seus graus de liberdade, podem ser representados
num Unico componente; neste caso pode-se dizer que seus efeitos estdo

confundidos no componente(y, —y;), que em termos de amostra ¢

representado por (X7, —X.»). Agora se pode apresentar a identidade

amostral.
Com base no exposto, a identidade amostral é dada por:

Xopp BXACE =X )+O —X)+H(X ) =% - X, +x )+ (x.’j‘f —X..) ea

soma de quadrados correspondente dada por:
PACHRERED RSN EDNIEEREDNCTES LS ST )

iir i iif iV
- 2
+ Z (x,..j. » xi.j..) .
ijf

Seja agora calcular as esperangas de quadrados médios associados 2

analise de variancia.
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Seja calcular a E (QM) do residuo.

Considere a soma de quadrados do residuo:

Z(:jj_fi.j'.)z—z(ljf i'j.

ij'f iVt

e a esperancga da soma de quadrados dada por E[Z 3 T f‘,?j..)]
iis

- 1
Z [E(x ) - E(x,}j")] = abr[z,w(r) ——r_ZAB(P)] =ab(r- I)ZAB(P) .
i

Dividindo-se pelos graus de liberdade ab(r —1) obtém-se Z 555, -

Seja calcular a E (QM) do fator A.
O fator A tem a soma de quadrados brY (%, —% )* =bry (% —X’)

e a esperanga da soma de quadrados pode ser obtida como E| [brz & - )]

i

rab
=br(a-DZ, +r(a=1Z; +(@—DZyp)-

by EE ) - EE=at @Dy, + &0z, LoD )

Dividindo-se pelos respectivos graus de liberdade (@ —1), tem-se

Zppy T +OIZ,.

Seja agora calcular a E (QM) do fator B.
O fator B tem a soma de quadrados ary_ (% —%,) =ar) (X —X.)
i i

¢ a esperanca da soma de quadrados € obtida como segue: E[arz (ch -x)]
=

b-1 b-1 b-1
ar;[E(R'j-.)—E( l=abr [( ) (ab)z,\a"'(rab)zaatp)]:

= ar(a —DX, +r(@a=-1DZ,; +(@=-DZp -
Dividindo-se pelos graus de liberdade (b —1) , tem-se: 2,55, +7Z,5 +arZ,.

Seja agora calcular a E (QM) da interagio entre os fatores A ¢ B.
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De modo andlogo, se obtém a esperanga dos quadrados médios da interagdo,
que € dada por

oy tTe,s-

3.3.2.4 Analise de varidncia amostral

A tabela 3.2 sintetiza as somas de quadrados com as respectivas

esperangas para um delineamento com trés fatores completamente aleatorizados.

TABELA 3.2 Anilise de varidncia para um delineamento com trés fatores

completamente casualizado
FV (GL SQ ETQ.M]
a |[a-l er & -x) Zopiry +1Zq +THZ,
b b-1 arz &, -%) Sy F1rE, +ark,
axb | (a-1)b-1) Z - r...‘?;.*f...)z Zpery F 10
‘res | ab(r-1) Z!( ey =% ) Zosiry

7

Total | abr-1 ,-;-,( i —E)

3.3.3 Delineamento em blocos casualizados

Uma resposta conceitual para um delineamento em blocos casualizados

pode ser representada por y;, , €m que j representa a unidade experimental que

recebeu o tratamento k no bloco i. A estrutura populacional é dada por (B:P)(T)
ou(i:j)(k)comi=1,..,B;j=1,..,Pek=1,..,T.

A identidade populacional, como j4 visto no capitulo 1, é:

72



Yk =Vt T =Y I+ Ou =I )+ G = Vi~V + YD+

+ ()—'i(j). -yt (yi(jk) - yi(j). = Yix + Vi)

O modelo matematico associado é:

Y 4+ B +T, +(BT), + B, +(TP)yj)-

O procedimento experimental consiste em escolher aleatoriamente b
blocos de B, ¢ em cada bloco escolhido rt unidades experimentais de P,
selecionar t tratamentos de T e dentro de cada bloco escolhido aplicar
aleatoriamente cada um dos t tratamentos selecionados a exatamente r unidades
experimentais. Observe que dentro de cada bloco, cada tratamento € aplicadoar
unidades, embora, se o objetivo for aplicar cada tratamento em apenas uma

unidade experimental, basta fazer r = 1. Denote por X.,.,0 valor observado

. P . L . o , .
associado com a f-ésima repeti¢do do k -ésimo tratamento escolhido no i -€simo
bloco selecionado, sendoi =1, .., b; k' = 1,...,tef=1,.., 1.

E sejam as varidveis aleatérias de delineamento definidas como segue:
af =1, se o i -ésimo bloco selecionado corresponde ao i;
e =0, caso contrério.
ﬁ,f' =1, se o k -ésimo tratamento escolhido corresponde a k;
B¢ =0, caso contrario.
5}."7 =1,se i k' f ocorre na unidade j;
| 574 =0, caso contrério.

As varidveis aleatdrias possuem as seguintes propriedades:
_ 1
B(B-1)
1
T(T-1)

p[(a;_.)r=]]=p(aii‘=1)=% e p(ai;-_.:],a’f':':l)

PSS Y =11=p(Bf =n=% e p(B =LA =D=
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1
P(P-1)

p[(5}"f)’=1]=p(5}"f=l)=;e p;* =181 ==

Entdo a relagdo entre um valor observado x,,., € uma resposta conceitual y,,
¢ dada por:
_Za :Bk ‘slkfqu ,u+2a‘B +Zﬂk +za' ﬁk (BT),

ik

ijk

J

+2.0 8 By + 3 of B 8T (TP,
ij

ijk

que representa o modelo linear deduzido.
3.3.3.1 Esperangas dos quadrados de médias admissiveis

Analogamente ao procedimento dos exemplos anteriores, pode-se ver

facilmente que a esperanga do quadrado de um valor observado é dada por:

1., 1., 1,1
Elx.e, P =+ (=205 +1-D)o7 +(1- 21 - Doy
1, L1, Lo
+ (1 - "F)O'B(p) + [(1 —F) -;(1 ""I',')] B(PT)
Z(BP Dici Z(P T)ijey
com Opp = 2 pry ==t

~— e Oppp=————.
B(P-1) PED T B(P - 1T -1)
Em fung¢@o de sigma mailscula obtém-se:

Elx. P =2 +Z5 + 5 + X + L5 + T,

Seja agora calcular:

- 1 1 1, 1
B[, I =4 +(1-2)0} +(1 —;)o‘,2 + U= - D)0

N 1. 1.0
+l-p——+a- ) pU-PI—

Através da fungdo sigma maitiscula, escreve-se:
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— 1 1
E[x,..k.']2 =2, +Z, +Z; + 2, +;>:,,(,,) +;}38(m.

As demais esperancas do quadrado de médias admissiveis podem ser obtidas por

um raciocinio anélogo.
3.3.3.2 Obtencdo das esperangas de quadrados médios

A identidade amostral para o delineamento em blocos casualizados ¢
igual a:
Xy =% F e =X )+ Epe —X )+ Fppe X X F X )+ (X = Xope)

com soma de quadrados da forma

kf Zx +Z(x —x)2+Z(x —x)+

iKf iK'f iKf iKf
— 2
+Z(x‘.. —xl —xk +x)+Z(‘kf x‘k).
ik'f iKf

Pode-se agora calcular as esperangas de quadrados médios associados a
andlise de varidncia usando as esperangas do quadrado de médias admissiveis ja
determinadas.

Seja calcular a E (QM) do residuo.

Considere a soma de quadrados do residuo Z (s ’ - '?."k'.)z . Entdo, a
K f

esperanga da soma de quadrados do residuo € dada por:

(r=1 (r=1 s

}:B(P) r B(PT)]

E[Z( :kf x ) I= Z[E(X kf E(T:,wk-_)z]:fbl[
ks K f
=bt{(r - DZgp, + (r = DZppr, -

Dividindo pelos graus de liberdade bt(r—1) obtém-se, Zpp) +Zgpr)- A

exemplo dos delineamentos anteriores, a soma dos dois componentes do erro

experimental serd representada por apenas um sigma, com indices amostrais, por

75



se tratar de uma notagdo mais apropriada. Desse modo, Z,,,, =Zpp) +Zp pr,)-

De maneira andloga, se obtém ainda as esperangas:
E [QM] de tratamento, que € dada por:
i tTZ, +brZ.

E [QM] de blocos:
Eb,(,) +rZ, +nZ,.

E [QM] da interacdo bloco tratamento:
Zy t7L,.

3.3.3.3 Analise de varidncia amostral

A tabela 3.3 sintetiza as somas de quadrados com as respectivas

esperangas num delineamento em blocos casualizados.

TABELA 3.3 Anidlise de variancia para um delineamento em blocos casualizados

FV |GL SQ E[OM]
b b-1 Z X -%.) Zpiry +1Zp +11Z,
ikF
t -1 D & -% ) Zprtry +rZy +brE,
fEf
_ Y
bt | G=D0=1 | D Fope =% =T +E) | Zpry 75,
iKf
_ 2
res bt(r-1) Z (X ;= Xer) Zorr)
iK' f
Total | btr—1 e ;- Z x>
Ky ik'f
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3.4 Um algoritmo para obten¢iio das esperancas de quadrados médios

Seré proposto um algoritmo para obtengio das esperangas de quadrados

médios, aplicdvel a populagdes balanceadas, a exemplo de Hicks (1973).

1. Colocam-se a esquerda as fontes de variagdo representadas pelos proprios
efeitos do modelo e, na entrada superior da tabela, o mimero de niveis

correspondentes aos indices envolvidos no modelo.

2. Em cada coluna coloca-se o nimero de niveis correspondentes em cada linha

na qual o indice da coluna nio aparece. Nos demais coloca-se 1.

3. Multiplicam-se os valores internos da tabela, em cada linha. Esses produtos
sio multiplicados, respectivamente, pelos Z’s correspondentes. A soma desses
produtos resulta as E [QM], porém devem ser eliminadas dessa soma todas as
parcelas oriundas de linhas que ndo contenham o indice do efeito a que se refere
aE [QM].

3.4.1 Esperancas de quadrados médios em um delincamento em blocos

casualizados

b t r|EQOM]
X, 1 ¢t r|Z,,+r%, +nZ,
X, b 1 r|Z,, +r%, +rbZ,
X, |1 1 r|Z,.,+rZ,
Xoagry 1 1115,
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3.4.2 Esperancas de quadrados médios em um delineamento com trés

fatores

a b r|E[OM]
X, 1 b r|Z,, +rZ, +rbZ,
X, al r|Z,, +rZ, +arZ,
Xp |1 1 r|Zy, +rZ,
Xy |1 L V)2,

3.4.3 Esperancas de quadrados médios em um delineamento inteiramente

casualizado com dois fatores

t r|EQM]
X, I ri{Z,, +rZ,
xl(r) l l zl(r)

3.5 Consideracdes gerais

A andlise de varidncia obtida segundo esta metodologia independe de
quaisquer pressuposicdes especiais para sua validade. Segundo Kempthorne &
Hinkelmann (1994), este procedimento ainda tem a propriedade de controlar o

erro, produzir uma varidncia do erro menor.
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