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RESUMO

ANDRADE, Paulo César de Resende. Proposta de wum teste
ndo-paramétrico de sinal com postos para dados independentes de
duas populagbes e estudo da teoria do teste de Galton. Lavras, UFLA,
2002. 82p. (Dissertagdo-Mestrado em Agronomia/ Area de concentragédo
em Estatistica e Experimentacio Agropecudria)*'

O teste t de Student é o mais usado dentre os procedimentos
empregados na comparagéo de duas amostras para inferir se existe
diferenca entre duas populages amostrais. PressupGe-se que ambas as
amostras vém de populagies normais com varidncias iguais. Se hi
desvios de normalidade e/ou desigualdade de varidncias, os testes ndo-
paramétricos sio recomendados. O presente trabalho tem como
objetivos desenvolver a teoria de um teste do sinal na comparagdo de
duas médias populacionais por meio de amostras independentes
utilizando postos, avaliar sua performance sob diferentes condig¢des
quanto ao poder e taxas de erro tipo I, além de aplicd-lo a dados reais.
Outro objetivo foi estudar a teoria do teste de Galton com objetivo
especifico de expor de forma didatica seus aspectos combinatérios. Para
desenvolver a teoria do teste proposto deve-se ordenar conjuntamente as
duas amostras atribuindo postos e calcular 2 média dos postos de uma
das amostra. A estatistica S é definida como o miimero de varidveis da
outra amostra que é menor ou igual a essa média. A distribui¢do exata de
S, para valores pequenos de m e n, foi obtida computacionalmente
exaurindo-se as permutagdes das amostras combinadas de ambas as
popula¢Ges. Foram computadas as médias, as varidncias ¢ a proporgio
média esperdda de sucessos. Apresentou-se uma tabela de valores
criticos da estatistica S para pequenos valores de m e n. A distribuigdo
da estatistica proposta apresentou boa aproximacgdo 4 distribuicdo
binomial com p = 1/2, conforme resultados obtidos da distribuicdo nula
para vérios valores de m e n e por simulagio Monte Carlo. Para
comparar o teste proposto com o de Mann-Whitney, Galton e t de
Student, sob hipétese de igualdade de médias, foram realizadas 2000
simulagdes. A taxa de erro tipo I para cada teste foi computada
estimando-se a proporgdo de anilises que apresentaram significincia
para o nivel nominal de 5%. Observa-se que os testes de Mann-Whitney
e t nio diferem muito entre si, oscilando em torno do valor de
significincia de 5%. O teste de Galton s6 apresenta significancia a partir

* Comité orientador: Lucas Monteiro Chaves — UFLA — (Orientador), Daniel Furtado
Ferreira — UFLA — (Coorientador)



de amostras de tamanho 20. O teste de sinal com postos apresenta taxa
de erro tipo I maior que o valor nominal de 5% até tamanho de amostras
35. A partir desse valor de m e n, as taxas sio consideradas iguais a
nominal, indicando que a aproximagdo binomial é adequada para essa
situagdo. A comparagio dos testes quanto ao poder foi realizada
considerando diferengas especificas entre médias populacionais, fixadas
parametricamente em fungéio do erro padrio da diferenga entre médias,
emk =1/2, 1, 2 e 4 erros padrdo, tendo apresentado poder similares. Os
testes apresentaram resultados bem préximos quando aplicados a dados
reais. Chegou-se & conclusio que o teste de Galton controla as taxas de
erro tipo I, sendo considerado rigoroso ¢ mantém o poder elevado;
deve ser recomendado para n 2 35. O teste de sinal com postos apresenta
controle da taxa de erro tipo I com amostras de mesmo tamanho e poder
igual aos demais testes para n > 40, mas n3o deve ser recomendado para
amostras de tamanhos diferentes.

ii



SUMMARY

ANDRADE, Paulo César de Resende. Proposal of a non-parametric
test of signs with ranks for independent data and study of the theory
of Galton's test. Lavras, UFLA, 2002. 82p. (Dissertation-Master in
Agronomy / major in Statistics and Agricultural Experin:tentation)2

The t test of Student is the most used one among the employed
procedures when comparing two samples to conclude if there is any
difference between two sample populations. It is presupposed that both
samples come from normal populations with the same variances. If there
are deviations of normality or inequality of variances, the non-
parametric tests are recommended. The present work has as objective to
develop the theory of a sign test when comparing two populations means
through independent samples using ranks, to evaluate its power and type
I error rates, besides applying it to real data. Another objective was to
study the theory of Galton's test with the specific objective of exposing
in a didactic way their combinatorial aspects Developing the theory of
the proposed test we should sort the two combined samples attributing
their ranks and calculating the average of the ranks of one of the sample.
The S statistics is defined as the number of variables of the other sample
that is smaller or equal to that average. The exact distribution of S, for
small values of m and n, was obtained computationally exhausting the
permutations of the combined samples of both populations. The means,
the variances and the expected proportion of successes were computed.
A table of critical values of statistics S was shown for small values of m
and n. The distribution of the statistics proposed presented a good
approach to the binomial distribution with p = 1/2, according to the
obtained results of the null distribution for several values of m and n and
by Monte Carlo's simulation. Comparing the test proposed with the one
of Mann-Whitney, Galton and t of Student, under hypothesis of equality
of means, 2,000 simulations were done. The type 1 error rates for each
test was computed being considered the proportion of analyses that
presented significance for the nominal level of 5%. It is observed that
the type I error rates do not differ a lot between the tests of Mann-
Whitney and t, oscillating around the value of 5% nominal level of
significance. Galton's test only presents significance starting from
samples of size 20. The sign test with ranks presents type I error rates

2 Guidance Committee: Lucas Monteiro Chaves — UFLA — (Major Professor), Daniel
Furtado Ferreira — UFLA
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pareados, ou seja, aqueles que sdo mensurados antes € apds um
tratamento ser empregado na mesma unidade amostral, ou ainda, aqueles
em que dois tratamentos sdo aplicados em pares de unidades amostrais
com grande uniformidade entre elas, os testes niio-paramétricos
empregados sdo o de Wilcoxon (1945, 1949) e o de sinais. Alternativas
existem, considerando procedimentos de computagdo intensiva, como os
testes de aleatorizagiio e de Bootstrap, e ainda, os métodos Bayesianos.

O teste do sinal é uma alternativa também empregada nas
inferéncias sobre médias, medianas e modas de uma populagio, ¢ ainda,
sobre tendéncias em uma seqiiéncia temporal. O teste do sinal ¢ um dos
mais antigos testes estatisticos sendo citado hi mais de 3 séculos (1710).
Seu grande apelo ¢ sua ficil implementagdo e tratabilidade, bem como
seu amplo espectro de uso e sua flexibilidade para se adaptar a diferentes
condigdes, uma vez que se baseia na distribuicdo binomial e poucas sdo
as pressuposices requeridas ao seu uso. Apesar disso, nenhuma citagdo
foi encontrada na literatura descrevendo o seu uso para o caso da
comparagio de médias a partir de duas amostras independentes,
utilizando postos.

O objetivo desse trabalho foi de desenvolver a teoria para o
emprego do teste do sinal para comparagio de duas médias
populacionais por meio de dados amostrais independentes, utilizando
postos. Buscou-se avaliar a performance desse teste sob diferentes
condigdes quanto ao poder ¢ a taxas de erro tipo I em relagéo aos testes
de Galton, Mann-Whitney e teste t de Student, além de buscar aplicar a
teoria desenvolvida a dados reais. Também estudou-se a teoria do teste
de Galton com objetivo especifico de explorar ¢ elucidar seus aspectos
didaticos.



1 INTRODUCAO

A compara¢do de duas médias populacionais recebeu muita
atencdo- pelos estatisticos nas décadas finais do milénio anterior
(Behrens, 1929; Fisher, 1935; Jeffreys, 1940; Scheffé, 1943; Welch,
1947; McCullough et. al., 1960; Banerjee, 1961; Savage, 1961). Os
testes para a hipétese de igualdade entre duas médias vém sendo
comparados em diversas situagbes. A razio fundamental dos diversos
estudos realizados da viabilidade do emprego de diversas alternativas
encontradas na literatura € a da violagfio das pressuposi¢ies requeridas
pelos diferentes testes. O teste universalmente conhecido e utilizado € o
teste paramétrico baseado na distribui¢éo t de Student. Esse teste baseia-
se nas pressuposi¢Oes de independéncia e normalidade dos dados. Uma
outra pressuposicdo refere-se a2 homogeneidade das varidncias das
populagdes sob estudo. A violagdo dessa iltima exigéncia tem suscitado
e motivado inimeros trabalhos na literatura (Cochran, 1964; Cochran &
Cox, 1957; Dixon & Massey, 1969; Fisher & Yates, 1963; Gill, 1971;
Lee & Fineberg, 1991; Lee & Gurland, 1975; Satterthwaite, 1946), pois
nesse caso a distribui¢io t de Student ndo é exata e o teste possui
problemas quanto ao controle das taxas de erro tipo I e poder mais baixo,
sendo conhecido como problema de Behrens-Fisher (Behrens, 1929;
Fisher, 1939).

O teste t, quando os dados sdo qualitativos ordinais, ndo €
aplicivel, enquanto as alternativas ndo-paramétricas, nessas
circunstincias ¢ em outras em que ndo ha distribuigdo de probabilidade
normal nos dados de cada amostra, sdo viaveis de serem empregadas.
Para dados de amostras independentes podem-se citar os testes de Galton
(citado por Feller, 1968) ¢ de Mann-Whitney (1947). Ja4 para dados



pareados, ou seja, aqueles que sdo mensurados antes e apés um
tratamento ser empregado na mesma unidade amostral, ou ainda, aqueles
em que dois tratamentos sdo aplicados em pares de unidades amostrais
com grande uniformidade entre elas, os testes ndo-paramétricos
empregados s3o o de Wilcoxon (1945, 1949) e o de sinais. Alternativas
existem, considerando procedimentos de computagio intensiva, como os
testes de aleatorizacdo e de Bootstrap, e ainda, os métodos Bayesianos.

O teste do sinal € uma alternativa também empregada nas
inferéncias sobre médias, medianas e modas de uma populagio, e ainda,
sobre tendéncias em uma seqiiéncia temporal. O teste do sinal é um dos
mais antigos testes estatisticos sendo citado hi mais de 3 séculos (1710).
Seu grande apelo € sua ficil implementagiio e tratabilidade, bem como
seu amplo espectro de uso e sua flexibilidade para se adaptar a diferentes
condiges, uma vez que se baseia na distribuigdo binomial e poucas sio
as pressuposicdes requeridas ao seu uso. Apesar disso, nenhuma citagio
foi encontrada na literatura descrevendo o seu uso para o caso da
comparagdo de médias a partir de duas amostras independentes,
utilizando postos.

O objetivo desse trabalho foi de desenvolver a teoria para o
emprego do teste do sinal para comparagio de duas médias
populacionais por meio de dados amostrais independentes, utilizando
postos. Buscou-se avaliar a performance desse teste sob diferentes
condi¢3es quanto ao poder ¢ a taxas de erro tipo I em relagio aos testes
de Galton, Mann-Whitney ¢ teste t de Student, além de buscar aplicar a
teoria desenvolvida a dados reais. Também estudou-se a teoria do teste
de Galton com objetivo especifico de explorar e elucidar seus aspectos
didaticos.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Erros tipo 1, tipo II e poder do teste

Quando se realiza um teste de hipétese, dois erros sdo possiveis,
como apresentado por Mood et. al. (1974). Se a hipétese nula for
rejeitada quando deveria ser aceita, diz-se que foi cometido erro tipo I.
Se, por outro lado, for aceita uma hipétese que deveria ser rejeitada, diz-
se que foi cometido erro tipo II. As probabilidades associadas a esses
erros sdo denominadas o e B, respectivamente. A distingdo entre os dois
tipos fundamentais de erros estatisticos € o conceito de poder, vém de
um trabalho pioneiro de Neyman & Pearson (1928). O poder do teste &
definido por esses mesmos autores como a probabilidade (1 - B) de
rejeitar a hipétese de nulidade quando ela € falsa.

Meyer (1984) comenta que ndo é possivel evitar completamente
esses erros, mas que se deve manter relativamente pequena a
probabilidade de cometé-los, ou seja, os testes de hip6teses devem ser
planejados de modo que os erros de decisdo sejam reduzidos ao minimo.
Isso ndo € ficil, pois, para um dado tamanho de amostra, baixas
probabilidades de se cometer um certo tipo de erro séo associadas a altas
probabilidades de se cometer outro tipo. Na pratica, um tipo de erro pode
ser mais importante que o outro, d¢ modo que se deve procurar uma
acomodagiio que favorega a limitagio do erro mais sério. Ambos podem
ser reduzidos simultaneamente, mediante o aumento do tamanho da
amostra, conforme Siegel (1975). De acordo com Zar (1999), para um
dado o, amostras grandes resultardo em testes estatisticos com alto poder

(1-B).



Tonhasca Jr. (1991), discutindo aspectos normalmente
negligenciados no uso de metodologias estatisticas, diz que, estabelecida
a hipétese alternativa, o maior problema do teste é calcular o valor de
1 - B. Apesar disso, pesquisadores devem estar cientes das limitagdes
impostas por experimentos com poucas repetiges e analisados com os
niveis usuais de o (5 e 1%), os quais fregiientemente fornecem baixos
valores de 1 - B, indicando que niio haveria alta probabilidade de rejeitar
a hipétese de nulidade quando esta hipétese é falsa. Ainda acrescenta
que o poder de um teste depende do valor de o, da hipétese alternativa e
do tamanho da amostra.

E possivel encontrar, na literatura, estudos de alguns testes via
simula¢do avaliando as taxas de erros empiricas, como o estudo sobre o
erro tipo I e o poder de alguns testes de comparagGes miltiplas, feito por
Perecin & Barbosa (1988). Utilizando o método de simulagio de Monte
Carlo, Silva et al.(1998) avaliaram as taxas de erro tipo I e o poder do
teste de Scott-Knott e compararam os resultados com os testes de Tukey,
t, Scheffé, Newman-Keuls modificado e t-bayesiano.

Borges & Ferreira (1999) buscaram avaliar o aumento de riscos
de se tomarem decisdes erradas (erro tipo I e tipo IT) na comparagio de
duas médias populacionais. Para avaliar as probabilidades de se
cometerem os erros, duas populagdes foram simuladas via método de
Monte Carlo, no qual foi aplicado o teste t para verificar a diferenga
entre as médias amostrais. O teste t foi aplicado mediante as
aproximagdes de Satterthwait (1946) e de Cochran & Cox (1957).
Quando as varidncias populacionais eram iguais, as probabilidades de se
cometer o erro tipo I foram praticamente as mesmas dos valores
nominais estabelecidos. A medida que as diferengas entre as médias

populacionais foram aumentadas, para o caso de varidncias



populacionais iguais, observou-se que a porcentagem de erro tipo II
diminuiu consideravelmente, aumentando o poder do teste. Verificou-se
também que, com o aumento do tamanho da amostra , houve uma
reducdo nas probabilidades tanto do erro tipo I como do erro tipo II. As
duas aproximagdes do teste t, usadas quando as populagSes
apresentavam varidncias heterogéneas, nio mostraram diferencas quanto
a taxa de erro tipo I e tipo II empiricas.

Em seu trabalho, Leonel (2000) avalia um procedimento
alternativo para comparagio de tratamentos, nas analises em grupos de
experimentos. Esse procedimento baseia-se na combinagdo das
probabilidades dos contrastes de interesse de cada experimento. Os
resultados obtidos por esses testes foram comparados com os resultados
da andlise de varidncia tradicional. Por meio do processo de simulagdo
Monte Carlo, foi possivel avaliar as taxas de erro tipo I ¢ o poder do
teste. Nas situagGes avaliadas, ambos os testes controlaram bem a taxa
de erro tipo I, com os valores nominais de 5% e 1%. Quanto ao poder do
teste verificou-se que o de significancia coletiva apresenta baixo poder
quando comparado com a analise de variancia tradicional.

Santos (2000) propde, em seu trabalho, uma modifica¢do para o
processo divisorio do teste de Scott e Knott € novas alternativas de
agrupamento. O comportamento do teste quanto as taxas de erro tipo I e
o poder do teste, sob situagdes de hipétese de nulidade completa e
parcial, foram avaliadas por meio de simulagio Monte Carlo. Entre
outras conclusdes, o autor verifica que o teste de Scott Knott original
controla adequadamente as taxas de erro tipo I, por comparagio e por
experimento, sob hipdtese de nulidade completa, mantendo o poder
elevado, mas ndo as controla adequadamente sob hipétese de nulidade
parcial. O teste de Scott ¢ Knott modificado apresenta os mesmos



resultados do original sob hipétese de nulidade completa, mas sob
hipétese de nulidade parcial apresenta taxas de erro tipo I mais elevadas,
embora tenha maior poder.

As caracteristicas de um teste podem ser delineadas pelo
conhecimento, para cada valor do parimetro desconhecido 6, da
probabilidade de rejeicdo da hipétese de nulidade. Uma tal fungdo de 0 é
chamada funcdo poder de um teste em questdo, e simbolizada por n(8).
Ou seja, 1 - n(6) fornecerd a probabilidade de aceitagiio da hipétese de
nulidade. Um teste ideal é aquele que rejeita a hip6tese de nulidade com
quase 100% de certeza quando ela é falsa, e a aceita igualmente com alta
probabilidade somente quando 0 esti muito préximo de 6.

Na Figura 1 apresenta-se a fungdo poder do teste (1 - B) em
fungo do pardmetro p (medida de uma populagio normal) em um teste
bilateral do tipo:

Ho: p=po
Hi:p#po

A andlise da curva apresentada na Figura 1 permite verificar
que: a) a altura da curva ¢ a medida de seu poder e quanto mais elevada
a curva em um dado ponto, maior é o poder do teste; b) a regido de
baixo poder estd associada ao valor especificado em Hy. Para que o
poder aumente rapidamente, para valores de p préximos de p, deve-se
aumentar o tamanho da amostra, que proporcionard um teste com maior
poder e taxas de erro tipo I baixas.
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FIGURA 1. Curva do poder de um teste bilateral em que 7t (1) é a
funciio poder em relagdoa p

2.2 Comparacio de duas médias populacionais

Na pritica € necessario, com muita freqtiéncia, tomar decisdes a
respeito das populagdes, com base nas informagGes das amostras. Para se
tomarem decisdes € conveniente a formulagdo de hipéteses. Essas
hipéteses podem ser verdadeiras ou nfo. A tomada de decisdo serd entdo
baseada no teste dessa hipotese.

Um dos principais testes, refere-se a necessidade de comparar
duas médias populacionais distintas. Para comparar duas médias
populacionais distintas, formulam-se as hipéteses de nulidade e
alternativa:

Ho: pi-p2=0
H;: pi-p2 # 0 (bilateral);



O teste de que a diferenca entre as médias populacionais € igual
a zero, equivale ao teste de que elas sio iguais. Fixa-se o nivel critico, ou
a probabilidade de se cometer o erro tipo I, que em geral é: o. = 5% ou
a=1%.

Para amostras da distribuicio normal, a distribuicdo de
amostragem das diferengas de médias ¢ normal. Para amostras de
populagdo ndo-normais, as médias amostrais tendem a distribuir-se
normalmente e as diferengas entre médias amostrais também tendem
para uma distribuigdo normal 4 medida que n aumenta, conforme o
teorema  central do limite. Com essas propriedades, garante-se a
aplicagdo do teste e determina-se o valor da estatistica a ser utilizada em
testes de hipéteses formuladas sobre a média de duas populagdes.

A diferenca entre duas médias relaciona-se com a distribuigio t.
Sob Hy de igualdade das médias, a estatistica tc , apresentada a seguir,

distribui-se como t de Student comv=m+n- 2 graus de liberdade.

e o X, -X,)
.=
g ]+1
PYm n

em que:
X6 Kz 530 as médias da amostra de tamanhos m e n das populagdes 1 e 2

€ sp € 0 desvio padrdo combinado dado por:

$2 _(m—I)sl2 +(11—1)s%
2=

m+n-2

em que:

s; es3 sdo os estimadores das variancias das populagdes 1 e 2, respectivamente



Quando as varidncias populacionais sdo heterogéneas, a estatistica t é

apenas aproximada e ¢ dada por
¢ = X -X,)
o=
.8
m n

com v graus de liberdade de Satterthwaite (1946), dados por:

Convém salientar que nesse caso t. tem distribuicdo apenas
aproximada de t de Student. Estudos de simulaggo feitos por Borges &
Ferreira (1996) demonstram que este teste mantém satisfatoriamente a
probabilidade de se cometer o erro tipo I, mesmo para baixos tamanhos
amostrais, mas o erro tipo II fica comprometido & medida que a

magnitude da razio entre as varidncias populacionais aumenta.
2.3 Simulacfio e método de Monte Carlo
O uso da simulagido de dados tem uma grande diversidade de

areas de aplicagdo. Na experimentagdo agricola, é freqiiente a instalagdo

de ensaios em diversas areas, sendo que, num estudo cientifico, esses



ensaios precisam ser repetidos sob as mais diversas condigdes para
avaliar uma caracteristica em estudo ou comparar algum método.

Segundo Dachs (1988), a idéia de construir modelos de
simulagdo € muito antiga. As primeiras simulagGes feitas pelo homem
talvez tenham sido na forma de maquetes para edificagdes e, mais tarde,
em simulagSes de combates, usando pedras e galhos de arvores para
representar batalhGes e obsticulos. Possivelmente o avango da ciéncia
néio teria alcangado o estigio em que a humanidade se encontra, ou pelo
menos a teria por caminhos bastante diferentes, se 0 homem nio tivesse
a habilidade quase inata de criar modelos e simular o comportamento de
fendmenos do mundo real por meio de sua utilizaggo.

O mesmo autor define simulagdo como o processo para imitar o
comportamento de um sistema real, para estudar seu funcionamento sob
condi¢3es alternativas. Tornou-se cada vez mais freqiiente o uso de
métodos de simulagdo, para estudar novos procedimentos estatisticos ou
para comparar o comportamento de diferentes técnicas estatisticas. O uso
de métodos de simulagdo tem sido uma importante ferramenta para esse
propésito. Com o crescente avango do computador, é cada vez mais facil
e préatica a simulac¢do de varidveis ou de amostras baseadas em modelos
estatisticos apropriados com pardmetros conhecidos, com o objetivo de
se verificar a adequacdo de determinada metodologia ou na realizagio de
comparagdes entre métodos.

Naylor et al. (1971) comentaram que o principal fundamento
logico para utilizar a simulagéo em qualquer assunto (seja em pesquisa
operacional, cientifica, etc.) é o incessante desejo do homem de conhecer
o futuro. Essa busca de conhecimento e o desejo de conhecer o futuro
sd0 tdo velhos como a histéria da raga humana. Dizem ainda os autores
que existem varias razdes para usar a simulagdo em computadores, sendo
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que uma delas considera que a simulag3o pode servir como uma primeira
avaliagdo de um sistema para gerar novas politicas e regras de decisdes
antes de se correr o risco de experimenta-las no sistema real.

Para estudar ou avaliar um teste estatistico, muitas vezes torna-se
bastante dificil obter, analiticamente, informacdes sobre o poder e taxas
de erro tipo I de um teste. Uma maneira de se obterem as informagSes
desejadas € mediante simulagio. Na maioria dos trabalhos que envolvem
simulagio sempre estd associado a ela o termo “Método de Monte
Carlo”, que é muito utilizado para obter resultados de maneira mais
simples.

O método de Monte Carlo pode ser definido como a
representa¢do da solugdo de um problema, utilizando para isso uma
seqiiéncia de nimeros aleatdrios com o objetivo de construir uma
amostra da populagdio. Assim, estimativas estatisticas de pardmetros
representativos do problema podem ser obtidas.

Segundo Dachs (1988), o nome “Monte Carlo” é usado
atualmente com freqiiéncia crescente para referir-se ao uso de técnicas
computacionais que geram amostras de acordo com determinadas
distribuigdes  teéricas conhecidas, visando a estudar novos
comportamentos de diferentes técnicas estatisticas que poderiam ser
empregadas num dado problema.

Para se ter uma idéia de simula¢do, é necessario definir o
conceito de seqiiéncia aleatéria. Lehmer (1951) define que uma
seqii€ncia aleatoria é um conceito vago, que engloba a idéia de uma
seqiiéncia em que cada termo ¢ imprevisivel. Na realidade, tais
seqliéncias ndo sdo aleatorias no sentido restrito da palavra mas, para
fins praticos, comportam-se como se fossem, comenta Dachs (1988).

Essas segiiéncias sdo ditas pseudo-aleatorias.
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O mesmo autor descreveu processos de geragdo de amostras
aleatérias com base em uma distribuigio uniforme (0, 1), utilizando a
linguagem Pascal. Esse tipo de construgio estd baseado no teorema da
probabilidade integral, que garante que € possivel obter, a partir de uma
distribuigdo uniforme (0, 1), uma amostra de qualquer outra distribuigio.
Esse teorema afirma que se U tem distribuigio uniforme (0, 1); e se F é
uma fungio de distribuicio qualquer, a varisvel X = F'(U) tem,
distribuicéio F.

Analiticamente, tem-se que:

P(X<x)=PF'(U)<x)=P(F[F'(U)]<F(x))=P(U<F (x))
como U ¢ uniforme e F (x) esta entre 0 e 1, entdo:
P(U<F(x))=F (x)
de modo que:
P(X<x)=F(x),

ou seja, X tem fungio de distribuigdo F.

Por meio da Figura 2 é possivel entender o teorema da
probabilidade integral com maior facilidade. Repetindo-se o processo n

vezes, pode-se gerar uma amostra aleatéria com f.d.p. qualquer, a partir
da distribuigio uniforme (0, 1).
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U=F(x)

1,0

Xo=F"' (Uy)
Up

0 » X

FIGURA 2. Processo ilustrativo da geragdo de um nimero aleatério (xo)
com uma fungio de distribui¢io F(x) qualquer

O método de Monte Carlo, de uma maneira bastante
simplificada, ¢ um algoritmo que consiste em simular dados com base
em uma seqiiéncia pseudo-aleatdria, obtida de uma distribui¢do uniforme
(0, 1). Todo processo simulado que envolve um componente de qualquer
distribui¢do € considerado como pertencente ao método de Monte Carlo.
A nica restri¢3o para o uso desse método é a sua impraticabilidade para
distribuicdes cuja fungdo de distribuicdo seja desconhecida, ou cuja
inversdo ndo seja possivel pela ndo-existéncia de algoritmos numéricos.
Felizmente, na literatura, existem inimeros algoritmos de inversdo das
fungdes de distribuigdes comumente usadas pelos estatisticos.
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2.4 Estatistica nio-paramétrica

Os rudimentos da estatistica ndo-paramétrica originaram-se na
ultima parte do século XIX. Algumas contribuigGes iniciais sio citadas
em um trabalho de pesquisa de H. Scheffé (1943). Enfretanto, somente
com os trabalhos pioneiros de Wilcoxon (1945) e de Mann-Witney
(1947) é que os fundamentos tedricos da estatistica ndo-paramétrica
comecaram a ser montados.

Embora ainda apenas uma pequena parcela da extensa literatura
estatistica seja dedicada ao campo néio-paramétrico, esse toma impulso
dia-a-dia, constatando-se, atualmente, um crescimento muito grande de
citagdes de aplicagSes de métodos nio-paramétricos nos trabalhos de
pesquisa. O desenvolvimento pés-guerra dos mesmos é descrito por
Noether (1984).

Seu emprego, desde que nio abusivo, constitui uma valiosissima
ferramenta de trabalho ao estatistico, por céfusa da sua grande
diversidade e versatilidade. Pessoa (1977), diz que a abordagem dos
métodos ndo-paramétricos tem sido utilizada como uma via didatica de
introdugdo dos conceitos basicos de Estatistica, reduzindo bastante os
pré-requisitos da Teoria da Probabilidade.

Zimmermann (1989) diz que eles sdo, na maior parte dos casos,
muito facilmente trabalhados numericamente. Sua vantagem esta no fato
de que nio se precisa ter, praticamente, nenhum conhecimento sobre a
fungdo de distribuicdo da populagdo. So de distribuigdo livre, somente
precisa-se estar certo de que as amostras aleatérias devem pertencer a
mesma populagdo (Walter, 1964; citado por Sachs, 1982). Esses
procedimentos facilmente entendiveis podem ser aplicados a dados de
postos ¢ informagdes qualitativas.
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Um teste livre de distribui¢do, quando aplicado a dados de uma
familia de distribui¢io conhecida, € sempre menos poderoso que o teste
paramétrico correspondente (Pitman, 1949).

Um teste classico de comparagdo de médias, o teste t de Student,
pode ser aplicado sob as seguintes condiges:

1- os dados devem ser independentes (amostras aleatorias);

2- a caracteristica tem que ser mensuravel em unidades de uma escala
métrica;

3- as populages tém que ser (pelo menos aproximadamente)
normalmente distribuidas;

4- as varidncias tém que ser iguais.

Campos (1983) define um teste ndo-paramétrico como aquele
cujo modelo ndo especifica condigdes sobre os pardmetros da populagdo
da qual a amostra foi obtidla. Mesmo quando existem certas
pressuposicdes, estas sdo menos restritivas do que aquelas associadas aos
testes paramétricos. h

O mesmo autor apresenta as seguintes vantagens no uso dos
métodos nio-paramétricos:

- Sdo menos exigentes do que os paramétricos, dispensando, por
exemplo, a normalidade dos dados.

- As probabilidades das afirmativas obtidas da maioria do testes
ndo-paramétricos sdo, em geral, exatas, salvo quando se usam
aproximagGes para grandes amostras.

- Independem da populagio em que foi obtida a amostra.

- Sédo, em gei'al, de mais facil aplicagdo, servem para pequenas
amostras, sio intuitivamente atraentes e exigem, quase sempre,

menor quantidade de célculos.
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Permitem trabalhar com diferentes populagdes, o que nio é possivel'
com os paramétricos.
Sao aplicaveis a dados qualitativos.
S@o mais eficientes do que os paramétricos, quando os dados nio
tém distribuicdo normal. E, quando a populagio é normalmente
distribuida, sua eficiéncia, em alguns casos, € apenas levemente
inferior.

O mesmo autor aponta algumas desvantagens:
Em geral nio levam em consideragio a magnitude dos dados. E
muito comum transformar os dados, de valores para simples ordens
ou sinais. Em muitos casos isso se traduz numa perda de
informacdes.
Quando todas as exigéncias do modelo estatistico sio satisfeitas, o
teste paramétrico € mais poderoso. Para se obter a mesma eficiéncia,
se faz necessirio um maior tamanho de amostra para o
nio-paramétrico, Zar (1999).
Ha maior probabilidade de aceitar Hy quando ela ¢ falsa (erro tipo
).
Em geral, nio permite testar interagdes, salvo sob condicdes
especiais sobre aditividade. Isso restringe o seu uso em modelos
mais complicados.
A obtengdo, utilizagdo e interpretagdo das tabelas sdo, em geral, mais

complexas.

2.4.1 Testes para amostra dependentes (dados pareados)

A finalidade dos testes envolvendo amostras relacionadas é

avaliar o efeito de algum “tratamento” numa varidvel de interesse. O
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processo de avaliagdo acarreta a formagio de dois grupos: um grupo de
teste, que recebe o tratamento, e um grupo de controle, que ndo recebe o
tratamento, ou que recebe um tratamento alternativo. O grupo de
controle funciona como padrio de comparagdo para julgar a eficiéncia
do tratamento. Para interpretar corretamente os resultados de tal
comparagdo, é necessario emparelhar, tanto quanto possivel, os dois
grupos em termos de fatores importantes.

A necessidade de emparelhar os dois grupos pode causar
problemas. Uma dificuldade freqiiente € a capacidade de identificar
corretamente fatores importantes como também a mensuragido dessas
variaveis, uma vez identificadas. Outra dificuldade é formar grupos de
modo que tenham caracteristicas emparelhadas, uma grande dispersio de
dados podera comprometer seriamente a validade das conclusGes
obtidas. A fim de contornar o problema, é recomendavel, nesses casos,
visando a redugdo da heterogeneidade, estruturar os dados aos pares, em
que cada elemento recebera um dos tratamentos.

Independentemente da heterogeneidade dos dados, a propria
natureza do problema poderd exigir o sen pareamento. O caso mais
comum ¢ usar cada individuo como seu préprio controle, constituindo o
que denominamos de pré e pos tratamentos (Campos, 1983).

Dessa forma, todas as varidveis (a0 menos em teoria) sdo
emparelhadas, exceto a varidvel em estudo. Assim, fazem-se
mensuragdes iniciais, os individuos se sujeitam a algum tratamento, e
entdo obtém-se um segundo conjunto de mensuragdes feitas sobre os
mesmos individuos. Por exemplo, pode-se tomar o peso de um individuo
antes de iniciar uma dieta, e apos completd-la. A comparagdo dos dois
conjuntos de mensuragdes da informac¢do quanto ao efeito do tratamento

sobre os individuos.
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Segundo Campos (1983) a aplicagdo do teste t as diferencas de
resultados de cada par ¢ possivel de ser realizada. Entretanto, isso exige
que sejam satisfeitas as exigéncias desse teste, 0 que nem sempre ocorre.
Siegel (1975) cita alguns casos em que o teste t ndo ¢ aplicivel. Dentre
eles:

a) as exigéncias do teste ndo se coadunam com os dados da pesquisa;

b) as diferencas entre os dados pareados sdo apenas ordinais, isto &,
podemos apenas assinalar qual membro de cada par é maior do que,
mas nio podemos especificar o quanto é maior;

c¢) os dados sdo qualitativos, e ndo quantitativos.

Nesses casos a aplicagdo de um adequado teste ndo-paramétrico
¢ mais eficiente.

2.4.1.1 Teste dos Sinais

O teste do sinal é o mais antigo de todos os testes
. ndo-paramétricos (antecede 1710). Segundo Miller et al. (1999), o teste
do sinal € usado como uma alternativa ndo-paramétrica ao teste t, para
testar a hipétese de nulidade contra a hipétese alternativa.

O nome “Teste dos Sinais” se deve ao fato de o teste utilizar
sinais “mais” ou “menos” em lugar de dados numéricos. Se existem
dados numéricos, os valores sdo convertidos em sinais antes de iniciar o
processo. Assim, desde que se possa estabelecer que o tratamento
resultou em methora (+), piora (-), ou niio causou nenhuma modificacdo
mensuravel (0), o teste pode ser usado. Os dados do teste consistem em
sinais “mais” ou “menos”, ignorando-se os zeros. A hipdtese nula é a de
que niio ha diferenga entre os dois grupos, e a hipitese alternativa é a
de que houve modificag¢do. Ordinariamente usa-se um teste unilateral.

18



A questdo ¢ verificar se os testes sugerem mais do que uma
variagdo simplesmente aleatéria nas modificagdes observadas. Sugere-se
a aleatoriedade quando os nimeros de (+)’s e de (-)'s sdo
aproximadamente iguais, sendo o tratamento eficiente se tiver muitos
(+)’s e poucos (~)‘s. O problema € conceitualmente idéntico a jogar uma
moeda certo nimero de vezes e decidir se a moeda € honesta com base
nos nimeros de caras e coroas observados. E para grandes amostras, o
modelo para essa situagdo pode ser a aproximagdo normal da binomial
comp = 1/2.

Segundo Campos (1983), os dados consistem de n pares de
observagdes (X;, Y;), em que X; representa uma situag¢do pré e Y; uma
situagdo pos, ou entdo, (X; Y;) sdo pareados de acordo com suas
afinidades e di)jetivos da pesquisa.

Pressuposi¢des:

1) os pares (X;, Yi), i=1, 2, ..., n, sio mutuamente independentes;

2) toma-se como modelo: Z; =0+ ¢ (i=1,2,..,n)emque 6 éo
efeito de tratamento ¢ Z; € a diferenga Y; — X;;

3) os e sdo mutuamente independentes;

4) dentro de cada par, a escala de medida € ao menos ordinal (essa
pressuposicido torna o teste mais flexivel e estende o seu campo de

aplicagdo a dados qualitativos).
Meétodo:
Preliminarmente define-se o indicador:

_Jse Y;>X; (Z;>0)
710 se Y; <X; (Z;<0)
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Toma-se:

B=3 A,

i=1

onde B, sob Ho: © = 0, tem distribui¢io binomial com po= 1/2.

Ha um aspecto que deve merecer atengdo: H, especifica
tipicamente uma diregéio, que pode ser traduzida por um grande nimero
de (+)’s ouA(—)‘s, ou por um pequeno namero de (+)’s ou (-)‘s. Quanto a
testar os (+)’s, ou os (-)‘s, € na realidade, uma questdo de pouca
importéncia, pois a distribuicdo ¢ simétrica, e o nimero de (+)’s e o de
(-)‘s somam n. Em outras palavras, obtem-se 0 mesmo resultado em
qualquer dos dois casos.

Suponha que seja focalizado o nimero de (+)’s. Deve-se
comparar o numero observado de (+)’s com o niimero esperado e
calcular um valor de B". Usando as formulas para o mimero de
ocorréncias, tem-se que o valor esperado e o desvio padrio do mimero

de (+)’s, sdo, respectivamente:

p=np 6 =4/np(1-p)
Fazendo p=1/2:
D el
H=3 2
Determinagio de B:
B._B——n_ZB—n
g
2



Assim, os testes de hipoteses ficam baseados na distribui¢do
normal padrdo e tem-se:
a) Hp0=0vsH;:0>0
- rejeita-se Hy se B” 2 zy; onde zyp, € 0 limite superior da distribuigio
normal, para o valor o de significincia nominal.
b) Hp:0=0vsH;:0<0
- rejeita-se Hose B® < -z
¢) Hp:0=0vsH;:00
- rejeita-se Hose B’ > zyp ou B” < - zgp

Quando n € 25 ou menos, pode-se utilizar tabelas binomiais para
determinar a probabilidade exata.

2.4.1.2 O teste de sinais por postos

Esse teste foi introduzido por Wilcoxon (1945).

Quando os dados emparelhados ndo representam mensuragies
intervalares, hg pouca alternativa, a nfio ser o uso do teste de sinais para
avaliar o efeito de um tratamento. Todavia, quando dispomos de
mensurages, a utilizagdo do teste dos sinais pode levar a uma decisio
incorreta. A razio ¢ que o teste dos sinais perde informaggo, porque nio
leva em conta a magnitude da variagdo, mede apenas a diregdo da
variagdo. Conseqiientemente, pode ocorrer uma situagio em que 0s
nimeros de (+)’s e de (-)’s sejam aproximadamente iguais, mas as
magnitudes de um tipo de variagdo sejam pequenas, ao passo que as do
outro tipo sdo grandes. O teste do sinal poderia facilmente sugerir a

aceitagdo de Ho, quando a rejeicdo pareceria mais razoavel.
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Assim, segundo Miller et al. (1999), quando é possivel
determinar tanto a magnitude como a diregdo da variacdo para dados
emparelhados, € mais vantajoso usar o teste de sinais por postos, porque
esse teste perde menos informagdo. O teste focaliza diferengas por
postos.

Conforme Campos (1983), consideram-se n pares de
observagdes (X;, Y;). Nesse caso, ao invés de se trabalhar com os
“sinais” das diferengas Z;, introduz-se o conceito de “rank” ou posto, € o

teste se baseia exclusivamente nas ordens das diferencas positivas:
Di = Yi = Xi.

Pressuposigdes:

1) os pares (X, Y;) sio mutuamente independentes;

2) toma-se como modelo: D;=6+¢(i=1,2,..,N);

3) cada D; € uma variavel continua, com distribui¢io simétrica;

4) os D; tém a mesma mediana.

Método:

Consideram-se:
os valores absolutos das diferencas D; ; ordena-se ao valores D; e
atribui postos;

- se houver empate entre valores absolutos de D;, toma-se para cada
um deles, a média dos postos que seriam atribuidos caso ndo
0COITEsse 0 empate

- avariavel aleatoria A;

£ i1se Y;>X; (D;>0)
"0 se Y, <X; (; <0)
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Define-se a estatistica T:

Observa-se que T representa a soma das ordens das diferengas
positivas D; . Segundo Zar (1999), o teste apresenta uma pressuposi¢do
de que as diferengas devam ser simétricas em relagdo a mediana.

Se a hip6tese nula é verdadeira, ¢ de esperar que os postos se
repartam igualmente entre valores (+)’s € (-)’s e que as duas somas
sejam aproximadamente iguais. O que deve ser determinado € se a soma
de postos observada difere muito da soma esperada para ser apenas
atribuivel ao acaso.

A soma total de postos, quando se dispdem N objetos

consecutivamente em postos, comegando com 1 e terminando com N, é:

NN+1)
2

S=1+2+..+N=

Se H, ¢ verdadeira, a soma esperada dos postos ((+)’s € (—)‘s) (Aj), deve
ser a metade do total :
1

1. i
A)=—it+—0=—
E(A;) F1+30=3

1N
EM)=Zxi=

i=1 E

1[N(N+1)]_N(N+l)
2 | 4

N2 .2
_ .2 — . 2 =l.2 - l =l_
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N
V(T)=lzi2 _1(NN+D@N+1))_ NN +1)2N +1)
4i4 4 6 24
O desvio-padrdo ¢ dado por:
G_JN(N +1)2N +1)
24
Determinagdo de Z:
Z = T - E(T)
c

Assim, os testes de hipdteses ficam baseados na distribuicdo
normal padrio e tem-se:
a) Hpy0=0vsH,;:6>0
- rejeita-se Ho se Z 2 za, onde zu € o limite superior da distribuigdo
normal, para o valor a de significincia nominal.
b) Hp:0=0vsH;:0<0
- rejeita-se Hyse Z < -zqp
c) Hp0=0vsH;:0%0
- rejeita-se Hyse Z >z 0u Z < -2

Algumas corregdes e aproximagGes foram efetuadas na
estatistica Z conforme Pratt (1959), Conover (1973), Iman (1974),

Conover e Iman (1976).
Quando n € 30 ou menos, pode-se utilizar tabelas de valores

criticos.
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2.4.2 Testes para amostras independentes

A comparagdo de duas amostras independentes ¢ feita por um
teste conhecido como teste de Mann-Whitney (Mann & Whitney, 1947)
e também como teste de Wilcoxon (1949). Formas equivalentes do
mesmo teste apareceram na literatura sob diversos nomes,
provavelmente por causa do apelo intuitivo do procedimento. Embora
primariamente um teste para duas amostras, o teste de Mann-Whitney
pode ser aplicado em muitas situages diferentes dessa.

Segundo Zimmermann (1989), a situagdo usual dos testes ¢
aquela na qual o experimentador obteve duas amostras de possivelmente
populagdes diferentes e deseja usar um teste estatistico para ver se a
hipétese nula de que duas populagSes sdo idénticas pode ser rejeitada.
Isto €, o experimentador deseja detectar diferengas entre as médias das
duas populagGes com base nas amostras aleatorias das mesmas. Se os
dados sdo do tipo ordinal, a diferenga mais interessante €¢ a média das
duas populagdes.

2.4.2.1 Teste de Mann-Whitney

O teste de Wilcoxon-Mann-Whitney € usado para verificar se
duas amostras independentes provém de mesma populagdo. Pode ser
aplicado como alternativa ao teste t que exige que as populagdes tenham
a mesma variincia. Este teste ndo faz tal exigéncia. De fato, a tinica
hipétese é que o nivel de mensuragio seja numa escala continua, e
mesmo essa hipitese nio ¢ absolutamente rigida. Apesar  das
pressuposicdes, o teste de Mann-Whitney ¢ quase tio poderoso quanto

ot.
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O teste se baseia numa soma de postos. Dispdem-se os dados em
postos, como se todas as observagbes fizessem parte de uma tinica
amostra. Se Hy € verdadeira, os postos baixos, médios e altos devem
distribuir-se equilibradamente entre as duas amostras. Se Hy é falsa, uma
amostra tenderd a ter mais postos baixos (e, assiin, uma soma de postos
menor) enquanto a outra tenderé a ter maior soma de postos. Uma forma
de analisar essa tendéncia é focalizar a soma de postos de uma das
amostras e compara-la com a soma esperada de postos, supondo iguais
médias. Pode-se testar qualquer dos dois conjuntos de postos. Todavia, é
importante reconhecer que, se um conjunto de postos é mais alto do que
se espera, o outro deve ser mais baixo que o esperado.

PressuposigGes: Zimmermann-(1989)

1) Ambas as amostras sdo amostras aleatorias das suas respectivas
populagdes.

2) Em adicdo a independéncia dentro de cada amostra, existe
independéncia miitua entre as duas amostras.

3) A escala de medida € pelo menos ordinal.

Meétodo: Hollander & Wolfe (1973)

Sejam X={X), Xz, ..., Xu} € Y={ y1, y2, .., Yo} amostras
independentes (m > n). Misturando as duas amostras, definem-se os

postos, cuja soma é:

S=1+2+...+N=N—(I;+—l)

em que N = m + n ( tamanho das amostras ).
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Considera-se a varidvel aleatdria A; baseada na amostra composta X +Y,

da seguinte forma:
_ 1 se oelemento € X
1710 seoelemento ¢ X
N
R= Z A i
i=1
Define-se a estatistica R:

Observa-se que R representa a soma dos postos da amostra X.
Na posigdo i, a probabilidade de se ter um elemento da amostra
X é m/N.

E(A;)= %i
G B

2
V<Ai)=B<A%)—[E<Ai>12=§i2-(%i) -2 (E_m_z}

M2 _m2 2 m2
V(Ai)=[mNN2m Jiz_[m(m;nz) m }iz _(m +mn —m )iz_mn.z
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O desvio padrdo ¢ dado por:

o= ,mn(m+n+l)
12

2 R-E®)

o

Determinagéo de Z:

O teste de Mann-Whitney pode ser usado para testar Hy:
E(Xi) = E(Y;) + d, onde d ¢ algum niimero especificado. Simplesmente
adiciona-se o nimero d a cada Y; e entdo usa-se o teste de Mann-
Whitney sobre os originais X’s e os recém ajustados Y’s.

Assim, os testes de hipéteses ficam baseados na distribuigio
normal padrdo e tem-se:
a) Hp:d=0vsH;:d>0
- rejeita-se Hyp se Z 2 z,, onde 2, é o limite superior da distribuigio

normal, para o valor o de significincia nominal.

b) He:d=0vsH;:d<0
- rejeita-se Hose Z < -z,
¢) Hpod=0vsH;:d=0
- rejeita-se Hose Z > zgp 0u Z < -z,

A aplicagdo dos testes unilaterais é recomendavel quando, ji a
priori, espera-se um comportamento unidirecional de um dos tratamentos

em relacdo ao outro. Na grande maioria dos casos nio tem-se prévio
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conhecimento de qual dos tratamentos é esperado ser melhor ou pior, e,
conseqiientemente , deve-se aplicar o teste bilateral.

Segundo Mood (1954), o teste de Mann-Whitney € um dos testes
nio-paramétricos mais poderosos, entretanto, quando tanto o teste de
Mann-Whitney, quanto o teste t for aplicivel, o segundo tem maior
poder. Quando as pressuposigdes do teste t s3o violadas, o teste de
Mann-Whitney pode ser muito mais poderoso, segundo Hodges e
Lecmann (1956).

Fix & Hodges (1955) descreveram uma aproximagéo para o teste
de Mann-Whitney que € mais precisa do que a aproximac¢do normal, mas
requer esforgo computacional. Hodges (1990) apresentou um método de
aproximagdo que fornece bons resultados para probabilidades proximas
de 0,1%.

Quando n € 20 ou menos, pode-se utilizar tabelas de valores
criticos.

2.4.2.2 Teste da mediana

Sejanf X={x,, X, ..., Xn} € Y={ ¥1, ¥2, ..., Yo} duas amostras
independentes de tamanhos m e n, respectivamente, retiradas
aleatoriamente de duas populagdes, objetos de estudo. Seja
W={w), W), ..., Way} a amostra ordenada combinada formada pela
jungdo dos conjuntos X e Y. Portanto w() € o menor valor, wp) o
segundo menor e assim por diante até wqy, que é o maior valor, com
N = m + n. E ficil perceber que o indice i de um elemento de W
corresponde ao posto de uma observagdo original que pode ser
proveniente tanto de X quanto de Y. Dessa forma, € possivel definir a
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varidvel I(X)q para indicar se um elemento de W ¢ proveniente do

conjunto X por:

1 se W) eX

I =
®o {o sew g ¢ X

Para apresentar a abordagem do teste do sinal, inicialmente, toma-

se sem perda de generalidade m < n e define-se o valor k por:

m+n
se m+n for par
k=
m+n-1 .
> se m+n for impar

Definiu-se, ainda, a varidvel S como sendo igual ao nimero de
valores de X menores ou iguais a wg. Formalmente, defini-se S,
considerando a variavel I(X); apresentada anteriormente, por:

k
S=3% I(X)(n

i=l

Assim, pode-se facilmente observar que a fungdo de densidade
de S, sob hipétese de nulidade, ¢ dada pela hipergeométrica:

mI i )
k-
LAY s=0,1,..m

P(S=s)=( m+n
)
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A média e a varidncia de S sdo dadas por:

po=2 e ol=—
2 * 4m+n-1)

Se m =n, logo k =n e, portanto, S assumira valores entre 0 e n
(ou m), sendo que a fungdo de densidade de S é dada por:

)
)

Nesse caso, a média e a varidncia de S sdo dadas por:

P(S=s)=

p—E e o= n®
$ 2 * 4(2n-1)
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3 METODOLOGIA

Este trabalho foi realizado considerando duas partes, sendo que
na primeira delas, em razio da complexidade dos pressupostos
combinatérios e auséncia de referéncias acessiveis, foi apresentado um
estudo completo do teste de Galton. Na segunda parte, foi proposto o
desenvolvimento da teoria de um novo teste do sinal para dados de
amostras independentes, considerando os postos das observagdes. Foram
realizadas simulagGes para comparar os testes quanto as taxas de erro
tipo I e ao poder dos testes. Por fim, a teoria foi aplicada a um exemplo

numérico.
3.1 Teste dos Postos Ordenados de Galton

O teste de Galton consiste em se tomar duas amostras aleatérias
independentes X={x;, Xy, ..., Xa} € Y={ y1, ¥2, ..., Yo} de tamanho n, de
duas populagdes. Seja W={wq), Wq), ..., Wan} a amostra ordenada
combinada formada pela jungdo dos conjuntos X e Y, com N =2n Os
valores observados sdo arranjados para cada amostra em ordem
decrescente, sendo a; >a,>...>a,paraaamostraX e b;>b,>..>b,
para Y (a caracteristica de interesse deve ser numérica).

Supondo que X={x;, Xz, .., Xn} Se¢ja uma amostra de uma
populagdo controle ¢ Y={ y,, y2, ..., Yo} uma amostra dessa mesma
populagdo ap6és um tratamento. Deseja-se estudar a efetividade desse
tratamento em relagio 2 média. E de se esperar que se o tratamento for
extremamente eficiente ter-se-d: X;=b;, ..., Xa=by, Xpr1 = a1, ...,
X2n = a5, OU S¢ja, um tratamento extremamente bem sucedido pressupde

que todos os b’s precedem o primeiro a. Se o tratamento for indcuo,
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entdo a seqiiéncia de a’s e b’s em (X;, ... , Xa) deve ser aleatéria. A
eficiéncia do tratamento poderia ser avaliada através do nimero de b’s
que precedem os a’s de mesmo posto, isto €, pelo mimero de k’s tal que
be>ay

Essa idéia foi usada por Galton, em 1876, em dados obtidos por
Charles Darwin, segundo Hodges (1955). No caso n era igual a 15 e os
b’s lideravam 13 vezes. Galton concluiu ser o tratamento eficiente. No
entanto, a resposta correta a essa questdo depende do conhecimento da
distribui¢do de probabilidade dos valores de k.

Apesar da simplicidade desse teste, a combinatoria a ele
subjacente € extremamente rica e com resultados surpreendentes, que em
seu tempo enganou até a Galton.

Foi feito um estudo completo desse teste com objetivo didatico e

de referéncia.
3.2 Teste do sinal com postos para amostras independentes

Para apresentar o desenvolvimento do teste do sinal para dados
de amostras independentes foi considerada uma abordagem que leva em
consideragdo os postos das observagdes.

Sejam X={x;, X2, ..., Xm} € Y={ ¥1, ¥2, ..., Yo} duas amostras
independentes de tamanhos m e n, respectivamente, retiradas
aleatoriamente de duas populagGes, objetos de estudo. Seja
W={wa), W), ..., Way} a amostra ordenada combinada formada pela
juncdo dos conjuntos X e Y. Portanto wg, € o menor valor, wp) o
segundo menor ¢ assim por diante até wqy, que é o maior valor, com
N =m + n. O indice i de um elemento de W corresponde ao posto de

uma observagio que pode ser proveniente tanto de X quanto de Y.
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Inicialmente, serdo definidas as varidveis I(X); para indicar se
um elemento de W ¢ proveniente do conjunto X e I(Y)) para indicar se
um elemento de W € proveniente do conjunto Y por:

lsewmeX lsew(,)eY
0 SCW(i) EX

IX)e ={ IY)g =

A distribui¢do exata de S, para valores pequenos de m e n, foi
obtida computacionalmente exaurindo-se as permutagdes das amostras
combinadas de ambas as populagdes. Foram computadas as médias e as
varidncias e a proporgdo média esperada de sucessos, ou seja, da
ocorréncia de valores pertencentes a X na regido determinada pela média
depostosde Y (}_’Y ).

Foi apresentada uma tabela de valores criticos da estatistica S
para pequenos valores de m e n e um estudo de uma aproximagdo para

grandes amostras.
3.3 Comparagiio dos testes

Para comparar o teste proposto com o de Mann-Whitney, Galton
e t de Student, sob hipétese de igualdade de médias, foram realizadas
simulagdes computacionais. Foram feitas 2.000 simulagGes para cada
combinagdo de tamanho de amostras e computadas as taxas de erro tipo I
e poder dos testes.

O modelo estatistico adotado foi:

Yi=pttitey,
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comi=1,2ej=1,2,...,n;emquen,=men,=n;

- Yj € aresposta da varidvel simulada para a populago i, na j-ésima
repeticéo;

- p € uma constante igual;

- t;representa o efeito da populagdo i;

- ¢&; ¢ o erro aleatério, gerado para ter independéncia com distribui¢go
normal ou exponencial.

Os valores do erro aleatdrio (e;) foram obtidos, por meio de
simulagio Monte Carlo, utilizando a fun¢do densidade de
probabilidade da distribui¢do normal padronizada ou a fungio densidade
de probabilidade da exponenmcial com A = 0,1, representadas

respectivamente por:

fle) =‘/—‘12_1; exp(- e2/2) e fle)=0,1 exp(- 0,1 e)

A funcdo de distribuigio de probabilidade normal foi invertida
para um valor uniforme, U (0, 1), simulado por rotinas em Pascal
apresentadas por Dachs (1988). Para a distribuigdo exponencial, a
inversdo da fungdo de distribui¢do de probabilidade para um nimero U,
uniforme entre 0 e 1, é:

_—In(1-u)
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3.3.1 Taxas de erro tipo I

Para se avaliarem as taxas de erro tipo I, p + t; = p; foi simulado
como sendo igual a zero parai=1eparai=2.

A taxa de erro tipo I para cada teste foi computada estimando-se
a propor¢do de andlises que apresentaram significincia para o nivel
nominal de 5%. Foram feitas 2.000 simula¢Ges para diversos tamanhos
de amostras (iguais e diferentes) da distribui¢do normal e exponencial.

Foram utilizadas as estatisticas representativas de cada teste para
avaliar a significincia dos testes para a hipétese Ho de igualdade de
médias.

Para comparar duas médias populacionais distintas foram
testadas as hipéteses de nulidade e alternativa apresentadas a seguir:

Ho: py-p2=0
Hi: py-p2 # 0 (bilateral);

Foi fixado o valor critico de significincia em 5%, ou seja,
a = 5%. O teste t foi realizado conforme descrigio apresentada por
Bussab & Morettin (1987).

3.3.2 Poder dos testes

Para comparar os testes quanto ao poder foram realizadas as
mesmas situagdes descritas no item anterior, com exceg¢do da forma de
gerar os efeitos da média (u;). Para que os efeitos de médias fossem
especificados, foram consideradas sempre diferencas especificas entre

médias populacionais. Os valores dessas diferengas foram fixados
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parametricamente em fun¢do do erro padrdo da diferenca entre médias,
considerando-se diferencas dadas por

ko -%,)

sendo que k foi fixadoem 1/2, 1,2 e 4.

Para implementar esse estudo foi utilizado:
a) distribui¢io normal

O erro padrio da diferenga entre médias € dado por:

o of o%_ 2f1 1
°®-%)= ;+-n_— ¢ E"",;

Foi considerado o® = 1, sem perda de generalidade. Para a

determinagdo da diferenca de duas médias de k erros padrdo, tem-se:

=0 e u2=0+k-"-1—+l
m n

Portanto, a diferenga de duas médias de k erros padrio da
diferenga entre médias € dado por:

1 1
K- K= k"’_"“‘
m n
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b) distribui¢do exponencial

A média e a varidncia de uma distribuicdo exponencial sdo
dadas, respectivamente por 1/A e 1/A%. Devido a média e a varidncia da
distribuicdo exponencial serem relacionadas foi considerado que os
valores de p e de 7; eram iguais a zero, com i=1 ou 2. Considerando
uma diferenca das médias de duas populagdes e do pardmetro da
exponencial da primeira populagio dados por:

d=p, - p,=k O5-1,) © A =01
=10 e ol =100

tem-se entao;
B, =10 +d e o2 =(10+d)

Assim,

1
10+d

L=

Portanto, k erros padrio da diferencga entre médias é:

2
d=k.‘/10_0+M
m n



Resolvendo a equagio, tem-se d em fungio de m, n e k, assim
representada:

. 1+ 2k @-1)

(@-1)

O nimero de anilises que apresentaram significdncia,
considerando o valor nominal o = 5%, para cada teste foi computado. A
propor¢do de significincia, em relagdo ao nimero total de simulagtes €
uma medida empirica de Monte Carlo do poder.

3.4 Exemplo de aplicacfio

A teoria desenvolvida do teste do sinal com postos para
comparagio de duas médias populacionais por meio de dados amostrais
independentes foi aplicada a um exemplo real. Foram utilizadas amostras
retiradas de duas cultivares de batata de dois experimentos instalados na
Universidade Federal de Lavras, em 1993 e 1994, respectivamente. S#o
dados referenciais do artigo publicado por Bearzoti & Pinto (1999), na
Revista Ciéncia e Agrotecnologia.

Foram selecionadas duas amostras de tamanho 25, de duas
cultivares de batata, Achat ¢ Monalisa, e aplicados os testes de Mann-
Whitney, Galton, t de Student ¢ sinal com postos, para verificagéo de

significdncia dos mesmos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 Teste dos postos ordenados de Galton

Conforme exposto na metodologia, foi feito um estudo completo
desse teste, ressaltando os aspectos combinatérios e utilizando uma
abordagem geométrica.

A seqiiéncia combinada (x;, ... , Xn) foi transformada em uma
seqiiéncia de (+1)’s e (-1)’s da seguinte forma: se x; € X sera substituido
por ()1 e caso x; € Y, por (+1). Tem-se entdo que os resultados
possiveis sdo todas as seqiiéncias com n (+1)’s e n (-1)’s. Para calcular
o numero de tais seqiiéncias basta supor a seqiiéncia como 2n caixas
vazias em que tem-se que escolher n destas caixas para colocar os (+1)’s,
ficando assim, a posigéo dos (—1)’s determinada. Portanto tem-se um

nimero de seqiiéncias igual a:

2n)_ o)
n) amn!

Define-se entio uma distribuicio de probabilidade discreta
$=0,1,..., n onde:

nimero de seqiiéncias tais que by >a, i vezes
2n
n

Dada uma 2n-upla de (+1)’s e (-1)’s, o objetivo € obter o

P{S =i} =

numero de indices k tais que que by > ay .

Exemplo: n=5 e aseqiiéncia (-1, 1, 1, 1,-1, 1, -1, -1, 1, -1).
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Neste caso, S = 4. Como detectar tal fato diretamente da
~seqiiéncia? Seja S; a soma dos j-ésimos primeiros elementos da
seqiiéncia: S; = x, + X, + .. . + x;. Para a seqiiéncia dada, tem-se: S; = -1,
$:=0,8:=1,84=2,8:=1,8=2,8,=1,Ss=0,So=1, S;0=0.
Identifica-se a segiiéncia com um caminho, no qual cada (+1)
corresponde a um segmento para a direita e para cima ¢ um (—1) um

segmento para a direita e para baixo, conforme indicado na Figura 3.

Sk+

5

-5
FIGURA 3. Representagdo da seqiiéncia (-1, 1, 1, 1,-1, 1, -1, -1, 1, -1)

Se Sy > 0 entdio tem-se que dos primeiros 2k — 1 elementos da
seqiiéncia, pelo menos k deles é (+1) e no maximo k — 1 € (-1), o que

implica que o (+1) corresponde a by e o (—1) corresponde ao a, de

onde segue que by >a, Vale a inversa, se by > ax, entdo Sy > 0,
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isto é, by>a,se e somente se Sy > 0. O fato de Sy.; > 0 implica
Sak = 0. Entéo a desigualdade by > ax ocorre i vezes se e somente se tem i
pares (2k — 1, 2k) tais que Sx.; > 0 e Sy = 0. No exemplo anterior
tém-se os pares (3, 4), (5, 6), (7, 8) e (9, 10). O problema assim
colocado é de dificil resolugdo e bastante técnico. E proposto por Feller
(1968) uma abordagem geométrica extremamente didatica e que
possibilita um ataque unificado a vérios problemas combinatorios como
0 exposto.

Nota-se que as coordenadas de um ponto sobre o caminho é
(k, Sy).

As seqiiéncias de n (+1)’s e n (-1)’s podem ser interpretadas
como todos os caminhos de (0, 0) até (2n, 0). Pode-se agora interpretar
que seqiiéncias em que by > ay i vezes ¢ equivalente aos caminhos com 2i
lados acima do eixo Ox.

Na contagem do niimero de caminhos tem-se o seguinte fato

fundamental, um teorema: ( O Principio da Reflexdo)
“O nimero de caminhos de A até B que tocam ou cruzam o eixo

Ox € igual ao nimero de caminhos que vdo de A’ até B, sendo A’ a

imagem refletida de A em relagdo ao eixo Ox”, conforme Figura 4.

B
A /\/\ /
AN Xo \/

FIGURA 4. Principio da Reflexdo
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Demonstragio:

Seja oo um caminho de A até B e seja X 0 primeiro ponto do
eixo Ox pertencente a . Refletindo o caminho de A até x, em relagéo
ao eixo Ox obtém-se um caminho o’ de A’ até x,. Apés Xxg, & € O’ sdo
iguais. Da correspondéncia o — o’ o resultado segue.

Um lema necessario é:

Lema I - O nimero de caminhos de um ponto (m, x) até (n, y), n>m é
dado por:

Demonstrag¢io:

Como S; = soma dos j primeiros elementos do caminho tem-se
que S, =xe S, =y. Sejam:
Pm = niimero de (+1)’s do caminho até o m-ésimo elemento
Gm = nimero de (-1)’s do caminho até o m-ésimo elemento
Pn = nimero de (+1)’s do caminho até o n-ésimo elemento

Go = nimero de (—1)’s do caminho até o n-ésimo elemento

Portanto p,—pp = numero de (+1)’s do caminho do (m+1)-ésima

posicdo até a n-ésima posigdo. Idem para q;—qm.
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Para determinar um caminho de (m, x) até (n, y) basta distribuir
PrPn (+1)s em n-m posicies e pode-se fazer isso com um
nimero de maneiras dadas por:

o)

Tem-se que:
X+m
, PnT 2
Put9n =" To 1 0 17[p,] [m _y+n
Pa +qp =0 101 0f[py| |nm =>¢p“— 2
Pm —qm =X 01 0 -1 qn X q _m-Xx
-1 m =
(Pa =4 =Y 1o 0 Im y 2
b=
De onde segue que:

(n—m) n-m n-m
={n+y m+X|=|n-m+y-x
Po =Pm 2 - 2 2

Obs: O nimero de caminhos de (0, 0) até (n, y) é:

3

Teorema, Feller (1968): O niimero de caminhos de (0, 0) até (2n, 0) com
exatamente 2i lados acima do eixo Ox é independente de i e € igual a:
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Demonstra¢ao:

Consideram-se os casos i = 0 e i = n separadamente.

Para i = n, precisa-se contar os caminhos de (0, 0) até (2n, 0) que
estdo acima do eixo Ox, isto é, caminhos que ndo tocam na reta y = -1.
Na Figura 5, apresenta-se um desses caminhos.

Para contar estes caminhos, faz-se uso do principio da reflexdo,
prolongando a esquerda o tridngulo, de forma que o ponto (0, 0) se torne

oponto (1, 1)earetay=0aretay= 1, conforme Figura 6.

FIGURA 5. Caminho de (0, 0) até (2n, 0)
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2,2
(1, 1) (2n+1, 1)

0.:::‘0 o

FIGURA 6. Uso do principio da reflexdo

Nesse caso, um caminho acima do eixo ligando (0, 0) a (2n, 0) se
torna um caminho ligando (1, 1)a(2n + 1, 1) e que passa pelo ponto
(2, 2). Determinam-se entdo os caminhos de (2, 2) até (2n + 1, 0) acima
do eixo Ox. Pelo principio da reflexdo, o nimero destes € obtido
calculando-se o nimero de caminhos de (2, 2) até 2n + 1, 1) e
subtraindo do nimero de caminhos de (2, -2) até¢ (2n + 1, 1). Pelo lema I,

este nimero é:

2n+1-2 2n+1-2 2n -1 2n—1
2n+1-2+1-2 || 2n+1-2+1-(-2) |=| 2n—-2 [—| 2n+2 |=
2 2 2 2




_(2n—l]_(2n—l)_ (2n-1)!  (2n-1)

n-1) {n+1) @-Dinl @+DI@-2)!

2 @+) n-1 ) 2 2 )=
T\ @-)!@+1) @+1)I@-1)!) 2n{(@+1)@-1)

1 Qo 1 (211)

(n+1) n'n! n+l1in

O caso i = 0, segue do caso i = n por simetria.

Para 1 <i<n-1, oresultado serd provado por indu¢do em n.

1 2n_12__l
n+lln ) 201/

Supondo que o resultado seja valido quando se consideram caminhos de

Para n =1 tem-se que:

comprimento menor que 2n. Denota-se por 2r a coordenada em que pela
primeira vez um caminho qualquer, com exatamente 2k lados acima do
eixo, intercepta o eixo Ox. Tém-se duas possibilidades: a primeira, que
no intervalo [0, 2r] o caminho seja estritamente positivo. Nesse caso,
tem-se 1 <r <k e no intervalo [2r, 2n] o caminho tem 2k — 2r lados
acima do eixo. Pela hipétese de indugfio, o nimero de caminhos de
(2r, 0) até (2n, 0) com 2k — 2r lados acima do eixo Ox é de:

1 (2n—2

r) I<r<k
n-r+l\ n-r
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Tem-se que calcular o nimero de caminhos de (0, 0) a (2r, 0)
que estdo estritamente acima do eixo Ox.
Lema II: O nimero de caminhos de (0, 0) a (2r, 0) estritamente acima
do eixo Ox € dado por:
1{2r-2
;(r - 1)

Demonstragdo:

Esses caminhos passam necessariamente pelos pontos (1, 1) e
(2r-1, 1) e o numero deles € igual ao nimero de caminhos estritamente
positivos de (1, 1) até (2r - 1, 1). Esse dltimo pode ser calculado, pelo
principio da reflexdo, como a diferenga entre o nimero total de
caminhos de (1, 1) até (2r - 1, 1) e 0 nimero de caminhos de (1, -1) até

(2r- 1, 1). Pelo lema 1, tem-se:

2r-1-1 2r-1-1 _ _
2r1-1+1-1) || 26 -T+1-(-1) |=[ Z 2] [# 2|
) 2 r-1 r

__Q@r-2)  @e-2) (@r-2) [l_r—l]
CE-DIE-1 a2 @-DIe-DIL x

_ (=2 =2 @n@Re-DEe-2 1 @o!_
T a=DIc-Dir =1 @)@r-Dric-1)! 2Q2r-1) rir!

_ 1 eo@ee-n@e-2)! 1 @2 1 (&
T 2Q2r-1) r@-Dir@-1)! 1 @-DIE-D) 2Qr-1)lr
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Portanto, o nimero de caminhos estritamente positivos de (0, 0) até

(2r, 0) é:
1{2r-2
r\r-1

Segue entdo que o mimero de caminhos com 2k lados acima do
eixo Ox de (0, 0) até (2n, 0) e que sdo caminhos estritamente acima do
eixo Ox de (0, 0) até (2r, 0), Figura 7, é dado por:

1(2r-2 1 2n-2r
- 1<r<k
rir-1 /n-r+1{ n-r

A outra possibilidade s@io os caminhos tais que de (0, 0) até

(2r, 0) que estdo estritamente abaixo do eixo Ox, conforme Figura 8.

2k -2r
< >

ANRYVANRYAN

0 2r 2n

FIGURA 7. Caminhos estritamente acima do eixo Ox de (0, 0) até (2r, 0)

< —»>

2k
ANRYANEYAN

0 2r 2n

FIGURA 8 Caminhos estritamente abaixo do eixo Ox de (0, 0) até (2r, 0)
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Nesse caso, a ocorréncia dos 2k acima do eixo, se di no
intervalo [2r, 2n], o que implica n — r > k. Pela hipétese de indugio, os
caminhos de (2r, 0) até (2n, 0) com 2k lados acima do eixo é:

()

1 (Zn -2r

) n-k<r
n-r+l\ n-r

E, portanto para esses caminhos também vale a férmula:

@ 1 1 (2r-2)(2n—2r] l<r<n—k

r n-r+l{r-1 n-r

O namero total de caminhos de (0, 0) até (2n, 0) com 2k lados

acima do eixo Ox, 1<k <n-1 € obtido entdo somando-se emr (I) e (I ).

nik 1 2r-2 \(2n-2r
=1t @-r+1)| r-1 n-r

fazendo p=n-r+1=>r=n+l1-p e I<sr<n-k=>k+1<p<n
i 1 (2(n+l-p)-2)(2n—2(n+l—p)]_
p=kt1(@—p+1p{ n+l-p-1 n—(@+1-p)
_ 3 1 [2p-2)(2n-—2p)
p=ks1 (@—p+1)p\ p-1 J{ n-p)

Tem-se que:
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De onde segue que a soma em r de (I) e (I) é da forma:

i 1 2r-2\(2n-2r

=mrm-r+1) r-1 n-r
Como o somatério ndo depende de k, segue que o nimero de caminhos
de (0, 0) até (2n, 0) com 2k , 1 <k < n-1, acima do eixo Ox é o mesmo

para cada k. Combinando com o caso de k = 0 e k = n segue que o
numero de tais caminhos para cada k é:

1 (2n
n+1{ n
Assim,
1 (2n
n° de seqii€ncias taisque b, >a, ivezes _n+1\n ) 1]
2n 2n n+l
n n

Tem-se entdo um resultado surpreendentemente ndo intuitivo

P{S=i}=

que enganou até a Galton.
4.2 Teste do sinal com postos

Para obtengdo do teste do sinal com postos € necessario definir o

valor médio de postos do conjunto Y em relagio a seu posto em W por:

> (ixI(9))
P, ==
n
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O valor esperado e a varidncia de P, sob H,: 4, = p1,, sdo:

= . N+l =, mN+1)
P = VP e ——
E(Py) 5 (Py) Ton
Os valores minimo e maximo de -PY sdo:
= _n+l = _2N-n+l
Py (min) = ¢ Fymax) ==

Para definir o teste do sinal, cuja principal idéia baseia-se na
contagem do nmimero de varidveis do conjunto X que sfo iguais ou

inferiores ao valor F,, é necessrio definir uma variével para indicar se

o posto i de wy; € inferior a }T}, por:

1 se i<Py

1)) ={

0 se i>Py

Com estas defini¢des estabelecidas € possivel definir o teste do
sinal baseado em postos. Para isso definiu-se a estatistica S como o

namero de varidveis wg pertencentes 4 amostra X cujo posto
correspondente em W é menor ou igual a P,. A estatistica S ¢
formalmente dada por:

N —
S= 1221 ic0g I}P)(i) ]

A distribuigio exata de S, paraf!valores pequenos de m e n, ndo
foi conseguida analiticamente, foi determinada computacionalmente
gerando a distribuigdo nula de S. Foram computadas as médias e as
varidncias e a propor¢do média esperada de sucessos, ou seja, da

ocorréncia de valores pertencentes a X na regido determinada pela média
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de postos de Y( I_’Y ). Esses valores para diferentes combinag¢Ses de m e n

estio resumidos na Tabela 1, considerando ainda pequenos valores
amostrais.

Observa-se que as médias encontradas se aproximam dos
valores da média da distribui¢do binomial com p = 1/2, dada por np,
para praticamente todas as combinagdes de valores de m ¢ n. As maiores
divergéncias foram encontradas para pequenos valores de n (n < 6) e de
m. A partir de n = 7, a média tende rapidamente para a metade do valor
dem.

Ja as varidncias tendem a se aproximar da varidncia de uma
binomial com p = 1/2, dada por np(1 - p), para valores maiores de m e n.
Observa-se que, para n = 1, os valores da proporgio média esperada de
sucessos sdo todos iguais a 1/2, tendo portanto uma distribuigio
uniforme. |

Os valores da proporgio média esperada de sucessos da
ocorréncia de valores pertencentes a X na regido determinada pela média
de postos de Y em fungdo do tamanho amostral de X, fixado o
tamanho am(lstral de Y, para alguns casos, estio representados nas
Figuras 9 e 10. Analisando a Figura 9, quando foram fixados valores
pares de n (n= 2, n= 8 e n= 14), verifica-se que valores da proporgio
sdo inicialmente altos para m pequeno e decrescem rapidamente
tendendo assintoticamente a 1/2. Na Figura 10, que representa os valores
da proporgéo quando foram fixados n impares (n=3,n=9 e n = 15),
verifica-se que esses valores iniciam em 1/2, crescem e depois tendem a
1/2 novamente. Observa-se portanto, que & medida que m e n crescem a
propor¢do média esperada de sucessos aproxima-se muito fortemente de

1/2 em ambos os casos.
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TABELA 1. Médias, varidncias e propor¢o média esperada de sucessos da distribuigio exata de S

m

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Hs 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00 6,50 7,00 7,50
0's2 0,25 0,67 1,25 2,00 2,92 4,00 525 6,67 8,25 10,00 11,92 14,00 16,25 18,67 21,25
Ps 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50
Hs 0,67 1,17 1,70 2,20 2,71 321 3,712 422 4,73 523 5,73 6,23 6,73 7,23 1,73
0'52 0,22 0,47 0,81 1,23 1,73 2,31 2,98 3,73 4,56 548 6,48 7,56 8,73 9,98 11,31
Py 0,67 0,58 0,57 0,55 0,54 0,54 0,53 0,53 0,53 0,53 0,52 0,52 0,52 0,52 0,52
Hs 0,50 1,00 1,55 2,06 2,57 3,08 3,59 4,10 4,60 5,11 5,61 6,11 6,62 7,12 7,62
o 0,25 0,60 0,95 1,31 1,74 2,21 2,74 3,23 3,96 4,64 5,39 6,18 7,03 7,94 8,90
Ps 0,50 0,50 0,52 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51
Hs 0,60 1,07 1,57 2,07 2,57 3,07 3,58 4,08 4,58 5,09 5,59 6,09 6,59 7,09 7,60
o2 0,24 0,46 0,76 1,09 1,48 1,90 2,35 2,84 3,37 3,94 5,55 520 5,89 6,62 740
P, 0,60 0,53 0,52 0,52 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51
Hs 0,50 1,00 0,52 2,03 2,54 3,05 3,55 4,05 4,55 5,06 5,56 6,06 6,56 7,07 157
0'32 0,50 0,57 0,86 0,16 0,49 1,85 2,24 2,67 3,13 3,62 4,14 470 527 5,90 6,55
P 0,25 0,50 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,50 0,50 0,50
s 0,57 1,03 1,54 2,03 2,54 3,04 3,54 4,04 4,55 5,05 5,55 6,05 6,55 7,05 1,55
o5 0,24 0,46 0,75 1,06 0,39 1,74 2,11 2,51 2,92 3,36 3,83 4,33 4,83 540 597
P, 0,57 0,52 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50
Hs 0,50 1,00 1,52 2,02 2,53 3,03 3,53 4,03 4,53 5,03 5,53 6,04 6,54 7,04 7.54
o‘sz 0,25 0,56 0,82 1,09 1,39 L71 2,05 2,42 2,81 3,20 3,61 4,08 4,56 5,06 5,57
Ps 0,50 0,50 0,51 0,51 0,51 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50

... cont. ...
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FIGURA 9. Valores da proporgio média esperada de sucessos da
ocorréncia de valores pertencentes a X na regido

determinada pela média de postos de Y (E,) em fungdo do

tamanho amostral de X (m) fixado o tamanho amostral de
Yemn=2(a),n=8(b)en=14(c).
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FIGURA 10. Valores da propor¢do média esperada de sucessos da

ocorréncia de valores pertencentes a X na regido
determinada pela média de postos de Y ( E) em fungdo

do tamanho amostral de X (m) fixado o tamanho amostral
deYemn=3(a),n=9(b)en=15 (c).
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Através da distribuigdo nula de S foram obtidos os valores
criticos da estatistica S para pequenos valores de m e n (no caso, até 15),
considerando significincias de 1%, 5% e 10%, em um teste bilateral,
conforme mostrado nas Tabelas 2, 3 e 4. Ao se aplicar o teste, a hipotese
nula devera ser rejeitada se os dados amostrais conduzem a uma estatistica
do teste que estd na regido critica — isto &, a estatistica do teste é no
méximo igual ao(s) valor(es) critico(s) no caso de 0,5%, 2,5% e 5% e no
minimo igual ao(s) valor(es) critico(s) no caso de 99,5%, 97,5% € 95% .
Em caso contrério, a hipétese nula niio deve ser rejeitada. As lacunas em
branco nas tabelas indicam que néo é possivel obter um valor na regido
critica.

Foi feita uma comparagéo da distribui¢do nula de S para alguns
valores de m € n com a binomial correspondente. Na Figura 11 apresenta-
se a comparagdo da distribuigéio nula de S para os valoresdem=15en=
5 com a distribui¢do binomial com p = 1/2 e n = 5. Observa-se que as
médias sdo bastante préximas e as varidncias diferem entre si, sendo que a
distribuigio nula apresenta uma varidncia bem maior que a binomial. A
Figura 12 representa a comparagfio da distribuicdo nula de S para os
valores dem=15en=15 coma distribuigio binomial comp=1/2¢
n = 15. Verifica-se que as médias e as varifincias séio bastante préximas e
que a distribui¢do nula continua apresentando uma varidncia um pouco
superior a binomial. Verifica-se portanto a adequagio do modelo binomial
a distribuigéio da estatistica S, principalmente para maiores valores de m e
n

Para valores elevados de m e n (15 e 15), a distribui¢do nula de
S pode ser satisfatoriamente aproximada pela binomial. Essa estratégia foi

realizada € a sua acuracia foi avaliada por simulaggo.
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4.3 Simulacio

Os resultados das taxas de erro tipo I, para o valor nominal de
5%, estdo resumidos em graficos, para tamanhos de amostras idénticos e
em tabelas, para tamanhos de amostras diferentes, para amostras
provenientes de distribuicdo normal e exponencial. Foi usado intervalo
de confianga exato para proporgdes de Leemis e Trivedi (1996). O
intervalo de confianga para a taxa empirica de erro tipo I de 99% para o
valor nominal de 5%, em porcentagem, foi [3,83; 6,39).

Na Figura 13 apresenta-se a comparagdo das taxas de erro tipo I
entre os testes de Mann-Whitney, Galton, t de Student e o teste proposto
de sinais com postos, para dados provenientes de duas amostras
independentes de mesmo tamanho de uma distribuicio normal.
Observa-se que os testes de Mann-Whitney e t nfio diferem muito entre
si, oscilando em torno do valor de significancia de 5%. O teste de Galton
s6 apresenta significdncia a partir de amostras de tamanho 20, sendo que
de 20 e 40 a significincia empirica é menor que 5% (teste rigoroso) e a
partir desse tamanho de amostral oscila em torno do valor nominal de
5%. O teste de sinal com postos apresenta taxa de erro tipo I maior que o
valor nominal de 5% até tamanho de amostras 35. A partir desse valor de
m ¢ n, as taxas sdo consideradas iguais & nominal, indicando que a
aproximacao binomial é adequada para essa situagéo.

Na Figura 14 apresenta-se a comparago das taxas de erro tipo I
para os mesmos testes, considerando dados provenientes de duas amostras
independentes de mesmo tamanho de uma distribuigdo exponencial. Os
resultados foram bastante parecidos com os anteriores. Eles comprovam a
robustez do teste t. J& os testes de Mann-Whitney e Galton, por serem

ndo-paramétricos, era esperado que a mudanga de distribuigdo ndo
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afetasse. Da mesma forma o teste proposto manteve suas caracteristicas
por ser também um teste ndo-paramétrico.

Na Tabela 5 apresenta-se a comparagéo das taxas de erro tipo I
dos testes de Mann-Whitney, t de Student e sinal com postos para dados
provenientes de duas amostras independentes de tamanhos diferentes de
uma distribui¢io normal. O teste de Galton sé é aplicdvel a amostras de
mesmo tamanho. Os testes de Mann-Whitney e t também nfio diferem
entre si, oscilando em torno do valor nominal de 5%. O teste proposto
. apresenta taxas de erro bem mais elevadas, em relagdo a taxa nominal e as
situagdes em que m € igual a n, quando a diferenga de tamanho das duas
amostras é maior e, ligeiramente acima do valor nominal quando os
tamanhos de amostras sdo mais préximos e, principalmente, se os
tamanhos amostrais sdo grandes.

Na Tabela 6 apresenta-se a comparagdo das taxas de erro tipo I
para os mesmos testes, considerando dados provenientes de duas amostras
independentes de tamanhos diferentes de uma distribui¢do exponencial.
Os resultados foram bastante parecidos com os da Tabela 5. Esses
resultados mostram que o teste proposto deve ser recomendado para ser
aplicado somente em situagdes de amostras de mesmo tamanho ou de
tamanhos préximos.

A probabilidade de se detectar reais diferengas, poder dos testes,
para o valor nominal de 5%, estd resumido em gréficos, para mesmo
tamanho de amostras e em tabelas, para tamanhos de amostras
diferentes, tanto para duas amostras provenientes de distribui¢do normal
quanto de exponencial.

A comparagdo dos testes quanto- ao poder foi realizada

considerando diferencas especificas entre médias populacionais, fixadas
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TABELA 5. Comparagdo das taxas de erro tipo I para dados

provenientes de duas amostras independentes, de
tamanhos diferentes, de uma distribui¢do normal.

Tamanho de

Amostras Testes .
m n Mann-Whitney t-Student Sinal com Posto
24 13 0,049 0,048 0,058

27 19 0,048 0,048 0,039

50 5 0,052 0,052 0,301

50 10 0,044 0,047 0,169
50 15 0,052 0,046 0,115

50 20 0,051 0,054 0,101

50 25 0,050 0,049 0,074

50 30 0,048 0,050 0,067

50 35 0,047 0,050 0,057

50 40 0,053 0,053 0,057
100 5 0,051 0,047 0,456
100 10 0,037 0,043 0,276
100 20 0,058 0,060 0,184
100 30 0,049 0,048 0,117
100 40 0,051 0,055 0,101
100 50 0,050 0,048 0,083
100 60 0,052 0,053 0,074
100 70 0,061 0,062 0,070
100 80 0,054 0,053 0,061
100 90 0,051 0,046 0,055

parametricamente em fungdo do erro padrdo da diferenca entre médias,

emk=1/2,1,2¢4.
Na Figura 15 apresenta-se a comparagio do poder dos testes

de Mann-Whitney, Galton, t de Student e o teste de sinais com postos

proposto, para dados provenientes de duas amostras independentes de
mesmo tamanho de uma distribui¢do normal para k = 1/2, 1, 2 e 4 erros
padrdo da diferenca entre médias. Observa-se que os testes de Mann-

Whitney e t ndo diferem muito entre si, mantendo o valor de
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TABELA 6. Comparagdo das taxas de erro tipo I para dados
provenientes de duas amostras independentes, de
tamanhos diferentes, de uma distribui¢io exponencial.

Tamanho de

Amostras Testes
m n Mann-Whitney t-Student Sinal com Posto
24 13 0,042 0,043 0,052
27 19 0,042 0,048 0,034
50 5 0,054 0,049 0,314
50 10 0,050 0,041 0,159
50 15 0,049 0,046 0,125
50 20 0,053 0,046 0,097
50 25 0,052 0,050 0,078
50 30 0,054 0,051 0,069
50 35 0,051 0,061 0,062
50 40 0,052 0,052 0,054
100 5 0,045 0,039 0,446
100 10 0,049 0,051 0,308
100 20 0,047 0,039 0,166
100 30 0,045 0,049 0,113
100 40 0,048 0,050 0,093
100 50 0,056 0,049 0,092
100 60 0,048 0,052 0,070
1600 70 0,056 0,052 0,072
100 80 0,050 0,048 0,056
100 90 0,047 ) 0,047 0,062

8% para k = 1/2 erro padrio da diferenga entre médias, 17% para k = 1,
50% para k =2 e 98% para k = 4. O teste de Galton s6 detecta diferengas
a partir de amostras de tamanho 20, e seu poder cresce a partir desse
tamanho de amostra, sendo um bom teste, pois além de controlar as taxas
de erro tipo I, mantém um poder elevado. Por ele ser mais rigoroso, era
esperado um poder menor. Ocorreu o contririo para n > 35 e,
principalmente, nas situagbes mais criticas (menores valores de k). O
poder fica menor que o de Mann-Whitney e t para k = 4 erros padrio de
diferenca entre médias. O teste de sinal com postos apresenta poder
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variando mais para pequenos tamanhos de amostras ek =12 ek = 1.
Para k = 2, seu poder fica abaixo dos demais testes e para k = 4, seu
poder € ligeiramente menor. Para o teste proposto era esperado, para
n < 40, um poder maior que os demais, uma vez que ndo apresentou
controle das taxas de erro tipo I, com taxas inferiores ao valor nominal.
Isso, no entanto, ndo se verificou.

Na Figura 16 apresenta-se a comparagdo do poder dos mesmos
testes, s6 que para dados provenientes de duas amostras independentes
de mesmo tamanho de uma distribuicdo exponencial com os mesmos
valores de erros padrdo de diferenga entre médias. O teste t apresenta
poder em torno de 12% para k = 1/2, 15% para k = 1, e valor de poder
crescente com o tamanho das amostras para k =2 e k = 4. Em geral, seu
poder para exponencial é bem menor do que para a normal. O teste de
Mann-Whitney apresenta poder em torno de 11% para k = 1/2, 14% para
k = 1, e valor de poder crescente com o tamanho das amostras para k = 2
e k = 4. Em geral, seu poder para exponencial ¢ bem menor do que para
a normal e também ¢ ligeiramente menor do que o do teste t. O teste de
Galton e do sinal com postos apresentam as mesmas caracteristicas para
dados provenientes de distribuigdo normal e exponencial, sendo o poder,
em ambos, um pouco menor na tGltima.

Na Tabela 7 apresenta-se a comparagéo do poder dos testes de
Mann-Whitney, t e sinal com postos para dados provenientes de duas
amostras independentes de tamanhos diferentes de uma distribuigdo
normal com k= 1/2, 1, 2 e 4 erros padréo da diferenga entre médias. Os
testes de Mann-Whitney e t de Student também ndo diferem entre si,
com o segundo tendo um poder ligeiramente superior. O teste do sinal
com posto apresenta poder mais elevado quando a diferenca de

tamanho da duas amostras ¢ maior, principalmente para k = 1 e também
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FIGURA 16. Comparagio do poder dos testes para dados provenientes de
duas amostras independentes, de mesmo tamanho, de uma
distribuicio exponencial com (a)1/2, (b)1, (c)2 e (d)4 erros

padrdo da diferenga entre médias, respectivamente.
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TABELA 7. Comparagio do poder dos testes para dados
provenientes de duas amostras independentes, de
tamanhos diferentes, de uma distribuigéo normal.

Diferenga em Tamanho de

Erros Padrio  Amostras Testes

k m n  Mann-Whitney t-Student Sinal ¢/ Postos

15 10 0,075 0,081 0,093

30 10 0,073 0,079 0,170

50 20 0,083 0,079 0,130

0.5 - 50 35 0,084 0,090 0,102

i 80 50 0,076 0,073 0,091

80 70 0,069 0,067 0,074

100 30 0,072 0,077 0,165

100 50 0,077 0,078 0,110

15 10 0,142 0,153 0,168

30 10 0,161 0,166 0,291

50 20 0,164 0,173 0,238

1 50 35 0,163 0,169 0,173

80 50 0,173 0,172 0,187

80 70 0,174 0,179 0,152

100 30 0,157 0,165 0,271

100 50 . 0,175 0,181 0,226

15 10 0,460 0,484 0,474

30 10 0,481 0,512 0,646

50 20 0,477 0,504 0,560

2 50 35 0,486 0,501 0,464

80 50 0,499 0,518 0,497

80- 70 0,507 0,514 0,447

100 30 0,472 0,493 0,626

100 50 0,472 0,493 0,626

15 10 0,955 0,967 0,950

30 10 0,966 0,975 0,989

50 20 0,973 0,980 0,982

4 50 35 0,969 0,977 0,955

80 50 0,972 0,976 0,962

80 70 0,974 0,978 0,948

100 30 0,971 0,978 0,983

100 50 0,978 0,983 0,976
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para as situagdes de maior diferenca nos tamanhos amostrais. Mas nio
deve ser recomendado indiscriminadamente, pois ndo controla bem as
taxas de erro tipo I, sob diferencia¢do nos tamanhos amostrais.

Na Tabela 8 apresenta-se a comparagdo do poder dos testes para
os mesmos testes, sO que para uma distribui¢do exponencial com os
mesmos k erros padrio de diferenga entre médias. Os resultados foram
bastante parecidos com os da Tabela 7.
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TABELA 8. Comparagio do poder dos testes para dados
provenientes de duas amostras independentes, de
tamanhos diferentes, de uma distribui¢éo exponencial.

Diferencaem Tamanho de

Erros Padrio Amostras Testes

k m n  Mann-Whitney t-Student Sinal ¢/ Postos

15 10 0,117 0,146 0,150

30 10 0,143 0,215 0,264

50 20 0,136 0,201 0,204

0.5 50 35 0,104 0,141 0,118

? 80 50 0,129 0,158 0,137

80 70 0,109 0,133 0,110

100 30 0,135 0,200 0,245

100 50 0,133 0,158 0,170

15 10 0,141 0,184 0,191

30 10 0,167 0,250 0,293

50 20 0,162 0,221 0,224

1 50 35 0,139 0,174 0,151

80 50 0,148 0,187 0,165

80 70 0,132 0,175 0,125

100 30 0,148 0,218 0,262

100 50 0,154 0,182 0,197

15 10 0,209 0,269 0,261

30 10 0,220 0,333 0,339

50 20 0,227 0,317 0,312

2 50 35 0,227 0,284 0,238

80 50 0,218 0,285 0,229

80 70 0,238 0,295 0,218

100 30 0,202 0,283 0,339

100 50 0,223 0,302 0,271

15 10 0,196 0,260 0,253

30 10 0,342 0,498 0,513

50 20 0,372 0,525 0,456

4 50 35 0,188 0,244 0,205

80 50 0,474 0,608 0,479

80 70 0,546 0,657 0,502

100 30 0,377 0,518 0,522

100 50 0,441 0,600 0,501
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4.4 Exemplo de aplica¢io

A teoria desenvolvida para o teste do sinal com postos foi
aplicada a um exemplo real, de duas cultivares de batata (Achat e
Monalisa). As hip6teses a serem consideradas so:

Ho: tachar = HMonatisa

Hi: Machst # MMonatisa

Foram retiradas duas amostras independentes de tamanho 25 e
aplicou-se os testes de Mann-Whitney, Galton, t de Student e sinal com
postos. Os dados estdo resumidos na Tabela 9.

Para aplicar o teste de Mann-Whitney, dispGem-se ambas as
seqiiéncias em ordem crescente e atribuem-se os postos como se todos os
dados formassem uma tnica seqiiéncia, aos empates atribui-se o posto
médio. A seguir, somam-se os postos para cada seqiiéncia, conforme
Tabela 10.

Calcula-se entdo a soma esperada dos postos para qualquer uma
das seqiiéncias e compara-a com a soma observada dos postos para
aquela seqiiéncia. Considerando a variedade Achat, tem-se:

_ m(1\12+1) _ 25 (5;)+1) 637,50

ER)

o [mn(m+n+l)= 25'25'(25+25+1)=51,54
12 12

_R-E(R) _773-637,50
T 6 51,54

YA =2,63
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Tabela 9. Pesos dos tubérculos de uma planta para 2 cultivares de batata

Amostra Achat Monalisa
1 500 560
2 580 130
3 520 690
4 610 300
5 760 370
6 910 670
7 940 350
8 730 370
9 1.070 1.260
10 920 710
11 680 490
12 990 530
13 1.060 390
14 560 390
15 710 550
16 1.010 380
17 540 1.020
18 1.010 500
19 960 750

20 1.100 560
21 1.160 900
22 870 940
23 1.450 1.390
24 1.300 1.050
25 770 1.190

78



6L

70S = soisod sop ewio§ €./ = soisod sop ewog

(6¥) 06€'1 (08) 0s¥'1
Ly 09Tt (8%) 00€'1
(9¥) 061°1 (sv) o91°1
(%) 0501 (#¥) 001°1
(o¥) 0201 (e¥) 0LO'T
(Sv€) o6 (T¥) 0901
(1€) 006 (s'8€) 010°1
(L) osL (5°3€) 010°T
(s'v) 01L (L€) 066,
(€2) 069 (9¢) 096
(1) 0L9 (sv€) ov6
(81) 0LS (€€) 026
(591) 09¢ (z¢) 016
(s1) 0SS (0£) 08
(€1) 0gs (67) 0LL
(s‘o1) 00s (82) 09L
(6) 06v (92) 0£L
(sL) 06 sy o1L
(s°L) 06¢ (z2) 089
(9) 08¢ (02) 019
(s'v) oLE (61) 08s
(s‘v oL (s°91) 09
(€) os¢€ (1) ovs
(?) 00¢ (z1) 028
(1) o€l (s‘oD) 005
(o31s0d) esieaoy (o1s0d) 1eq0V

soysod snas 9 eyuefd ewm Sp sonoiqn) sop ‘semreisd wo ‘s0s9d ([ BjoqeL



O teste de hipétese de igualdade de médias é baseado na
distribui¢io normal e como Z 2 z,, , € significativo a 1% (o p-valor foi
0,0086 no Minitab). Portanto, rejeita-se Hp , ou seja, as médias sdo
diferentes.

Para aplicar o teste de Galton, combinam-se as duas seqii€ncias
formando uma tnica, crescente de 2n (50) termos: (130, 300, ..., 1390,
1450). Contam-se quantos elementos da segunda seqiiéncia (Monalisa)
sdo maiores que os da primeira (Achat) de mesmo posto. No caso, é
apenas 1. Portanto, a probabilidade de a ocorréncia ser devida somente
ao acaso € 1/(n+ 1) =1/(25 + 1) = 0,0385 = 3,85%.

Para aplicar o teste t de Student, devem-se calcular as médias e
varidncias das variedades Achat e Monalisa. Os resultados si3o: 868,40 ¢
657,60 para as médias ¢ 63.511,33 e 108.560,67 para as varidncias,
respectivamente. Aplicando o teste t de igualdade de médias, encontra-se
t. = 4,17, rejeitando-se Hy para o valor nominal de 5% de significancia.
Ja a 1%, ndo hd evidéncias para rejeitar Hy, pois como t. = 2,54 a
probabilidade p-valor foi igual a 0,014348.

Para aplicar o teste do sinal com posto combinam-se as duas
seqiiéncias formando uma tnica, crescente de 50 termos: (130, 300, ... ,
1390, 1450). A média dos postos da segunda seqiiéncia (Monalisa) € o
nimero de valores de Achat que sdo iguais ou inferiores ao valor do
posto médio sdo, respectivamente:

N
. N ~
P, =M=20 S=i§1 ficog 1) =6

n
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Como os tamanhos amostrais (25) excedem os limites dos
tamanhos amostrais tabelados de S, faz-se a aproximagio para binomial.
Assim, tem-se:

6 (25 (1\®
2 -P(x<6)=2-Y =1 =0,014633
x=0 2

Portanto, rejeita-se Hy para o valor nominal de 5% de significincia. J4 a
1%, ndo ha evidéncias para rejeitar Hy, visto que P = 0,014633. Observa-
se que essa probabilidade ¢ bem préxima da encontrada pelo teste t.
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5 CONCLUSOES

O teste dos postos ordenados de Galton é baseado em uma
distribuigdo uniforme pois, todos os resultados séo equiprovaveis ao

se fazer uma amostra conjunta ordenada de duas seqiiéncias.

A distribui¢do exata da estatistica S para o teste do sinal com postos,
para pequenos valores de m e n foram determinadas
computacionalmente e gerada uma tabela de valores criticos
mediante sva distribui¢do nula. A distribui¢dio de S para grandes
amostras (m e n grandes) aproximou-se da binomial com p = 1/2.

O teste de Galton controla as taxas de erro tipo I, sendo considerado
rigoroso ¢ mantém o poder elevado; deve ser recomendado para

n235.
O teste de sinal com postos, usando a aproximagio binomial,
apresenta controle da taxa de erro tipo I com amostras de mesmo

tamanho e poder igual aos demais testes para n > 40.

Para amostras de tamanhos diferentes ndio se recomenda a aplicagéio
do novo teste.
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