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RESUMO

NEGRAO, Ivani de Oliveira. Avaliagio de métodos de estimacio dos
parimetros da distribuiciio beta-binomial via simulagio Monte Carlo.
Lavras: UFLA, 2000. 72p. (Disserta¢do - Mestrado em Agronomia/Area de
concentragdo em Estatistica e Experimentagio Agropecuaria)’

Objetivou-se  avaliar os métodos dos momentos, maxima
verossimilhanca, médias e zeros e analise de varidncia na estimacdo dos
parimetros da distribuigio beta-binomial, via simulagio Monte Carlo. Para
tanto, foram implementados programas em SAS®, em que amostras pseudo
aleatorias de uma distribuigdio beta-binomial foram geradas e através de 1500
repeticOes de diferentes situagSes foram calculadas as estatisticas avaliadoras de
estimadores: viés, erro quadratico médio, consisténcia simples e desvio padrio.
Foi também aplicado o procedimento PROC UNIVARIATE nas sequéncias das
estimativas com o objetivo de verificar a normalidade assintética da distribuicio
dos estimadores. Pdde-se concluir que os estimadores da analise de variancia e
maxima verossimilhanga foram os que apresentaram melhores propriedades
conjuntamente. O estimador de momentos foi consistente a partir do tamanho de
amostras vinte, enquanto os demais foram consistentes para qualquer valor de
amostra maior que cinco.

* Comité Orientador: Luiz Henrique de Aquino - UFLA (Orientador) e Eduardo
Bearzoti - UFLA



ABSTRACT

NEGRAO, Ivani de Oliveira. Evaluation of estimation methods of the beta-
binomial distribution parameters via Monte Carlo simulation. Lavras:
UFLA, 2000. 72p. (Dissertation - Master in Agronomy/Major in Statistics
and Agricultural Experimentation) *

The methods of moments, maximum likelihood, means and zeros and
analysis of variance were evaluated in the estimation of the beta-binomial
distribution parameters, via Monte Carlo simulation. Programs in SAS® were
implemented in which pseudo-random samples of a beta-binomial distribution
were generated yielding 1,500 simulations of different situations; the evaluating
statistics: bias, mean square error, simple consistency and standard deviation
were calculated. The PROC UNIVARIATE was also used in the sequences of the
estimates with the objective of verifying asymptotic normality of the distribution
of estimators. The estimators of analysis of variance and maximum likelihood
presented best properties jointly. The moments estimator was consistent for
sample sizes greater than 20, while the others were consistent for any sample
size greater than five.

* Guidance Committee: Luiz Henrique de Aquino - UFLA (Adviser) and
Eduardo Bearzoti - UFLA
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1 INTRODUCAO

A distribuigdo beta-binomial (DBB) é uma extensdio da distribuigio
binomial (DB) em que o pardmetro p é permitido variar de grupo a grupo
segundo uma distribuigio beta. Sua aplicagio em Fitossanidade tem sido
amplamente empregada, pois dadas as peculiaridades de determinadas espécies
de insetos e patogenos, a pressuposi¢io de que p é constante para todo grupo
ndo é valida.

Em termos da reparametrizagdo sugerida por Griffiths (1973), os
parametros da DBB sdo & e 0, em que = é a média de p, enquanto 6 é uma
medida de variagdo em p. Esses pardmetros possuem interpretagdes praticas
bem objetivas em varios campos de estudo. Em Fitossanidade, por exemplo, = e
0 significam indice ou razio de incidéncia e indice de agregacdo,
respectivamente.

Alguns trabalhos que compararam métodos de estimagio para a
correlagdo intra-classe (p ), que € uma fungdo de 9, tém sido encontrados. No

entanto, dada a diversidade das situagdes encontradas entre as diversas areas,
pode-se notar a preferéncia de determinados autores da mesma area pelos
mesmos métodos. Em Fitossanidade, a maior parte dos trabalhos consultados
empregaram o método da maxima verossimilhanga, enquanto em Toxicologia e
Teratologia, os métodos mais aplicados foram o da analise de varidncia
(ANAVA) e o método dos momentos. Chatfield e Goodhardt (1970) utilizaram
o método de médias e zeros na estimagio dos pardmetros da DBB, em um
estudo sobre o comportamento dos consumidores em compras. Recentemente,
Ridout, Demétrio e Firth (1999) compararam, via simulagio Monte Carlo, vinte
métodos de estimagdo para a correlagio intra-classe, considerando dados

gerados pela DBB e duas outras distribuigdes binomiais mistas. Percebe-se,



assim, que o estudo da DBB e a comparagio de métodos de estimagiio tem
preocupado os pesquisadores, o que real¢a a importincia do estudo.

Este trabalho visou investigar, via simulagio Monte Carlo, a qualidade
de quatro métodos de estimagio dos pardmetros = ¢ © em termos do viés,
EQM, desvio padrido e consisténcia simples, e ainda verificar a normalidade
assintética da distribuigdo dos estimadores e o seu desempenho.



2 REFERENCIAL TEOQRICO

2.1 Caracterizacio e Aplicacdes da Distribui¢iio Beta-Binomial

Seja uma dada caracteristica de uma populagio que possa ser

representada conforme a Figura 1.
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FIGURA l)RepresentaQéo de uma amostra aleatoria.

A Figura l)esta representando uma amostra aleatoria de uma populagdo
descrita pc;rlﬁma fungdo de probabilidade f(.), em que foram escolhidos
aleatoriamente m grupos (unidades amostrais) com n; individuos cada. Foi

considerado, aqui, o caso em que para cada individuo observado dentro de cada
grupo, a resposta esperada € binaria, mais especificamente 0 ou 1.
Estatisticamente, situagdes em que a uma variavel aleatéria sdo
atribuidos apenas os valores 0 ou 1 sfo chamadas de ensaio de Bernoulli (Casela
e Berger, 1990). O valor 1 estd associado a “sucesso” e 0 a “fracasso”, que

podem estar, por exemplo, representando a informagdo: uma planta observada



(ou parte de uma planta) esta ou ndo atacada por um inseto. Na Figura 1, os
individuos hachurados representam sucesso e os demais, fracasso.

Seja p a probabilidade de sucesso de um dado ensaio em qualquer

grupo. Se n ensaios de Bemoulli s3o realizados em cada um de m grupos,
entdo o numero de sucessos y; (yj=0.l,...,n;), por grupo, é descrito por uma
distribuicdo binomial. No entanto, note que na Figura 1 hi uma “regiio” em que
a concentragio de individuos apresentando sucesso € grande, enquanto em outra,
€ baixa ou nula. Este tipo de distribui¢go é classificada como padrio agrupado e
ocorre com frequéncia, por exemplo, em Fitossanidade. Dadas as peculiaridades
de determinadas espécies de insetos ou patogenos, a pressuposicdo de que p é
constante para todos os grupos ndo é valida e logo a aplicagdo da distribuigio
binomial torna-se inadequada. Existem diversas distribuigdes binomiais mistas
que visam contornar o problema da variabilidade de p , mas uma mais simples
foi proposta por Skellam (1948), em que p & pressuposto variar de grupo a
grupo de acordo com uma distribuigdo beta. A distribuigio resultante denomina-
se beta-binomial.

Em Fitossanidade, a aplicagdo da distribuicdo beta-binomial é muito
ampla, pois segundo Madden e Hughes (1995), as variabilidades em p podem
estar associadas ao hospedeiro, patogeno, condi¢des ambientais ao longo do
campo, ou até mesmo ao fato do processo de multiplicagdo do patdgeno nos
STupos ser proporciohal a doenga inicial. Os autores ainda ressaltam que esta nio
€ uma condi¢do apenas espacial, e consideram o exemplo de examinar sementes

quanto a infecgdo por determinada doenga. Neste caso, a probabilidade de y;
em n; sementes analisadas estarem infectadas pode estar variando de planta a

planta, em que cada planta é considerada um grupo. Muitos outros exemplos de
aplicagdo da distribuicdo beta-binomial em Fitossanidade e na distribuigio

espacial de incidéncia de doengas podem ser encontrados em: Madden, Nault e



Murral (1995), Hoffmann et al. (1996), Nault e Kennedy (1996), Madden,
Hughes e Ellis (1995), Hughes, Madden e Munkvold (1996), Madden, Hughes e
Munkvold (1996), Hughes et al. (1997) e Miller, Madden e Schmitthenner
(1997).

Experimentos que visam testar o efeito de um novo medicamento
também podem ser conduzidos como ensaios binarios. Dois tratamentos
experimentais sio designados, avaliando-se a presenca ou auséncia de
anormalidade apds a aplicagdo do medicamento. Em geral, os testes sdo
inicialmente realizados em ratos (ou outros roedores), em que cada leitegada ¢
considerada um grupo, sendo que o surgimento de anormalidades pode ser mais
comum em individuos de uma leitegada que de outra. Deste modo, a
probabilidade p de um dado individuo que recebeu o medicamento apresentar
anormalidades € descrita por uma distribui¢do beta (Zucker e Wittes, 1992).
Outros exemplos de aplicagSes da distribui¢io beta-binomial em Toxicologia
podem ser encontrados em: Kupper e Haseman (1978), Haseman e Kupper
(1979) e Zucker e Wittes (1992).

Outras aplicagdes da DBB foram encontradas em Teratologia. Um
exemplo dado em Paul (1982) pode ser ligeiramente descrito como segue: dados
Sk ‘tratamentos (incluindo um controle), uma pesquisa foi conduzida com o
objetivo de verificar se os tratamentos aplicados eram (ou nio) responsaveis

pelo aparecimento de anormalidades em fetos. Foram designadas m j fémeas,

cada uma prenha com n; fetos para cada tratamento, em que a probabilidade p
do feto i da fémea j que recebeu o tratamento k apresentar anormalidade era
pressuposto variar de fémea a fémea de acordo com uma distribuicio beta. Neste
caso o numero de fémeas por tratamento a ser testado foi diferente, bem como o
nimero de fetos por fémea. Tracando-se uma analogia com a Figura 1, seria

como se a situagdo ali representada fosse repetida k vezes. A variavel Yi



representou o numero de fetos que apresentavam anormalidades em cada fémea
para cada tratamento. Assim, o efeito de cada tratamento foi analisado como se
seguisse uma distribuicdo beta-binomial, e uma vez estimadas as proporgdes de
anormalidades para cada tratamento, Paul (1982) apresentou um pseudo teste-¢
baseado no método de jackknife para testar a igualdade de duas proporgdes.
Mais exemplos de aplicagdo da distribuicio beta-binomial em Teratologia
podem ser encontrados em: Elston (1977), Williams (1975), Kupper et al. (1986)
e Williams (1988).

O uso da DBB em variaveis binarias correlacionadas como alternativa
aos modelos de regressdo foi discutido em Ochi e Prentice (1984) e Prentice
(1986). Gange et al. (1996) sugeriram a DBB para a descrigio de dados, em
servicos de saide, como uma alternativa ao uso de modelos logisticos de
regressio. O modelo beta-binomial foi encarado pelos autores como uma
extensdo do modelo logistico no sentido de aquele incluir um pardmetro que
media a correlagdo entre individuos dentro do mesmo grupo. No estudo, foi
considerado um exemplo em que foram comparados o modelo logistico
tradicional e o beta-binomial na avaliagdo do reflexo das mudangas na politica
de periodo de intemagdo de pacientes em hospitais. Neste exemplo, cada
individuo foi analisado como um grupo, e considerando que cada paciente
permanecia n; dias intemado, a varidvel y; representou o nimero de dias em
que o paciente i ficava intemado por alguma razio que poderia ter sido evitada.
Pressupos-se que havia uma correlagio entre as respostas diarias para o mesmo
paciente, e com a DBB representando uma descrigio mais cautelosa dos dados,
os autores concluiram que resultados incorretos poderiam ter sido indicados caso

se tomassem como base apenas as analises através do modelo logistico.



2.2 Ajuste, Reparametriza¢io, Média e Variancia da Distribuicio Beta-
Binomial (DBB)

Este estudo ficou restrito ao caso em que a variavel yj esta sendo
observada em grupos de mesmo tamanho (nj=n para todo i=l,2,...m);
porém, sua extensio para o caso de diferentes tamanhos de grupos &
inteiramente analoga. Por facilidade de notagdo, entenda-se y por y;- A

apresenta¢do da DBB a seguir foi atribuida a Skellam (1948), embora a notagao
utilizada esteja baseada em Griffths (1973) e Casela e Berger (1990).

2.2.1 A Distribui¢io Beta—Binomial

Suponha que em uma distribui¢io binomial

n -
f(YIP)=[y)Py -py~
a probabilidade de sucesso p esteja variando de grupo a grupo segundo uma

distribuigdo beta

1
B(c,8)

dF(p)= p* (1-pfdp, 0<p<l, a,B>0.

A distribuigdo resultante é chamada beta-binomial e tem por fungdo de
probabilidade:

= n B(a+y’n+B—Y) -
f(y)—[yJ Bap) y=0,1...n.



A justificativa desse resultado tem como base os conceitos de
distribui¢do conjunta, condicional e marginal: dadas duas variaveis aleatorias y
e p com distribuicdo conjunta f (y,p) , a distribui¢do condicional de y, isto é,
a distribuigio de y dado um valor fixo de p, ¢ representada por f(ylp) e
definida como

f(ylp)=EL2:2)

f(p)

em que f (p ) € a distribuicdo marginal de p . Portanto, segue-se que

f(y.0)=f(yP)(p) e £(y)=[(v1p)E(p)dp.

Logo, assumindo que f(ylp) € uma binomial e que f(p) € uma beta,

segue-se que

f(y)=1] Up (1-py~

B( B)pa_l(l pf-ldp

=@)B( B):{p (1-p )}~ p*(1-p P dp

- n 1 1 a+y-1 {1 +B~y~1
bsam i aer e



_(m)B(a+y,n+B-y) _
@ Blea Bl Akl | ot

em que

B(m, n ):} x"1-x)"dx,
0

que também pode ser expressa em termos da fungdo gama,
M(m)=[x""e™dx, m>0,
0

como segue:

e 52

,m>0en>0

A principio, qualquer outra distribuigio de probabilidade continua com
dominio no intervalo (0, 1) poderia ser utilizada para descrever a variabilidade
de p, mas a distribui¢do beta possui um forte apelo algébrico devido a definigdo

da funcdo beta facilitar a obtengdo da funcdo de probabilidade (Skellam, 1948).

Sdo os pardmetros o e B que determinam as formas da DBB, as quais
coincidem com o mesmo padrdo observado na distribuicdo beta, embora a
distribuicdo beta seja continua e a DBB discreta. Assim, a funcdo de
probabilidade pode ser estritamente crescente (cx >1, B:l), estritamente
decrescente (=1, B>1), em forma de U (<1, B<1), ou unimodal
(a>1, ﬁ>1). O caso a=B incorre em uma distribuicio simétrica, e a=p=1

recai em uma distribuigdo uniforme discreta (Casela e Berger, 1990).

L. N



2.2.2 Reparametrizacio da DBB

A férmula obtida para a DBB pela definigdo é a de representaciio mais
simples, mas Griffiths (1973) sugeriu uma reparametrizagio, para a mesma, em
que 0s novos parametros possuem interpretagdes proprias nas areas de aplicagio.
Os novos parametros s3o: .

= e 9=L, O<mn<l, 6>0.
a+f o+f

. Observando-se a média e varidncia de uma distribui¢io beta, nota-se que
0 novo parimetro ® representa exatamente a média de p, enquanto © é uma
medida de variagdo em p, que é multipla de sua varidncia (Griffiths, 1973). Em
estudos de pragas e doengas de plantas, = é chamado de indice de incidéncia e
@ indice de agregacdo (Hughes e Madden, 1993). E importante ressaltar que
enquanto medida de variagio em p, © pode ser visto como uma medida de
variacdo entre grupos e, ainda, a DBB pressupde que individuos dentro de
grupos possuem mesma probabilidade de sucesso. Neste contexto, o coeficiente

da correlagdo intraclasse p é um indicador da similaridade que existe entre

individuos dentro de um mesmo grupo e pode ser expresso como (Ridout,
Demétrio e Firth, 1999):

0

1+6

Visto que >0, p, para o caso beta-binomial, é sempre positivo, isto é,

O<p<l1.

10



Utilizando-se a fungdo beta dada em termos da fungio gama mencionada
anteriormente e o fato de I'(m )=(m—1)1"(m—1), a DBB pode ser reescrita

como:

O

(HJ (oc+y-—l)(a+y—2)... o (B+n—y—1 )(B+n-—y—2)... B
y (a+B+n—1)(a+B+n—2)...(a+B)

n—y-1

=(J (0t+l) l'I (B+i)
y

— ,y=0,1..n

M(a+p+i)

i=0

com a, B>0.

Portanto, em termos dos parametros © e 6, a DBB fica:

(0)-(1) 15 ) B

n=1f 1
330(5*‘)
n-y-1

( ]ey I I 11 (x+i0)
y

n—l

— 1’[(1+19)

11



y-1

=(n) T (n+i0) ni_lj;-l(xﬂe)

,y=01,.._,n.

n-1

y r1(1+i0)
i=0

emque O<m<l, 6>0 e y=1-=

Além dos aspectos que facilitam a interpretagio dos pardmetros, esta
reparametrizacdo € particularmente til na obtengio da fungio de
verossimilhanga (Griffiths, 1973).

2.2.3 Média e Variancia da DBB
Skellam (1948) deduziu uma formula geral para os momentos de uma

DBB baseada nos momentos fatoriais em torno da origem das distribui¢des
binomial e beta, dada como:

_ i B(j+a,B)
MY TRap)

No entanto, utilizaram-se, aqui, os conceitos de esperanga e variancia de
distribuicdes mistas ¢ modelos hierdrquicos observados em Casela e Berger

(1990), que podem ser expressos no seguinte teorema.

Teoremal.: Se X e Y sdo duas varidveis aleatorias , entdo

E(X)=E(E(X/Y))

12



Var(X )=E(Var(X/Y))+ Var(E(X/Y)),
dado que as esperangas existem.

As provas para este teorema podem ser encontradas em Casela e Berger
(1990, p.154 e 158).

Considerando X=y e Y=p no Teorema 1, segue-se que a média e

varidncia da DBB sdo, respectivamente,

u=E(y)=E(E(y/p))
=E(np)
=nE(p)

o
a+p

=n

o”=Var(y)=E(Var(y/p))+ Var(E(y/p))
=E(np(1-p))+ Var(np)
=nE(p(1-p))+ n* Var(p)
Mas

13



ar(p )= B
Vel )= )

E(p(1-p))=——— [ p(1-p)p*~ (1-p } dp

B( B)o

= :{p“ (1-p¥f dp

op
" (arB)o+B+1)

(Casela e Berguer, 1990).

Portanto,

s’=n op n? of
(atB)(otpr1) (B (o +B+1)
:naB(a+B)+n2aB
(o +B P (a+B+1)
_ nap(a+B+n)

(a+BP(a+p+1)

14



Substituindo o e B pelos seus correspondentes em termos de & e O,

tem-se que:

2 (1+n0)

G =nny (1+0) ,emque x=1-7.

Assim, comparando-se os momentos populacionais média e variancia
das distribui¢Ges binomial e beta-binomial, observa-se que a média de uma DBB
€ igual 2 média de uma DB e as varidncias diferem entre si por um termo maior
que 1, que € uma fungdo de 0. Escrita como fungdo de p, Hughes e Madden
(1995) explicaram a varidncia da DBB como a varidncia de uma DB
multiplicada por um ‘fator de heterogeneidade’ dado por 1+p(n-1 ) Portanto,
o pardmetro 6 é um indicador do quanto os dados se afastam de uma DB, sendo

que o caso extremo ©=0 representa a propria DB. Gange et al. (1996)
mencionaram que devido ao fator 1+ p( n —1) ser maior ou igual a 1, ele modela

a superdispersio devida a correlagdo dentro de grupo. Na pritica, dependendo da
interpretacdo que o pesquisador deseja fornecer, a DBB tanto pode ser dada em

termos dos pardmetros & ¢ 8 como em termos de ® e p. O primeiro caso
geralmente € encontrado em trabalhos que estudaram incidéncias de doengas ou

pragas (por ex., Hoffmann et al., 1996), e o segundo em trabalhos em
Toxicologia e Teratologia (por ex., Zucker e Wittes ,1992 e Kupper et al., 1986).



2.3 Métodos de Estimacio

2.3.1 Métodos dos Momentos

O método dos momentos talvez seja o mais antigo método de estimagio,
tendo sido registrado por Karl Pearson no final do século XIX (Casela e Berger,
1990). Este método tem a vantagem de apresentar uma técnica simples, visto que
a obtencgdo dos estimadores consiste basicamente em resolver o sistema obtido
ao se igualarem momentos amostrais aos respectivos momentos populacionais.

Seja uma amostra yy,ys,...,y; de uma populagio com fungio de
probabilidade f(y|6;,0,,...,0y), ou simplesmente f()). Os estimadores de

momentos sd3o aqueles obtidos ao se resolver, em termos dos parimetros, o

seguinte sistema:
my =y,
m, =.l-l2
my =1y
em que,
m;=— 3y} e w;=Ely’),

m i=l

com j=12,.. k.
Portanto, observa-se que m j € uma fin¢do da amostra, enquanto p jé

uma fungdo dos pardmetros 6y, 64, ...,0) , e 0 momento amostral de ordem 1 é a

média amostral.

16



Pode-se mostrar facilmente que:

E(m,)=p
2
V(ml )=%

em que p e o2 representam, respectivamente, a média e a variincia
populacionais. Portanto, m; ¢ um estimador cuja distribuigio possui média p e
varidncia 62 /m ,em que m é o tamanho da amostra.

Na pritica, o estimador de momentos mais utilizado é aquele que

considera as observagdes corrigidas por sua média, denominado, na literatura, de

momento amostral central e definido como:

. 1 m j .
Ml =—2 (Y;-m,), j=L2,..k.

A partir do momento amostral central de ordem 2, M,zn , define-se o

chamado estimador da varidncia amostral, dado por:
2__ M ar
(m-1 ™

A motivagdo para a definigdo de S2 vem do fato de que sua esperanga
matematica representa a varidncia populacional, sendo inclusive o estimador
utilizado pelo PROC MEANS do programa SAS®.

17



2.3.1.1 Ajuste da DBB pelo Método dos Momentos
Suponha que f(.) seja descrita pela distribui¢do beta-binomial. Assim os

estimadores de momentos para os pardmetros da DBB sdo obtidos ao se resolver

o sistema

em que m; e s?2 representam, respectivamente, a média e variancia amostral

Portanto, de
m,=nmw,
ﬁ
1+n6_)
S’=nx ( m
i 140,
tem-se que:
nm—_-&
n
<
0 =Sz—n7tmxm
L Ty X =S

que sdo os estimadores de momentos para © ¢ 6.

18



2.3.2 Método da Maxima Verossimilhanca

O método da maxima verossimilhanga tem um apelo intuitivo desejavel
para todo estimador. Dada uma amostra aleatéria de uma populagio, descrita por
uma fungio de probabilidade f(), o método da maxima verossimilhanga
fornece, sempre que possivel, estimativas dos pardmetros de f (), de tal modo

que o valor da fungdo de verossimilhanga nessas estimativas representa a
probabilidade maxima de a amostra ter sido retirada daquela populagio. Em
outras palavras, dada uma amostra aleatoria yy,y», ...,y , de uma populagio

descrita por f (), sempre que existirem os valores de Olmy>-Okmy que

maximizam a fungdo
L(9 [Y )=f{f(Y| By,...,0¢ ),

estes s30 os estimadores de maxima verossimilhanga de 01,..,0k .

Casela e Berger (1990) ressaltam que na pritica existem dois fatos
inerentes a0 método da maxima verossimilhanga. O primeiro esta relacionado
com o problema de se encontrar 0 maximo global de uma fungdo, que muitas
vezes, dependendo do modelo f (), exige procedimentos numéricos. O segundo
é da sensibilidade numérica da fungio L(G IY), visto que ela é dada pelo
produto das distribui¢des marginais de cada y. Isto &, quao sensiveis sdo as
estimativas a pequenas mudangas nos dados? Pode ocorrer que uma pequena
mudanca na amostra gere estimativas de maxima verossimilhanga totalmente

diferentes, tomando o uso de seus estimadores suspeitos, no caso de “pequenas”

amostras.
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Para encontrar os maximos da fun¢do de verossimilhanca, é comum
tomar a fungdo auxiliar, ou suporte, In(L(8|Y)), que facilita o tratamento
algébrico dos procedimentos de maximizacdo. Para encontrar os estimadores de
maxima verossimilhanga (EMV), seguem-se os mesmos procedimentos
adotados para o calculo de pontos de maximos de fungdes, que sdo, basicamente,
1) obter a equacdo ou o sistema de equagdes de maxima verossimithanga e
resolvé-lo em termos dos pardmetros, determinando, assim, os possiveis pontos
criticos; ii) obter a derivada segunda ou o sistema de derivadas segundas e fazer
os testes necessarios para verificar se os pontos criticos encontrados sdo pontos
de maximo, minimo ou sela. Aquele que for o maximo global representara a

estimativa de maxima verossimilhanca (Casela e Berger, 1990).
2.3.2.1 Ajuste da DBB pelo Método da Méxima Verossimilhanga

Para a obtengdo da fungdo de verossimilhanga, pode-se adotar os
procedimentos indicados em Griffiths (1973). Supondo que f()) é uma DBB, o

autor utiliza a sua forma reparametrizada, e ainda a defini¢io de frequéncia
observada, para abreviar a representagio da fungdo suporte.

Definindo f, (y=0,L..,n) como as frequéncias observadas para o

valor y , a fun¢3o de verossimilhanga é, entdo, dada por:
L(m,0)=T1[f(y)]" .
y=0
Seja ainda,

S=% £, (=0,1..,n),

y=0
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de tal modo que S, =m representa o tamanho da amostra. Portanto, com essas
notacdes, a fungio suporte de verossimilhanga é dada por:

1nL=1n{ ()] }

:y%O £, Infe(y)]

- _ .

y-1 -y-1
(1:+16) 1 (x+i9)
_ % £ In njy=0 y=0
—0 Y y-1
y=0 d I1 (1-+i6)
A y=0 A

-C-§, lzlln (1+i0)+ z {(sn -8, Jin(n+i8)+S__,_.In(+i6)}

em que

C=§ fyln[nJ e x=1-=w
y=0 y

Utilizando-se os conceitos de derivadas parciais, tem-se:
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IR PR n-—1
LN > In(1+i6)
Om =0 Om Qe 8L

FE[E by uteomes, , nt]

=% 3075 Sp_gi
i=0f T+10 ¥ +16
e
olnL _n-1 3 S T
=Fr—=|LE=8 In(1+i6
26 ane{ o Z 1a( I)J

555 s ntees, )]

i=1

i=0

='§i Sn_si%‘Sn—l——i_ S
7T+ 10 X + 10 1+i0 |

Devido ao fato de o sistema

r@lnL_

OT

0

dlnlll -
. 30

0

ser ndo-linear nos pardmetros m e O, alguma técnica numérica toma-se

necessaria para resolvé-lo. Um método numérico frequentemente utilizado para
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P e ok

obtencdo de solugdes de equagdes nio lineares (ou sistema de equagdes ) € o
método de Newton-Raphson, utilizado por diversos autores, como Griffiths
(1973), Smith (1983) e Ridout, Demétrio e Firth (1999). No presente caso, trata-
se de um sistema ndo linear de duas equagdes e duas variaveis (parametros) a
serem determinadas.

Definindo f; como a primeira equagdo, e f, como a segunda, o método

de Newton-Raphson fomece a seguinte solugio para o sistema:

< ~ £, (nk’ ek)

= — J-l

ek-l—l ek fz (ﬂk, ek)

em que J! representa a mversa da matriz jacobiana de f; e f,.A solugio

acima ndo representa necessariamente um ponto de maximo na superficie

determinada pela fungdo de verossimilhanga, mas caso seja 0 maximo global,

X = Tmy © ok = Omv s#0 os estimadores de maxima verossimilhanca de = e
6.

Uma sub-rotina em Fortran que fornece estimativas de maxima
verossimilhanga de = ¢ 6 foi dada em Smith (1983) e posteriormente
modificada (Smith e Ridout, 1995). J4 Madden (1994) propds um programa
computacional para o ajuste da DBB a dados de incidéncia de doengas
utilizando, também, o método da maxima verossimilhanga.



2.3.3 Método de Médias e Zeros

O método de médias e zeros para a estimagdo dos parametros da DBB
foi descrito por Chatfield ¢ Goodhardt (1970). Os autores justificaram seu uso

em casos em que a DBB assume forma de U (o<1, B<1). Suas justificativas

fundamentaram-se nos resultados de Anscombe (1950), que mostrou que o
método de médias e zeros € mais eficiente que o método dos momentos no ajuste
de distribuigGes binomiais negativas em forma de J (J-shaped) reversas (alta
incidéncia de zeros na amostra). A conjectura dos autores foi baseada no fato de
a distribui¢do binomial negativa poder ser dada como limite da DBB, quando n

e B tendem a infinito.

Em um conjunto de dados em que se observa uma alta incidéncia de
zeros, o método de médias e zeros possui um forte apelo intuitivo, pois seus
estimadores sdo obtidos de modo que as frequéncias esperada e observada na
classe zero se igualem. Isto é, dadas estimativas iniciais dos pardmetros pelo
método dos momentos, calcula-se a probabilidade esperada de zeros,
comparando-a com a proporgao observada de zeros. O método consiste de uma
técnica iterativa simples e é apresentado a seguir. Utilizou-se a notagdo P() ao
invés de f() para evitar confusdes de notagio de frequéncia observada e
probabilidade tedrica.

Sejam m; e s?, respectivamente, a média e a variancia amostral, as
estimativas de a e B, pelo método dos momentos, sdo dadas por:

- -m, [§? - m, (n—m, )]
! nS? - m;(n-m,)

By oom) )0‘

m,

1
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Calculando a probabilidade tedrica de zeros utilizando os parimetros ag

e By, tem-se:

(-2

Comparando P,(0) com ;—0, se:

p,(0)>f2
m

entdo os valores de o ¢ B devem ser aumentados de tal forma que suas razdes

permanecam constantes. Os autores sugeriram este acréscimo definindo:

o, =Lle;, e B,=LIB,.

Assim,
m, =n S %
o +By oy +B,
Além disso,
B, +k <Ptk , k=12,.,(n-1)
o, +B,+k o, +B,+k
e

B __ B

o +B, oy 4B
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Portanto,

- B(az .1 "‘Bz)_ (Bz "‘n‘])(ﬁz +n—2)...]32
Y2 (0)_ B(a2 ,Bz) - (az +B, +n—1)(a2 +B, +n—1)...(a2 +B, )< s (O)

e, consequentemente, o acréscimo em o e P alterou a probabilidade tedrica de
zeros na diregdo desejada; isto €, com o aumento de o e P, a probabilidade

teorica tende & proporgio observada de zeros.

Caso contrario, se
f,
Py (0)< ;0 >

entdo os valores de « e B devem ser diminuidos, também, de modo que suas

razdes permanecam constantes. O fator de redugdo sugerido foi 0,9 . Assim,
a,=09a,; e B,=09B,.

Analogamente, justifica-se que esta reducio em o e B faz com que a

probabilidade tedrica tenda a proporgio observada de zeros.
As terceiras estimativas de o e B sdo obtidas por interpolagdo linear de

modo que, definindo-se
f
z =P (O) -
m

f,
2, = Pz(O)—;O
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e interpolando-se linearmente para z3 =0, encontra-se:

Portanto, os estimadores de médias e zeros para & e 6 sio:

e ——L e O ——1
" agpy " ag+h,

Na verdade, pode-se obter tantos acréscimos ou redugdes nos valores de

o e B quanto se deseje; porém, os autores afirmaram que estas estimativas
obtidas sdo suficientemente acuraticas.

2.3.4 Método da Anilise de Variancia (ANAVA)

O método da ANAVA ¢ bastante empregado em estudos de genética
para estimar componentes de varidncia em analises realizadas em dados
representados por variaveis continuas.

Apresenta-se, a seguir, um modelo aleatério de analise de variancia com
um fator, como justificativa tedrica do processo de estimagdo da correlagio
intra-classe. As abordagens aqui apresentadas estiio essencialmente relacionadas
com as colocagbes mais gerais sobre procedimentos de inferéncias para a

correlagdo intra-classe descritos por Donner (1986).
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Supondo que o j-ésimo individuo do i-ésimo grupo possa ser

matematicamente descrito como

Yij=p+aj+ej, i=L,2,..,m, j=12,..n
em que

p = média populacional;

aj= efeito do grupo i. Estes efeitos sdo tidos como identicamente e
independentemente distribuidos com média 0 e variancia c%;

ejj = residuos que s3o identicamente e independentemente distribuidos com
média 0 e varidncia 63 ;

aj e ejj sdo independentes.

A variancia de y;; € dada por

e e
e a correlagdo intra-classe p, definida como
__O¢
o +063
A estimacdo de p é retratada por Donner (1986) como um “subproduto”

do processo de estimagdo dos parametros c%; e o% através da tabela de analise

de variancia (Tabela 1) associada ao modelo acima descrito. Na pratica, 0'% e

c?f) sdo os parametros de maior interesse e de interpretagdo mais simples,
enquanto p reflete apenas as suas contribui¢Ses em relagdo a varidncia total da

caracteristica sob estudo.
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TABELA 1. Analise de varidncia para um modelo de efeitos aleatérios

Ccv GL

SQ QM E(QM)
Entre grupos m-1 ny 6—“ - y')z QM o3 +noz
Dentro de grupos m(n - 1) DI (Yij _yi.)z QM, 0'12)
i
Total mn-1 ?2]: (yU _‘)7)2

Visto que estimadores ndo viesados de o% e c% sdo dados,

respectivamente, por

Vo=QM, e V =_%;_Q_Mll,

o estimador de analise de variancia, para p, é

o= QMg -QM,,
¥ QMg +(n-1)QM,

A Tabela 1 apresenta as causas de variagio e seus respectivos graus de
liberdade, somas de quadrados, quadrados médios entre e dentro de grupos e as
esperangas de quadrados médios. E importante observar que até este ponto ndo
se especificou que tipo de distribuigdo seguem os dados; mas, em particular, se
seguem uma distribui¢do normal, poder-se-ia aplicar o teste F para a verificagio
da existéncia da variabilidade entre grupos (Donner, 1986).
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2.3.4.1 Ajuste da DBB pelo Método da ANAVA

O uso do método da ANAVA em dados binarios foi sugerido por Elston
(1977) para estimar a correlagdo intra-classe em um experimento em
Teratologia. Posteriormente, Crowder (1978, 1979) justificou o método da
ANAVA na estimagdo da correlagdo intra-classe em dados representados como
propor¢des seguindo uma DBB. Desde entdo, diversos pesquisadores em
Teratologia, Toxicologia e outras areas vém utilizando esta metodologia.

Supondo agora que a distribuigio f () em questdo seja uma beta-
binomial, visto que o pardmetro p é uma fungdio de 6, o método da ANAVA
pode ser usado para estimar o pardmetro 6, enquanto %, segundo sugestdo de
Elston (1977), ¢ estimado da mesma forma que no método dos momentos.

Relembrando que para uma beta-binomial, p é dado por
0
p=—,
+
segue-se que
o=
1-p
Portanto, o estimador de analise de varidncia de © é dado por

_QM; -QM,
av n QMD .

2.4 Estatisticas de Avaliacio de Estimadores

A principio, ndo se sabe se os métodos apresentados no subtépico 2.3
fornecem os mesmos resultados na estimagiio dos pardmetros. Existem diversas

técnicas que permitem avaliar o desempenho de estimadores e ainda quantificar
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as diferencas entre eles, caso existam. Dentre estas técnicas, pode-se destacar as
estatisticas viés, erro quadratico médio (EQM), consisténcia simples (CS) e
desvio padrdo (DP), cujas definicGes estdio apresentadas a seguir e podem ser
consultadas em Casela e Berger (1990).

2.4.1 Viés

O viés de um estimador pontual w, de um parametro o, ¢ a diferencga
entre o valor esperadode w e o . Isto ¢, Viés,, (w)=Em(w) -0.

Em particular, se o estimador tiver viés nulo, entio E w(w) =0.

24.2 EQM

O erro quadritico médio de um estimador pontual w, de um parimetro
® , & a fungdo definida por E,, (w - m)z .

Como pode ser observado, o erro quadratico médio mede a diferenca ao
quadrado média do estimador w e o pardmetro ® . Existem outras fungdes que
podem ser utilizadas para medir a distincia entre o estimador e o parametro,
como, por exemplo, E, (lw—(o]). Porém, o EQM é preferivel por duas razdes:

uma ¢ o tratamento algébrico mais simples e a outra é o fato de o EQM ter a
interpretagio

E,(w-0) = Var, (w)+[Viés, (w)]*.

Logo, o EQM incorpora duas componentes, em que a primeira é uma

medida da variabilidade do estimador (precisdo) e a segunda mede o viés
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(acuracia). Portanto, um estimador que tem boas propriedades de EQM, tem
variancia e viés pequenos. Naturalmente, para encontrar estimadores com essas
“boas propriedades™ de EQM, € necessario procurar por aqueles que controlam
bem tanto o viés quanto a varidncia. Em particular, se o estimador for nio

viesado, tem-se:
E, (w—co)2 = Var, (w).

Isto ¢, se o estimador for ndo viesado, 0 EQM do estimador sera igual a sua

‘variancia.
243CS

Diz-se que um estimador @ é consistente simples se paratodo >0, e

todo 0 €@,
:}.i_r?w P"w—co|<s]=1

Se um estimador w satisfaz a terceira definigiio, pode-se dizer que a
probabilidade de a diferenca entre w e o pardmetro @ ser tio pequena quanto
se deseja € igual a um, desde que o tamanho da amostra seja suficientemente
grande. Esta é também uma propriedade desejavel para um estimador, visto que
é razodvel esperar que se o tamanho da amostra cresce, ela representara a

populacdo de forma mais fidedigna, no processo de estimaggo.
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2.44 DP

O desvio padrdo em Casela e Berger (1990) é definido, em termos do

momento central de ordem 2 dado, como Var (W)=E[W--E(w)]2 . No entanto,

em um processo de simulagdo, sua definicdo esta baseada no conceito de
varidncia amostral, como ja apresentado no subtépico 2.2.1, e define-se desvio

padrio de w como a raiz quadrada da varidncia amostral, dado por:

> w2 _M
DP, (w)= n

?

n-1

apos aplicar n vezes o estimador ® .
Casela e Berger (1990) comentam que o DP tem a mesma interpretagio
que 2 varidncia no sentido de que se os valores médios de w forem pequenos, é

plausivel que w seja igual a E(w) e, contrariamente, para valores maiores de

W, espera-se uma maior variabilidade. O DP €, em geral, mais adotado por
possuir uma interpretagdo mais simples, visto que sua unidade de medida
coincide com a de w, enquanto a unidade da varidncia é dada como o quadrado
da unidade de w.

Embora as definigGes dos subtdpicos 2.4.1 e 2.4.2 tenham sido dadas em
termos da esperanga matematica, suas interpretagdes sio entendidas por médias.
Isto €, a esperanca de um estimador é a média das estimativas obtidas ao se

aplicar o referido estimador infinitas vezes, numa mesma situagdo.



2.5 Simulagées Prévias Envolvendo Comparacio de Estimadores

Donner ¢ Koval (1980) compararam, via simulagio Monte Carlo, o
estimador da ANAVA e maxima verossimilhanga para a correlagio intra-
classe utilizando a distribuigio normal multivariada como a distribui¢io de
probabilidade implicita. Os autores recomendaram o método da ANAVA em
casos em que se tem algum conhecimento a priori se os valores da correlagio
intraclasse sdo baixos a moderados (p <0,5), enquanto para valores altos de p,
o método da maxima verossimilhanga foi o mais adequado.

Visando estudar o comportamento de um novo estimador de momentos
estabilizado (ngap, N=1/6), Tamura e Young (1987) conduziram um estudo
de simulagdo utilizando a DBB, em que o objetivo principal era verificar a
validade da incorporagdo de informagdes a priori sobre a proporgdo de tumores,
em roedores, provenientes da aplicagdo de medicamentos teste. Com base no
estudo de Tamura e Young (1986), foram geradas 100 amostras pseudo
aleatorias de uma DBB, em que os parimetros foram: =0,15 combinado com
n=40 (incidéncia de tumores moderada), ®=0,02 combinado com n=102
(incidéncia de tumores baixa). Em ambas as situa¢des foram utilizados n =20;

40; 60; 80 e m =10; 20; 40, e os resultados obtidos pelo estimador Ngtap foram
comparados com os de Ny, € Mgy - Os autores concluiram que para valores do
fator de estabilizacdo entre 0,3 e 0,6, ng,p fomeceu menor desvio médio

absoluto (DMA) que os estimadores de momentos e maxima verossimilhanca
quando considerada a situagdo de baixa incidéncia de tumores e também na

situagdo de incidéncia moderada para m<20.

Feng e Grizzle (1992), motivados pelo problema de estimar o tamanho

de amostras em estudos de grupos aleatorizados, compararam o método dos
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momentos € da ANAVA na estimagio de p. Para cada combinagdo dos
parametros, = (0,05; 0,20; 0,35), p (0,00; 0,03; 0,06), n (30; 90; 270) e
m (10; 30; 90), foram geradas 500 amostras pseudo-aleatérias de uma DBB.
A avaliagio dos estimadores foi feita através do viés, desvio padrio e
consisténcia. Os resultados permitiram concluir que: i) os estimadores foram
consistentes para m suficientemente grande (m >30), embora o viés do
estimador de momentos tenha sido muito menor que o do estimador da ANAVA
para baixos m, ii) as varidncias de ambos foram semelhantes e lii)paran e m
fixos, o viés aumentou 4 medida que p e & cresceram.

Yamamoto e Yanagimoto (1992) propuseram um estimador nio viesado
de momentos (pyp ) para p baseado numa equagio de momentos ndo viesada e,
via simulagdo, o compararam com outros trés estimadores de momentos e com o
de méaxima verossimilhanga. Entre os outros trés estimadores de momentos esta
Pm, & chamado estimador de momento central, e Pstah» estimador de
momentos estabilizado de Tamura e Young (1987). Os parimetros para a
geracdo dos dados foram designados através de experiéncia prévia com estudos
em Teratologia. Foram utilizados dois valores de = (0,05; 0,20), combinados
com cinco valores de p (0,01; 0,02; 0,04; 0,08; 0,16), considerados baixos, e
©=0,40 combinado com outros cinco valores de p (0,20;0,25; 0,30; 0,35;
0,40), considerados altos. Ambas as situagdes utilizaram m=20 e n=10. A
partir destes pardmetros, foram geradas 10.000 amostras pseudo-aleatorias de
uma DBB e aquelas que conduziam a estimativas indeterminadas ou maiores

que um, para p , eram excluidas do estudo, e as negativas eram igualadas a zero.
Para os quatro estimadores, foram calculados média, viés médio e a razio
E=EQM/(MA)2, em que MA representa a média amostral do estimador. Os

autores concluiram que as combinagdes de baixos m (7<0,20) e p (p<0,08)



conduziram a muitas estimativas negativas de p e, consequentemente, a vieses
positivos para ppy. Nos outros casos, o viés foi negativo para todos
estimadores, exceto pPgah ., que foi sempre positivo, € pp, , que foi negativo
apenas em duas configuragdes ( ©=0,05 combinado com p=0,08 ¢ 0,16). O viés
de pyp foi, em geral, menor que o de pyy e a eficiéncia correspondente,
medida por E, foi também maior para pyp. Com base nestes resultados, os
autores concluiram que seu estimador é “melhor para uso pratico”.

Lipsitz, Laird e Brennan (1994) conduziram um estudo de simulagdo
com o objetivo de estudar métodos de estimagdo para o “coeficiente de
concordancia” «, através da correlagdo intra-classe, em psiquiatria. Neste tipo
de pesquisa, deseja-se quantificar a semelhanga entre diagnésticos de psiquiatras
para pacientes com distirbios mentais. Os grupos foram constituidos de, no
minimo, dois psiquiatras, que avaliavam o paciente e atribuiam sucesso se o
diagnostico fosse neurose, e fracasso se o distirbio fosse outro. Para o estudo,
foram geradas 1825 amostras pseudo-aleatorias de uma DBB, a partir dos
pardmetros m=26, n; =3;4;5; 6, ®=0,36 ¢ x=p=0,41, que foram baseados
no exemplo de Fleiss (1971). As estimativas de p foram obtidas por pyy €
outros trés estimadores nido-iterativos. Para a comparagio dos estimadores,
foram levados em conta o viés, a eficiéncia e a porcentagem de intervalos de

confianca (95%) que continham o valor real de x (p). Alguns problemas de

convergéncias com o estimador pp,, foram encontrados em pequenas amostras,
embora tenha apresentado a menor varidncia e 95% de seus intervalos de
confianga continham o valor real de k. Os resultados para os estimadores n3o-
iterativos foram similares aos de maxima verossimilhanga.

Kung-Jong, Cumberland ¢ Kuo (1996) propuseram um intervalo de

confianga para a correlagdo intra-classe (p ) no caso beta-binomial. O intervalo
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de confianca foi deduzido a partir dos momentos amostrais m; e S e, através

de um estudo via simulagio Monte Carlo utilizando 10000 amostras
(repeticdes), os autores compararam o intervalo proposto com o obtido pela
técnica jackknife. Utilizando os valores paramétricos m =20; 50; 100, n =5; 10;
15 ==0,10; 0,20; 0,40 e p =0,10; 0,20; 0,40, dados eram simulados através de
uma DBB e os intervalos de confianga obtidos, bem como seus respectivos
niveis nominais de significincia e comprimentos. Os autores concluiram que

com m2350 o intervalo de confianca proposto obteve um bom desempenho,
exceto nas situagdes em que um alto valor de p era combinado com baixos = .
Quando m=20, o intervalo proposto ainda apresentou bons resultados nas
situagdes em que p era pequeno.

Num amplo estudo, via simulagio Monte Carlo, Ridout, Demétrio e
Firth (1999) avaliaram vinte estimadores para a correlagio intra-classe (p) em

dados binarios. Foram estudados entre vinte estimadores para p , os estimadores
Pmv € Pay © 0s estimadores de momentos de Tamura e Young (1987) (Pstab) »
Kleinman (1973) (pkeq € Pkpr) © Yamamoto e Yanagimoto (1992) (Pub) -
Ambos os estimadores pkeq € Pkpr utilizam o momento amostral central de
ordem 2 como estimador da varidncia amostral e diferem entre si apenas pelo
fato de Pkeq Pressupor nj=n, para todo i=1, 2, ..., m . Os autores justificaram,
analiticamente, que: i) para tamanhos de grupos iguais, os estimadores dentro
dos conjuntos {pay, Pub} € { Pkeq> Pkpr} s30 equivalentes e ii) os estimadores
Pav, Pkpr © Pub PoOssuem o mesmo comportamento assintético, isto é, sdo

também equivalentes 4 medida que o nimero de grupos tende a infinito. Para as
analises via simulagio foram gerados dados pseudo-aleatérios de uma DBB a

partir das combinagdes de trés valores de = (0,05; 0,20; 0,50), cinco valores de



p (0; 0,05; 0,20; 0,50; 0,80), dois valores de m (10; 50), trés distribuigdes de
probabilidade (beta-binomial e duas outras distribuicdes mistas finitas) e dois
arranjos de tamanhos de grupos obtidos dos estudos de Kupper et al. (1986) e
Brass (1958), totalizando, assim, 180 configuragdes. Amostras que satisfaziam
pelo menos uma das condigdes, i) y;j=0 paratodo i=l,...,m, ii) y;=n; para
todo i=L ...,m eiil) nj=1 paratodo i=l,...,m, eram eliminadas do estudo, e
estimativas de p fora do espago paramétrico (0,1) eram substituidas pelo
extremo adequado. Este cuidado evitou problemas de estimadores indefinidos e
os autores ainda argumentaram que a rejei¢do deste tipo de dado simulado é
razoavel, visto que ndo representa uma situagio pratica. Para avaliacio da
qualidade dos estimadores foram obtidas as estatisticas viés, DP ¢ EQM, sendo
que os EQM’s foram utilizados para calcular a eficiéncia relativa do estimador
em questdo, dada pelo quociente E=EQM(pp,y)/EQM (estimador). Os
resultados mostraram que as distribui¢des dos vieses da maioria dos estimadores
foram assimétricas a esquerda, indicando que os estimadores foram
negativamente viesados sob algumas condi¢des de simulagio e raramente
apresentavam vieses positivos. A distribui¢do do desvio padrio foi assimétrica a
direita para todos estimadores e os que apresentaram maior EQM foram os que

apresentaram maior viés, sendo pPggap um deles. Os estimadores
assintéticamente equivalentes, p,y, Pkpr € Pub, comportaram-se de forma
similar sob todas as condigdes de simulagio e apresentaram o menor EQM
Juntamente com pyyy . Os autores ressaltaram, ainda, que quanto a eficiéncia, é

um tanto dificil comparar os estimadores quando as diferentes distribuicdes de
probabilidades sdo consideradas, e dai as dificuldades de se tirarem conclusdes

mais gerais.
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3 MATERIAL E METODOS

Os estudos propostos para os métodos de estimacdo, Ja@ descritos em
Referencial Teérico, foram conduzidos via simulacdo Monte Carlo. A técnica
em si tem como objetivo a geracdo de niimeros pseudo-aleatérios segundo uma
distribuicio de probabilidade pela qual se tenha interesse. Este método tem sido
amplamente empregado nas mais diversas areas da ciéncia, Pois representa , por
exemplo, a possibilidade de se testar uma técnica de analise sem a necessidade
de se coletarem dados reais (Moore e Tsiatis, 1991). Como vantagens, pode-se
apontar uma maior abragéncia de situagdes que podem ser estudadas e a redugio
nos custos inerentes a uma pesquisa. Embora estudos realizados via simulacdo
permitam conclusdes mais abrangentes, deve-se ressaltar, também, que ¢é
interessante aplicar as técnicas que foram testadas em dados reais como um
comparativo com resultados prévios. Dentre os trabalhos consultados, que
utilizaram este procedimento com a distribuigio beta-binomial, incluem-se os de
Yamamoto e Yanagimoto (1992) e Feng e Grizzle (1992). Neste estudo, foram

analisados apenas resultados simulados.
3.1 Simulac¢do dos Dados

Foram implementados quatro programas em SAS® com o objetivo de
obter dados segundo a distribuigio beta-binomial e, em seguida, o ajuste dos
parametros da distribuigio amostral obtida pelos métodos dos momentos,
maxima verossimilhanga, médias e zeros e ANAVA. Para isso, foram utilizados
os valores paramétricos n (5; 10; 20), = (0,05; 0,25; 0,50) e 8 (0,01; 0,10;
0,30; 0,50; 1,00; 3,00) e os numeros de grupos m (5; 10; 20; 80; 100),
totalizando 270 configuragdes. Os valores paramétricos foram escolhidos

segundo motivagdo pratica em diversas areas.
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O procedimento de geracdo dos valores y esta baseado no fato de, para
um valor x entre zero e um, existir um y tal que F(x):y . Assim, através da
fungio ranuni do SAS®, valores r de uma distribuigio uniforme eram gerados e
comparados com os de uma DBB acumulada x. Se r>x, entdo um sucesso era
acrescentado a y e continuava-se o processo até que os n “individuos™ dentro
daquele grupo fossem “observados”. Caso contrario, se r<x, o valor 0 era
atribuido a variavel y e prosseguia-se até que os m grupos fossem gerados.
Com base em Yamamoto e Yanagimoto (1992) e Ridout, Demétrio e Firth
(1999), amostras que satisfaziam pelo menos uma das condigdes abaixo eram
eliminadas:

i) y; =0 paratodo i=1,....m

ii) yi=n paratodo i=1,...m.

A rejeicdo deste tipo de amostra justifica-se pelo fato dessas induzirem a
estimativas indefinidas, e também pela abrangéncia pratica do estudo. Se para os
grupos observados ndo houver algum sucesso em algum deles, ou
contrariamente, se todos os individuos dentro dos grupos apresentarem sucesso,
ndo ha necessidade pratica da pesquisa. O processo de geracdo das amostras era
repetido de tal forma que 1500 amostras iteis eram obtidas para cada
combinag¢do dos parametros. Estas podem ser entendidas como repetigdes das
amostras geradas sob os mesmos parametros e s3o particularmente uteis pbr
permitirem o calculo das estatisticas utilizadas na avaliagdo da qualidade dos

estimadores.
3.2 Estimagio

O conjunto de valores estimados por cada método era analisado de modo
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que estimativas de @ e © fora de seus respectivos espagos paramétrico eram
eliminadas.

Os procedimentos do SAS® utilizados no processo de estimagido foram:
PROC SORT, PROC MEANS, PROC FREQ ¢ PROC IML. O primeiro foi utilizado na
ordenacdo dos dados obtidos em 3.1, o segundo no calculo das somas, médias,
varidncias e somas de quadrados ndo corrigidas, o terceiro na distribuigio de
frequéncias de y e o ultimo permitiu a construgdo das estimativas obtidas para o
calculo do viés, EQM, CS e DP.

Apés a ordenacio dos dados pelo PROC SORT, eram obtidas, pelo PROC
MEANS, as médias e variancias das 1500 amostras (repeticdes). As formulas da

média e varidncia utilizadas pelo PROC MEANS s3o, respectivamente, 0 momento

amostral de ordem 1, mj, e a varidncia amostral Sz, definidas no subtdpico
2.3.1. Portanto, as estimativas pelo método dos momentos eram obtidas
diretamente através da substituicio das médias e varidncias amostrais nas
formulas wy e O em 2.3.1.1, para cada uma das 1500 amostras. No caso do
método da maxima verossimilhanga, estas eram armazenadas em um outro
banco de dados para serem posteriormente utilizadas como valores iniciais no
processo iterativo.

Para 0 método da maxima verossimilhanga, além das estimativas de
momentos a serem utilizadas como valores iniciais no processo iterativo, foram

também obtidas, através do PROC FREQ, juntamente com a op¢do table y, as
frequéncias observadas na classe y, fy (y=0,l,...,n) para cada amostra. No
ambiente de matrizes PROC IML, os valores auxiliares S; (i:l,...,m) eram

obtidos ¢ uma rotina analoga & encontrada no manual do PROC IML SAS®, pP-
114, foi construida para encontrar a resolugdo pelo método de Newton-Raphson
do sistema de equagdes de verossimilhanca. Foi estabelecido um néimero

maximo de 100 iteragdes, e o critério de convergéncia adotado foi
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k

|wk+1—wk|<0,001, em que w**! ¢ w* eram as estimativas na iteracdo

k+1 e k, respectivamente.

As estimativas pelo método de médias e zeros foram obtidas conforme o
algoritmo em 2.3.4. Tal algoritmo foi implementado dentro de um data set
especifico em que as estimativas iniciais de o ¢ B foram obtidas pelo método
dos momentos.

Para o método da ANAVA, além de média e variancia, também eram

pedidas, no PROC MEANS, as somas e somas de quadrados nio corrigidas de y

para cada amostra. Através das formulas

Fm mn 2-
1|5 (BEY
QME= i=1 A
(m-1)| n mn
€
>y?
1 ma , a!
Mn = —— 2 _ i ,
Mo m(n-1) i=zlj§1y” n

os quadrados médios entre e dentro de grupos eram obtidos e substituidos na
formula de 6,y descrita em 2.3.4.1. Como ja mencionado em 2.3.4.1, m,, foi

calculado da mesma maneira que no método dos momentos.

42



3.3 Avaliacdo dos Estimadores

Ao final do processo de estimagio para cada estimador, foram
calculados, no ambiente PROC IML, as médias das estatisticas, viés, erros
quadraticos médio (EQM), consisténcia simples (CS) e desvio padrio (DP), para
cada configuracdo, ao longo das 1500 repeticdes. As formulas utilizadas foram
as descritas em 2.4. Relembrando que embora as duas primeiras tenham sido
dadas como esperancas, deve se ter em mente que a definicio de esperanga
matematica € uma média ao longo de infinitas repeticdes da situacio. Neste
estudo, cada situacdo foi repetida 1500 vezes. Além disso, foi também aplicado
o procedimento PROC UNIVARIATE nas estimativas de 7, 0, viés e CS com o
objetivo de avaliar suas distribuicges, e também verificar a partir de que valor de
m os estimadores eram normalmente distribuidos.

As anilises através das estatisticas avaliadoras foram conduzidas
observando-se seus comportamentos em quatro situagdes, nas quais foram
calculadas as médias de cada uma das estatisticas para cada estimador,
considerando-se i) as 270 configuragdes, ii) cada valor de n, iii) cada valor de
m, e iv) cada valor de ©. A primeira situagio forneceu um desempenho global
dos estimadores e as médias em i), iii) e iv) permitiram avaliar o desempenho
dos estimadores para os diferentes valores de n, m e 6. Tendo-se em mente
que se esperavam boas propriedades dos estimadores com o crescimento de m
procurou-se, também, verificar como se comportaram os estimadores com o
crescimento de n, dado um valor fixo para m. Quanto ao parimetro 9,
relembrando que este mede o afastamento dos dados de uma distribuigio
binomial, foi também de interesse pratico observar o que ocorre com as
estatisticas avaliadoras 4 medida que © cresce.



4 RESULTADOS E DISCUSSAQO

4.1 Estimadores de =

As Figuras 2, 3 e 4 mostram o viés, EQM e DP dos quatro estimadores
propostos, calculados como a média das 270 configuragdes. Nota-se claramente

que os estimadores T, € T, S30 OS que apresentaram menor viés, sendo o
viés do primeiro negativo e do segundo, positivo. Os vieses de Ty, e T4, foram,
em geral, positivos, e 0s de Tty , Ty , negativos. Recordando que gy =7,y , €
importante ressaltar que embora o vieés de my, tenha sido maior que o de w,, ,

isso ¢ devido apenas ao fato de os dados utilizados para cada método terem sido

oriundos de sementes aleatorias. O DP de mp,, foi o menor, seguido de 7y, ,
enquanto o EQM de mp,, foi o maior, seguindo o mesmo comportamento do

viés; isto €, estimador com viés mais alto apresentou maior EQM.

As estimativas medias das distribui¢des dos estimadores 7y, (ou Ty ),
Tmy © Ty pertenciam ao intervalo, ora determinado pelos quantis &g 35 e
80,50, ora determinados por §gs0 e &g 75, sendo que a primeira situacdo

ocorreu com mais frequéncia quando os valores de 8 foram combinados com

©n=0,50. Em ambas situagdes, as médias eram bem proximas da mediana
(§0.50)- Alguns casos em que os intervalos foram determinados por &g 75 e
£0.95 ocorreram para T, € T, em situagdes de baixos m (m<l10)

combinados com n=5¢20 e ©=0,05. As distribui¢des dos vieses seguiram
exatamente o mesmo comportamento da distribui¢do do estimador, sendo que

algumas excegdes foram encontradas para os estimadores dos vieses de 7, e

Tmz - VISt que sdo, em geral, negativos e logo, nesses casos, se os intervalos de
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Tmy OU Ty, fossem determinados porgg 50 e &g 75, 0 dos vieses eram por
£0,25 € §0,50 - A estatistica consisténcia simples era reduzida 4 medida que m

crescia e aumentada nas demais situagdes. Relembrando que esta estatistica
fornece a média dos médulos dos vieses, pode-se dizer que as estimativas tendem
a se afastar de seu valor real 4 medida que os pardmetros crescem fixando-se m .
Devido ao fato de CS tomar-se t3o pequena quanto se deseje, bastando-se, para
isso, apenas tomar um nimero de grupos (m ) suficientemente grande, pode-se

dizer que todos os estimadores estudados foram consistentes.

Viés dos estimadores de pi de M, MV, MZ e AV

0,02 - m M
0 hd .
ry e MV
[ 3
3
2 0024 A MZ
-0,06
Estimador

FIGURA 2. Viés médio dos estimadores de momentos (M), maxima
verossimilhanga (MV), médias e zeros (MZ) e analise de
variancia (AV) para as 270 configuragdes dos pardmetros.




EQM dos estimadores de pi de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 3. EQM médio dos estimadores de momentos (M), maxima
verossimilhanga (MV), médias e zeros (MZ) e analise de variincia
(AV) para as 270 configuragdes dos parametros.

DP dos estimadores de pi doe M, MV, MZe AV
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FIGURA 4. DP médio dos estimadores de momentos (M), maxima
verossimilhanga (MV), médias e zeros (MZ) e analise de variancia
(AV) para as 270 configuragdes dos pardmetros.

As Figuras 5, 6 e 7 ilustram o comportamento do viés, EQM e DP dos

quatro estimadores de =, a medida que m cresce. Nota-se que para baixos m
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(m <20), todas essas estatisticas sio relativamente altas, tendendo a diminuir a

partir de m=20, sendo que, para m>80, elas praticamente igualaram-se. Este

resultado, em geral, € esperado para qualquer estimador, pois espera-se, com o

crescimento de m , que a amostra torne-se mais representativa. Pode-se observar,

ainda, que o DP de mp,, foi baixo, mesmo para baixos m . Observando a

interpretagio dada a0 EQM de um estimador no subtépico 2.4, nota-se que o

EQM de 7y, foi o mais alto devido apenas ao seu viés ter sido também o mais

alto.
Relagio do viés(pi) com o crescimento de

0,03 —i—M
= 0 -#ﬂ ——MV
f -0,03 & 20 40 120 g Mz
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-0,09 -
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m

FIGURA 5: Relagdo do viés dos estimadores de =« :

o crescimento de m .
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Relagido do EQM(pi) com o crescimento de m
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FIGURA 6. Relacdo EQM dos estimadores de #: %y, Ty, Bz € Tay, COM
o crescimento de m.

Relagdo do DP(pi) com o crescimento de m
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FIGURA 7. Relagdo DP dos estimadoresde &: Ty , Ty, Tz € Tay, COM O
crescimento de m.

O teste de Shapiro-Wilk aplicado as sequéncias das 1500
estimativas de ®p, nas 270 configuragdes simuladas acusou normalidade nas

seguintes situacgdes:

48



i) 0=0,01, ©=0,25,'n=20 ¢ m>20; =050 n=5 ¢ m=100,
n=10e 20 e m>20.

ii) 6=0,10, ®=0,25, n=10¢ 20 e m>10; ®=0,50 n=5 e m>80,
n=10e 20 etodo m.

ii1) 0=0,30, ®=0,25, n=10,20 e m>20; %=0,50 n=5e20 e

m=>20, n=10 e m>380.

1v) 0=050, ®=0,25, n=5,10 em=100, n=10e20 e m>20;
7=0,50, n=5,10e 20 e m>20

V) 6=1,00 ¢ 3,00, ®=0,25, n=5,10,¢20 ¢ m=280; £=0,50, n=5
em=>20en=10e 20 e m>10.

Nota-se claramente que a normalidade foi detectada com maior

frequéncia 2 medida que os paridmetros cresciam e, exceto para =005, o
crescimento de m induziu 4 normalidade da distribuicio de 7,y . Este resultado é

importante quando se tem interesse na estimagio por intervalo do parametro =« .

O teorema central do limite garante que independente da distribuigdo de uma
variavel aleatéria com média p e varidncia 02, sua média tera distribui¢do
normal com média p e variancia o2/m , quando m tende a infinito (Casela e
Berger, 1990). Assim, supondo que y seja descrita por uma distribuigdo beta-
binomial, nny, sera normalmente distribuida com média p e varidncia 62 /m ,
desde que seja tomado m suficientemente grande. Portanto, pode-se dizer que

Ty tem distribuicio normal com média p e variancia oZ/nm. Com base

nisso, Madden, Hughes ¢ Munkvold (1996) sugeriram intervalos de confianga

49



para m, dado por Ty, + 2, ., S(Ry,), em que 2z)_p/2 é o percentil

(1-p/2)100 de uma distribuigio normal padrio e S(%,) ¢ o erro padrio. Para

pequenas amostras, os autores sugeriram que a distribuigio normal fosse
substituida pela distribuicdo 7, com m —1 graus de liberdade.

O teorema da normalidade assintética dos estimadores de maxima

verossimilhanga pode ser usado para construir intervalos de confianga para o

estimador Ty, , utilizando a matriz de informagao de “Fisher” para determinar as

variancias dos estimadores. Os resultados do teste de Shapiro-Wilk aplicado as

sequéncias das 1500 estimativas, obtidas segundo &y, para cada uma das 270

configuracGes, incorreu em normalidade nos seguintes casos:

)

0=0,01, #=0,50, n=20 e m>20.

0=0,10, ©=0,25, n=5 ¢ m=280; n=10 e m=100; n=20 ¢
m=>20; #=0,50 n=5 e m=100.

0=0,30, #=0,25¢ 0,5, n=5¢10 e m>80; n=20 e m=10;

0=0,50, ®#=0,25, n=5 e m=100, n=10 ¢ m>80, n=20 e
m=10; ®=0,50, n=5,10e 20 e m=20

0=1,00¢ 3,00, #=0,05, n=10e 20 e m>80; #=0,25 n=10 e
m=>80, n=20 e m210; =n=0,50, n=10 e m=>210, n=20 e

todo m .

Os resultados obtidos aqui sdo semelhantes aqueles encontrados para

Tm » © também aos fornecidos por Ty, . Ou seja, a normalidade assintética foi

detectada com maior frequéncia em configuragdes em que os valores reais dos

parametros cresciam, sendo que, exceto para ©=0,05, o crescimento de n e m



implicou em normalidade, o que era de se esperar. Ressaltando mais uma vez, os
resultados para m,y ndo foram comentados porque s3o exatamente iguais aos de
T -

As anlises considerando o crescimento de m para valores fixos de m
implicaram na redugdo do viés, DP, CS e EQM para o estimador 7wy, =%y, , em
todos os casos. As mesmas estatisticas aumentaram nas mesmas situagdes para o
estimador 7,y e apenas o viés do estimador 7y, . Considerando o crescimento
de 0, todas as estatisticas aumentaram em todos os métodos, embora Ty tenha

se mostrado menos sensivel a este crescimento que os outros estimadores.

4.2 Estimadores de 0

As Figuras 8, 9 e 10 ilustram o vies, EQM e DP dos estimadores Om >
Omv, Omz € B4y calculados como as médias das 270 configuragdes. Observa-
se, através da Figura 8, que 0,y e B, foram os estimadores que obtiveram o
menor viés, sendo que o de Op,, foi negativo, enquanto os dos demais foram
positivos. Por meio da Figura 9°, nota-se que os estimadores que obtiveram
menor EQM foram Oy € ,y, seguidos tanto para viés quanto DP por Omz -

Observa-se, ainda, que o DP dos estimadores de 0 (Figura 10) seguiu a mesma

ordem que o EQM, situagdo contraria & observada para os estimadores de = .



Viés dos estimadores de theta de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 8. Viés médio dos estimadores de 8, 8y, Oy, Oy € Oqy, para as
270 configuragoes dos pardmetros.

Considerando o fato de p ser uma fung3o crescente de ©, Yamamoto e

Yanagimoto (1992) argumentaram que era de se esperar que resultados obtidos

para p fossem analogos aos respectivos para 0, ou seja, os estimadores de ©
apresentariam o mesmo comportamento que os de p mostraram. L4, a equagio
de momentos ndo-viesada que originou pyp estava baseada nos mesmos
estimadores de momentos aqui utilizados. Como ja observado no subtépico 2.5,
Pub Obteve viés e EQM relativamente baixos, e com base nisso esperava-se que
O também apresentasse baixos viés e EQM. Na verdade, isso ocorreu quando
as configuragdes dos pardmetros nio incluiam 6>1,00 combinados com m <80 .

Vale ressaltar, ainda, que estimativas negativas neste estudo foram eliminadas,
enquanto em Yamamoto e Yanagimoto (1992), as mesmas eram igualadas a zero.
Isso pode ter provocado um aumento no viés e EQM globais nas situagdes em

que um grande numero de estimativas negativas eram encontradas.



EQM dos estimadores de thetade M, MV, MZ e AV
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FIGURA 9. EQM médio dos estimadores de 0, O, Oy, Omy € Oqy,
considerando as 270 configuragdes dos paridmetros.
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FIGURA 9°. FIGURA 9 ampliada.



DP dos estimadores de theta de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 10. DP médio dos estimadores de 8, 6y, Opy, Omz € Oav»
considerando as 270 configurag¢Ses dos parametros.

A Figura 11 ilustra o comportamento do viés dos estimadores a medida
que O cresce. Observa-se que o viés de By, foi visivelmente baixo para 6<0,5, e
a partir desse valor, aumentou consideravelmente. Este resultado condiz com os
de Feng e Grizzle (1992), em que os vieses de pp, e p,y aumentaram com o
crescimento de p . E importante mencionar que tanto o viés quanto o EQM e o
DP de 6, foram baixos, mesmo para 0>1,00, quando m=>80. Os altos valores
observados para as estatisticas de avaliagdo foram devidos a valores discrepantes
que ocorreram quando m=10. Nota-se, ainda, que os vieses de Opy, Oz ©
O,y também aumentaram com o crescimento de 6, mas Oy, e 0,, pareceram

menos sensiveis a este crescimento.



Relacao do viés(teta) com o crescimento de teta
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FIGURA 11. Relagdo do viés dos estimadores de ©: 8, Omy, Omg © Oav >
com o crescimento de 9.

A Figura 12 ilustra o efeito de ® no EQM. Novamente, o EQM de Om
foi o mais alto, e através da Figura 12° nota-se que O, foi o estimador que
apresentou menor EQM, seguido dos estimadores 64, € Op,, quando foi
considerado o crescimento de 6 . Através da Figura 13, nota-se que o DP de Omv
foi o menor, seguido por 84y € 8y, , e para 8, observa-se uma forte influéncia
do pardmetro 0 ; isto €, o crescimento de 8 implicou em crescimento do DP para
Om -

As Figuras 14, 15 e 16 ilustram a influéncia dos valores discrepantes nas
estatisticas de avaliagio para m=10, no estimador Om . Observa-se que as
configuragdes que mais contribuiram para a “explosio™ dos valores do viés, EQM
e DP foram aquelas associadas a m =10. Na verdade, essa situagdo ocorreu

também com valores de m=5¢ 20, mas como as figuras ilustram, os valores

mais altos provieram de configura¢des que incluiam m=10.

(1]
w



Relacio do EQM(teta) com crescimento de teta
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FIGURA 12. Relagdo do EQM dos estimadores de 6: 6, Oy, Oz € ©

com o crescimento de 0.
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FIGURA 12’. FIGURA 12 ampliada



Relagio do DP(teta) com o crescimento de teta

- 60 ——M

£ 40 —e—MV

é; 20 ——MZ
—eo— AV

(=]

teta

FIGURA 13. Relagéo do DP dos estimadores de 8: 8, Oy, Omz € Oay,
com o crescimento de 6.

Relagdo do viés(teta ) com o crescimento de m
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FIGURA 14. Relagdo do viés dos estimadores de 0, 6y, , Oy .O0mz © O,y , cOm
o crescimento de m .



Relagdo do EQ M(teta) com o crescimento de m
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FIGURA 15. Relacdo do EQM dos estimadores de 6: O, Oy, Omy € O,y
com o crescimento de m .
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FIGURA 15°. FIGURA 15 ampliada

58



Relagio do DP(teta) com o crescimento de m
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FIGURA 16. Relagdo do DP dos estimadores de 6: 6y, Omv,> Omz € Oy, com
o crescimento de m .

A estatistica CS também assumiu valores discrepantes quando os valores

821,00 foram combinados com m<20 e qualquer valor de = € n. O aspeto
observado no estimador 6y, na Figura 17 retrata uma situagdo de inconsisténcia
de O ligada as configuragdes anteriormente mencionadas. Embora a

consisténcia simples esteja relacionada diretamente apenas com as diferencas em
moédulo de as estimativas se tomarem t30 pequenas quanto se deseje, bastando
para isso tomar um nimero de grupos suficientemente grande, pode-se falar em
inconsisténcia de O, naquelas situagdes. Com o objetivo de sanar as duvidas
inerentes que surgiram, as simulagdes para as configuragdes indicadas foram
repetidas, e nenhuma diferenca significativa ocorreu, o que nos levou a crer que
este resultado era consistente.

Um outro problema que deve também ser mencionado é o de estimativas
negativas que os estimadores podem fornecer. A eliminagdo de amostras em que
todos os individuos dentro de grupo ndo apresentavam sucesso para todo grupo,

ou contrariamente, todos eram sucesso para todos os grupos observados, evitou o
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ou contrariamente, todos eram sucesso para todos os grupos observados, evitou o
problema de estimadores indefinidos. No entanto, estimativas negativas de ©
surgiram para todos os estimadores, e embora tenham sido eliminadas do estudo,
essa situagdo pode ocorrer na pritica. Para Op, uma maior frequéncia de
estimativas negativas estava associada a amostras que haviam sido geradas a
partir de configuragdes que envolviam baixos m (<20) e ®=0,05 e altos 6

(=1,00).

Progressio da CS dos estimadores de teta de M, MV,

MZ e AV

4
< 3 - M
b
g 2 - —e—MV
8 14 —a—MZ

0 " ' - : , —@—AV

0 20 40 60 80 100 120

FIGURA 17. Relagdo da consisténcia simples dos estimadores de 6: 6, Oy,
Omz € B4y, com o crescimento de m .

Alguns problemas de convergéncia foram observados nos estimadores de
maxima verossimilhanga quando 0<0,10. estavam associados com os valores
®=0,5, n=20 e m=<10. Como o método da maxima verossimilhan¢a utilizou,
como valores iniciais, as estimativas obtidas pelo método dos momentos, é
provavel que muitos dos problemas de convergéncia sejam devidos ao valor
inicial e ndo ao método em si. Vale lembrar que 0 método de Newton-Raphson

garante que se os valores iniciais forem tomados num intervalo adequado, entdo o
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método converge. Porém, estimativas discrepantes foram obtidas pelo método
dos momentos quando ©>1,00. Assim, a convergéncia do método de Newton-
Raphson pode ter sido comprometida naqueles casos.

Com as mesmas configuragdes indicadas no método da maxima
verossimilhanga, surgiram, também, problemas no método de médias e zeros.
Relembrando que os valores iniciais utilizados neste método foram também
obtidos pelo método dos momentos, deparou-se também, aqui, com o problema
de estimativas discrepantes. Além disso, devido ao fato de este método utilizar o
modelo DBB, surgem também as limitagdes da fungio gama. Observando a
fungdo gama descrita no tépico 2, vemos que ela ¢é definida por uma integral no
intervalo de zero a infinito. No SAS®, valores do argumento da fungdo maiores
que 171 ou menores que E-12, por exemplo, sdo ignorados, e dados como
valores perdidos. Como ilustragdo, considere o exemplo em que =050,
6=0,01 e n=20. Tomando-se m=10, dados foram simulados e as estimativas
iniciais (pelo método dos momentos) para = ¢ © foram determinadas como
n=040 e 65 =0005168. Substituindo-se estes valores em Pi(0), o
argumento para a fun¢3o gama foi dado como invalido, e logo os valores de Pl(O)
e PZ(O) ficaram indefinidos e o método nio pode ser continuado. Esse tipo de

problema foi mais freqilente em configuragdes que envolviam baixos ©
(6<0,10)e m (m=<20)e = (n=0,50).

Problemas analogos de estimativas negativas com o método da ANAVA
surgiram com as mesmas configuragdes do método de médias e zeros. Aqui,
estimativas negativas foram mais frequentes (50% em meédia) em configurag¢des

que envolviam 6<0,10, embora tenham diminuido significativamente mais que

nos outros metodos, quando qualquer configuragio estava associada a m>20 .
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A distribuicdo de Oy, foi assimétrica a direita em todos os casos, sendo
que a média pertencia ao intervalo determinado pelos quantis &g 50 € §0 75
quando 6<0,50, e ao intervalo determinado por £( 75 € §g 95 para 621,00 e
m<20. Os outros trés estimadores apresentaram distribuicdes semelhantes a de
Om , porém, a distribui¢do de O, para configuracdes envolvendo m=n=5 foi
assimétrica a esquerda, com a média pertencendo ao intervalo [ 25, &0,50]- Os

vieses de O, Oy © O, foram quase sempre positivos e o de 0,y positivo
para 6<0,10 e negativo para 6>0,30 . Relembrando que o viés é a diferenga da
estimativa pelo valor real, o fato de o viés ter sido sempre negativo naquelas
situagoes indica que o estimador subestima os valores populacionais
(paramétricos) de 6. As distribuicdes dos vieses de todos os estimadores
seguiram exatamente o mesmo padrao das distribui¢ées dos estimadores. O teste
de Shapiro-Wilk detectou normalidade apenas em alguns casos para o estimador
de maxima verossimilhanga. Aqui, assim como para Tny, 0 teorema da
normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimithanga ja garante
que Opy tem distribuicio normal. Caso se tenha o objetivo de construir
intervalos de confianga para Oy, , pode-se usar, também, a variancia de Op,y
determinada pela matriz de informagdo de Fisher. Com baixos 6 (0<0,50), o
teste detectou normalidade apenas nas configuragdes determinadas por ®=0,50,
n=20 e m=>10. Para 621,00, foi detectada normalidade para as sequéncias de
estimativas obtidas a partir de amostras geradas com as configuragGes
envolvendo: i) ®=0,05, n>10 ¢ m=>80, e i)) ©20,25, n210 e m220. O
intervalo de confianga proposto por Kung-Jong, Cumberland e Kuo (1996) para
p pode, provavelmente, ser usado para construir intervalos de confianga para 6,

dada a propriedade ressaltada por Yamamoto e Yanagimoto (1992). No entanto,
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como o teste de Shapiro-Wilk ndo acusou normalidade para os outros
estimadores, ndo é possivel afirmar a partir de que valores de m ou n isso
poderia ser feito.

As analises em termos do crescimento de n dentro de valores fixos de

m mostraram que as estatisticas viés, EQM e CS aumentaram para Op,,,
enquanto o DP diminuiu. Para 6y, , todas as estatisticas diminuiram, mas apenas
para m>20, sendo que, para valores menores, os resultados foram

mconsistentes. O estimador eav mostrou uma reducdo das estatisticas
avaliadoras somente para m=100, enquanto para 6 mz todas aumentaram com

o crescimento de n, considerando-se valores fixos para m .

Procurou-se, aqui, dar um enfoque detalhado dos resultados obtidos para
os estimadores estudados. Porém, devido a certas dificuldade que podem ser
relacionadas com os procedimentos numéricos e limitacdes inerentes aos
métodos nio-iterativos (por ex. estimativas negativas), ndo se pode afirmar que
um determinado método é melhor que outro. Neste sentido, um fato importante
que deve ser ressaltado € que todos os estimadores apresentaram um

comportamento semelhante quando eram tomados m>80. Caso o pesquisador
tenha nogdes a priori da faixa dos valores paramétricos da caracteristica sob

estudo, acredita-se que este trabalho possa, em geral, sugerir tamanhos amostrais
(nimero de grupos) que fornegam as propriedades desejadas.



5 CONCLUSOES

5.1 Estimadores de ©

Quanto ao viés e EQM, os estimadores de momentos e de médias e
zeros do pardmetro = foram os que apresentaram menores valores médios,
considerando as 270 configuragdes. Na mesma condi¢do, o estimador de
maxima verossimilhanga de = foi o que fomeceu maior viés e EQM médios,
sendo, em contrapartida, o que obteve o menor DP médio e o menos invariante.

Todos os estimadores obtiveram resultados semelhantes para m=>20, e
foram consistentes para todo m>5. Em geral, os estimadores apresentaram
normalidade assintética para todos os valores de 6 associados a ©20,25, n=10

e m=>20.

5.2 Estimadores de 0

Os estimadores 0,y € Oy, foram os que apresentaram menores Vviés e
EQM médios, seguidos de 6y, . O estimador O, foi, assim como 7y , 0 que
apresentou menor DP médio, seguido de 6,y .

O viés de todos os estimadores de 6 aumentou com o crescimento de 6,
sendo que, para 0<0,5, todos os estimadores apresentaram baixos vieses. No
entanto, o estimador 8y, se mostrou o mais “sensivel” ao crescimento de O,
quanto ao viés, EQM, DP.

Considerando o comportamento dos estimadores quanto ao crescimento

de m , o estimador de momentos foi 0 que apresentou o pior desempenho quanto
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as estatisticas avaliadoras, seguido, em relagio ao EQM, por Omz - Os
estimadores Oy, Oy, € O,y foram consistentes para todos os valores de m,
enquanto 6, foi consistente para m>20.

Para m>80, todos os estimadores apresentaram comportamento
semelhante, e apenas o estimador de maxima verossimilhanga de © apresentou
normalidade assintética em alguns casos (0<0,5; #=0,50;n=20; m=10 e
821,00; 720,25, n>10; m>80).
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