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RESUMO

NEGRÃO, Ivani de Oliveira. Avaliação de métodos de estimação dos
parâmetros da distribuição beta-binomial via simulação Monte Cario.
Lavras: UFLA, 2000. 72p. (Dissertação - Mestrado em Agronomia/Área de
concentração em Estatística e Experimentação Agropecuária)*

Objetivou-se avaliar os métodos dos momentos, máxima
verossimilhança, médias e zeros e análise de variância na estimação dos
parâmetros da distribuição beta-binomial, via simulação Monte Cario. Para
tanto, foram implementados programas em SAS®, em que amostras pseudo
aleatórias de uma distribuição beta-binomial foram geradas e através de 1500
repetições de diferentes situações foram calculadas as estatísticas avaliadoras de
estimadores: viés, erro quadrático médio, consistência simples e desvio padrão.
Foi também aplicado o procedimento PROC UNTVARIATE nas seqüências das
estimativas com o objetivo deverificar a normalidade assintótica da distribuição
dos estimadores. Pôde-se concluir que os estimadores da análise de variância e
máxima verossimilhança foram os que apresentaram melhores propriedades
conjuntamente. O estimador de momentos foi consistente a partir dotamanho de
amostras vinte, enquanto os demais foram consistentes para qualquer valor de
amostra maior que cinco.

* Comitê Orientador: Luiz Henrique de Aquino - UFLA (Orientador) e Eduardo
Bearzoti - UFLA



ABSTRACT

NEGRÃO, Ivani de Oliveira. Evaluation of estímatíon methods of the beta-
binomial distribution parameters via Monte Cario simulation. Lavras:
UFLA, 2000. 72p. (Dissertation - Master in Agronomy/Major in Statistics
and Agricultura! Experimentation)"

The methods of moments, maximum likelihood, means and zeros and
analysis of variance were evaluated in the estimation of the beta-binomial
distribution parameters, via Monte Cario simulation. Programs in SAS® were
implemented in which pseudo-random samples of a beta-binomial distribution
were generated yielding 1,500 simulations of different situations; the evaluating
statistics: bias, mean square error, simple consistency and standard deviation
were calculated. The PROC UNTVARIATE was also used in the sequences of the
estimates with the objective of verifying asymptotic normality of the distribution
of estimators. The estimators of analysis of variance and maximum likelihood
presented best properties jointly. The moments estimator was consistent for
sample sizes greater than 20, while the others were consistent for any sample
size greater than five.

* Guidance Committee: Luiz Henrique de Aquino - UFLA (Adviser) and
Eduardo Bearzoti - UFLA



1 INTRODUÇÃO

A distribuição beta-binomial (DBB) é uma extensão da distribuição

binomial (DB) em que o parâmetro p é permitido variar de grupo a grupo

segundo uma distribuição beta. Sua aplicação em Fitossanidade tem sido

amplamente empregada, pois dadas as peculiaridades de determinadas espécies

de insetos e patógenos, a pressuposição de que p é constante para todo grupo

não é válida.

Em termos da reparametrização sugerida por Griffiths (1973), os

parâmetros da DBB são % e 9, em que % é a média de p, enquanto 8 é uma

medida de variação em p. Esses parâmetros possuem interpretações práticas

bem objetivas emvários campos de estudo. Em Fitossanidade, por exemplo, %e

0 significam índice ou razão de incidência e índice de agregação,

respectivamente.

Alguns trabalhos que compararam métodos de estimação para a

correlação intra-classe (p), que é uma função de 9, têm sido encontrados. No

entanto, dada a diversidade das situações encontradas entre as diversas áreas,

pode-se notar a preferência de determinados autores da mesma área pelos

mesmos métodos. Em Fitossanidade, a maior parte dos trabalhos consultados

empregaram o método da máxima verossimilhança, enquanto em Toxicologia e

Teratologia, os métodos mais aplicados foram o da análise de variância

(ANAVA) e o métododos momentos. Chatfield e Goodhardt (1970) utilizaram

o método de médias e zeros na estimação dos parâmetros da DBB, em um

estudo sobre o comportamento dos consumidores em compras. Recentemente,

Ridout, Demétrio e Firth (1999) compararam, via simulação Monte Cario, vinte

métodos de estimação para a correlação intra-classe, considerando dados

gerados pela DBB e duas outras distribuições binomiais mistas. Percebe-se,



assim, que o estudo da DBB e a comparação de métodos de estimação tem

preocupado os pesquisadores, o que realça a importância do estudo.

Este trabalho visou investigar, via simulação Monte Cario, a qualidade

de quatro métodos de estimação dos parâmetros n e 0 em termos do viés,

EQM, desvio padrão e consistência simples, e ainda verificar a normalidade

assintótica dadistribuição dos estimadores e o seu desempenho.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Caracterização e Aplicações da Distribuição Beta-Binomial

Seja uma dada característica de uma população que possa ser
representada conforme a Figura 1.

L_ ° / ' %S *

FIGURA l.)Representação de uma amostra aleatória.

AFigura ljestá representando uma amostra aleatória de uma população

descrita por uma função de probabilidade f(.), em que foram escolhidos

aleatoriamente m grupos (unidades amostrais) com nj indivíduos cada. Foi

considerado, aqui, o caso em que para cada indivíduo observado dentro de cada

grupo, a resposta esperada é binaria, mais especificamente 0 ou 1.

Estatisticamente, situações em que a uma variável aleatória são

atribuídos apenas os valores 0 ou 1 sãochamadas de ensaio de Beraoulli (Casela

e Berger, 1990). O valor 1 está associado a "sucesso" e 0 a "fracasso", que

podem estar, por exemplo, representando a informação: uma planta observada



(ou parte de uma planta) está ou não atacada por um inseto. Na Figura 1, os

indivíduos hachurados representam sucesso e os demais, fracasso.

Seja p a probabilidade de sucesso de um dado ensaio em qualquer

grupo. Se n ensaios de Bemoulli são realizados em cada um de m grupos,

então o número de sucessos yj (yj =0,1,...,nj), por grupo, é descrito por uma

distribuição binomial. No entanto, noteque naFigura 1háuma "região" em que

a concentração de indivíduosapresentando sucesso é grande, enquanto em outra,

é baixa ounula. Este tipo de distribuição é classificada como padrão agrupado e

ocorre com freqüência, por exemplo, em Fitossanidade. Dadas as peculiaridades

de determinadas espécies de insetos ou patógenos, a pressuposição de que p é

constante para todos os grupos não é válida e logo a aplicação da distribuição

binomial toma-se inadequada. Existem diversas distribuições binomiais mistas

que visam contornar o problema da variabilidade de p, mas uma mais simples

foi proposta por Skellam (1948), em que p é pressuposto variar de grupo a

grupo de acordo com uma distribuiçãobeta. A distribuição resultante denomina-

se beta-binomial.

Em Fitossanidade, a aplicação da distribuição beta-binomial é muito

ampla, pois segundo Madden e Hughes (1995), as variabiüdades em p podem

estar associadas ao hospedeiro, patógeno, condições ambientais ao longo do

campo, ou até mesmo ao fato do processo de multiplicação do patógeno nos

grupos serproporcional à doença inicial. Os autores ainda ressaltam que estanão

é uma condição apenas espacial, e consideram o exemplo de examinar sementes

quanto à infecção por determinada doença. Neste caso, a probabilidade de yj

em nj sementes analisadas estarem infectadas pode estar variando de planta a

planta, em que cada planta é considerada um grupo. Muitos outros exemplos de

aplicação da distribuição beta-binomial em Fitossanidade e na distribuição

espacial de incidência de doenças podem ser encontrados em: Madden, Nault e



Murral (1995), Hoffmann et ai. (1996), Nault e Kennedy (1996), Madden,

Hughes e Ellis (1995), Hughes, Madden e Munkvold (1996), Madden, Hughes e

Munkvold (1996), Hughes et ai. (1997) e Miller, Madden e Schmitthenner

(1997).

Experimentos que visam testar o efeito de um novo medicamento

também podem ser conduzidos como ensaios binários. Dois tratamentos

experimentais são designados, avaliando-se a presença ou ausência de

anormalidade após a aplicação do medicamento. Em geral, os testes são

inicialmente realizados em ratos (ou outros roedores), em que cada leitegada é

considerada um grupo, sendo que o surgimento de anormalidades pode ser mais

comum em indivíduos de uma leitegada que de outra. Deste modo, a

probabilidade p de um dado indivíduo que recebeu o medicamento apresentar

anormalidades é descrita por uma distribuição beta (Zucker e Wittes, 1992).

Outros exemplos de aplicações da distribuição beta-binomial em Toxicologia

podem ser encontrados em: Kupper e Haseman (1978), Haseman e Kupper

(1979) e Zucker e Wittes (1992).

Outras aplicações da DBB foram encontradas em Teratologia. Um

exemplo dado em Paul (1982) pode ser ligeiramente descrito como segue: dados

S^ tratamentos (incluindo um controle), uma pesquisa foi conduzida com o

objetivo de verificar se os tratamentos aplicados eram (ou não) responsáveis

pelo aparecimento de anormalidades em fetos. Foram designadas m; fêmeas,

cada uma prenha com nj fetos para cada tratamento, em quea probabilidade p

do feto i da fêmea j que recebeu o tratamento k apresentar anormalidade era

pressuposto variarde fêmea a fêmea de acordo com uma distribuição beta. Neste

caso o número de fêmeas portratamento a sertestado foi diferente, bem como o

número de fetos por fêmea. Traçando-se uma analogia com a Figura 1, seria

como se a situação ali representada fosse repetida k vezes. A variável yj



representou o número de fetos que apresentavam anormalidades em cada fêmea

para cada tratamento. Assim, o efeito de cada tratamento foi analisado como se

seguisse uma distribuição beta-binomial, e uma vez estimadas as proporções de

anormalidades para cada tratamento, Paul (1982) apresentou um pseudo teste-r

baseado no método de jackknife para testar a igualdade de duas proporções.

Mais exemplos de aplicação da distribuição beta-binomial em Teratologia

podem serencontrados em: Elston (1977), Williams (1975), Kupper et ai. (1986)

e Williams (1988).

O uso da DBB em variáveis binárias correlacionadas como alternativa

aos modelos de regressão foi discutido em Ochi e Prentice (1984) e Prentice

(1986). Gange et ai. (1996) sugeriram a DBB para a descrição de dados, em

serviços de saúde, como uma alternativa ao uso de modelos logísticos de

regressão. O modelo beta-binomial foi encarado pelos autores como uma

extensão do modelo logístico no sentido de aquele incluir um parâmetro que

media a correlação entre indivíduos dentro do mesmo grupo. No estudo, foi

considerado um exemplo em que foram comparados o modelo logístico

tradicional e o beta-binomial na avaliação do reflexo das mudanças na política

de período de internação de pacientes em hospitais. Neste exemplo, cada

indivíduo foi analisado como um grupo, e considerando que cada paciente

permanecia nj dias internado, a variável yj representou o número de dias em

queo paciente i ficava internado poralguma razão que poderia ter sido evitada.

Pressupos-se que havia uma correlação entre as respostas diárias para o mesmo

paciente, e com a DBB representando uma descrição mais cautelosa dos dados,

os autores concluíramque resultados incorretos poderiam ter sido indicados caso

setomassem comobaseapenas asanálises através domodelologístico.



2.2 Ajuste, Reparametrização, Média e Variância da Distribuição Beta-
Binomial (DBB)

Este estudo ficou restrito ao caso em que a variável yj está sendo

observada em grupos de mesmo tamanho (nj=n para todo i=l,2,...,m);

porém, sua extensão para o caso de diferentes tamanhos de grupos é

inteiramente análoga. Por facilidade de notação, entenda-se y por yj. A

apresentação da DBB a seguir foi atribuída a Skellam (1948), embora a notação

utilizada esteja baseada em Griffms (1973) e Casela e Berger (1990).

2.2.1 A Distribuição Beta-Binomial

Suponha que em uma distribuição binomial

f(y|p)=ín]py(i-pry
a probabihdade de sucesso p esteja variando de grupo a grupo segundo uma

distribuição beta

dF(p)=-^p)Pa"1(l-pf"Idp, 0<p<l, <xj>0.

A distribuição resultante é chamada beta-binomial e tem por função de
probabihdade:

^^-ín>lB(a+y,n+P-y)
f(y)ÍvJ B(a,P) •' y=°'1-n-



A justificativa desse resultado tem como base os conceitos de

distribuição conjunta, condicional e marginal: dadas duas variáveis aleatórias y

e p com distribuição conjunta f (y,p ) , adistribuição condicional de y, isto é,

a distribuição de y dado um valor fixo de p, é representada por f (y|p ) e

definida como

f(y|p)4rr>
f(p)

em que f(p ) éadistribuição marginal de p.Portanto, segue-se que

f(y,p)=f(y|p)f(p) e f(y)=ff(y|p)f(p)dp

Logo, assumindo que f (y|p ) é uma binomial e que f(p) éuma beta,

segue-se que

f(y)=}f;]py(i-pri7^TjP"-io-prdp
o\y) B{a, |3j

ínl
00

0o

1 ii^jp^-prp-o-pr*

1 i

B(a,p)o
Jp^O-pjre-^dp



em que

^

<y.

B(g+y,n+p-y)
B(a,p)

y = 0,l,...,n.

B(m,n)=Jxm-1(l-x)n-1dx,

que também pode ser expressa em termos da função gama,

r(m)=]xm-1 e~x âx, m>0,
o

como segue:

n/ \ r(m)r(n)B(m,n)= v J v/, m>0en>0

A princípio, qualquer outra distribuição de probabilidade contínua com

domínio no intervalo (O, l) poderia ser utilizada para descrever a variabilidade

de p , mas a distribuição beta possui um forte apelo aigébrico devido à definição

da função beta facilitar a obtenção da função de probabilidade (Skellam, 1948).

São os parâmetros a e p que determinam as formas da DBB, as quais

coincidem com o mesmo padrão observado na distribuição beta, embora a

distribuição beta seja continua e a DBB discreta. Assim, a função de

probabilidade pode ser estritamente crescente (a>l, (3=l), estritamente

decrescente (a =l, (3>l), em forma de U (a<l, (3<l), ou unimodal

(ct>l, P>l). Ocaso a =p incorre em uma distribuição simétrica, e a=p=l
recai em uma distribuição uniforme discreta (Casela e Berger, 1990).



2.2.2 Reparametrização da DBB

A fórmula obtida para a DBB pela definição é a de representação mais

simples, mas Griffiths (1973) sugeriu uma reparametrização, para a mesma, em

que osnovos parâmetros possuem interpretações próprias nas áreas de aplicação.

Os novos parâmetros são:

n= e 6= - 0<7ü<1, 0>O.
ct+P a+P

Observando-se a média e variância de uma distribuição beta, nota-se que

o novo parâmetro % representa exatamente a média de p, enquanto 9 é uma

medida de variação em p, que é múltipla de sua variância (Griffiths, 1973). Em

estudos de pragas e doenças de plantas, w é chamado de índice de incidência e

0 índice de agregação (Hughes e Madden, 1993). É importante ressaltar que

enquanto medida de variação em p, 0 pode ser visto como uma medida de

variação entre grupos e, ainda, a DBB pressupõe que indivíduos dentro de

grupos possuem mesma probabilidade de sucesso. Neste contexto, o coeficiente

da correlação intra-classe p é um indicador da similaridade que existe entre

indivíduos dentro de um mesmo grupo e pode ser expresso como (Ridout,

Demétrio e Firth, 1999):

0
P=

1+0

Visto que 0>O, p, para o caso beta-binomial, é sempre positivo, isto é,

0<p<l.

10



Utilizando-se a função beta dada emtermos da função gama mencionada

anteriormente e o feto de r(m)=(m-l)r(m-l), aDBB pode ser reescrita
como:

f(y)=
V|B(q+y,n+p-y)
oo) B(<*>P)

fn\n>|(a+y-l)(q+y-2)...a(p+n-y-l)(p+n-y-2)...p
W (a+P+n-l)(a+P+n-2)... (a+p)

y-l n-y-1

n(a+i) n (p+í)
i=0 i=0

n-1

n(a+p+i)
i=0

•, y = 0,l,...,n.

com a, p>0.

Portanto, em termos dos parâmetros % e 0, a DBB fica:

f(y)=
ín\

\yj

v-\f

n
Ti

=0^0x+i n
i=0

fíe+1

n-y-lf y "\
—+ 1

r^s-nín+ie)— n(x+ie)
0y i=5

\yJ — n(i+i0)
0n i=o '

ii



y-1 f ^ n-y-1

r~\ n (71+ie) n (x+íe)
n-i, , y =0,l,...,n.i=0 i=0

w n(i+i0)
i=0

em que 0<7ü<l, 0>O e %=1-K

Além dos aspectos que facilitam a interpretação dos parâmetros, esta

reparametrização é particularmente útil na obtenção da função de

verossimilhança (Griffiths, 1973).

2.23 Média e Variância da DBB

Skellam (1948) deduziu uma fórmula geral para os momentos de uma

DBB baseada nos momentos fatoriais em tomo da origem das distribuições

binomial e beta, dada como:

nJB(j+q,P)
J B(a,p)

No entanto, utilizaram-se, aqui, os conceitos de esperança e variância de

distribuições mistas e modelos hierárquicos observados em Casela e Berger

(1990), que podem ser expressos no seguinte teorema.

Teoremal.: Se X e Y são duas variáveis aleatórias , então

e(x)=e(e(x/y))

12



Var(x)=E(Var(X/Y))+ Var(E(X/Y)),

dado que as esperanças existem.

As provas para este teorema podem ser encontradas em Casela e Berger

(1990, p.l54e 158).

Considerando X=y e Y=p no Teorema 1, segue-se que a média e

variância da DBB são, respectivamente,

H=E(y)=E(E(y/p))

=E(np)

=nE(p)

Mas

a
=n

a+P

a2=Var(y)=E(Var(y/p))+Var(E(y/p))

=E(np(l-p))+Var(np)

=nE(p(l-p))+n2Var(p)
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Var(p)= &W (a+p)2(a+p+l)

1 í

E(p(1_p))=5(Íp)íp(1"p)pa"1 (1-p '̂dp

Portanto,

.2

1 fp-O-p/dpB(a,p)í

B(g+l,p+l)
B(a,p)

(a+PxLp+l) (Casela eBer^1990).

«P 2 <Xp

(a+p)(a+p+l) (a+p)2(a+p+l)

nap(g+p)+n2ap
(a+p)2(a+P+l)

nap(g+p+n)
(a+p)2(a+P+l)'
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Substituindo a e p pelos seus correspondentes em termos de n e 9,

tem-se que:

ji=n 71

2 (l+n0)
(í+e)

Assim, comparando-se os momentos populacionais média e variância

das distribuições binomial e beta-binomial, observa-se que a média de uma DBB

é igual à média de uma DB e as variâncias diferem entre si por um termo maior

que 1, que é uma função de 0. Escrita como função de p, Hughes e Madden

(1995) explicaram a variância da DBB como a variância de uma DB

multiplicada por um 'fator deheterogeneidade' dado por l+p(n-l). Portanto,

o parâmetro 9 é um indicador do quanto os dados se afastam de uma DB, sendo

que o caso extremo 9=0 representa a própria DB. Gange et ai. (1996)

mencionaram que devido ao fator l+p(n-l) ser maior ou igual a 1, ele modela

a superdispersão devida à correlação dentro de grupo. Na prática, dependendo da

interpretação que o pesquisador deseja fornecer, a DBB tanto pode serdada em

termos dos parâmetros n e 9 como em termos de 7c e p. O primeiro caso

geralmente é encontrado em trabalhos que estudaram incidências de doenças ou

pragas (por ex., Hofrmann et ai., 1996), e o segundo em trabalhos em

Toxicologia e Teratologia (por ex., Zucker e Wittes ,1992 e Kupperet ai., 1986).
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2.3 Métodos de Estimação

2.3.1 Métodos dos Momentos

O métododos momentos talvezseja o mais antigométodode estimação,

tendosido registrado por Karl Pearson no final do século XIX (Casela e Berger,

1990). Este método tema vantagem deapresentar uma técnica simples, visto que

a obtenção dos estimadores consiste basicamente em resolver o sistema obtido

ao se igualarem momentos amostrais aosrespectivos momentos populacionais.

Seja uma amostra yj, y2,... ,ym de uma população com função de

probabihdade f(y|9!,92,...,9k), ou simplesmente f(.). Os estimadores de

momentos são aqueles obtidos ao se resolver, em termos dos parâmetros, o

seguinte sistema:

em que,

1 m .
mj=— Zyí

mi=i

mi =Hi

m2=|X2

nj=E(yj).
com j=l,2,...,k .

Portanto, observa-se que mj é uma função da amostra, enquanto \l\ é

umafunção dosparâmetros 9j, 9j,... ,9^, e o momento amostrai de ordem 1 é a

média amostrai.
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Pode-se mostrar facilmente que:

E(m1)=|x

m

2
em que p e a representam, respectivamente, a media e a variância

populacionais. Portanto, mj é um estimador cuja distribuição possui média p e

variância a /m , em que m é o tamanho da amostra.

Na prática, o estimador de momentos mais utilizado é aquele que

considera as observações corrigidas por sua média, denominado, na literatura, de

momento amostrai central e definido como:

ML=-£(Yi-m1)\j=lA...,k
mi=i

A partir do momento amostrai central de ordem 2, M„, define-se o

chamado estimador da variância amostrai, dado por:

(m-1) m

A motivação para a definição de S vem do fato de que sua esperança

matemática representa a variância populacional, sendo inclusive o estimador

utilizado peloPROC MEANS do programa SAS®.
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23.1.1 Ajuste da DBB pelo Método dos Momentos

Suponha que f (.) seja descrita pela distribuição beta-binomial. Assim os

estimadores de momentos para os parâmetros da DBB são obtidos ao se resolver

o sistema

S2=G2

em que mj e S representam, respectivamente, a média e variância amostrai

Portanto, de

tem-se que:

mi=n?r.m

S =n7tmxr

mi

n

.2 (i+nej
1+9.

a _S -n7tm%c
n7tm5Cm-S

que são os estimadores de momentos para ne6.
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2.3.2 Método da Máxima Verossimilhança

Ométodo damáxima verossimilhança tem um apelo intuitivo desejável

para todo estimador. Dada uma amostra aleatória de uma população, descrita por

uma função de probabihdade fQ, o método da máxima verossimilhança

fornece, sempre que possível, estimativas dos parâmetros de f(), de tal modo

que o valor da função de verossimilhança nessas estimativas representa a

probabihdade máxima de a amostra ter sido retirada daquela população. Em

outras palavras, dada uma amostra aleatória yj, y2,... ,ym, de uma população

descrita por f(.), sempre que existirem os valores de 9imv,...,9kmv que
maximizam a função

L(e|Y)=nf(y|e„...,ek),
i=l

estes são osestimadores demáxima verossimilhança de 6i,...,0k.

Casela e Berger (1990) ressaltam que na prática existem dois fatos

inerentes ao método da máxima verossimilhança. O primeiro está relacionado

com o problema de se encontrar o máximo global de uma função, que muitas

vezes, dependendo do modelo f(.), exige procedimentos numéricos. Osegundo

é da sensibilidade numérica da função L(9|Y), visto que ela é dada pelo

produto das distribuições marginais de cada y. Isto é, quão sensíveis são as

estimativas a pequenas mudanças nos dados? Pode ocorrer que uma pequena

mudança na amostra gere estimativas de máxima verossimilhança totalmente

diferentes, tomando o uso de seus estimadores suspeitos, no caso de "pequenas"
amostras.
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Para encontrar os máximos da função de verossimilhança, é comum

tomar a função auxiliar, ou supoite, ln(L(9|Y)), que fecilita o tratamento

aigébrico dos procedimentos de maximização. Para encontrar os estimadores de

máxima verossimilhança (EMV), seguem-se os mesmos procedimentos

adotados para o cálculo de pontos de máximos de funções, que são, basicamente,

i) obter a equação ou o sistema de equações de máxima verossimilhança e

resolvê-lo emtermos dos parâmetros, determinando, assim, os possíveis pontos

críticos; ii) obtera derivada segunda ou o sistema de derivadas segundas e fazer

os testesnecessários para verificar se os pontoscríticos encontrados são pontos

de máximo, mínimo ou sela. Aquele que for o máximo global representara a

estimativa de máxima verossimilhança (Casela e Berger, 1990).

23.2.1 Ajuste da DBB pelo Método da Máxima Verossimilhança

Para a obtenção da função de verossimilhança, pode-se adotar os

procedimentos indicados em Griffiths (1973). Supondo que f(.) é uma DBB, o

autor utiliza a sua forma reparametrizada, e ainda a definição de freqüência

observada, para abreviara representação da função suporte.

Definindo fy (y=0, l,...,n) como as freqüências observadas para o

valor y, a função de verossimilhança é, então, dadapor:

Seja ainda,

L(*,e)=n[f(y)]fy
y=0

Ss=i: fv (i=0,l,...,n)3
y=0 *
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de tal modo que S„=m representa o tamanho da amostra. Portanto, com essas

notações, a função suporte de verossimilhança é dada por:

lnL=ln< n[f(y)]fy
y = 0

n

y=0 y

= I fvln[f(y)]
y=0 y

n

y)

y-l 1-y-l
n(*+ie) n (x+ie)

y = 0 y = 0

y-l
n(i+iG)

y = 0

n-1

I
i = l

=C-Sn \ ln(l+ie)+ni {(Sn-Si)ln(7t+Í9)+Sn_1_iln(x+Í9)}

em que

C=Z fyhi
y=0

^

\y)
e %=\-tí

Utilizando-se os conceitos de derivadas parciais, tem-se:
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clnL n~i d
-rr= z —

cii i=o cm

n"1 / VC-Sn S ln(l+i9)
i = l

n-l Q
+ 2 —

i=0 C7t
V1 {(sn-si)[n(7t+ie)+sn_1_iin(x+ie)}

n-l

= Z
i=0

S -S- S , -
n 1 n-l-i

7C+Í0 x+iÔ

glnL_ n-i _5_
ae ~i=oãê

n-l ,
C-Sn 2 ln(l+i0)

i = 1

n-l ç)
+ z —

i=o 59
V {(sn-S;)in(«+ie)+ sn_1_iin(x+ie)}

n-l

Z i
i=0

s -s. s , .n í + n-l-i
7t + i0 %+ i9 1 + i9

Devido ao fato de o sistema

clnL
-=0

071

clnL

ae
= 0

ser não-linear nos parâmetros n e 0, alguma técnica numérica torna-se

necessária para resolvê-lo. Um método numérico freqüentemente utilizado para
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obtenção de soluções de equações não lineares (ou sistema de equações ) é o
método de Newton-Raphson, utilizado por diversos autores, como Griffiths

(1973), Smith (1983) e Ridout, Demétrio e Firth (1999). No presente caso, trata-

se de um sistema não linear de duas equações e duas variáveis (parâmetros) a
serem determinadas.

Definindo ^ como a primeira equação, e f2 como a segunda, o método

de Newton-Raphson fornece a seguinte solução para o sistema:

"a*1" V"
= -r1

9k+l ek_

fi (*k, ek)'

_f2 (*\ ek)_

em que J representa a inversa da matriz jacobiana de f\ e f2 .A solução

acuna não representa necessariamente um ponto de máximo na superfície

determinada pela função de verossimilhança, mas caso seja o máximo global,

% - nm\ e 9 =0mv sã° os estimadores de máxima verossimilhança de %e

0.

Uma sub-rotina em Fortran que fornece estimativas de máxima

verossimilhança de % e 9 foi dada em Smith (1983) e posteriormente

modificada (Smith e Ridout, 1995). Já Madden (1994) propôs um programa
computacional para o ajuste da DBB a dados de incidência de doenças
utilizando, também, o método da máxima verossimilhança.
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233 Método de Médias e Zeros

O método de médias e zeros para a estimação dos parâmetros da DBB

foi descrito por Chatfield e Goodhardt (1970). Os autores justificaram seu uso

em casos em que a DBB assume forma de U (a<l, |3<1). Suas justificativas

fundamentaram-se nos resultados de Anscombe (1950), que mostrou que o

método de médias e zeros é mais eficiente que o método dos momentos no ajuste

de distribuições binomiais negativas em forma de J (J-shaped) reversas (alta

incidência de zeros na amostra). A conjectura dos autores foi baseada no fato de

a distribuição binomial negativa poder ser dada como limite da DBB, quando n

e )3 tendem a infinito.

Em um conjunto de dados em que se observa uma alta incidência de

zeros, o método de médias e zeros possui um forte apelo intuitivo, pois seus

estimadores são obtidos de modo que as freqüências esperada e observada na

classe zero se igualem. Isto é, dadas estimativas iniciais dos parâmetros pelo

método dos momentos, calcula-se a probabilidade esperada de zeros,

comparando-a com a proporção observada de zeros. O método consiste de uma

técnica iterativa simples e é apresentado a seguir. Utilizou-se a notação P(.) ao

invés de f(.) para evitar confusões de notação de freqüência observada e

probabilidade teórica.

Sejam mj e S , respectivamente, a média e a variância amostrai, as

estimativas de a e p, pelo método dos momentos, são dadas por:

rrijfS —mj(n—mj

nS2 -m^n-ni!)
_-m1[S -m^n-mQ]

Oti —
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Calculando aprobabilidade teórica de zeros utilizando os parâmetros aj

e Pi, tem-se:

Pi(0)j^±iO

Comparando Pj(o) com —, se:
m

P,(0)>^
m

então osvalores de a e p devem ser aumentados de tal forma que suas razões

permaneçam constantes. Os autores sugeriram este acréscimo definindo:

Assim,

Além disso,

a^la, e P2=1,1P,

a, a,
irij=n l-—=n ?—

a,+Pj a2+p.

p2+k &±Í-, k=l,2,...,(n-l)
a2+P2+k a,+p,+k

02 _ Pi
a2+P2 a,+P,
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Portanto,

P(b)-B(a2,n+P2)_ (p2+n-l)(p2+n-2)...p, ,.
2W B(a2,p2) (a2+p2+n-l)(a2+p2+n-l)...(a2+p2)<riW

e, consequentemente, o acréscimo em a e p alterou a probabihdade teórica de

zeros na direção desejada; isto é, com o aumento de a e p, a probabihdade

teórica tende à proporção observada de zeros.

Caso contrário, se

p,(o)<£l,
m

então os valores de a e P devem ser diminuídos, também, de modo que suas

razões permaneçam constantes. O fator deredução sugerido foi 0,9. Assim,

a2=0,9ai e P2=0,9p1.

Analogamente, justifica-se que esta redução em a e p faz com que a

probabihdadeteóricatenda à proporção observada de zeros.

As terceiras estimativas de a e p são obtidas por interpolação linear de

modo que, definindo-se

z,=P,(0)-k
m

z2=P2(0)-^
m
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e interpolando-se linearmente para z3 =0, encontra-se:

zlia2"alieu =a, +——^ i-
*3 "1 zrz2

3 al

Portanto, osestimadores demédias e zeros para %e 9 são:

<x3 2

a3+P3 m a3+P3

Na verdade, pode-se obter tantos acréscimos ou reduções nos valores de

a e p quanto se deseje; porém, os autores afirmaram que estas estimativas

obtidas são suficientemente acuráticas.

23.4 Método da Análise deVariância (ANAVA)

O método da ANAVA é bastante empregado em estudos de genética
para estimar componentes de variância em análises realizadas em dados

representados por variáveis contínuas.

Apresenta-se, a seguir, um modelo aleatório de análise de variância com

um fator, como justificativa teórica do processo de estimação da correlação
mtra-classe. As abordagens aquiapresentadas estãoessencialmente relacionadas

com as colocações mais gerais sobre procedimentos de inferências para a
correlação intra-classe descritos por Donner (1986).
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Supondo que o j-ésimo indivíduo do i-ésimo grupo possa ser

matematicamente descrito como

Yij =H+ai +eu, i=l,2,...,m, j=l,2,...,n

em que

p = média populacional;

aj= efeito do grupo i. Estes efeitos são tidos como identicamente e

independentementedistribuídos com média 0 e variância <7g;

ejj =resíduos que são identicamente e independentemente distribuídos com

média 0 e variância af>;

a; e ej; são independentes.

A variância de yy é dada por

rr2 -rr2 -t-~2°y=aE+aD

e a correlação intra-classe p, definida como

/T-2 J./T-2
'E ^VD

A estimação de p é retratada por Donner(1986) como um "subproduto"

do processo de estimação dos parâmetros a| e op através da tabela de análise

de variância (Tabela 1) associada ao modelo acima descrito. Na prática, ag e

o 5 são os parâmetros de maior interesse e de interpretação mais simples,

enquanto p reflete apenas as suas contribuições em relação à variância total da

característica sob estudo.
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TABELA 1. Análise de variância para um modelo de efeitos aleatórios

CV GL SQ QM E(QM)

Entregrupos m-1 nlfo.-y)2 QME a*+no

Dentro de w

> j

grupos m(n-!) çç^.y^ QMD c|

Total rnn-

1 j

1 zzta-y..)2

Visto que estimadores não viesados de a^ e a^são dados,
respectivamente, por

VD=QMD e Ve =QMe-QMd
n

o estimador de análise de variância, para p, é

_ QME -QMD

av QME+(n-l)QMD

A Tabela 1 apresenta as causas de variação e seus respectivos graus de

liberdade, somas de quadrados, quadrados médios entre e dentro de grupos e as

esperanças de quadrados médios. É importante observar que até este ponto não
se especificou que tipo de distribuição seguem os dados; mas, em particular, se

seguem uma distribuição normal, poder-se-ia aplicar o teste F para a verificação

da existência da variabilidade entre grupos (Donner, 1986).
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23.4.1 Ajuste da DBB pelo Método da ANAVA

O uso do método da ANAVA em dados bináriosfoi sugerido por Elston

(1977) para estimar a correlação intra-classe em um experimento em

Teratologia. Posteriormente, Crowder (1978, 1979) justificou o método da

ANAVA na estimação da correlação intra-classe em dados representados como

proporções seguindo uma DBB. Desde então, diversos pesquisadores em

Teratologia, Toxicologia e outrasáreasvêmutilizando esta metodologia.

Supondo agora que a distribuição f(.) em questão seja uma beta-

binomial, visto que o parâmetro p é uma função de 9, o método da ANAVA

pode ser usado para estimar o parâmetro 9, enquanto %, segundo sugestão de

Elston (1977), é estimadoda mesmaformaque no método dos momentos.

Relembrando quepara umabeta-binomial, p é dado por

9

P=Í79'
segue-se que

e=-p
i-p

Portanto, o estimador de análise de variância de 9 é dadopor

e _QME-QMD
av nQMD

2.4 Estatísticas de Avaliação de Estimadores

A princípio, não se sabe se os métodos apresentados no subtópico 2.3

fornecem os mesmos resultados na estimação dos parâmetros. Existem diversas

técnicas que permitem avaliaro desempenho de estimadores e ainda quantificar
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as diferenças entre eles, caso existam. Dentre estas técnicas, pode-se destacar as
estatísticas viés, erro quadrático médio (EQM), consistência simples (CS) e
desvio padrão (DP), cujas definições estão apresentadas a seguir e podem ser
consultadas emCasela e Berger (1990).

2.4.1 Viés

Oviés de um estimador pontual w, de um parâmetro o, éa diferença
entre ovalor esperado de w e <a . Isto é, Viés^ (w)=E(fl(w) - ©.

Em particular, se oestimador tiver viés nulo, então E0(w) =©.

2.4.2 EQM

Oerro quadrático médio de um estimador pontual w, de um parâmetro

e>, éafunção definida por Eg, (w - o)2.

Como pode ser observado, oerro quadrático médio mede a diferença ao
quadrado média do estimador w eoparâmetro o . Existem outras funções que
podem ser utilizadas para medir a distância entre o estimador e o parâmetro,
como, por exemplo, E^ (|w-o|). Porém, oEQM épreferível por duas razões:
uma é o tratamento aigébrico mais simples e a outra é o fato de o EQM ter a
interpretação

Ejw-o)2 =Var<a(w) +[Viés(B(w)]2.

Logo, o EQM incorpora duas componentes, em que a primeira é
medida da variabilidade do estimador (precisão) e a segunda mede o viés
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(acuracia). Portanto, um estimador que tem boas propriedades de EQM, tem

variância e viés pequenos. Naturalmente, para encontrar estimadores com essas

"boas propriedades" de EQM, é necessário procurar por aqueles que controlam

bem tanto o viés quanto a variância. Em particular, se o estimador for não

viesado, tem-se:

E«(w-©J2=Var„(w).

Isto é, se o estimador for não viesado, o EQM do estimador será igual à sua

variância.

2A3 CS

Diz-se queum estimador © é consistente simples se para todo s>0, e

todo 9e0,

lim PJw-©|<s]=l

Se um estimador w satisfaz a terceira definição, pode-se dizer que a

probabihdade de a diferença entre w e o parâmetro o ser tão pequena quanto

se deseja é igual a um, desde que o tamanho da amostra seja suficientemente

grande. Esta é também uma propriedade desejável para um estimador, visto que

é razoável esperar que se o tamanho da amostra cresce, ela representará a

população de forma mais fidedigna, no processo de estimação.
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2.4.4 DP

O desvio padrão em Casela e Berger (1990) é definido, em termos do

momento central de ordem 2dado, como Var(w)=E[w-E(w)]2 .No entanto,

em um processo de simulação, sua definição está baseada no conceito de

variância amostrai, como já apresentado no subtópico 2.2.1, e define-se desvio

padrão de w como a raiz quadrada da variância amostrai, dado por:

íw1-^^
DP.(w)=V -»L

n-l

após aplicar n vezes o estimador o .

Casela e Berger (1990) comentam que o DP tem a mesma interpretação

que avariância nosentido de que se os valores médios de w forem pequenos, é

plausível que w seja igual a E(w) e, contrariamente, para valores maiores de

w, espera-se uma maior variabilidade. O DP é, em geral, mais adotado por

possuir uma interpretação mais simples, visto que sua unidade de medida

coincide com ade w, enquanto a unidade da variância é dada como o quadrado
da unidade de w.

Embora asdefinições dos subtópicos 2.4.1 e 2.4.2tenham sido dadas em

termos da esperança matemática, suas interpretações são entendidas por médias.

Isto é, a esperança de um estimador é a média das estimativas obtidas ao se

aplicar o referido estimador infinitas vezes, numa mesma situação.



2.5 Simulações Prévias Envolvendo Comparação de Estimadores

Donner e Koval (1980) compararam, via simulação Monte Cario, o

estimador da ANAVA e máxima verossimilhança para a correlação intra-

classe utilizando a distribuição normal mumvariada como a distribuição de

probabihdade implícita. Os autores recomendaram o método da ANAVA em

casos em que se tem algum conhecimento a priori se os valores da correlação

intra-classe são baixos a moderados (p<0,5),enquanto para valores altos de p,

o método da máxima verossimilhança foi o mais adequado.

Visando estudar o comportamento de um novo estimador de momentos

estabilizado (ilstab» T|=l/G), Tamura e Young (1987) conduziram um estudo

de simulação utilizando a DBB, em que o objetivo principal era verificar a

validade da incorporação de informações a priori sobre a proporção de tumores,

em roedores, provenientes da aphcação de medicamentos teste. Com base no

estudo de Tamura e Young (1986), foram geradas 100 amostras pseudo

aleatórias de uma DBB, em que os parâmetros foram: it=0,15 combinado com

tj=40 (incidência de tumores moderada), rc=0,02 combinado com T|=102

(incidência de tumores baixa). Em ambas as situações foram utilizados n =20;

40; 60; 80e m =10; 20; 40, e os resultados obtidos pelo estimador T^b foram

comparados com os de T|m e T]mv. Os autores concluíram que para valores do

fator de estabilização entre 0,3 e 0,6, ris^ forneceu menor desvio médio

absoluto (DMA) que os estimadores de momentos e máxima verossimilhança

quando considerada a situação de baixa incidência de tumores e também na

situaçãode incidência moderada para m <20.

Feng e Grizzle (1992), motivados pelo problema de estimar o tamanho

de amostras em estudos de grupos aleatorizados, compararam o método dos
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momentos e da ANAVA na estimação de p. Para cada combinação dos

parâmetros, n (0,05; 0,20; 0,35), p (0,00; 0,03; 0,06), n (30; 90; 270) e

m (10; 30; 90), foram geradas 500 amostras pseudo-aleatórias de uma DBB.

A avaliação dos estimadores foi feita através do viés, desvio padrão e
consistência. Os resultados permitiram concluir que: i) os estimadores foram

consistentes para m suficientemente grande (m>30), embora o viés do

estimador de momentos tenha sido muito menor que o do estimador da ANAVA

para baixos m, ii) as variâncias de ambos foram semelhantes e iii) para nem
fixos, o viésaumentou à medida que p e it cresceram.

Yamamoto e Yanagimoto (1992) propuseram um estimador não viesado

de momentos (pu|,) para p baseado numa equação de momentos não viesada e,

via simulação, o compararam com outros três estimadores de momentos e com o

de máxima verossimilhança. Entre os outros três estimadores de momentos está

pm, lá chamado estimador de momento central, e pgtab» estimador de

momentos estabilizado de Tamura e Young (1987). Os parâmetros para a

geração dos dados foram designados através de experiência prévia com estudos

em Teratologia. Foram utilizados dois valores de n (0,05; 0,20), combinados

com cinco valores de p (0,01; 0,02; 0,04; 0,08; 0,16), considerados baixos, e

tt=0,40 combinado com outros cinco valores de p (0,20; 0,25; 0,30; 0,35;

0,40), considerados altos. Ambas as situações utilizaram m=20 e n=10. A

partir destes parâmetros, foram geradas 10.000 amostras pseudo-aleatórias de
uma DBB e aquelas que conduziam a estimativas indeterminadas ou maiores

queum, para p, eram excluídas do estudo, e asnegativas eram igualadas a zero.

Para os quatro estimadores, foram calculados média, viés médio e a razão

E=EQM/(MA) , em que MA representa a média amostrai do estimador. Os

autores concluíram que as combinações de baixos % (7c<0,20) e p (p<0,08)
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conduziram a muitas estimativas negativas de p e, consequentemente, a vieses

positivos para pmv. Nos outros casos, o viés foi negativo para todos

estimadores, exceto Pstab * Que f°i sempre positivo, e pm, que foi negativo

apenas em duas configurações (7c=0,05 combinado com p=0,08 e 0,16 ). O viés

de pUD foi, em geral, menor que o de pmv e a eficiência correspondente,

medida por E, foi também maior para pu0. Com base nestes resultados, os

autores concluíramque seu estimadoré "melhor para uso prático".

Lipsitz, Laird e Brennan (1994) conduziram um estudo de simulação

com o objetivo de estudar métodos de estimação para o "coeficiente de

concordância" k , através da correlação intra-classe, em psiquiatria. Neste tipo

de pesquisa, deseja-se quantificar a semelhança entrediagnósticos de psiquiatras

para pacientes com distúrbios mentais. Os grupos foram constituídos de, no

mínimo, dois psiquiatras, que avaliavam o paciente e atribuíam sucesso se o

diagnóstico fosse neurose, e fracasso se o distúrbio fosse outro. Para o estudo,

foram geradas 1825 amostras pseudo-aleatórias de uma DBB, a partir dos

parâmetros m=26, ni=3;4;5;6, n=0,36 e K=p=0,41, que foram baseados

no exemplo de Fleiss (1971). As estimativas de p foram obtidas por pmv e

outros três estimadores não-iterativos. Para a comparação dos estimadores,

foram levados em conta o viés, a eficiência e a porcentagem de intervalos de

confiança (95%) que continham o valor real de k (p). Alguns problemas de

convergências com o estimador pmv foram encontrados em pequenas amostras,

embora tenha apresentado a menor variância e 95% de seus intervalos de

confiança continham o valor real de k . Os resultados para os estimadores não-

iterativos foram similares aos de máxima verossimilhança.

Kung-Jong, Cumberland e Kuo (1996) propuseram um intervalo de

confiança para a correlação intra-classe (p ) no caso beta-binomial. O intervalo
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de confiança foi deduzido apartir dos momentos amostrais m\ e S2 e,através

de um estudo via simulação Monte Cario utilizando 10000 amostras

(repetições), os autores compararam o intervalo proposto com o obtido pela

técnica jackknife. Utilizando os valores paramétricos m =20; 50; 100, n =5; 10;

15 7c=0,10; 0,20; 0,40 e p=0,10; 0,20; 0,40, dados eram simulados através de

uma DBB e os intervalos de confiança obtidos, bem como seus respectivos

níveis nominais de significância e comprimentos. Os autores concluíram que
com m>50 o intervalo de confiança proposto obteve um bom desempenho,

exceto nas situações em que um alto valor de p era combinado com baixos n.

Quando m=20, o intervalo proposto ainda apresentou bons resultados nas

situações em que p erapequeno.

Num amplo estudo, via simulação Monte Cario, Ridout, Demétrio e

Firth (1999) avaliaram vinte estimadores para a correlação intra-classe (p ) em

dados binários. Foram estudados entre vinte estimadores para p , os estimadores

Pmv e Pav eos estimadores de momentos de Tamura eYoung (1987) (p^-a,),

Kleinman (1973) (pkeq e pkpr) e Yamamoto e Yanagimoto (1992) (p„b).

Ambos os estimadores pkeq e pkpr utilizam o momento amostrai central de

ordem 2 como estimador da variância amostrai e diferem entre si apenas pelo

feto de Pkeq pressupor nj=n, para todo i=l, 2,..., m. Os autores justificaram,

anahticamente, que: i) para tamanhos de grupos iguais, os estimadores dentro

dos conjuntos {pav, pub} e {pkeq> Pkpr) são equivalentes eii) os estimadores

Pav> Pkpr e Pub possuem o mesmo comportamento assintótico, isto é, são

também equivalentes à medida que o número de grupos tende a infinito. Para as

análises via simulação foram gerados dados pseudo-aleatórios de uma DBB a

partir das combinações detrês valores de % (0,05; 0,20; 0,50), cinco valores de



p (0; 0,05; 0,20; 0,50; 0,80), dois valores de m (lO; 50 ), três distribuições de

probabihdade (beta-binomial e duas outras distribuições mistas finitas) e dois

arranjos de tamanhos de grupos obtidos dos estudos de Kupper et ai. (1986) e

Brass (1958), totalizando, assim, 180 configurações. Amostras que satisfaziam

pelomenos uma das condições, i) y; =0 para todo i=l,... ,m , ii) yj =nj para

todo i=l,... ,m e iii) nj =1 para todo i=l,... ,m, eram eliminadas do estudo, e

estimativas de p fora do espaço paramétrico (0,1) eram substituídas pelo

extremo adequado. Este cuidado evitou problemas de estimadores indefinidos e

os autores ainda argumentaram que a rejeição deste tipo de dado simulado é

razoável, visto que não representa uma situação prática. Para avaliação da

qualidade dos estimadores foram obtidas as estatísticas viés, DP e EQM, sendo

que os EQM's foram utilizados para calculara eficiência relativa do estimador

em questão, dada pelo quociente E=EQM(pmv)/EQM(estimador). Os

resultados mostraram que as distribuições dos vieses da maioria dos estimadores

foram assimétricas à esquerda, indicando que os estimadores foram

negativamente viesados sob algumas condições de simulação e raramente

apresentavam vieses positivos. A distribuição do desvio padrão foi assimétrica à

direita para todos estimadores e os que apresentaram maior EQM foram os que

apresentaram maior viés, sendo Pgtab u*11 deles. Os estimadores

assintóticamente equivalentes, pav, pkpr e pUD, comportaram-se de forma

similar sob todas as condições de simulação e apresentaram o menor EQM

juntamente com pmv . Os autores ressaltaram, ainda, que quanto à eficiência, é

um tanto difícil comparar os estimadores quando as diferentes distribuições de

probabilidades são consideradas, e daí as dificuldades de se tirarem conclusões

mais gerais.
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3 MATERIAL E MÉTODOS

Os estudos propostos para os métodos de estimação, já descritos em
Referencial Teórico, foram conduzidos via simulação Monte Cario. A técnica

em sitem como objetivo a geração de números pseudo-aleatórios segundo uma
distribuição de probabilidade pela qual se tenha interesse. Este método tem sido

amplamente empregado nas mais diversas áreas da ciência, pois representa , por
exemplo, a possibilidade de se testar uma técnica de análise sem a necessidade

de se coletarem dados reais (Moore e Tsiatis, 1991). Como vantagens, pode-se
apontar uma maior abragencia de situações que podem ser estudadas e a redução

nos custos inerentes a uma pesquisa. Embora estudos realizados via simulação
permitam conclusões mais abrangentes, deve-se ressaltar, também, que é
interessante aplicar as técnicas que foram testadas em dados reais como um

comparativo com resultados prévios. Dentre os trabalhos consultados, que

utilizaram este procedimento com a distribuição beta-binomial, incluem-se os de

Yamamoto e Yanagimoto (1992) e Feng e Grizzle (1992). Neste estudo, foram
analisados apenas resultados simulados.

3.1 Simulação dos Dados

Foram implementados quatro programas em SAS® com o objetivo de

obter dados segundo a distribuição beta-binomial e, em seguida, o ajuste dos
parâmetros da distribuição amostrai obtida pelos métodos dos momentos,
máxima verossimilhança, médias e zeros e ANAVA. Para isso, foram utilizados
os valores paramétricos n (5; 10; 20), * (0,05; 0,25; 0,50) e 9 (0,01; 0,10;

0,30; 0,50; 1,00; 3,00) e os números de grupos m (5; 10; 20; 80; 100),

totahzando 270 configurações. Os valores paramétricos foram escolhidos
segundo motivaçãoprática em diversas áreas.
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O procedimentode geração dos valores y está baseado no fato de, para

um valor x entre zero e um, existir um y tal que F(x)=y . Assim, através da

função ranuni do SAS®, valores r de uma distribuição uniforme eram gerados e

comparados com os de uma DBB acumulada x. Se r >x, então um sucesso era

acrescentado a y e continuava-se o processo até que os n "indivíduos" dentro

daquele grupo fossem "observados". Caso contrário, se r<x, o valor 0 era

atribuído à variável y e prosseguia-se até que os m grupos fossem gerados.

Com base em Yamamoto e Yanagimoto (1992) e Ridout, Demétrio e Firth

(1999), amostras que satisfaziam pelo menos uma das condições abaixo eram

eliminadas:

i) yi=0 paratodo i=l,...,m

ii) yi=n paratodo i=l,...,m .

A rejeição deste tipo de amostra justifica-se pelo fato dessas induzirem a

estimativas indefinidas, e também pela abrangência prática do estudo. Se paraos

grupos observados não houver algum sucesso em algum deles, ou

contrariamente, se todos os indivíduos dentro dos grupos apresentarem sucesso,

não há necessidade prática da pesquisa. O processo de geração das amostras era

repetido de tal forma que 1500 amostras úteis eram obtidas para cada

combinação dos parâmetros. Estas podem ser entendidas como repetições das

amostras geradas sob os mesmos parâmetros e são particularmente úteis por

permitirem o cálculo das estatísticas utilizadas na avaliação da qualidade dos

estimadores.

3.2 Estimação

O conjunto de valores estimados por cada método era analisado de modo
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que estimativas de n e 9 fora de seus respectivos espaços paramétrico eram

eliminadas.

Os procedimentos do SAS® utilizados no processo de estimação foram:

PROC SORT, PROC MEANS, PROC FREQ e PROC IML. O primeiro foi utilizado na

ordenação dos dados obtidos em 3.1, o segundo no cálculo das somas, médias,

variâncias e somas de quadrados não corrigidas, o terceiro na distribuição de

freqüências de y e oúltimo permitiu aconstrução das estimativas obtidas para o

cálculo do viés, EQM, CS e DP.

Após a ordenação dos dados pelo PROC SORT, eram obtidas, pelo PROC

MEANS, as médias e variâncias das 1500 amostras (repetições). As fórmulas da

média e variância utilizadas pelo PROC MEANS são, respectivamente, o momento

amostrai de ordem 1, mi, e a variância amostrai S2, definidas no subtópico

2.3.1. Portanto, as estimativas pelo método dos momentos eram obtidas

diretamente através da substituição das médias e variâncias amostrais nas

fórmulas 7cm e 9m em 2.3.1.1, para cada uma das 1500 amostras. No caso do

método da máxima verossimilhança, estas eram armazenadas em um outro

banco de dados para serem posteriormente utilizadas como valores iniciais no

processo iterativo.

Para o método da máxima verossimilhança, além das estimativas de

momentos a serem utilizadas como valores iniciais no processo iterativo, foram

também obtidas, através do PROC FREQ, juntamente com a opção table y, as

freqüências observadas na classe y, fy (y=0,l,...,n) para cada amostra. No

ambiente de matrizes PROC IML, os valores auxiliares Si (i=l,...,m) eram

obtidos e uma rotina análoga à encontrada no manual do PROC IML SAS®, p.

114, foi construída para encontrar a resolução pelo método de Newton-Raphson

do sistema de equações de verossimilhança. Foi estabelecido um número

máximo de 100 iterações, e o critério de convergência adotado foi
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|wk+1-wk|<0,001, em que wk+1 e wk eram as estimativas na iteração

k +1 e k, respectivamente.

As estimativas pelo método de médias e zeros foram obtidas conforme o

algoritmo em 2.3.4. Tal algoritmo foi implementado dentro de um data set

específico em que as estimativas iniciais de a e p foram obtidas pelo método

dos momentos.

Para o método da ANAVA, além de média e variância, também eram

pedidas, no PROC MEANS, as somas e somas de quadrados não corrigidas de y

para cada amostra. Através das formulas

QME =
(m-1)

QMD =
m(n-l)

m 1

i=i

n

m n _

iiyi
i=ij=i

2Zy„

zyf
j=l

n

\2

mn

os quadrados médios entre e dentro de grupos eram obtidos e substituídos na

fórmula de 9av descrita em 2.3.4.1. Como já mencionado em 2.3.4.1, itav foi

calculado da mesma maneira que no método dos momentos.
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33 Avaliação dos Estimadores

Ao final do processo de estimação para cada estimador, foram

calculados, no ambiente PROC IML, as médias das estatísticas, viés, erros

quadráticos médio (EQM), consistência simples (CS) e desvio padrão (DP), para

cada configuração, ao longo das 1500 repetições. As fórmulas utilizadas foram

as descritas em 2.4. Relembrando que embora as duas primeiras tenham sido

dadas como esperanças, deve se ter em mente que a definição de esperança

matemática é uma média ao longo de infinitas repetições da situação. Neste

estudo, cada situação foi repetida 1500 vezes. Além disso, foi também aplicado

o procedimento PROC UNTVARIATE nas estimativas de n, 9, viés e CS com o

objetivo deavaliar suas distribuições, etambém verificar a partir de que valor de

m os estimadores eram normalmente distribuídos.

As análises através das estatísticas avaliadoras foram conduzidas

observando-se seus comportamentos em quatro situações, nas quais foram

calculadas as médias de cada uma das estatísticas para cada estimador,

considerando-se i) as 270 configurações, ü) cada valor de n, iii) cada valor de

m , e iv) cada valor de 9. Aprimeira situação forneceu um desempenho global

dos estimadores e as médias em ii), iii) e iv) permitiram avaliar o desempenho

dos estimadores para os diferentes valores de n, m e 9. Tendo-se em mente

que se esperavam boas propriedades dos estimadores como crescimento de m,

procurou-se, também, verificar como se comportaram os estimadores com o

crescimento de n, dado um valor fixo para m . Quanto ao parâmetro 9,

relembrando que este mede o afastamento dos dados de uma distribuição
binomial, foi também de interesse prático observar o que ocorre com as

estatísticas avaliadoras à medida que 9 cresce.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Estimadores de 7t

As Figuras 2, 3 e 4 mostram o viés, EQM e DP dos quatro estimadores

propostos, calculados como a média das 270 configurações. Nota-se claramente

que os estimadores iimz e icav são os que apresentaram menor viés, sendo o

viés do primeiro negativo e do segundo, positivo. Os vieses de 7cm e 7cav foram,

em geral, positivos, e os de7cmv, tc^ , negativos. Recordando que 7cm =7cav, é

importante ressaltar que embora o viés de 7cm tenha sido maior que o de 7Cav ,

isso é devido apenas ao fato de os dados utilizados para cada método terem sido

oriundos de sementes aleatórias. O DP de Jtmv foi o menor, seguido de •nmz,

enquanto o EQM de 7cmv foi o maior, seguindo o mesmo comportamento do

viés; isto é, estimador com viés mais alto apresentou maior EQM.

As estimativas médias das distribuições dos estimadores %m (ou iuav),

nm\ e nmz pertenciam ao intervalo, ora determinado pelos quantis £o.25 e

Çq.50 > ora determinados por Çq.50 e £o,75> sendo que a primeira situação

ocorreu com mais freqüência quando os valores de 9 foram combinados com

7c=0,50. Em ambas situações, as médias eram bem próximas da mediana

(£o.50 )• Alguns casos em que os intervalos foram determinados por £o.75 e

Ço.95 ocorreram para 7cmv e nmz em situações de baixos m (m<10)

combinados com n=5e20 e 7c=0,05. As distribuições dos vieses seguiram

exatamente o mesmo comportamento da distribuição do estimador, sendo que

algumas exceções foram encontradas para os estimadores dos vieses de 7cmv e

5tmz, visto que são, em geral, negativos e logo, nesses casos, se os intervalos de
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7tmv ou rc^ fossem determinados por£o,50 e £o,75> ° d°s vieses eram por

^0,25 e £o.50 • A. estatística consistência simpies era reduzida à medida que m

crescia e aumentada nas demais situações. Relembrando que esta estatística

fornece a média dos módulos dos vieses, pode-se dizer que asestimativas tendem

a se afastar de seu valor real à medida que os parâmetros crescem fixando-se m .

Devido ao fato de CS tomar-se tão pequena quanto se deseje, bastando-se, para

isso, apenas tomar um número de grupos (m ) suficientemente grande, pode-se

dizer que todos os estimadores estudados foram consistentes.

>

Viés dos estimadores de pi de M, MV, MZe AV
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FIGURA 2. Viés médio dos estimadores de momentos (M), máxima
verossimilhança (MV), médias e zeros (MZ) e análise de
variância (AV) para as270configurações dosparâmetros.
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EQM dos estimadores de pi de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 3. EQM médio dos estimadores de momentos (M), máxima
verossimilhança (MV), médias e zeros (MZ) e análise de variância
(AV) para as 270 configurações dos parâmetros.
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FIGURA 4. DP médio dos estimadores de momentos (M), máxima
verossimilhança (MV), médias e zeros (MZ) e análise de variância
(AV) para as 270 configurações dos parâmetros.

As Figuras 5, 6 e 7 ilustram o comportamento do viés, EQM e DP dos

quatro estimadores de n,à medida que m cresce. Nota-se que para baixos m
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(m<20), todas essas estatísticas são relativamente altas, tendendo a diminuir a

partir de m=20, sendo que, para m>80, elas praticamente igualaram-se. Este

resultado, em geral, é esperado para qualquer estimador, pois espera-se, com o

crescimento de m, que a amostra tome-se mais representativa. Pode-se observar,

ainda, que o DP de rcmv foi baixo, mesmo para baixos m . Observando a

interpretação dada ao EQM de um estimador no subtópico 2.4, nota-se que o

EQM de 7cmv foi o maisaltodevido apenas ao seu viés ter sidotambém o mais

alto.

Relação do viés(pi) com o crescimento de m
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FIGURA 5: Relação do viés dos estimadores de %: icm, 7cmv, rc^, rcav, com

o crescimento de m .
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Relação do EQM(pi) com o crescimento de m

0,04 -r

S °'03 -
| 0,02 -
w 0,01 -

o -

0 20 40 60

m

80 100 120

•M

•MV

•MZ

■♦—AV

FIGURA 6. Relação EQM dos estimadores de n: izm, nmv, %mL e rcav, com
o crescimento de m.

Relação do DP(pi) com o crescimento de m
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FIGURA 7. Relação DP dos estimadores de %: nm, 7cmv, %mL e wav, como
crescimento de m.

O teste de Shapiro-Wilk aphcado às seqüências das 1500

estimativas de 7im nas 270 configurações simuladas acusou normalidade nas

seguintes situações:
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i) 0=0,01, ic=0,25,n=20 e m>20; it=0,50 n=5 e m=100,

n=10e20 e m>20.

ii) 6=0,10, n=0,25, n=10e20 e m>10; ic=0,50 n=5 e m>80,

n=10e 20 etodo m .

üi) 0=0,30, 7i=0,25, n=10,20 e m>20; ic=0,50 n=5e20 e

m>20, n=10 e m>80.

iv) 0=0,50, n=0,25, n=5,10 em=100, n=10e20 e m>20;

7t=0,50, n=5,10 e 20 e m>20

v) 0=1,00 e 3,00, it=0,25, n=5,10,e20 e m>80; ic=0,50, n=5

e m>20 e n=10 e 20 e m>10.

Nota-se claramente que a normahdade foi detectada com maior

freqüência à medida que os parâmetros cresciam e, exceto para 7c=0,05, o

crescimento de m induziu à normalidade da distribuição de icm. Este resultado é

importante quando setem interesse na estimação por intervalo do parâmetro %.

O teorema central do limite garante que independente da distribuição de uma

variável aleatória com média p e variância a2, sua média terá distribuição

normal com média u. e variância o2/m, quando m tende a infinito (Casela e
Berger, 1990). Assim, supondo que y seja descrita por uma distribuição beta-

binomial, nicm será normalmente distribuída com média p e variância a2 /m,

desde que seja tomado m suficientemente grande. Portanto, pode-se dizer que

nm tem distribuição normal com média p e variância cr2/nm . Com base

nisso, Madden, Hughes e Munkvold (1996) sugeriram intervalos de confiança
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para 7t, dado por hm ± zx_vtl S(rêm),'em que zi_p/2 é o percentil

(l-p/2)l00 de uma distribuição normal padrão e S(7tm) é o erro padrão. Para

pequenas amostras, os autores sugeriram que a distribuição normal fosse

substituída pela distribuição f, com m -1 graus de liberdade.

O teorema da normahdade assintótica dos estimadores de máxima

verossimilhança pode ser usado para construir intervalos de confiança para o

estimador 7cmv, utilizando a matriz de informaçãode "Fisher" paradeterminar as

variâncias dos estimadores. Os resultados do teste de Shapiro-Wilk aplicado às

seqüências das 1500 estimativas, obtidas segundo icmv para cada uma das 270

configurações, incorreu em normalidade nos seguintes casos:

i) 0=0,01, 7t=0,50, n=20 e m>20.

ii) 0=0,10, ic=0,25, n=5 e m>80; n=10 e m=100; n=20 e

m>20; n=0,50 n=5 e m=100.

iii) 0=0,30, ic=0,25e0,5, n =5el0 e m>80; n=20 e m>10;

iv) 0=0,50, ic=0,25, n=5 e m=100, n=10 e m>80, n=20 e

m>10; ic=0,50, n=5,10e20 e m>20

v) 0=1,00 e 3,00, it=0,05, n=10e20 e m>80; ic=0,25 n=10 e

m>80, n=20 e m>10; iü=0,50, n=10 e m>10, n=20 e

todo m.

Os resultados obtidos aqui são semelhantes àqueles encontrados para

7im, e também aos fornecidos por n^^ . Ou seja, a normalidade assintótica foi

detectada com maior freqüência em configurações em que os valores reais dos

parâmetros cresciam, sendo que, exceto para ic=0,05, o crescimento de n e m
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implicou em normalidade, o que era de se esperar. Ressaltando mais uma vez, os

resultados para uav não foram comentados porque são exatamente iguais aos de

As análises considerando o crescimento de n para valores fixos de m

implicaram na redução do viés, DP, CS e EQM para oestimador 7cm =rcav, em

todos os casos. As mesmas estatísticas aumentaram nas mesmas situações para o

estimador jcmv e apenas o viés do estimador n^ . Considerando o crescimento

de 0,todas as estatísticas aumentaram em todos os métodos, embora icmv tenha
semostrado menos sensível aeste crescimento que osoutros estimadores.

4.2 Estimadores de 0

As Figuras 8, 9 e 10 ilustram o vies, EQM e DP dos estimadores 0m,

®mv >®mz e ®av calculados como as médias das 270 configurações. Observa-

se, através da Figura 8, que 0av e 0mv foram os estimadores que obtiveram o

menor viés, sendo que o de 0mv foi negativo, enquanto os dos demais foram

positivos. Por meio da Figura 9', nota-se que os estimadores que obtiveram

menor EQM foram 0mv e 0av, seguidos tanto para viés quanto DP por O^.

Observa-se, ainda, que o DP dos estimadores de 0 (Figura 10) seguiu a mesma
ordem que o EQM, situação contrária àobservada para os estimadores de tc.
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Viés dos estimadores detheta de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 8. Viésmédio dos estimadores de 0, 0m, 0mv, 0,^ e 0av, para as
270 configurações dos parâmetros.

Considerando o tato de p ser uma função crescente de 0, Yamamoto e

Yanagimoto (1992) argumentaram que era de se esperar que resultados obtidos

para p fossem análogos aos respectivos para 0, ou seja, os estimadores de 0

apresentariam o mesmo comportamento que os de p mostraram. Lá, a equação

de momentos não-viesada que origmou pub estava baseada nos mesmos

estimadores de momentos aqui utilizados. Como já observado no subtópico 2.5,

pu5 obteve viés e EQM relativamente baixos, e com base nisso esperava-se que

0m também apresentasse baixos viés e EQM. Na verdade, isso ocorreu quando

as configurações dos parâmetros não incluíam 0>L,OO combinados com m<80.

Vale ressaltar, ainda, que estimativas negativas neste estudo foram eliminadas,

enquanto em Yamamoto e Yanagimoto (1992), as mesmas eram igualadas a zero.

Isso pode ter provocado um aumento no viés e EQM globais nas situações em

que um grande número de estimativas negativas eram encontradas.
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EQM dos es tímadores de theta de M, MV, MZ e AV
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FIGURA 9. EQM médio dos estimadores de 0, 0m, 0mv, ©^ e 0av,
considerando as 270configurações dos parâmetros.
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FIGURA 9\ FIGURA 9 ampliada.
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DP dos estimadores de theta de M, MV, MZe AV
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FIGURA 10. DP médio dos estimadores de 0, 0m, 0mv, 0,^ e 0av,
considerando as 270 configurações dos parâmetros.

A Figura 11 ilustra o comportamento do viés dos estimadores à medida

que 0 cresce. Observa-se que o viés de 0m foi visivelmente baixopara 0<O,5, e

a partir desse valor, aumentou consideravelmente. Este resultado condiz com os

de Feng e Grizzle (1992), em que os vieses de pm e pav aumentaram com o

crescimento de p . E importante mencionar que tanto o viés quanto o EQM e o

DP de 0m foram baixos, mesmo para 0>1,OO, quando m>80. Os altos valores

observados para as estatísticas de avaliação foram devidos a valores discrepantes

que ocorreram quando m=10. Nota-se, ainda, que os vieses de 0mv, ©mz e

0av também aumentaram com o crescimento de 0, mas 0^ e 0av pareceram

menos sensíveis a este crescimento.
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Relação do viés (teta) com o crescimento de teta

>

teta

FIGURA 11. Relação do viés dos estimadores de 0: 0m, 0mv, 0™ e 0
'av>

com o crescimento de 0

A Figura 12 ilustra o efeito de 0 no EQM. Novamente, o EQM de 0m

foi o mais alto, e através da Figura 12' nota-se que 0mv foi o estimador que

apresentou menor EQM, seguido dos estimadores 0av e 0,,^, quando foi

considerado ocrescimento de 0. Através da Figura 13, nota-se que oDP de Qmy

foi o menor, seguido por 0av e 0,,^, e para 0m observa-se uma forte influência

do parâmetro 0; isto é, ocrescimento de 0 implicou em crescimento do DP para
0.'m

As Figuras 14,15 e 16 ilustram a influência dos valores discrepantes nas

estatísticas de avaliação para m=10, no estimador 0m. Observa-se que as

configurações que mais contribuíram para a"explosão" dos valores do viés, EQM
e DP foram aquelas associadas a m=10. Na verdade, essa situação ocorreu

também com valores de m=5 e 20, mas como as figuras ilustram, os valores

mais altos provieram de configurações queincluíam m =10.
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Relação do EQM(teta) com crescimento de teta
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FIGURA 12. Relação do EQM dos estimadores de 0: 0m, 0mv, Q^ e 0av,
com o crescimento de 0.

Relação do EQM(teta) com crescimento de teta
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FIGURA 12'. FIGURA 12 ampliada
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Relação do DP (teta) com o crescimento de teta

M
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FIGURA 13. Relação do DP dos estimadores de 0: 0m, 0mv, 0,,^ e 0av,
com o crescimento de 0.

Relação do viés (teta ) com o crescimento de m

m
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FIGURA 14. Relação do viés dos estimadores de 0, 0m, 0mv, ©^ e 0av, com
o crescimento de m .
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Relação do EQM(teta) com o crescimento de m
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FIGURA 15. Relação do EQM dos estimadores de 0: 0m, 0mv, 0,,^ e 0av,
com o crescimento de m .

Relação do EQM(teta) com o crescimento de m
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FIGURA 15'. FIGURA 15 ampliada
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FIGURA 16. Relação do DP dos estimadores de 0: 0m, 0mv, ©^ e 0av, com
o crescimento de m .

A estatística CS também assumiu valores discrepantes quando os valores

0>1,OO foram combinados com m<20 e qualquer valor de n e n . O aspeto

observado no estimador 0m na Figura 17retrata uma situação de inconsistência

de 0m ligada às configurações anteriormente mencionadas. Embora a

consistência simples esteja relacionada diretamente apenas com as diferenças em

módulo de as estimativas se tomarem tão pequenas quanto se deseje, bastando

para isso tomar um número de grupos suficientemente grande, pode-se falar em

inconsistência de 0m naquelas situações. Com o objetivo de sanar as dúvidas

inerentes que surgiram, as simulações para as configurações indicadas foram

repetidas, e nenhuma diferença significativa ocorreu, o que nos levou a crer que

este resultado era consistente.

Um outro problema que deve também ser mencionado é o de estimativas

negativas que os estimadores podem fornecer. A eliminação de amostras em que

todos os indivíduos dentro de grupo não apresentavam sucesso para todo grupo,

ou contrariamente, todos eram sucesso para todos os grupos observados, evitou o
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ou contrariamente, todos eram sucesso para todos os grupos observados, evitou o

problema de estimadores indefinidos. No entanto, estimativas negativas de 0

surgiram para todos os estimadores, e embora tenham sido eliminadas do estudo,

essa situação pode ocorrer na prática. Para 0m, uma maior freqüência de

estimativas negativas estava associada a amostras que haviam sido geradas a

partir de configurações que envolviam baixos m (<20) e 7ü=0,05 e altos 0

(H00).

Progressão da CS dos estimadores de teta de M, MV,
MZe AV

98 3

* 2

U 1 -j ^r^J^- A MZ
* r^^^r=s""'^,^^""^'¥ , ♦ av

20 40 60 80 100 120

m

•M

MV

FIGURA 17. Relação da consistência simples dos estimadores de 0: 0m, 0mv,
3mz e ®av >com ° crescimento de m .

Alguns problemas de convergência foram observados nos estimadores de

máxima verossimilhança quando 6<0,10 estavam associados com os valores

rc=0,5, n =20 e m<10. Como o método da máxima verossimilhança utilizou,

como valores iniciais, as estimativas obtidas pelo método dos momentos, é

provável que muitos dos problemas de convergência sejam devidos ao valor

inicial e não ao método em si. Vale lembrar que o método de Newton-Raphson

garante que se os valores iniciais forem tomados num intervaloadequado, então o
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método converge. Porém, estimativas discrepantes foram obtidas pelo método

dos momentos quando 0>1,OO. Assim, a convergência do método de Newton-

Raphson pode ter sido comprometida naqueles casos.

Com as mesmas configurações indicadas no método da máxima

verossimilhança, surgiram, também, problemas no método de médias e zeros.

Relembrando que os valores iniciais utilizados neste método foram também

obtidos pelo método dos momentos, deparou-se também, aqui, com o problema
de estimativas discrepantes. Além disso, devido ao fato de este método utilizar o

modelo DBB, surgem também as limitações da função gama. Observando a

função gama descrita no tópico 2, vemos que ela é definida por uma integral no
intervalo de zero a infinito. No SAS®, valores do argumento da função maiores
que 171 ou menores que E-12, por exemplo, são ignorados, e dados como

valores perdidos. Como ilustração, considere o exemplo em que rc=0,50,

0=0,01 e n=20. Tomando-se m=10, dados foram simulados e as estimativas

iniciais (pelo método dos momentos) para n e 0 foram determinadas como

*m=°J40 e 0m =0,005168. Substituindo-se estes valores em Pi(o), o

argumento para afunção gama foi dado como inválido, elogo os valores de P^O)

e P2(0) ficaram indefinidos eométodo não pode ser continuado. Esse tipo de
problema foi mais freqüente em configurações que envolviam baixos 0

(0<O,lO)e m (m<20)e %(tu=0,50).

Problemas análogos de estimativas negativas com o método da ANAVA

surgiram com as mesmas configurações do método de médias e zeros. Aqui,
estimativas negativas foram mais freqüentes (50% em média) em configurações
que envolviam 0<O,1O, embora tenham diminuído significativamente mais que

nos outros métodos, quando qualquer configuração estava associada a m >20.
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A distribuição de 0m foi assimétrica à direita em todos os casos, sendo

que a média pertencia ao intervalo determinado pelos quantis ^o 50 e £o 75

quando 0<O,5O, e ao intervalo determinado por Çq 75 e £0 95 P313 9^1,00 e

m<20. Os outros três estimadores apresentaram distribuições semelhantes à de

0m, porém, a distribuição de 0mv para configurações envolvendo m=n=5 foi

assimétrica à esquerda, com a média pertencendo ao intervalo [£o 25, £o 50]• Os

vieses de 0m, 0mv e 0,^ foram quase sempre positivos e o de 0av positivo

para 0<O,1O e negativo para 0>O,3O. Relembrando que o viés é a diferença da

estimativa pelo valor real, o fato de o viés ter sido sempre negativo naquelas

situações indica que o estimador subestima os valores populacionais

(paramétricos) de 0. As distribuições dos vieses de todos os estimadores

seguiram exatamente o mesmo padrão das distribuições dos estimadores. O teste

de Shapiro-Wilk detectou normalidade apenas em alguns casos para o estimador

de máxima verossimilhança. Aqui, assim como para rcmv, o teorema da

normalidade assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança já garante

que ^mv tem distribuição normal. Caso se tenha o objetivo de construir

intervalos de confiança para 0mv, pode-se usar, também, a variância de 0mv

determinada pela matriz de informação de Fisher. Com baixos 0 (0<O,5O), o

teste detectou normalidade apenas nas configurações determinadas por ti=0,50,

n=20 e m>10. Para 9>1,00, foi detectada normahdade para as seqüências de

estimativas obtidas a partir de amostras geradas com as configurações

envolvendo: i) 7c=0,05, n>10 e m>80, e ii) n>0,25, n>10 e m>20. O

intervalo de confiança proposto por Kung-Jong, Cumberland e Kuo (1996) para

p pode, provavelmente, ser usado paraconstruir intervalos de confiança para 0,

dada a propriedade ressaltada por Yamamoto e Yanagimoto (1992). No entanto,
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como o teste de Shapiro-Wilk não acusou normalidade para os outros

estimadores, não é possível afirmar a partir de que valores de m ou n isso

poderia ser feito.

As análises em termos do crescimento de n dentro de valores fixos de

m mostraram que as estatísticas viés, EQM e CS aumentaram para 0mv,

enquanto o DP diminuiu. Para 0m, todas as estatísticas diminuíram, mas apenas

para m>20, sendo que, para valores menores, os resultados foram

inconsistentes. O estimador 0 mostrou uma redução das estatisticas

avaliadoras somente para m=100, enquanto para 0 , todas aumentaram com

o crescimento de n, considerando-se valores fixos para m .

Procurou-se, aqui, dar um enfoque detalhado dos resultados obtidos para

os estimadores estudados. Porém, devido a certas dificuldade que podem ser

relacionadas com os procedimentos numéricos e limitações inerentes aos

métodos não-iterativos (por ex. estimativas negativas), não se pode afirmar que

um determinado método é melhor que outro. Neste sentido, um tato importante

que deve ser ressaltado é que todos os estimadores apresentaram um

comportamento semelhante quando eram tomados m>80. Caso o pesquisador

tenha noções a priori da faixa dos valores paramétricos da característica sob

estudo, acredita-se que este trabalho possa, em geral, sugerir tamanhos amostrais

(número de grupos) que forneçam as propriedades desejadas.



5 CONCLUSÕES

5.1 Estimadores de tc

Quanto ao viés e EQM, os estimadores de momentos e de médias e

zeros do parâmetro n foram os que apresentaram menores valores médios,

considerando as 270 configurações. Na mesma condição, o estimador de

máxima verossimilhança de %foi o que forneceu maior viés e EQM médios,

sendo, em contrapartida, o que obteveo menorDP médioe o menosinvariante.

Todos os estimadores obtiveram resultados semelhantes para m>20, e

foram consistentes para todo m>5. Em geral, os estimadores apresentaram

normalidade assintóticapara todos os valoresde 0 associados a rc>0,25, n>10

e m>20.

5.2 Estimadores de 0

Os estimadores 0av e 0mv foram os que apresentaram menores viés e

EQM médios, seguidos de 0^. Oestimador 0mv foi, assim como nmy, o que

apresentou menorDP médio, seguido de 0av.

O viés de todos os estimadores de 0 aumentou com o crescimento de 0,

sendo que, para 0<O,5, todos os estimadores apresentaram baixos vieses. No

entanto, o estimador 0m se mostrou o mais "sensível" ao crescimento de 0,

quanto ao viés, EQM, DP.

Considerando o comportamento dos estimadores quanto ao crescimento

de m, o estimador de momentos foi o queapresentou o pior desempenho quanto
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às estatísticas avaliadoras, seguido, em relação ao EQM, por &„&. Os

estimadores 0mv, 0,,^ e 0av foram consistentes para todos os valores de m,

enquanto 0m foi consistente para m >20.

Para m>80, todos os estimadores apresentaram comportamento

semelhante, e apenas o estimador de máxima verossimilhança de 0 apresentou

normalidade assintótica em alguns casos (0<O,5;7c=O,5O;n=2O; m>10 e

0>l,OO;it>O,25;n>lO; m>80).
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