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RESUMO

LIMA, Claudiney Nunes. Ajuste de uma superfície de resposta no
delineamento em blocos incompletos: análise de verossimilhança
restrita e bayesiana em uma simulação de adubação em citros. La-
vras: UFLA, 2006. 71p. Dissertação (Mestrado em Agronomia/ Estatística
e Experimentação Agropecuária) - Universidade Federal de Lavras, Lavras,
MG.*

A determinação da combinação de doses de nutrientes que dá uma pro-
dução máxima é um problema de interesse em ensaios de adubação. No
presente trabalho, procurou-se ilustrar as análises de verossimilhança res-
trita (REML) e bayesiana (GS) de um delineamento em blocos incompletos
parcialmente balanceados. Para essa ilustração, foram simulados dados de
produção de uma cultura de citros, no primeiro ano de idade, com a combi-
nação de doses de dois nutrientes. Para o ajuste do modelo e o cálculo de
suas propriedades estatísticas, foi feita a inferência de verossimilhança res-
trita (REML) e a inferência bayesiana, usando a amostragem Gibbs, ambas
aplicadas a um modelo linear misto. Os resultados demonstram que as duas
metodologias são boas ferramentas de ajuste de modelos mistos e devem ser
recomendadas para ajustes de superfícies de resposta.

Palavras-chave: adubação, amostragem Gibbs, delineamento em blocos in-
completos, REML.

*Comitê Orientador: Júlio Sílvio de Sousa Bueno Filho - UFLA. (Orientador)
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ABSTRACT

LIMA, Claudiney Nunes. Fitting a response surface using an incom-
plete block design: Restricted likelihood and Bayesian analysis in
manuring simulation in citrus. Lavras: UFLA, 2006. 71p. Dissertation
(Master's Degree in Agronomy/Statistics and Agriculture Experimentation)
- Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG.*

Finding the combination of nutrients levels that yields maximum production
is an interesting problem in manuring assays. The aim of this work was
to illustrate the restrict likelihood analysis (REML) and Bayesian analysis
(GS) of a partially balanced incomplete block design. For this illustration,
production data for the �rst year of a citrus culture were simulated, using
combinations of levels for two nutrients. To �t the model and calculate its
statistical properties, REML and GS were both applied to a mixed linear
model. Results from both methodologies are equivalent, indicating that
these are good tools for mixed models �tting that should be recommended
for the response surfaces.

Key-words: manuring, Gibbs Sampling, incomplete block designs, REML.

*Guidance Committee: Júlio Sílvio de Sousa Bueno Filho - UFLA. (Adviser)
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1 INTRODUÇÃO

Muitos projetos de pesquisa baseiam-se em experimentos que pre-
tendem avaliar dois ou mais fatores de níveis quantitativos e estudar suas
interações. A questão central de pesquisa, nesse tipo de experimento, é a de
detectar a presença de níveis ótimos de �ação�, que são os níveis dos fatores
que conferem pontos de máximo ou mínimo à superfície de resposta. Em-
bora haja exemplos reais desse tipo de experimento, pretende-se apresentar
uma proposta de plano experimental e duas propostas de análise para um
exemplo-modelo relativamente complexo, com dados �ctícios que permitam
a comparação do ajuste aos valores paramétricos simulados.

O problema escolhido, inspirado em Ribeiro et al. (1999), foi o da
adubação para plantas de citros no primeiro ano de idade. Supõe-se que,
no plantio, tenha sido realizada a correção de fertilidade com calcário cal-
cítico e que foi detectada a necessidade de suprimento de magnésio. Para
esse caso, foi proposta a adubação foliar com sulfato de magnésio. Além
disso, a cultura recebe cobertura com adubo nitrogenado. A demanda do
pesquisador seria estimar os níveis ótimos de adubação nitrogenada e aduba-
ção foliar que maximizam a produtividade (medida em toneladas de frutos
por hectare). Um problema adicional desse plano experimental é o de que
o pesquisador queria determinar o efeito dos níveis médios de tratamentos
com duas referências, quais sejam: ausência de adubação e efeito da água
na adubação foliar. Tais testemunhas re�etem o nível zero para ambos os
fatores quantitativos em estudo.

O experimento fatorial para o ajuste de superfícies de resposta en-
volveu muitos tratamentos e foi instalado em blocos incompletos para um
bom controle local. Isso, sabidamente, aumenta a e�ciência do experimento,
mas, por vezes, complica a análise. Assim, o problema estatístico enfocado
é o de ajustar um delineamento em blocos incompletos, com recuperação da
informação interblocos, usando duas técnicas consagradas: a Estimação por
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Máxima Verossimilhança Restrita (REML), Patterson & Thompson (1971),
e a Amostragem Gibbs (GS, do inglês Gibbs Sampler, Gelfand & Smith,
1990), para a estimação das médias ajustadas de tratamentos, seguida do
ajuste da superfície de resposta correspondente.

O objetivo deste trabalho é ilustrar duas formas de estimação (REML
e GS) para ajustar uma superfície de resposta a um experimento idealizado
em blocos incompletos com dois fatores quantitativos. Adicionalmente, será
feita uma breve comparação dos resultados do ajuste de uma superfície de
resposta em um experimento simulado.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Delineamento em blocos incompletos

Em certos experimentos, usando delineamentos em blocos casualiza-
dos, não se podem alocar todas as combinações dos tratamentos em cada
bloco. Situações desse tipo ocorrem, freqüentemente, devido às di�culdades
de se encontrarem áreas experimentais que sejam uniformes em toda a sua
extensão; su�cientes, portanto, para abrigarem blocos que contenham todos
os tratamentos a serem avaliados, ou até mesmo pela carência de instrumen-
tos ou aparelhos experimentais.

O emprego de um delineamento em blocos casualizados completos,
nessa situação, faz com que sua e�ciência seja sensivelmente prejudicada
e diminuída à medida que o número de parcelas por bloco aumenta. A
heterogeneidade dentro do bloco tende a aumentar o erro experimental, di�-
cultando, assim, a discriminação dos tratamentos em teste, ou a obtenção de
estimativas mais exatas, em razão de uma menor precisão do experimento
(Ramalho et al., 2000).

Para contornar esse problema, é necessário fazer uso dos delineamen-
tos em blocos incompletos. Nesses delineamentos, v tratamentos são distri-
buídos em b blocos de tamanho k < v e o i-ésimo tratamento (i = 1, 2, . . . , v)
aparece em r unidades experimentais, isto é, têm-se r repetições desse tra-
tamento; o j-ésimo bloco contém k unidades experimentais, das quais nij

recebem o i-ésimo tratamento (John, 1980). Nesse caso, nij é uma variável
indicadora da presença de um tratamento num bloco.

Em tais situações, pode-se, em geral, utilizar duas classes desses
delineamentos: a primeira, os chamados blocos incompletos balanceados
(BIB), introduzidos por Yates (1936), citado por John (1980), que satisfaçam
as seguintes condições:
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(i) o material experimental é dividido em b blocos de k unidades cada, com
tratamentos diferentes sendo aplicados às unidades no mesmo bloco;

(ii) existem t tratamentos, sendo que cada um ocorre em r blocos;

(iii) quaisquer dois tratamentos ocorrem juntos em exatos λ blocos.

A segunda classe são os delineamentos em blocos incompletos, em
que o número de tratamentos é maior do que o número de unidades ex-
perimentais por bloco (ν > k). Nesse delineamento, o i-ésimo tratamento
(i = 1, 2, ..., ν) aparece em r unidades experimentais, isto é, têm-se r repeti-
ções do tratamento; o j-ésimo bloco contém k unidades experimentais, das
quais nij recebem o i-ésimo tratamento (John, 1980). Nesse caso, nij é uma
variável indicadora da presença de um tratamento num bloco.

Há, ainda, situações em que se recomenda adicionar, em todos os
blocos do delineamento, determinado tipo especí�co de tratamento, como se
discute no presente trabalho. Isso ocorre, por exemplo, conforme salienta
Ferreira (1980), quando se deseja comparar algumas variedades novas com
outras de comportamento já conhecido e que atuam como uma espécie de
controle ou testemunha.

Oliveira (1990) determinou, por meio de um exemplo numérico, as
expressões para as várias somas de quadrado na análise de variância, as
médias de tratamentos ajustadas para blocos e a variância da estimativa
de um contraste entre as médias de tratamentos, considerando os métodos
de análise intrablocos e com recuperação de informação interblocos para o
caso de um ensaio em blocos incompletos parcialmente balanceados (PBIB),
aumentado pela adição de tratamentos comuns a todos os blocos.

Os delineamentos em blocos incompletos podem ser classi�cados em
duas categorias, conforme o agrupamento dos seus blocos:

i) resolvable designs - casos em que os blocos podem ser agrupados
em repetições;
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ii) non-resolvable designs - casos em que os blocos não podem ser
agrupados em repetições.

Bailey (1999) lembra que as duas principais propriedades dos de-
lineamentos em blocos incompletos são o balanceamento e a solubilidade
(resolvability - propriedade de ser agrupado em repetições completas). Em
um delineamento resolvable, r é um múltiplo do número de superblocos (re-
petições).

2.1.1 Análise de variância intrablocos

Há dois tipos bem diferentes de análises dos experimentos em blocos
incompletos:

i) análise intrablocos, em que só comparações entre parcelas do mes-
mo bloco são usadas nas estimativas dos efeitos dos tratamentos;

ii) análise com recuperação da informação interblocos, em que as
comparações entre blocos são também aproveitadas na estimação dos efeitos
de tratamentos.

A análise intrablocos pode ser usada para qualquer experimento em
blocos incompletos e se baseia em métodos estatísticos exatos. A análise
com recuperação da informação interblocos, por outro lado, permite apro-
veitar melhor os dados, mas usa métodos estatísticos apenas aproximados
e só deve ser usada para experimentos com número de graus de liberdade
relativamente grande para blocos e para o resíduo (Pimentel Gomes, 2000).

Na análise de variância com recuperação da informação interblocos
os efeitos de blocos são tomados como sendo aleatórios, essa informação é
combinada com a fornecida pelo contraste de parcelas dentro dos blocos e
usada na análise intrablocos, para a obtenção de soluções mais precisas para
os efeitos de tratamentos. Os efeitos de blocos são considerados com sendo
normais e independentemente distribuídos com média zero e variância σ2

b .
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2.1.2 Delineamentos em blocos incompletos parcialmente balan-
ceados

Bose & Nair (1939) desenvolveram uma classe de delineamentos em
blocos incompletos parcialmente balanceados, para situações em que não é
possível montar um delineamento balanceado. De acordo com Nair (1952),
um delineamento pertence a essa classe se:

1. há v tratamentos arranjados em b blocos e cada bloco contém k dife-
rentes tratamentos (k < v);

2. cada tratamento ocorre em r blocos;

3. �xando-se um tratamento qualquer, os restantes podem ser agrupados
em m grupos contendo n1, n2, . . . , nm tratamentos, de modo que os ni

tratamentos do i-ésimo grupo ocorram com esse tratamento λi vezes.
(Os tratamentos do i-ésimo grupo são chamados de i-ésimos associados
do tratamento em questão. Os valores de n1, n2, . . . , nm, λ1, λ2, . . . , λm

são independentes do tratamento inicialmente considerado. Alguns dos
λ's podem ser iguais.);

4. o tratamento A é i-ésimo associado de B, o tratamento B é também i-
ésimo associado de A. (Se A e B são i-ésimos associados, pi

jk representa
o número de tratamentos comuns aos j-ésimos associados de A e k-
ésimos associados de B, e são independentes do par de tratamentos
que se considera.)

Veri�cam-se as seguintes relações entre os parâmetros, de acordo com
Hinkelmann & Kempthorne (2005):
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rv = bk
m∑

i=0

ni = v

m∑

i=0

niλi = rk

m∑

i=0

pk
ij = nj

pk
ij = pk

ji

nkp
k
ji = nip

i
kj = njp

j
ik

Os termos v, b, r, k, n1, n2, . . . , nm, λ1, λ2, . . . , λm são chamados de
parâmetros de primeiro tipo, enquanto os pk

ij são os parâmetros de segundo
tipo.

2.2 Teoria de modelos mistos

A teoria dos modelos mistos foi desenvolvida no �nal da década de
40 e baseia-se em modelos lineares que contêm efeitos �xos e aleatórios.
Sua aplicação é de grande interesse no estudo de relações funcionais entre
variáveis, sejam elas de natureza quantitativa ou qualitativa.

Entende-se por modelo �xo aquele que apresenta todos os seus efeitos
�xos, com exceção feita ao erro experimental, que é de natureza aleatória.
Se apresentar todos os efeitos aleatórios, com exceção de uma constante
(média geral), é classi�cado como modelo aleatório; caso possua efeitos �xos
e aleatórios, é denominado modelo misto.

Para se decidir se um conjunto de efeitos será considerado como �xo
ou aleatório, tomam-se, como idéia principal, as inferências extraídas do
experimento e, portanto, o processo de amostragem. Se os interesses centra-
lizam nos exatos níveis dos tratamentos no experimento, então os tratamen-
tos devem ser considerados efeitos �xos (constantes). Nesse caso, os níveis
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dos tratamentos representam a população inteira dos tratamentos para os
quais as inferências serão aplicadas. Por outro lado, se as conclusões dos
tratamentos são aplicadas a uma população mais ampla, da qual os níveis
dos tratamentos de um certo fator no experimento são uma amostra, então
o fator é aleatório (White & Hodge,1989).

Ainda segundo os autores mencionados, a de�nição de um modelo
como �xo, aleatório ou misto está associada à possibilidade de se estimarem
parâmetros do modelo ou de se predizer o comportamento de suas variáveis
aleatórias para um conjunto de observações. Isso porque se diz que os parâ-
metros populacionais (esperanças de efeitos �xos e variâncias populacionais
de variáveis aleatórias) são estimáveis, enquanto as variáveis aleatórias po-
dem ser preditas, mas não estimadas, pois não possuem valor �xo per se.
Mas, numa amostra dos seus possíveis valores, podem-se obter indicadores
de sua esperança, conhecendo-se sua distribuição na suposição de o efeito
aleatório estar correlacionado ao caráter observado.

Para Anderson & McClean (1974), um dos objetivos da análise do
modelo linear é a estimação dos efeitos �xos. Um exemplo desse tipo de
análise é a do modelo misto, usualmente empregado para um delineamento
em blocos casualizados, em que os blocos são considerados aleatórios e os
tratamentos, �xos, mas o objetivo é fazer inferências sobre o conjunto �xo
de efeitos dos tratamentos. Os blocos não são de qualquer interesse parti-
cular e são considerados aleatórios, para permitir que as inferências sobre
os tratamentos sejam aplicadas a uma população mais ampla de blocos, nas
quais os tratamentos sejam testados.

Em geral, escreve-se o modelo misto da seguinte maneira:

y = Xβ + Zb + ε, (1)

em que:

y é o vetor de observações de dimensões (nx1); n, o número de observa-
ções;
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X é a matriz de incidência para efeitos �xos (nxp); p, o número de parâ-
metros associados aos efeitos �xos;

β o vetor de parâmetros �xos (px1);

Z é a matriz de incidência para efeitos aleatórios (nxq); q, o número de
parâmetros associados aos efeitos aleatórios;

b é o vetor de parâmetros aleatórios;

ε é o vetor de resíduos (nx1).

2.3 Superfícies de resposta

A metodologia da superfície de resposta (MSR) é um conjunto de
técnicas matemáticas e estatísticas úteis na modelagem e na análise em
aplicações em que a resposta de interesse é in�uenciada por diversas variá-
veis e o objetivo é otimizar a resposta (Montgomery, 2004). A abordagem
geral MSR foi desenvolvida no início da década de 50, tendo sido aplicada
inicialmente na indústria química com considerável sucesso. Nos últimos
20 anos, a MSR vem tendo extensa aplicação em uma ampla variedade de
contextos industriais, muito além de suas origens em processos químicos,
inclusive na fabricação de semicondutores e de artigos eletrônicos, corte de
metais e processos de junção, entre outros.

A literatura sobre metodologia de superfície de resposta é extensa,
mostrando as aplicações a diferentes campos de pesquisa, bem como o de-
senvolvimento na área de construção de delineamentos ótimos na análise
estatística de superfície.

Segundo Mead & Pike (1975), essas primeiras idéias sobre superfícies
de resposta apareceram em estudos que envolviam curvas de crescimento
para animais e plantas, na análise de próbites, mas seu maior desenvol-
vimento ocorreu nas tentativas de relacionamento entre produção de uma
determinada cultura e níveis de fertilizantes.

9



O grande impulso dado na análise de dados experimentais, por meio
de superfície de resposta, foi dado pelo trabalho de Box & Wilson (1951),
em que os autores desenvolveram métodos de determinação de condições
ótimas em pesquisas industriais. Nesse trabalho, os autores introduziram
a função polinomial com duas ou mais variáveis independentes, como uma
boa aproximação da função de resposta, e apresentaram delineamentos de
tratamentos com o objetivo de se encontrar um ponto na região experimental
de interesse em que a resposta é máxima, utilizando, para isso, o menor
número possível de pontos.

No campo agronômico, a função polinomial de resposta tem sido
largamente empregada em ensaios de adubação. Além da função polinomial,
há ainda outros modelos matemáticos de curvas de superfície de resposta
que podem ser empregados como, por exemplo, a função polinomial da raiz
quadrada inversa, curvas com platô e curvas com exponenciais, como se pode
observar nos trabalhos de Vieira (1970).

Heady & Pesek (1954) trabalharam com a aplicação da superfície de
resposta em um experimento fatorial de adubação com os nutrientes nitro-
gênio (N) e fósforo (P) na cultura de milho. Nesse trabalho, foi estudado
o comportamento de cada nutriente na presença das doses de 0, 160 e 320
libras/acre na presença do outro, com a organização de grá�cos ilustrativos
dos cortes realizados. Nesse caso, os estudiosos veri�caram que, quando o N
foi �xado na dose zero, houve um decréscimo no rendimento.

Morais (1982), com o objetivo de veri�car a relação entre a produção
e os níveis de adubação, por meio do uso da metodologia de superfície de
resposta, estudou um modelo de regressão polinomial quadrático, tendo a
preocupação de considerar algumas variáveis auxiliares adicionais ao modelo,
com vistas à obtenção de fórmulas que permitissem avaliar o comportamento
da produção ante a inclusão dessas últimas. Foi aplicada a metodologia em
dados provenientes de um experimento de adubação N-P-K em cafeeiro,
em que se considerou a produção como variável dependente, e altura da
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planta, diâmetro da copa e número de internódios, como variáveis auxiliares
adicionais. Entre outras conclusões, veri�cou-se que as variáveis auxiliares
que mais contribuíram para a redução da variância residual foram a altura
da planta e o diâmetro da copa.

Para Khuri & Cornell (1996), os métodos de superfície de resposta
são empregados em delineamentos e análise das fases. A fase do delinea-
mento é importante porque de�ne como os dados são coletados e quantos
são. Na análise dos dados, o objetivo é fornecer explicações plausíveis da
evidência experimental. Assim, o delineamento do experimento e a análise
dos dados, em conjunto, ajudam o experimentador a descobrir quais fatores
são importantes, qual o papel que cada fator representa no sistema e por
que esses fatores são importantes.

2.4 Inferência bayesiana

Pode-se dizer que existem dois enfoques ou duas correntes de pensa-
mento bem distintos para a inferência em Estatística: o enfoque freqüentista
e a corrente da chamada inferência bayesiana.

Segundo o enfoque freqüentista, o conceito de probabilidade corres-
ponde ao de freqüência relativa, em que a população é descrita por um
modelo probabilístico que é função de constantes (parâmetros) desconheci-
das.

Já a inferência bayesiana é o processo pelo qual se encontra um mo-
delo de probabilidade para um conjunto de dados e se resume o resultado
por uma distribuição de probabilidade sobre os parâmetros do modelo e so-
bre quantidades não observadas, tais como predição para novas observações
(Gelman et al., 2000). Essa corrente de pensamento não é recente, mas tem
alcançado um grande prestígio, num ritmo intenso, nas últimas décadas, em
parte devido ao avanço dos recursos computacionais.

Uma das diferenças principais entre a inferência bayesiana e a fre-
qüentista é que, para a primeira, o parâmetro θ é interpretado como variável
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aleatória, em função da con�ança maior ou menor do pesquisador de que o
parâmetro esteja contido em determinados intervalos. Já para a inferência
freqüentista , o parâmetro é um valor �xo ou constante, além de não levar
em conta a informação disponível a priori como a bayesiana faz.

O pesquisador, quando acrescenta um conhecimento prévio que se
tenha sobre o parâmetro θ à sua análise, está especi�cando a densidade a
priori de θ, p(θ), a qual, antes da observação de y, contém a distribuição de
probabilidade de θ. Nesse caso, é bom lembrar que o parâmetro θ pode ser
um escalar ou um vetor de parâmetros.

A distribuição priori é uma parte importante da inferência bayesiana
e representa a informação sobre um parâmetro desconhecido θ, isto é, com-
binado com a distribuição de probabilidade dos novos dados para fornecer
a distribuição posteriori, a qual é usada para inferências e decisões futuras
envolvendo θ (Gelman, 2002).

Para um melhor esclarecimento, descrevem-se abaixo as principais
características de uma e de outra formas de distribuição:

1 - Priori informativa
Quando o pesquisador tem alguma informação prévia sobre o parâ-

metro em questão, ele pode usar uma priori informativa, descrevendo uma
densidade p(θ), por sua vez, especi�cada com o auxílio de constantes cha-
madas de hiperparâmetros, pois são os parâmetros da distribuição dos pa-
râmetros. Inicialmente, os hiperparâmetros são considerados conhecidos e
traduzem a informação que se tem sobre o parâmetro, antes da realização
da amostra (Silva, 2005).

2 - Priori não informativa
Quando se tem pouca ou nenhuma informação sobre o parâmetro

ou a verossimilhança é dominante, tende-se a pensar em todos os possíveis
valores para θ como igualmente prováveis, ou seja, com uma distribuição a
priori uniforme:

p(θ) ∝ k,
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em que θ é limitado em um intervalo real.
Distribuições prioris não informativas são planejadas para se fazer

inferência bayesiana aos parâmetros desconhecidos, além dos dados incluí-
dos na análise em mãos (Gelman, 2005). Quando o valor de um parâmetro é
desconhecido, Jefreys (1961) propõe duas regras para a escolha da distribui-
ção a priori, as quais, segundo ele, atingem os casos mais comuns. Assim,
�ca estabelecido que:

1 - se o parâmetro pode assumir qualquer valor em um domínio
�nito ou (−∞,∞), uma distribuição a priori deve ser considerada como
uma distribuição uniforme. No caso de o parâmetro pertencer ao intervalo
(−∞,∞), essa distribuição não será própria no sentido de que sua integral
no domínio não será 1 (um);

2 - no caso em que o parâmetro só pode assumir valores positivos,
isto é, no intervalo (0,∞), a distribuição a priori do seu logaritmo deverá
ser considerada como uniforme, também, em (−∞,∞).

Uma classe de prioris não informativas é proposta pelo autor. Nela
se emprega a medida de informação esperada de Fisher de θ mediante y:

I(θ) = E[(d2log{p(y|θ)}/dθ2|θ].

Box & Tiao (1992) a�rmam haver duas regras a serem consideradas:
1-Regra de Je�reys para o caso uniparamétrico: a distribuição a priori para
um único parâmetro θ é aproximadamente não informativa se for proporci-
onal à raiz quadrada da medida de informação de Fisher:

p(θ) ∝ [I(θ)]1/2.

2-Regra de Je�reys para o caso multiparamétrico: a distribuição a priori
para um conjunto de parâmetros é proporcional à raiz quadrada do deter-
minante da matriz de informação de Fisher:

p(θ) ∝ det|I(θ)|1/2.
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2.4.1 Distribuição a posteriori

De acordo com Gelmam (2002), a distribuição posteriori resume o
estado atual de conhecimento sobre todas as quantidades incertas (incluindo
parâmetros não observáveis, bem como dados potenciais não observáveis, la-
tentes ou ausentes) na análise bayesiana. Analiticamente, a densidade pos-
teriori é o produto da densidade priori e a verossimilhança. Em uma análise
complexa, a distribuição posteriori pode ser resumida por um conjunto de
L simulações obtidas a partir do vetor de quantidades incertas w1, . . . , wJ ,
como ilustrado na seguinte matriz:

l w1 w2 . . . wJ

1 . . . . . .
2 . . . . . .
... ... ... . . . ...
L . . . . . .

A distribuição marginal posteriori para qualquer quantidade desco-
nhecida wl pode ser determinada por sua coluna das L simulações obtidas.
Em muitos exemplos, não é necessário construir toda tabela previamente.
Ao contrário, criam-se L vetores de simulações posterioris para os parâme-
tros do modelo e, então, usam-se estes para construir simulações posterioris
para outras quantidades desconhecidas de interesse (predição), conforme seja
necessário.

2.4.2 Teorema de Bayes

A natureza da inferência bayesiana, reconhecendo-se a subjetividade
no processo de busca do conhecimento, está assentada em uma reunião do
que os dados (amostra) têm de informação e no conhecimento pré-existente
(subjetivo) a respeito dos parâmetros. Essa reunião torna-se possível por
meio do Teorema de Bayes, daí o termo inferência bayesiana.
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A reunião dos dados da amostra com o conhecimento anterior é pos-
sível pelo Teorema de Bayes, que é dado por:

P [Ai|B] =
P [B|Ai]P [Ai]∑n
i=1 P [B|Ai]P [Ai]

,

em que os eventos Ai perfazem uma partição disjunta do espaço amostral, e
B é um evento do espaço amostral. Dessa forma, tem-se, igualmente, que:

n∑

i=1

P [B|Ai]P [Ai] = P [B].

A reunião do conhecimento anterior com os dados pode ser feita
interpretando-se:

A como parâmetros populacionais desconhecidos;

B como variáveis aleatórias correspondentes à amostra.

Dessa forma, P [B|A] nada mais é do que a função de verossimilhança,
pois corresponde ao modelo que descreve a distribuição probabilística dos
dados, �xado certo valor para o(s) parâmetro(s) da população. A inter-
pretação de P [A] corresponde exatamente à distribuição acerca de A, ou
seja, quanti�ca (expressa) o conhecimento anterior que se tenha acerca do
parâmetro desconhecido, mediante um modelo probabilístico. Finalmente,
P [A|B] corresponde à distribuição a posteriori, ao conhecimento atualizado
que se obteve dos parâmetros, depois da observação da amostra, ou seja, é
o comportamento probabilístico que se credita aos parâmetros, dado que a
amostra ocorreu. A partir dessa distribuição atualizada, é possível mapear
as probabilidades para valores em todo o domínio dos parâmetros, tendo a
quanti�cação da experiência do pesquisador como referência.

Em geral, a priori é uma função de densidade p(θ), em que θ é
contínuo. Então, a densidade a posteriori p(θ|y) é dada pelo Teorema de
Bayes:

p(θ|y) =
L(Y |θ)p(θ)∫
L(Y |θ)p(θ)dθ

,
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em que Y = {y1, y2, . . . , yn}.
O denominador não traz nenhuma nova informação a respeito de θ,

servindo antes como um �padronizador�, também chamado de �constante
normalizadora�. Assim, o teorema pode ser reescrito como:

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ),

ou seja, a distribuição para θ posterior aos dados é proporcional ao produto
da distribuição a priori para θ e a verossimilhança de θ, dado y (Box &
Tiao, 1992).

Assim realizaram-se as inferências sobre as distribuições de probabi-
lidade conjunta a posteriori e, na maioria dos casos, deseja-se encontrar uma
distribuição para um parâmetro especí�co. A forma de encontrar tal distri-
buição, chamada distribuição marginal, está na integração da distribuição
posteriori conjunta, obtendo uma função dessa integral para o parâmetro de
interesse θi, isto é,

f(θi) =
∫

. . .

∫
f(θi, θ−i)dθ−i,

em que θ−i é o conjunto complementar de parâmetros para θi (Silva, 2004).
Acontece que, em muitas ocasiões, a resolução dessa integral, anali-

ticamente, é impraticável, devido à sua forma complexa. Nessas situações,
a amostragem Gibbs é uma boa alternativa para a obtenção de f(θi), mé-
todo inicialmente utilizado por Gelfand & Smith (1990), na Estatística, e
anteriormente elaborado por Geman & Geman (1984). Tal método consiste
em um processo iterativo que gera valores convergentes para a densidade
marginal, sem se que conheça a sua expressão.

Além disso, ocorre que, se a distribuição condicional completa a pos-
teriori não for uma densidade conhecida, podem-se utilizar outros métodos
de simulação, tais como: a amostragem por importância (Paulino et al.,
2003), o slice sampling proposto por Neal (2003), a amostragem por acei-
tação e rejeição e o Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995; Hastings,
1970).
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2.4.3 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é, essencialmente, um esquema iterativo de
amostragem de uma cadeia de Markov, cujo núcleo de transição é formado
pelas distribuições condicionais completas (Gamerman, 1996). Trata-se de
uma técnica para gerar variáveis aleatórias de uma distribuição marginal
sem que se conheça a sua densidade. A idéia do método de Monte Carlo
via Cadeia de Markov consiste em simular um passeio aleatório no espaço
do parâmetro θ, o qual converge para uma distribuição estacionária, que é
a distribuição a posteriori P (θ|Zv), em que Zv é o vetor de observações.
Essa distribuição é dita estacionária porque não sofre alterações caracteriza-
das por picos ou por tendências direcionais, constituindo, assim, uma base
estável, ou con�ável, para o processo de estimação.

Suponha-se uma distribuição π(θ), em que θ = (θ1, θ2, . . . , θp). No
contexto da inferência bayesiana, o interesse está em amostrar valores das
densidades condicionais completas a posteriori πi(θi|θ−i), i = 1, . . . , p.

O algoritmo do amostrador de Gibbs pode ser descrito mediante os
seguintes passos:
1 - inicia-se o contador de iterações da cadeia j = 1 e arbitram-se valores
iniciais θ(0) = (θ(0)

1 , . . . , θ
(0)
p );

2 - obtém-se um novo valor θ(j) = (θ(j)
1 , . . . , θ

(j)
p ) a partir de θ(j−1), por meio

de sucessivas gerações de valores:

θ
(j)
1 ∼ π(θ1|θ(j−1)

2 , . . . , θ(j−1)
p )

θ
(j)
2 ∼ π(θ2|θ(j)

1 , θ
(j−1)
3 , . . . , θ(j−1)

p )
...

θ(j)
p ∼ π(θp|θ(j)

1 , . . . , θ
(j)
p−1);

3 - muda-se o contador j para j+1 e retorna-se ao passo 2 até a convergência
ser alcançada.
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À medida que o número j de iterações aumenta, a seqüência de valo-
res gerados se aproxima da distribuição de equilíbrio, ou seja, da densidade
marginal desejada, quando se assume que a convergência foi atingida.
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3 METODOLOGIA

3.1 Material

Neste trabalho, foi simulado um experimento em blocos incompletos,
parcialmente balanceados, sendo constituído por 16 tratamentos regulares
(nitrogênio e adubação foliar) e 2 comuns (testemunhas), com uma variável
resposta �ctícia, produção dos citros (caixas/ha), chamada de �Produção�
na massa de dados apresentada na Tabela 1.

O modelo para a superfície de resposta foi:

Sijl = 100+(1−θ)(0, 8Ni−0, 005N2
i +0, 5Aj−0, 001A2

j +0, 0005NiAj)+θτl,

(2)
em que:

Sijl são os valores simulados da variável resposta produção observada no
nível i de N e j de A;

Ni é o valor da dose i de nitrogênio, sendo atribuídos os seguintes valo-
res: 0, 30, 60, 90, 120 Kg/ha;

Aj é o valor da dose j de adubação foliar, com os seguintes valores: 0,
90, 180, 270, 360 mg/l solução de magnésio;

θ é a variável indicadora que recebe o valor 1 para as testemunhas e 0
para os demais tratamentos;

τl é o efeito das testemunhas: l = 17 para a testemunha sem água e l =

18 para a testemunha com água.
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Tabela 1: Massa de dados simulada

Rep. Bloco Trat. Test. Nitrogênio Ad. Foliar Produção
1 1 1 0 30 90 158,04
1 1 6 0 60 180 190,59
1 1 11 0 90 270 204,02
1 1 16 0 120 360 203,16
1 1 17 1 0 0 93,40
1 2 2 0 30 180 180,09
1 2 7 0 60 270 201,75
1 2 12 0 90 360 201,26
1 2 13 0 120 90 163,71
1 2 18 1 0 0 101,21
1 3 3 0 30 270 181,39
1 3 8 0 60 360 185,82
1 3 9 0 90 90 173,18
1 3 14 0 120 180 190,48
1 3 18 1 0 0 102,72
1 4 4 0 30 360 173,02
1 4 5 0 60 90 170,32
1 4 10 0 90 180 194,93
1 4 15 0 120 270 198,21
1 4 17 1 0 0 99,49
2 5 4 0 30 360 161,66
2 5 7 0 60 270 195,27
2 5 10 0 90 180 196,18
2 5 13 0 120 90 165,29
2 5 18 1 0 0 97,28
2 6 3 0 30 270 188,93
2 6 6 0 60 180 201,47

...continua...
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Tabela 1: Cont.
Rep. Bloco Trat. Test. Nitrogênio Ad. Foliar Produção
2 6 9 0 90 90 175,00
2 6 16 0 120 360 196,88
2 6 17 1 0 0 98,51
2 7 2 0 30 180 181,95
2 7 5 0 60 90 177,94
2 7 12 0 90 360 188,57
2 7 15 0 120 270 208,48
2 7 17 1 0 0 94,53
2 8 1 0 30 90 161,50
2 8 8 0 60 360 192,10
2 8 11 0 90 270 197,15
2 8 14 0 120 180 198,00
2 8 18 1 0 0 105,87
3 9 1 0 30 90 153,01
3 9 7 0 60 270 204,67
3 9 10 0 90 180 208,34
3 9 16 0 120 360 197,33
3 9 17 1 0 0 97,17
3 10 3 0 30 270 183,38
3 10 6 0 60 180 183,89
3 10 12 0 90 360 199,81
3 10 13 0 120 90 157,38
3 10 17 1 0 0 99,39
3 11 2 0 30 180 180,15
3 11 8 0 60 360 192,16
3 11 9 0 90 90 174,54
3 11 15 0 120 270 198,89
3 11 18 1 0 0 102,36

...continua...
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Tabela 1: Cont.
Rep. Bloco Trat. Test. Nitrogênio Ad. Foliar Produção
3 12 4 0 30 360 182,23
3 12 5 0 60 90 172,67
3 12 11 0 90 270 211,61
3 12 14 0 120 180 191,21
3 12 18 1 0 0 100,97

3.2 Modelo da simulação do experimento

O modelo experimental adotado consiste em um PBIB (em portu-
guês, Delineamento em Blocos Incompletos Parcialmente Balanceados), cu-
jas equação e ilustração da distribuição dos tratamentos, de acordo com o
delineamento, são dadas a seguir:

yijkl = Sijl + bk + εijkl, (3)

em que:

yijkl é a resposta observada da variável produção no nível i de N e j

de A ou l de testemunha para o bloco k;
Sijl são os valores simulados;
bk é o efeito do k-ésimo bloco simulado de uma distribuição N(0, 9);
εijkl é o erro experimental simulado de uma distribuição N(0, 25).

O delineamento resultante (v∗ = 18 tratamentos) é a composição de
um PBIB resolvido, otimizado para um fatorial 4x4, triplo, aumentado de
1 testemunha por bloco, com v = 16 tratamentos em r = 3 superblocos
(repetições), 4 blocos por superblocos, num total de b = 12 blocos e k = 4

unidades experimentais por bloco, sendo que, em cada um, foi adicionada
uma testemunha (com ou sem água). *

*É importante salientar que não foi simulado o efeito de repetição, mas ele será levado
em conta na análise.
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Tabela 2: Plano otimizado obtido com o aplicativo java �DEW�,
(Edmondson, 2005)

Blocos Trat. Regulares Test Rep
1 1,6,11,16 17
2 2,7,12,13 18 I
3 3,8,9,14 18
4 4,5,10,15 17
5 4,7,10,13 18
6 3,6,9,16 17 II
7 2,5,12,15 17
8 1,8,11,14 18
9 1,7,10,16 17
10 3,6,12,13 17 III
11 2,8,9,15 18
12 4,5,11,14 18

Nota-se que, nesse delineamento, tomando-se um tratamento qual-
quer, é possível agrupar os demais em três grupos distintos, de modo que
os tratamentos do primeiro grupo ocorram juntos com o dado tratamento,
em um bloco do experimento, havendo repetição. Caso não haja, esses
tratamentos pertencem ao segundo grupo e, por �m, ao terceiro grupo cor-
respondem os tratamentos que não ocorram juntos em nenhum bloco com
o tratamento dado. Os tratamentos dos três grupos são chamados, respec-
tivamente, de primeiros, segundos e terceiros associados do tratamento em
questão e todos os tratamentos, com suas respectivas classes de associados
do exemplo em estudo, estão apresentados na Tabela 3:
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Tabela 3: Esquema de associação dos tratamentos do PBIB

Trat 1os associados 2os associados 3os associados
1 11,16 6,7,8,10,14 2,3,4,5,9,12,13,15
2 12,15 5,7,8,9,13 1,3,4,6,10,11,14,16
3 9,6 8,12,13,14,16 1,2,3,4,5,7,10,11,15
4 5,10 7,11,13,14,15 1,2,3,6,8,9,12,16
5 4,15 2,10,11,12,14 1,3,5,6,7,8,9,13,16
6 3,16 1,9,11,12,13 2,4,5,7,8,10,14,15
7 10,13 1,2,4,12,16 3,5,6,8,9,11,14,15
8 9,14 1,2,3,11,15 4,5,6,7,10,12,13,16
9 8,3 2,6,14,15,16 1,4,5,7,10,11,12,13
10 4,7 1,5,13,15,16 2,3,6,8,9,11,12,14
11 1,14 4,5,6,8,16 2,3,7,9,10,12,13,15
12 2,13 3,5,6,7,15 1,4,8,9,10,11,14,16
13 7,12 2,3,4,6,10 1,5,8,9,11,14,15,16
14 8,11 1,3,4,5,9 2,6,7,10,12,13,15,16
15 2,5 4,8,9,10,12 1,3,6,7,11,13,14,16
16 1,6 3,7,9,10,11 2,4,5,8,12,13,14,15

Vê-se que, para cada tratamento, há 2 primeiros associados, 5 se-
gundos associados e 8 terceiros associados. Não foram incluídas na tabela
as testemunhas, pois possuem alto grau de associação, sendo, assim, primei-
ras associadas com todos os tratamentos. Isso se deve ao fato de que há
repetição em cada bloco.

Dessa forma, os parâmetros de primeiro tipo são:

n0 = 1, λ0 = 3,

n1 = 2, λ1 = 2,

n2 = 5, λ2 = 1,

n3 = 8, λ3 = 0.
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3.3 Modelo da análise e suas pressuposições

A teoria de modelos mistos, desenvolvida em 1949 por Henderson,
baseia-se em modelos lineares que contêm efeitos �xos e aleatórios. Assim:

y = Xβ + Zb + ε, (4)

em que:

y é um vetor de dimensões (nx1) das observações, n é o número de ob-
servações;

β é o vetor de dimensões (px1) dos parâmetros de efeitos �xos, p é o
número de parâmetros associados aos efeitos �xos. Nesse caso especí-
�co, β = (β0, r2, r3, t2, . . . , t18), sendo que β0 é uma constante experi-
mental associada ao intercepto (µ + r1 + t1) para o modelo superpa-
rametrizado, em que µ é a média geral, r1 é o efeito da repetição 1 e
t1 é o efeito do tratamento 1;

b é o vetor de dimensões (qx1) dos parâmetros de efeitos aleatórios, q é
o número de parâmetros associados aos efeitos aleatórios;

ε é o vetor de resíduos (nx1);
X é a matriz nxp de incidência dos efeitos �xos;
Z é a matriz nxq de incidência dos efeitos aleatórios.

A par de tais considerações, os vetores de�nidos acima seguem as
seguintes distribuições:

y ∼ N(Xβ, Iσ2
e);

b ∼ N(φ, Iσ2
b );

ε ∼ N(φ, Iσ2
e);

sendo que φ representa um vetor nulo de dimensão igual à do vetor conside-
rado.
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3.4 Estimação REML

A equação matricial para a análise do modelo misto é de�nida pela
equação (5) e o método adotado para se estimarem as componentes de vari-
ância foi a função lme do software Rr v.2.1.1 (R, 2005), que, como padrão,
executa 25 passos de EM e ao menos 1 passo �nal de Newton Raphson
(Pinheiro & Bates, 2000). Para detalhes de implementação de ambos os
algoritmos, pode-se consultar a revisão de Searle (1992). Alguns passos do
algoritmo EM úteis na determinação das matrizes de variância e covariân-
cia das estimativas serão apresentadas, apenas por questões didáticas e de
continuidade com outros elementos do texto.

Tomando-se valores iniciais para a estimativa da componente de va-
riância σ2

b , relativa a b e um valor inicial para a variância do erro σ2
e . tem-se

que as soluções de β0 e α̂ são dadas pela seguinte relação matricial:
(

β0

b̂

)
=


 X ′X X ′Z

Z ′X Z ′Z + σ2
e

σ2
b
I



−(

X ′y

Z ′y

)
, (5)

em que X ′ e X− representam a transposta e a inversa generalizada de X,
respectivamente.

As equações contidas nessa relação matricial compõem o chamado
Sistema de Equações do Modelo Misto de Henderson (Henderson, 1953). Em
posse dessa solução de β e b, as componentes de variância são reestimadas
por:

σ̂2
e =

y′y − β0
′
X ′y − b̂′Z ′y

n− r(X)
;

σ̂2
b =

b̂′ + tr(C22)σ̂2
e

p
;

em que:
r(X) é o posto da matriz X;
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n é a dimensão do vetor y;
tr(C22) representa o traço de C22, correspondente à parte Z ′Z + σ2

e
σ2

e
I

da matriz:

V =

(
X ′X X ′Z

Z ′X Z ′Z + σ2
e

σ2
e
I

)−

. (6)

Tais estimativas atualizadas das componentes são novamente subs-
tituídas nas equações de Henderson e, assim, sucessivamente, até a conver-
gência.

3.5 Análise bayesiana

Nessa forma de análise, todos os parâmetros do modelo são conside-
rados como variáveis aleatórias, conforme o conceito subjetivo de probabi-
lidade (O'Hagan, 1994). Empregando-se uma generalização do teorema de
Bayes, informações a priori sobre os parâmetros são utilizadas em associação
com os dados amostrais (representados no teorema pela função de verossi-
milhança), o que possibilita uma inferência a posteriori sobre os parâmetros
(Box & Tiao, 1992). Elementos necessários para uma análise bayesiana do
modelo linear misto estão descritos a seguir, conforme Sorensen (1996).

Seja a distribuição condicional dos dados y uma normal multivariada:

y|β, b,σ2
e , σ

2
b ∼ N(Xβ + Zb, Iσ2

e).

Assim, a função de verossimilhança é dada por:

L(y|β, b, σ2
e , σ

2
b ) =

(
1

2πσ2
e

)n
2

exp

{
− 1

2σ2
e

(y −Xβ − Zb)
′
(y −Xβ − Zb)

}
. (7)

O passo seguinte corresponde à de�nição das distribuições a priori
dos diferentes parâmetros do modelo.
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3.5.1 Especi�cação das prioris

É comum encontrar-se, na literatura, a suposição de que não haja
informação prévia a respeito dos efeitos �xos β. Assim, pode-se de�nir uma
priori não informativa por meio de uma distribuição constante ou uniforme,
o que é uma maneira de caracterizar total desconhecimento da distribuição
de β, segundo Sorensen (1996). Ou seja:

p(β) ∝ K,

em que K é uma constante.
Dessa forma, adotou-se essa abordagem não informativa para �ns de

comparação com a análise REML.
Para manter a consistência, ao se supor que os efeitos �xos tenham

distribuição vaga, é razoável supor, também, que as componentes da vari-
ância terão distribuição correspondentemente pouco informativas. Assim,
neste estudo, foi assumida uma priori Qui-Quadrado Inversa Escalada para
as componentes da variância, diversi�cando os valores dos hiperparâmetros,
pois são eles que vão fornecer a informação prévia que se tem em cada caso.
Então, neste estudo, foram consideradas, para as componentes da variância,
σ2

e e σ2
b , conforme se apresenta a seguir:

σ2
e ∼ Inv − χ2(2, 5);

σ2
b ∼ Inv − χ2(2, 5).

Para tais distribuições a priori das componentes da variância, a dis-
tribuição a priori da correlação intraclasse σ2

b

σ2
b + σ2

e

�ca sendo uniforme,
conforme se apresenta na Figura 1.
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Figura 1: Histograma de uma amostra de 100000 valores da distribuição a
priori da correlação intraclasse

O uso de uma distribuição Qui-quadrado Inversa Escalada não ocor-
reu por mero acaso e, sim, por razões matemáticas, já que ela conduz a uma
integral de fácil resolução e a uma posteriori de natureza semelhante, ou
seja, tem-se um caso de uma priori conjugada. Prioris conjugadas pouco in-
formativas são uma maneira conveniente de se comparar a análise bayesiana
à análise de verossimilhança correspondente (Bernardo & Smith, 1994).

Não existe nenhum obstáculo, do ponto de vista teórico, para o uso de
prioris não-conjugadas, pois o problema consiste em casos em que a integral
possa não ter solução explícita, fazendo com que métodos numéricos de
integração sejam buscados.

Finalmente, para os efeitos aleatórios, empregou-se a distribuição
normal, como se segue:

b ∼ N(φ,Aσ2
b ),

em que:
φ é o vetor nulo de mesma dimensão do aleatório;
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A é a matriz de parentesco genético, a qual possui elementos que
descrevem os coe�cientes das covariâncias entre os efeitos aleatórios genéticos
e que, nesse caso, será tratada como a matriz identidade (I).

3.5.2 Distribuição posteriori conjunta

A distribuição a posteriori conjunta, na maioria das vezes, é muito
complexa, sendo difícil a obtenção analítica das distribuições marginais
de interesse na análise. Segundo Sorensen (1996), a marginalização é a
maior di�culdade técnica na implementação bayesiana, sendo, como lembra
Gianola (1996), praticamente impossível essa obtenção analítica, mesmo por
métodos usuais de integração.

Para a obtenção da posteriori conjunta de todos os parâmetros, dado
que a amostra aleatória foi realizada, fez-se o produto de todas as distribui-
ções a priori dadas anteriormente e a verossimilhança, que, nessa situação, é
uma normal, ou seja, y|β, b, σ2

b , σ2
e ∼ N(Xβ+Zb, Iσ2

e). Portanto, a distri-
buição conjunta a posteriori, supondo-se independência entre os parâmetros,
é dada pela seguinte expressão:

p(β, b, σ2
b , σ

2
e , |y) ∝

(
1
σ2

b

)J
2

exp

{
−1

2
b′A−1b

σ2
b

}
(σ2

b )
−(

νb
2

+1)

exp

{
−νbs

2
b

2σ2
b

} (
σ2

e

)−(ν/2+1)
exp

{
− νs2

2σ2
e

}

(
1
σ2

e

)n
2

exp

{
− 1

2σ2
e

(y −Xβ − Zb)
′
(y −Xβ − Zb)

}
. (8)

Não se deve perder de vista que a inferência sobre cada parâmetro
é feita com as distribuições marginais. Para tanto, a partir dessa posteriori
conjunta (8), foram obtidas as distribuições a posteriori condicionais comple-
tas para cada parâmetro, a �m de implementar o algoritmo do Amostrador
de Gibbs, o qual permite obter aproximações das distribuições marginais.
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3.5.3 Distribuições condicionais completas

A distribuição condicional completa a posteriori para os efeitos �xos
(média e tratamentos), segundo a equação (8), é dada por:

p(β|b, σ2
b , σ

2
e , y) ∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(y −Xβ − Zb)
′
(y −Xβ − Zb)

}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
(y − Zb)

′ − (Xβ)
′][

(y − Zb)

−(Xβ)
]}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
(y − Zb)

′
(y − Zb)− (y − Zb)

′
(Xβ)

−(Xβ)
′
(y − Zb) + (Xβ)

′
(Xβ)

]}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
− (y − Zb)

′
Xβ − β

′
X
′
(y − Zb)+

β
′
X
′
(Xβ)

]}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
β − (X

′
X)−1X

′
(y − Zb)

]′
(X

′
X)

[
β − (X

′
X)−1X

′
(y − Zb)

]}

exp

{
− 1

2σ2
e

[
− (y − Zb)

′
X(X

′
X)−1X

′
(y − Zb)

]}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
β − (X

′
X)−1X

′
(y − Zb)

]′
(X

′
X)

[
β − (X

′
X)−1X

′
(y − Zb)

]}
. (9)

Portanto:

β|(b, σ2
e , σ

2
b ,y) ∼ N

(
(X

′
X)−1X

′
(y − Zb), σ2

e(X
′
X)−1

)
. (10)

A posteriori condicional completa para os efeitos aleatórios (blocos)
pode ser encontrada de maneira análoga à distribuição condicional completa
a posteriori dos efeitos �xos, ou seja, dada a posteriori conjunta (8), tem-se:
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p(b|β, σ2
e , σ

2
b , y) ∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(
b
′
A−1σ2

eb

σ2
b

+ (y −Xβ − Zb)
′

(y −Xβ − Zb)

)}
.

(11)

Sendo γ = σ2
e/σ2

b , tem-se:

p(b|β, σ2
e , σ

2
b , y) ∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(
b
′
γA−1b + (y −Xβ − Zb)

′
(y −Xβ

−Zb)
)}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(
b
′
γA−1b +

[
(y −Xβ)

′ − (Zb)
′]

[
(y −Xβ)− (Zb)

])}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(
b
′
γA−1b + (y −Xβ)

′
(y −Xβ)−

(y −Xβ)
′
(Zb)− (Zb)

′
(y −Xβ) + (Zb)

′
(Zb)

)}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

(
b
′
γA−1b− (y −Xβ)

′
(Zb)− (Zb)

′

(y −Xβ) + (Zb)
′
(Zb)

)}

∝ exp

{
− 1

2σ2
e

[
b− (Z

′
Z + γA−1)−1Z

′
(y −Xβ)

]′

(Z
′
Z + γA−1)

[
b− (Z

′
Z + γA−1)−1Z

′

(y −Xβ)
]}

. (12)
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Logo,

b|(β, σ2
e , σ

2
b , y) ∼ N

(
(Z

′
Z + γA−1)−1Z

′
(y −Xβ), (Z

′
Z + γA−1)−1σ2

e

)
.(13)

A distribuição condicional completa para a componente da variância
σ2

e , em (8), é dada a seguir:

p(σ2
e |β, σ2

b , b, y) ∝ (σ2
e)
−(n+ν

2
+1)exp

{
− 1

2σ2
e

[
(y −Xβ − Zb)

′
(y −Xβ

−Zb) + νs2
](n + ν)
(n + ν)

}
,

(14)

ou seja, uma Qui-Quadrado Inversa Escalada para a componente da variân-
cia

σ2
e |(β, σ2

b , b,y) ∼ Inv − χ2

(
n + ν,

(y −Xβ − Zb)
′
(y −Xβ − Zb)

n + ν

+
νs2

n + ν

)
. (15)

Da mesma forma, para a componente da variância σ2
b , pode-se obter

sua distribuição condicional completa por meio de (8), como se segue:

p(σ2
b |β, σ2

e , b, y) ∝ (σ2
b )
−(

J+νb
2

+1)exp

{
− 1

2σ2
b

(
b
′
A−1b + νbs

2
b

J + νb

)

(J + νb)

}
, (16)

que é também uma Qui-Quadrado Inversa Escalada:

σ2
b |(β, σ2

e , b, y) ∼ Inv − χ2

(
J + νb,

b
′
A−1b + νbs

2
b

J + νb

)
. (17)
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3.6 Metodologia empregada para se ajustar a superfície de
resposta

O desenvolvimento da metodologia do modelo de superfície polino-
mial de resposta linear nos parâmetros está baseado principalmente em de-
�nições, fórmulas e conceitos extraídos de Box & Draper (1987) e Draper &
Smith (1998).

3.6.1 Superfície: ajuste do modelo para as médias de tratamentos
(REML e bayesiana)

A função polinomial quadrática com duas variáveis X1, X2 é consi-
derada como uma representação da função de produção verdadeira η, dentro
da região experimental de interesse. Considerando-se, então, as produções
estimadas y1, y2, . . . , yn nos n tratamentos

Xi = (X1i, X2i)
′
, i = 1, 2, . . . , n

escolhidos pelo pesquisador, o modelo matemático de regressão para yi é
dado por:

ȳi = β0 + β1X1i + β2X2i + β11X
2
1i + β22X

2
2i + β12X1iX2i + ei,

sendo ei o erro de estimação correspondente à média ȳi, supondo-se que ei,
com i = 1, 2, . . . , n, é correlacionado com a matriz de covariância C11, dada
pela inversa da componente em X

′
X na equação (5).

Para o desenvolvimento da metodologia, adotou-se o seguinte modelo
linear:

yijk = µ+rj +b(r)k(j) +β1Ni +β2Ai +β3N
2
i +β4A

2
i +β5(NA)i +eijk, (18)

em que:
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yijk representa o valor observado no i-ésimo nível dos fatores, na
j-ésima repetição, k-ésimo bloco ;

µ representa uma constante inerente a todas as observações;
rj representa o efeito da j-ésima repetição;
b(r)k(j) representa o efeito do k-ésimo bloco dentro da j-ésima repeti-

ção;
β1 representa o efeito linear do nitrogênio;
Ni representa o valor quantitativo do i-ésimo nível do nitrogênio;
β2 representa o efeito linear da adubação foliar;
Ai representa o valor quantitativo do i-ésimo nível da adubação fo-

liar;
β3 representa o efeito quadrático de nitrogênio;
β4 representa o efeito quadrático de adubação foliar;
β5 representa o efeito da interação linear x linear entre os efeitos de

nitrogênio e adubação foliar;
(NA)i representa o valor quantitativo da i-ésima interação;
eijk representa o erro experimental associado ao modelo, sendo que

ε ∼ N(φ,C11).

Uma outra maneira de apresentar o modelo (18), que descreve a
relação funcional das respostas observadas e as variáveis independentes no
experimento, está na forma matricial, de acordo com a equação (4) e, assim,
obtêm-se suas estimativas mediante o Sistema de Equações do Modelo Misto
de Henderson, conforme descrito na seção 3.3.

Para o caso da análise bayesiana, ajustou-se o modelo linear para as
distribuições a posteriori das médias dos tratamentos, que também pode ser
apresentado na seguinte forma matricial:
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y = Xβ + ε, (19)

em que:

y é o vetor das observações;
X é a matriz de incidência dos parâmetros;
β é o vetor dos parâmetros de efeitos �xos;
ε é o vetor dos erros aleatórios correspondentes às observações.

É bom notar que, nesse caso, as amostras da posteriori para tra-
tamentos é que foram utilizadas. Dessa forma, pode-se assumir o modelo
tradicional de superfície de resposta.

Assim, os vetores y, β, ε e a matriz X podem ser dados por:

y = (y1, y2, . . . , yn)
′
;

β = (β0, β1, β2, β3, β4, β5)
′
;

ε = (ε1, ε2, . . . , εn)
′
;

X =




1 X11 X21 X2
11 X2

21 X11X21

1 X12 22 X2
12 X2

22 X12X22

... ... ... ... ... ...
1 X1n X2n X2

1n X2
2n X1nX2n




.

Considere-se o modelo (19), em que o vetor de médias e a matriz de
covariâncias dos erros ε são dados por:

E(ε) = φ e V ar(ε) = Iσ2
e ,

respectivamente, em que φ é um vetor nulo, I é a matriz identidade de ordem
n, σ2

e é um número real positivo.
Nessas condições, utilizando-se o método dos mínimos quadrados,

obtém-se o sistema de equações normais:

X
′
Xβ = X

′
y.
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Dado que a matriz X possua posto coluna completo, então X
′
X é

positiva de�nida, logo possui inversa clássica e a solução do sistema é única:

β̂ = (X
′
X)−1X

′
y,

em que (X
′
X)−1 é a inversa de X

′
X.

Dentre as propriedades do estimador β̂, tem-se, �nalmente, que:

E(β̂) = β e V (β̂) = (X
′
X)−1σ2

e .

3.6.2 A determinação e a análise do ponto crítico

Após as estimativas de mínimos quadrados e REML serem alcan-
çadas, considerando-se um delineamento apropriadamente escolhido e con-
duzido em uma região experimental de interesse, obtém-se a equação de
regressão e, dessa forma, pode-se encontrar a combinação ótima dos níveis
dos fatores (ponto crítico). O ponto crítico pode ser: (a) ponto de máximo;
(b) ponto de mínimo; (c) ponto de sela, que é, ao mesmo tempo, ponto
de máximo e de mínimo, representando uma situação de difícil solução e
aplicação prática; e (d), uma indeterminação.

Para a obtenção dos pontos críticos (a, b) de uma função z = f(x, y)

de duas variáveis, iniciou-se a resolução do sistema de equações formado
pelas derivadas parciais:





∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

Convém ressaltar que, se uma ou ambas derivadas parciais não exis-
tirem no ponto (a, b), tem-se, também, um ponto crítico da função f(x, y).

Para descobrir se a solução obtida desse sistema é um ponto de má-
ximo, mínimo, sela ou uma indeterminação, faz-se o teste da segunda deri-
vada. Para isso, veri�ca-se a continuidade das derivadas parciais de segunda
ordem em algum círculo centrado em um ponto crítico (a, b).
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Seja D o determinante da matriz das segundas derivadas parciais:



∂2f(x, y)
∂x2

∂2f(x, y)
∂x∂y

∂2f(x, y)
∂x∂y

∂2f(x, y)
∂y2




,

sendo D = fxx(a, b)fyy(a, b)− f2
xy(a, b).

Para estudar a natureza do ponto crítico, estuda-se o sinal do deter-
minante e, se necessário, o das derivadas de segunda ordem.

Então, se

1. D > 0 e fxx(a, b) > 0, tem-se um ponto de mínimo relativo em (a, b);

2. D > 0 e fxx(a, b) < 0, tem-se um ponto de máximo relativo em (a, b);

3. D < 0, tem-se um ponto de sela em (a, b);

4. D = 0, nenhuma conclusão pode ser obtida.

3.7 Intervalos de con�ança para predições

Nesta seção, serão apresentados resultados-padrão para inferência
em modelos �xos. Para um estudo atualizado sobre o tema, recomenda-se
Faraway (2005).

Existem dois tipos de predição: de resposta média e de observações
futuras, sendo que, neste trabalho, adotou-se somente a primeira. No modelo
�xo, a estimativa da combinação linear λ

′
β é dada por λ

′
β̂ e sua variância

é dada por λ
′
(X

′
X)−1λσ2. No modelo misto, (X

′
X)−1σ2 é substituída por

V −1 da equação (6). Note-se que o vetor λ não precisa necessariamente ser
observado, λ é um vetor de pesos para os parâmetros, tal que λ

′
β é uma

combinação linear de interesse, não necessariamente observada em algum
tratamento do experimento. Então, a variância do estimador do vetor de
parâmetros é dada por:

V (β̂) = (V )−1. (20)
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O estimador dessa variância é obtido substituindo-se a variância pa-
ramétrica pelo estimador da variância (S2= QMresíduo). Assim, tem-se o
estimador da variância do estimador dos parâmetros dado por:

V̂ (β̂) = (V )−1. (21)

Dessa forma, o estimador do erro padrão da predição para o intervalo
de con�ança para a combinação linear λ

′
θ é dado por:

S(Ŷi) =
√

λ
′
(V )−1λ. (22)

Por �m, o intervalo de con�ança para predição da média é:

Ŷi ± t
(α

2
)

n−pS(Ŷi), (23)

em que n é o tamanho da amostra e p é o número de parâmetros do modelo.

3.8 Erro quadrático médio

Casella & Berger (1990) de�nem o EQM de um estimador W de um
parâmetro θ como sendo a função de θ de�nida por Eθ(W − θ)2. Segundo
os autores, essa medida tem pelo menos duas vantagens em relação a outras
medidas de distância: primeiro, ela é bastante �tratável� analiticamente;
segundo, possui a interpretação Eθ(W −θ)2 = V arθW +(V iésθW )2, em que
o viés de um estimador pontual W , de um parâmetro θ, é a diferença entre
o valor esperado de W e θ. Portanto, o EQM incorpora dois componentes,
um medindo a variabilidade do estimador (precisão) e o outro medindo seu
viés (acurácia).

39



4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Superfície de resposta - análise REML

Inicialmente, é importante destacar que todas as análises estatísti-
cas desenvolvidas nesta seção foram realizadas utilizando-se o software Rr

v.2.1.1(R, 2005). A análise de variância da Tabela 4 refere-se à massa de
dados provenientes da Tabela 1. A parte superior da tabela da análise de
variância (obtida pelos modelos 1 e 2, como descrito no Anexo A) revelou
efeito não signi�cativo da interação entre os fatores dose de nitrogênio e
adubação foliar para a variável produção.

Como o interesse deste estudo foi analisar os fatores conjuntamente,
considerando-se que seus níveis são quantitativos, ajustou-se um modelo de
regressão de acordo com a equação (24), citada a seguir, para os níveis de
dose de nitrogênio e de adubação foliar por meio da superfície de resposta.

Ilustrou-se a aplicação da superfície de resposta usando-se a REML
para a estimação das médias de tratamentos ajustadas apresentada na Ta-
bela 5, juntamente com a análise de variância. Tal análise (obtida pelo
modelo.3, como descrito no Anexo A), com a decomposição dos efeitos de
tratamentos sob a forma de superfície de resposta, encontra-se apresentada
na parte inferior da Tabela 4.
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Tabela 4: Quadro-resumo da análise de variância para a variável resposta
produção do modelo �xo com dados arredondados para números inteiros

FV GL SQ QM Fc Pr>F
R 2 15 8 0,30 0,7421
R/B 9 286 32 1,3 0,3008
Trat 17 82514 4854 191,4 2x10−16

Test 1 230 230 9,2 0,00486
FAT 15 9623 641,5 25,7 2,4x10−13

N 3 2725 908 34,4 3,899x10−10

A 3 6555 2185 82,8 3,582x10−15

N*A 9 343 38 1,4 0,21038
T vs FAT 1 72661 72661 2865,4 2,2x10−16

n 1 47658 47658 1946,3 2,2x10−16

a 1 19880 19880 811,9 2,2x10−16

n*a 1 273 273 11,7 0,001
n2 1 10005 10005 408,6 2,2x10−16

a2 1 4312 4312 176,1 2,2x10−16

Falta de ajuste 12 386 32,2 1,3 0,27
Resíduo 31 786 25
Total 59 83601

Observa-se que, pela Tabela 4, a variável analisada (produção) mos-
trou-se signi�cativamente in�uenciada pelas fontes de variação: efeito linear
da dose de nitrogênio, efeito linear da dose de adubação foliar e efeito linear
da interação entre as duas doses. Tal fato leva à conclusão da existência de
efeitos das doses de nitrogênio e das doses de adubação foliar, como também
de um comportamento diferenciado da aplicação dos níveis de nitrogênio nas
diversas combinações com os níveis da adubação foliar.
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Tabela 5: Valores das médias ajustadas (REML) e seus IC(95%), com as
suas respectivas amplitudes (A) e valores paramétricos

Trat. Médias Ajust. LI LS A Val. Paramétrico
t1 157,17 151,07 163,27 12,20 157,75
t2 180,59 174,49 186,69 12,20 179,8
t3 184,66 178,56 190,76 12,20 185,65
t4 172,69 166,59 178,79 12,20 175,3
t5 173,51 167,41 179,61 12,20 169,6
t6 191,85 185,75 197,95 12,20 193
t7 200,79 194,69 206,89 12,20 200,2
t8 190,06 183,96 196,17 12,21 191,2
t9 174,16 168,06 180,26 12,20 172,45
t10 200,37 194,27 206,47 12,20 197,2
t11 203,76 197,66 209,86 12,20 205,75
t12 196,58 190,48 202,68 12,20 198,1
t13 162,68 156,58 168,78 12,20 166,3
t14 192,95 186,85 199,06 12,21 192,4
t15 202,04 195,94 208,14 12,20 202,3
t16 198,66 192,56 204,77 12,21 196
t17 97,03 92,71 101,36 8,65 100
t18 101,79 97,46 106,11 8,65 105
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A equação de regressão ajustada, seguindo um modelo misto, com
blocos aleatórios, e os demais componentes como �xos, como descrito na
equação (18), é dada por:

ŷij = 98, 897 + 0, 86364Ni − 0, 00575N2
i + 0, 49425Aj − 0, 00104A2

j +

0, 00075NiAj , (24)

que é análoga a uma função f de duas variáveis (N e A), por meio da qual
podem-se estimar as produções (imagem) para quaisquer combinações dos
níveis dos fatores doses de nitrogênio 0 ≤ Ni ≤ 120 e doses de adubação
foliar 0 ≤ Aj ≤ 360, que são o domínio da função f .

Nesse exemplo, os p-valores do teste t de Student para as hipóteses
do tipo H0 : βi = 0, i = 0, 1, 2, . . . , m foram todos inferiores ao nível nominal
de signi�cância de 5%. Daí se conclui que, dessa forma, ambas as variáveis
tem efeito signi�cativamente diferente de zero na variação de y. A mesma
conclusão pode ser obtida também pelos intervalos de con�ança apresentados
na Tabela 6, com o mesmo nível de signi�cância para cada parâmetro, visto
que cada um dos intervalos não contém a origem, além disso, estão bem
estimados, pois os valores paramétricos estão contidos em seus respectivos
intervalos.

Tabela 6: Estimativas dos coe�cientes de regressão, seus respectivos inter-
valos de con�ança da análise REML e seus respectivos valores paramétricos

Parâmetro Estimativa LI LS Valor Paramétrico
µ 98.897 95.411 102.38 100
β1 0,8636 0,6848 1,0425 0,8
β2 0,4943 0,4347 0,5539 0,5
β3 -0,00575 -0,00707 -0,00441 -0,005
β4 -0,00104 -0,00119 -0,00089 -0,001
β5 0,00075 0,00039 0,00112 0,0005
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A estimativa do parâmetro R2, o qual mede a proporção da varia-
ção total dos dados explicada pelo modelo de regressão, foi igual a 99,7%.
Outro parâmetro de fundamental importância é o coe�ciente de determi-
nação ajustado (R2

aj.). Esse ajuste, feito para o número de parâmetros no
modelo, fornece uma medida mais adequada para se compararem modelos
com diferentes quantidades de parâmetros, se o valor foi igual a 99,5%.

Para a obtenção dos pontos críticos dessa função, tem-se o sistema de
equações formado pelas derivadas parciais de primeira ordem das produções
estimadas ŷij , em relação às doses de nitrogênio e de adubação:





∂ŷ

∂N
= 0, 86364− 0, 0115N + 0, 00075A = 0

∂ŷ

∂A
= 0, 49425− 0, 00208A + 0, 00075N = 0.

A solução desse sistema de equações fornece os níveis ótimos das duas
doses mencionadas anteriormente, N = 92, 78 Kg/ha e A = 271, 07 mg/l
(ponto crítico), os quais proporcionam uma produção de 205,95 caixas/ha:




∂2ŷ

∂N2

∂2ŷ

∂N∂A

∂2ŷ

∂N∂A

∂2ŷ

∂A2




=

(
−0, 0115 0, 00075

0, 00075 −0, 00208

)
.

Como as derivadas parciais de segunda ordem são contínuas num
círculo com centro em (92,78; 271,07), calculou-se o determinante (D) da
matriz acima estudando o seu sinal, juntamente com alguma das segundas
derivadas parciais da diagonal principal. Assim, tem-se.

D = 0, 0000005625 > 0 e ∂2ŷ

∂N2
< 0.

Então, pelo teste da segunda derivada, conclui-se que há um ponto
de máximo relativo, o qual, mediante a Figura 2, pode-se observar, trata-se
de um máximo local.
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Figura 2: Visão de per�l da superfície de resposta para a produção de citros
(caixas/ha), em função das doses de nitrogênio (kg/ha) e adubação foliar
(mg/l) (Análise REML)

A representação grá�ca da superfície de resposta, ajustada para os
dados de produção, de acordo com a equação de regressão estimada, pode
ser vista por nessa mesma �gura, como também por meio de curvas de nível,
na Figura 3.
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Figura 3: Curvas de nível para a produção de citros (caixas/ha), em função
das doses de nitrogênio (kg/ha) e adubação foliar (mg/l) (Análise REML)

Observa-se que, de maneira geral, houve in�uência de doses de ni-
trogênio e de adubação foliar sobre a produção, indicando que maiores
produtividades foram obtidas com as combinações das doses nas faixas de
60 ≤ Ni ≤ 100 e 250 ≤ Aj ≤ 300 para nitrogênio e adubação foliar, res-
pectivamente. Além disso, nota-se que houve um maior efeito das doses
de adubação foliar, se comparadas com os efeitos das doses de nitrogênio,
pois as curvas com uma tendência quadrática em função das doses de adu-
bação foliar são bem mais visíveis do que aquelas em função das doses de
nitrogênio.

Na Figura 4, tem-se, para a superfície ajustada (a curva situada na
região central), o intervalo de con�ança dos preditores da resposta média,
sendo as curvas acima e abaixo dessa as superfícies de resposta superiores e
inferiores, que correspondem aos limites superiores e inferiores de um inter-
valo de con�ança. A obtenção das equações dessas superfícies de con�ança,
dadas a seguir, foi feita mediante o ajuste de alguns pontos que se situavam
tanto na região superior como na inferior. Assim:
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Superfícies de resposta
Inferior ŷij = 96, 297 + 0, 8652Ni − 0, 005792N2

i +

0, 4943Aj − 0, 001042A2
j + 0, 0007763NAij

Superior ŷij = 102, 9 + 0, 8625Ni − 0, 005769N2
i +

0, 4944Aj − 0, 001043A2
j + 0, 000778NiAj
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Figura 4: Ajuste de superfícies para a estimativas das médias dos tratamen-
tos e limites inferiores e superiores do IC para cada média. Prod: produção
de citros (caixas/ha); N: doses de nitrogênio (kg/ha); A: doses de adubação
foliar (mg/l), (Análise REML)

Para o cálculo da elipse de con�ança, que pode ser vista nas Fi-
guras 5 e 9 , elevou-se o plano formado pelos eixos (N, A), de modo que
�casse tangente ao ponto de máximo (205,95), que passou a ser a origem do
novo sistema. Igualando-se a superfície de resposta superior a essa origem,
encontrou-se a equação da elipse de con�ança projetada no plano (N, A),
para os níveis ótimos de nitrogênio e de adubação foliar. Convém destacar
que tal metodologia foi criada especi�camente para desenvolvimento deste
trabalho.
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Figura 5: Região de 95% de con�ança para os níveis ótimos das doses de
nitrogênio (kg/ha) e de adubação foliar (mg/l) (Análise REML)

4.2 Diagnóstico de convergência do algoritmo Gibbs Sam-
pler

No processo de veri�cação de convergência, utilizou-se o pacote BOA
(Bayesian Output Analysis), executado no software Rr v.2.1.1(R, 2005).

Inicialmente, foi gerada uma cadeia de 4000 iterações para todos
os parâmetros, com o objetivo de obter uma referência de tamanhos de
�queima� das primeiras observações e �pulo� entre as observações, calculados
pelo critério de Raftery & Lewis (1992), o qual indicou, dentre todos os
parâmetros, os maiores valores de 2 e 1 para queima e pulo, respectivamente.

Para garantir a segurança do processo amostral, a partir de duas
cadeias de 150000 iterações em paralelo, foram obtidas duas amostras de
tamanho igual a 4000, de cada uma dessas cadeias, levando-se em conta o
descarte das 50000 primeiras iterações, para reduzir a in�uência dos valores
iniciais. Além disso, numa freqüência de 25, ou seja, a cada 25 observações,
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retirava-se um valor de cada parâmetro para tentar diminuir a autocorrelação
existente.

De acordo com Gelman et al. (2000), a �queima� e o número de
iterações utilizados em processos de geração aleatória que utilizam a técnica
MCMC devem ser de�nidos de forma que não haja dúvidas quanto à esta-
bilização do processo, pois da escolha destes dependem todos os resultados
obtidos na análise.

A veri�cação da convergência das duas cadeias resultantes, para cada
parâmetro, foi feita por meio do critério de convergência de Gelman & Rubin
(1992), observando-se se os valores do fator de redução de escala potencial
(R̂), da sigla inglesa PSRF, estavam próximos ao valor unitário. Gelman
(1995) sugere aceitar, como garantia de convergência, valores de R̂ menores
que 1,1 ou 1,2.

Pode-se observar que os valores para o fator de redução de escala
potencial, do último critério citado, para todos os parâmetros estimados
(efeitos �xos e componentes da variância) estão apresentados na Tabela 7.
A avaliação da convergência indicou que o algoritmo Gibbs Sampler con-
vergiu para todos os parâmetros, em ambas as amostras, uma vez que os
valores de R̂ �caram muito próximos do valor unitário, havendo diferenças
apenas de algumas casas decimais, situação que exprime, segundo Gelman
& Rubin (1992), a convergência do processo iterativo envolvido na análise.
Dessa forma, pode-se ter plena con�ança de que as estimativas dos parâme-
tros são verdadeiramente as médias das distribuições marginais, pois essas
distribuições encontram-se em uma situação estável, ou seja, sob a condição
de estacionaridade.
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Tabela 7: Estimativas dos indicadores de convergência para os critérios de
Gelman & Rubin (1992) e Raftery & Lewis (1992) e do erro de Monte Carlo
para cada uma das cadeias dos parâmetros do modelo

Raftery & Lewis Gelman & Rubin
Parâmetro Descarte Pulo 0,975 R Erro MC

σ2
e 1 2 0,9998829 1,0001888 0,0884011

σ2
b 1 2 0,9998054 0,9998877 0,07271616

µ 1 2 0,9998723 1,000242 0,06229866
r2 1 2 0,9998575 1,0001362 0,06840015
r3 1 2 1,00004 1,0001372 0,06700255
t2 1 2 1,00051 1,001617 0,0656974
t3 1 2 0,9999823 1,0004186 0,06719994
t4 1 2 0,9999449 1,0000252 0,07902311
t5 1 2 0,9998854 1,0000639 0,0677919
t6 1 2 0,999934 0,9999436 0,06249842
t7 1 2 0,9997844 0,999811 0,07538871
t8 1 2 1,0005208 1,00082 0,13567047
t9 1 2 0,999881 0,9999046 0,05300587
t10 1 2 1,0001211 1,0014557 0,06540558
t11 1 2 0,9999944 1,0008425 0,06307528
t12 1 2 1,000746 1,0037092 0,05663703
t13 1 2 1,0001651 1,0003743 0,05771956
t14 1 2 1,0007476 1,0023839 0,04784242
t15 1 2 1,0006552 1,0039859 0,05578633
t16 1 2 1,000105 1,0011513 0,06662412
t17 1 2 1,0008658 1,0022488 0,06608614
t18 1 2 1,0003092 1,0023457 0,07057838

...continua...
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Tabela 7: Cont.
Raftery & Lewis Gelman & Rubin

Parâmetro Descarte Pulo 0,975 R Erro MC
b1 1 2 1,0001676 1,0010881 0,04997043
b2 1 2 0,9998995 1,0003638 0,05092744
b3 1 2 1,0000013 1,0006943 0,05515476
b4 1 2 0,9998014 0,9998241 0,0559402
b5 1 2 1,0001638 1,0014523 0,06276761
b6 1 2 1,0004749 1,0022157 0,07314327
b7 1 2 1,0005969 1,0036355 0,05631986
b8 1 2 1,0001085 1,0009586 0,07491498
b9 1 2 1,0001777 1,0001834 0,07824042
b10 1 2 0,9999209 0,999933 0,06997551
b11 1 2 1,0000903 1,0001401 0,07408732
b12 1 2 1,000002 1,000013 0,06412052

Também pela Tabela 7, podem-se notar, pelo critério de Raftery &
Lewis (1992), aplicado na amostra válida, indicações para pulo e queima mí-
nimos para a retirada do efeito de dependência entre os valores amostrados,
tornando o processo amostral estável e independente.

Como era esperado, os valores indicados pelo critério de Raftery &
Lewis (1992), não foram tão expressivos, pois, na amostra válida, já haviam
sido rejeitados 50000 valores iniciais e realizados pulos de 25 observações.

4.3 Análise bayesiana

Para o ajuste da superfície de resposta da análise bayesiana foram
tomadas as médias ajustadas dos tratamentos, demonstradas na Tabela 8 a
seguir, das distribuições a posteriori e, pelo método dos mínimos quadrados,
encontraram-se as estimativas dos coe�cientes de regressão, cuja equação
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ajustada é:

ŷij = 100, 9 + 0, 8607Ni − 0, 0055N2
i + 0, 4943Aj − 0, 00102A2

j +

0, 00063NiAj . (25)

Tabela 8: Valores das médias ajustadas pela amostragem Gibbs e seus in-
tervalos de credibilidade (95%) com as suas respectivas amplitudes (A) e
valores paramétricos

Trat. Médias Ajust. LI LS A Valor Paramétrico
t1 157,61 145,62 169,28 23,66 157,75
t2 182,00 169,89 193,59 23,80 179,80
t3 186,19 174,72 198,42 23,70 185,65
t4 175,05 162,98 187,11 24,13 175,30
t5 174,74 163,42 186,70 23,28 169,60
t6 192,83 180,76 204,34 23,58 193,00
t7 203,01 191,71 215,76 24,05 200,20
t8 191,29 179,71 203,36 23,65 191,20
t9 175,15 163,18 186,87 23,69 172,45
t10 203,11 191,60 215,42 23,82 197,2
t11 203,80 191,99 215,62 23,63 205,75
t12 198,33 185,75 209,48 23,73 198,10
t13 165,62 153,68 177,28 23,60 166,30
t14 193,57 181,49 205,13 23,64 192,40
t15 203,81 192,44 216,42 23,98 202,30
t16 198,97 186,90 210,59 23,69 196,00
t17 98,27 87,84 109,61 21,77 100,00
t18 103,38 91,82 114,07 22,25 105,00
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Da mesma forma que na análise REML, foi veri�cado, também, que
os p-valores para o teste t de Student para a hipótese nula H0 : βi = 0, i =

0, 1, 2, . . . , m foram todos menores do que 0,05, que é o nível nominal de
signi�cância pré-determinado. Conclui-se, daí, que ambas as variáveis tem
efeito signi�cativamente diferente de zero na variável resposta �Produção� e
que, pelos intervalos de con�ança expostos na Tabela 9, chega-se à mesma
conclusão, visto que esses intervalos não contêm o zero.

Tabela 9: Estimativas dos coe�cientes de regressão e seus respectivos inter-
valos de con�ança da análise bayesiana e valores paramétricos

Parâmetro Estimativa LI LS Valor Paramétrico
µ 100,9 97,33 104,42 100
β1 0,8607 0,6902 1,0312 0,8
β2 0,4943 0,4774 0,551 0,5
β3 -0,0055 -0,0068 -0,0043 -0,005
β4 -0,00102 -0,00115 -0,00088 -0,001
β5 0,00063 0.00029 0,00096 0,0005

As estimativas dos parâmetros, R2 e R2
aj., foram aproximadamente

iguais ao do modelo anterior, assumindo-se os seguintes valores: 99,58%;
99,41%, respectivamente.

A forma de obtenção dos pontos críticos, juntamente com o estudo
da sua natureza, das superfícies (superior e inferior) e da elipse de con�ança
dos níveis ótimos, é análoga à da REML. Os pontos críticos encontrados para
as duas doses são: N = 93, 78 Kg/ha e A = 271, 27 mg/l, com um ponto
de máximo igual a 208,30 caixas/ha. O esboço da superfície de resposta e o
das curvas de nível estão apresentados, respectivamente, nas Figuras 6 e 7.
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Figura 6: Visão de per�l da superfície de resposta para a produção de citros
(caixas/ha), em função das doses de nitrogênio (kg/ha) e adubação foliar
(mg/l) (Análise bayesiana)
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Figura 7: Curvas de nível para a produção de citros (caixas/ha), em função
das doses de nitrogênio (kg/ha) e adubação foliar (mg/l) (Análise bayesiana)
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Podem-se ver, também, pelas Figuras 8 e 9, os grá�cos das superfícies
superiores e inferiores (que correspondem aos ajustes das superfícies para os
limites inferiores e superiores do IC para cada média dos tratamentos) , cujas
equações são dadas abaixo, e da elipse de con�ança que representa a região
dos níveis ótimos, na combinação das doses dos dois nutrientes em estudo.

Superfícies de resposta
Inferior ŷij = 97, 82 + 0, 84Ni − 0, 005307N2

i +

0, 4868Aj − 0, 001011A2
j + 0, 0006172NAij

Superior ŷij = 103, 9 + 0, 8815Ni − 0, 0058N2
i +

0, 5017Aj − 0, 001028A2
j + 0, 0006355NiAj
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Figura 8: Ajuste de superfícies para as estimativas das médias dos tratamen-
tos e limites inferiores e superiores do IC para cada média. Prod: produção
de citros (caixas/ha); N: doses de nitrogênio (kg/ha); A: doses de adubação
foliar (mg/l) (Análise bayesiana)
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Figura 9: Regiões de 95% de con�ança para os níveis ótimos das doses de
nitrogênio (Kg/ha) e de adubação foliar (mg/l). (A elipse interior refere-se
à análise REML e a exterior refere-se à análise bayesiana.)

4.4 E�ciência dos métodos

Apenas para efeito de comparação entre as estimativas pontuais,
apresenta-se a Tabela 10, a seguir, com os valores paramétricos e estima-
tivas de efeito �xo (análise intrablocos) comparada às demais estimativas,
visto que seu EQM, que poderá ser observado mais adiante, foi superior aos
anteriores, indicando ser uma análise menos favorável.
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Tabela 10: Valores das médias ajustadas, IC(95%) e os respectivos valores
paramétricos para a análise usual de modelo �xo

Trat. Médias Ajust. LI LS VP REML BAYES
t1 157,06 149,84 164,27 157,75 157,17 157,61
t2 181,93 172,84 191,03 179,80 180,59 182,00
t3 185,97 177,38 194,56 185,65 184,06 186,19
t4 175,45 166,49 184,40 175,30 172,69 175,05
t5 174,78 165,86 183,71 169,60 173,51 174,74
t6 192,39 185,09 199,70 193,00 191,85 192,83
t7 203,27 194,45 212,10 200,20 200,79 203,01
t8 191,06 182,11 200,00 191,20 190,06 191,29
t9 174,99 166,20 183,78 172,45 174,16 175,15
t10 203,53 194,77 212,29 197,20 200,37 203,11
t11 203,23 195,78 210,68 205,75 203,76 203,80
t12 198,40 189,49 207,30 198,10 196,58 198,33
t13 165,98 157,05 174,91 166,30 162,68 165,62
t14 193,19 184,35 202,03 192,40 192,95 193,57
t15 204,07 195,04 213,10 202,30 202,04 203,81
t16 198,39 191,21 205,56 196,0 198,66 198,97
t17 98,14 91,74 104,55 100,0 97,03 98,27
t18 103,32 95,77 110,86 105,0 101,79 103,38

Para veri�car-se a e�ciência dos dois métodos (REML e bayesiano),
empregaram-se o erro quadrático médio e o coe�ciente de correlação linear
amostral de Pearson ri, i = p, r, b, sendo que os seus subscritos correspondem
ao valor paramétrico e às variáveis REML e bayesiana, respectivamente.
Logo, tem-se como estimativas:
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rpr = 0, 99789 EQMREML = 4, 86

rpb = 0, 99787 EQMBAY ES = 5, 79

rrb = 0, 99965 EQMFixo = 6, 14

Percebe-se que há uma pequena diferença entre os dois primeiros
erros e que todos os coe�cientes de correlação linear amostral são positivos e
estão muito próximos de 1, ou seja, os dois métodos foram e�cientes para a
análise. De acordo com o terceiro e o último coe�cientes, pode-se visualizar,
na Tabela 11, o quanto as estimativas dos métodos estão próximas.

Tabela 11: Quadro-resumo da análise do modelo experimental pela aná-
lise bayesiana: média, desvio padrão, intervalos de credibilidade com 95%
de probabilidade e valores das estimativas pontuais REML dos efeitos do
modelo e seus valores paramétricos

Parâmetro Média Desvio IC REML Val.Par.
LI LS

σ2
e 25,04 6,4 14,08 38,03 24,89 25

σ2
b 17,39 10,84 3,32 38,82 2,33 9

intercepto 155,48 4,27 147,05 163,75 156,51 -
r2 0,88 4,25 -7,66 8,87 0,79 -
r3 1,26 4,25 -6,81 9,53 1,22 -
t2 24,39 4,6 15,45 33,87 23,41 179,8
t3 28,57 4,61 19,81 38,1 27,49 185,65
t4 17,44 4,57 8,29 26,1 15,52 175,3
t5 17,12 4,64 8,56 26,72 16,34 169,6
t6 35,22 4,4 26,83 44,14 34,68 193
t7 45,4 4,43 36,58 53,57 43,62 200,2

...continua...
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Tabela 11: Cont.
Parâmetro Média Desvio IC REML Val.Par.

LI LS
t8 33,68 4,52 25,17 43,17 32,89 191,2
t9 17,54 4,67 8,54 26,81 16,98 172,45
t10 45,5 4,48 37,3 54,71 43,19 197,2
t11 46,19 4,27 37,66 54,3 46,59 205,75
t12 40,72 4,55 31,87 49,54 39,41 198,1
t13 8,01 4,58 -0,86 17,11 5,5 166,3
t14 35,96 4,44 27,28 44,67 35,78 192,4
t15 46,2 4,64 37,4 55,52 44,87 202,3
t16 41,35 4,3 32,85 49,54 41,49 196
t17 -59,35 3,78 -66,73 -51,7 -60,14 100
t18 -54,24 3,94 -62,04 -46,81 -55,39 105
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5 CONCLUSÃO

As duas metodologias empregadas neste trabalho, análises bayesi-
ana e de verossimilhança restrita, mostraram-se boas ferramentas para a
estimação de parâmetros de um modelo linear misto, visto que os resultados
obtidos em ambas não se diferem.

Levar em conta prioris conjugadas que resultassem em pouca infor-
mação para a correlação intraclasse não apresentou vantagem em relação à
análise de verossimilhança restrita.

Portanto, ambas as formas de análises são recomendadas para ajustes
de superfícies de resposta.
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ANEXO A

Rotina para a implementação da Amostragem Gibbs das distribuições condi-
cionais completas a posteriori e das demais análises utilizadas neste trabalho

# Leitura de dados e definição do delineamento#
valpar <- read.table(``arquivo de dados'', header=TRUE)
R <- factor(valpar$Repet)
B <- factor(valpar$Bloco)
Trat <- factor(valpar$Trat)
Test <- factor(valpar$Test)
Nitro <- factor(valpar$Nitro)
AdFol <- factor(valpar$AdFol)
Prod <- valpar$Prod
N <- valpar$N
A <- valpar$A
simul <- data.frame(R,B,Trat,Test,Nitro,N,AdFol,A,Prod)
attach(simul)

# Análise do modelo fixo #
modelo.1 <- lm(Prod ~ R/B + Trat)
modelo.2 <- lm(Prod ~ R/B + Test + Nitro*AdFol)
modelo.3 <- lm(Prod ~ B + N*A + N2 + A2)
anova(modelo.1)
anova(modelo.2)
anova(modelo.3)

# Análise do modelo misto - REML #
library(nlme)
modelo.1.m <- lme(Prod ~ R + Trat, data = simul,
random = ~1| B)
anova(modelo.1.m)
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summary(modelo.1.m)

# Para visualizar o gráficos das interações #
par(mfrow=c(1,2))
interaction.plot(Nitro,AdFol,Prod)
interaction.plot(AdFol,Nitro,Prod)

# Superfície de Resposta #
modelo <- lme(Prod ~ R + N*A + N2 + A2, random = ~ 1 | B)
summary(modelo)
y <- Prod
n <- length(y)
library(MASS)

# Delineamento #
XZ <- model.matrix(modelo.1)
X <- XZ[,1:20]
xz <- matrix(c(rep(1,5),rep(0,55)))
Z <- cbind(xz,XZ[,21],XZ[,24],XZ[,27],XZ[,31],
XZ[,34],XZ[,37],XZ[,40],XZ[,44],XZ[,47],
XZ[,50],XZ[,53])
# As <- svd(X,nu=0) #
# rank.X <- sum(As$d>0.000001*As$d[1]) #
# rank.X #

# Inferência Bayesiana #
iter <- 150000
BI <- 50000
TH <- 25
SS <- (iter-BI)/TH
cadeia <- matrix(0,iter,(2+20+12))
amostra <- matrix(0,SS,(2+20+12))
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# Prioris #
rb <- 2
sb <- 5
re <- 2
se <- 5

# Pontos iniciais (Chutes) #
b <- ginv(t(Z)%*%Z)%*%t(Z)%*%y
beta <- ginv(t(X)%*%X) %*% t(X)%*% y
e <- y - (X%*%beta + Z%*%b)
vb <- as.real((t(b)%*%b)/11)
ve <- as.real((t(e)%*%e)/31)
F <- ginv(t(X)%*%X)
cF <- chol(F)

# Agora vamos percorrer a cadeia e gerar todas as amostras. #
# Loop MCMC #
for (i in 1:iter)
{
gamma <- as.real(ve/vb)
# Sendo A=I #
Ag <- gamma *diag(12)

# Condicional completa para efeitos fixos #
meanf <- ginv(t(X)%*%X)%*%t(X)%*%(y-Z %*% b)
kf <- rnorm(20)
beta <- sqrt(ve) * t(cF) %*% kf + meanf

# Condicional completa para efeitos aleatórios #
M <- ginv(t(Z)%*%Z + solve(Ag))
meanr <- M%*%t(Z)%*%(y-X%*%beta)
kr <- rnorm(12)
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sr <- sqrt(ve) * chol(M)
b <- t(sr) %*% kr + meanr

# Condicional completa para variância residual #
e <- y - X%*%beta-Z%*%b
c1 <- (n+re)/2
c2 <- (t(e)%*%e+re*se)/2
ve <- rgamma(1,c1,c2)
ve <- as.real(1/ve)

# Condicional completa para variância de blocos #
c1 <- (12+rb)/2
c2 <- (t(b) %*% b + rb*sb)/2
vb <- rgamma(1,c1,c2)
vb <- as.real(1/vb)
cadeia[i,] <- cbind(ve,vb,t(beta),t(b))
for (j in 1:SS)
{

if (round((i-BI-1)/TH) == j)
{

amostra[j,] <- cbind(ve,vb,t(beta),t(b))
}

}
}
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