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1 INTRODUÇ�OSeleionar indivíduos que possuam maiores habilidades é o prinipalobjetivo dos exames vestibulares. Porém, não se pode medir tais habilidadesda mesma forma omo se medem sua altura ou seu peso. O instrumento demedida que tem sido tradiionalmente usado para esse �m é o resultado deuma prova, no qual são avaliados seus esores brutos. Todas as análises einterpretações estão baseadas nessa prova omo um todo. Isso faz om quenão seja possível omparar indivíduos que não foram submetidos à mesmaprova. A teoria de resposta ao item (TRI) está baseada na avaliação de adaum dos itens, em vez dos esores brutos da prova. Esta teoria é de�nidaomo um onjunto de modelos para a probabilidade de uma pessoa dar umaresposta orreta a um determinado item, em função de sua habilidade ede araterístias do item. Essa habilidade é inerente a ada indivíduo enão dependente da prova a ele apliada, assim omo os parâmetros do itemtambém possuem araterístias próprias e não dependentes de quem o res-ponde. Essa é uma propriedade muito importante da TRI: a invariânia deseus parâmetros em uma determinada população (Baker, 2001). Sendo as-sim, a TRI possibilita usar ferramentas de estimação de habilidades pessoaise araterístias dos itens, tendo um enorme impato potenial no planeja-mento e avaliação de proessos de ensino-aprendizagem e exames de seleçãodos mais variados tipos.Várias questões de interesse prátio na área da Eduação tambémtêm sido respondidas om o auxílio da TRI, omo por exemplo, omparar odesempenho de alunos de esolas públias e privadas ou avaliar o desenvolvi-mento de uma série de um ano para outro. Algumas dessas apliações daTRI em avaliações eduaionais brasileiras podem ser enontradas em Valle(1999).Vários modelos de TRI já foram propostos na literatura. Os traba-lhos pioneiros foram os de Lord (1952) e de Rash (1960), os quais foramos primeiros autores a propor modelos paramétrios para o álulo de tais1



probabilidades no ontexto da psiometria. Iniialmente, o modelo estatís-tio utilizado foi o da distribuição normal aumulada, porém, Birnbaum(1968), prop�s modelar a probabilidade aumulada om a função logístia,pelo fato de ela possuir os parâmetros do item e da habilidade de formaexplíita, tornando mais fáil sua visualização e, também, por não envolverintegração. Desde então, essa teoria tem tido notável avanço.O objetivo deste trabalho é apliar os oneitos da TRI para os dadosdo Vestibular 2006-2 da UFLA, estimar as habilidades dos vestibulandos eomparar om seus esores brutos e estimar os parâmetros de seus itens,avaliando quais questões umprem melhor o objetivo a que se propõem,qual seja, disriminar adequadamente os melhores andidatos. Com a iden-ti�ação de tais itens, espera-se estar ontribuindo para a melhora do seuproesso seletivo. Para tanto, estudaremos os ursos e as provas, sob o pontode vista da probabilidade de aerto asual, do grau de di�uldade e do poderde disriminação do item.No próximo apítulo, será apresentado um breve referenial, em queos prinipais oneitos e modelos sobre esta teoria são enuniados, forneendoum exemplo para ilustrar a propriedade de invariânia do item. A idéiasbásias sobre inferênia bayesiana e o método MCMC também são apresen-tadas. No apítulo 3, são desritos os dados do vestibular 2006-2 da UFLAe a metodologia adotada. O apítulo 4 é dediado a apresentação dos resul-tados alançados e a disussões dos mesmos e, no apítulo 5, relaionam-seas onlusões �nais. Por último, são itadas as referênias bibliográ�as queonstam no texto. Dados do exemplo adiional e os programas utilizadossão apresentados nos apêndies.
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2 REFERENCIAL TEÓRICOOs primeiros trabalhos om TRI foram realizados a partir de mea-dos do séulo passado. Porém, omo as ferramentas matemátias por elautilizadas são muito mais omplexas que as utilizadas pela forma usualde medir, o seu resimento e divulgação somente se tornaram possíveisom o avanço dos reursos omputaionais. Ultimamente, esta ténia temse tornado predominante nas avaliações em diversos países. No Brasil, aprimeira apliação dessa teoria oorreu em 1995 na análise do Sistema Na-ional de Avaliação da Eduação Básia (SAEB). A partir de então, seu usonas avaliações eduaionais brasileiras tem sido valorizado e inentivadopelos órgãos governamentais, omo o Ministério da Eduação.Neste apítulo, serão apresentados os oneitos básios da TRI e seusprinipais modelos. Informações mais detalhadas sobre seus fundamentose apliações podem ser enontradas em Hambleton et al. (1991). Algu-mas de�nições sobre inferênia bayesiana e sobre o método Monte Carlo viaadeia de Markov (MCMC) também são apresentados.2.1 A Curva Caraterístia do Item (CCI)Os atributos, ou araterístias (variáveis não observáveis) que adapessoa possui de forma inerente, são hamados de habilidades. O vetor dashabilidades individuais será representado pela letra grega theta (θ). Emada item, ada nível de habilidade terá erta probabilidade de respondera um item de forma orreta e esta relação é tal que, quanto maior for suahabilidade, maior será essa probabilidade. Tal probabilidade será denotadapor P (θ) (Baker, 2001).Plotando-se o grá�o de P (θ) em função de θ , tem-se uma urvasigmóide logístia, que é hamada de Curva Caraterístia do Item (CCI)(Figura 1).
3
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FIGURA 1: Curva araterístia do item - CCIA CCI possui três propriedades que a araterizam. São elas:i) di�uldade do item - representada pela letra b, por sua vez, re-presenta o ponto, na esala de habilidade, em que o indivíduo, om aquelahabilidade, possui 50% de probabilidade de responder orretamente a esseitem. Por isso, é também hamado, índie de loação;ii) disriminação do item - representada pela letra a, representaa inlinação da urva no ponto b e faz om que se torne possível difereniarentre examinados que estão abaixo ou aima do índie de loação. Porexemplo, se a urva é hata, menos o item é apaz de disriminar, poisa probabilidade de resposta orreta àquele item para níveis de habilidademenores é, aproximadamente, a mesma que para níveis de habilidade maioresque b. Portanto, quanto maior for o valor do parâmetro a, mais sensíveltorna-se o modelo às variações na habilidade em torno de seu ponto dedi�uldade. Por isso, ele é hamado de parâmetro de disriminação do item;iii) probabilidade de aerto asual - representada pela letra , re-presenta a probabilidade de que o examinado, om baixa habilidade, venha4



a aertar a questão, sem que ele saiba a resposta, isto é,
lim

θ−→−∞
P (θ) = cExemplos de CCI:a) Comparação de CCI om a mesma disriminação e difer-entes di�uldadesNa Figura 2 estão representadas três CCI om mesmo valor para oparâmetro disriminação e diferentes valores para o parâmetro di�uldade.
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FIGURA 2: CCI om diferentes valores para b (parâmetro di�uldade doitem) e mesmo valor de a (parâmetro disriminação do item).A urva vermelha representa um item fáil, pois as probabilidadesde se obter 50% de probabilidade de resposta orreta a esse item são dadaspor um indivíduo om habilidade -1. A urva preta representa um itemde média di�uldade, pois indivíduos om habilidade média (0) possuem50% de probabilidade de responder orretamente a esse item. A urva azulrepresenta um item mais difíil, pois, a probabilidade de 50% para que seaerte esse item é alançada por indivíduos om habilidade mais alta (1).5



Portanto, a lassi�ação de um item omo sendo fáil, médio ou difí-il vai depender de onde ele se enontra na esala da habilidade. Se umindivíduo om poua habilidade possui uma probabilidade alta de respon-der orretamente a esse item, ele é onsiderado fáil. Se apenas aquele quepossui habilidade alta possui 50% de probabilidade de responder orreta-mente a esse item, ele é onsiderado difíil. Porém, mesmo um item difíilpode possuir uma baixa disriminação, o que vai depender do parâmetro a.Portanto, ele serve para adiionar signi�ado ao parâmetro b.Um item fáil é útil para omparar indivíduos om baixa habilidade,enquanto que um item difíil é útil para a omparação entre indivíduos omalta habilidade.b) Comparação de CCI om a mesma di�uldade e diferentedisriminação.Um exemplo de três CCI om mesmo valor para o parâmetro di�ul-dade e diferentes valores para o parâmetro disriminação é representado naFigura 3.
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FIGURA 3: CCI om diferentes valores para a (parâmetro disriminação doitem) e mesmo valor de b (parâmetro di�uldade do item).
6



A urva vermelha representa um item que disrimina bem, pois ainlinação da urva no ponto onde b=0 é bastante íngreme. Isso faz omque a probabilidade de um indivíduo responder orretamente a esse item eque possua habilidade pouo aima do índie de loação, seja bem maior quea probabilidade de um indivíduo que possua habilidade pouo abaixo desseíndie. A urva preta possui um nível de disriminação médio, enquanto aurva azul possui um nível de disriminação muito baixo, pois a probabili-dade de resposta orreta modi�a-se muito pouo abaixo e aima do pontob. Observa-se que mesmo um indivíduo om baixa habilidade possui altaprobabilidade de responder orretamente a esse item.Poderia-se onsiderar a CCI, que se enontra na Figura 4, omo sendoaquela que apresenta poder de disriminação ideal. Porém, ela tem o inon-veniente de somente servir para distinguir entre indivíduos que possuíssemhabilidades bem próximas de θ = 0. Um pouo além deste valor já não terianenhum poder de disriminação.
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FIGURA 4: CCI Ideal.) Comparação de CCI om diferentes probabilidades de a-erto asualNa Figura 5 estão representadas três CCI om diferentes valores paraa probabilidade de aerto asual.Pode-se notar que a diferença na probabilidade de aerto entre in-divíduos om habilidades diferentes diminui quando o valor do parâmetro aumenta. Por exemplo: para a urva azul, a probabilidade de que umindivíduo om habilidade -1 aerte essa questão é de, aproximadamente,0,55 e outro, om habilidade 1, de, aproximadamente, 0,85. A diferençaaproximada na probabilidade entre eles é, pois, de 0,3. Já para a urvapreta, a probabilidade de aerto para o indivíduo om habilidade -1 é de,aproximadamente, 0,25 e, para o indivíduo om habilidade 1, de, aproxi-madamente, 0,75, ou seja, uma diferença aproximada de 0,5. Portanto,quando o parâmetro  passou do valor 0,0 (urva preta) para o valor 0,4(urva azul), isto é, teve seu valor aumentado, a diferença na probabilidadede aerto entre estes dois indivíduos diminuiu: passou de 0,5 para 0,3. Issosigni�a que o poder de disriminação diminuiu.8
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FIGURA 5: CCI om diferentes valores para  (parâmetro da probabilidadede aerto asual) e mesmos valores de a (parâmetro disrimi-nação) e b (parâmetro di�uldade do item).
2.2 Modelos para Teoria de Resposta ao ItemVários modelos têm sido propostos na literatura para TRI. Essa di-versidade deve-se a três fatores: 1) o item ser de aráter disreto (em geral,binário, assoiado a aerto em quesões fehadas) ou ontínuo (assoiado ànota em questões abertas); 2) envolver uma ou mais populações e 3) mode-lagem da habilidade que está sendo avaliada. Modelos em que mais de umahabilidade está sendo medida (modelos multidimensionais) podem ser en-ontrados em Hambleton & Cook (1977); modelo de resposta gradual, emque não são onsideradas simplesmente as respostas omo orretas ou in-orretas, em Samejima (1969) e modelos para duas ou mais populações, emBok & Zimowski (1997).Os primeiros modelos foram desenvolvidos por Lord (1952) para itensbinários, uma população e uma únia habilidade, na forma de uma funçãonormal aumulada. Mais tarde, eles foram desritos por meio de uma função9



logístia por Birnbaum (1968). Dependendo do número de parâmetros rela-ionados ao item, essa função pode ser lassi�ada em três tipos de modelos,os quais estão desritos abaixo e são os que mais são utilizados pela TRIatualmente, para itens binários.A variável e os parâmetros destes modelos são representados omo:
• Yij : variável diot�mia que pode assumir os valores 1 (quando o e-xaminado i responder orretamente ao ítem j) ou 0 (quando ele res-ponder inorretamente);
• θi : parâmetro da habilidade do examinado i;
• aj : parâmetro do poder de disriminação do item j.
• bj : parâmetro do grau de di�uldade do item j.
• j : parâmetro da resposta asual, isto é, a probabilidade do examinadoobter uma resposta orreta a um item puramente ao aaso.2.2.1 Modelo logístio de 1 parâmetroNeste modelo, somente o grau de di�uldade é onsiderado para des-rever o item. Iniialmente, foi proposto por Rash (1960) e expresso omoum modelo logístio por Wright (1968). É dado pela equação:

P (Yij = 1|θi) =
1

1 + e−(θi−bj)Diferentemente da avaliação usual, em que a habilidade é diretamenteproporional à nota e que varia de 0 a n, sendo n o número de itens de umteste, a esala de habilidade pode assumir, teoriamente, qualquer valor realentre −∞ a +∞.O parâmetro b é de�nido omo o ponto na esala de habilidade noqual o examinado, om essa dada habilidade, tem a probabilidade 0,5 deresponder orretamente a esse ítem, ou seja,10



1

1 + e−(θi−bj)
= 0, 5

1 + e−(θi−bj) = 2 ⇒ e−(θi−bj) = 1 ⇒ e−(θi−bj) = e0

−(θi − bj) = 0 ⇒ θi = bj2.2.2 Modelo logístio de 2 parâmetrosNeste modelo, além do grau de di�uldade, o item também é desritopelo seu poder de disriminação. Foi Lord (1952) quem desenvolveu estemodelo, baseado na distribuição normal aumulada e, em 1968, Birnbaumo desreveu omo modelo logístio. É dado pela equação:
P (Yij = 1|θi) =

1

1 + e−aj(θi−bj)O valor do parâmetro a é proporional ao máximo da inlinação daCCI no ponto em que θ = b. Seu domínio é o onjunto R+.
P ′(bj) =

aj.e
−aj (θi−bj)

(1 + e−aj (θi−bj)2
=
aj

4
∝ ajem que P ′(bj) é a derivada primeira de P em relação à θ, no ponto

bj .2.2.3 Modelo logístio de 3 parâmetrosFoi também Birnbaum, em 1968, quem introduziu um tereiro parâmetrono modelo logístio, o qual orresponde à probabilidade de aerto asual ().11



É dado pela equação:
P (Yij = 1|θi) = cj + (1 − cj)

1

1 + e−aj(θi−bj)Esse modelo representa uma probabilidade ondiional: propabili-dade de que um indivíduo aerte o item j, dada sua habilidade. A primeiraparela refere-se à probabilidade de que ele o aerte, dado que isso oorreu deforma asual e dada a sua habilidade, isto é, cj = P (Yij = 1|C, θi), sendo Ca esolha aleatória da alternativa. A segunda parela orresponde à proba-bilidade do aerto, dado que ele sabia a resposta e dada a sua habilidade,ou seja, (1− cj)p = P (Yij = 1|NC, θi), em que NC representa a esolha daalternativa de forma não aleatória.Como se trata de uma probabilidade, o domínio do parâmetro  estáentre 0 e 1.Este modelo é o mais ompleto, pois a probabilidade de que umindivíduo venha a aertar um item por meio do aaso é realmente possível,e, portanto, deve ser levado em onsideração.É interessante notar que, nesse modelo, o valor do parâmetro b nãoé mais o ponto da esala onde o examinado, om essa habilidade, tem aprobabilidade de 0,5 de responder orretamente a esse item. Agora, quando
b = θ, a probabilidade de resposta orreta �a

P (Yij = 1|θi) = c+ (1 − c)(0, 5) =

= c+
1 − c

2
=

2c+ 1 − c

2
=
c+ 1

2Isso signi�a que o parâmetro b, agora, de�ne o ponto na esala dehabilidade em que a probabilidade de resposta orreta ao item orrespondeao valor médio entre  e 1. 12



2.3 Propriedade da TRIA TRI possui uma propriedade muito importante: a invariânia deseus parâmetros, isto é:i) os valores dos parâmetros do item não dependem do nível de ha-bilidade do examinado;ii) o nível de habilidade do examinado é invariante om relação aosvalores dos parâmetros dos itens usados para determiná-lo.2.3.1 Ilustrando a propriedade de invariânia do itemPara eluidar esta propriedade, será repetida, a seguir, a apresentaçãode Baker (2001), para um onjunto ligeiramente distinto de dados simulados.Suponha-se que apenas dois grupos de examinados fossem tomadosde uma mesma população: o primeiro grupo om habilidade entre -3 a -1 eo segundo grupo om habilidade entre 1 a 3. Plotando-se as proporções deresposta orreta para ambos os grupos e ajustando-se uma CCI, por meioda estimação de seus parâmetros, a essas proporções, obtem-se os Grá�osque estão representados de forma ilustrativa nas Figuras 6 e 7.
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FIGURA 6: CCI para as proporções de respostas orretas para um grupode examinados om habilidade entre -3 a -1.
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FIGURA 7: CCI para as proporções de respostas orretas para um grupode examinados om habilidade entre 1 a 3.As estimativas obtidas para os parâmetros desse item, para os doisgrupos separadamente, teriam os mesmos valores, isto é, a1 = a2 e b1 = b2.Se for plotada, num mesmo grá�o, a CCI desse item para ambos os grupos,veri�a-se que ela será oinidente, omo se pode veri�ar pelo grá�o da14



Figura 8.
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FIGURA 8: CCI para as proporções de respostas orretas para um grupode examinados om habilidade entre -3 a 3.Poderia ser que o grupo 1 onsiderasse esse item difíil e o grupo 2,fáil. Mas, o grau de di�uldade desse item, neste aso, é b = 0, isto é, demédia di�uldade. Isto deixa laro que a araterístia fáil, média ou difíilé uma propriedade do item e não dependente do grupo que responde a ele.
2.4 Métodos de estimaçãoVários são os métodos utilizados para a estimação dos parâmetros naTRI. Azevedo (2003) desenvolveu um trabalho em que apresenta e disuteos prinipais deles.Iniialmente, a estimação dos parâmetros foi feita pelo método damáxima verossimilhança. Um exemplo dessa metodologia pode ser visto emBaker (2001). Porém, por meio deste método, se um item é respondido or-reta ou inorretamente por todos os examinados, não é possível estimar seusparâmetros, assim omo, se um examinado responder orreta ou inorreta-15



mente a todos os itens, também não é possível estimar sua habilidade. Maisreentemente, métodos bayesianos de estimação foram propostos e, om isso,tais problemas foram resolvidos (Andrade, 2000).Neste trabalho, é onsiderada apenas uma população de ada vez,sendo os itens de aráter binário e a araterístia da habilidade, unidi-mensional. O proesso de estimação dos parâmetros foi feito via inferêniabayesiana, utilizando-se o algoritmo Metropolis & Hastings (Hastings, 1970;Metrópolis et al., 1953; ).2.5 Inferênia bayesianaA inferênia bayesiana é araterizada por inorporar informação àpriori aos dados (Paulino et al., 2003).A de�nição de inferênia é a de que ela é um ramo da Estatístia quevisa onstruir ténias que permitam fazer a�rmações sobre os parâmetrospopulaionais, om base em dados amostrais. A distribuição dessa amostraé hamada de função de verossimilhança. Ela de�ne uma relação entre osdados e um parâmetro desonheido β (Mood et al., 1974). Na inferêniabayesiana, toda informação que se tenha sobre esse parâmetro, antes de serobservada a amostra, deve ser onsiderada e inorporada aos dados, pormeio de uma distribuição a priori. A distribuição resultante é hamadadistribuição a posteriori (O'Hagan, 1994).Um proedimento para onstruir-se a distribuição a posteriori partindoda distribuição a priori é o teorema de Bayes.Sejam A = {⋃Ai, i ∈ N∗}, uma partição do espaço amostral Ω e Bum evento qualquer de Ω. Utilizando-se o teorema de Bayes, tem-se:
P (Ai|B) =

P (Ai).P (B|Ai)

P (B)em que ada elemento desta expressão, num ontexto de inferênia,pode ser interpretado omo:
P (Ai|B): probabilidade a posteriori ;16



P (Ai): probabilidade a priori ;
P (B|Ai): probabilidade de B dado Ai;
P (B): marginal de B, igual a:

P (B) =
∑

P (Ai).P [B|Ai]que não depende de Ai. Sendo assim, a distribuição ondiional deinteresse pode ser esrita omo:
P (Ai|B) ∝ P (Ai).P (B|Ai)Para o aso ontínuo, denotando-se por β o parâmetro de interesse epor y1, . . . , yn os dados observados, tem-se:

f(β|y1, · · · , yn) =

∏n
i=1 f(yi|β).f(β)∫

β

∏n
i=1 f(yi|β).f(β)dβe

f(β|y1, · · · , yn) ∝
n∏

i=1

f(yi|β).f(β)A distribuição f(β) é para o aso de modelagem de inferênia, denomi-nada distribuição a priori e resume a informação que é onheida sobre oparâmetro, prévia ao onheimento dos dados. A distribuição f(β|yi) éhamada distribuição a posteriori e re�ete o que é onheido sobre as dis-tribuições a priori após a obtenção dos dados. Assim, a função de verossimi-lhança modi�a ou atualiza o onheimento que se tinha sobre o parâmetro.O teorema de Bayes é, pois, uma ferramenta que atualiza a informação feitasobre os parâmetros, om base na informação de uma amostra que já oorreu(Box & Tiao, 1992).As distribuições a priori podem ser informativas ou não informativas.Ela é dita não informativa quando não se tem nenhuma informação sobreo parâmetro. Quando houver poua informação sobre os parâmetros, asdistribuições a priori podem ser hamadas de "vagas" ("�at"). Ao serem17



onsiderados todos os possíveis valores de β omo igualmente prováveis,pode-se atribuir uma distribuição a priori uniforme, �ando assim p(β) ∝
k . Outra proposta de distribuição a priori não informativa foi feita porJe�reys (1961). Tal proposta visa minimizar o onteúdo de informação,om o objetivo de que o máximo desta seja extraído da amostra. Taisdistribuições a priori são muito usadas, também, para a apresentação deresultados "pouo perturbados" por suposições anteriores. Ao �nal de umproesso de inferênia bayesiana, pode-se avaliar o quanto o onheimentoda distribuição a priori afeta o onheimento da distribuição a posteriori eo quanto houve de in�uênia da distribuição a priori sobre os resultados.Toda inferênia bayesiana é feita om base na distribuição a pos-teriori. Porém, esta distribuição é, muitas vezes, desonheida ou muitoomplexa, tornando difíil operações de integração, fundamental no asoontínuo. Por exemplo: muitas vezes, deseja-se onheer a distribuição on-junta de um determinado vetor de parâmetro β (β = β1, β2, · · · , βp). Paraum determinado parâmetro βi, essa distribuição é hamada distribuição mar-ginal e a forma de obtê-la é integrar a distribuição posteriori onjunta emrelação aos demais parâmetros, isto é,

f(βi) =

∫
. . .

∫
f(βi,β−i)dβ−i,em que β−i orresponde ao onjunto omplementar de βi.Outras vezes, deseja-se a média a posteriori ou qualquer esperançade funções do parâmetro β, isto é,

E[g(β)|y] =

∫
g(β)p(β|y)dβsendo g(β) a função de interesse.A inferênia exata somente será feita alulando-se estas integraisanalitiamente, o que, om raras exeções, é impossível ou muito traba-lhosa. A alternativa, então, é fazer uso de aproximações numérias. Paulinoet al. (2003) apresentam várias estratégias sugeridas para resolver o pro-blema da integração: aproximação da distribuição a posteriori por uma dis-18



tribuição normal multivariada, método de Laplae, métodos de quadraturanuméria, métodos diretos de Monte Carlo e métodos de Monte Carlo viaadeias de Markov (MCMC). Estes métodos estão em ordem resente depressuposições e ompliações omputaionais.Será feita, agora, uma breve desrição do método MCMC, por tersido este o método utilizado neste trabalho.
2.5.1 Monte Carlo via adeias de Markov (MCMC)O método de Monte Carlo via adeias de Markov (MCMC) onsistenum dos métodos numérios para obter uma amostra da função de interesse.Os valores são gerados de forma iterativa, baseados em adeias de Markov,utilizando-se a seguinte proposta:

• β1 é amostrada da distribuição a posteriori ;
• β2 será elemento da amostra om probabilidade dada por:

p(β1 −→ β2) = α.em que p(β1 −→ β2) representa a probabilidade da adeia de Markovmovimentar-se de β1 para β2. Monta-se uma adeia de Markov om os an-didatos a elementos da amostra aeitos. Para que a amostra seja represen-tativa da distribuição de interesse, devem ser respeitadas as ondições deirredutibilidade, aperiodiidade e estaionaridade, o que pode ser veri�adopela análise de diagnóstio de onvergênia, segundo ritérios usuais (Tier-ney, 1994). Segundo Gelfand & Smith (1990), se n −→ ∞, garante-se queesta é uma amostra da distribuição a posteriori.Dos métodos de simulação que utilizam adeias de Markov, destaam-se o amostrador de Gibbs (AG) e o algoritmo Metropolis & Hastings (MH). OAG faz uso da expressão da ondiional ompleta, quando esta tem a formade uma densidade onheida e, portanto, fáil de ser amostrada. Quando as19



distribuições ompletas não são onheidas, omo é o aso do nosso trabalho,utiliza-se o algoritmo MH. Maiores detalhes sobre o algoritmo AG podemser enontrados em Gamerman (1997).2.5.2 Algoritmo Metropolis & HastingsO algoritmo Metropolis & Hastings onsiste em um poderoso algo-ritmo do tipo MCMC para gerar valores para a distribuição de interesse uti-lizando uma distribuição onheida omo auxiliar. Foi desenvolvido atravésdos trabalhos de Hastings (1970) e Metropolis et al. (1953). Esta dis-tribuição será hamada de distribuição geradora de andidatas e serárepresentada por q(β).O proedimento usado para que os valores amostrados pertençam àdistribuição de interesse será por meio dos seguintes passos:1 - atribui-se um valor ("hute") iniial β omo primeiro valor daamostra;2 - alulam-se P (β) e q(β);3 - amostra-se β∗ da distribuição andidata e alulam-se P (β∗) e
q(β∗); 4 - obtém-se uma razão:

r =

P (β∗)
q(β∗)

P (β)
q(β)

=
P (β∗).q(β)

P (β).q(β∗)5 - e uma probabilidade de aeitação:
α(β, β∗) = min{1, P (β∗).q(β)

P (β).q(β∗)
}6 - gera-se u ∼ U(0, 1); 20



7 - aeita-se β∗ omo um valor da densidade de interesse, se u ≤ α.Caso ontrário, rejeita-se β∗, repete-se β na amostra e retorna-se ao passo3. Esse proesso é repetido até que o número de iterações desejada sejaatingido.Segundo Chib & Greenberg (1995), várias são as famílias que po-dem ser esolhidas para a densidade andidata. No entanto, explorando-sea forma de P (β), essa esolha pode ser feita de modo a simpli�ar a imple-mentação do algoritmo.Para anular a in�uênia do "hute" iniial, desprezam-se os valoresdas primeiras iterações. Isto é hamado de "burn-in" e, para que não hajaorrelação entre os dados, os valores das iterações são tomados de erta emerta distânia, o que é hamado de thinning.

21



3 MATERIAIS E MÉTODOSOs dados utilizados para o desenvolvimento deste trabalho referem-seao Vestibular 2006-2 da Universidade Federal de Lavras (UFLA).A estimação dos parâmetros foi feita por meio da inferênia bayesiana,utilizando-se o método Monte Carlo via adeia de Markov (MCMC). O mo-delo adotado foi o modelo logístio de 3 parâmetros.Para melhor visualização e ompreensão dos oneitos básios da TRIe dos resultados alançados por meio desse método, foi ajustado um exemplode Baker (2001 ).3.1 MateriaisA prova do Vestibular 2006-2 da UFLA onstou de 66 itens, distribuí-dos da seguinte forma:
• Português - questões de 1-10;
• Geogra�a - questões de 11-18;
• História - questões de 19-24;
• Filoso�a - questões de 25-26;
• Língua Estrangeira - questões 27-34;
• Biologia - questões 35-42;
• Físia - questões 43-50;
• Matemátia - questões 51-58;
• Químia - questões 59-66.Como havia, na Língua Estrangeira, a opção entre o Inglês e o Espa-nhol, as questões desta prova não foram inluídas na análise, om o objetivode simpli�á-la, passando a ser onsiderados 58 itens.22



Foram ofereidos 10 ursos: Administração (AD), Engenharia deAlimentos (AL), Agronomia (AG), Ciênias Biológias (CB), Ciênias daComputação (CC), Engenharia Agríola (EA), Engenharia Florestal (EF),Mediina Veterinária (MV), Químia (QI) e Zootenia (ZO).Para �ns de simpli�ação do trabalho omputaional, onsiderou-seque ada urso forma uma população diferente, sendo a metodologia apliadaseparadamente a ada um deles. O número de andidatos por urso foi oseguinte: AD = 284; AL = 229; AG = 651; CB = 326; CC = 235; EA =154; EF = 238; MV = 604; QI = 104; ZO = 228.As análises foram feitas em um omputador equipado om proes-sador AMD-64 Dual, om 1 Gb de memória RAM. Estas análises onsumi-ram 14 dias de proessamento, utilizando-se o R-2.4.0.Os programas utizados para implementar a metodologia bayesianaforam elaborados na linguagem R (R Development Core Team, 2005). Paraa veri�ação das adeias geradas do MCMC, fez-se uso da bibliotea CODA(Plummer et al., 2006). Esses programas estão apresentados no ApêndieB.3.2 MetodologiaCada item de um teste possui duas possibilidades de resposta: ertaou errada. Considerando o valor 1 para a resposta orreta e 0 para a respostainorreta, tem-se a seguinte distribuição de Bernoulli:
fYij

(yij ; p) = pyij(1 − p)yijem que,
yij = {0, 1} : variável aleatória das possíveis respostas do indivíduoi para o item j;p : probabilidade de yij ser igual a 1.23



Como p representa o valor da probabilidade do examinado i respon-der orretamente ao item j e, essa probabilidade está em função de suahabilidade e dos parâmetros assoiados a esse item, p também é uma variá-vel aleatória e, portanto, possui uma distribuição, que é dada pelo modelo3 parâmetros, o qual se enontra espei�ado nas páginas 12, do apítulo 2.Sendo apliado um teste om J itens para I indivíduos e onsiderandopara p o modelo de 3 parâmetros, tem-se a seguinte função de verossimi-lhança:
fY11,...,YIJ

(y11, ...yij |aj , bj , cj , θi) =

I,J∏
i,j

[cj + (1 − cj)
1

1 + e−aj(θi−bj)
]yij .

.{1 − [cj + (1 − cj)
1

1 + e−aj(θi−bj)
]}(1−yij )O proedimento que foi usado para a estimação dos parâmetros nestetrabalho foi o da teoria bayesiana.Para o parâmetro a, a distribuição a priori esolhida foi uma Log-normal, pois a CCI é não deresente e, portanto, valores negativos nãofazem sentido para ele. Se onsiderássemos valores negativos para esteparâmetro, isso signi�aria que quanto maior a habilidade de um indivíduo,menor seria sua probabilidade de aertar a questão, o que seria inoerente.Sua distribuição é, pois:

fAj
(aj) =

1

aj

√
2π
e−

1

2
[ln(aj)]

2Para o parâmetro b, foi esolhida a distribuição Uniforme (-3,3), pois,para este parâmetro, não se tem muita informação a priori. A esolha dointervalo [-3,3℄ foi para relaionar o domínio de b ao de θ. Não foi esolhidauma distribuição a priori normal para este parâmetro, devido ao fato deque este se enontra dependente de quem elabora as questões, não sendo24



razoável supor que tenham distribuição normal. Sua distribuição a prioriesolhida foi, pois:
fBj

(bj) =
1

6Note que o domínio de θ é (−∞,∞) e o domínio de b é [-3, 3℄.Estas duas variáveis devem ser assoiadas, porém, desejou-se possibilitarque θ < −3 e θ > 3 re�etisse andidatos om habilidade aquém ou além damedida pela prova. O uso da distribuição Normal (0,1) para θ, no entanto,minimiza a expetativa de que tais valores de habilidade oorram.A distribuição a priori esolhida para o parâmetro  foi uma dis-tribuição Beta(1,3), pois, tratando-se de uma probabilidade, a informaçãode que se disp�s foi a de que ele se enontra no intervalo (0,1) e, omo asquestões do vestibular possuíam 4 alternativas, o valor esperado para um a-erto asual é de 0,25. Outros valores também poderiam ser sido esolhidospara essa distribuição, mas desejaram-se aqueles que minimizassem α + β,a �m de que fosse poua informativa (α e β são os parâmetros da Beta,sendo o valor obtido pela soma orrespondente ao espaço amostral de umabinomial).Outra alternativa poderia ser a de onsiderar a moda em vez damédia, omo sendo igual a 0,25. Neste aso, uma distribuição Beta(2,4),por exemplo, resultaria numa moda igual a 0,25, porém, seu espaço amostralnão seria mínimo e o valor esperado seria de, aproximadamente, 0,33, quepode ser onsiderado alto.Sua distribuição, então, é:
fCj

(cj) =
1

B(1, 3)
(1 − cj)

2Utilizou-se omo distribuição a priori para o parâmetro θ uma dis-tribuição Normal(0,1), pois, para as habilidades dos andidatos, é oerenteadmitir que as araterístias desta distribuição estão de aordo om a popu-25



lação em estudo. Sua distribuição é:
fΘi

(θi) =
1√
2π
e−

1

2
θ2

i3.3 Distribuição a PosterioriMultipliando-se todas as distribuições a priori pela função de verossimi-lhança, tem-se a distribuição onjunta a posteriori, dada por:
f(Aj ,Bj ,Cj ,θi|Yij)(aj , bj , cj , θi|yij) ∝

I,J∏
i,j

fAj
(aj).fBj

(bj).fCj
(cj).fΘi

(θi).

.

I,J∏
i,j

f(Yij |Aj ,Bj ,Cj ,θi)(yij|aj , bj , cj , θi)

f(Aj ,Bj ,Cj ,Θi|Yij)(aj , bj , cj , θi|yij) ∝
I,J∏
i,j

1

aj

√
2π
e−

1

2
[ln(aj)]2 .

1

6
.

1

B(1, 3)
(1−cj)2.

1√
2π

e−
1

2
θ2

i .

I,J∏
i,j

[cj+(1−cj)
1

1 + e−aj(θi−bj)
]yij .{1−[cj+(1−cj)

1

1 + e−aj(θi−bj)
]}(1−yij )

f(Aj ,Bj ,Cj ,Θi|Yij)(aj, bj , cj , θi|yij) ∝
I,J∏
i,j

(1 − cj)
2

12πaj

.
e−

1

2
[ln2(aj )+θ2

]

B(1, 3)
.

.

I,J∏
i,j

[cj + (1− cj)
1

1 + e−aj(θi−bj)
]yij .{1− [cj + (1− cj)

1

1 + e−aj (θi−bj)
]}(1−yij )
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3.3.1 Modelo logístio de 3 parâmetrosO modelo utilizado neste trabalho foi o modelo logístio de 3 parâme-tros, pois a probabilidade de que um indivíduo venha a aertar a questão deforma asual, uma vez que ele não sabe a resposta, é uma probabilidade querealmente existe e, portanto, deve ser levada em onsideração. Além do mais,este modelo é o mais ompleto e o mais utilizado atualmente, prinipalmentenos sistemas de avaliação eduaional (omo, por exemplo, pelo SAEB).Utilizou-se o intervalo de máxima densidade de probabilidade (ouHPD, do inglês highest posterior density) do parâmetro "", om o objetivode on�rmar a relevânia deste parâmetro. Considera-se que, se houver umnúmero onsiderável de intervalos om valores menores ou maiores do que0,25 para a probabilidade de aerto asual, o uso de um modelo que leve emonsideração o arésimo deste parâmetro, omo é o aso do modelo logístiode 3 parâmetros, será o mais indiado.Para a lassi�ação dos parâmetros do item serão usados os ritériosque se enontram nas Tabelas 1 e 2:a) Para o parâmetro disriminação (a):TABELA 1: Intervalos om as respetivas lassi�ações e valores esperadosna priori para o parâmetro a.Intervalo para a Classi�ação % de oorrênia na prioria > 3 Ótima (O) 13,34%
2 < a ≤ 3 Alta (A) 25,58%
1 < a ≤ 2 Média (M) 11,02%
a ≤ 1 Baixa (B) 50,06%Este ritério foi estabeleido om base na distribuição a priori es-olhida (lognormal), uja média é de 1,65. Com estes valores, espera-seque grande parte dos itens obtenha baixo poder de disriminação (50,06%);38,92% estejam aima da média e apenas 13,34% deles tenham um poder dedisriminação ótimo. 27



b) Para o parâmetro di�uldade (b):TABELA 2: Intervalos om as respetivas lassi�ações e valores esperadosna priori para o parâmetro b.Intervalo para b Classi�ação % de oorrênia na priorib > 2 Difíil (D) 1/6
0, 5 < b ≤ 2 Média (M) 1/4
−2 < b ≤ 0, 5 Fáil (F) 5/12

b ≤ −2 Muito Fáil (MF) 1/6Com este ritério, espera-se que sejam pouas as questões que apre-sentem graus de di�uldade extremos, isto é, difíil ou muito fáil. Aredita-se que a maior parte delas sejam fáeis, sendo que apenas 25% possuamgrau médio de di�uldade. Segundo Andrade et al. (2000), os valores doparâmetro b variam (tipiamente) entre -2 e 2. Para o parâmetro a, esperam-se valores entre 0 e 2, sendo mais apropriados valores maiores que 1.3.3.2 Implementação do proesso amostralFoi gerada uma adeia iniial om 100.000 iterações para todos osparâme-tros. Desartaram-se as 500 primeiras observações ("burn-in") e atomada de pontos amostrais em uma a ada 25 iterações ("thinning"). Issofoi feito para garantir a segurança do proesso amostral. A amostra válidaonstou de 4.000 observações.A rotina implementada no CODA para garantir a onvergênia dasadeias geradas pelo ritério de Raftery & Lewis estabelee o tamanho míni-mo do burn-in e do thinning. Foram forneido valores inferiores a 100 para oburn-in e inferiores a 20 para o thinning. Como foram usados valores supe-riores a estes, aeitou-se a amostra omo sendo da distribuição a posteriori.Para implementar o algoritmo MH, por simpliidade, foi esolhida adistribuição geradora de andidatas omo sendo a mesma da distribuição apriori dos parâmetros de interesse.Sendo a probabilidade de aeitação dada por:28



α(β, β∗) = min{1, P (β∗).q(β)

P (β).q(β∗)
}que pode ser esrita omo:

α(β, β∗) = min{1, ψ(β∗).
∏
f(β∗).q(β)

ψ(β).
∏
f(β).q(β∗)

}em que ψ(.) é a distribuição a priori e ∏
f(.), a função de verossimi-lhança da distribuição de interesse, se for esolhida q(.) = ψ(.), tem-se:

β(β, β∗) = min{1, ψ(β∗).
∏
f(β∗).ψ(β)

ψ(β).
∏
f(β).ψ(β∗)

} = min{1,
∏
f(β∗)∏
f(β)

}o que torna mais simples a forma algébria da probabilidade deaeitação (que passa ser a razão de verossimilhança).Dessa forma, as distribuições andidatas esolhidas para gerar valo-res aos elementos dos vetores de parâmetros a, b, , e θ foram, respetiva-mente, a lognormal, a uniforme, a beta e a normal.3.3.3 Exemplo ilustrativo da implementação do algoritmoUtizando-se o exemplo ilustrativo de Baker (2001), foi apliado ométodo MCMC, onsiderando o modelo de 2 parâmetros. Os dados desseexemplo se enontram no Anexo A e referem-se a 10 itens respondidos por16 indivíduos. Será dada a seguir, a sequênia dos passos realizados:1) Valores iniiais (esolha arbitrária):a = [0,1066 0,3209 0,6202 1,3260 0,9207 0,4816 0,5783 0,0368 0,83140,6252℄' 29



b = [0,2140 -0,2920 -0,2572 -0,9786 -0,3320 -1,5781 -1,2077 0,8649-1,0024 -0,7350℄'
θ = [1,4767 0,5067 -1,3396 -0,4372 0,9408 -0,4571 0,2523 -0,00690,1047 -1,9899 -0,1924 -1,4474 0,4313 -0,5443 0,6309 0,4281℄'em que o que o apóstrofo (') representa o vetor transposto.A probabilidade de aerto é dada por:

P (Yij = 1|θi) =
1

1 + e−aj(θi−bj)A verossimilhança:
L(y1,1, . . . , y16,10|β) = 0, 4664 × 0, 3618 × . . .× 0, 7666 × 0, 6742sendo β = [aj , bj , θi]

′

ln[L(y1,1, . . . , y16,10|β)] = −132, 01272) Gera-se um valor de uma lognormal (andidata) para a1 = 0,2937.3) Calula-se a verossimilhança om este valor de a1 e obtém-se:
ln[L(y1,1, . . . , y16,10|β)] = −130, 92494) A probabilidade de aeitação α é dada por:

α(0, 1066; 0, 2937) = min{1, exp(−130, 9249)

exp(−132, 0127)
} = min{1; 2, 9677}

α = 15) Gera-se u de U[-3,3℄: u = 0,1869.30



Como 0, 1869 < 1, aeita-se 0,2937 omo valor da amostra.Repete-se o proesso para todos aj . Faz-se o mesmo om bj e θi.O vetor de a1, neste passo, é dado por: (0,1066; 0,2937).6) Gera-se, novamente, outro valor para a1 da lognormal (andidata)= 0,6363.A log-verossimilhança om esse novo valor é: -134,5665.A probabilidade de aeitação, agora, �a:
α(0, 2937; 0, 6363) = min{1; exp(−134, 5665)

exp(−130, 9249)
} = min{1; 0, 0262}

α = 0, 02627) Gera-se outro valor u de U[-3,3℄: u =0,0932.Como 0, 0932 > 0, 0262, rejeita-se 0,6363. Repete-se, então,0,2937 omo valor da amostra.8) Novamente repete-se o proesso om todos os aj , bj e θi.O vetor de a1 até esse passo é: (0,1066; 0,2937; 0,2937).9) Repete-se esse proesso para 100.000 iterações, queimando-se aspri-meiras 500 ("burn in") e tomando-se uma amostra a ada 25 iterações("thinning").As estimativas obtidas para os valores dos itens e das habilidades,neste exemplo, se enontram nas Tabelas 3 e 4. A oluna "1 Parâmetro" serefere às estimativas obtidas por Baker (2001) pelo do método de máximaverossimilhança, fazendo uso do modelo logístio de 1 parâmetro.Nota-se que os parâmetros b e θ apresentaram estimativas um pouodiferentes às do método da máxima verossimilhança obtidas por Baker (2001).Isto se deve ao fato do arésimo do parâmetro a no modelo. No entanto,as orrelações de Pearson e de Spearman para o parâmetro b estimado omo modelo de 2 parâmetros e o método utilizado por Baker foram de 0,90 e31



0,98, respetivamente. Para θ, a orrelação da nota om a habilidade esti-mada pelo modelo de 2 parâmetros foi de 0,92 e 0,94, respetivamente. Pormeio dos valores obtidos por estas orrelações, pode-se veri�ar que elas sãoaltamente orrelaionadas.A Tabela do vetor de respostas para este exemplo se enontra noAnexo A.
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TABELA 3: Valores estimados dos parâmetros a (disriminação do item) eb (di�uldade do item) para o modelo de 2 parâmetros e de bpara o modelo de 1 parâmetro (Baker, 2001).2 Parâmetros 1 ParâmetroItem a b b1 4,00 -2,68 -2,222 0,81 -0,80 -0,303 0,16 -0,56 -0,174 1,75 0,67 0,595 0,48 -2,15 -1,206 4,00 -0,59 -0,027 2,48 -0,28 0,028 0,81 0,30 0,229 4,00 -0,19 0,1510 0,45 1,66 0,26TABELA 4: Esores brutos omparado om os valores estimados das habili-dades (θ) para o modelo de 2 parâmetros e 1 parâmetro (Baker,2001).Examinado Nota Bruta θ (1 par.) θ (2 par.)1 -1,50 2 -3,232 -1,50 2 -1,953 0,02 5 -1,224 -0,42 4 -1,565 -2,37 1 -3,806 -0,91 3 -1,327 -0,42 4 -0,388 -0,42 4 0,139 -0,42 4 0,1010 -0,91 3 -1,6911 2,33 9 2,6912 2,33 9 2,5513 0,46 6 -1,1114 2,33 9 2,5415 2,33 9 2,7416 *** 10 2,92
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4 RESULTADOS E DISCUSS�O4.1 Intervalos de máxima densidade de probabilidade (H.P.D.)para os parâmetros dos itensAs Tabelas 5, 6 e 7 referem-se aos intervalos HPD para o parâmetro"" dos ursos de Mediina Veterinária, Agronomia e Engenharia de Ali-mentos, os quais foram oloados omo exemplo. Para os demais ursos, osresultados obtidos são semelhantes.Pode-se notar que, nas três situações, enontra-se elevado númerode HPD que não abrange  = 0,25. Se tivéssemos 5% dos itens em que oHPD não abrangesse  = 0,25, poderia-se onsiderar este parâmetro omoonstante e igual a 0,25. Cino por ento de 58 itens orrespondem a 3itens e, no entanto, observa-se uma quantidade muito maior de intervalosque ultrapassaram este valor. O desejo, então, é poder estimar qual é ovalor deste parâmetro, o que é possível por meio do modelo logístio de 3parâmetros. Este, pois, pode também ser onsiderado um forte argumentoa favor de adotá-lo omo o mais indiado para o este trabalho.Outra observação digna de nota diz respeito à disiplina de Geogra�a.Observa-se que, para ela, não houve nenhum HPD om c < 0, 25, sendo,então, possível que todas as suas questões possam ter obtido uma proba-bilidade de aerto asual aima da média esperada, enquanto que, para asdisiplinas de Físia, Químia e Matemátia, prinipalmente para o ursode Agronomia, muitas de suas questões não favoreeram o aerto de formaasual.
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TABELA 5: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabilida-de - highest probability density) para o parâmetro  e respetivoerro de Monte Carlo, para o urso de Mediina Veterinária.Disiplina Item média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superior1 0,151 0,000 0,390 0,0042 0,163 0,000 0,402 0,0063 0,178 0,000 0,409 0,0164 0,160 0,000 0,396 0,006Português 5 0,123 0,000 0,309 0,0046 0,258 0,221 0,297 0,0017 0,093 0,000 0,242 0,0038 0,144 0,115 0,172 0,0019 0,278 0,000 0,611 0,01310 0,079 0,000 0,199 0,00211 0,112 0,000 0,288 0,00312 0,171 0,000 0,417 0,00613 0,135 0,000 0,332 0,005Geogra�a 14 0,155 0,000 0,348 0,00515 0,211 0,000 0,480 0,00716 0,140 0,000 0,342 0,00917 0,121 0,000 0,316 0,00418 0,111 0,000 0,306 0,00419 0,103 0,000 0,285 0,00320 0,190 0,000 0,457 0,008História 21 0,154 0,000 0,275 0,00622 0,224 0,189 0,260 0,00123 0,145 0,000 0,391 0,01524 0,110 0,000 0,264 0,003Filoso�a 25 0,121 0,000 0,323 0,00326 0,067 0,000 0,191 0,002ont...
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ont... 27 0,136 0,000 0,396 0,01728 0,248 0,188 0,308 0,00229 0,271 0,157 0,360 0,002Biologia 30 0,108 0,074 0,143 0,00131 0,266 0,198 0,329 0,00132 0,249 0,201 0,294 0,00133 0,214 0,000 0,422 0,01834 0,253 0,208 0,298 0,00135 0,210 0,172 0,249 0,00136 0,132 0,099 0,162 0,00137 0,237 0,201 0,275 0,001Físia 38 0,203 0,003 0,375 0,01539 0,205 0,141 0,256 0,00140 0,298 0,235 0,359 0,00141 0,132 0,091 0,179 0,00142 0,264 0,227 0,307 0,00243 0,167 0,116 0,219 0,00144 0,165 0,132 0,198 0,00145 0,149 0,079 0,210 0,002Matemátia 46 0,186 0,077 0,263 0,00247 0,242 0,003 0,360 0,01448 0,096 0,060 0,134 0,00149 0,178 0,000 0,379 0,00850 0,305 0,162 0,364 0,00751 0,099 0,067 0,130 0,00152 0,202 0,162 0,243 0,00153 0,327 0,000 0,606 0,011Químia 54 0,138 0,084 0,185 0,00155 0,255 0,222 0,290 0,00156 0,264 0,219 0,308 0,00157 0,208 0,167 0,249 0,00158 0,086 0,059 0,115 0,001Obs.:Dados em negrito referem-se a HPD que não ontém =0,25.
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TABELA 6: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabilida-de - highest probability density) para o parâmetro  e respetivoerro de Monte Carlo, para o urso de Agronomia.Disiplina Item média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superior1 0,252 0,000 0,584 0,0162 0,201 0,001 0,521 0,0203 0,254 0,008 0,410 0,0164 0,268 0,006 0,543 0,023Português 5 0,185 0,000 0,508 0,0146 0,269 0,228 0,310 0,0017 0,284 0,011 0,403 0,0168 0,148 0,119 0,180 0,0019 0,242 0,000 0,571 0,01510 0,243 0,004 0,463 0,01411 0,339 0,024 0,634 0,02112 0,219 0,000 0,515 0,01213 0,201 0,000 0,521 0,012Geogra�a 14 0,160 0,000 0,395 0,00915 0,336 0,044 0,600 0,00916 0,194 0,000 0,345 0,01217 0,171 0,000 0,436 0,01018 0,288 0,000 0,574 0,01119 0,270 0,000 0,577 0,01420 0,164 0,000 0,503 0,020História 21 0,235 0,198 0,269 0,00122 0,224 0,191 0,255 0,00123 0,321 0,283 0,387 0,00724 0,137 0,000 0,365 0,007Filoso�a 25 0,237 0,000 0,579 0,01326 0,266 0,000 0,616 0,020ont...
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ont... 27 0,210 0,004 0,370 0,01528 0,216 0,115 0,315 0,00429 0,187 0,019 0,318 0,006Biologia 30 0,065 0,000 0,125 0,00331 0,181 0,007 0,306 0,00632 0,151 0,005 0,254 0,00633 0,376 0,074 0,464 0,01234 0,200 0,099 0,293 0,00535 0,130 0,002 0,223 0,00336 0,167 0,134 0,200 0,00137 0,142 0,006 0,237 0,005Físia 38 0,187 0,002 0,370 0,01039 0,253 0,220 0,287 0,00140 0,096 0,000 0,210 0,00241 0,096 0,000 0,185 0,00542 0,269 0,234 0,302 0,00143 0,124 0,039 0,191 0,00244 0,183 0,123 0,232 0,00145 0,183 0,132 0,229 0,001Matemátia 46 0,091 0,000 0,198 0,00247 0,328 0,287 0,367 0,00148 0,078 0,002 0,136 0,00249 0,218 0,000 0,489 0,00150 0,272 0,236 0,305 0,00151 0,096 0,002 0,164 0,00452 0,225 0,138 0,300 0,00253 0,365 0,030 0,591 0,026Químia 54 0,169 0,062 0,236 0,00255 0,192 0,162 0,223 0,00156 0,289 0,158 0,379 0,00357 0,210 0,118 0,282 0,00358 0,096 0,034 0,153 0,002Obs.:Dados em negrito referem-se a HPD que não ontém =0,25.
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TABELA 7: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabilida-de - highest probability density) para o parâmetro  e respetivoerro de Monte Carlo, para o urso de Engenharia Agriola.Disiplina Item média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superior1 0,300 0,000 0,617 0,0062 0,225 0,000 0,525 0,0043 0,228 0,000 0,392 0,0044 0,247 0,000 0,548 0,007Português 5 0,251 0,003 0,513 0,0066 0,203 0,005 0,323 0,0027 0,144 0,000 0,338 0,0038 0,097 0,025 0,163 0,0019 0,289 0,000 0,599 0,00610 0,203 0,000 0,439 0,00411 0,232 0,000 0,533 0,00412 0,245 0,000 0,523 0,00413 0,212 0,000 0,453 0,004Geogra�a 14 0,234 0,000 0,486 0,00415 0,388 0,037 0,707 0,00616 0,167 0,000 0,364 0,00317 0,243 0,000 0,521 0,00518 0,310 0,000 0,641 0,00619 0,256 0,000 0,567 0,00520 0,226 0,000 0,457 0,005História 21 0,146 0,021 0,241 0,00122 0,137 0,051 0,217 0,00123 0,218 0,000 0,403 0,00424 0,181 0,000 0,430 0,003Filoso�a 25 0,185 0,000 0,464 0,00426 0,191 0,000 0,453 0,004ont...
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ont... 27 0,228 0,000 0,387 0,00528 0,091 0,000 0,222 0,00229 0,175 0,000 0,399 0,003Biologia 30 0,088 0,019 0,160 0,00131 0,154 0,000 0,306 0,00232 0,159 0,000 0,293 0,00233 0,201 0,000 0,451 0,00534 0,320 0,186 0,454 0,00235 0,111 0,000 0,229 0,00236 0,158 0,026 0,257 0,00137 0,187 0,039 0,284 0,001Físia 38 0,149 0,000 0,342 0,00239 0,129 0,000 0,248 0,00240 0,248 0,003 0,428 0,00441 0,149 0,000 0,273 0,00242 0,262 0,007 0,382 0,00443 0,145 0,000 0,264 0,00244 0,173 0,047 0,267 0,00145 0,126 0,042 0,195 0,001Matemátia 46 0,205 0,041 0,327 0,00247 0,155 0,000 0,335 0,00348 0,078 0,000 0,169 0,00149 0,251 0,004 0,527 0,00750 0,151 0,000 0,260 0,00351 0,131 0,020 0,230 0,00152 0,216 0,008 0,374 0,00253 0,249 0,000 0,510 0,009Químia 54 0,124 0,000 0,223 0,00155 0,161 0,088 0,240 0,00156 0,136 0,000 0,283 0,00257 0,234 0,045 0,354 0,00258 0,110 0,023 0,177 0,001Obs.:Dados em negrito referem-se a HPD que não ontém =0,25.
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Pelos resultados da Tabela 8, observando-se os intervalos HPDs doparâmetro a, pode-se observar que, para o urso de Mediina Veterinária, asquestões da disiplina de Geogra�a, exeto a de número 16, foram onsidera-das de baixo poder de disriminação. O mesmo pode-se dizer om relação àdisiplina de Filoso�a. Português também teve a maioria de suas questõesom a mesma araterístia. O oposto oorreu om as disiplinas de Biologiae Físia, em que todas as questões apresentaram poder de disriminaçãoelevado. Com exessão da questão 49, de Matemátia e 53, de Químia,estas duas disiplinas também atingiram um ótimo poder de disriminação.
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TABELA 8: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabilida-de - highest probability density) para o parâmetro a e respetivoerro de Monte Carlo, para o urso de Mediina Veterinária.Disiplina Item média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superior1 0,624B 0,376 0,882 0,0052 0,411B 0,165 0,649 0,0033 1,035 0,085 4,283 0,1474 0,387B 0,149 0,622 0,004Português 5 0,485B 0,255 0,742 0,0036 4,757 0,944 11,231 0,0607 0,667B 0,394 0,979 0,0048 5,044 1,290 11,684 0,0599 0,549B 0,273 0,919 0,01010 0,711 0,418 1,007 0,00411 0,491B 0,253 0,764 0,00312 0,437B 0,169 0,722 0,00513 0,412B 0,151 0,676 0,006Geogra�a 14 0,366B 0,099 0,699 0,01115 0,402B 0,189 0,636 0,00316 0,859 0,156 3,067 0,08917 0,411B 0,166 0,645 0,00418 0,903 0,577 1,229 0,00719 0,874 0,564 1,226 0,00820 0,358B 0,022 0,835 0,027História 21 1,197 0,272 3,426 0,06722 4,772 1,156 11,040 0,07223 0,963 0,099 4,313 0,17724 0,490B 0,219 0,809 0,005Filoso�a 25 0,762 0,483 1,055 0,00626 0,995 0,715 1,320 0,005ont...
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ont... 27 0,910 0,090 4,185 0,19128 5,894 3,040 9,322 0,09629 2,172 0,776 3,685 0,026Biologia 30 4,964 3,248 6,888 0,03131 2,452 0,931 4,216 0,02832 5,281 2,940 7,979 0,04633 1,079 0,078 4,000 0,12134 20,943 9,073 42,628 1,40135 5,122 0,987 9,967 0,10736 4,524 0,884 10,946 0,07637 7,962 0,954 18,403 0,260Físia 38 2,815 0,169 12,603 0,43539 3,063 0,387 7,326 0,05340 2,913 1,081 5,220 0,03441 1,974 0,986 3,069 0,01842 4,717 0,346 11,007 0,07843 3,228 0,768 5,990 0,04744 4,748 1,036 11,826 0,07645 2,284 0,522 5,295 0,047Matemátia 46 1,814 0,457 3,411 0,03347 2,420 0,170 8,076 0,19048 2,414 1,053 4,046 0,02849 0,239B 0,018 0,361 0,08150 5,259 0,210 12,895 0,13751 4,502 2,961 6,165 0,03452 7,779 4,149 13,056 0,14153 0,384B 0,034 0,625 0,081Químia 54 2,277 0,657 4,286 0,04355 6,223 1,599 13,681 0,08356 5,104 2,095 8,641 0,07157 4,984 3,209 7,484 0,04658 2,918 1,517 4,445 0,027Dados em negrito referem-se a HPD que ontém a > 3: Ótimo poder dedisriminação.B: refere-se a HPD que somente ontém a < 0, 5: Baixo poder de disrimi-nação.
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Fazendo-se a análise do grau de di�uldade para este urso, por meioda observação dos resultados da Tabela 10, nota-se que a disiplina queontém as questões mais difíeis é Matemátia, seguida pela Físia, repetindoo que já foi omentado de forma geral anteriormente. Houve muita varia-bilidade em relação à questão 49 (Matemátia). Isto quer dizer que elafoi onsiderada muito fáil, para um grupo de andidatos e difíil, paraoutros. Isso também oorreu om as questões 53 (Químia), 20 (História) e13 (Geogra�a).A disiplina de Biologia, que apresentou maior poder de disrimi-nação, teve apenas duas questões onsideradas difíeis, que foram as denúmero 27 e 33, porém, arateriza-se por manter um grau de di�uldademédio para todas as demais questões.Não houve nenhuma questão que pudesse ser onsiderada muito fáilpor todos os andidatos (HPD om valores de b < −2). Houve questões fáeisnas disiplinas de Português, Geogra�a, História e Filoso�a, mas nenhu-ma em Biologia, Físia, Matemátia e Químia. No entanto, estas últimasquatro foram as que apresentaram maior poder de disriminação, de aordoom a Tabela 8. Observa-se, om isto, que questões fáeis não impliam,neessariamente, em melhor poder de disriminação.
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TABELA 9: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabilida-de - highest probability density) para o parâmetro b e respetivoerro de Monte Carlo, para o urso de Mediina Veterinária.Disiplina Item média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superior1 -1,871F -2,993 -0,956 0,0242 -0,496 -2,178 1,538 0,0443 2,421 1,555 3,000 0,0184 -0,388 -2,153 1,693 0,050Português 5 -0,334 -1,317 1,029 0,0236 2,650 2,184 3,000 0,0057 0,410 -0,182 1,119 0,0158 2,686 2,255 3,000 0,0069 -1,481 -3,000 0,541 0,07910 0,517 0,011 1,091 0,01011 -0,064 -0,958 1,138 0,01912 -0,445 -2,124 1,482 0,03713 0,424 -0,807 2,046 0,035Geogra�a 14 1,576 0,335 2,997 0,02615 -1,531F -2,993 0,400 0,05116 2,502 1,843 2,999 0,01017 -0,085 -1,327 1,614 0,02918 -1,422F -2,122 -0,762 0,01719 -1,358F -2,047 -0,661 0,01820 1,079 -0,832 3,000 0,051História 21 2,553 1,980 3,000 0,00922 2,589 2,068 3,000 0,00723 2,459 1,652 3,000 0,01424 1,190 0,254 2,296 0,017Filoso�a 25 -1,836F -2,709 -1,049 0,01826 -1,086F -1,511 -0,679 0,008ont...
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ont... 27 2,391 1,521 3,000 0,01728 0,790 0,621 0,989 0,00829 1,086 0,762 1,408 0,008Biologia 30 1,032 0,877 1,179 0,00831 1,395 1,074 1,755 0,00832 1,002 0,834 1,164 0,00833 2,394 1,454 3,000 0,02134 0,813 0,663 0,948 0,01035 1,700 1,341 2,158 0,01236 2,485 1,969 3,000 0,00837 1,859 1,481 2,534 0,012Físia 38 2,068 1,443 2,991 0,02239 2,574 2,040 3,000 0,00740 1,417 1,121 1,739 0,00741 1,885 1,411 2,473 0,01342 2,544 1,997 3,000 0,00743 1,709 1,329 2,186 0,01244 2,701 2,299 3,000 0,00445 2,525 1,970 3,000 0,008Matemátia 46 1,800 1,313 2,497 0,01447 2,510 1,922 2,999 0,00948 1,908 1,475 2,490 0,01249 0,298 -2,356 3,000 0,05650 2,622 2,115 3,000 0,00551 1,153 0,985 1,306 0,00852 1,041 0,903 1,190 0,00753 -0,283 -2,950 2,803 0,110Químia 54 2,155 1,641 2,900 0,01555 2,723 2,341 3,000 0,00556 1,288 1,109 1,490 0,00757 1,129 0,969 1,296 0,00858 1,815 1,460 2,251 0,010Dados em negrito referem-se a HPD que ontém b > 2: Grau de di�uldadeonsiderado difíil.F: refere-se a HPD que somente ontém b < −2: Grau de di�uldade on-siderado fáil.
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TABELA 10: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabi-lidade - highest probability density) para o parâmetro θ dos30 primeiros alunos e respetivo erro de Monte Carlo, para ourso de Mediina Veterinária.Candidato média I.C. - HPD Nota normalizada Erro de M.C.inferior superior1 -1,310 -2,637 -0,012 -1,448 0,0152 -0,132 -1,205 0,853 -0,828 0,0103 0,020 -0,821 0,762 -0,621 0,0104 0,006 -1,035 0,952 -0,931 0,0095 -0,125 -1,149 0,743 -0,828 0,0086 0,806 -0,797 1,452 -0,517 0,0147 1,164 0,823 1,528 0,103 0,0078 -0,006 -0,906 0,777 -0,517 0,0089 -1,019 -2,311 0,805 -1,138 0,01510 -0,390 -1,426 0,550 -1,345 0,01011 -0,040 -0,923 0,755 -0,414 0,00912 1,368 1,025 1,738 -0,207 0,00813 -0,818 -2,087 0,473 -0,724 0,01314 0,933 0,293 1,399 -0,207 0,00715 0,371 -1,195 1,282 -0,103 0,01216 -2,168 -3,445 -0,881 -2,069 0,02617 0,043 -0,903 0,947 -0,517 0,01018 1,008 0,539 1,436 0,000 0,00719 1,468 1,077 1,909 0,517 0,00820 1,130 0,754 1,541 0,310 0,00821 -0,460 -1,504 0,544 -1,138 0,01122 -1,263 -2,634 0,036 -1,241 0,01423 0,255 -0,651 0,895 -0,517 0,00924 0,413 -0,589 1,108 -0,310 0,01025 -0,853 -2,371 0,516 -1,138 0,01326 -1,207 -2,572 0,102 -1,552 0,01127 -2,347 -3,842 -1,128 -1,655 0,03728 -1,494 -2,855 -0,087 -1,448 0,01229 -0,056 -1,332 1,108 -0,310 0,01630 0,198 -0,561 0,800 -0,207 0,009Dados em negrito referem-se às notas normalizadas que se enontram forado HPD da habilidade estimada. 47



De aordo om os resultados apresentados na Tabela 10, onstata-seque houve alguns andidatos que não tiveram suas notas normalizadas dentrodo intervado HPD. Para estes alunos, a estimativa de suas habilidades nãore�etiu a nota obtida no vestibular.4.2 Considerações gerais sobre os parâmetros dos itens eajuste do modeloCom base nos dados da Tabela 11, onstata-se as orrelações entreas estimativas médias dos parâmetros.TABELA 11: Correlação entre as estimativas médias dos parâmetros a, b e para os ursos do Vestibular 2006-2 da UFLA.Item a,b a, b,Administração 0,38** 0,49** 0,22*Eng.Alimentos 0,37** 0,37** -0,13Agronomia 0,59** 0,23* -0,10C.Biológias 0,35** 0,03 -0,03C.Computação 0,36** -0,07 -0,11Eng.Agríola 0,36** -0,25* -0,52**Eng.Florestal 0,46** -0,28* -0,53**Med.Veterinária 0,30** 0,37** 0,21Químia 0,31** -0,39** -0,29*Zoologia 0,40** 0,00 -0,19* Signi�ativo, a 5%, pelo teste t.** Signi�ativo, a 1%, pelo teste t.Fazendo-se uma análise das orrelações entre as estimativas médiasdos parâmetros a e b, observa-se que a orrelação foi signi�ativa e altamentepositiva. Isso signi�a que quanto mais difíil a questão, maior seu poder dedisriminação.Para as estimativas dos parâmetros a e , dos ursos de CiêniasBiológias, Ciênias da Computação e Zootenia, elas não estão signi�ati-vamente orrelaionadas. Para os ursos de Administração, Engenharia deAlimentos, Agronomia e Mediina Veterinária, esta orrelação é signi�a-tivamente positiva e, para os ursos de Engenharia Agríola, Engenharia48



Florestal e Químia, signini�ativamente negativa. Em relação aos ursospara as quais esta orrelação se mostrou positiva, não signi�a que quantomaior a probabilidade de aerto asual, maior a disriminação, mas sim quequanto maior o valor estimado do parâmetro , maior o valor estimado doparâmetro a. O que está orrelaionado são seus valores estimados e nãoseus signi�ados. Neste aso, o que aontee é que, quando o valor estimadodo parâmetro  aumenta, o espaço no eixo de P (θ), que orresponde a todosos valores de θ da CCI, diminui. Isto faz om que a CCI se torne maisíngreme para que as mesmas diferenças entre as probabilidades de aertode indivíduos om habilidades diferentes possam ser mantidas, isto é, te-nham a mesma disriminação. Logo, o seu valor estimado (do parâmetro a)aumenta, mas não neessariamente seu poder de disriminação.A orrelação entre as estimativas dos parâmetros b e  foi positivapara alguns ursos; para outros, foi negativa e, para outros ainda, não or-relaionadas. O únio urso em que ela se mostrou positivamente signi�a-tiva, foi para Administração.Os resultados da Tabela 12 mostram a orrelação entre a nota doandidato e sua habilidade média estimada por Pearson e por Spearman.Veri�a-se que ela foi muito boa em ambos os asos, pois alançou valoresbem elevados, o que ontribui para maior on�abilidade no proesso de es-timação. Com base nesta tabela, pode-se onsiderar que o modelo foi bemajustado.
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TABELA 12: Correlação da nota do aluno × habilidade média estimadaCurso Correlação de Pearson Correlação de SpearmanAdministração 0,83 0,83Eng.Alimentos 0,93 0,92Agronomia 0,90 0,89C.Biológias 0,87 0,92C.Computação 0,90 0,87Eng.Agríola 0,91 0,95Eng.Florestal 0,91 0,91Med.Veterinária 0,93 0,92Químia 0,79 0,80Zoologia 0,87 0,87Analisam, agora, os grá�os que se enontram nas Figuras 9 a 11 ea Tabela 13.TABELA 13: Média dos parâmetros disriminação (a), di�uldade (b) eaerto asual (), por disiplina.Disiplina a b Português 1,45(M) 0,89(M) 0,216Geogra�a 0,80(B) 0,40(F) 0,227História 1,86(M) 1,48(M) 0,206Filoso�a 0,79(B) -1,00(F) 0,217Biologia 3,57(O) 1,22(M) 0,202Físia 2,66(A) 1,97(M) 0,179Matemátia 2,44(A) 2,13(D) 0,178Químia 2,93(A) 1,47(M) 0,188a > 3 : O (Ótima) b > 2 : D (difíil)
2 < a ≤ 3: A (Alta) 0, 5 < b ≤ 2: M (Média)
1 < a ≤ 2: M (Média) −2 < b ≤ 0, 5: F (Fáil)a ≤ 1 : B (Baixa) b ≤ −2 : MF (Muito fáil)Pode-se observar, por meio das Figuras 9 a 11 e resumidos na Tabela13, que as questões que apresentaram maior grau de di�uldade se enontramnas disiplinas de Matemátia e Físia, tendo estas a menor probabilidadede aerto ao aaso. Porém, não foram as que apresentaram maior disrimi-nação. Maior poder de disriminação foi apresentado pelas questões de50



Biologia e Químia, as quais apresentaram uma probabilidade de aerto aoaaso razoável, assim omo um grau de di�uldade também razoável.Já as questões de Filoso�a e Geogra�a foram as disiplinas para asquais mais houve probabilidade de aerto ao aaso, onsideradas as maisfáeis e de menor disriminação.De forma geral, pode-se fazer as seguintes onsiderações sobre adaparâmetro:1) aerto asual (): em média, nenhuma disiplina obteve umvalor maior que 25% para este parâmetro. Isto india que o Vestibular2006-2 da UFLA obteve um baixo índie de aerto asual, favoreendo aque as respostas dos vestibulandos fossem dadas de forma mais pensada;2) di�uldade (b): existe um oneito geral aadêmio de que adisiplina de Matemátia possui um grau de di�uldade superior ao dasdemais disiplinas. Os resultados obtidos por este trabalho apresentaram-seem onformidade om este oneito. Na sequênia, temos a disiplina deFísia. A disiplina mais fáil foi Filoso�a. As demais não se destaaram,sendo onsideradas om média di�uldade;3) disriminação: a disiplina de Biologia se destaou omo a quemaior poder de disriminação obteve. Uma boa disriminação também foiobtida pelas disiplinas de Químia, Físia e Matemátia. As demais tiverambaixo poder de disriminação.Por meio destes resultados, pode-se observar que as disiplinas quemais ontribuíram para dintinguir entre as habilidades dos andidatos foramBiologia, Químia, Físia e Matemátia. A ontribuição das demais, nesteaspeto, não foi relevante.
51



FIGURA 9: Poder de disriminação a para os ursos de 1 (Administração), 2(Engenharia de Alimentos), 3 (Agronomia), 4 (Ciênias Bioló-gias), 5 (Ciênias da Computação), 6 (Engenharia Agríola), 7(Engenharia Florestal), 8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia)e 10 (Zootenia). 52



FIGURA 10: Grau de di�uldade b para os ursos de 1 (Administração), 2(Engenharia de Alimentos), 3 (Agronomia), 4 (Ciênias Bio-lógias), 5 (Ciênias da Computação), 6 (Engenharia Agrí-ola), 7 (Engenharia Florestal), 8 (Mediina Veterinária), 9(Químia) e 10 (Zootenia).53



FIGURA 11: Probabilidade de aerto asual  para os ursos de 1 (Ad-ministração), 2 (Engenharia de Alimentos), 3 (Agronomia), 4(Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Computação), 6 (Enge-nharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal), 8 (Mediina Vete-rinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).54



4.3 Considerações espeí�as sobre os parâmetros dos itens4.3.1 Considerações para a disiplina de Biologia e MatemátiaA esolha dessas duas disiplinas se deve ao fato de terem sido asque se araterizaram por apresentar maior poder de disriminação e maiordi�uldade, respetivamente.Analisando-se os parâmetros dos itens da disiplina de Biologia,ujos grá�os se enontram nas Figuras de 13 a 15, as questões que obtiverammaior valor para o parâmetro disriminação foram as questões 34, 30 e 28,respetivamente, tendo todas elas um grau médio de di�uldade. A questão34 foi onsiderada a mais fáil dentre todas.Quanto à probabilidade de que se aertasse ao aaso, a questão 34foi a que apresentou maior probabilidade e a questão 30, a menor.A questão onsiderada mais difíil foi a questão 27, que apresentouuma boa disriminação.Na Figura 12 está reproduzida a questão de número 30, que se desta-ou por ter um alto poder de disriminação e poua probabilidade de aertoasual.
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FIGURA 12: Questão 38 do Vestibular 2006-2 da UFLA, orrespondente aoitem 30 em estudo.Os valores para os parâmetros desse item, de forma geral e para ourso que mais e menos disriminou, foram:Geral: a30 = 4, 67; b30 = 0, 87; c30 = 0, 09;Administração: a30 = 9, 31; b30 = 1, 09; c30 = 0, 10;Zootenia: a30 = 2, 01; b30 = 0, 51; c30 = 0, 06;Esta questão se destaou, dentro desta disiplina, pelo fato de terobtido valor om um ótimo poder de disriminação, médio grau de di�ul-56



dade e baixa probabilidade de aerto ao aaso. Para os andidatos do ursode Zootenia, pode-se onluir que eles onheem o assunto (b baixo). Osalunos de Ciênias Humanas tiveram um pouo mais de di�uldade, sendoque, para este urso, esta questão teve um alto poder de disriminação. Aquestão é pouo trabalhosa, mas ria em oneitos e bem formulada.
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FIGURA 13: Poder de disriminação (a) da prova de Biologia para osursos de 1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimentos),3 (Agronomia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Com-putação), 6 (Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal),8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).58



FIGURA 14: Grau de di�uldade (b) da prova de Biologia para os ursos de1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimentos), 3 (Agrono-mia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Computação), 6(Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal), 8 (MediinaVeterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).59



FIGURA 15: Probabilidade de aerto asual () da prova de Biologia paraos ursos de 1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimentos),3 (Agronomia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Com-putação), 6 (Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal),8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).60



Fazendo-se a mesma análise para a disiplina de Matemátia, ujosgrá�os se enontram nas Figuras de 18 a 20, a questão mais difíil foi ade número 44, apresentando um bom grau de disriminação e baixa proba-bilidade de aerto ao aaso. Houve muita probabilidade de aerto ao aasopara a questão 47 e pouo para a questão 48. A questão 49 foi a onsideradamais fáil e om baixo poder de disriminação.As questões 44 (mais difíil) e 49 (mais fáil), estão reproduzidas nasFiguras 16 e 17.

FIGURA 16: Questão 52 do Vestibular 2006-2 da UFLA, orrespondente aoitem 44 em estudo.Valores para os parâmetros desse item, de forma geral e para os ursosnos quais teve maior e menor grau de di�uldade:Geral: a44 = 3, 55; b44 = 2, 55; c44 = 0, 16;Med.Veterinária: a44 = 4, 75; b44 = 2, 70; c44 = 0, 16;Zootenia: a44 = 2, 68; b44 = 2, 42; c44 = 0, 14;Esta questão envolve muitos oneitos simultâneos: determinante esuas propriedades, inversa de matrizes e resolução de sistemas. Isso faz om61



que ela seja uma questão difíil (para todos os ursos, o valor desse parâmetrofoi superior a 2, sendo o menor deles, 2,42). O fato de ter sido pedido parase assinalar a alternativa inorreta, obriga o andidato a resolver todas asalternativas, pois ele preisa desobrir qual alternativa não está orreta enão apenas resolver a questão e busar qual delas orresponde à solução queele enontrou. Portanto, ou ele sabe ou não sabe, isto é, tem um bom poderde disriminação. Este fator, talvez, advenha do fato de que o onteúdo dematrizes é muito extenso e, muitas vezes, o aluno não o viu por ompletono ensino médio. Quanto ao seu enuniado, está bem laro e objetivo.
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FIGURA 17: Questão 57 do Vestibular 2006-2 da UFLA, orrespondente aoitem 49 em estudo.Valores para os parâmetros desse item, de forma geral e para os ursosnos quais teve maior e menor grau de di�uldade:Geral: a49 = 0, 92; b49 = 1, 33; c49 = 0, 21;Zootenia: a49 = 2, 19; b49 = 2, 33; c49 = 0, 29;Eng. de Alimentos: a49 = 0, 45; b49 = 0, 09; c49 = 0, 17;Esta questão é onsiderada uma questão fáil, já que pouos on-eitos são obrados por ela: ângulos, perímetro de irunferênia e regrade três, onteúdo de 6a série do ensino fundamental. Porém, seu diagramaaparenta ser ompliado, o que, talvez, tenha sido a razão de se elevar seugrau de di�uldade de baixo para mediano (sendo, no entanto, a mais fáildentre as questões de Matemátia), resultando em alto índie de aerto a-sual e baixo poder de disriminação. Cabe ressaltar que o únio urso para63



o qual ela apresentou uma boa disriminação foi para o de Zootenia. Tam-bém somente para o urso de Agronomia é que foi onsiderado om médiopoder de disriminação (1,73). Para todos os demais ursos, os valores desseparâmetro foram inferiores a 1.
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FIGURA 18: Poder de disriminação (a) da prova de Matemátia para osursos de 1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimentos),3 (Agronomia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Com-putação), 6 (Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal),8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).65



FIGURA 19: Grau de di�uldade (b) da prova de Matemátia para osursos de 1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimentos),3 (Agronomia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias da Com-putação), 6 (Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Florestal),8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).66



FIGURA 20: Probabilidade de aerto asual () da prova de Matemátiapara os ursos de 1 (Administração), 2 (Engenharia de Alimen-tos), 3 (Agronomia), 4 (Ciênias Biológias), 5 (Ciênias daComputação), 6 (Engenharia Agríola), 7 (Engenharia Flores-tal), 8 (Mediina Veterinária), 9 (Químia) e 10 (Zootenia).67



4.3.2 Análise do urso de Mediina Veterinária.Nas Figuras de 21 a 23, enontram-se os grá�os de aerto asual,grau de di�uldade e poder de disriminação para ada questão.Observa-se que houve muitos itens om valores de disriminaçãoaima de 3,00, o que é onsiderado um valor de ótimo poder de disrimi-nação, tendo o item 49 (Matemátia) sido o que menos disriminou, nesteurso. Um fato que se observa é quanto à disiplina de Geogra�a, que searaterizou pela baixa disriminação apresentada pelas suas questões (de11 a 18).Quanto à probabilidade de aerto asual, a questão 26 (Filoso�a) foia que apresentou menor valor, sendo, no entanto, uma questão fáil e debaixa disriminação. A questão 58 também obteve um valor muito baixopara esse parâmetro. A de maior probabilidade foi a questão 53 (Químia),de di�uldade média e também de baixo poder de disriminação.Houve muitas questões om bom grau de di�uldade, sendo a maisfáil, a de número 1 (Português), om baixa disriminação e baixa probabili-dade de aerto asual.Para este urso, a questão 30 (Biologia) se apresentou omo umaquestão om alta disriminação, grau de di�uldade médio e baixa proba-bilidade de aerto asual.Os valores para os parâmetros destes itens enontram-se na Tabela14.
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FIGURA 21: Poder de disriminação a para o urso de Mediina Veteriná-ria. 69



FIGURA 22: Grau de di�uldade b para o urso de Mediina Veterinária.70



FIGURA 23: Probabilidade de aerto asual  para o urso de MediinaVeterinária. 71



TABELA 14: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (IC-HPD:intervalo de redibilidade de máxima densidade de probabili-dade - highest probability density), para os parâmetros a e bde alguns itens do Curso de Agronomia e respetivo erro deMonte Carlo.Item Parâmetro média I.C. - HPD Erro de M.C.inferior superiora 0,624 0,376 0,882 0,0051 b -1,871 -2,993 -0,956 0,024 0,151 0,000 0,390 0,004a 0,995 0,715 1,319 0,00526 b -1,086 -1,511 -0,679 0,008 0,067 0,000 0,191 0,002a 4,964 3,248 6,888 0,03130 b 1,032 0,877 1,179 0.008 0,108 0,074 0,143 0,001a 0,239 0,018 0,361 0,08149 b 0,298 -2,356 3,000 0,056 0,178 0,000 0,379 0,008a 0,383 0,034 0,625 0,08153 b -0,283 -2,945 2,803 0,110 0,327 0,000 0,606 0,011a 2,918 1,517 4,444 0,02758 b 1,815 1,460 2,251 0,010 0,086 0,059 0,115 0,001
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As adeias geradas pelo método MCMC para os parâmetros do item58 enontram-se representadas na Figura 24.
(“a”)

(“b”)

(“c”)FIGURA 24: Representação grá�a das adeias geradas pelo algorítimo Me-tropolis-Hastings e da densidade a posteriori dos parâme-tros a, b e , para o item 58.A partir da obsevação destes grá�os não se nota irregularidadesno proesso de geração das amostras. A distribuição a posteriori paraada parâmetro, (a, b e ), mostrou um omportamento aproximadamentesimétrio. Este item apresentou alto poder de disriminação (2,92), umgrau de di�uldade médio (1,82) e baixíssima probabilidade de aerto asual(0,09). A CCI deste item, juntamente om a CCI dos itens 30 e 49, estárepresentada na Figura 25.
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25è è19FIGURA 25: CCI dos itens 30, 49 e 58 para o Curso de Mediina Veterinária.Temos aqui três CCI plotadas num mesmo grá�o, failitando a om-paração entre elas. As questões 30 e 58 possuem um bom poder de disrim-inação (as urvas estão bem inlinadas), sendo a questão 58 mais difíil quea de número 30 (está mais à direita do grá�o). Ambas apresentam baixaprobabilidade de aerto asual.Se, no entanto, o interesse é seleionar andidatos om habilidadeaima da média e num grau mediano (aima de 1), o item 30 seria umitem indiado, pois, indivíduos om habilidade abaixo desse valor têm muitopoua probabilidade de aertar esta questão. O mesmo não se pode dizerdo item 49. Tanto indivíduos om habilidade aima quanto abaixo de 1possuem pratiamente a mesma probabilidade de aertar essa questão. Porexemplo, vamos omparar a probabilidade de aerto dos andidatos 19, omhabilidade estimada de 1,47, om o andidato 25, uja habilidade estimadafoi de -0.85. Para o item 30, o andidato 19 tem 0,91 de probabilidadede aertar a questão e o andidato 25, tem 0,11. Uma diferença de 0,80.Já para a questão 49, os mesmos andidatos têm, respetivamente, 0,65e 0,53 de probabilidade de aerto. Uma diferença de 0,12, isto é, não se74



onsegue disriminar entre andidatos, mesmo que estes tenham habilidadebem disrepantes.Alguns exemplos de adeias geradas pelo MCMC estão representadosna Figura 26.
(19)

(25)

(26)FIGURA 26: Representação grá�a das adeias geradas pelo Metropolis-Hastings e da densidade a posteriori do parâmetro θ dos an-didatos 19, 25 e 26.Por meio destes grá�os, pode-se observar que o proesso amostralnão apresentou �agrantes irregularidades, sendo a distribuição a posteriorido parâmetro θ, aproximadamente, simétria. Observa-se que o andidato 19teve uma habilidade estimada aima da média, enquanto que os andidatos25 e 26, abaixo. Os valores para estas estimativas, por ponto e por intervalo,destes três andidatos, estão na Tabela 15.
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TABELA 15: Estimativas a posteriori por ponto e por intervalo (I.C.: inter-valo de redibilidade, HPD: highest probability density), parao parâmetro θ de alguns andidatos do urso de Mediina Vet-erinária e erro de Monte Carlo.Candidato média I.C. HPD Erro de M.C.inferior superior19 1,468 1,077 1,909 0,00825 -0,853 -2,371 0,516 0,01326 -1,207 -2,572 0,102 0,011O grá�o da orrelação entre a nota dos vestibulandos e sua habili-dade estimada estão representados na Figura 27.

FIGURA 27: Grá�o da orrelação entre a nota do vestibulando e sua res-petiva habilidade estimada.Por meio deste grá�o, pode-se observar que a orrelação foi muitoboa. Seu valor foi de 0,92. Isso faz om que haja mais segurança quanto aosresultados do proesso amostral realizado.As linhas pontilhadas têm por objetivo destaar os dois melhoresandidatos quanto à nota e quanto à habilidade. Nota-se que há algumasdisrepânias. Por exemplo, dentre os dois andidatos de maior habilidade,76



apenas um esteve entre os que tiveram melhores notas. Isso alerta para ofato de que uma lassi�ação feita levando em onsideração apenas a nota,pode levar a más esolhas.
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5 CONCLUSÕESPara o Vestibular 2006-2 da UFLA, podem-se resumir os prinipaisresultados omo sendo os seguintes: os modelos de TRI permitiram analisarem detalhes aspetos de disriminação, di�uldade e aerto asual por provase por ursos. Suas questões apresentaram orrelação positiva entre o grau dedi�uldade e o poder de disriminação, indiando que questões mais fáeisnão levam a aumento no poder de disriminação. Em geral, a probabilidadede aerto asual não está orrelaionada ao grau de di�uldade, nem aopoder de disriminação.Quanto às provas, a disiplina de Biologia apresentou ótimo poder dedisriminação; as disiplinas de Químia, Físia e Matemátia, alto; Históriae Português, médio e Geogra�a e Filoso�a, baixo. Em relação ao graude di�uldade, a disiplina de Matemátia foi onsiderada difíil; Físia,Químia, História, Biologia e Português, onsideradas om média di�uldadee; Geogra�a e Filoso�a, fáeis. Houve baixa probabilidade de aerto asual.Quanto à habilidade estimada, esta apresentou alta orrelação om as notas.Com base nestes resultados, foi possível elaborar as seguintes on-lusões:
• a TRI mostrou-se útil para disutir a qualidade das provas e questõesno vestibular 2006-2 da UFLA, o que pode servir de referênia paradesenvolvimentos futuros e planejamento do proesso seletivo nestainstituição;
• de forma geral, dissipa-se um oneito previamente estabeleido nestaintituição que assoiava o grau de di�uldade diretamente ao poder dedisriminação dos itens;
• em todas as provas e para todos os ursos, é possível estabeleer dife-renças entre os poderes de disriminação das questões, no entanto,apenas um monitoramento om os responsáveis das áreas e espeialis-tas nas provas pode eluidar os motivos e possíveis regularidades quelevem a melhoras no proesso de elaboração de novos itens.78
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ANEXO A: Tabela om o vetor resposta para um exemplo deBaker (2001).TABELA 16: Vetor resposta de um teste de 10 itens e 16 examinados.Í T E M1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 RS01 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 202 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 203 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 5E 04 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 4X 05 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1A 06 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 3M 07 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 4I 08 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 4N 09 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 4A 10 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 3D 11 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 9O 12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 913 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 614 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 915 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 916 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10FONTE: Baker (2001), pg. 132 2 133.
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ANEXO B: Programa utilizado no proedimento de obtençãode amostras da densidade posteriori pelo método MCMC.Programa para o Curso de Agronomia-AG 3 parâmetros (para os demaisursos, o programa só altera na leitura dos dados).dados <- read.table("VAG20062.sv")n <- length(dados[,1℄) q <- 58 esolha <- 4y <-as.matrix(bind(dados[1:n,4:(26+3)℄,dados[1:n,(35+3):(66+3)℄))# Chutes iniiais a <- rlnorm(q) b <- runif(q,-3,3) <-rbeta(q,1,(esolha-1)) theta <- rnorm(n)pi <- 0*y vb <- pifor(i in 1:n){for(j in 1:q){pi[i,j℄ <- [j℄+(1-[j℄)/(1+exp(-a[j℄*(theta[i℄-b[j℄)))vb[i,j℄ <- (pi[i,j℄^(y[i,j℄))*((1-pi[i,j℄)^(1-y[i,j℄))}}# Definindo tamanhos da adeiaN <- 100000 B <- 500 J <- 25alpha.a <- rep(1,q) alpha.b <- rep(1,q) alpha.<-rep(1,q) alpha.theta <- rep(1,n)Chute <- bind(t(a),t(b),t(),t(theta))# Atualizando a, # Usando priori e geradora de andidatos log-normalfor(ount in 1:N){ 84



pi <- pivb <- vbfor(j in 1:q){a <- rlnorm(1)pi[,j℄ <- [j℄ + (1-[j℄)/(1+exp(-a*(theta-b[j℄)))vb[,j℄ <- (pi[,j℄^(y[,j℄))*((1-pi[,j℄)^(1-y[,j℄))alpha.a[j℄ <- exp(sum(log(vb[,j℄)-log(vb[,j℄)))if(alpha.a[j℄ >= 1){alpha.a[j℄ <- 1}if(runif(1) < alpha.a[j℄){a[j℄ <- api[,j℄ <- pi[,j℄vb[,j℄ <- vb[,j℄}pi <- pivb <- vb}# Atualizando b # Usando priori e geradora de andidatos normalpadronizadafor(j in 1:q){b <- runif(1,-3,3)pi[,j℄ <- [j℄ + (1-[j℄)/(1+exp(-a[j℄*(theta-b)))vb[,j℄ <- (pi[,j℄^(y[,j℄))*((1-pi[,j℄)^(1-y[,j℄))alpha.b[j℄ <- exp(sum(log(vb[,j℄)-log(vb[,j℄)))if(alpha.b[j℄ >= 1){alpha.b[j℄ <- 1}if(runif(1) < alpha.b[j℄){b[j℄ <- bpi[,j℄ <- pi[,j℄vb[,j℄ <- vb[,j℄}pi <- pivb <- vb 85



}# Atualizando  # Usando priori e geradora de andidatos normalpadronizadafor(j in 1:q){ <- rbeta(1,1,(esolha-1))pi[,j℄ <-  + (1-)/(1+exp(-a[j℄*(theta-b[j℄)))vb[,j℄ <- (pi[,j℄^(y[,j℄))*((1-pi[,j℄)^(1-y[,j℄))alpha.[j℄ <- exp(sum(log(vb[,j℄)-log(vb[,j℄)))if(alpha.[j℄ >= 1){alpha.[j℄ <- 1}if(runif(1) < alpha.[j℄){[j℄ <- pi[,j℄ <- pi[,j℄vb[,j℄ <- vb[,j℄}pi <- pivb <- vb}# Atualizando theta # Usando priori e geradora de andidatos normalpadronizadafor(i in 1:n){theta <- rnorm(1)pi[i,℄ <-  + (1-)/(1+exp(-a*(theta-b)))vb[i,℄ <- (pi[i,℄^(y[i,℄))*((1-pi[i,℄)^(1-y[i,℄))alpha.theta[i℄ <- exp(sum(log(vb[i,℄)-log(vb[i,℄)))if(alpha.theta[i℄ >= 1){alpha.theta[i℄ <- 1}if(runif(1) < alpha.theta[i℄){theta[i℄ <- thetapi[i,℄ <- pi[i,℄vb[i,℄ <- vb[i,℄ 86



}pi <- pivb <- vb}if ( (ount-B)%%J == 0 ){write(t(a), file="CAGA3.lst", q, append=TRUE)write(t(b), file="CAGB3.lst", q, append=TRUE)write(t(), file="CAGC3.lst", q, append=TRUE)write(t(theta[1:30℄), file="CAGT3.lst", n, append=TRUE)}}Programa para gerar estatístias e grá�os de resultados3 parâmetrosCadeiaA <- read.table("CAGA3.txt",h=F) CadeiaB<-read.table("CAGB3.txt",h=F) CadeiaC<-read.table("CAGC3.txt",h=F) CadeiaTheta<-read.table("CAGT3.txt",h=F)pdf(file="Graf3Par.pdf")library(oda)CAm <- mm(CadeiaA) CBm <- mm(CadeiaB) CCm <- mm(CadeiaC) CTm<- mm(CadeiaTheta)raftery.diag(CAm) raftery.diag(CBm) raftery.diag(CCm)raftery.diag(CTm)HPDinterval(CAm) HPDinterval(CBm) HPDinterval(CCm) HPDinterval(CTm)87



summary(CAm) summary(CBm) summary(CCm) summary(CTm)plot(CAm) plot(CBm) plot(CCm) plot(CTm)mpar(CAm) mpar(CBm) mpar(CCm) mpar(CTm)mediaA <- 1:58 sdA <- 1:58 mediaB <- 1:58 sdB <- 1:58mediaC <- 1:58 sdC <- 1:58 mediaT <- 1:30 sdT <- 1:30for(i in 1:58){mediaA[i℄ <- mean(CAm[,i℄)sdA[i℄ <- sd(CAm[,i℄)mediaB[i℄ <- mean(CBm[,i℄)sdB[i℄ <- sd(CBm[,i℄)mediaC[i℄ <- mean(CCm[,i℄)sdC[i℄ <- sd(CCm[,i℄)}for(j in 1:30){mediaT[j℄ <- mean(CTm[,j℄)sdT[j℄ <- sd(CTm[,j℄)}mediaA mediaB mediaC mediaT sdA sdB sdC sdT
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