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RESUMO

CARVALHO, Melissa de. O problema das trés portas e uma variacao do pro-
blema da secretaria via teoria dos jogos. 2007. 72p. Dissertacdo - (Mestrado
em Estatistica e Experimentacdo Agropecudria) - Universidade Federal de Lavras,
Lavras, MG.*

O problema das trés portas € muito utilizado como um exemplo didatico uma vez
que ilustra o conceito de probabilidade condicional. Neste trabalho este problema
¢ formalizado e resolvido usando-se os conceitos bdsicos da teoria dos jogos. A
drvore de Kuhn € obtida e as vdrias estratégias possiveis explicitadas na forma
matricial do jogo. O outro problema também formalizado e resolvido pela teoria
dos jogos é uma variante de um problema cldssico de otimizagdo estocéstica co-
nhecido como o problema da secretdria. Nessa variante o problema ¢ considerado
como um jogo entre duas pessoas, em que o oponente tem a liberdade de escolher
a ordem em que as candidatas sdo entrevistadas e o observador possui como es-
tratégias obter a melhor candidata ou maximizar a probabilidade de se obter pelo
menos uma boa candidata.

*Comité orientador: Lucas Monteiro Chaves - UFLA (Orientador).
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ABSTRACT

CARVALHO, Melissa de.Three Door Game Show Problem and a Variant of
the Secretary Problem via Game Theory. 2007. 72p. Dissertation - (Master
Program in Statistics and Agricultural Experimentation) - Federal University of
Lavras, Lavras, Minas Gerais, Brazil.*

Three door game show problem is a very commonly used example since it il-
lustrates the concept of the conditional probability. In this work that problem is
formalized and solved using basic concepts of game theory. Kuhn tree is obtained
and the several possible strategies are displayed in the matricial form of the game.
Another problem stated and solved by game theory is a variant of a classical sto-
chastic optimization problem known as the secretary problem. In this variant, the
problem is seen as a two people game where the opponent has the freedom to cho-
ose in which order the candidates are supposed to be interviewed and the observer
has as strategy to choose the better candidate or, at least, maximize the probability
of choosing a good one.

*Guidance committee: Lucas Monteiro Chaves - UFLA (Advisor).
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1 INTRODUCAO

Desde a formagao das primeiras civiliza¢des os jogos de saldo (jogos de tabu-
leiro, cartas, dados) divertem a humanidade. Em escavacdes realizadas em sitios
arqueoldgicos da Mesopotamia, regido do Oriente Médio, foi encontrado, em ti-
mulos de nobres e membros da familia real da antiga cidade de Ur, um jogo de
tabuleiro que passou a ser conhecido por Jogo Real de Ur. Segundo as lendas in-
dianas, as atividades lddicas, além de entreter seus praticantes, também serviriam
como simbdlica simulag@o de batalhas ou resolugdes que as pessoas tém de tomar
ao longo de suas vidas cotidianas. O xadrez seria um exemplo disso. Por colocar
as pessoas em situagdes nas quais vencer ou perder dependem das escolhas feitas
adequadamente logo no inicio das partidas, os jogos se mostraram como excelente
ferramenta para o desenvolvimento da personalidade e da inteligéncia das criangas.

Além dos jogos de azar - dados e roleta -, que foram categéricos para o de-
senvolvimento da teoria da probabilidade, jogos estratégicos, aqueles que ndo de-
pendem apenas da sorte, mas da escolha por parte dos jogadores sobre a melhor
linha de acdo que deve ser tomada, a propdsito das alternativas fornecidas pelo
jogo - poquer, damas -, também sdo passiveis de formalizacdo matematica, a qual
permite a simulagcdo de cada tipo de jogo, constituido por regras bem definidas.
A teoria dos jogos trata, portanto, de sistematizar matematicamente, por meio dos
modelos de jogos, situacdes que envolvam duas ou mais pessoas e cujas decisdes
por uma estratégia adequada influenciardo o resultado da intera¢do e do compor-
tamento imediato das partes envolvidas.

Por volta de 1730, o sui¢co Daniel Bernoulli (1700-1782), membro de uma
ilustre familia de matematicos, idealizou a nocéo de utilidade como um acréscimo

inversamente proporcional ao valor inicial. Isto é, tendo em vista o comportamento



dos jogadores, haveria uma medida que explicaria a reacdo das pessoas em situa-
coes de risco, a0 maximizar suas utilidades. Tal circunstancia receberia, apds dois
séculos, uma formulacdo moderna pelo matematico francés Emile Borel (1871-
1956), na forma do teorema minimax. Usando a nocdo de estratégias mistas, que
aplicam as estratégias puras a uma taxa de variagdo proporcional aos ganhos, em
1927, Borel conseguiu resolver jogos com duas pessoas que tivessem até cinco op-
coes de estratégias para serem escolhidas. Entretanto, uma solucao geral s6 viria a
ser alcancada em 1928, pelo matematico hiingaro John von Neumann (1903-1957)
consolidando a base de uma moderna teoria dos jogos.

Outro aspecto dessa teoria comecou a ser estudado pelo filésofo e economista
francés Antoine Augustin Cournot (1801-1877). Cournot formalizou uma versao
restrita do conceito de equilibrio, que seria generalizada, no século seguinte, por
John Forbes Nash Jr.f, em trabalhos que tornaram a teoria dos jogos conexa a
situacdes em que um lado pode vencer, sem precisar, necessariamente, derrotar o
adversario.

A teoria dos jogos tornou-se um ramo proeminente da matematica na década
de 1940, principalmente apds a publicacdo do livro Theory of Games and Econo-
mic Behavior, de John von Neumann e Oskar Morgenstern, em 1944. O grande
impacto desse livro deveu-se, especialmente, a Segunda Guerra Mundial, pois a
maioria dos problemas militares pode ser modelada como jogos com dois jogado-
res do tipo soma zero, que s@o aqueles em que a vitéria de um significa, necessa-
riamente, a derrota de outro, e também para os quais a teoria pode fornecer uma

solucgdo especifica.

fMatemdtico estadunidense que conquistou o prémio Nobel de economia em 1994. Um dos
nomes principais da histéria da Teoria dos Jogos. Formado pela Universidade de Princeton, em
1950, com a tese Non-Cooperative Games (Jogos Nao-Cooperativos, publicada em 1951) que lhe
valeu mais tarde a indicag@o para o Nobel. Nesta tese, Nash provou a existéncia de a0 menos um
ponto de equilibrio em jogos de estratégias para multiplos jogadores.



Nos anos seguintes a II Guerra Mundial, os modelos matematicos de jogos ser-
viram de orientag¢do para o desenvolvimento e o teste de estratégias militares em-
pregadas durante a Guerra Fria. O apelo anti-militarista da maioria da populacéo
mundial, naquela época, somado aos problemas inerentes a teoria emergente, mas
incompleta, lancou uma sombra sobre os propdsitos dos pesquisadores desta drea.
Apesar disso, diversos novos conceitos foram criados, no sentido de aproximar a
teoria da realidade vivida pelas pessoas nos seus conflitos cotidianos. Estudos de
jogos repetitivos, com vdrias rodadas seguidas; estocdsticos, cujos pagamentos so-
frem variacdo numa porcentagem fixa; novos modelos de jogos e as representacdes
de jogos na forma extensiva, de drvores com nds (vértices) e ramos que esquemati-
zam 0s movimentos tomados, e estratégica, com matrizes nas quais figuram a lista
de estratégias de cada jogador e seus resultados cruzados, sdo alguns exemplos dos
muitos aspectos desenvolvidos depois de 1950.

Devido a grande diversidade de aplicacdes da teoria dos jogos, o assunto tra-
tado por este trabalho é impedido de adotar uma gama tao ampla da maneira de-
talhada que mereceria o fendomeno interdisciplinar da teoria. Para os propdsitos
deste trabalho, pretende-se focar a apresentac@o nos conceitos e principios basicos
da teoria dos jogos. Nesse ambito, serdo apresentadas, no referencial tedrico, duas
formas nas quais os jogos podem ser apresentados: a forma estratégica, também
conhecida por forma normal, que trata da estrutura matematica do jogo e a forma
extensiva, que trata da estrutura do jogo como uma 4rvore. Além disso, tratou-
se também da teoria dos jogos, interligada a teoria da decisdo, apresentando as
vantagens de basear a teoria estatistica na teoria dos jogos.

O objetivo deste trabalho foi, entdo, tomar dois problemas cldssicos envol-
vendo estratégias e trabalhd-los a luz da teoria dos jogos, definindo os aspectos

apresentados por esta teoria e sugerindo solucdes trazidas por ela.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Como analisar um jogo

Quando um jogo qualquer € proposto, surgem duas questdes fundamentais,

cuja resposta se faz necessaria:
e Como os jogadores podem se comportar?
e Quais sdo os possiveis resultados do jogo?

Responder a uma dessas perguntas, ou ambas significa, por vezes, encontrar
o que serd definido como a solugdo do jogo. O termo solu¢@o ndo apresenta um
sentido universal dentro da teoria dos jogos, mas assume diferentes significados
em diferentes contextos.

Outras questdes surgem a partir das questdes acima: Até onde um jogador
determina o resultado de um jogo? Ou, ainda, qual o minimo que um jogador
pode assegurar para si? Serd razoavel supor a hostilidade dos demais jogadores?

Para responder a essas perguntas e a outras que, naturalmente, surgirdo, € ne-
cessdrio dispor de certas informagdes acerca do jogo e, antes de tudo, conhecer

suas regras, as quais devem esclarecer:

—_—

. até que ponto os jogadores podem se comunicar entre si;

2. se os jogadores podem estabelecer acordos entre si;

3. como os prémios obtidos sdo partilhados com outros jogadores;
4. qual a relacdo entre as acdes dos jogadores e o resultado do jogo;

5. quais informagdes podem estar disponiveis para os jogadores.



Além disso, as personalidades dos jogadores, bem como suas preferéncias sub-
jetivas, tém efeito sobre o resultado do jogo.

Para a teoria dos jogos, um jogo é definido por um conjunto de regras que
estabelecem seus cinco elementos constitutivos: (1) o nimero de participantes, (2)
as agdes ou estratégias possiveis, (3) os resultados de cada jogador, (4) a funcdo
que permite a cada parte combinar suas estratégias e (5) a relacdo de preferéncias
de cada um diante dos resultados.

Além disso, as regras delimitam o grau de informacdo permitido aos jogado-
res. Os jogos sdo representacdes simplificadas de situacdes nas quais pelo menos
uma pessoa age no sentido de maximizar a utilidade de suas acdes, levando em
conta as reagdes dos outros jogadores. Trata-se, portanto, da descricdo formal de
uma situacdo interativa estratégica, em que as partes devem resolver qual a melhor
decisdo a ser tomada. Dessa forma, um jogador possui como requisito minimo
uma racionalidade estratégica.

Uma caracteristica bastante significativa de um jogo vem a ser o seu tamanho,
determinado pelo nimero de participantes. De maneira geral, quanto menor for o
nimero de jogadores, mais simples € o jogo.

Um jogo ndo pode arquitetar-se num modelo universal; um jogo singular € ina-
dequado até mesmo para representar um grupo de jogos. Em razao disso, existem
categorias nas quais os jogos sao divididos. Essas categorias ndo apenas distin-
guem os tipos de jogos existentes, mas também a forma como devem ser conduzi-

dos. Tré€s importantes categorias estdo listadas abaixo:

e Jogos de informacdo perfeita: sdo aqueles em que todas as jogadas sdo co-
nhecidas pelos participantes envolvidos. O xadrez, por exemplo, € um jogo

que assim se classifica;



e Jogos de soma zero: sdo jogos de tudo ou nada: se um jogador ganha, os

outros jogadores necessariamente perdem;

e Jogos de soma ndo-zero: ao contrario dos jogos de soma zero, neste tipo de
jogo, os jogadores ndo sdo completamente adversarios uns dos outros, ou
seja, o que um jogador ganha ndo é necessariamente igual ao que os outros

jogadores perdem.

Jogos com apenas uma pessoa sdo considerados jogos contra a natureza (ou
sorte), um Unico jogador considerado ndo-racional, mas que pode gerar indeter-
minagdo aos resultados, passando a ser influenciados pela lei da probabilidade. A
rigor, ndo ha obstaculos formais para o estudo de jogos com um nidmero infinito
de participantes, apesar da pesquisa de casos que envolvem duas partes ser mais
freqiiente. Este trabalho trata de jogos em que o nimero de jogadores é dois e estes
receberdo a seguinte identificacdo: um dos jogadores serd tratado por jogador I e

o outro por jogador II.

2.2 A forma estratégica de um jogo

A descricao matematica de um jogo pode ser feita por meio da forma estraté-
gica, também conhecida por forma normal. Antes de aprofundar no assunto, serd
introduzido o conceito de estratégia, fundamental na teoria dos jogos.

A origem desse conceito é militar, sendo amplamente empregado também na
drea de finangas. Na perspectiva da teoria dos jogos, podem-se citar Simonsen
(1994): “Para cada jogador, uma estratégia ¢ um plano completo de jogo. Esse
plano deve indicar como o jogador escolhera cada um dos seus lances, conforme a
evolucdo do jogo” e também McDonald (1991): “Em suma, a teoria dos jogos diz,

portanto, o seguinte: oS jogos estratégicos ddo a um jogador uma escolha de acdo



numa situacdo em que todos os jogadores sdo interdependentes. A incerteza num
jogo pode derivar meramente de uma limitacdo prdtica na antevisdo dos lances,
como no xadrez. Mas é mais freqiiente [esta incerteza] derivar de um elemento
aleatorio (controldvel pela teoria da probabilidade) e de uma informacdo imper-
feita por parte de um jogador a respeito do que seus adversdrios podem fazer (...).
A estratégia é um plano de agdo criado para reduzir e controlar essas incertezas”.

Sumariamente, uma estratégia ¢ uma lista de escolhas 6timas para um jogador.
Nesta lista j4 estdo previstas todas as situagdes que o jogador poderd enfrentar. A
estratégia descreve completamente como um jogador deverd agir, sob quaisquer
circunstancias possiveis. Como exemplo, no jogo da velha, Davis (1973) sugere
a estratégia de, em cada lance, buscar a coluna mais distante, a direita e, nos qua-
drados desocupados dessa coluna, buscar o que esteja na posi¢cao mais alta.

O numero de estratégias que um jogador pode adotar € finito, segundo presun-
coes ja estabelecidas, o que torna possivel enumera-las.

Quando um jogo estd codificado de forma que a Unica coisa a ser feita € a es-
colha de uma estratégia no conjunto de todas as estratégias possiveis, diz-se que
0 jogo estd na forma normal (ou forma estratégica). Como a forma normal é par-
ticularmente simples na descri¢do de um jogo, ela se reveste de uma importancia
tedrica.

Em um jogo representado na sua forma normal, cada jogador escolhe simulta-
neamente uma estratégia, e a combinagdo das estratégias escolhidas pelos jogado-
res determinam um payoff (prémio cujo valor pode ser associado ao montante que
foi ganho ou perdido por cada jogador) para cada um deles. A representacio de um
jogo na sua forma estratégica, ou forma normal, especifica: (1) os jogadores, (2)
as estratégias Uteis para cada jogador e (3) o payoff recebido por jogador para cada

combinacgdo das estratégias que podem ser escolhidas por ele (Gibbons, 1992).



Matematicamente, um jogo de duas pessoas com soma zero é definido por uma

tripla (X, Y, A), em que:
1. X € um conjunto nio vazio, o conjunto das estratégias do jogador I;
2. Y é um conjunto nio vazio, o conjunto das estratégias do jogador II;

3. A ¢ uma fungo assumindo valores reais definida no produto cartesiano de
X eY (X xY), conhecida por fungio payoff (Assim, A(z,y) é um nimero

real paratodox € X etodoy € Y.).

A interpretacdo € como segue. Simultaneamente, o jogador I escolhe uma
estratégia x € X e o jogador II escolhe y € Y, cada um sem conhecer a escolha
do adversdrio. Sdo, entdo, confrontadas as duas escolhas e o resultado (ou payoff)
é dado por A(z,y) *. A notagdo aqui utilizada segue Ferguson (2007).

Os elementos dos conjuntos X e Y sdo referidos como estratégias puras.
Como o jogo é, geralmente, jogado repetidas vezes, o jogador pode escolher estra-
tégias diferentes para cada realizagdo particular do jogo, o que consiste na utiliza-
¢do de estratégias mistas. Uma estratégia mista consiste em escolher, aleatoria-
mente, uma estratégia pura a ser usada a cada nova etapa do jogo. Para isso pode
ser usado um experimento aleatério, como o lancamento de uma moeda. Uma
estratégia pura ndo envolve um experimento aleatdrio.

Seja um jogo, no qual o jogador I tem m estratégias puras e o jogador Il tem n
estratégias puras. Uma estratégia mista para o jogador I pode ser representada por
um vetor coluna, (p1, p2, ..., pm)’ de probabilidades. Similarmente, uma estraté-

gia mista para o jogador II é uma n-upla q = (g1, g2, ..., ¢»)* . Os conjuntos das

*Para jogos de duas pessoas e soma geral, ou soma ndo zero, a forma estratégica é dada por dois
conjuntos X e Y de estratégias puras dos jogadores I e II, e duas fungdes de valores reais w1 (x, y)
e uz(x,y) definidas em X x Y, representando os payoffs para os jogadores. Se o jogador I escolhe
x € X e ojogador Il escolhe y € Y, entdo, I recebe u1(z,y) e Il recebe uz(x, y).



estratégias mistas dos jogadores I e II serdo denotados, respectivamente, por X * e
Y™, e dados por:
X*={p=(p1,p2,,pm)! :pi >0,parai =1,...me> . p; =1}
V*={a=(q1,92, )" :¢j>0,paraj=1,....,ned " ¢ =1}

Um jogo finito de duas pessoas com soma zero na forma estratégica, (X, Y, A),
¢ também conhecido por jogo matricial, pois a fungo payoff A pode ser represen-
tada por uma matriz. Assim, se X = {z1,...,z,} e Y = {y1, ..., yn}, a matriz do

jogo ou matriz payoff é:

1 Y2 Y3
ail e Aln X1
A=
x2
am1 - Gmn x3

em que a;; = A(zs,y;)

Nesta forma, o jogador I escolhe uma linha, o jogador II escolhe uma coluna,
e Il paga a I a entrada da matriz que corresponde a linha e coluna escolhidas.
Assim, as entradas da matriz correspondem ao ganho da linha escolhida e a perda
da coluna escolhida'.

Se I usa a estratégia mista p = (p1, p2, ..., pm) € Il escolhe a coluna j, entdo,
em média, o payoffparalé > " | p;a;;. Similarmente, se [Tusaq = (g1, g2, ..., ¢n)
e I joga com a linha ¢, o payoff para I é Z?Zl a;i;q;. De forma mais geral, se I usa
a estratégia mista p e Il usa a estratégia mista q, em média, o payoff para I é
A(p,q) =p"Aq = Y10, Y5 piaijg;.

Note que uma estratégia pura para o jogador I, escolher a linha i, pode ser

fUm jogo finito de duas pessoas com soma ndo zero pode ser representado por uma matriz de
pares ordenados, também chamada de bimatriz, em que a primeira componente do par representa o
payoff do jogador I e a segunda componente representa o payoff do jogador II.



apresentada como uma estratégia mista e;, o vetor unitdrio com um 1 na i-ésima
posi¢do e 0’s nas demais. Da mesma forma, a estratégia pura do jogador II, esco-
lher a coluna j, pode ser representada por e;.

Exemplo. Pedra, Papel ou Tesoura. O tradicional Pedra, Papel ou Tesoura
(origindrio do Japdo) é um tipico jogo simultdneo de soma zero. Os jogadores I
e II escolhem entre as estratégias “pedra”, “papel” ou “tesoura”. Quem escolhe
a estratégia “pedra” (mao fechada) quebra “tesoura” (dedos indicador e médio
abertos), empata com “pedra” e perde de “papel” (mdo aberta). “Papel” cobre a

“pedra”, empata com “papel” e perde de “tesoura”. Esta, por fim, corta “papel”,

empata com “tesoura” e perde de “pedra” (Figura 2.1). Para colocar este jogo na

Vencedor Perdedor

FIGURA 2.1: Esquema do jogo Pedra, Papel ou Tesoura.

forma estratégica, é necessario especificar os conjuntos X, Y e a fungdo A. Assim,

os conjuntos X e Y sdo as escolhas X={Pedra, Papel, Tesoura} e Y ={Pedra,
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Papel, Tesoura}, e A é dada pela matriz:

pedra papel tesoura

pedra 0 -1 1
papel 1 0 -1
tesoura —1 1 0

A(z,y) = ganho de I = perda de 1I

Em um jogo, os jogadores estdo interessados em maximizar seus ganhos (mi-
nimizar suas perdas). Se o jogador I tem um procedimento que lhe assegura um
ganho médio de, pelo menos, V' e Il tem um procedimento que mantém sua perda
média em torno de V, este valor V' é chamado valor do jogo e os procedimentos
utilizados por jogador, que lhes asseguram esse retorno, sdo chamadas estratégias
otimas.

Se V' € zero, o jogo € justo. Se V' € positivo, o jogo € favoravel ao jogador I, e

se V' € negativo, o jogo é favoravel ao jogador II.

2.2.1 Solucao de jogos finitos

Resolver um jogo significa encontrar o seu valor e pelo menos uma estratégia
Otima para cada jogador. Ocasionalmente, pode haver o interesse de encontrar

todas as estratégias 6timas para um jogador.
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2.2.2 Melhor resposta

Supde-se que o jogador II escolhe uma coluna aleatoriamente, usando g € Y™,

Se o jogador I escolhe a linha 7, o payoff médio para I é:
n
> aijq; = (Aq)i, 2.1)
j=1

a i-ésima componente do vetor Aq. Similarmente, se o jogador [usap € X* e o

jogador II escolhe a coluna j, entdo, o payoff médio para I é:
m
Z piaij = (P A)j, (2.2)
i=1

a j-ésima componente do vetor p” A. De maneira mais geral, se [usap € X* e Il

usa q € Y*, o payoff médio para I sera:

m n

m n
Z aijq; | pi = Z sz'az‘qu‘ =p’ Aq. (2.3)
i=1 \j=1 i=1 j=1

Supde-se ser conhecido que o jogador II ird usar uma estratégia particular q €
Y*. Entfo, o jogador I pode escolher a linha ¢, que maximize (2.1) ou, de forma
equivalente, ele pode escolher p € X*, que maximize (2.3). Seu payoff médio
sera:
G = T Aq. 2.4
max Zl a;jgj = max p’ Aq (2.4)
Todo p € X™* que encontra o maximo em (2.3) é chamado melhor resposta

ou uma estratégia de Bayes contra q. Em particular, toda linha ¢ que encontra o

méaximo em (2.1) € uma estratégia de Bayes (pura) contra q. Sempre existe uma
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estratégia de Bayes pura contra q para todo q € Y*, em jogos finitos.
Similarmente, se € conhecido que o jogador I ird usar uma estratégia particular
p € X7, entdo, o jogador II pode escolher a coluna j que minimiza (2.2) ou, de

forma equivalente, q € Y* que minimiza (2.3). Seu payoff médio sera:

m

i ‘a;; = min pL A 2.5
lfgjlgn;%% ;Ielgl*p q. (2.5)

Todo q € Y* que encontrar o minimo em (2.5) é chamado melhor resposta

ou estratégia de Bayes para o jogador II contra p.

2.2.3 Valores superior e inferior de um jogo

Supde-se, agora, que o jogador II deseja anunciar sua escolha de uma estratégia
mistaq € Y, antes que I faga sua escolha. Aparentemente, esta etapa do jogo estd
favoravel ao jogador I. Se II anuncia q, entdo, certamente I ird usar a estratégia de
Bayes contra q e II perde, em média, a quantidade dada em (2.4). Porém, II pode
escolher para anunciar a estratégia q, que minimiza (2.4). O minimo de (2.4) para

todo q € Y* é denotado por V e chamado valor superior do jogo (X,Y, A).

n

V = min max g @;;¢j = min max plAq. (2.6)
qeY* 1<i<m < 1 qeY* peX*
]:

Todo q € Y™ que encontra o0 minimo em (2.6) é chamado estratégia minimax
para II. Ele minimiza a perda maxima para o jogador II. Sempre existem estraté-
gias minimax em jogos finitos.

V garante a menor perda média que o jogador II pode assegurar para si, nio
importa o que I faca.

Uma andlise similar pode ser feita assumindo agora que I deve anunciar sua es-
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colha de uma estratégia mista p € X*, antes que Il faca sua escolha. Se I anuncia
p, entdo, II faz a escolha da coluna que minimiza a perda média ou, similarmente,
q € Y*, que minimiza o payoff médio (2.5). Dado que (2.5) € o payoff médio
para I, se seu antincio for p, ele, entdo, escolhe p para maximizar (2.5) e obter, em
média:
m
V= max 1%1%1” ;mazj = ax Oll"felgl p’ Aq. 2.7

A quantidade V é chamada de valor inferior do jogo. E a quantia maxima que I
pode garantir a si mesmo, em média, ndo importa o que II faca. Todo p € X* que
encontra 0 maximo em (2.7) € chamado estratégia maximin para I (por simetria,
serd adotado apenas o termo estratégia minimax para [ ou para II). A existéncia de
estratégias minimax em jogos matriciais € indicada no lema a seguir.
Lema 1. Em jogos finitos, ambos os jogadores tém estratégias minimax.

E facil argumentar que o valor inferior é menor ou igual ao valor superior. De
fato, se V' < V e se I puder assegurar a si ganhar pelo menos V, entio, o jogador
II ndio pode assegurar para si nio perder mais que V/, uma contradi¢io ébvia.

Lema 2. O valor inferior € menor ou igual ao valor superior:
V<V,

Este lema também vem do fato de que, para toda funcdo de valores reais,

f(z,y), e todos os conjuntos, X™* e Y*:
max min f(z,y) < min max f(x,y).

reX* yeY* yeY* zeX*

Para ver este principio geral, nota-se que min,, f(z,y') < f(z,y) < mazy f(2',y)
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para todo x e y fixados. Entdo, tomando max,, na esquerda ndo altera a desigual-
dade, nem tomando min,, na direita, o que confere o resultado.

Se V <V, o payoff médio deve estar entre Ve V.

Se V =V, o valor do jogo existe e é igual ao valor comum de V e V, deno-
tado simplesmente por V. Se o valor do jogo existe, as estratégias minimax sio
estratégias 6timas.

Os conceitos e resultados apresentados anteriormente conduzem a um impor-
tantissimo e fundamental teorema da teoria dos jogos: o teorema minimax de Von
Neumann?.

O teorema minimax assegura a atribuicdo de um valor V' a cada jogo finito,
de duas pessoas, soma zero; este valor diz respeito a quantia média que o jogador
I pode esperar ganhar do jogador II, quando ambos atuam sensatamente. Von

Neumann julga plausivel esse resultado previsto, baseado em trés razdes:

1. existe uma estratégia que o jogador I pode adotar, que lhe assegura a van-
tagem referida e, sobre essa estratégia, nada que o jogador II possa fazer
impedird ao jogador I um ganho médio igual a V. Conseqiientemente, o

jogador I ndo se contentard com nada menos que V';

2. existe uma estratégia que o jogador II pode adotar, que lhe assegura nio
perder mais que a quantia média V. Em outras palavras, o jogador I pode

ser impedido de ganhar mais do que V;

3. ojogador II deseja reduzir ao minimo as suas perdas, logo, ele estd motivado

a fazer com que o ganho médio do jogador I se limite a V.5

John Von Neumann, hiingaro naturalizado americano, foi o primeiro a fornecer a descri¢do
matemdtica completa de um jogo. Em 1928, publicou a prova do teorema minimax.

$Nos jogos de soma nilo zero essa citacio ndo cabe, o que impede concluir que, por ter a possi-
bilidade de limitar os ganhos do jogador I, o jogador II assim agird necessariamente.
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Com a introdug¢do do teorema minimax, podem-se tratar todos os jogos de duas
pessoas com soma zero como se eles tivessem pontos de equilibrio. O jogo tem
valor claro e cada um dos jogadores pode alcangar esse valor por meio de escolha

da estratégia apropriada.

O Teorema Minimax. Todo jogo finito tem um valor e ambos os jogadores tém
estratégias minimax.*

Nota-se um coroldrio evidente deste teorema. Se as regras do jogo estiverem
alteradas, de modo que o jogador II deva anunciar sua escolha de uma estratégia
mista antes que o jogador I faca sua escolha, entdo, a aparente vantagem dada ao
jogador I € apenas iluséria. O jogador II pode simplesmente anunciar sua estratégia

minimax.

2.2.4 Pontos de sela

Se uma entrada a;; da matriz do jogo A tem a seguinte propriedade:
1. a;; € o valor minimo da i-€sima linha, e
2. a;; € o valor mdximo da j-ésima coluna,

entdo, a;; € um ponto de sela. Se a;; € um ponto de sela, entdo, o jogador I pode
ganhar pelo menos a;; quando escolher a linha 7, e o jogador II paga ao jogador I

no maximo a;;, escolhendo a coluna j. Logo, a;; € o valor do jogo.

“Esse teorema inicialmente demonstrado por Von Neumann em 1928, pode ser facilmente de-
monstrado por meio da Teoria da Dualidade Linear. Em Ferguson (2007), hd uma prova baseada na
programacdo linear.
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Seja um jogo cuja matriz € dada por:

3 1 -2
A= 2 2 4
-1 0 5

O elemento ags = 2 é um ponto de sela, pois € o minimo da sua linha e o
maximo da sua coluna. Assim, o valor do jogo é 2.

Se, na matriz de um jogo, ha um ponto de sela, seu valor € inico, ou seja, nao
existem dois pontos de sela distintos.
Para a verificac@o de tal afirmacéo, serd considerada a matriz de um jogo A, x, =
(ars). Seja a;j o ponto de sela da matriz A; logo, a;; é¢ o menor valor da linha i e o
maior valor da coluna j. Supde-se que ay, k # i oul # j, também seja um ponto
de sela. Sendo assim, aj; € o menor valor da linha k£ e o maior valor da coluna .
Como a;; € ponto de sela, entdo, a;; > ag;. Mas ag; também € ponto de sela, logo
ap < agj. Além disso, como a;; € ponto de sela, a;; < a; €, como ay; também
€ ponto de sela, ay; > ay. Assim, a;; < ay < ag < ag; < aij, 0 que € um

absurdo. Portanto, ax; = a;;.

2.2.5 Solucio de todos os jogos matriciais 2 por 2

Para encontrar uma solugdo geral para todos os jogos matriciais 2 por 2, serd

considerada, de maneira geral, a seguinte matriz do jogo:

Para resolver este jogo (isto é, encontrar o valor e pelo menos uma estratégia 6tima

para cada jogador), seja o seguinte procedimento.
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1. testar se ha ponto de sela;

2. se ndo houver ponto de sela, resolver equalizando-se as estratégias (proce-

dimento que iguala o ganho médio, ndo importa o que o oponente faca).

O método de equalizar as estratégias sempre que ndo haja nenhum ponto de
sela consiste no seguinte.

Como néo hé ponto de sela, se a > b, entdo b < ¢, caso contrario, b seria um
ponto de sela. Se b < ¢, entdo ¢ > d, caso contrdrio ¢ seria um ponto de sela.
Continuando o raciocinio, d < a e a > b. Em outras palavras, se a > b e, nesse
jogo nado ha pontos de sela, entdo, a > b < ¢ > d < a. Por simetria, se a < b,
entdo, a < b > ¢ < d > a. Isso mostra que
Se ndo ha ponto de sela, entdoa > b, b < c,c >ded < a,oua < b,b>c,c<d
ed>a.

Agora serdo desenvolvidas as férmulas para as estratégias 6timas e valor do
jogo geral 2 x 2. Se I escolhe a primeira linha com probabilidade p (isto €, usa a
estratégia mista (p, 1 — p)), igualando seu retorno médio quando II usa as colunas

1 e 2, obtém-se:

ap +d(1 —p) =bp+c(l—p).

Resolvendo para p:
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Como ndo hd ponto de sela, (a — b) e (¢ — d) sdo ambos positivos ou ambos

negativos, entdo 0 < p < 1. O ganho médio do jogador I usando essa estratégia é

ac — bd

v=ap+d(l—p) = a—brc—d

Se II escolhe a primeira coluna com probabilidade g (isto é, usa a estratégia mista

(¢,1 — q)), igualando sua perda média quando I usa as linhas 1 e 2, obtém-se
aqg+b(1l —q) =dg+ c(1—q).

Resolvendo para q:

B c—b
1= a=b+(-d

Assim, como ndo hé ponto de sela, 0 < ¢ < 1. A perda média do jogador II

usando esta estratégia é

ag +b(1 —q) = miﬁi)f_d) -

0 mesmo valor encontrado para 1. Isso mostra que todo jogo 2 x 2 tem um valor
(v) e que ambos os jogadores t€m estratégias otimas (p e q).
Os seguintes exemplos ilustram tal situacéo.

Exemplo 1.
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-5—-3 -7

P= 1 5-5-3 —1a_ /?
—5-5 ~10

1= 1 -5-5-3 -1 /"
5-15 ~10

v = =5/7

T 1-5-5-3 —14

O valor do jogo é V' = 5/7 e (1/2,1/2) é uma estratégia mista 6tima para I e

(5/7,2/7) é uma estratégia mista 6tima para II.

Exemplo 2.
0 =5
A:
1 3
3-1
= =2/7
P=ot5is-1 Y
3+5
= =8/7
e

Mas, ¢ deveria estar entre zero e um. O que houve? Ocorreu que esqueceu-se
de testar a existéncia do ponto de sela na matriz e, € claro, h4 um ponto de sela.
Dessa forma, (0, 1) e (1,0) sdo estratégias 6timas para os jogadores I e II, respec-

tivamente, e V' = 1 (o ponto de sela) é o valor do jogo.
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2.2.6 Remocao de estratégias dominantes

As vezes, é possivel reduzir o tamanho da matriz de um jogo “deletando-se”

linhas e colunas que sejam obviamente ndo vantajosas para os jogadores ao usé-
las.
Definicdo. A i-ésima linha de uma matriz A = (a;;) domina a k-ésima linha, se
aj; > ay; para todo j. A i-ésima linha de A domina estritamente a k-ésima linha,
se a;j > ay; para todo j. Similarmente, a j-ésima coluna de A domina (domina
estritamente) a k-ésima coluna, se a;; < a;j, (respectivamente a;; < a;) para todo
i.

Qualquer quantia que o jogador I pode conseguir usando uma linha dominada,
pode ser conquistada usando a linha que a domina. Assim, linhas dominadas po-
dem ser eliminadas da matriz. Um argumento similar mostra que colunas domina-
das podem ser removidas. Para ser mais preciso, a remog¢ao de uma linha dominada
ou uma coluna ndo muda o valor do jogo. Entretanto, pode existir uma estratégia
6tima que utilize uma linha ou uma coluna dominada. Se isso ocorrer, a remo¢ao
dessa linha ou coluna removerd também o uso dessa estratégia 6tima (embora haja,
ainda, pelo menos uma outra estratégia 6tima). Contudo, no caso da remocéao de
uma linha ou uma coluna estritamente dominada, o conjunto das estratégias 6timas
nao muda.

Seja o seguinte jogo (Ferguson, 2007):

2 0 4
A=11 2 3
4 1 2

Observando-se as colunas 2 e 3, nota-se que, independente da escolha do jogador I,

os resultados obtidos ao confrontar-se a coluna 2 sdo sempre menores aos obtidos
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pelo confronto com a coluna 3. Assim, o jogador II sempre optard por jogar com
a coluna 2 do que jogar com a coluna 3. Logo, a coluna 2 domina a coluna 3.

Eliminando-se, pois, a coluna dominada, chega-se a seguinte matriz:

2 0
A=11 2
4 1

Agora, independente da escolha de II, os resultados obtidos ao se confrontar a
linha 3 sdo sempre maiores que os obtidos confrontando-se a linha 1. Assim, o
jogador I fard sempre a escolha pela linha 3. Logo, a linha 3 domina a linha 1.

Eliminando-se a linha dominada, o jogo foi reduzido a:

uma matriz 2 X 2. Como esta matriz ndo tem ponto de sela, este jogo foi resolvido
de uma forma geral, obtendo-se p = 3/4, ¢ = 1/4e v = 7/4. Assim, as estra-
tégias Gtimas no jogo original sdo (0,3/4,1/4), para o jogador I e (1/4,3/4,0),
para o jogador II.

Uma linha (coluna) também pode ser removida se for dominada por uma com-
binagdo de probabilidades de outras linhas (colunas). Para uma melhor compreen-

sdo deste aspecto, pode-se observar o seguinte exemplo (Ferguson, 2007):

Considere a matriz:

0 4 6
A=| 5 7 4
9 6 3
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A coluna do meio € dominada pelas outras colunas, tomando-se cada uma com

probabilidade igual a 1/2. Entdo a coluna central pode ser eliminada, reduzindo-se

0 jogo a:
0 6
A=115 4
9 3

Agora, a linha do meio € dominada pela linha superior, tomada com probabi-

lidade igual a 1/3 e pela linha inferior, tomada com probabilidade igual a 2/3. A

matriz do jogo reduzida, , é fécil de ser resolvida. O valor é V = 9/2.

2.2.7 Solucao de jogos 2 x n e m X 2

Jogos cujas matrizes sdo de tamanho 2 X n ou m x 2 podem ser resolvidos com

a ajuda de uma interpretacdo grafica. Seja o seguinte exemplo (Ferguson, 2007):

P 2 3 1 5
1—-p 416 0

Supde-se que o jogador I escolha a primeira linha com probabilidade p e a segunda
linha com probabilidade 1 — p. Se o jogador II escolhe a coluna 1, o payoff médio
paralé 2p + 4(1 — p). Similarmente, a escolha das colunas 2, 3 e 4 pelo jogador
II resulta nos respectivos payoffs médios para I: 3p + (1 — p), p+ 6(1 — p) e 5p.
E tracado, entdo, o grifico dessas quatro fungdes lineares de p para 0 < p < 1.
Para um valor de p fixado, o jogador I pode assegurar que seu ganho médio € pelo
menos o minimo dessas quatro fungdes estimadas para p. Isto é conhecido como
envelope inferior dessas funcdes. Como I deseja maximizar sua garantia média

de lucro, ele deve encontrar p, que determina o maximo do envelope inferior. De
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acordo com a Figura 2.2, isso ocorre na intersecao das linhas que correspondem as
colunas 2 e 3. Assim, o valor do jogo é V = 17/7, (5/7,2/7) é a estratégia 6tima

parale (0,5/7,2/7,0) é estratégia Gtima para IL

6 — S
e - coluna 4
4 e
el | coluna 2
2L - coluna 1
1 - coluna 3
0

0 P 5/T 1

FIGURA 2.2: Gréfico das fungdes lineares de p para 0 < p < 1.

Dada a suposta solug@o do jogo, basta testar se tal suposicdo estd correta, como
se segue. Se I usa a estratégia (5/7,2/7), seu payoff médio se II usa as colunas
1,2,3e4¢é18/7,17/7,17/7 e 25/7, respectivamente. Desse modo, seu payoff
médio € pelo menos 17/7, ndo importa o que o jogador II faca. Similarmente, se II
usa (0,5/7,2/7,0), sua perda média, se I utiliza as linhas 1 e 2, é (ndo mais que)
17/7. Portanto, 17/7 € o valor e tais estratégias sdo otimas.

Nota-se que a linha relacionada & coluna 1 ndo se envolve no envelope inferior.
Isso se deve ao fato de a coluna 1 ser dominada pelas colunas 2 e 3, com probabi-
lidade 1/2 cada. A linha que corresponde a coluna 4 aparece no envelope inferior

e, entdo, a coluna 4 pode nao ser dominada.
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Como exemplo de um jogo m X 2, serd considerada a matriz abaixo.

qg 1—gq
1 5
4 4
6 2

Se g é a probabilidade de que II escolhe a coluna 1, entdo, a perda média de II para
as trés possiveis escolhas de linhas para I é dada (Figura 2.3). Aqui, o jogador
II verifica as maiores perdas médias para um dado g. Este é o envelope superior
das fungdes. Assim, II deseja encontrar ¢ que minimize o envelope superior. Pelo
gréfico, observa-se que qualquer valor de ¢ entre 1/4 e 1/2, inclusive, fornece o

minimo. O valor do jogo € 4, e I tem uma estratégia 6tima pura: linha 2.

5 -+ linha 3

4 4 =+ linha 2

14+ - linha 1

0 1/4 1/2
q

=t

FIGURA 2.3: Grafico das fungdes lineares de g para 0 < ¢ < 1.
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2.3 A forma extensiva de um jogo

A forma estratégica de um jogo é uma maneira compacta de descrever os as-
pectos matematicos do jogo. Além disso, permite um método de andlise direto,
pelo menos em principio. Entretanto, a modelagem de um jogo na forma estra-
tégica ndo deixa claro todos os aspectos do jogo. Um outro modelo matematico
para jogos é o chamado forma extensiva. E construido com base nas nogdes de
posicdo e movimento, conceitos estes que ndo aparecem explicitamente na forma
estratégica. Na forma extensiva, podem-se ainda modelar outras caracteristicas,
como o blefe, a sinalizacdo, e assim por diante.

A representacdo de um jogo na sua forma extensiva especifica: (1) os jogado-
res, (2) quando € a vez de um jogador jogar, (3) quais sdo as agdes possiveis de
cada jogador quando € a sua vez de jogar, (4) o que o jogador sabe quando € a
sua vez de jogar, (5) o payoff que cada jogador recebe para qualquer seqiiéncia de
acdes escolhida pelos jogadores (Gibbons, 1992.)

Trés novos conceitos surgem na forma extensiva de um jogo: drvore do jogo,

movimentos de chance e conjuntos de informagao.

2.3.1 A arvore do jogo

Um grafo direcionado é um par (7', F'), em que 7' é um conjunto ndo vazio de
vértices e F' é uma func¢éo que fornece, a cada x € T, um subconjunto F'(z) de
T chamado seguidores de x (ramos). Quando um grafo direcionado € usado para
representar um jogo, os vértices representam posi¢des do jogo. Os ramos, F'(z),
de uma posi¢do, x, sdo as posi¢cdes que podem ser atingidas a partir de x, em um
movimento.

Um caminho de um vértice ¢ para um vértice ¢; € uma seqiiéncia, xg, 1, ..., Tn,

de vértices, tais que xo = tg,x, = t1 € z; € 0 seguidor de x;_; parai = 1,...,n.
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Um tipo particular de grafo direcionado, chamado arvore, constitui a forma exten-
siva de um jogo.

Definicdo. Uma drvore com raiz é um grafo direcionado (7', F') em que hd um vér-
tice especial, ¢p, chamado origem ou vértice inicial, tal que, para qualquer outro
vértice t € T', existe um Unico caminho com inicio em ¢ e término em ¢.

A existéncia e a unicidade desse caminho implicam que uma 4rvore € conec-
tada, tem um tnico vértice inicial e ndo hé circuitos fechados (loops).

Um jogo, na sua forma extensiva, tem inicio no vértice inicial (raiz) e continua
ao longo de um caminho até alcangar eventualmente um dos vértices terminais (fo-
lhas). A cada vértice terminal, um payoff é especificado pelas regras do jogo. Para
jogos de n-pessoas, os vértices terminais recebem as n-uplas dos payoffs. Quando
tratam-se de jogos de duas pessoas com soma zero, cada vértice terminal recebe
apenas um valor para o payoff, que corresponde ao ganho do jogador I. Existem
trés possibilidades para os vértices ndo terminais. Alguns desses vértices ndo ter-
minais sdo atribuidos ao jogador I, caracterizando a escolha do seu movimento
e a sua posicdo no jogo. Outros sdo atribuidos ao jogador II. Entretanto, alguns

vértices podem estar relacionados com possiveis movimentos de chance.

2.3.2 Movimentos de chance

Muitos jogos envolvem movimentos de chance. Os exemplos incluem o langa-
mento de dados em jogos de tabuleiro, a retirada de uma carta do baralho, como no
jogo de podquer, girar da roda da fortuna, dentre outros. Nestes jogos, 0 movimento
de chance exerce um papel importante. Mesmo no jogo de xadrez, geralmente ha
um movimento de chance para determinar qual jogador comecgard com as pecas
brancas (presume-se uma certa vantagem para o primeiro movimento). Supde-se

que os jogadores estdo ciente das probabilidades dos vérios resultados provenien-
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tes de um movimento de chance.

2.3.3 Conjuntos de informacao

Um outro aspecto importante que deve ser considerado € a quantidade de in-
formacao disponivel aos jogadores, logo apds cada movimento. No truco, por
exemplo, o primeiro movimento € o movimento de chance de embaralhar e dis-
tribuir as cartas. Cada jogador esté ciente de determinados aspectos do resultado
deste movimento (as cartas recebidas), mas ndo é informado do resultado com-
pleto (as cartas recebidas pelos outros jogadores). Isto conduz a possibilidade de
blefar.

Defini¢do. Um conjunto de informagdo € uma colecdo de vértices nao terminais

que satisfazem as seguintes condi¢cdes:

1. o jogador possui 0 movimento para todo vértice no conjunto de informagao,

€

2. quando o jogador alcanga um vértice no conjunto de informacao, ele nio

sabe qual vértice no conjunto de informacao foi alcancado.

A parte 2 desta defini¢do implica que o jogador deve ter o mesmo conjunto
de acdes praticdveis em cada vértice do conjunto de informagdo. Além disso, o
jogador deve inferir do conjunto das ag¢des disponiveis que algum(ns) vértice(s)
foi(foram) ou nao foi(foram) alcangado(s).

O conjunto de informagédo de cada jogador € limitado, em cada rodada, por
uma linha que circunda os vértices de decisdo. Quando o jogador tem certeza em
qual vértice se encontra, este conjunto de informacdo € unitdrio. Cada vértice e
conjunto de informacao s@o rotulados com o nimero ou a letra de cada jogador,

enquanto os ramos sdo rotulados com as alternativas de acdo que partem de cada
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vértice.

Um exemplo cléssico na teoria dos jogos é o pdoquer. Aqui serd tratado um
exemplo simplificado (Ferguson, 2007). O poquer simplificado € jogado como
segue. Ambos o0s jogadores depositam 1 real no centro da mesa. O jogador I re-
tira, entdo, uma carta do baralho. E uma carta vencedora, com probabilidade 1/4
ou uma carta perdedora com probabilidade 3/4. O jogador I vé esta carta, mas a
mantém escondida do jogador II (o jogador II ndo toma conhecimento desta carta).
Entdo, o jogador I recua ou aposta. Se recuar, sua carta serd inspecionada; se for
uma carta vencedora, ele toma o dinheiro sobre a mesa e assim ganha 1 real de II;
caso contrario, perde 1 real para II. Se I apostar, coloca mais 2 reais sobre a mesa.
Entdo, o jogador II - sem conhecer a carta que I tem - deve desistir ou aceitar. Se
ele desiste, perde 1 real para I, ndo importa qual carta I possui. Se II aceita, ele
adiciona 2 reais ao monte sobre a mesa. A carta do jogador I €, entdo, exposta e
ele ganha 3 reais de II se tiver uma carta vencedora, e perde 3 reais para II, em
caso contrdrio.

Ao extrair a arvore para este jogo, verifica-se que ha trés movimentos: (1) o mo-
vimento de chance que escolhe uma carta para I, (2) o movimento de I, no qual
ele recua ou aposta e (3) o movimento de II, o qual ele desiste ou aceita. Para
cada vértice da arvore do jogo, ha um “rétulo” (label) indicando que jogador deve
se mover dessa posicdo. Movimentos de chance sdo geralmente referidos como

movimentos feitos pela natureza, usando-se o rétulo IV (Figura 2.4).

Cada aresta é rotulada para identificar o movimento. Os movimentos conduzi-
dos do vértice relacionado ao movimento da natureza sao rotulados com as proba-
bilidades com que ocorrem. Em cada vértice terminal, é escrito o valor numérico

do ganho de I (perda de II).
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N

vencedora/ Nerdedora

I 1/4 3/4 I

! [

aposta recua aposta recua
1I
i —1
acei.ta/ desiste aceita desiste
3 1 —3 1

FIGURA 2.4: Arvore do jogo pdquer simplificado.

Quando € a vez do jogador II tomar sua decisdo, ele ndo sabe qual carta I
recebeu, ou seja, ndo sabe em qual posicao (vértice) do jogo se encontra. Isso é
indicado no diagrama circulando-se duas posi¢des em uma curva fechada e, assim,
estes dois vértices constituem um conjunto de informacdo. Os dois vértices que
representam os movimentos de I constituem dois conjuntos de informacao sepa-
rados, desde que o resultado do movimento de chance seja conhecido. Para estar
completo, isto € indicado no diagrama com circulos pequenos sobre estes vértices.
Um dos rétulos que indica o vértice de II pode ser suprimido desde que pertenga
ao mesmo conjunto de informacdo. E exatamente o conjunto de informagio que

deve ser rotulado. A 4rvore do jogo é mostrada na Figura 2.5.

2.3.4 A arvore de Kuhn

A arvore do jogo com todos os payoffs, conjuntos de informacao e rétulos para

as arestas e vértices incluidos, é conhecida como a arvore de Kuhn*. Nem todo

* A defini¢do mais geral da forma extensiva para jogos com n-pessoas foi estabelecida por Harold
W. Kuhn, em 1953, no artigo "Extensive Games and the Problem of Information", ampliando a
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recua apgsta recua

aceita aceita feiste
3 1 -3 1

FIGURA 2.5: Arvore do jogo pdquer simplificado com seus respectivos conjuntos
de informacao.

conjunto de vértices pode formar um conjunto de informacdo. Para um jogador
ndo estar ciente de qual vértice de um dado conjunto de informacao veio, cada
vértice no conjunto de informacdo deve ter o mesmo nimero de arestas partindo
dele. Além disso, é importante que as arestas de cada vértice de um conjunto de
informagdo tenha o mesmo conjunto de rétulos. O jogador, a0 mover-se de um
conjunto de informacao, realmente escolhe um rétulo. O jogador faz apenas uma
escolha em cada conjunto de informacao.

Definicao. Um jogo finito de duas pessoas, soma zero, na forma extensiva, é

dado por:
e uma arvore finita com vértices T';
e uma funcio payoff que designa um nimero real para cada vértice terminal;

e um conjunto 7j de vértices ndo terminais (representando posicdes nas quais

movimentos de chance ocorrem) e, para cada t € T, uma distribuicdo de

versdo apresentada por John von Neumann, em 1928.
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probabilidade nas extremidades conduzidas de ¢;

e uma particdo dos vértices restantes (ndo terminais e ndo em 7p) em dois
grupos de conjuntos de informacgado 77y, T12, ..., 1%, (para o jogador I) e

151,152, ..., To, (para o jogador II), e

e para cada conjunto de informagdo 7'z, um conjunto de rétulos Ly €, para
cada t € T}, um mapeamento um-a-um de Lz, para o conjunto das arestas

vindas de t.

A informacdo estruturada em um jogo, na sua forma extensiva, pode ser bas-
tante complexa. Pode envolver falta de conhecimento do movimento do outro
jogador ou de algum movimento de chance. Também €& possivel descrever situ-
acdes em que um jogador tenha esquecido seu movimento passado, chamada de
memoria imperfeita (Figura 2.6). Jogos em que os jogadores se lembram de to-
das as informacdes passadas, uma vez por eles conhecidas e todos os movimentos

que fizeram no passado sdo chamados jogos de memoria perfeita.

=t

FIGURA 2.6: Arvore do jogo que descreve esquecimento do jogador 1.

Jogos em que ambos os jogadores conhecem a arvore de Kuhn do jogo sdo
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chamados de informacao completa. Jogos em que um ou ambos os jogadores nao
conhecem algum dos payoffs, ou alguma probabilidade do movimento de chance,
ou algum conjunto de informacao, ou todos os ramos da arvore, sdo chamados jo-
gos com informacao incompleta. Nos jogos de informacao perfeita, os jogado-
res podem conhecer toda histéria do jogo antes mesmo de tomarem suas decisdes.
Todos os conjuntos de informagdo de uma arvore de jogo de informagao perfeita
s30 unitarios, o que equivale a dizer que cada parte sabe em qual vértice de um
jogo seqiiencial estd. Um exemplo cldssico para este tipo de jogo é o xadrez. Caso

contrario, o jogo € chamado de informacao imperfeita (Figura 2.7).

I~

1

FIGURA 2.7: Arvore do jogo que descreve falta de conhecimento do jogador II.
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2.3.5 A representacio de um jogo na forma estratégica para a forma exten-

siva

A nog¢do de um jogo de duas pessoas na forma estratégica é bastante simples.
E descrita por uma tripla (X,Y, A). A forma extensiva de um jogo, por outro lado,
é bastante complexa. E descrita pela drvore do jogo com cada vértice ndo-terminal
etiquetado como um movimento de chance ou com um movimento de um dos joga-
dores, com todos os conjuntos de informacao especificados, com distribuicdes de
probabilidade dadas para todos os movimentos de chance, e com um payoff unido
a cada vértice terminal. A teoria dos jogos na forma extensiva é muito mais deta-
lhada do que a teoria dos jogos na forma estratégica. Entretanto, examinando-se
um jogo na forma extensiva e considerando-se somente as estratégias e os payoffs
médios, pode-se reduzir o jogo a forma estratégica.

Primeiramente, certifica-se de que um jogo na forma estratégica pode ser co-
locado na forma extensiva. Na forma estratégica de um jogo, os jogadores fazem
suas escolhas simultaneamente; na forma extensiva de um jogo, os movimentos
simultaneos ndo sdo permitidos. Entretanto, os movimentos simultineos podem
ser feitos seqiiencialmente, como segue. Considera-se que um dos jogadores, o
jogador I, movimenta primeiramente e, entdo, o jogador II realiza seu movimento
sem conhecer o resultado do movimento do 1. Esta falta de conhecimento pode ser
descrita pelo uso de um conjunto de informacao apropriado. O seguinte exemplo
ilustra isso.

Seja a matriz A a forma estratégica (forma matricial) de um jogo:

-1 3 0
2 0 -2

A:

O jogador I tem duas estratégias puras e o jogador II tem trés. Atribuiu-se ao
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jogador I o primeiro movimento, que € escolher entre as linhas 1 e 2. Entdo, o
jogador II movimenta-se, sem conhecer a escolha do jogador I. Isto ¢ indicado por
um conjunto de informag#o para o jogador II. Entdo, II movimenta, escolhendo

entre as colunas 1, 2 ou 3, e o payoff apropriado € indicado (Figura 2.8).

(VS )

5]
[l

= |

FIGURA 2.8: Forma extensiva equivalente ao jogo matricial dado.

2.3.6 A reducao de um jogo na forma extensiva para a forma estratégica

Para ir em sentido contrario, da forma extensiva de um jogo a forma estraté-
gica, é necessdrio considerar as estratégias puras e a convencdo usual a respeito
dos payoffs aleatérios.

Estratégias puras. Dado um jogo na forma extensiva, é necessario encontrar
primeiramente X e Y, os conjuntos das estratégias puras dos jogadores a serem
usados na forma estratégica. Uma estratégia pura para o jogador I € uma regra que
lhe diz exatamente qual movimento fazer em cada um de seus conjuntos de infor-
macdo. Sejam 171, ..., T, os conjuntos de informagao do jogadorle Ly, ..., L1,
seus correspondentes conjuntos de rotulos. Uma estratégia pura para I é uma k; -
upla x = (xy,...,x, ), em que para cada i, z; ¢ um dos elementos de Lj;. Se
houver m; elementos em L1;, o nimero de tais k;-uplas e, entdo, o nimero de es-

tratégias puras de I € o produto m1msy...my. O conjunto de todas essas estratégias
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¢ X. Similarmente, se 151, ..., Ty, corresponde aos conjuntos de informacio de II
e Loy, ..., Loy, 0s correspondentes conjuntos de rétulos, uma estratégia pura para
IT é uma ke-upla, y = (y1,...,yx), em que y; € Lo, para cada j. O jogador II
tem n1na...ny estratégias puras se houverem n; elementos em Lo;. Y denota o
conjunto destas estratégias.

Payoffs aleatérios. Num jogo de duas pessoas, dados x € X ey € Y, deve-
se jogar apropriadamente o movimento x sempre que 0 jogo entra num conjunto
de informacdo de I, jogar apropriadamente o movimento y sempre que O jogo
entra num conjunto de informacao de II e jogar os movimentos aleatérios com as
probabilidades indicadas em cada movimento de chance. O resultado real do jogo,
paradados z € X ey € Y, depende dos movimentos de chance selecionados, que
é, conseqlientemente, uma quantidade aleatéria. Estritamente falando, os payoffs
aleatérios ndo foram definidos para jogos na forma normal. Entretanto, usa-se
a substituicdo completa dos payoffs aleatérios por seus valores médios (valores
esperados) quando a aleatorizacdo for devido ao uso de estratégias mistas pelos
jogadores ou aos movimentos de chance.

Convencao. Se, para estratégias puras fixadas ¢ € X ey € Y, o payoff € uma
quantidade aleatdria, entdo, o payoff é substituido pelo seu valor médio, denotado
por A(z,y).

Por exemplo, se para estratégias dadas x € X e y € Y, o jogador I ganha
2 com probabilidade 1/4, ganha 3 com probabilidade 1/4 e perde 1 com proba-
bilidade 1/2, entdo, seu payoff médio é 1(2) + 1(3) + 1(—1) = 3/4 e assim
A(z,y) = 3/4.

Conseqiientemente, dado um jogo na forma extensiva, (X,Y, A) é a forma
estratégica equivalente do jogo, se X e Y forem os espacos das estratégias puras

dos jogadores I e II, respectivamente, e se A(x,y) for o payoff médio para z € X
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eyeY.

Exemplo. Seja a drvore do jogo dada pela Figura 2.9.

O jogador I tem dois conjuntos de informacdo. Em cada conjunto ele pode
fazer uma escolha entre duas op¢des. Ele possui, portanto, 2 X 2 = 4 estratégias
puras, que podem ser denotadas por:

(A, C): jogar A com 1/2 de probabilidade ou jogar C' com 1/2 de probabilidade.
A, D): jogar A com 1/2 de probabilidade ou jogar D com 1/2 de probabilidade.
,C): jogar B com 1/2 de probabilidade ou jogar C' com 1/2 de probabilidade.

D)

: jogar B com 1/2 de probabilidade ou jogar D com 1/2 de probabilidade.

FIGURA 2.9: Forma extensiva do jogo.

Logo, X = {(4,C),(A,D),(B,C),(B, D)}, o conjunto de todas as estraté-

gias puras do jogador L.
O jogador II também possui dois conjuntos de informagao, cada um com duas op-

coes. Ele possui, portanto, 2 x 2 = 4 estratégias puras, que podem ser denotadas
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por:
(a, c): jogar a ou jogar c.
(a,d): jogar a ou jogar d.
(b, ¢): jogar b ou jogar c.
(b, d): jogar b ou jogar d.
Assim, Y = {(a, c), (a,d), (b, c), (b,d)} é o conjunto de todas as estratégias puras
do jogador II.

Agora, serd encontrada a matriz payoff. Supde-se que I use (A, C) e II use
(a,c). Entdo, se I joga A com probabilidade 1/2 e II joga a, o payoff é 0 (zero).
Agora, se I joga C' com probabilidade 1/2 e II joga a, I ganha 2. O ganho médio

esperado para I é:

A(4,0), (a,0)) = 5(0) + 5(2) = 1.

Supde-se, agora, que I use (B, D) e Il use (a,c). Entdo se I joga B com
probabilidade 1/2 e II joga ¢, o payoff é 1. Agora, se I joga D com probabilidade
1/2 e Il joga ¢, o payoff é 0 (zero). O ganho médio esperado para I é:

A(B, D), (a,0)) = 5 (1) + 5(0) = 5.

As demais entradas da matriz podem ser computadas similarmente. Portanto,
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a matriz do jogo ou matriz payoff é:

(a,c¢) (a,d) (byc) (b,d)

(A,C) 1 1 0 0
(A, D) 0 2 1 3
(B,C) 3/2 1/2 —1/2 —3/2
(B, D) 1/2 3/2 1/2  3/2

a forma estratégica do jogo.

2.4 Teoria dos jogos e teoria da decisao

Abraham Wald é considerado o primeiro a notar a conexao entre a teoria dos
jogos e a teoria estatistica de Neyman e Pearson, e quem reconheceu as vantagens
de basear a teoria estatistica na teoria dos jogos.

“A teoria da decisdo pode ser considerada como a teoria do jogo de duas pes-
soas, onde a natureza faz o papel de um dos jogadores” (Ferguson, 1967).

Os elementos da teoria da decisdo sdo similares aos da teoria dos jogos:

1. um conjunto ndo vazio, O, dos estados possiveis da natureza, referido como
espaco paramétrico;

2. um conjunto nao vazio, ¢, das a¢des disponiveis para o estatistico;

3. uma fung¢@o perda, L(6, a), fungdo de valores reais definida em © x .

A natureza escolhe um ponto 6 em © e o estatistico, desinformado de tal esco-
lha, escolhe, apds observar uma amostra, uma ag¢do a em ¢I. Como conseqiiéncia
dessas duas escolhas, o estatistico perde uma quantia L(6,a) (que representa a
perda do estatistico se ele toma a acdo a quando 0 é o verdadeiro estado da natu-

reza) (Ferguson, 1967).
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2.4.1 Funcao decisao - func¢ao risco

Para dar uma estrutura matemadtica ao processo de reunido de informacao,
supde-se que seja permitido ao estatistico, antes de tomar uma decisdo, obser-
var o valor de uma varidvel aleatéria ou vetor, X, cuja distribuicdo dependa do
verdadeiro estado da natureza, . O espaco amostral foi denotado por X. Assim,
para cada § € O, ha uma probabilidade medida Py e uma correspondente fungéo
de distribui¢do acumulada Fx (x|f), que representa a distribui¢do de X quando 6
¢ o verdadeiro valor do pardmetro.

Um problema de decisdo estatistica ou um jogo estatistico € um jogo (O, @, L)
emparelhado com um experimento envolvendo uma observacio aleatéria X, em
que a distribuicdo Py depende do estado 6 € O escolhido naturalmente.

Baseado no resultado do experimento X = z (z é o valor observado de X), o
estatistico escolhe uma acdo d(z) € @. Tal fungdo d, que vai do espago amostral
X em @, é uma estratégia elementar para o estatistico nesta situagdo. A perda é,
agora, a quantidade aleatéria L(6,d(X)). O valor esperado de L(6,d(X)), em

que 6 € o verdadeiro estado da natureza € chamado funcao risco:

R(6,d) = EsL(6,d(X)) (2.8)

e representa a perda média para o estatistico, quando o verdadeiro estado da na-
tureza € 6 e o estatistico usa a funcdo d. Nota-se que, para algumas escolhas da
funcdo d e alguns valores do pardmetro 6, o valor esperado em (2.8) pode ser o0
ou, pior, pode nem mesmo existir. Conforme indica a seguinte defini¢do, ndo tem
por qué se preocupar com tais fungdes.

Defini¢do. Toda fungdo d(x) que vai do espago amostral X em @ é chamada

regra de decisdo ndo aleatdria ou uma funcio de decisdo ndo aleatéria, desde que
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a fung@o risco R(6, d) exista e seja finita para todo § € O. A classe de toda regra
de decisdo ndo aleatdria é denotada por D.

Observa-se, aqui, que o jogo original (O, @, L) estd sendo substituido por um
novo jogo, (©, D, R), em que o espago D e a fun¢do R tém uma estrutura bésica,
dependendo de @1, L, e da distribuicdo de X, cuja exploragdo deve ser o objetivo
principal da teoria da decisdo.

Naturalmente, somente uma pequena parte dos estatisticos pode ser contida
dentro de uma estrutura tdo simples. Nenhum espaco foi feito para topicos vas-
tos como a experimentacdo ou a andlise seqiiencial. Em cada caso, uma estrutura
nova poderia ser adicionada para incluir estes tépicos € o problema seria redu-
zido a um jogo simples. Por exemplo, na andlise seqiiencial, o estatistico pode
tomar observacdes, uma de cada vez, pagando c unidades cada vez que assim fizer.
Conseqiientemente, uma regra de decisdo terd que dizer-lhe quando parar de fazer
observagdes e que acdo tomar, uma vez que ele parou. Ele tentard escolher uma
regra de decisdo que minimize, em algum sentido, seu novo risco, que € definido,
agora, como o valor esperado da perda mais o custo.

Os principais aspectos de trés importantes categorias do que pode ser chamada
estatistica matemadtica cldssica segue abaixo.

1. a consiste de dois pontos, @ = {aj,as}. Problemas da teoria da decisdo
em que 0 consiste de exatamente dois pontos sao chamados problemas de testes
de hipéteses. Considere o caso especial em que © € a reta real e suponha que a

funcdo perda estd para algum nimero fixado 6y dada por:

1 se 0>106
L(G,al) =
0 se 6<46,
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0 se 6>6g

l2 se 9§90

L(9, ag) =

em que [; e [» sdo nimeros positivos. Assim, toma-se a agdo a1, se § < fpe a
acdo ag, se # > . O espaco D das regras de decisdo consiste nas fungdes d do
espaco amostral em {aj, as} com a propriedade Py{d(X) = a;} é bem definida

para todo valor de § € ©. A fung@o risco neste caso € facil de ser calculada:

llpg{d(X) = al} se >0
lng{d(X) = ag} se 0 S 90

R(0,d) =

Nestas probabilidades, dois tipos de erro sdo envolvidos. Para 6 > 6y, Pyp{d(X) =
a1 } € a probabilidade de cometer o erro de tomar da a¢do a; quando se deve tomar
a acdo ag e 0 é o verdadeiro estado da natureza. Similarmente, para § < 6,
Pp{d(X) = a2} = 1 — Pp{d(X) = a1} é a probabilidade de cometer o erro
de tomar a acfio ao quando se deve tomar a acdo a; e 6 € o verdadeiro estado da
natureza.

2. 0 consiste de k pontos, {a1, ag, ..., ar }, k > 3. Estes problemas de teoria de
decisdo sdo chamados problemas de decisdo multipla. Um exemplo tipico ocorre
quando um experimentador deve julgar qual de dois tratamentos tem um maior
rendimento baseado num experimento. Ele pode (a) decidir que o tratamento 1 é
melhor, (b) decidir-se que o tratamento 2 é melhor ou (c) reter o julgamento até
que mais dados estejam disponiveis. Neste exemplo, k£ = 3.

3. @ consiste da reta real, 0 = (—o0, +00). Tais problemas da teoria da decisdo
sdo referidos num sentido amplo como pontos de estimacao de um pardmetro real.

Seja o caso especial em que O é também a reta real e que a funcéo perda é dada
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por
L(#,a) = (6 — a)?,

em que ¢ € uma constante positiva. Uma funcdo de decisdo, d, neste caso uma
funcdo real definida no espago amostral, pode ser considerada como um estimador
do verdadeiro estado da natureza . O estatistico deseja escolher a fungo d que

minimize a fungao risco
R(0,d) = cEg(0 — d(X))?,

em que ¢ é o erro quadritico médio da estimativa d(X). Note que este critério
- de escolher uma estimativa com um erro quadritico médio pequeno em algum

sentido - é exatamente o critério usado mais freqiientemente na estatistica classica.

2.4.2 Uma comparacao entre teoria dos jogos e teoria da decisao

Ha certas diferencas entre teoria dos jogos e teoria da decisdo que surgem da
interpretacdo filoséfica dos elementos O, 0 e L. Sdo duas as principais diferengas.
1. Num jogo entre duas pessoas, os dois jogadores tentam simultaneamente maxi-
mizar seus ganhos (ou minimizar suas perdas), a0 passo que, na teoria da decisdo,
a natureza escolhe um estado sem esta finalidade. E natural que o comportamento
de um jogador dependa da inteligéncia do oponente para comportar-se racional-
mente, ou seja, de uma forma util para ele. De qualquer modo, um critério de
conduta racional para a natureza pode nao existir, ou se existir, o estatistico pode
ndo ter tal conhecimento. Néo é assumido que a natureza ganha a quantia L(6, a)

quando 6 e a sdo pontos escolhidos pelos jogadores.
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2. E assumido que a natureza escolha o verdadeiro estado uma vez e para tudo
e que o estatistico tenha disponivel a possibilidade de reunir informagdo nas suas
escolhas por amostragem ou pela realizacdo de um experimento. Esta diferenca
entre teoria dos jogos e teoria da decisdo é mais aparente que real; para uma pode-
se imaginar um jogo entre dois adversdrios inteligentes em que um dos jogadores
possui uma vantagem dada a ele pelas regras do jogo. Vé-se, ainda, que todo pro-
blema que permite ao estatistico ganhar informacao pela amostragem pode sim-
plesmente ser visto como um jogo mais complexo. Entretanto, todos os jogos
estatisticos t€m este aspecto caracteristico e € a exploracdo desta estrutura que tal
reunido de informacdo fornece para um jogo a distin¢do da teoria da decisdo e da

teoria do jogo apropriada.
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3 METODOLOGIA

Dado que o objetivo desta trabalho consiste no desenvolvimento e na obtenc¢ao
de solucgdes 6timas para dois problemas cldssicos envolvendo estratégias, que sdo
os conhecidos problema das trés portas e problema da secretdria, via teoria dos
jogos, tem-se a seguinte metodologia a ser seguida: no problema das trés portas,
obteve-se a forma extensiva do jogo por meio da construcdo da arvore de Kuhn,
descrevendo-se todas as etapas do jogo. A partir dai, foi necessdrio a reducdo da
forma extensiva do jogo para a forma estratégica, obtendo-se a matriz do jogo, a
fim de solucionar o problema, encontrando as solu¢des 6timas.

No problema da secretéria, foram estudadas duas variacdes como jogo entre
duas pessoas, definindo as matrizes do jogo de tais variacdes, de acordo com as

estratégias descritas para cada uma delas e, assim, obtendo-se suas solucdes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 O problema das trés portas

O problema das trés portas também conhecido por problema dos dois bodes,
foi apresentado pelo Professor Augusto C. Morgado no nimero 33 da Revista
do Professor de Matemdtica (RPM) (Morgado, 1997) e deu origem a muitas (e
interessantes) discussoes.

Este jogo se reveste de importancia didatica, uma vez que coloca em conflito

as nogdes intuitivas usuais do conceito de probabilidade.

O jogo das portas. Em um programa de televisdo, um candidato é solicitado
escolher uma entre trés portas fechadas, uma das quais esconde um automével e
as outras duas dois bodes. Tal quadro ocorreu de fato em um programa da televi-
sdo italiana. Depois que o candidato escolhe uma das trés portas, o apresentador,
conhecendo o que hd por trds das portas, escolhe uma das duas portas restantes
mostrando um bode. O apresentador, entdo, pergunta ao candidato se ele deseja
trocar a porta que havia escolhido pela outra porta que ainda permanece fechada.
O problema consiste na seguinte indagacdo: € vantajoso para o candidato fazé-
lo? O que o candidato deve fazer, visando maximizar a probabilidade de ganhar
o carro? Permanecer com a porta escolhida inicialmente, trocar de porta, ou tanto

faz?

4.1.1 Jogando o jogo das trés portas

Para colocar o jogo das trés portas na sua forma extensiva, considerou-se o
candidato na posi¢do do jogador I e o apresentador na posi¢ao do jogador II. As

portas foram numeradas como porta 1, porta 2 e porta 3.

46



Verifica-se que ha quatro movimentos neste jogo: (1) o movimento de chance
que escolhe em qual porta estard o carro, (2) o movimento do jogador I, no qual
ele escolhe uma das trés portas, (3) o movimento do jogador II no qual ele abre
uma das duas portas restantes e (4) o movimento de I, em que ele decide se troca
ou ndo troca de porta.

O movimento de chance no inicio do jogo foi rotulado com a letra N. Os movi-
mentos conduzidos do vértice relacionado ao movimento de chance sdo rotulados
com as probabilidades com que ocorrem, ou seja, 1/3.

Foram considerados também os conjuntos de rétulos para cada um dos joga-
dores. O jogador I possui dois conjuntos de rétulos, caracterizados por L1y € Lo,

emque L1 = {1,2,3} e L1y = {T, NT'} e que correspondem as seguintes agdes:
1 : escolhe a porta 1

2 : escolhe a porta 2

3 : escolhe a porta 3

T : troca de porta

NT : ndo troca de porta

Sdo nove os conjuntos dos rétulos para o jogador II;

Loy ={[2,{1,1}], [3, {1, 1}]}, L2z = {[3.{1,2}]}, Las = {[2, {1, 3}]},
Loa = {[3,{2, 1}]}, Las = {[1,{2,2}], [3:{2,2}]} Las = {[1, {2, 3}]},
Lor = {[2, {3, 1}]}, Las = {[1, {3, 2}]} e Lag = {[1, {3,3}], 2, {3,3}]},

em que:

[i, {j,k} ]: abre a porta i, estando o carro na porta j e I escolheu a porta k.
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Em cada vértice terminal, € escrito o valor numérico do ganho do jogador I
(payoff): 1, caso I abra a porta que contém o carro e 0, caso I abra uma porta que
contém um bode.

O jogo se inicia. Quando o jogador I deve escolher uma de trés portas, ele nao
sabe atrds de qual porta o carro se encontra, ou seja, ele ndo sabe em qual posi¢do
(vértice) do jogo estd. Isso € indicado no diagrama circulando-se trés posicdes
em uma curva fechada e, assim, estes trés vértices constituem um conjunto de in-
formag@o. O préximo movimento corresponde ao jogador II, que conhece onde
estd o carro. Assim, 0s nove vértices que representam os movimentos de II consti-
tuem nove conjuntos de informagao separados, pois o resultado do movimento de
chance € conhecido e € indicado no diagrama com circulos pequenos sobre estes
vértices. Agora € a vez do jogador I realizar o préximo movimento, que é o de
decidir entre trocar ou nao trocar de porta. Mesmo com uma das portas abertas,
mostrando-lhe um bode, o jogador I continua sem a informacao da porta em que
o carro se encontra. Assim, ele continua sem saber em qual posi¢do do jogo estd,
o que € indicado no diagrama circulando-se 12 posi¢des em uma curva fechada.
Esses 12 vértices constituem um outro conjunto de informagao para L.

A forma extensiva do jogo das portas pode ser observada na Figura 4.1.

Obtido o jogo na sua forma extensiva, ha a necessidade de passad-lo para a
forma estratégica, a fim de encontrar os resultados almejados.

Para reduzir o jogo da sua forma extensiva para a forma estratégica, primeira-
mente, devem-se encontrar os conjuntos X e Y, ou seja, os conjuntos das estraté-
gias puras para os jogadores I e I, respectivamente.

O numero de elementos do conjunto X é dado multiplicando-se o nimero de
elementos de cada conjunto de rétulos do jogador I. Como s@o dois conjuntos

de rétulos, um com trés elementos e o outro com dois elementos, o ndmero de
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FIGURA 4.1: Arvore do jogo das portas.
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estratégias puras para I € o produto 2 x 3 = 6. Assim, X possui seis elementos,

que sdo:

1T : escolhe a porta 1 e troca;

2T : escolhe a porta 2 e troca;

3T : escolhe a porta 3 e troca;

INT : escolhe a porta 1 e ndo troca;
2NT : escolhe a porta 2 e nio troca;
3NT : escolhe a porta 3 e ndo troca.

O niimero de elementos do conjunto Y é dado pelo produto do niimero de ele-
mentos de cada conjunto de rétulos do jogador II. Como II possui nove conjuntos
de rétulos, trés com dois elementos e seis com apenas um elemento, o nimero de
estratégias puras parall ¢ oproduto 2 x 1 x 1 x 1 x2x1x1x1x 2 = 8. Assim,

Y possui oito elementos, que sao:

¢ : abre a porta 2 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando
I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 1 (carro 2), abre a
porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro 1), abre

a porta 1 (carro 2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 3;

1t : abre a porta 2 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando
I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 1 (carro 2), abre a
porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro 1), abre

a porta 1 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando I escolhe a porta 3;

117 : abre a porta 2 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3)

quando I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro
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2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro
1), abre a porta 1 (carro 2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta

3;

tv : abre a porta 2 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3)

quando I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro
2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro
1), abre a porta 1 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando I escolhe a porta

3;

v : abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando

vl

VIl -

Vi1l

I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 1 (carro 2), abre a
porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro 1), abre

a porta 1 (carro 2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 3;

: abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3)

quando I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 1 (carro
2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro
1), abre a porta 1 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando I escolhe a porta

3;

abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3)
quando I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro
2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro
1), abre a porta 1 (carro 2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta

3;

: abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3)

quando I escolhe a porta 1 ou abre a porta 3 (carro 1), abre a porta 3 (carro

2), abre a porta 1 (carro 3) quando I escolhe a porta 2 ou abre a porta 2 (carro
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1), abre a porta 1 (carro 2), abre a porta 2 (carro 3) quando I escolhe a porta

3.

Os conjuntos X e Y ficam assim constituidos: X = {17,27,37,1NT,
2NT,3NT} e Y = {i,ii, i, iv,v,vi,vii,viit}. Sendo seis estratégias puras
para o jogador I e oito estratégias puras para o jogador II, logo, a matriz do jogo é
uma matriz de ordem 6 x 8.

Como, neste jogo, o payoff ¢ uma quantidade aleatéria (h4 movimento de
chance envolvendo uma distribuicao de probabilidade), as entradas na matriz do
jogo devem ser encontradas pelo calculo do payoff médio por meio do uso de uma
convengdo. A matriz do jogo é uma matriz 6 X 8, logo, sdo 48 payoffs médios a se-
rem calculados. Abaixo estdo relatados os calculos de dois desses payoffs médios.
Os demais foram obtidos de maneira similar.

Supde-se que I usa a estratégia 17" e Il usa 2. Entdo, I escolhe a porta 1; I abre
a porta 2, se o carro estiver na porta 1, com 1/3 de probabilidade; abre a porta 3,
se o carro estiver na porta 2, com 1/3 de probabilidade; abre a porta 2, se o carro
estiver na porta 3, com 1/3 de probabilidade e, por fim, I escolhe trocar de porta.

Neste caso, o ganho médio esperado pelo jogador I é:

AQT i) = -+ 5 () + 5 () =2,

W =

Supde-se, agora, que I usa a estratégia 1 /N7 e Il usa . Entdo, I escolhe a porta
1; IT abre a porta 2, se o carro estiver na porta 1, com 1/3 de probabilidade; abre
a porta 3, se o carro estiver na porta 2, com 1/3 de probabilidade; abre a porta 2,

se o carro estiver na porta 3, com 1/3 de probabilidade e, por fim, I escolhe ndo
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trocar de porta. Aqui, o ganho médio esperado pelo jogador I é:

1 1 1 1
AlT)i)=--()+--(0)+ - -(0) = .
A matriz do jogo €, entdo:
T 4 4w v vl vt Vi
2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 1T
2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2T
A= | 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 3T

1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 INT
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 INT
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 3NT

Assim obteve-se a forma estratégica do jogo das portas (X, Y, A), com X =
{17,2T,3T,INT,2NT,3NT}, Y = {i,ii,ii,iv, v, vi,vii,viii} e A a matriz
acima.

Tendo o jogo na sua forma estratégica, podem-se fazer algumas consideragdes
e encontrarem-se, assim, as estratégias 6timas. A grande questdo desse problema
¢ analisar as vantagens, para o jogador I, em trocar ou nio trocar de porta. Como
o jogador II, que aqui representa o apresentador do programa, ndo tem maiores
interesses em maximizar ou minimizar as chances do candidato, o jogador I, ele
joga com uma estratégia uniforme, ou seja, atribui uma mesma probabilidade para

suas estratégias puras, usando, assim, a seguinte estratégia mista:

qT:<1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8).
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O produto da matriz A pelo vetor q é:

16/3
16/3
16/3
8/3
8/3
8/3

Aq=1/8

Sera estudado agora o jogo, sob o ponto de vista do jogador I. Primeiramente,
serd analisada a acdo sempre trocar de porta. Como as trés primeiras linhas da ma-
triz do jogo correspondem as estratégias puras para o jogador I escolher uma porta
e trocd-la, I pode atribuir uma distribui¢do de probabilidade sobre essas estratégias

e fazer uso da seguinte estratégia mista:

PTZ(Pl p2 p3 0 0O 0)

emque p; +p2 +p3 = 1.

O payoff médio para o jogador I é, portanto:

16
3 (p1+p2+p3)=2/3
— ——
1

ool

p’ Aq =

o que implica que o jogador I ganha, em média, 2/3 das vezes quando utiliza a
estratégia de sempre mudar de porta.

Agora serd analisada a acdo de sempre permanecer com a mesma porta esco-
lhida a principio. Como as trés ultimas linhas da matriz do jogo correspondem
as estratégias puras de escolher uma porta e ndo trocd-la, o jogador I pode atri-

buir uma distribuicdo de probabilidades a essas estratégias, utilizando a seguinte
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estratégia mista:

P'=(000p » p)

em que p; + p2 + p3 = 1.

O payoff médio para o jogador I é calculado da seguinte forma:

“(p1+p2+p3)=1/3.
—_———
1

|
w| oo

p’ Aq =

Portanto, o jogador I ganha, em média, 1/3 das vezes quando utiliza a estraté-
gia de sempre permanecer com a mesma porta.

Deve-se considerar também uma possivel indiferenca por parte do jogador I,
ou seja, quando ele ndo faz distin¢ao entre suas estratégias puras, trocando ou nio
de porta uma quantidade uniforme de vezes. Nesse caso, a estratégia mista que ele

utiliza é:

pT=(1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6).

O payoff médio para o jogador I é, entdo:

pTAq:é.é. <16.(3)+8.(3)> =1/2
o que implica que o jogador I ganha, em média, 1/2 das vezes quando é indiferente
com relacdo a mudanca da porta.
Eis af, portanto, a solugdo deste problema: I deve utilizar a estratégia de sempre
trocar de porta.
Segundo Rodrigues (1998) , esse problema ja causara uma grande celeuma nos

Estados Unidos, envolvendo revistas técnicas e de divulgacdo, que s6 terminou em
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novembro de 1991, com a publicacdo do artigo de Morgan et al (1991) : Let’s
Make a Deal: The Player’s Dilemma.

4.2 O problema da secretaria

Este problema ficou amplamente conhecido ao ser abordado na coluna de Jo-
gos Matemadticos de Martin Gardner, na edi¢do de 1960 do periddico Scientific
American (Ferguson, 1989).

O problema é como se segue: sdo apresentadas n candidatas interessadas em
ocupar uma Unica vaga de secretdria. Sdo realizadas entrevistas com as candida-
tas, seguindo-se uma ordem aleatdria, porém, imediatamente apds cada entrevista,
decide-se por aceitar ou rejeitar a candidata. Ao decidir rejeitar uma candidata,
ndo se pode mais aceitd-la posteriormente e, uma vez aceita, todas as outras sdo
rejeitadas. E, se as n — 1 primeiras candidatas foram rejeitadas, automaticamente
deverd ser aceita a n-ésima candidata (Freeman, 1983). Apresentado o problema,
surge a necessidade de responder a seguinte questdo: Que estratégia deve ser ado-
tada visando maximizar a probabilidade de contratar a melhor candidata? Ou, pelo
menos, uma suficientemente qualificada?

Este problema também € tratado como o problema do matrimoénio ou problema
da princesa (Landim, 1983 citado por Brighenti, 2003), em que uma princesa de-
seja selecionar, entre seus pretendentes, o mais qualificado. Aqui, o nimero de
candidatos pode nao ser verossimil, porém, a hipétese que estabelece a impossibi-
lidade de reconsiderar um objeto anteriormente rejeitado parece bastante plausivel.

Davis (1973) apresenta uma outra versdo para o problema da secretdria, que
¢ a seguinte. Cinco pessoas suspeitas de crime mantém um encontro secreto no
pordo de um edificio. Do lado de fora, um policial, com ordens para seguir o chefe

do bando, aguarda a dispersdo deles. O Unico meio de que o policial dispde para
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distinguir o homem de seu interesse dos demais é a informacdo de que o mesmo
¢ o mais alto do bando. Por medida de cautela, os homens reunidos abandonam
o edificio um a um, dando um espago de tempo entre as saidas tdo grande que,
se o policial esperar pelo préximo, antes de seguir qualquer um deles, perdera
a oportunidade de acompanhé-lo. Se os suspeitos deixam o encontro em ordem
aleatdria, qual a melhor estratégia a ser adotada pelo policial? Se adotar a melhor
estratégia, qual a possibilidade de ser efetivamente o chefe a pessoa que ele vier a

seguir?

4.2.1 Jogando contra um oponente

Existem muitas variagdes do problema da secretdria, podendo-se distinguir
0s casos em que o observador (quem deseja contratar a secretdria) joga contra
um oponente. Nestes casos, o observador deseja contratar a melhor secretaria
(menor posto) ou, pelo menos, uma suficientemente qualificada (posto baixo). O
papel do oponente é escolher a ordem de apresentacdo das candidatas, visando
maximizar o posto da candidata aceita pelo observador. Dessa forma, ele minimiza

a probabilidade de sucesso do observador.

4.2.2 Solucionando o problema

Serdo agora consideradas trés situacdes seguidas de suas solugdes.

Primeira situacdo. Se o oponente possui uma escolha completamente livre
da ordem dos postos das candidatas a ser apresentada ao observador, ele pode
escolher qualquer linha ao acaso do quadrado latino ciclico n X n, o que reduz a
probabilidade de sucesso para o valor minimo possivel de 1/n, qualquer estratégia
que o observador use.

Para as n candidatas a serem ordenadas pelo oponente, o quadrado latino ci-
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clico é apresentado como se segue:

1 23 -+ n—1 n

n 1 2 -+ n—2 n-—1
n—1 n 1 -+ n—3 n—2

2 3 4 n 1

O observador alcanca éxito quando contrata a melhor secretdria. Assim, para
a obtencdo da matriz payoff, atribuiu o valor 1 quando o observador contrata a
melhor secretdria e 0 quando ele contrata qualquer outra que nao seja a melhor. O
conjunto das estratégias puras para o observador é dado por X = {1,2,...,n},
em que 1 significa contratar a primeira entrevistada, 2 significa contratar a se-
gunda entrevistada e assim sucessivamente. J4 o conjunto das estratégias puras
para o oponente é Y = {L, Lo,..., L,}, em que L= escolher a primeira linha
do quadrado latino, Lo= escolher a segunda linha do quadrado latino e assim por

diante. A matriz do jogo &, entdo:

Ly Ly Ls Ly,
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
n 0o 0 0 1
Sejap’ = (p1 p2 ... pn) uma estratégia mista qualquer para o observador.
O oponente usa, entio, uma estratégia mista uniforme, q” = (1/n 1/n ... 1/n),

ja que sua intencdo € escolher qualquer linha ao acaso do quadrado latino ciclico

58



n x n. O payoff médio é, entao:

10 -+ 0 1/n
pTAq:<p1 P2 pn) 0 1 0 1/.7”6
00 1 1/n

1/n

T e

1/n

1
plAq = ~(p1tpat . +pn)
1

1
n

O que fornece o resultado esperado.

Segunda situacgfo. Sera considerado aqui o caso no qual o oponente escolhe
apenas a posicdo da melhor candidata. Dessa forma, as demais candidatas t€m
a mesma probabilidade de estarem nas outras (n — 1)! ordens possiveis. Se a
melhor candidata é colocada na posicdo r, tal estratégia recebe o nome de 7).
e T representa a estratégia mista que escolhe 7, com probabilidade p,. Supde-
se, ainda, que o observador utilize apenas estratégias S;: ignorar as primeiras ¢
candidatas e escolher a primeira candidata relativamente melhor que as anteriores.
Denotou-se por S a estratégia mista que escolhe .S; com probabilidade ;. Agora,
se 0 observador usar a estratégia S; e o oponente usar 7., a probabilidade de ganhar
€ 0 se 7 > r (ou seja, se a melhor candidata estiver entre as i-ésimas ignoradas pelo

observador) e i/(r — 1) sei < r.
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Assim, sempre que os jogadores utilizarem suas estratégias puras, ou seja, o
observador usar a estratégia .S; e o oponente usar a estratégia 7., o payoff médio
serd i/(r —1) quando ¢ < r. O observador obtera sucesso com sua estratégia S; se
a melhor candidata entre as primeiras r — 1 candidatas estiver entre as primeiras ¢

candidatas (Figura 4.2).

i e || r | -

melhor entre as melhor de todas
primeiras r-1

FIGURA 4.2: Esquema de posi¢Oes relativas das candidatas, considerando ¢ < 7.

Para ilustrar este fato e assim obter sua verifica¢do, considerou-se um conjunto
com r— 1 bolas distintas, dentre as quais hd uma bola considerada a melhor (Figura

4.3).

bola melhor

r-1 bolas

FIGURA 4.3: Conjunto com r — 1 bolas em que uma é melhor que as demais.

Sao colocadas ¢ bolas desse conjunto dentro de uma caixa. O nimero total de

maneiras possiveis de colocar essas ¢ bolas dentro da caixa ¢ igual a combinagio
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dasr — 1 bolas ¢ a i:

Agora, dentre as 7 bolas colocadas na caixa, deseja-se que a melhor bola esteja

entre elas (Figura 4.4).

i-1 bolas +
melhor

FIGURA 4.4: Caixa com 7 — 1 bolas e a melhor bola entre as »r — 1 bolas do
conjunto.

O nimero total de maneiras possiveis de colocar ¢ — 1 bolas mais a melhor
bola de » — 1 bolas distintas numa caixa é a combinacdo de r — 2 bolas i — 1 a

7 —1:

r—2
o= :
l —_

Dessa forma, a probabilidade de sucesso, ou seja, a probabilidade de a melhor
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bola estar entre as ¢ bolas na caixa é

r—2
. (r—2)!
i—1 (i—DI(r—i—1)!
P[sucesso] - - ( — 1)'
.1 r !
il(r—i—1)!
1
(r—2)! il(r—i—1)!

P[sucesso] :(i—l)!(T*ifl)! ' (’r‘fl)!

P[sucesso] = 71_71

Portanto, quando ¢ < r, a probabilidade do observador contratar a melhor
secretaria é i/(r — 1).

A matriz do jogo para o observador é, entdo:

Ty, T3 Ty - Th1 Ty
s, 0 1 1/2 1/3 -+ 1/(n—2) 1/(n—1)
S5 00 1 2/3 - 2/(n—2) 2/(n—1)
Ss 00 0 1 - 3/(n-2 3/(n—1)
Sn_1 0O 0 O 0 0 1

A probabilidade de o observador contratar a melhor candidata usando a estratégia

S e o oponente usando a estratégia mista 7' = (p1,p2,...,pn) é, conseqiiente-
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mente

n .
> v
Dr .
- r—1
r=i+1

O oponente deseja, naturalmente, escolher uma estratégia mista 7' que lhe as-
segure minimizar o sucesso do observador.

Para a obtenc¢do de tal estratégia, fez-se necessério o uso de um procedimento
que iguala o ganho médio, ou seja, a equalizac¢do das estratégias. Dai, se o opo-
nente usa a estratégia 7T', igualando seu retorno médio quando o observador escolhe
as linhas 7 e ¢ + 1, obtém-se:

Z pjjilz ij;’—l

Jj=i+1 J=i+2

que pode ser resolvido por recorréncia, como segue.

Para: = n — 2, tem-se:

j=n—1 Jj=n
n—2
Pn—1+DPn l—pn
n—2
Pn—1=Pn 1-
n—1
1
Pn—1=DPn fl

Parai = n — 3, tem-se:

j=n—2
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n—3 n—3 n—2
Pn—2+Pn-1 +DPn =Pn-1+Pn
n—2 n—1 n—1

pes = (=g )

1
Pn—2 :pn‘m

E assim sucessivamente, de onde se retira a seguinte generalizaco:
1

Pj=Pn-~
J "y

n
Como Z pj = 1, segue que
j=1

p1+po+...+pp1+pn=1

1 1
Pn-l+pn-z+...+pp-——+pp=1
2 n—1

1 1
Lo+t —a+1) pn=1

n—1
n—1 1 -1
. <1+Zi>
=1
Pode-se, entdo, tomar p; = K/j e p,, = K, em que:
n—1 1 -1
K=|1 - .
)
=1
A probabilidade de sucesso é, entdo, K.

Similarmente, se o oponente usa a estratégia 7', e o observador faz uso de

uma estratégia mista S = {71, mo,...,my_1}, a probabilidade de o observador
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contratar a melhor candidata é:

r—1 .
Somi

s .
. r—1
=1

O observador deseja, naturalmente, escolher uma estratégia mista S que lhe
assegure maximizar o seu sucesso.

Utilizando o mesmo raciocinio anterior, tem-se 7; = K /i,parai = 1,2,...,n—
1. O retorno médio do observador usando essa estratégia €, entdo, K.

Essa é, portanto, a verdadeira solugdo minimax desse jogo de duas pessoas.

Terceira situacao. O observador utiliza estratégias que visam garantir a con-
tratacdo de uma boa secretdria (com posto baixo). Supondo que o oponente tem
total liberdade de escolher a ordem de apresentacdo das candidatas, este possui
uma estratégia que impede o observador de obter, em média, uma candidata com

(n+1) . . -
posto ———=. Tal estratégia consiste em apresentar, sempre com probabilidade
2

igual a 1/2, a melhor ou a pior secretéria, entre aquelas que ainda nio foram entre-
vistadas. A Figura 4.5 ilustra a situacdo, em que os ndmeros representam o posto
das candidatas e os caminhos no grafo (sempre para a direita) representam todas
as seqiiéncias possiveis de apresentacdo das candidatas. De fato, o observador
ndo pode fazer mais do que o alcangado com a estratégia mais simples, que corres-
ponde a escolher um ndmero j sorteado entre 1 e n e contratar a j-ésima candidata.
Se a ordem é aleatéria, a esperanga do posto da contratada é % Z;;l j= %(n +1).

Em termos de estratégias puras, o observador possui n estratégias puras (con-
tratar a primeira candidata, a segunda, ..., a n-ésima) e o oponente possui 2”7 ~!
estratégias puras (o nimero de caminhos que podem ser percorridos no diagrama
de 4rvore da figura 4.5).

A matriz do jogo pode ser representada da seguinte forma, em que cada entrada

¢ o posto relativo de cada secretdria contratada (ou seja, 1 = contratar a melhor
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FIGURA 4.5: Grafo representando todas as seqii€ncias possiveis utilizando a es-
tratégia do oponente.

secretdria, 2 = contratar a segunda melhor e assim sucessivamente):

1 1 1 1 1 n n n n n

2 2 n ... n 1 ... 1 n—-1 ... n—1
n—1 n 2

n n—1 1

A primeira linha da matriz indica que o observador contrata a primeira candi-
data entrevistada; assim, ele contrata a melhor candidata (representada na matriz
pelo nimero 1), com probabilidade igual a 1/2 ou contrata a pior candidata, n,
também com probabilidade igual a 1/2. J4 na segunda linha, o observador con-
trata a segunda candidata entrevistada, ou seja, ele contrata a melhor candidata
(1), ou a segunda melhor (2), ou a pior (n) ou, ainda, a segunda pior (n — 1) todas
com probabilidade igual a 1/4. De maneira geral, na k-ésima linha, o observador

contrata a k-ésima candidata entrevistada; ele contrata a melhor (1), ou a segunda
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melhor (2), ..., ou a k-ésima melhor, ou a pior (n), ou a segunda pior (n — 1), ...,
ou, ainda, a k-ésima pior (n — (k — 1)), todas com probabilidade igual a 1/2*. As
colunas da matriz apresentam todas as permutacdes possiveis (caminhos no grafo).

Pode-se, ainda, observar, nesta matriz, o nimero de vezes que cada posto dis-
tinto aparece. A primeira linha da matriz significa que o observador contratou na
primeira entrevista, ou seja, ele se encontra no primeiro vértice do diagrama de
arvore apresentado na Figura 4.5. Nesta posicdo, ele possui apenas duas chances:
ou contrata a pior ou a melhor candidata com probabilidade igual a 1/2. Assim, a
pior candidata (n) é apresentada Col vezes e a melhor candidata (1) é apresentada
C{ vezes. Como o oponente possui 2"~ ! estratégias puras, ou, ainda, 2"~ ! ma-
neiras de ordenar as candidatas que serdo apresentadas ao observador, os postos 1
e n aparecem na primeira linha da matriz 1/2 - 2"~ - Cj e 1/2- 2771 C! vezes,
respectivamente.

De forma genérica, considerando-se a k-ésima linha da matriz, a pior candidata
(n) e a k-ésima melhor candidata (k) sdo apresentadas Cok ~1 vezes; a segunda pior
(n—1)ea(k—1)-ésima melhor (kK — 1) sdo apresentadas C’lk_1 vezes, ...;a(k—1)-
ésima pior (n — (k — 2)) e a segunda melhor (2) sdo apresentadas Ckkal vezes e,
por fim, a (k)-ésima pior (n — (k — 1)) e a melhor (1) sdo apresentadas Ckkjll
vezes. (Conforme os caminhos percorridos no diagrama da Figura 4.5 quando o

observador se encontra no k-ésimo conjunto de vértices.) Dessa forma, os postos
L,2,...,k,(n—(k—=1)),...,(n—1),n
aparecem na k-ésima linha da matriz

12k on=t. ol ok onl ot 12k 2T of Y

12k on=t okt 12k et of e 12k 2n T ot
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vezes, respectivamente.

Outro ponto que deve ser ressaltado € o fato de a soma dos elementos em
cada linha da matriz ser constante. Considerando-se a forma genérica apresentada
acima, pode-se verificar essa afirmacdo. Somando-se os elementos da k-ésima

linha da matriz, tem-se:

Tk [2”—(164-1)0016—1} +(n—(k—1)) [2 n—(k:-i—l)ckk:ll] 4
+(n— (k- 2)) [Qn—(kﬂ)ckk_—ﬂ o (n—1) Pn—(lﬁ-l)c«lk—l} 4
n [an(kJrl)COk—l} '

Fatorando-se essa expressdo, obtém-se:

k—1
gn(kF1) [n Y CF N kCyT + (k=20 T+
i=0
ot (R DCES + (K +2)0 (4.1)
A partir daqui, é conveniente fazer as seguintes observagdes:

k—1
v Zcik—l — 2k‘—1‘
i=0

k—1 k=1, ~k—1 _ ~k-1 . .
v Cym =C; CF = ()7, e assim por diante.

Dessa forma, pode-se fazer o seguinte agrupamento:

kCy~ '+ (—k+2)Cf ) =205 =i+ O]
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(k=2)CF ' 4 (~k+a)0)) =20f " =cF ' + o

e assim sucessivamente, obtendo-se:

k—1
Crok‘—l + Clk—l 4ot Ckk__gl + Ckk__ll — Z Cik’—l — zkfl'
=0

Retomando-se a expressdo (4.1) e considerando-se as observacdes que foram

feitas, segue que:

k-1
2= (k+1) |y Z Cikil + Cokil + Clkil Tt Ckk:21 + Ckkjll -
1=0

2k—1
2k—1

27D [n(2571) 2kt = 2n2(p 1 1),

Assim, fica demonstrado que a soma dos elementos de uma linha da matriz é
constante e igual a 2" 2(n + 1).

Agora, serd feita a verificacdo de que tal estratégia usada pelo oponente inibe
o observador de tomar qualquer estratégia que lhe traga alguma vantagem, ou seja,
nao importa qual estratégia o observador utilize, ele sempre obterd um posto médio
%(n + 1), independente da ordem escolhida pelo oponente.

Se o observador usa uma estratégia mista qualquer

n
emquemZO,paraizl,...,neZWizl
i=1
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€ 0 oponente usa a estratégia mista uniforme:
q = ( 1271 1/2n7t o 1/ond )
o payoff médio para o observador é dado por:

2"2(n 4 1)
1 2" 2(n +1)
T _
pAq—(m Ty ... Tp )1><n<2”_1> :

9n=2(n, + 1)

nx1

1
plAq = <2n1>2"2(n+ 1)[m1 + o + -+ + 7
1

pTAq =

2

de onde segue o resultado.
Este resultado é demonstrado em Chow et al.,* utilizando a sofisticada teoria

de Martingales.

*(Chow et al., 1964 citado por Freeman, 1983)
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5 CONCLUSAO

A utiliza¢do do formalismo bésico da teoria dos jogos apresentada permite a
solugdo do jogo de forma simples e eficiente, comparada a abordagem usual, que
¢ o célculo de probabilidades de alguns movimentos dos jogos.

Em razdo desse fato, € vidvel, sempre que possivel, que, didaticamente, os
jogos sejam abordados, de uma maneira geral, por meio de sua drvore de Kuhn, no
lugar de serem apresentados essencialmente como um problema de probabilidade.

Ao se abordar um jogo, é importante utilizar seu formalismo apresentado,
escrevendo-o tanto na sua forma extensiva quanto na sua forma normal.

A teoria dos jogos pode ser aplicada a diversos problemas reais tomados como

jogos entre duas ou mais pessoas.
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