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RESUMO

Emiliano, Paulo César. Fundamentos e Aplicacoes dos Critérios de Informa-
¢ao: Akaike e Bayesiano. 2009. 92p. Dissertacdo (Mestrado em Estatistica e
Experimentaciio Agropecudria) - Universidade Federal de Lavras, Lavras. "

Objetivou-se com este estudo apresentar os fundamentos do critério de informacdo
de Akaike (AIC) e do critério de informacdo Bayesiano (BIC), amplamente utiliza-
dos na selecdo de modelos, e geralmente pouco entendidos. A selecdo de modelos
¢ de vital importancia em estudos cientificos, devendo portanto estar embasada em
principios cientificos concretos, como a parcimdnia. O AIC e o BIC sdo critérios
que penalizam a verossimilhanga, para que um modelo mais parcimonioso seja
selecionado. Estes critérios baseiam-se nos conceitos de informacao e entropia,
que sdo fundamentais para o completo entendimento dos mesmos. Procurou-se
explicar tais conceitos para que o entendimento desses critérios fosse completo.
Também foram dadas duas aplicacdes do AIC e BIC, em regressdo e na selecao
de modelos normais. Os resultados obtidos ao utilizar-se os dois critérios foram
os mesmos para as duas aplicacdes feitas, e embora 0os mesmos modelos tenham
sido selecionados, o AIC e o BIC ndo necessariamente proporcionam os mesmos
resultados.

Palavras-chave: Critério de Informacdo de Akaike, Entropia, Critério de Informa-
¢do de Schwarz, Informagdo de Kullback-Leibler, Selecdo de Modelos.

“Comité Orientador: Mairio Javier Ferrua Vivanco - UFLA (Orientador), Fortunato Silva de
Menezes (Co-orientador)
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ABSTRACT

Emiliano, Paulo César. Fundamentals and Applications Criteria for Infor-
mation: Akaike and Bayesian. 2009. 92p. Dissertation (Master in Statistics and
Agricultural Experimentation ) Federal University of Lavras, Lavras.”

This study presented the foundations of the Akaike Information Criterion (AIC)
and the Bayesian Information Criterion. (BIC), largely used in the selection of
models, and usually little understood. The selection of models is essential in sci-
entific studies, consequently, it should be based on solid scientific foundations, as
the parsimony. The AIC and BIC are criteria that punish the likelihood, so that
a more parsimonious model is selected. These criteria are based on concepts of
information and entropy, that are fundamental for their complete understanding. It
was tried to explain such concepts in order to make the understanding of these cri-
teria complete and clear. Two applications of AIC and BIC were Also given, both
in regression and in the selection of normal models. The results obtained when
using the two methods were the same for the two done applications. But although
the same models have been selected -AIC and BIC- they do not necessarily provide
the same results.

Key-words: Akaike Information Criterion, Bayesian Information Criterion, En-
tropy, Kullback-Leibler Information, Model Selection.

“Guindance Committee: Mario Javier Ferrua Vivanco - UFLA. (Adviser), Fortunato Silva de
Menezes - UFLA. (Co-Adviser)
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1 INTRODUCAO

Muitas pessoas t€m o dom da ciéncia, sdo cientistas e tentam entender os fend-
menos que hd muito intrigam os homens. Porém, a maioria da populacdo nao es-
tuda estes fendmenos, seja porque os acha complicados demais ou porque nao t€ém
acesso a informacao para entendé-los. Cabe, pois, aos cientistas levar a informagao
e explicar os fendmenos a estas pessoas da forma mais simples possivel.

Em geral um fendmeno em estudo pode ser explicado através de um modelo.
Os modelos sdo os principais instrumentos utilizados na estatistica. Eles sdo uma
versdo simplificada de algum problema ou situacdo da vida real e destinam-se a
ilustrar certos aspectos do problema, sem contudo, se ater a todos os detalhes.

Geralmente os fendmenos observados sdo muito complexos e ¢ impraticivel
descrever tudo aquilo que é observado com total exatiddo. Dificilmente consegue-
se traduzir em simbologias e férmulas matemdticas aquilo que € visto com perfeita
exatiddo. Se isto for possivel, deve-se ao fato do fendmeno ser perfeitamente
conhecido e um modelo deterministico o explica. Um modelo deterministico é
estabelecido quando tudo relacionado ao fendmeno em estudo é conhecido, e por
isso ele €, exatamente o mecanismo de geragdo dos dados obtidos no estudo.

Mas em situagdes praticas o total conhecimento do fendmeno ndo acontece,
0 que torna impossivel descrever o0 mesmo através de um modelo deterministico.
Faz-se uso entdo dos modelos estatisticos, aqueles em que hd uma parte sistema-
tica e outra parte aleatoria, como por exemplo, os modelos lineares generalizados.
Neste tipo de modelo, ndo se pode determinar quais dados serdo obtidos antecipa-
damente, mas o conjunto do qual os resultados sdo obtidos € usualmente conhe-
cido. Ao se aproximar um fenomeno por um modelo probabilistico, havera perda

de informacao ao fazer-se tal modelagem, sendo que esta perda deve ser minima



para ndo comprometer o entendimento do fendmeno em estudo.

Nao raro, tem-se mais de um modelo para descrever o mesmo fendmeno, haja
vista que ndo ha uma receita a ser seguida, tendo cada pesquisador a liberdade de
modelar o fendmeno seguindo a metodologia que julgar mais adequada. Desse
modo, ao se deparar com dois (ou mais modelos) € natural questionar: “Dentre
estes modelos qual deles é o mais adequado?”’. O conceito de melhor modelo é
controverso, mas um bom modelo deve conseguir equilibrar a qualidade do ajuste
e a complexidade, sendo esta, em geral, medida pelo nimero de parametros pre-
sentes no modelo; quanto mais parametros, mais complexo o modelo, sendo pois
mais dificil interpretar o modelo. A selecdo do “melhor” modelo torna-se entio
evidente.

Burnham & Anderson (2004), enfatizam a importancia de selecionar modelos
baseados em principios cientificos. Diversas sdo as metodologias utilizadas para
selecionar modelos tais como C),, de Mallows, Regressdo Stepwise, Critério de
Informacgdo de Akaike (AIC), Critério de Informacdo Bayesiano (BIC), Critério
de Informacgao Generalizado (GIC), dentre outros.

As metodologias acima citadas, baseiam-se nos conceitos de Informacédo e
Entropia. Estes conceitos sdo de fundamental importancia para que se possa ter
completo entendimento dos critérios AIC e BIC, que serdo objetos de estudo neste
trabalho.

Nos critérios AIC e BIC cada modelo d4 um valor e o modelo que apresentar
o menor valor AIC (ou BIC) é considerado como o “melhor” modelo. Um ques-
tionamento natural que se faz é: “Por que o Critério com menor AIC (ou BIC) é
selecionado?”.

Objetivou-se com este trabalho explicar, ilustrar e comparar os critérios AIC e

BIC, amplamente utilizados para a selecdo de modelos e por vezes pouco entendi-



dos. Através de algumas aplicacdes, espera-se que a metodologia destes critérios
seja entendida para que, ao se utilizar tais critérios, tenha-se perfeita consciéncia

do resultado obtido e se saiba interpretd-lo com total seguranca.



2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo, serdo apresentados alguns conceitos que serdo uteis para atingir

0 objetivo proposto neste trabalho.

2.1 Modelos

Em estudos nas mais diversas dreas, tais como ciéncias sociais, epidemiologia,
zootecnia, etc, hd vdrios aspectos que sdo ndo deterministicos. Assim sendo, mo-
delos puramente mateméticos ndo sdo adequados para modelar esse tipo de estudo.
Um caminho para a modelagem de fendmenos ndo deterministicos sdo os modelos
probabilisticos.

De acordo com Stevenson (2001), um modelo é uma versao simplificada de
algum problema ou situagdo da vida real destinado a ilustrar certos aspectos do
mesmo sem levar em conta todos os detalhes. Além disso, o modelo permite checar
se sua forma funcional estd representando bem o fendmeno em estudo, sem porém
deixar de levar em conta o conhecimento do pesquisador acerca do assunto.

Para fendmenos complexos™, é bastante raro ter s6 um modelo plausivel, mas
vérios para escolher um dentre eles. Em tais situagdes, a selecio do modelo se
torna um problema fundamental. Porém Ghosh & Samanta (2001), afirmam que
para muitos cientistas, modelos sdo sindnimos de paradigmas. Assim, o problema
de escolher um modelo s6 aparece quando aquela ciéncia estiver nas encruzilha-
das. Por exemplo, quando fisicos tinham que escolher entre a gravitacdo na Teoria
Classica de Newton e a gravitacdo na Teoria da relatividade de Einstein.

Na estatistica cldssica, normalmente a selecdo de modelos € feita na fase de

analise exploratéria dos dados. Uma andlise cuidadosa de dados deve sempre con-

“Aqueles em que hd muitas varidveis interferindo no modelo, sendo estas muitas das vezes
desconhecidas



siderar o problema de determinacdo do modelo, isto €, o problema da avaliagdo e
escolha do modelo que melhor represente a situacdo em estudo (Miranda, 2006).
Todo subseqiiente estatistico depende da analise do modelo selecionado.

Ocasionalmente, ha estudos de sensibilidade da andlise subseqiiente com res-
peito ao modelo selecionado. Porém, a estatistica, em geral, ndo enfatiza a selecdo
de modelos, nem d4 uma devida certeza acerca do modelo que é assumido atra-
vés de convengdo ou selecio por andlise exploratéria. Entretanto, ha certas areas
da estatistica cldssica em que a selecio do modelo desempenha um papel impor-
tante, como por exemplo, regressao linear e séries temporais. Assim, o problema
torna-se de selecdo de modelos ( Ghosh & Samanta, 2001).

De acordo com Mazerolle (2004), selecdo de modelo € a tarefa de escolher
um modelo estatistico de um conjunto de modelos plausiveis. Em sua forma mais
bdsica, esta € uma das tarefas fundamentais das pesquisas cientificas. Dos tantos
modelos plausiveis que poderiam ser ajustados aos dados, como pode-se escolher
um bom modelo?. A modelagem estatistica geralmente decide entre um conjunto
de possiveis modelos, conjunto este que deve ser selecionado pelo pesquisador.
Freqiientemente, modelos simples, como polindmios, sdo usados como ponto de
partida. Burnham & Anderson (2004) enfatizam a importancia de selecionar mo-
delos com bace em principios cientificos.

Ao se estudar um fendmeno, o conhecimento prévio que o pesquisador tem
acerca deste é de fundamental importancia e deve ser levada em conta. Porém, este
deve embasar-se também em outros principios cientificos para fazer sustentar suas
conclusdes acerca do fendmeno. De acordo com Mazerolle (2004), trés principios

regulam nossa capacidade de fazer inferéncia nas ciéncias:
1- Simplicidade e parcimOnia

Sugerem que a explicacdo mais simples € passivel de ser a mais provavel.



2- Trabalhando Hipdteses

A selecdo de modelos traduz-se em testar para os dados em maos uma série de

modelos plausiveis.
3- O poder da evidéncia

D4 uma indicacio de qual modelo é o melhor entre os modelos testados, e o poder
do teste para cada modelo.

Conforme Mazerolle (2004), seria ingénuo esperar que os melhores resultados
incluam todas as varidveis no modelo. Isto viola o principio cientifico fundamen-
tado na parcimonia, que requer que dentre todos os modelos que expliquem bem
os dados, deve-se escolher o mais simples. Assim, deve-se conciliar um modelo
mais simples, mas que explique bem o fenémeno em estudo.

Segundo Konishi & Kitagawa (2008), uma vez que o conjunto de possiveis
modelos foi selecionado, a andlise matemaética permite determinar o melhor destes
modelos. O significado de “melhor” é controverso. Uma boa técnica de selecao
de modelos equilibrard qualidade do ajuste e complexidade. Modelos mais com-
plexos poderdo melhor adaptar sua forma para ajustar-se aos dados (por exemplo,
um polinémio de quinta-ordem pode ajustar exatamente seis pontos), mas muitos
pardmetros podem ndo representar nada util ou explicdvel.

De acordo com Mazerolle (2004), a qualidade do ajuste é geralmente determi-
nada usando-se razdo de verossimilhangas ou uma aproximacao dela, conduzindo
a um teste qui-quadrado. A complexidade é geralmente medida contando o nu-
mero de parAmetros inclusos no modelo. Entretanto, antes de se construir modelos
(por exemplo, um modelo de regressdo linear ou qualquer outro modelo generali-
zado) deve-se ter em mente que ndo existem modelos verdadeiros. Tem-se apenas

modelos aproximados da realidade. O que se faz entdo é minimizar a perda de



informagdes. George Box fez uma famosa afirmativa acerca disso: “Todos os mo-

delos sdo errados, mas alguns sio tteis”!.

2.2 Informacio

A palavra informagdo vem do latim “informare”, dar forma, poér em forma
ou aparéncia, criar, representar, apresentar, criar uma idéia ou nocao, algo que
¢ colocado em forma, em ordem. Como se pode ver, informacdo é um termo
altamente poliss€mico (que tem vdrios significados) (Ribeiro, 2008).

Segundo Ribeiro (2008), a teoria da informacao é um ramo do conhecimento
humano cujos objetivos envolvem a conceituagdo matemaética do termo informacao
e a construcdo de modelos capazes de descrever os processos de comunicagdo. O
artigo “A Mathematical Theory of Communications”, publicado por Claude Shan-
non em 1948, langou as bases para a moderna teoria das comunicagdes Shannon
(1948), apud Ribeiro, (2008). Qualquer processo de comunicag@o envolve trans-
feréncia de informacao entre dois ou mais pontos. Segundo Fernandes & Azevedo
(2006), o problema fundamental das comunicacgdes € o de reproduzir em um ponto,
exatamente ou aproximadamente, uma mensagem selecionada em um outro ponto.

De acordo com Shannon (1948) apud Ribeiro (2008), um sistema de comuni-

cacdo consiste de 5 partes:

1- Uma fonte de informacdo que produz uma mensagem ou seqiiéncia de men-

sagens a serem comunicadas ao terminal receptor;

2- Um transmissor (codificador) que opera na mensagem de modo que esta

possa ser transmitida sobre o canal;

3- Um canal que é o meio pelo qual a informagdo serd transmitida. Este meio

'Tradugdo nossa. “All models are wrong but some are useful”(Draper & Smith, 1998)



contém ruido (em casos ideais o ruido é desconsiderado) e ird alterar de

alguma forma a mensagem original;

4- O receptor (decodificador), que apenas faz a funcdo inversa do transmissor

de modo a obter a mensagem original;
5- O destino, para quem a mensagem ¢ encaminhada.

Esquematicamente, tem-se a Figura 1 abaixo (Ash, 1965):

Fonte de
Informagio Transmissor Y Receptor Destino
Sinal
Smal Fecehid
IMensagem 5 ceemon Mensagem
g g
Fonte de

Fuido

FIGURA 1: Modelo esquematico de um sistema geral de comunicagao.

Segundo Shannon (1948) apud Ribeiro (2008), uma fonte de informacdo é
um elemento participante do processo de comunicagdo que produz informacgao,
enquanto que o destinatario é o elemento que recebe a informacao produzida por
essa fonte. Em uma conversacdo os participantes costumeiramente se revezam
nos papéis de fonte e destinatdrio, e a informacdo circula na forma de palavras,
possivelmente selecionadas de um vocabuldrio conhecido por todo o grupo.

Se um portugués disser a um polaco “Bom dia”, provavelmente ndo havera
transmissdo de informacao entre os dois. No entanto, se o portugués disser “Dzien
dobry”, provavelmente o polaco ird retribuir com um sorriso, pois entendeu a sau-
dacdo. Logo, para que haja transmissao de informacao, o cédigo usado na comu-

nicacio tem de ser perceptivel por ambas as partes.



Segundo Ash (1965), um conjunto de palavras-cédigo capaz de representar
todas as saidas possiveis de uma fonte constitui um c6digo para a fonte de infor-
magdo. Codificadores sdo elementos (seres humanos, circuitos, programas, etc),
que representam as mensagens geradas pela fonte empregando um cédigo espe-
cifico. Um decodificador é responsavel por desfazer o mapeamento realizado por
um codificador.

De acordo com Ash (1965), Shannon desenvolveu a teoria da informacao e
transmissdo de sinais digitais baseados em seqiiéncias de zeros e uns. E af que
define o problema fundamental da comunicacdo como o de “reproduzir num local,
de forma aproximada ou exata, uma mensagem selecionada noutro local”. Assim
estabeleceu-se entdo o esquema de transmissdo de informagao, hoje cldssico, com
uma mensagem que parte de uma fonte, € codificada e emitida por um transmissor,
passa por um canal de comunicagdo, sofre perturbacdes designadas por ruidos, e
chega depois ao receptor, passando por um sistema de decodificacdo. Ao falar
de “uma mensagem selecionada”, Shannon refere-se a uma seqiiéncia informativa
que pode ser escolhida dentre muitas outras que aparecerdo com iguais ou dife-
rentes probabilidades. Define entdo a quantidade de informag@o com base na sua
incerteza ou dificuldade de previsao.

Supondo, por exemplo, que um emissor transmita a mensagem ‘“bom dia”, letra
por letra, ao emitir as primeiras letras, hd uma expectativa da parte do receptor, que
veé surgir as letras “b”, “0”, “m”, um espaco, e depois o “d” e o “i”. O “a” final
€ quase intil, pois sua probabilidade de ocorréncia é tdo grande, para dar sentido
a seqiiéncia anterior, que a quantidade de informacao transmitida por essa letra é
muito menor que a transmitida pelas primeiras. Assim, quanto menor € a incerteza
ou dificuldade de previsdo, menor € a quantidade de informacao, e vice-versa (Ash,

1965).



Se, por exemplo, houver o evento X="0 sol nasce”, a resposta a pergunta “O
sol nascerd hoje?”” nlo traz nenhuma informacao; entretanto, se fez a pergunta “O
Cruzeiro sera o campedo mundial de 2009?” Como isso é pouco provavel, uma
resposta positiva a essa pergunta oferece uma quantidade de informacido muito
maior que divulgar uma resposta negativa. Assim, eventos improvéveis contém
mais informagdes do que os eventos mais provaveis (Ribeiro, 2008).

De acordo com Fernandes & Azevedo (2006), a teoria da informacao de Shan-
non € apropriada para medir incerteza sobre um espaco desordenado, isto €, ela é
util para analisar varidveis qualitativas nominais, tais como sexo, raga, etc., pois
ndo € possivel uma ordenagdo dos seus resultados. Neste sentido ndo é possivel
definir uma distancia entre os elementos do espaco, tais como a distincia entre o
sexo masculino e o sexo feminino.

A nocdo de distancia, acima referida, pode ser entendida a partir da seguinte

defini¢do (Domingues, 1982):

Defini¢do 2.1 Dado um conjunto M # () sejad : M x M — R e indique-se
por d(z,y) a imagem de um par genérico (x,y) € M x M, através da fungdo d.

Diz-se que d é uma distdncia sobre M se as seguintes condicdes se verificam:

dz,y) =0<=z=y,Vr,ye M (2.1)
d(z,y) = d(y,z),Yo,y € M (2.2)
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),Vr,y,2 € M (2.3)

Por exemplo, a informacdo de Shannon € usada sobre um espaco de letras do
alfabeto, j4 que letras ndo tém “distancias” entre elas, ndo sendo possivel quantifi-
car o quanto a letra “m” se distancia da letra “e”.

De acordo com Bolfarine & Sandoval (2000), uma medida alternativa de in-
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formacao foi criada por Fisher, para medir incerteza sobre um espago ordenado,
isto é, a informacdo de Fisher pode ser usada para varidveis qualitativas ordinais
que permitem uma ordenagdo dos seus resultados (tais como conceitos finais em
uma disciplina, peso de pessoas, etc.). Para informagdo sobre valores de parime-
tros continuos, como as alturas de pessoas, a informacao de Fisher ¢ usada, ja que
tamanhos estimados t&€m uma distancia bem definida.

Conforme Bolfarine & Sandoval (2000), a informacado de Fisher é assim defi-

nida:

Definicao 2.2 A quantidade

Ir(0)=E

<610g (gg(xye))ﬂ

é denominada informacdo de Fisher de 0.

Se ha uma amostra aleatdria X1, Xo, ... X,,, da varidvel aleatéria X com fun-
¢do de densidade de probabilidade f(x|f) e informagdo de Fisher Ir(6), a in-
formagdo total de Fisher de # correspondente a amostra observada € a soma da
informacdo de Fisher das n observag¢des da amostra, isto &,

5 <W>1 — nlp (6),

00

em que log L (X0) € a funcdo de log verossimilhanga, que serd definida em 2.21.

Sabendo como a informagdo é gerada, como se pode medir quanta informa-
¢do € produzida? Como quantificar uma determinada mensagem recebida? Com
proposito de responder estas perguntas considere-se a situacio abaixo descrita em
Silva (2008):

Exemplo
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Um sistema deve transmitir o estado do tempo. Suponha que se classifica o tempo
da seguinte forma: limpo, nublado, chuvoso e nevoeiro. Define-se informagdo
como a quantidade de incerteza que o receptor tem acerca da mensagem que estd
recebendo. Por exemplo, suponha que o receptor conhece as seguintes probabili-

dades para o estado do tempo:

Estado do tempo  Probabilidade

Limpo 0.65
Nublado 0.20
Chuvoso 0.10
Nevoeiro 0.05

Como a probabilidade do tempo estar limpo é grande, na maioria das vezes, o
tempo estd limpo, e ao se dizer que ele estd limpo transmite-se pouca informagdo.
Por outro lado, ao se dizer que ele estd com nevoeiro, trata-se de uma situacdo
pouco freqiiente, e portanto, transmite-se muita informacdo.

De acordo com as probabilidades conhecidas, uma seqiiencia tipica de trans-
missdo didria poderia ser: “limpo limpo limpo limpo limpo nublado nublado chu-

voso limpo”. Se for usado o seguinte codigo bindrio para codificar as mensagens:

Estado do tempo  Codigo

Limpo 00
Nublado 01
Chuvoso 10
Nevoeiro 11

a mensagem acima referida é codificada da seguinte forma: “00 00 00 00 00
0101 1000, ou seja, o niimero de “bits” necessdrios para transmitir é 18.
O niimero de “bits” necessdrios para codificar uma determinada informagdo

segue uma relacdo inversa a probabilidade de ocorréncia do evento. Assim quanto
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maior for a probabilidade de ocorréncia do evento transmitido, (quanto menor
a informagdo transmitida), menos “bits” serdo necessdrios para codificd-la, e
quanto menor a probabilidade de ocorréncia do evento (maior informagcdo), mais
“bits” serdo necessdrios para codificd-la.

Nesta forma de transmiss@o haverd uma compressdo dos dados que acarreta
perda de uma pequena parte da informacgdo que foi originalmente transmitida.

Segundo Kawada (1987) apud Konishi & Kitagawa (2008), para quantificar a
informacdo perdida ao ajustarmos um modelo, existem diversas medidas propostas
na literatura. Como exemplo tem-se:

1- A Estatistica de y2, dada por:

S

2
1=y (fi }igi) _
i=1

i

—

k
=)
=1

2- A distancia de Hellinger, dada por:

I (o) = [{VI®@ - Vo@)} do

3- A informacdo generalizada, dada por:

I(g: f) = }\/{(;Ei;)A—l}g(x)dx. (2.4)

4- O critério Deviance, dado por:

D (¥) = =2 [log L (¥s2) ~ log L (¥:2)] .

em que ¢ € o espaco paramétrico e 1) é o espago restrito.
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5- A divergéncia, dada por:

Dg:N) = [utg@iae= [u (40w

(z)
f(x)

Q

sendo que t(z) =
6- A L' — norm, dada por:
Li(g; f) :/yg(x) — f(2)|d.
7- A L? — norm, dada por:
Lay(g; f) = /{g (x) — f (x)}dx.

8- A Informagdo de Kullback-Leibler, dada por:

10y = 5 o (220)] = [ s (242

(2.6)

sendo f, g f; e g; sdo fungdes de distribui¢do quaisquer, A\ € R* e u(x) uma

fungdo tal que u : R — R,

Se em (2.6), g(z) é a “verdadeira” distribui¢o, ou seja, g(x) é o modelo de-

terministico, do qual verdadeiramente sdo gerados os dados (raramente conhecido

devido a complexidade do fendmeno) e f(x) for o nosso modelo estatistico sele-

cionado para modelar o fendmeno, o valor da informacdo de Kullback - Leibler é

uma quantificacdo da similaridade entre nosso modelo estatistico e a “verdadeira”

distribuicdo.

Conforme Mazerolle (2004), Kullback e Leibler definiram esta medida, pos-

teriormente chamada Informagdo de Kullback-Leibler (K-L) para representar a
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informacdo perdida pela aproximacio de nosso modelo da realidade.
De acordo com Konishi & Kitagawa(2008), vale a pena observar que se na
equacgdo (2.4) se fizer A — 0 e sob certas condi¢gdes de regularidade, serd obtida a

informacdo de Kullback-Leibler; de fato:

A
;igbh(g;f)=lim1 {(g(x)> —1}g(w)dw

A—0 A f(z)

e K?E; )'n @gg)] iz

_/g(x)ln@g;) dz =1(g; f).

Além disso, se em (2.5), tomar-se u(x) = log(z) encontrar-e-4 também a infor-

magcdo de Kullback-Leibler, isto €, ela € um caso especial da divergéncia. De fato:

D)= [u(40 )awdo= [1o (5 )arde=1(5:1).

2.2.1 A informacao de Kullback-Leibler

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com distribuicdo de probabilidades
p(X). De acordo com Ribeiro (2008), Shannon definiu a quantidade de infor-

magao associada a ocorréncia do evento X; como:

1
I@»=M&p)=4m@m @7)
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em que p; € a probabilidade de ocorréncia do evento X;. A funcdo definida em
(2.7) indica o total de conhecimento sobre o resultado de um certo evento, assim
como intuitivamente esperava-se, um evento menos provavel tem mais informagdo
que outro mais provavel. Se o logaritmo tiver base 2, o conteido da informacao
serd expresso em bits. Se a base do logaritmo € e, entdo o contetido da informa-
cdo € medido em nuts e finalmente se a base for 10 o contetido da informagdo
serd medido em hartley. Nesse trabalho, € utilizada a base e, pois a informagao
com a qual Kullback e Leibler trabalham é definida nessa base, porém em alguns
exemplos a base 2, também serd utilizada.

A utilizacdo do log na funcio definida por Shannon pode ser explicada facil-
mente no caso de acontecimentos eqiliprovdveis. Por exemplo, se o nimero de
simbolos que constituem o alfabeto é M, entdo o niimero de bits, N, necessarios
para representar todos os M simbolos é: M = 2V, sendo N = log, M. No caso
de simbolos eqiiiprovaveis: p (s;) = ﬁ, logo séo necessdrios N = log, ﬁ&_), bits
para representar cada simbolo.

Considere-se uma fonte S cujas saidas sdo seqiiéncias de elementos selecio-
nados de um conjunto A = {ag, a1, as,...,a,}. Esse conjunto é o alfabeto da
fonte e os seus elementos a;,7 = 0,1,2,...,n, sdo denominados letras ou sim-
bolos (Ribeiro, 2008). Considerando-se que os simbolos emitidos pela fonte sdo
estatisticamente independentes entre si, estamos na presenca de uma fonte sem

memoria. Nesse caso, a fonte fica completamente descrita pelo seu alfabeto A e

pelas probabilidades de ocorréncia dos simbolos do alfabeto fonte:

P = {p(ao),p(a1), p(az), ... plan)}, sendo que > p(a;) = 1.
=1

A ocorréncia do simbolo a; significa a geragdo de I(a;) = loggﬁ bits de

16



informacgao.

Como exemplo considere o arremesso de uma moeda em que P(cara) = ; e

PN

P (coroa) = 3. Assim o contetdo da informagdo é:
1 . 3 .
I (cara) = —logy (4) = 2bits e I (coroa) = —logs <4) = 0,41bits.

Sendo X e Y dois eventos, é desejavel que a funcdo de informacdo tenha

algumas propriedades (Shannon, 1948):
1- Se P(X =2) =0o0u P(X =) = 1,entdo I(X) = 0;
2- Se0 < P(X =) < 1,entdo I(X) > 0;
3- Se P(X =xz) < P(Y =y),entdo I(X) > I(Y);
4- Se X e Y sdo eventos independentes, entdo I(X,Y) = I(X) + I(Y).

Em seu artigo publicado em (1948), Shannon demonstrou que s existe uma

funcdo, satisfazendo as pressuposicdes acima:

n
I(X) ==K pilogp;
i=1
em que K > 0e I(X) é uma medida de incerteza contida na variavel aleatéria.

A fung¢do H = — i p;log p; (a constante K é meramente uma constante
que s6 depende da unicllzclle de medida) desempenha um papel central na Teoria
da Informacdo, sendo uma medida de incerteza contida na varidvel aleatéria. A
funcao I pode ser transformada na funcao entropia, definida em certas formulagdes
de mecanica-estatistica em que p; € a probabilidade do sistema estar na fase ¢. A
quantidade I é, por exemplo, a constante do famoso teorema de Boltzmann (Young
& Freedman, 2003). Aqui, a quantidade H = — i p; log p; serd chamada de

=1
entropia do conjunto de probabilidades p1, pa, ..., Pn.
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A informacdo de Kullback-Leibler baseia-se na Entropia de varidveis aleato-

rias.

2.2.2 Entropia

Entropia (do grego entropé) ¢ uma medida da quantidade de desordem de um

sistema.

2.2.2.1 Visao fisica da entropia

Fisicamente, o conceito de entropia estd intimamente associado a conceitos da
termodinamica. Nas linhas a seguir falar-se-4 um pouco mais acerca deste assunto.

Segundo Halliday et al. (1996), a energia é um dos conceitos da fisica com
aplica¢do mais visivel no dia-a-dia. Para mover um carro, por exemplo, é neces-
sario obter energia através da queima do combustivel. Para os eletrodomésticos
funcionarem, depende-se da energia elétrica. O primeiro principio da termodina-
mica ocupa-se do estudo da energia e da sua conservacdo. Contudo, nem toda a
energia gerada estd disponivel para ser transformada em trabalho ttil. Existem
processos que sé acontecem em um sentido. Segundo o Diciondrio Aurélio, que
reflete o nosso linguajar coloquial, algo é reversivel quando se pode reverter, ou
se pode retornar ao estado inicial. Silva (2005), afirma que em Fisica, um pro-
cesso € reversivel quando pode partir do estado final e alcangar o estado inicial
usando os mesmos micro-estados que utilizou para alcancar o estado final. Um
livro deslizando sobre uma mesa terd sua energia mecanica convertida em calor;
porém o processo inverso jamais foi visto por alguém (um livro que repousasse
sobre uma mesa comecasse a se mover espontineamente e a temperatura do livro
e da mesa diminuissem); estes sdo os processos irreversiveis. O Segundo Princi-

pio da Termodindmica trata desta questdo, assim como das possiveis maneiras de

18



transformar calor em trabalho (Halliday et al., 1996).

O Segundo Principio da Termodindmica apresentado por Kelvin-Planck é o
seguinte: “E impossivel construir uma maquina térmica que, operando em ciclo,
nao produza nenhum efeito além da absor¢do de calor de um reservatdrio e da re-
alizacdo de uma quantidade igual de trabalho” (Young & Freedman, 2003). Em
sua esséncia, diz que € impossivel construir uma maquina que trabalhe com rendi-
mento de 100%. Para saber o quanto da energia pode ser considerada disponivel
para consumo, € necessario conhecer um outro conceito: o de entropia.

Segundo Silva (2008a), o conceito fisico de entropia surgiu na época da mé-
quina a vapor, proposto pelo prussiano Rudolf Emmanuel Clausius (1822-1888),
para explicar o mdximo de energia que poderia ser transformada em trabalho qtil.

Tal conceito é definido como (Halliday et al., 1996):

Definicdo 2.3 Entropia S é uma propriedade cuja variacdo dS, no decurso de
uma transformagdo elementar, internamente reversivel, de um sistema fechado, se
obtém dividindo a quantidade de calor dQ), que o sistema troca nessa transfor-

magdo, pela temperatura absoluta I’ a que o sistema se encontra nesse momento.

_ (49
5=(7)...

Tudo o que se disse acerca da entropia ndo é suficiente para compreender o

Isto é:

verdadeiro significado fisico dessa propriedade. Para tal tem-se que recorrer ao
método utilizado na termodindmica estatistica, que faz uso da natureza microsco-
pica da matéria para explicar as suas propriedades macroscépicas (Young & Fre-
edman, 2003). A entropia pode ser considerada como uma medida da desordem
molecular ou aleatoriedade molecular.

Tendo como referéncia um sistema de particulas, o conceito de entropia ganha

com Boltzmann uma nova conotagdo. A entropia passa a ser entendida como uma
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medida da distribui¢do das particulas em termos de posi¢do espacial e quantidade
de movimento. Aqui, mdxima entropia passa a significar distribui¢do homogénea
ou minima desordem, quando a probabilidade de uma certa particula se encontrar
em uma determinada posi¢cdo, com uma certa quantidade de movimento é idén-
tica & probabilidade de qualquer outra particula especifica se encontrar na mesma
situacgao.

De acordo com Nussenzveig (1981), tem-se a seguinte definicdo de entropia

no sentido estatistico de Boltzmann:

Definiciao 2.4 A entropia é dada pela equacdo
S =k [logW]

em que k é uma constante (unidade termodindmica da medida da entropia - Cons-
tante de Boltzmann) e W é o niimero de microestados de entropia S (é o niimero to-

tal de estados microscépicos compativel com o estado macroscopico do sistema).

Assim, a variacao da entropia de um estado ¢ para um estado j é

Hp =5;-95;= klog(%) ) (2.8)
J
em que Hp € a variagdo da entropia de Boltzmann, S; e S; sdo as entropias no
estado ¢ e j, respectivamente € W; e W; sdo nimeros de microestados compativeis
com a ocorréncia dos macroestados i e j, respectivamente.
Sendo p(x) e g(x) as fungdes densidades dos estados i e j respectivamente,

pode-se reescrever (2.8) como:

Hp = klog(%) . (2.9)
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Conforme Nussenzveig (1981), como fundador da Mecéanica Estatistica (Hu-
ang, 1987), Boltzmann prop0s sucessivas “explicacdes” para o fendmeno do calor,
baseadas em uma abordagem probabilistica.

Segundo Halliday et al. (1996), a medida que um sistema torna-se mais de-
sorganizado a nivel molecular, as posi¢des das suas moléculas tornam-se menos
previsiveis e a sua entropia aumenta . Por isso, a entropia da fase s6lida € mais
baixa do que a das outras fases pois, nos sélidos, as moléculas oscilam em torno
de posicdes de equilibrio, ndo podendo mover umas relativamente as outras e, em
qualquer momento, as suas posi¢des sdo previsiveis com uma certa precisdo. Na
fase gasosa as moléculas movem-se ao acaso, colidindo umas com as outras, mu-
dando de direcdo, o que torna extremamente dificil prever, com alguma precisio, o
estado microscépico ou configuracdo molecular de um gis. Associado a este caos

molecular estd um elevado valor da entropia.

2.2.2.2 Visao estatistica da entropia

Segundo Chakrabarti & Chakrabarty (2007), um dos desdobramentos mais ri-
cos e polémicos do conceito probabilistico de entropia desenvolvido por Boltz-
mann foi sua extensdo ao campo da Teoria da Informagdo. Quando a informacdo
de ordem j € transmitida, a informacdo transportada € I; = —logs P; bits, con-
forme a expressao (2.7), mas em geral transmiti-se ndo somente um simbolo, e sim
um conjunto deles (mensagem). Assim, tem-se a informacdo média associada aos
n simbolos transportados.

Para medir a quantidade de informag¢do, Shannon criou o conceito estatistico
de entropia, que € diferente do conceito homdnimo encontrado em termodindmica.
Porque esta denominagdo foi escolhida? Segundo Vicki (2007) ao que parece,

foi 0 matemdtico norte-americano de origem hingara, John Von Neumann, quem
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sugeriu este termo. Teria dito, ironicamente, “deve chamad-la de entropia por
duas razdes: primeiro, porque essa mesma funcdo matemadtica ja € utilizada em
termodinamica, com esse nome; segundo, e mais importante, porque pouca gente
sabe realmente o que € entropia e, se usar esse termo numa discussao, saird sempre
ganhando”.

De acordo Mackay (2005) a entropia é definida como :

Definicao 2.5 A média ponderada das auto-informagoes por sua probabilidade

de ocorréncia é o que chamamos de entropia, isto é:
n n
H(X) =Y pil,,=—> pilogp (2.10)
i=1 i=1

sendo p; a probabilidade do evento X;.

Pode-se também ver a equacdo (2.10) como
n
H(X)=-) pilogp; = —E [logpi] .
i=1

Este conceito de entropia € ttil para medir a quantidade de informacao trans-
mitida por uma fonte.

Segundo Wiener (1970) apud Martins (1995), referindo-se a uma sugestio de
J. Von Neumann e abstraindo o sinal de negativo, N. Wiener propds uma extensao

do conceito para distribui¢des continuas, e definiu:

Definicao 2.6 Seja uma varidvel aleatoria X, continua, real e centrada (média
zero) com uma fung¢do de densidade de probabilidade g (). A entropia é definida

por

Hp = log (g(?> : Q.11



em que Hg é a entropia estatistica, g(x) é a “verdadeira” distribuicdo e f(x) é o

nosso modelo estatistico.

Comparando-se as equagdes (2.9) e (2.11), nota-se que a entropia estatistica é
a mesma entropia de Boltzmann, a ndo ser pelo sinal que foi abstraido e pela

constante k que € a constante de Boltzmann. Ou seja,
Hp =—Hpg.

Sendo o conceito de entropia conhecido, pode-se perguntar: O que significa a en-
tropia de uma fonte? Significa que, embora nfo se possa prever qual o simbolo que
a fonte ird produzir a seguir, em média espera-se obter I bits de informacdo por
simbolo, ou n/ bits numa mensagem de n simbolos, se n for elevado (Fernandes
& Azevedo (2000)).

Assim, dizer que um sinal (uma seqiiéncia) de simbolos tem uma entropia
informacional de, por exemplo, 1, 75 bits por simbolo significa que pode-se con-
verter a mensagem original em uma seqiiéncia de 0’s e 1’s (digitos bindrios), de
maneira que em média existam 1,75 digitos bindrios por cada simbolo do sinal
original. O em média aqui quer dizer que alguns simbolos va@o precisar de mais
digitos bindrios para serem codificados (os mais raros) e que outros simbolos vio
precisar de menos digitos bindrios para serem codificados (os mais comuns).

Exemplo
Suponha que tem-se 4 simbolos (A,C,G,T) com probabilidades de ocorréncia

1 1 1

1
iguais a py = 5 po = Z PG = § pr = 3 Estas probabilidades ddo as
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seguintes quantidades de informacdo para cada simbolo:
1 )
14 = —logs <2> = 1bit;
1 .
Ic = —logsy <4> = 2bits;
1 .
Ig = —logsy (8) = 3bits;
1 .
Ir = —logo (8> = 3bits.

Portanto, a entropia de uma segqiiéncia desses simbolos é:

1 1 1 1 ,
H == pilogp; =1x 5 +2x o +3x o +3x 5 =175bit,

ou seja, 1,75 simbolos por bits. Pode-se codificar cada um dos quatro simbolos
por um nimero de digitos bindrios igual a sua quantidade de informagdo. Por

exemplo:

Portanto, uma segqiiéncia como:
ATCAGAAC,

que tem freqiiéncias de ocorréncia dos 4 simbolos iguais as definidas anterior-

mente pode ser codificada por 01111001100010, usando 14 digitos bindrios para
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codificar 8 simbolos, o que dd uma média de 18—4 = 1,75 bits por simbolo.

Um c6digo como o exemplificado acima é chamado de cddigo de Shannon-
Fano (Cover & Thomas, 1991). Esse codigo tem a propriedade de que pode ser
decodificado sem precisar de espacos entre os simbolos.

Com o conceito de entropia pode-se definir a quantidade de informagao trans-
mitida e os limites 6timos de compressdo dessa informacgdo (Mackay, 2005). Em
1948, o cabo elétrico de “banda mais larga” entfo existente podia transmitir 1.800
conversas telefonicas simultineas. Vinte e cinco anos mais tarde, um cabo telefo-
nico podia transmitir 230.000 conversas simultdneas. Hoje, uma nova fibra dtica
com a espessura de um cabelo humano, pode comportar 6, 4 milhdes de conversas.
No entanto, mesmo com esta largura de banda, os limites teéricos de capacidade
de canal determinados por Shannon estdo muito aquém dos praticados. Os enge-
nheiros sabem que ainda hd muito que melhorar.

Sejam X,, = {1, x2,...,z,} um conjunto de n observagdes independentes
amostradas aleatoriamente de uma distribui¢do (modelo) de probabilidades desco-
nhecida g(z) (verdadeiro modelo, do qual retiramos nossos dados), e seja f(z) um
modelo arbitrario especificado. O que se quer € avaliar a qualidade do ajuste ao se
aproximar o modelo g(x) pelo modelo f(z).

A informacdo de Kullback-Leibler quantifica essa perda de informagdes (Ko-

nishi & Kitagawa, 2008):
Definicio 2.7 A Informacdo de Kullback-Leibler é definida por:

I(g; f) = Eq[-Hp| = E, {log (%‘Zi)] = Zog (y) log @EZ;) dy (2.12)

em que Hp é a entropia de Boltzmann, g é a distribuicdo da qual sdo gerados os

dados, f é a distribui¢do utilizada para aproximar g e E, representa a esperanga,
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com respeito a distribuicdo de probabilidade g.

A equagdo (2.12) pode também, ser expressa como:

I(g; f) = Egllogg (z)] — E4[log f (2)] (2.13)

ou equivalentemente

+oo +oo
I(g:f) = / g () log [g ()] de — / g@)loglf (@)]dz.  (Q.14)

Conforme Konishi & Kitagawa (2008), a Informacdo de Kullback-Leibler t€ém

as seguintes propriedades:
(P1) Para quaisquer fungdes de densidade de probabilidade f e g, I (g; f) > 0;

(P2) Se f e g sdo funcdes de densidade de probabilidade e I (g; f) = 0, entdo
f(x) =g (z),Vz eR;

(P3) Se f e g sao duas funcgdes de densidade de probabilidade e f — g, entdo
I(g; f)— 0.

Nota-se que o primeiro termo na equagdo (2.13) € uma constante, que depende
somente do verdadeiro modelo g. Assim, somente o segundo termo de (2.14) é
importante na avaliagdo do modelo estatistico f(x), pois se houver dois modelos

candidatos f] e fo, a0 compara-los obter-se-a:

I(f1.g9) = / g (2)In (g (2)) dex — / g (@)l (fi (x)) de

I(farg) = / g ()In (g (x)) dr — / g (@)In (f2 (2) do.
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Logo

1) 1) = ( [a@m@) e~ [ 9@ @)a)
~([o@mEna- [o@ms @)
~ [s@m @)~ [ 9@ @) @15)

Assim vé-se que a primeira parte da equagdo (2.13) é cancelada, e a equacio
s6 depende do segundo termo, chamado de log verossimilhanga esperada (Konishi
& Kitagawa, 2008). Entretanto a segunda parte ainda depende da funcdo desco-

nhecida g.

Ey[In(f (2))] = /ln (f () g (z) dx:/ln (f () dG (). (2.16)

Em que g € a verdadeira distribui¢@o, f € o odelo que aproxima g e G € a fungdo
de distribuicdo acumulada de g.

Considerar-se-4 um exemplo dado por Burnham & Anderson (2002) para ilus-
trar a K-L informacao:
Exemplo

Seja g um distribuicdo gama com pardmetros o = 4 e 3 = 4. Consideram-se
os modelos g;, 1 = 1,2,3,4 como sendo aproximagdes do verdadeiro modelo, em
que g1 € uma Weibull com pardmetros o = 2 e § = 20, go é uma log-normal com
pardmetros o = 2 e 02 = 2, g3 é uma inversa Gaussiana com pardmetros o = 16

e 3 = 64, g4 € uma distribuicdo F' com pardmetros o = 4 e 3 = 10.
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De acordo com Johnson et al. (1994) tem-se:

9@ = g™ ¢ Tmset ¢
20 x 20 ) _z2?
g1 (:U) = ﬁxzo 1 (5) = ﬁxl e 220
1 1
_ —(Inz—2)/2x2 _ —(Inz—2)/4
g2 (x) T /727_‘_\/56 Zﬁxe
1/2 ‘
g5 () = < 643> oo (F5-2420)} _ V2T 5o {oa(g-2420))
2rx us
D[(4+10)/2] (4\"? (1-2)/2 —(4+10)/2

2
- O (g)(p@ <§> z (14 (2/5) )"

24 1+2 -7
= —x -
5 5

Nas figuras abaixo tem-se o grdfico destas distribuicoes.
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FIGURA 2:

Representagdo grafica das
distribuicdoes Gama(4,4) -
linha continua - e Wei-
bull(2,20) - linha ponti-
lhada
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FIGURA 4:

Representacdo grafica das
distribuicdes Gama(4,4) -
linha continua - e Inversa
Gaussiana(16,64) - linha
pontilhada

FIGURA 3:

Probabilidade
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Representacdo das dis-
tribuigdes Gama(4,4) - li-
nha continua - e Lognor-
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FIGURA 5: Representagdo grafica da

distribuicdo Gama(4,4) -
linha continua - e da distri-
buicdo F(4,10) - linha pon-
tilhada

Em uma primeira andlise, puramente visual, pode-se dizer que as distribui-

coes Weibull e Inversa Gaussiana estdo muito mais “proximas” da distribuicdo

Gama que as distribuicoes Lognormal e F. Vejamos isto através da informagdo de
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Kullback-Leibler, calculando a K-L informagdo para cada distribuicdo.

~[swm ( 9(x) ) o =[ 9@ (9 ) do —[ g @) 0 (01 ()

g1 (z)

3 -z 3 -z 3 -z

:/xe4ln re’ da:—/x64ln ixlgefg;?ig dz
1536 1536 1536 218
1 3

_z xr
= mg /| Te 4(—ln(1536)—|—3ln(:v)—z>dx—

~—

I(Q?Ql

(1)

1 3 _z 5 .’E20
~ Tm3g | ¥ In 218 —|—191n(:17)—270 dx (2.17)

(1)

Efetuando as integragaées e os cdlculos necessdrios em (2.17) tem-se (1)=3,40970
e (II) = 3,3635 e assim I (g, g1) = 3,40970 — 3, 3635 = 0, 04620.

Para go(x) tem-se

g2 (x)
zde” aPed 2™ 1
/ 1536 n( 1536 ) v / 1536 <2ﬁxe v
= Img /| Te 4<—ln(1536)+31n(x)—1)dx—
(IT1)
1 3 _z Inz 1
~ T [T (—1n(2\/7r)—4+2> dz . (2.18)
(V)

Novamente, efetuando as integracoes e os cdlculos necessdrios em (2.18) e no-
tando que (I) = (I1I) obtém-se (I11I) = 3,40970 e (IV) = 2,73735, assim
I(g,g2) = 3,40970 — 2,73735 = 0,67235.
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Para g3(x) tem-se
(o) =[a @)t (£ ) o =[o @ g (2) do o010 (a1 0)

3 z 3 -2 3 -z
/ . ] = LR
1536 153 1536 T

6
= 1r% z3e 4(—111 (1536) + 3In (z) — %)dx—

V)
1 3 _z 4\/271' 3
~ Tmag | Te 4(111( - >+1 ()—8+4—x>d:p (2.19)

(V1)

Novamente, efetuando as integracoes e os cdlculos necessdrios em (2.19) e no-
tando que (I) = (V') obtém-se (V) = 3,40970 e (VI) = 3,34962 e assim
I(g,93) = 3,40970 — 3,34962 = 0, 06008.

Para g4(x) tem-se

Fgan=[a @ m (29 ) do~[s 0 (g @) do o @) 0 (01 (2)) o

g
2™ zde” aded 24 2\’
= 1 der — [ ——In| —a |14+ - d
/1536 " 1536)”l7 /1536 n<5x<+5x> v
= g /%! (—ln(1536)—|—31n(x)—1)d33—
(VII)
1 4 e 24 2
~ 36 | Te <1n<5>+ln(a})—7ln <1+5x)>dw (2.20)
(VIII)

Novamente, efetuando as integracoes e os cdlculos necessdrios em (2.20) e no-
tando que (I) = (VII) obtém-se (VII) = 3,40970 e (VIII) = —2,33585 e
assim I (g,94) = 3,40970 — (—2,33585) = 5, 74555.
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Resumidamente, tem-se a seguinte tabela:

Modelo K-L informacdo  Posicdo
Weibull(2,20) 0,0462 1
Lognormal(2,2) 0,67235 3
Inversa Gausssiana(16,64) 0,06008 2
F(4,10) 5,74555 4

De acordo com os resultados da K-L Informacgdo, a distribuicdo que melhor
“aproxima” a distribuicdo gama(4,4) é a distribuicdo Weibull, seguida pela in-
versa Gaussiana, a lognormal e a F, respectivamente. Isso condiz com a andlise
grdfica feita anteriormente e também estd de acordo com a propriedade (P3), pois
a medida que a distribuicdo torna-se mais “proxima” da gama, vé-se que I1(g, g;)
diminui.

Conforme Akaike (1974), a K-L informacdo € apropriada para testar se um
dado modelo é adequado, entretanto o seu uso é limitado, pois ela depende da dis-
tribuicdo g, que € desconhecida. Se uma boa estimativa para a log verossimilhanca
esperada puder ser obtida através dos dados, esta estimativa poderd ser utilizada
como um critério para comparar modelos.

Para analisar a estrutura de um dado fendmeno assumem-se modelos para-
métricos { f(z|@);0 € © C RP} tendo p pardmetros, e em seguida maximiza-se a
funcdo de verossimilhancga (descrita na se¢do seguinte) para se estimar o parametro

0.

2.2.3 A funcao de verossimilhanca

O método mais importante de achar estimativas é o método de mdxima veros-
similhanga, introduzido por R. A. Fisher. Conforme Bolfarine & Sandoval (2000)

a funcdo de verossimilhanca é definida como:
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Definicdo 2.8 Seja { X1, Xo, ..., X,,} uma amostra aleatdria independente e iden-
ticamente distribuida, de tamanho n da varidvel aleatéria X com fungdo de den-
sidade g (x|0), com 0 € ©, em que © é o espaco paramétrico. A fungdo de

verossimilhanga de 0 correspondente a amostra aleatoria observada é dada por:

n

L(6; X1, Xo, ..., X5) = [[ 9 (Xl 0) = 9 (X1]0) g (X2]0) .9 (Xa|6) . (2.21)
i=1

Se a amostra tiver sido obtida, os valores de {z1, x2, ..., T, } serdo conhecidos.

Como 6 € desconhecido, pode-se propor o seguinte: Para qual valor de § a funcio

L(xy1,x9,...,x,;0) serd maxima? (Meyer, 1983).

Definicao 2.9 O estimador de mdxima verossimilhanga de 0, isto é, 0, é aquele

valor de 0 que maximiza L (0; X1, Xa, ..., Xp).

Segundo Ferreira (2005), o método de maxima verossimilhanca estima os va-
lores dos pardmetros da distribuicdo em estudo, maximizando a fun¢do de veros-
similhanga. O estimador de maxima verossimilhanca, € aquele valor de 6, que
maximiza (2.21). Para obter o estimador de maxima verossimilhanga, toma-se
a derivada primeira de L (0;z1,z2, ..., z,) com respeito a 6, iguala-se a zero e
resolve-se para 6, obtendo-se os pontos criticos; aquele ponto (se existir) que ma-
ximiza L (0; x1, z2, ..., x,) € a estimativa de maxima verossimilhanca para 6. Ha-
vendo mais de um pardmetro, para encontrar os estimadores de maxima verossimi-
lhanga dos parametros, deve-se primeiro tomar as derivadas parciais da fun¢édo de
verossimilhanga com respeito a cada um deles, a seguir igualar a derivada a zero e

resolver o sistema obtido. Isto é,

OL (0;x1,22, ..., Tpn)
00

=0. (2.22)
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Como a fungdo de verossimilhanga L (0; x1, x2, ..., x,) € a fung¢do log veros-
similhanca logL (0; x1, xa, ..., x,) assumem maximo para o mesmo valor, mui-
tas das vezes € preferivel trabalhar com a funcéo log verossimilhanca, por esta
ser bem menos complicada de trabalhar e encontrar os pontos criticos. A fungdo
S =logL (0;x1,x2,...,x,) é chamada funcdo suporte ( Cramér, 1973).

Segundo Konishi & Kitagawa (2008), os estimadores de mdxima verossimi-
lhanga tém muitas propriedades da teoria das grandes amostras que torna o seu

resultado mais atrativo. Sio elas:

* Os estimadores sdo assintoticamente consistentes, o que significa que quanto
maior o tamanho da amostra, mais préximos os valores das estimativas es-

tardo dos verdadeiros valores. Formalmente tem-se:

Definicao 2.10 Um estimador 6 do pardmetro 0 é um estimador consistente

se: lim P (‘5 — 9‘ > e) = 0, para qualquer € > 0.

n—oo
¢ Os parametros estimados sdo assintoticamente, normalmente distribuidos.

Formalmente tem-se:

Teorema 2.1 Seja 0 um estimador de mdxima verossimilhanca do pardme-

tro 0, entdo a distribuicdo de

o? h;((;(, 9)” !

\/ﬁ@—e)ﬁu\r 0, — [E[
Vale a pena observar que a varidncia € justamente a inversa da informacao
de Fisher.

* Eles também sdo assintoticamente eficientes, e quanto maior a amostra,

maior precisio das estimativas.
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Os estimadores de médxima verossimilhanca sdo também estatisticas sufici-
entes, isto é, sdo estatisticas que condensam os ) de tal forma que nio sdo

perdidas informagdes acerca de 6. Tal conceito pode assim ser formalizado:

Definicao 2.11 Sejam X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatoria de densidade
f(+;8). Uma estatistica S = s(X1, Xo,...,X,) é dita ser uma estatistica
suficiente se e s6 se a distribui¢do condicional de X1, X, ..., X,) dado

S = s ndo depender de 0 para qualquer valor de s € S.

Ele também tem a propriedade da invariancia, que pode ser formalizada

como:

Definicao 2.12 Seja 0 = g(Xl,Xg, ..., X)) um estimador de mdxima
verossimilhanga de 6 com funcdo de densidade f (-; ), sendo 0 unidimensi-

onal. Se T (-) é uma fungdo inversivel, entdo o estimador de mdxima veros-

similhanga de T (0) é T (5) .

Estas sdo excelentes propriedades da teoria das grandes amostras.

Uma outra propriedade, que ndo necessariamente estes estimadores tém, € o

nao-enviesamento. Um estimador € ndo-viesado se sua esperanga é igual ao valor

estimado. Formalmente tem-se:

Definicao 2.13 Um estimador 0 do pardmetro 0 é um estimador ndo viesado

quando a sua distribuicdo amostral estd centrada no proprio pardmetro, isto é,

E[@} — .

2.2.4 O estimador da func¢io suporte

Depois que o vetor de pardmetros 0 foi estimado, ele € substituido no modelo

f(x]0) e passa-se a trabalhar com o modelo f(ac\a) Assim, ao invés de (2.16)
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tem-se

E, [lnf(m\aﬂ = /lnf(x]§>g(:c) dx :/lnf<:c\/0\>dG (). (2.23)

Tendo como base estimadores de maxima verossimilhanca, deseja-se encon-
trar um bom estimador para (2.23). Segundo Konishi & Kitagawa (2008), uma
estimativa da fungdo suporte esperada, pode ser obtida substituindo a distribui¢io
de probabilidade desconhecida G na equagdo (2.23) por uma fun¢do de distribui-
cdo empirica G baseada nos dados X. Isto pode ser entendido nas defini¢des feitas

a seguir.

Defini¢do 2.14 Sejam X = {x1,x9,...,x,} 0s dados observados de uma dis-
tribuicdo G(x). A fungdo de distribuicdo empirica Géa funcdo de densidade

1
acumulada que dd — de probabilidade para cada X;. Formalmente,
n

G (@) = %ZI(XZ- <)
=1

em que

1, se X; <«x
0, se X; > .

Wasserman(2005), mostra o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Sejam X1, Xo, ..., X,, ~ G e seja @n a funcdo densidade acumu-

lada empirica. Entdo:

* Para qualquer valor de z fixo,

E (@n (m)) — G (2) (2.24)
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G(z) (1 =G ()

n

Var <@n (:U)) =
e sup H@n (z) — G(x)’ — 0} :

Definicdo 2.15 Um funcional estatistico T'(G) é qualquer fun¢do de G, em que

G é uma distribuicdo e T uma funcdo qualquer.

Sdo exemplos de funcionais:
* Amédiap = [ 2dG (z),
* A varifncia 0® = [ (z — p)* dG (z),
* A medianam = G~! (%)

Um funcional da forma [ u (z) dG (x) ¢ dito ser um funcional linear. No caso
continuo, [ u (z) dG (x) é definido como sendo [ u () g (x) dz e no caso discreto

¢ definido como sendo > u (z;) g (z;).

(2

Definicao 2.16 O estimador para 0 = T (G) é definido por 0,, = Gy

Se um funcional pode ser escrito na forma 7' (G) = [ u (x)dG (x), Konishi &

Kitagawa (2008) mostram que o estimador correspondente ¢ dado por

n n
N ~ ~ 1
T(G) = /u @G @) = g ut) = - ulw) 229
=1 =1
ou seja, substitui-se a fungdo densidade de probabilidade acumulada G pela funcio
de distribuicdo acumulada empirica @, e a fungdo densidade g, = % para cada

observagao X;.
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Assim, se por exemplo, a fun¢do de densidade acumulada G for substituida

por G, serd obtido o seguinte estimador para a média u:

T(@) :/l”dé(l’):;gfﬂi:x,

que € exatamente a média amostral.

De (2.25) vé-se que pode-se estimar a fungdo suporte esperada por:
Eg [logf (m\@)} = /logf (w[@)d@ (x)
= >3 (ﬂfz@) log f (i)
i=1

_ :L;:;log 7 (x6). (2.26)

Nota-se que o estimador da func¢do suporte esperada Eg [Zog f (x|§)] é
n~'L (5) e a funcdo suporte L (§> € um estimador de nEg [logf<x|§)}.
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3 0S CRITERIOS DE INFORMACAO AIC E BIC

Com o intuito de comparar n modelos, g1 (|61), g2 (x]02), ..., gn (2|60r),
pode-se simplesmente comparar as magnitudes da fung@o suporte maximizada,
isto é, L<0A1->, mas tal método ndo dd uma verdadeira comparacio, haja vista que,
em ndo conhecendo o verdadeiro modelo g (x), primeiramente utiliza-se o mé-
todo da maxima verossimilhanga para estimar-se os parametros 6; de cada modelo
gi(x),i = 1,2, ...n, posteriormente utilizar-se-a os mesmos dados para estimar-se
Eq [log f (x]é\)} , isto introduz um viés em L(é;-), sendo que, a magnitude deste
viés varia de acordo com a dimensdo do vetor de parametros.

De acordo com a Defini¢do (2.13) o viés é dado por

b(G) = Eg(a) [1ogf (Xn|§ (Xn)) —nEgz) [logf (Z|§(Xn))” NER)

em que a esperanca ¢ tomada com respeito a distribui¢do conjunta.
Vé-se assim que os critérios de informacdo sdo construidos para avaliar e cor-
rigir o viés da funcdo suporte. Segundo Konishi & Kitagawa (2008), um critério

de informacdo tem a forma que se segue:

CI (Xn, @) = —2(log (verossimilhanga) — viés)

= =23 log [ (Xal0 (X)) +20:(G)).  (32)
=1

Alguns critérios comuns na literatura também podem ser utilizados para sele-
cdo de modelos. Esses critérios levam em consideracio a complexidade do modelo
no critério de selecdo. Sao critérios que essencialmente, penalizam a verossimi-
lhanga, utilizando o nimero de varidveis do modelo e, eventualmente o tamanho

da amostra. Esta penalizacdo € feita subtraindo-se do valor da verossimilhanga
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uma determinada quantidade, que depende do quao complexo é o modelo (quanto
mais pardmetros, mais complexo).

Akaike (1974), propds utilizar a informacgdo de Kullback-Leibler para a sele-
cdo de modelos. Ele estabeleceu uma relagdo entre a maxima verossimilhanca e
a informacdo de Kullback-Leibler desenvolvendo entdo um critério para estimar a
informacdo de Kullback-Leibler, o posteriormente chamado, Critério de Informa-
cdo de Akaike(AIC).

Critérios de selecdo de modelos como o Critério de Informacdo de Akaike
(AIC) e Critério de Informacgdo Bayesiano (BIC), sdo freqiientemente utilizados
para selecionar modelos em diversas dreas. Segundo esses critérios, o melhor
modelo serd aquele que apresentar menor valor de AIC ou BIC.

Por serem resultados assintéticos, os resultados deste trabalho sdo validos para
“grandes” amostras, sendo o conceito de “grande” amostra dificil de se definir, pois
tal conceito depende da 4rea de estudo, da disponibilidade de recursos para uma
amostra maior, dentre outros fatores. Se houver convic¢do de que a amostra em
maos ndo é “‘grande”, pode-se utilizar as correcdes destes critérios, ja existentes,
para pequenas amostras. Tais correcdes ndo serdo alvo desse estudo, mas podem

ser encontradas em (Burnham & Anderson, 2002).

3.1 Critério de informacio de Akaike

O Critério de informacao de Akaike (AIC) desenvolvido por Hirotugu Akaike
sob o nome de “um critério de informacdo” em 1971 e proposto, em Akaike (1974),
¢ uma medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo estatistico estimado.
Fundamenta-se no conceito de entropia, oferecendo uma medida relativa das infor-
magdes perdidas, quando um determinado modelo é usado para descrever a reali-

dade. Akaike encontrou uma relagco entre a esperanca relativa da K-L informacao
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e a fung@o suporte maximizada, permitindo uma maior interacdo entre a pratica
e a teoria, em selecdo de modelos e andlises de conjuntos de dados complexos
(Burnham & Anderson, 2002).

Akaike (1974), mostrou que o viés é dado assintoticamente por:
b(G) = tr {1(80) T (60)'}. (33)

sendo J (8) e I () dados por (6.6) e (6.10), respectivamente. A derivagdo desse
resultado € carregada de cdlculos matematicos e por isso encontra-se nos anexos.
O AIC é um critério que avalia a qualidade do ajuste do modelo paramétrico,
estimado pelo método da méxima verossimilhanga. Ele baseia-se no fato de que o
viés (3.3) tende ao nimero de parametros a serem estimados no modelo, pois sob
a suposicdo de que existe um @y € O tal que g(x) = f(z|6p), tem-se a igualdade
das expressoes (6.6) e (6.10), isto é, I(8y) = J(6p) e assim obter-se-a em (3.3)

que:

b(G) = Eagea |logf (Xal0 (X)) = nEqz [log f (210(X,)]
= tr{I(60)J (60 ")} =tr(L,) =p, (3.4)

em que p é o nimero de parAmetros a serem estimados no modelo.

Com esse resultado, Akaike (1974) definiu seu critério de informagao como:

AIC = —2 (Fungéo suporte maximizada) + 2 (nimero de pardmetros) ,

AIC = —2log L <§> +2(k) (3.5)
O AIC nio é uma prova sobre o modelo, no sentido de testar hipdteses, mas
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uma ferramenta para a selecdo de modelos; ndo é um teste de hipéteses, ndo hé
significancia e nem valor-p. Dado um conjunto de dados e varios modelos con-
correntes, pode-se classifica-los de acordo com o seu AIC, com aqueles tendo os
menores valores de AIC sendo os melhores (Burnham & Anderson, 2002). A par-
tir do valor do AIC pode-se inferir que, por exemplo, os trés principais modelos
estdo em um empate e os restantes sdo muito piores, mas nao se deve atribuir um
valor cima do qual um determinado modelo € “rejeitado”.

Esse critério estd implementado em grande parte dos softwares estatisticos,
tais como SAS, R, Statistica, etc. Por si s6, o valor do AIC para um determinado
conjunto de dados ndo tem qualquer significado. O AIC torna-se ttil quando sdo
comparados diversos modelos. O modelo com o menor AIC é o “melhor” modelo,
dentre os modelos comparados. Se apenas modelos ruins forem considerados, o

AIC selecionara o melhor dentre estes modelos.

3.2 Critério de informacao bayesiano

O Critério de informacgdo Bayesiano (BIC), também chamado de Critério de
Schwarz, foi proposto por Schwarz (1978), e € um critério de avaliacdo de modelos
definido em termos da probabilidade a posteriori, sendo assim chamado porque
Schwarz deu um argumento Bayesiano para prova-lo. A seguir serdo descritos

alguns conceitos que levardo a construcao deste critério ao final desta subsecao.
* O teorema de Bayes

De acordo com Bolfarine & Sandoval (2000), quando dois ou mais eventos
de um espaco amostral sdo levados em consideragdo conjuntamente, passa a haver
sentido conjecturar se a ocorréncia ou nao de um afeta a ocorréncia ou ndo do ou-
tro, isto €, se sdo independentes ou ndo. Intuitivamente, somos levados a defini¢cdo

de que dois eventos sdo independentes se, P [A N B] = P [A] P [B]. Entretanto,
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se ha dependéncia entre os eventos, passa a haver sentido falar na probabilidade de
que um evento ocorra dado que outro ocorreu ou ndo. Esta dependéncia motiva a
defini¢do de probabilidade condicional. Finalmente, os conceitos de independén-
cia e probabilidade condicional levardo ao teorema de Bayes.

Mood et al. (1974), definem probabilidade condicional, independéncia e sub-

conjuntos mutuamente exclusivos como se segue:

Definicao 3.1 A probabilidade condicional de um evento A dado um evento B,

denotada por P [A|B] é definida por:

P[A|B] = P[Jf[g]B]

se P [B] > 0 e é indefinida se P [B] = 0.

Definicao 3.2 Dois eventos A e B sdo ditos independentes se, e so se, qualquer

uma das trés condigoes é verdadeira
« PIANnB]=P[A]P[B],
* P[A|B] = PA], se P[B] >0,

« P[B|A] = P[B), se P[B] > 0.

Definicao 3.3 Dois conjuntos A e B, subconjuntos de 2, sdo definidos como sendo
mutuamente exclusivos (disjuntos) se AN B = (. Subconjuntos Ay, As, ... sdo
ditos mutuamente exclusivos se A; U A; = () para todo i # j, i,j € N.

Teorema 3.1 Se (2, A, P []) é um espago de probabilidades e B1, Ba, ..., B, é

n
uma colegdo de eventos mutuamente exclusivos em A, satisfazendo Q = | B;
Jj=1
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e P[Bj] >0, paraj = 1,2,...,n, entdo para todo A € A, tal que P [A] > 0,

tem-se:

P [A|B,] P [By]
z P[A|By] P[B]

P[BylA] = , (3.6)

sendo ) o0 espagco amostral e A o espago paramétrico.

Conforme Konishi & Kitagawa (2008), sejam M;, My, ..., My, k modelos
candidatos, cada um dos modelos M; com uma distribuicdo de probabilidades
fi (x]6;) e uma priori, m; (6;) para o k;—ésimo vetor 6;. Se sdo dadas n obser-
vagdes &, = {z1,22,..., Ty}, entdo para o i—ésimo modelo M;, a distribui¢do

marginal de x,, é dada por:

pz(:cn) = /fl (wn\ez) Yy (01,) dgi. (3.7)

Essa quantidade pode considerada como a verossimilhanga para o i-ésimo mo-
delo e sera referida como verossimilhanga marginal dos dados.
Sendo P(M;) a distribuigdo a priori do i-ésimo modelo, por (3.6) a distribui¢éo

a posteriori serd (Burnham & Anderson, 2002):

P (Mi|zy) = P @) PL) (3.8)

n

> pj (Tn) P (M;)
7=1

Segundo Paulino et al. (2003), a probabilidade a posteriori indica a proba-
bilidade dos dados serem gerados do i-ésimo modelo quando os dados x,, sdo
observados. Se um modelo esta sendo selecionado de r» modelos, seria natural
adotar o modelo que tem a maior probabilidade a posteriori. Esse principio mostra
que o modelo que maximiza o numerador p; () P (M;) deve ser selecionado,

pois todos os modelos compartilham do mesmo denominador em (3.8). Se as dis-
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tribui¢des a priori P(M;) sdo iguais em todos os modelos, entdo o modelo que
maximiza a probabilidade marginal dos dados p;(x,,), deve ser selecionado. As-
sim, se uma aproximagio para o probabilidade marginal expressa em termos da
integral em (3.8) puder ser obtida, a necessidade bésica de encontrar a integral
problema-por-problema desaparece, isto faz do BIC um critério satisfatério para
selecdo de modelos.

De acordo com Konishi & Kitagawa (2008), o BIC € definido como:

—2logp; (xn) = —2509/fz‘ (n|6;) T (05) dO;

—2log f; <azn|§z> + k;logn (3.9)

&

em que 9: € o estimador de maxima verossimilhanga para o k;-ésimo vetor para-
métrico 0; do modelo f; (x,|0;).

Conseqiientemente, dos 7 modelos avaliados usando o método de maxima ve-
rossimilhanga, o modelo que minimizar o valor do BIC é o melhor modelo para os
dados.

Assim, sob a suposi¢cao de que todos os modelos t€m distribui¢do de probabi-
lidades a priori iguais, a probabilidade posteriori, obtida usando a informagdo do
dados, serve para contrastar os modelos e ajuda na identificacio do modelo que
gerou os dados.

Sejam M, e Mo dois modelos que quer-se comparar. Para cada modelo tem-se
as verossimilhangas marginais p; (,, ), as prioris P(M;) e as posterioris P(M;|xy,)

com i = {1, 2}, assim, a razdo a posteriori em favor do modelo M; versus o mo-
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delo M, é:

p1(zn)P(M1)

P (Mifen) _ ="y () P (00)
P (M|zn) _p2@a)POB) — py(zy) P (Ma)
03 (@) PO,)

j=

A razao
P1(Tn)
P2 (Tn)

(3.10)

é chamada de Fator de Bayes.

Segundo Konishi & Kitagawa (2008), Akaike mostrou que a comparacio ba-
seada no fator de Akaike é assintoticamente equivalente & comparacao através do
fator de Bayes.

O problema em encontrar o valor do BIC reside no fato de ter-se que calcular
o valor da integral em (3.7). Isso é feito utilizando-se a aproximagdo de Laplace

para integrais.
* A aproximacao de Laplace para integrais

Considere a aproximacao de Laplace para a integral

/exp {nq (0)}d0, (3.11)

em que @ é um vetor de pardmetros p-dimensional e ¢(€) é uma fungdo real p-
dimensional.

A grande vantagem da aproximacao de Laplace é o fato de que quando o nu-
mero n de observagdes € grande, o integrando concentra-se em um vizinhanca 0 de
q(8), e conseqiientemente, o valor da integral depende somente do comportamento

do integrando na vizinhanga de 0.
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Assim, 6%—(5) ‘9:5 = 0 e a expansio de g (#) em torno de 0 ¢:

q(9):q(/9\)—%(0—§>TJq(b\> <0f§)+..., (3.12)
em que )
J, (5) - goqafT) . (3.13)

Definicao 3.4 Sejam q (6) uma fungdo de valores reais avaliada em torno de b\,
sendo 0 um vetor de pardametros. Entdo a aproximagdo de Laplace para a integral

é dada por:

(2m) 72 -
exp {ng (0)do} ~ exp (ng (0 (3.14)
/ P ()2 ’Jq (5) ‘p@ p< q< )>

em que J, (5) € definido em (3.13).

Utilizando-se a aproximacdo de Laplace para aproximar (3.7), que pode ser

reescrita como

p(an) = / fi (nl6) 7 (8) d6
- / exp {log f (n]0)}7 (8) 6

_ / exp {£(0)}7 (6) d6, (3.15)

em que /¢ (0) é a funcdo suporte £ (0) = log f (z,]0).
Assim sendo, fazendo-se a expansdo em séries de Taylor de ¢ (0) e 7 (0) em

torno de O obter-se-a respectivamente:

e(a):e(@)-%(e-@)%@) (0—5)+..., (3.16)
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..., (3.17)

T (0)=m (5) + (9 —§>T or (9) s

00

substituindo (3.16) e (3.17) em (3.15) obtém-se:

e =[oxo{ @) +(0-0)" %7
SUURCUE

A integral em (3.18) satisfaz a equagdo (3.14), conseqiientemente pode ser

aproximada utilizando Laplace, e obtém-se:

/exp {—Z (0 _ §>T J (0) (0 - 5) } 6 = 2m)'2 "R ‘J (5) (_1/2(,3.19)

em que o integrando é uma func¢io de densidade normal p-dimensional com vetor
de médias 0 e matriz de covariancia .J ! (9) / n.

Para n grande,

e~ e {0(8) )= (3) orP2n 2|1 (3) 2 G

Tomando o logaritmo em (3.20) e multiplicando a expressdo por —2 obtém-se

—2logp (zn) = —2log{/f(xn\9)7r(9) dH} (3.21)

= -2 (5) + plogn + log ’J (/0\)’ —plog (27) — 2logm (5)

Assim, o Critério de Informacao Bayesiano pode ser obtido da seguinte forma

(ignorando-se os termos constantes no equagao):
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Definicao 3.5 Seja I <azn|0) um modelo estatistico estimado através do método
de mdxima verossimilhanca. Entdo o Critério de Informagdo Bayesiano(BIC) é

dado por:

BIC = —2log f (x,|0) + plogn, (3.22)

em que f (r,]0) é o modelo escolhido, p € o niimero de pardmetros a serem esti-

mados e n é o niimero de observagées da amostra.

3.3 Algumas consideracoes acerca do AIC e do BIC

Vale a pena salientar algumas caracteristicas dos critérios AIC e BIC. A maio-
ria dessas consideragdes sdo feitas por Burnahm & Anderson(2002), e também es-
tao no website desses autores, onde estdo disponiveis outras consideracdes acerca

destes métodos.

Tanto o AIC quanto o BIC fundamentam-se na verossimilhanca, impondo

entretanto diferentes penalizagdes;

O AIC e o BIC servem para comparar modelos encaixados, mas podem ser

aplicados também em modelos ndo encaixados;

e Paran > 8, o valor do AIC para um determinado modelo serd sempre menor

que o valor do BIC, mas os resultados nio necessariamente o serdo;

O AIC e o BIC servem para comparar quaisquer quantidade de modelos, e

ndo somente dois, como muitos pensam;

O AIC e o BIC sdo critérios assintdticos e ja existem corre¢des para estes;

O AIC e o BIC servem para estudar estruturas de covariincias;

49



* A selecdo dos modelos € feita pelo pesquisador e, se somente modelos ruins

forem selecionados, o AIC fara a selecdo do melhor dentre eles.
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4 APLICACOES DO AIC E BIC

4.1 Os dados

Para a realizag@o desse trabalho foram avaliados dois conjuntos de dados dis-
tintos.

O primeiro conjunto de dados € disponibilizado em Triola (1999), e encontra-
se no anexo A. Foram extraidas duas amostras de confeitos M&M, pesados os
de cores vermelha e amarela. A varidvel resposta foi o peso em gramas de cada
elemento amostral. Utilizando o AIC e o BIC desejou-se testar se os pesos dos
confeitos amarelos e vermelhos seguem a mesma distribuicao.

O segundo conjunto de dados foi obtido de Rawlings et al. (1998). Trata-se
de um estudo das caracteristicas que influenciam a producdo aérea de biomassa
na grama de pantano. Foram amostrados trés tipos de vegetacdo Spartina, em trés
localidades (Oak Island, Smith Island, and Snows Marsh). Em cada localidade,
cinco amostras aleatdrias do substrato de terra de cada tipo de vegetagdo foram
coletadas, totalizando 45 amostras.

Foram analisadas 14 caracteristicas fisico-quimicas da terra durante varios me-
ses, porém os dados usados nesse estudo envolvem s6 a amostragem de setembro,
em que foram analisadas as varidveis: salinidade (Sal), pH (pH), potassio (K) em
ppm, sédio (Na) em ppm , zinco (Zn) em ppm e a varidvel resposta foi a biomassa
aérea em gm 2. O propésito do estudo foi utilizar regressio linear miiltipla para

relacionar a produgdo de biomassa com as cinco varidveis estudadas.
4.2 Igualdade de médias e/ ou de variancias de distribuicoes normais

Uma utilidade dos critérios de Akaike e de Schwarz € testar se os dados oriun-

dos de uma distribui¢do normal tem mesma média e varidncia; ou mesma média
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e variancias diferentes, ou diferentes médias e mesma variincia ou se provém de

uma normal com médias e variancias diferentes.
Sejam dois conjuntos de dados {yi, s, .
sendo que y1,¥Y2, ..., YUn

Deseja-se verificar se:

. Un} e {yn+17yn+2, e
~ N (pi1,0%) € Ynt1:Yn+2, - - -

7yn+m}’
» Yndm ™ N(/’@v U%) :

p=p2=p e of=03=0" ou (4.1)
p#p2 e of #o3 ou (4.2)
p1# po e or =03 =0 ou (4.3)

pr=p2=p e oi# o (4.4)

Tem-se que
1 L [y M1>2
2 7
1,0 = —F7T——— & Y 9 :1727' y 1,
f(yl‘:u’ 1) \/W p{ 9 < o1

f (y2lp2, 03) = -5

E a funcdo de densidade conjunta é dada por:

f(Y10)= f(y1,~--

guss

s YUns Yn+1, - - -

.t

2
7yn+m’:u’17 01,
n+m

) Jj i

i=n+1

i — M1

V20,

i1 27TO'1
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g2

+m,

2, U%)

{

Yi — 1

V20,
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Assim, a funcio suporte é:

i1 2moy Pt 2mo;
n 9 n+m 9
> (yi — ) ‘§%§yz—-uz)
— 2 =1 2 1=n
= —— log(27r01) 207 ) log(27r02) — 202 4.5)

ém que 0= (,u‘lv M2, 0—%7 0_%) .
Serdo obtidas as situagdes descritas em (4.1), (4.2) (4.3), e (4.4). Serd feita
agora a derivagdo dos critérios de Akaike e Schwarz para cada uma delas.

2

Casol: gy = py = peos =05 =o?

Para o caso descrito em (4.1), ou seja, ] = g = p e o2 = 02 = o2 existem
I M e oy 2

dois parametros p e o desconhecidos. Esta suposicio é equivalente a termos

n + m observagdes y1, Y2, . - - , Yn+m de uma distribui¢cdo normal , isto €&,

Y1,Y25 - - s Yndm, ~~ N (,U,O'Z) .

Sob a suposi¢do (4.1) tem-se de (4.5) que

n n+m
, (i—n* ,2{@—#?
_ 2 i=1 2 i=n
L (9) = —5 IOg (27'('0' ) — T — 5 log (27'('0' ) — 202
n-+m 1 9
_ 2
L(6) = ——5—log (210°) — 5 2 (v — n)°, (4.6)
sendo 6 = (p,0?).
Maximizando (4.6) tem-se:
~ n-+m ~9
L(8) = —"5 [log (25%) +1] 4.7
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em que

R 1 n+m
uzmm;yi (4.8)
e
~2 1 ~\2
02:n+mz(yi_”)' (4.9)
Os célculos inerentes a esses resultados encontram-se no Anexo C.
O valor do AIC ¢ dado por:
AIC = —2 (Fungéo suporte maximizada) + 2 (nimero de pardmetros) ,
AIC = -2 <logL (5)) +2(k) (4.10)

~

em que L(6) é a verossimilhan¢a maximizada e k o nimero de parimetros desco-
nhecidos e estimados.

Substituindo (4.7) em (4.10), tem-se:

AIC1=—2 {” T og(2752) + 1] } +2(2) = (n+m) [log(2752) + 1] + 4
AIC, = (n+m) (log5? +log 27 + 1) + 4 4.11)
O valor do BIC € dado por:
BIC = —2 (Fung@o suporte maximizada) + (ntimero de pardmetros) log n,
BIC = —2 (log L (5)) + (k) logn 4.12)

~

em que L () é a fungdo de verossimilhanga maximizada e k o nimero de parime-

tros desconhecidos e estimados.
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Substituindo (4.7) em (4.12), tem-se:

n-+m

BIC, = -2 { [log(275?) + 1] } + 2log(n)
= (n+m) [log(275?) + 1] + 2log(n + m)

BIC; = (n+m)(logc® +log2m +1) +2log(n+m)  (4.13)
Caso 2: 1y # pg € 07 # 03

A 5 : 500 — 2 2
Se todos os parimetros sdo desconhecidos tem-se entdo 6 = (ul, 12,07, 02)

e assim a fun¢do em (4.5) € expressa como:

L(G) = L (MlaMZ,U%,Ug) = **log 27r01 Z
i=1
m 1 n+m
- S log (2m03) — 257 > (yi—p2)? (4.14)
T2 i=n+1
Logo
n 9 m .
= n — Z(yi — i) m ._Z (yi — p2)
L(O) =— 10g(27‘r0’%>*lzlf—f log(27‘ra§)i%’(4.ls)
2 20% 2 205

€ 111, 12, ;? e ;g sdo dados por respectivamente por (4.16), (4.17), (4.18) e (4.19).

_ 1<

o= EZy (4.16)
n+m

Bo= Z vi (4.17)
z n+1

— 1 .

of = —> (yi—m) (4.18)
i=1
n

B o= =3 wi-m)> (4.19)

m <



Todos os célculos necessdrios para a obtencao desses resultados encontram-se no

Anexo C.

Substituindo (4.15) em (4.10), ja multiplicando pelo fator —2, tem-se:

n m

Y m—m)? o Y-
AICy; =n 10g(27r0%) + % +m 10g(27ra%) + %4—2(4)
g1 92

o~ o~

—~ 2 o 2
AICy = n]og(Qﬂ'o’%) + nTO; + mlog(27r0%) + @4‘ 8
o 93

AICy = (n+ m)log (27) +nlog;?+mlog;g+ (n+m)+8

AICy = (n+m) (log (27) + 1) + nlogo? + mlogos + 8 (4.20)
O valor do BIC € dado por:
BIC = —2(log L (0)) + (k) logn, 4.21)

Substituindo (4.15) em (4.21), tem-se:

n

. Y wi—m)?
BIC, = -2 jlog(QWU%)—%

2
207

m
- 3 (i)
— —log(2ﬂag)—% + 4logn
2 20%
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o~ —

— 2 — 2
BIC, = nlog<27ra%) + n?a; + mlog(27m§> + m7‘22+ 4logn
g1 03

BICy = (n+ m)log (2m) —i—nlog;?—i-mlog;g—k (n+m) +4logn

BICy = (n+m) (log (27) + 1) + nlogo? + mlogos + 4logn  (4.22)

Caso 3: (11 # s e 0 = 03 = o>

No caso em que 3 # g 02 = 03 = 02, tem-se trés parimetros desconhe-
cidos 11, p12 € 0%, que devem ser estimados a fim de obter a estimativa da fungdo

suporte. De (4.5) tem-se:

1 n n+m
L(e) = _n ; m log(27r02) ~ 5,2 [Z(yZ — ul)Q + Z (yi — ,u2)2] (4.23)
i=1 i=n+1

ém que 0= (M17M270—2) .

A funcio suporte estimada é dada por

L(@) __m ; n (1og(27r55) + 1) (4.24)

Sendo os estimadores de /i1, 12, € 0> dados respectivamente por:

n
Zyi
o= % (4.25)
n+m
D i
i = Z:"; ! (4.26)
_ 1 n ) n+m )
o2 = — =)+ — T 427
CxE ;(yz 1) izznil(yl i2) (4.27)

57



Substituindo (4.24) em (4.10) tem-se:

AICs = —2 (—m ;r n (1og(27rA2> + 1)) +2x3
AICy = (m+n) (log(2m0?) +1) +6

A[C3:(n+m)log;5+(n+m) (log2m+1)+6 (4.28)
Sendo valor do BIC dado por
BIC = -2 (log L (8)) + (k) logn, (4.29)

substitui-se (4.24) em (4.29), e tem-se:
m—+n -
BICs = —2 (—2 (log(27ra2> + 1)) +3logn

E assim

BICs = (n+m) logﬁ—i— (n+m)(log2m + 1)+ 3logn (4.30)

e 2 4 2
Caso 4: (11 = p1p = pe oj # 03
Neste caso tem-se 3 pardmetros desconhecidos i, 07, e 03, ¢ 0 = (p,0%,03) .

Assim sendo, tem-se em (4.5):

n n+m

S (yi — w)? > (yi—p)°

_n 2 i=1 m 2 i=n+1
L(B)——§ log(2mot) — ZT ) log(27mo3) — T.@Sl)
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E assim

L <§> - —(”J;m) (log 27 +1) — glog;? . % log o2 (4.32)
Sendo que
— 1 <&
of =2 (i =) (4.33)
=1
- 1 n+m
o= D Wi—i)’ (4.34)
1=n—+1

e o estimador de u é encontrado resolvendo-se a equacdo
13+ A+ Bii+C =0 (4.35)

em que A, B e C, sdo dados respectivamente por (6.34), (6.35) e (6.36).

O passo seguinte € obter o valor de AIC. Substituindo (4.32) em (4.10) tem-se:

AICy = -2 —(n—;m)(log%r—i- 1) — glog;?— %log;g 12%x3
AIC4:(n+m)(log27r+1)+nlog;?+mlog;g+6 (4.36)

E finalmente para obter-se o BIC

BIC = —2 (1ogL (5)) + (k) logn, (4.37)
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sera substituido (4.32) em (4.37) e dai

(n+m) _n

2

™y

ogo? — 5

BICy = -2 (— (log 2w + 1) og %) +3logn,

e o valor do BIC é dado por:

BICy = (n+m) (log 27 + 1) + nlogo? + mlogo + 3logn  (4.38)

4.3 Selecao de variaveis em modelos de regressao
Supondo que se tenha uma varidvel resposta Y e m varidveis explicativas

X1,Xo,..., X, O modelo de regressao linear multipla é dado por
Y=00+5X1+...4+BnXm+e,

em que o erro € ~ N(0,0?).
A distribuic@o condicional da varidvel resposta Y dado as varidveis explicati-

vas €

2

_1 1 “
1K Xon) = (270%) 2 exp | =5 Y—ﬁo—z;ﬁij
p=

Assim, se houver um conjunto com n observacdes, sendo estas independentes
{(Yi, Xi1,..., Xim) ;i =1,...,n}, a verossimilhanga para o modelo serd dada

por
n

L (507/817 cee 7ﬂm702) = Hp(}/”lev .. le)

=1
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Assim, a funcio suporte sera:

2

n

L(,@, 02) =-3 log 27m Z — Bo — Zﬁ? il (4.39)
em que 8 = (6o, 1,-..,0m), sendo que seu estimador de méxima verossimi-
lhanga ﬁ = (BAO, ﬂAl, el B;L) , € obtido como solu¢do do sistema de equagdes
lineares

XTxp=Xx"y,
em que
B I Xin ... Xim Yy
| Bm | 1 X o X | RN

O estimador de maxima verossimilhanca de 52 é:

52 _ lz{yi _ (BO+§1Xi1 +...+Bmxim) }2. (4.40)

=1

Substituindo (4.40) em (4.39) tem-se a funcao suporte maximizada

~ o~ ~ n n
L(ﬂo,ﬁl,...,gm,ﬂ):—510g(27r)—§1ogd(X1,...,Xm)— (441

|3

em que d (X1,...,X,,) é a estimativa da variancia residual o do modelo, dada
em (4.40).
Como o nimero de parametros a serem estimados no modelo de regressao

multipla € m + 2, o AIC deste modelo de acordo com a equacdo (3.5) serd dado
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por:
AIC =n(log2m + 1) +nlogd(X1,..., X)) +2(m+2). (4.42)

Na regressdo multipla, nem todas as varidveis explicativas necessariamente in-
fluenciardo significativamente a varidvel resposta. Um modelo estimado com um
grande nimero de varidveis explicativas desnecessdrias pode ser instdvel. Selecio-
nando o modelo com o menor AIC para todas as diferentes possiveis combina¢des
da varidvel explicativa, espera-se obter um modelo razodvel, que equilibre a qua-
lidade do ajuste e a complexidade.

O BIC para este modelo, conforme (3.22), serd dado por

BIC =n(log2r+1) +nlogd (X1,...,X;m) +2(m+2)logn.  (4.43)

4.4 Selecao de modelos para os dados M&M e producao de biomassa

Todos os calculos foram feitos utilizando-se o software R.

4.4.1 Analise dos dados dos pesos de M&M
Para o caso em que i1 = iz = jL€ 03 = 03 = o foi obtido:

7i = 0.9138936
o2 = 0.0009435844
L (5) = 97.00677,
AICY = —190.0135
BIC, = —186.3132,

2 2 .
Para o segundo caso, em que 11 # p2 € 07 7# 05 tem-se:

w1 = 0.9172692
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73 = 0.9097143
o2 = 0.001099581
o3 = 0.0007188707
L (5) — 97.87383
AICy = —187.7477

BIC, = —180.3471.

Para o terceiro caso, em que p1 # g © O'% = a% = 0 tem-se:

77 = 0.9172692
773 = 0.9097143
o2 = 0.0009294766
L (5) — 97.36078
AIC; = —188.7216
BICs = —183.1711.

Para o quarto caso, em que fi] = fiz = i € 0> # o3 tem-se:

/i = 0.9128487670

0% = 0001119122

o3 = 0.0007188707
L (8) = 97.64484

AIC, = —189.2897
BIC, = —183.7392.

Comparando-se os valores do AIC , obtidos (AICy, AICy, AICs, AICY), vé-
se que deve-se selecionar 0 modelo 1, em que py = pg = pe o3 = 03 = o2,
ou seja, pelo critério de Akaike, € mais provdvel que os pesos dos M&M tenham

distribui¢cao normal, com mesma média e mesma variancia.
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Ao se comparar os modelos utilizando o BIC, os resultados obtidos sdo os
mesmos que aqueles obtidos pelo AIC, ou seja, os dados seguem a distribuicao
normal, com mesma média e mesma varidncia, haja vista que o valor do BIC foi

o menor deles.

4.4.2 Analise dos dados da producio de biomassa na grama de pantano.

Na Tabela 1 abaixo, tem-se o resultado do AIC e BIC para os 32 modelos
possiveis de se obter com os dados.
A partir desta tabela, seleciona-se pelo AIC o modelo que tem pH e Na como

sendo o mais provavel. O modelo final selecionado foi

Y = —475.72892 4 404.94836 x pH — 0.02333 x Na.

A selecdo pelo critério BIC ndo difere em seus resultados do critério AIC,
selecionando o mesmo modelo como sendo o mais provavel.

A dificuldade aqui encontrada € ao fazer-se os cdlculos para todos os mode-
los possiveis, pois se houver N varidveis, tem-se 2" modelos possiveis. Nesse
exemplo, o nimero de varidveis ¢ relativamente pequeno, mas se houvesse, por
exemplo, dez varidveis, terfa-se 2'° = 1024 modelos possiveis.

Seria impraticavel trabalhar com tantos modelos, o que se faz entdo é uma
pré selecdo das varidveis utilizando stepwise, ou outro método, e somente depois

calcula-se o AIC e o BIC para tais modelos pré selecionados.
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TABELA 1: Resultados do estudo da producdo aérea de biomassa na grama de

pantano.

Modelo o2 log(L(B)) AIC  BIC
Y=p+e 426021.44 —355.50 715.01 718.62
Y=SAL+¢e 421487.01 —355.26 716.52 721.94
Y=pH+¢ 170679.44 —334.92 675.84 681.26
Y=K+¢ 408179.80 —354.54 715.08 720.50
Y=Na+e 394486.72 —353.77 713.54 718.96
Y=Zn+e 259921.99 —344.39 694.77 700.19
Y=SAL+pH+¢ 168961.07 —334.69 677.39 684.62
Y=SAL+K+¢e 403264.55 —354.27 716.54 723.76
Y=SAL+Na+e 392962.59 —353.69 715.37 722.60
Y=SAL+Zn+¢ 190594.81 —337.41 682.81 690.04
Y=pH+K+¢e 150140.21 —332.04 672.07 679.30
Y=pH+Na+e 145514.93 —331.33 670.67 677.89
Y=pH+Zn+¢ 166880.94 —334.42 676.83 684.06
Y=K+Na+e 394351.87 —353.76  T15.53 722.76
Y=K+Zn+¢ 249136.22 —343.43 694.86 702.09
Y=Na+Zn+e 242819.41 —342.85 693.71 700.93
Y=SAL+pH+K+¢ 148179.33 —331.74 673.48 682.52

Y=SAL+pH+Na+e 145253.20 —331.29 672.58 681.62
Y=SAL+pH+Zn+¢ 154797.34 —332.72 675.45 684.48

Y=SAL+K+Na+e 392958.57 —353.69 T717.37 726.40
Y=SAL+K+Zn+¢ 180423.99 —336.17 682.34 691.38
Y=SAL+Na+Zn+¢ 185562.41 —336.80 683.61 692.64
Y=pH+K+Na+e 144694.09 —331.21 672.41 681.44
Y=pH+K+Zn+¢ 148217.11  —331.75 673.49 682.53
Y=pH+Na+Zn+¢ 143803.24 —331.07 672.13 681.17
Y=K+Na+Zn+e 242818.98 —342.85 695.71 704.74

Y=SAL+pH+K+Na+e 144121.58 —331.12 674.23 685.07
Y=SAL+pH+K+Zn+e 138517.20 —330.22 672.45 683.29
Y=SAL+pH+Na+Zn+e 139832.73 —330.44 672.87 683.71
Y=SAL+K+Na+Zn+¢ 180079.53 —336.13 684.26 695.10
Y=pH+K+Na+Zn+¢ 143070.72  —330.95 673.90 684.74
Y=SAL+pH+K+Na+Zn+s 797841.82 —369.62 753.24 765.89
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5 CONCLUSOES

Diante do problema da selecdo de modelos, pode-se utilizar os critérios de
informacdo Bayesiano e de Akaike para se selecionar modelos satisfatoriamente.
Esses critérios baseiam-se em conceitos de fundamental importancia, a verossimi-
lhanca, a Informacdo e a Entropia.

O AIC e o BIC podem ser utilizados nas mais diversas dreas; em estatistica sdo
amplamente utilizados principalmente em séries temporais e regressao; entretanto
a regressdo, a geoestatistica e outras dreas também utilizam estes critérios.

Nesse trabalho, utilizou-se satisfatoriamente, os critérios para selecdo de mo-
delos normais e modelos de regressdo; os resultados obtidos foram os mesmos
nas aplicacoes feitas, mas nem sempre isto ocorre, conforme serd demonstrado em

trabalhos posteriores.
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6 ESTUDOS FUTUROS

Avaliar via simulag¢do via Monte Carlo os desempenhos dos critérios AIC e

BIC;
Comparar o AIC e o BIC com um terceiro e recente método, a Medida L;

Aplicagdo e comparagdo do AIC e BIC em séries temporais, onde estes sdo

amplamente utilizados;

Avaliar a utilizagdo desses critérios em dados censurados, em que a verossi-

milhanca ndo pode ser calculada (somente a verossimilhanga parcial).
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ANEXO A

TABELA 2: Dados utilizados no estudo de pesos (em gramas) de uma amostra de
confeitos M&M.

Observacdo Amarelo Vermelho

1 0.906 0.870
2 0.978 0.933
3 0.926 0.952
4 0.868 0.908
5 0.876 0.911
6 0.968 0.908
7 0.921 0.913
8 0.893 0.983
9 0.939 0.920
10 0.886 0.936
11 0.924 0.891
12 0.910 0.924
13 0.877 0.874
14 0.879 0.908
15 0.941 0.924
16 0.879 0.897
17 0.940 0.912
18 0.960 0.888
19 0.989 0.872
20 0.900 0.898
21 0.917 0.882
22 0.911

23 0.892

24 0.886

25 0.949

26 0.934
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ANEXO B
TABELA 3:Dados utilizados no estudo das caracteristicas que influenciam a pro-
duc@o aérea de biomassa na grama de pantano.

Y SAL pH K Na Zn
676 33 5.00 1441.67 351855 16.4524
516 35 475 1299.19 28170.4 13.9852
1052 32 420 1154.27 26455.0 15.3276
868 30 440 1045.15 250729 17.3128
1008 33 555 521.62 316642 22.3312
436 33 5.05 1273.02 25491.7 12.2778
544 36 425 134635 208773 17.8225
680 30 445 1253.88 256213 14.3516
640 38 475 1242.65 275873 13.6826
492 30 4.60 1281.95 26511.7 11.7566
984 30 4.10 553.69 7886.5  9.8820
1400 37 345 49474 14596.0 16.6752
1276 33 345 52597 9826.8 12.3730
1736 36 410 571.14 119784  9.4058
1004 30 3.50 408.64 10368.6 14.9302
396 30 325 646.65 17307.4 31.2865
352 27 335 514.03 12822.0 30.1652
328 29 320 350.73  8582.6 28.5901
392 34 335 496.29 12369.5 19.8795
236 36 330 58092 147319 18.5056
392 30 325 535.82 15060.6 22.1344
268 28 325 49034 110563 28.6101
252 31 320 55239 81189 23.1908
236 31 320 661.32 13009.5 24.6917
340 35 335 672.15 15003.7 22.6758
2436 29 7.10 528.65 102250 0.3729
2216 35 7.35 563.13 80242  0.2703
2096 35 745 49796 10393.0  0.3205
1660 30 745 45838 8711.6  0.2648
2272 30 740 49825 10239.6  0.2105
824 26 485 936.26 20436.0 18.9875
1196 29 4.60 894.79 12519.9 20.9687

...continua...
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Continuacdo da TABELA 3.

Y SAL pH K Na Zn
1960 25 520 941.36 18979.0 23.9841
2080 26 475 1038.79 22986.1 19.9727
1764 26 520 898.05 11704.5 21.3864

412 25 455 989.87 17721.0 23.7063

416 26 395 951.28 16485.2 30.5589

504 26 370 939.83 17101.3 26.8415

492 27 375 92542 17849.0 27.7292

636 27 415 954.11 16949.6 21.5699
1756 24 5.60 720.72 11344.6 19.6531
1232 27 535 782.09 147524 20.3295
1400 26 550 77330 13649.8 19.5880
1620 28 550  829.26 14533.0 20.1328
1560 28 540 85696 16892.2 19.2420
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ANEXO C

Derivacao do viés da Funcao suporte

O estimador de 6 é o vetor de pardmetros p-dimensional 0 que maximiza a
funcdo (2.21). Tal estimador € obtido somo solug¢do de (2.22). Isto &, deve-se
achar a solucgéo de

OL(0) =~ 0 i

Tomando a esperanga, tem-se:

0 105 £ (216)

="Fe) | 5

0
Eg(x) [Z 5 l08 [ (Xil0)
i=1

Assim, para um modelo continuo, se 8¢ € solugdo de

ot (210)| = [a) e s G0yt =0, 6

Eae) | 5g 00

pode ser mostrado que o estimador de mdxima verossimilhanca 0 converge em
probabilidade para 89 quando n — oc.

Usando o resultado acima, pode-se avaliar o viés dado por (3.1), quando a
funcao suporte esperada é estimada usando a log verossimilhanca do modelo.

O viés

b(G) = E(an) [mg f (Xn\é (Xn)) —nEgz) [1og f (2\5 (Xn))H . (62)

pode ser decomposto como

b(G)=Ecixa) [108 f (Xl (Xn)) — nE(z) [log f (210 (Xa))]]
= Eg(xa) 108 f (Xall (Xn)) — l0g f (Xal0o)]
+ Egxy) [10g f (Xn|60) — nEgz) llog f (Z]60)]]

+ Egpxn) |Eaiz) 108 f (Z100)] = nEg(z) [log f (210 (Xn) )|
=Dy + Dy + Ds. (6.3)

Esquematicamente tem-se a Figura 6 abaixo:
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log f(x, |0)

nEgllog f(Z

0)]

>0

é(x n ) 60

FIGURA 6: Decomposi¢do dos termos do viés.

1 - Célculo de D». Primeiramente serd feito este caso, por se tratar do mais
simples, pois ndo contém nenhum estimador. Assim:

Dy = Egxy) [108 f (Xal60) — nEg(z) [log f (Z]60)]]

= EG(xy) [l0g f (Xn|00)] — nEg(z) [log f (Z]|60)]
= Eg(xn) [Z log f (Xi|6o)| — nEg(z) [log f (Z]60)]
=1

=0 (6.4)

Isto mostra que na Figura 6, embora Dy varie aleatoriamente dependendo dos
dados, sa esperanca & zero.
2 - Calculo de Ds. Para simplicidade das férmulas, escreva-se primeiramente

1(0) i= Eaz [log £ (210 (X))
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Pela expansdo em série de Taylor de n (é\) em torno de 6y, sendo este solucio de
(6.1), obtém-se:

K <§> = 1(6o) + zp: (9 9<0)> 3778(900)

=1

S (0 0) (5 0”) PO e

i=1 j=1

N | =

~ ~ o~ ~N\T T
em que 6 = <01, 0o, .. .0p> e Oy = <9§0), 0&0) e 91()0)> . Como 6 ¢ solugio
de (6.1) tem-se

on (6o) 0
8701- = EG(Z) 819 logf(Z|9)

=0,:=12,...,p.
6o

Assim, (6.5) pode ser aproximado por:
1 (5) =1 (6o) — % (é— GO)TJ(GO) (5— 90) ;

sendo J (6p) uma p X p matriz dada por

& log f (210) / & log f (210)
J (60) = —E, S VRGN I O8I AN 4z, (6.6
o) =~Fea) | ™ 59007 |, AT
e o (a, b)-ésimo elemento é dado por
. 0%log f (Z|6) 0?log f (Z10)
=—-F L S = — Z s A\
Jab G(2) 80@8917 % /g (Z) aeaaeb 00 dz
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A

Como D3 é justamente a esperancade 7 (6g)—n (9) ,comrespeitoa G (X)),
obtém-se a aproximacao:

Dy = Egxa) [nEoz o f (Z180)] ~nlog f (210)]

n

— 2 Eax,) [(5— ao)T J(80) (0~ 00)]
— o | {7 (0) (0-8) (0-55)"}]
= Zur {J (60) Eax.) [(5 ~60) (6~ OO)T] } (XD

Pelas propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanca dadas
no Teorema 2.1, tem-se que:

Egx.) [(5— 90) (5— OO)T] - %J 00) " 1(80)J(80)", (6.8

deste modo pela substituicao de (6.7) em (6.8), tem-se:

1
Dy = 5tr{1(60)J (80)'}. 6.9)

sendo que J (0) é dada por (6.6) e I (@) é a p x p matriz dada por

01 0) o1 0
1(60) = FEgz Ogafg(Z| ) O%f;;z| ) 6]
dlog f (2]0) dlog f (2/0)
- dz. (6.10)
/g(z> 00 89T 0, z

Resta agora o cdlculo de Ds.

3 - Calculo de D;. Reescrevendo L (0) = log f (X ,,|0), em termos da sua
expansio em séries de Taylor, na vizinhanca do estimador de mdxima verossimi-
lhanca 6, obtém-se:

7 9L(9)

1(6) ~or+ (0-8)" 20 1 (57 100)

<9 B §> 90007

(0—§>+....(6.11)

N
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Em (6.11), 0 satisfaz a equacgao

oL (9)
0 - 0, pelo fato de que o estimador de

oL (6
maxima verossimilhancga é dado como solucdo de é )

1 %L (5) 1 0?log f (Xn\é)
Tem-se que — = — converge em probabilidade
T 00007 ~ 0 oeaeT o oiec S PIOY
para J (6g) quando n — oo, isto vem do fato de que @ converge para 6y e pode
ser provado utilizando-se da lei dos grandes nimeros.

Assim, tem-se de (6.11) que

=0.

T

L(HO)—L<§) m%<00—§> J (80) (00—5).

A partir deste resultado, juntamente com (6.8) pode-se calcular D;.

Dy = Fax, [logf (Xalf (Xa)) —log f (Xalto)|

= SFax.) [(00 - é)T 7(00) (60 - §>]
e [tr {J (60) (60— 6) (6 - a)TH
_ gtr {J (600) Ec(x,,) [(90 - OA) (90 B §>T] }

- %tr {1(90) J(E)O)_l} (6.12)

Assim, de (6.4), (6.9) e (6.12) tem-se que

b(G) = D1+ D2+ D3

- %tr {1(00) J(eo)‘l} +O0+ %tr{[(@o)J(eo)_l}, (6.13)

sendo I (8g) e J (6p) dados por (6.6) e (6.10), respectivamente.
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ANEXO D

Funcio suporte para modelos normais.

Tem-se de (4.5) que de forma geral

n+m

> (i — p2)”

i=n+1
2
205

, 2 (vi— m)’ o
1

Desse modo, serdo feitas aqui as derivagdes para os estimadores de maxima veros-
similhanga para os quatro casos descritos em (4.1), (4.2), (4.3), e (4.4).
Caso1: yy = pp = peo? = o3 =o?

Para este caso, tem-se por (4.6)

n+m 1
L(0) = ———log (2m0?) — 53 D Wi~ )2, (6.14)
=1
sendo 0 = (u, 02) .
OL (p, 0 OL (p,0?
Para maximizar (4.6) faca-se M =0e M =0
0o 00
Derivando (4.6) em relacdo a o2, tem-se:
n-+m 2
) 1=
Oo? B Oo? =0
oL (u, 02) n+m 1 X 2
= + d wi-w?=0
2 2 2
Jo X 20 2 (02?) — X
1 n—+m 1 N2 1 5 n4+m
a2< 2 +262;(y ) :\"202;(% 2 2
1 n+m
~2 ~\2
= — 6.15
) ; (i — 1) (6.15)

O estimador de o2 é dado por (6.15), e essa equacio necessita do estimador de /,

que serd encontrado abaixo:

ooty (T slere) £ )

ou

o =0
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n+m n+m n+m n+m

Z(yi—ﬁ)=02y¢=Zﬂ:>ﬂ=n+mZyz

=1 =1 i=1 i=1

Desse modo o estimador de p é dado por

1 n+m

0= 6.16
fi Hm;yl (6.16)

Substituindo os valores encontrados em (6.15) e (6.16) em (4.6), tem-se

n+m

L(0) = —n;mlog (2732) — 2%2 S (i - )?

=1

L (5 = —nzmlog(2w&\2) — @(n+m)&\2
L (b\) = —n+mlog(27T02) _ntm
2 2
Caso 2: [ # po e 03 # o5
Nesse caso, tem-se por (4.14)
L(O) = L(Mla/@,U%,U%) _—*log 271'01 Z
i=1
m 1R
- 3 log (27ro’§) — >3 Z (yi — N2)2 (6.17)
205 i=n+1
Derivando (6.17) em relacdo a y; e igualando a zero, tem-se:
n 9 n+m 9
> (yi — 1) " 4 Zl(yi—m)
2 =1 2 i=n+
0| —%log(2mof) — 207 -5 log(2m03) — 207

O
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Obtendo assim

n n
2 ) (- —o:z S —0—= Y=Y
=1

2
20121 =1

E finalmente encontra-se o estimador de (1, dado por

== (6.18)

Derivando (6.32) em relagio a ;13 e igualando a zero, tem-se:

i(yi —u)? . nim (yi — p2)?

ol —35 log(27m%) — ) log(27m%) _ =l

202 202
=0
Opa
E assim
n+m n—+m n+m n+m
N e ==Y o =0— Y= S
202 i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1
Assim, o estimador de o, €
n+m
.U
= =1 (6.19)
n

Derivando (6.32) em relacdo a a% e igualando a zero, tem-se

L ()

=0
(90%
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n n+m

2
N > (i — m)” . ' El(yz'—/m)
2 =1 2 i=n-4
=0,
do?
n 1 n
O MBI IR Sy
20'1 2( 1) i=1 07 i=1
Finalmente obtém-se o estimador de 0%, dado por
2= - ) (6.20)
[ i :

Nota-se que o estimador de o7 depende do estimador de y1, expresso por (6.18).
Derivando (6.32) em relagio a o3 e igualando a zero, tem-se

n-+m

R 1 72t D o TS
0 5 log (2m07) — T ) log(27m03) — 207
o3 0
n—+m n+m
T g

E assim, obtém-se o estimador de O'%, dado por

1 n+m
E Z . 6.21)

O estimador de o3 depende do estimador de y5 que é dado pela férmula (6.19).
Substituindo (6.18), (6.19), (6.20) e (6.21) em (6.17) tem-se:

n m
o L Xwm-m)? 2 (i)
1(8) =2 10g(2m0? )~ =~ T log(2mo}) - T (622)
2 207 2 202
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Caso 3: jiy # poe o’ =03 = o>

Sob a premissa de que (1 # s e a% = a% = o2 tem-se de (4.5):

n n+m
, (i —m)* 2 — pa)’
— 2 =1 2 i=n
L(0) = ) log (2m0”) — 557 —-3 log (270”) — 5,7 ,
Dai
n+m 1 "~ 9 iy 9
_ 2 R A
L(6) = —— log(2m0%) — 53 Ll(yz 11 +izzn;1(yl [12) ] (6.23)
L (0 L (0 L (0
Afim de maximizar (6.23), faca-se (6) =0, oL (6) =0,¢e oL (6) =0.
o2 O Opz
Derivando (6.23) em relacio a o2, tem-se
n+m 1 n ) n+m )
2
0 {— 5 log(27ra ) - %2[2(‘% — 1) +Z(yz — p2) ] }
8L(0) B i=1 i=n+1 -0
80'2 o 80-2 — Y
e assim
n+m 1 " sy
——t— D wi—m)’+ > (i—-m)?| =0
202 2 ((72) i=1 i=n-+1
U
1 n n+m
(n+m) = = [Z@i—m)% > (yz-—@f]
0 Li=1 i=n+1
Desse modo,o estimador de o2 é dada por
o 1 n ) n+m )
P — i — 1)+ i — o 6.24
ety e Y wem| e

Vé-se assim que a estimador de o2 depende da estimador de /11 e 2. Tais estima-
dores serdo encontradas abaixo:
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Derivando (6.23) em relagao a p,tem-se:

09— log(2ma?) — 53 (yi — p1)"+ (yi — p2) ]}
oLe) 2 20% |5 i=n+1 —0
O O ‘
Assim
2 n n n
72 (yi—fﬁ)(—l):0:>Z(yi—ﬁ):02>2yi:nm.
20° 55 i=1 i=1
Logo, o estimador de 1 é dado por:
n
Z Yi
= = (6.25)
n

Para encontrar o estimador de o, deve-se derivar (6.23) em relagdo a o e igualar

a zero, assim:

n+m 1 - aniC
a{— og2m0) — 2132 = ) S (o —MI}
0L(0) i=1 i=n+1
_ =0.
Opia O
Assim
9 n+m n+m n+m
= (=) (1) =0= > (yi—p) =0= > y; =nfia.
20% iZnt1 i=n+1 i=n+1
Desse modo, o estimador de 9 é dado por:
n+m
2 Vi
i = = (6.26)
m
Conseqiientemente, tem-se em (6.23)
-~ m+n -5 1 & -
L<0> - _ log<27r(72) - — [Z (i )+ > (yi —3)
20° i i=n+1
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~ o~ 1 — —
L(B) __mtn log<27r02) - — <n02 + maQ)
2 252

L(@) __m ; n (10g(27r;5) + 1)

Em que (;5, 111, € 12, sdo dados por (6.24), (6.25) e (6.26) respectivamente.
Caso 4: 11 = o = jue 0% # o3
De (4.5) tem-se:

n n—+m

S (yi — p)? > (yi —p)’

n i— m —]
LO)=—=1log(2mo?) — =L _ log(2m03) - =ML (6.27
(0) 5 og( 7T0'1) 20% 5 og( 7ro'2) 2(7% ( )
A verossimilhanga maximizada serd dada por
n 2 n+m 9
~ D (/S DR, 2 iR
L(G):—— 10g<27‘(’0’%) - 1217/\ - —10g(27m§) - %,
2 202 2 203
dai vem que
L (5) = _n;m log 2w — glog; — %log;g
1 n R 1 m4+n R
- =D W= Y i)’
201 =1 202 i=n-+1
e finalmente
L <§> - —(”J;m) (log 27 + 1) — glog;? - % log o2 (6.28)

Deve-se agora encontrar o valor da fungdo suporte maximizada; para isto, deriva-se
(6.27) em relacdo a cada parametro para se encontrar as estimativas dos parame-
tros.

86



L(0)

Derivando em relagdo a 0% e igualando a zero 907 0, tem-se:
g1
n 9 n+m 9
0 _nlog(Qwo—%) — ’;(yi o M (27r02) - i:%l(yi o
2 207 g OBLETT2 2032
=0,
do?
Desse modo
n 1 " 1 «— = n
= 5 (:l/z_,UJ)Q:O:>7 (yl_:u’>2:7
2 2 2
20-1 2 (O’%) =1 201 =1
Assim o estimador de o7 € dado por
=5 _1¢ ~2
of =) (yi— 1) (6.29)
=1
Derivando (6.27) em relacdo a 03 e igualando-se a zero tem-se:
n 9 n+m 9
" X(yi—m A Zﬂ(yz' — 1)
2 i=1 2 i=n
5 —5 10g(2770'1) — ZT — E lOg(27TO'2) — 20’%
=0
do?
Assim
m 1 n+m 1 n+m m
~\ 2 ~\2
=t =z > (wi—n =0= = > (wi— ) )
205 2 (a%) i=n+1 202 ;.5
E assim obtém-se o estimador de o5 dado por:
P 1 n+m
o3=— > wi—n) (6.30)
1=n-+1
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L (0
Fazendo-se 0L (6) = 0em (6.27) tem-se:

ou
n 9 n+m 9
> (yi — 1) D> 1(3/1 — )
=1 2 t=n-+
=0
o
Desse modo
1 n 1 n+m
=23 - () - =2 > - (-1)=0
20'1 1=1 202 i=n+1
I3
1 n 1 n+m
= (vi — ) = —= (yi — ) (6.31)
071 i=1 09 i=n+1

Substituindo os estimadores de 0% e o3, obtidos em (6.29) e (6.30) em (6.31)

tem-se:

1 n 1 n+m
— > A= > i)
w2 (i =) =1 w2 (yi—p)i=ni
1=1 i=n+1
0
n-+m n n n+m
O S ) S () Il S T 1)l SO (T 1y
i=n+1 i=1 =1 i=n+1
U
n n+m n-+m n
D> i =) S - m Y i)Y (- )P =0
=1 i=n+1 i=n+1 =1
J
n no_ n—+m 9 - o~
n {Z Yi— u] > (yz- — 2[1y; +u2)+
i=1 i=1 i=n+1
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(42 = 27 +17) = 0

,M:

o[

i=n-+1 1=n—+1 =1
U
n n+m n+m
S| [ 35 -2 S s
i=1 i=n+1 1=n+1
(P)
n+m n+m n
SRS ”zyf—zuz%W -
i=n+1 1=n-+1 =1

~~

(@)

Desenvolvendo (P) tem-se

n R n+m n+m n n+m )
o | S| S -on S ] <n (S0) S -
1= 1=

i=n-+1 1=n-+1 i=n-+1

. n n+m n —
—2un<Z yz') > yitmnpy? <Zlyz) —n*i Z yi+2n?p? Z yi—n2myd
=3

i=1 i=n+1 i=n+1 i=n+1

Desenvolvendo (Q) tem-se

n4+m . n 9 L 9 n+m n 9
m[ > yi—mu} {Zyi—%zyﬁw} Zm( > yi>2yi

t1=n-+1 i=1 =1 i=n+1 i=1
n+m /\ n—+m 9 n 9 ) n 93
—2muZyz o yitmnp? YT yi—mAa Yo ys +2mu? Yy — nm?ud
i=1 i=n-+1 1=n—+1 i=1 =1

Juntando-se (P) e (Q) tem-se:

n n+m n+m /\ n
0=(P)+(Q) = n(ZZU) > vi—20n <Zy> > yi+ mnp? (Zy>

i=n-+1 i=n-+1

n+m A n+m _ n+m
o ST S (550 3
1=n-+1 i=n+1 i=n-+1 =1

n+m n+m

- 2mu2yz S yirmng? Y yi-m uzyz

=1 i=n+1 1=n+1

+ 2m?u? Z Yy — nm2u3
i=1
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Agrupando-se os termos de grau semelhante tem-se:

n+m n+m
— (nm? + n®m) p e <2m Zyz +mn Yy +20% Yy +mn Z yz>
i=n+1 i=n+1

iQ 2 e . g 2 "I 5
( Zy 72m2y1 Zyz%(Zyi) > Yi—n Zyi>+

=1 1=n+1 i=n-+1 1=n-+1

n n+m 9 n+m n 9
e (S0) S pem (5 0) i -0
=1

i=n+1 i=n-+1 i=1

Dividindo-se por (—nm? — n?m) tem-se:

—

n+m n-+m
(22 Eictn 'S g2 S i n 3 )
/LS _ /:5 =1 i=n+1 i=n+1

nm (m +n)

9 n n+m n n+m 9 n+m 9

(—‘m Sy —2m Sy S yi—2n <Zyi> > oyi—nt Y yZ-)

+ ﬁ =1 =1 1=n+1 =1 1=n—+1 1=n-+1
nm (m +n)

n n+m 9 n+m n 9
<n(2y) > yi+m( > y) zyi)
=1 i=n+1 1=n-+1 =1

=0
nm (m + n)
Dai segue que
n nt+m n+m n
2m Y yi Y 2 X v Yy
3, 9 i=1 i=n+1 i=n+1 i=1
I - -

n(m+n) (m+n) m@m+n) (m+n)

n n n+m n n+m n+m 9
m$r 2L ) S 2(Eu) w0 ¥
i=1 1=

1

+ i=n+1 i=n+1 i=n+l
H n(m+n) n(m+n) m(m 4+ n) m (m +n)
1 n+m n+m n
S — Yi Yy +m Yi yi | =0 (632)
nm (m+n) ( (; ) i Zn;_l <zzzn—:i-1 ) ; )
Sejam
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n m

m+n S m+n’
n n+m n n+m 9
> Yi , Z;rzi/z P , Z;é/z
=1 1=n =1 1="n
p="——, po= , o si=l si— . (6.33)
n m n m

Substituindo (6.33) em (6.32), tem-se:

n
-~ = v
13+ p2(—2vp1 — vpp — 2whs — wn) + (n > 2 + 20 + 2wpn 2

i=1

w n+m w n+m v n
S PWARIETS TS 37 B

i=n+1 i=n+1 =1

Efetuando-se as operagdes necessarias tem-se:

o+ g (—p (20 +w) — (v +2w) po) + g (vst + 2vp1po
+  2wpipo +wsy) — (pwss + vussi) =0

4

-3 -3 m+m-+n m-+n+n
B e el Il e P L
m+n m+n
—~ 2 2 2 2\ _
+  F(vst + 2oppn + 2wpi g + wsy) — (prwss + vpgst) =0

4

W —m(1+ ") = 1+ =
BT M1 mtn mtn M2

m mn
(9 2 2\ 2 2) _ ¢
+ 1 ( ,ul,u2< i + " n) + sy + wsg) (pwss + vpgst)

J

P34 2 (= (U4 0) = (1+w) p) + 7 (2p1 2 + 87 + ws3)
— (pws3 +vpgsi) =0
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Fazendo

A= —(,u,l (1+U)+ (1+w) MQ) (6.34)
B = (2u1,uz + vs% + ws%) (6.35)
C=— (,ulwsg + vuzs%) (6.36)

Tem-se ;5 =+ A? + Bii + C = 0 que é uma equagdo do terceiro grau cuja
solugdo pode ser obtida através da férmula de Cardano (Garbi, 1997) dada a seguir.
A férmula de Cardano
Toda equacdo cubica
ax® +br* +cx+d=0

com a # 0 pode ser reduzida a forma
v +py+q=0

emquer =y — oo p= o eq= W((S—a)b — 9abc + 27a°d)
sendo que suas solucdes sao dadas por
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