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RESUMO

Experimentos sao realizados pelas industrias com o intuito de aumentar a
compreensdo de seus processos de fabricagdo. Desta forma, objetiva-se neste tra-
balho abordar o planejamento e anélise de experimentos fatoriais 2* no contexto
industrial. Especificamente, prop0s-se expor aspectos e conceitos basicos de ex-
perimentacdo e sugerir, como alternativa para o uso da técnica de experimentagao
um-fator-por-vez, o planejamento de experimentos fatoriais 2¥ completos, que sio
uteis quando tem-se por finalidade examinar um grande nimero de fatores para
determinar quais s@o os mais importantes, ou quando o tempo ou o recurso para
o experimento sio escassos. As técnicas do confundimento e experimento nao re-
petido também sdo abordadas neste trabalho. A primeira é uma alternativa para
experimentos em que hé dificuldade em manter constante alguma caracteristica
do processo produtivo, e a segunda quando é inviavel realizar repeticdes. Como
resultado ilustra-se as técnicas estatisticas apresentadas, sendo essas aplicacoes si-
muladas a partir de um mesmo experimento de verificagdo da influéncia de quatro
fatores na resisténcia mecanica de junc¢des adesivas.

Palavras-chave: Confundimento. Experimento industrial. Experimento ndo re-
petido. Um-fator-por-vez.



ABSTRACT

Experiments are conducted by industry with the aim of increase unders-
tanding of their manufacturing processes. Thus, this study aims to approach the
planning and analysis of 2* factorial experiments in an industrial context. Specifi-
cally, we proposed to expose some aspects and basic concepts of experimentation
and suggest as a possible alternative to using the technique of testing one-factor-
at-a-time, planning full factorial experiments at two levels, which are useful when
the objective is to examine a large number of factors to determine which may be
the most important, or when the time or resource for the experiment are scarce.
The techniques of confounding and unreplicated experiment are also discussed in
this work. The first is an alternative to experiments in which there is difficulty
in maintaining a constant characteristic of the production process, and the second
occur when it is impractical conduct replicates. As a result there is illustrated the
statistical techniques presented, and these applications were simulated from the
same experiment to verify the influence of four factors on the mechanical strength
of adhesive joints.

Keywords: Confounding. Industrial experiment. Unreplicated experiment. One-
factor-at-a-time.
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1 INTRODUCAO

O interesse e a necessidade das industrias de desenvolver e melhorar pro-
cessos de fabricagdo — tendo como um dos objetivos a melhoria da qualidade de
seus produtos —, tem suscitado a utilizac@o de técnicas estatisticas, em especial o
planejamento e andlise de experimentos, pelas inddstrias.

Esse cendrio vem ganhando énfase no ambiente industrial, motivado pela
relacdo competidora e preocupacgdo em satisfazer o consumidor.

Por outro lado, de forma preocupante, na literatura hd uma reunido de
evidéncias e dividas, apresentadas em estudos de casos, sobre a integridade dos
planejamentos e andlises de experimentos conduzidos pelas industrias. Destaca-se
a utilizacdo da estratégia de experimentacdo um-fator-por-vez, questiondvel por
ndo ser possivel considerar na andlise os efeitos das interagcdes entre os fatores.

Ao planejar um experimento industrial € possivel deparar-se com algumas
de suas peculiaridades, tais como a dificuldade em construir blocos completos,
e até mesmo de realizar repeticdes. Quando essas, e outras, peculiaridades sdo
relevadas, tem-se o questionamento da veracidade dos resultados das andlises es-
tatisticas.

O planejamento de um experimento de forma equivoca compromete, so-
bretudo, a credibilidade e a confianca dos resultados das andlises estatisticas. Re-
sultados enganosos podem prejudicar a estabilidade das industrias, se utilizados
como subsidios para tomadas de decisdes.

Assim descritos os desafios de planejar experimentos em processos indus-
triais, o objeto de investigacdo desta dissertacdo foi limitado ao planejamento e
andlise de experimentos fatoriais 2¥ completos, e as técnicas de confundimento e
experimento sem repeticao.

Uma vez limitado o objeto de andlise, propds-se o problema para investi-
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gacdo: quais seriam exemplos de andlises basicas para experimentacao na industria
que elucidam peculiaridades proprias desta drea de aplicacido?

Para a pesquisa desenvolvida definiu-se como objetivo geral, discutir o
planejamento e andlise de experimentos no contexto industrial, com um enfoque
didético. Para o seu desenvolvimento, foram fixados trés objetivos especificos.

O primeiro, prop0s-se expor conceitos bdsicos de experimentacio e suge-
rir, como possivel alternativa para o uso da técnica de experimentacdo um-fator-
por-vez, o planejamento de experimentos fatoriais 2¢ completos.

Na sequéncia, propds-se apresentar alguns aspectos do planejamento e
andlise de experimentos em esquema fatorial 2%, nos delineamentos inteiramente
casualizados e em blocos casualizados, e as técnicas do confundimento e experi-
mento ndo repetido.

Por fim, como terceiro objetivo, propds-se ilustrar as técnicas estatisticas
apresentadas em trés condi¢des experimentais. Todas as situacdes experimentais
sd0 baseadas em um mesmo experimento de verificacdo da influéncia de quatro
fatores na resisténcia mecanica de junc¢des adesivas.

O marco tedrico utilizado nesta dissertacdo € a andlise de varidncia, desen-
volvida por Ronald Aylmer Fisher (1890 - 1962), enquanto trabalhava na estacio
experimental Rothamsted, localizada na Inglaterra. A andlise de variancia, que
tem por ideia basica comparar a variagdo entre grupos com a variacdo dentro de
grupos, ¢ um dos métodos estatisticos mais disseminados, principalmente na ex-
perimentacdo agricola.

Em relacdo aos aspectos metodoldgicos, faz-se uso da técnica de revisio
bibliografica da literatura sobre estatistica experimental aplicada a industria, a par-
tir de artigos, livros, teses e dissertacdes. Para obter-se a massa de dados utilizada

na exemplificacdo das técnicas estatisticas mencionadas, utilizou-se busca na lite-
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ratura e relagdes pessoais.

Para o desenvolvimento do tema suscitado, o plano de trabalho foi estru-
turado em cinco capitulos, objetivando atingir cada um dos objetivos indicados.

Desse modo, o capitulo primeiro destina-se a introdug@o desta disserta-
¢do, no qual é delimitado o assunto de estudo e sdo especificados os objetivos de
pesquisa.

O segundo capitulo dedica-se ao referencial tedrico, no qual sdo expostos
alguns aspectos do planejamento e andlise de experimentos fatoriais 2¥ completos,
e algumas técnicas estatisticas que podem ser Uteis ao pesquisador na industria.

Na sequéncia, apresentando o método utilizado na pesquisa, desenvolve-se
o terceiro capitulo.

O quarto capitulo reserva-se ao desenvolvimento da andlise estatistica de
trés situacdes para o experimento de resisténcia mecanica de jungdes adesivas. A
primeira situagio destina-se 2 andlise do experimento fatorial 2* completo; a se-
gunda € considerando, hipoteticamente, a dificuldade em realizar o experimento
com repeti¢cdes; a terceira é supondo a impossibilidade de formar blocos que con-
tenham todos os tratamentos.

Por fim, no dltimo capitulo sdo apresentadas as principais conclusdes deste

trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Experimentacio na indistria

A metodologia planejamento de experimentos € uma técnica estatistica
que tem sido aplicada por muitos anos na indudstria no desenvolvimento de novos
produtos, controle e melhoria dos processos de fabricacdo etc.

Conforme Tanco et al. (2008), em pesquisa realizada em trés regides eu-
ropeias, constataram que 95% das empresas realizam experimentos. No entanto,
os métodos utilizados nem sempre sdo adequados.

Uma das explicacdes possiveis para esse cendrio, planejamento inade-
quado de experimentos, que nao ha de ser muito diferente no Brasil, segundo Czi-
trom (1999), € a falta de consideracdes préticas do planejamento de experimentos
nos cursos académicos de engenharia.

Outra explicacdo cabivel € a escassa relacdo entre universidade e empresa.
Segundo Rapini (2007), ha pouco interesse das empresas em estabelecer relagdes
com as universidades. E quando as cooperacdes estdo presentes, estas limitam-se
a atividades de consultoria.

Ainda no ambito da interagdo universidade - empresa, Costa e Cunha
(2001) esclarecem que existe uma série de barreiras organizacionais, pessoais, pro-
fissionais e culturais, ocasionadas basicamente pelas diferencas de interesses por
ambas as partes. A meta principal da universidade € a geracdo de conhecimentos e
tecnologia para o desenvolvimento da sociedade em geral; a da empresa é focada
na geracgdo de receitas, sem as quais ndo sobreviveria e ndo desempenharia funcdes
sociais (por exemplo, a geracdo de empregos).

Para um planejamento adequado de um experimento industrial, espera-se

que as peculiaridades tipicas da industria sejam consideradas. Algumas peculiari-



18

dades tipicas da industria sao:

(i) dificuldade de interromper o processo produtivo. Nesse caso siao sugeri-
dos os experimentos denominados online. Em relagdo a esses experimentos,
Box (1957) propds o Evolutionary Operation (EVOP), um método de con-

trole e melhoria de processos a ser usado durante o processo produtivo;

(i) complicagdo, ou até mesmo a impossibilidade, de modificar constantemente
algumas caracteristicas do processo industrial. Nesta situacdo, sugere-se o
uso de parcelas subdivididas. Jones e Nachtsheim (2009) e Goos, Langhans
e Vandebroek (2006), abordam esses experimentos, e ressaltam que muitos
experimentos em parcelas subdivididas sao analisados como se nio o fos-

sem;

(iii) obstdculo em manter constante alguma caracteristica do processo produtivo
— por exemplo, matérias primas de um mesmo fornecedor. Nessa situagao
¢ recomendado o uso do delineamento em blocos casualizados, abordado

nesta dissertacao.

(iv) inviabilidade em realizar repeti¢des por causa, por exemplo, do alto custo
envolvido no processo. Para essa inviabilidade aconselha-se o experimento

fatorial nao repetido, abordado, também, nesta dissertacao.

Ilzarbe et al. (2008), em revisdo de casos publicados em revistas cientifi-
cas entre os anos 2001 e 2005, constataram que a maioria dos experimentos sao
provenientes das inddstrias de materiais, mecanica e quimica. Sendo que a maio-
ria deles sdo referentes a investigar se certas condi¢cdes, ou configuragdes, de um
processo influenciam em algumas caracteristicas dos produtos resultantes desse

processo.
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Nas préximas se¢des serdo abordados alguns aspectos do planejamento e
andlise de experimentos, e algumas técnicas da estatistica experimental que podem

ser Uteis para algumas particularidades dos experimentos em processos industriais.

2.2 Planejamento e analise de experimentos industriais

Experimentos sdo realizados constantemente por pesquisadores de diver-
sas dreas com o intuito de aumentar a compreensio sobre um processo. Experi-
mento € definido por Montgomery (2009) como sendo um teste, ou série de testes,
em que sdo feitas mudancas propositais em algumas caracteristicas do processo,
de modo a observar e identificar as razdes das mudangas que puderam ser obser-
vadas em uma varidvel resposta, que, segundo Mason, Gunst e Hess (2003), é
simplesmente uma observacdo do experimento. Sucintamente, o objetivo da ex-
perimentacdo € obter uma relagdo de causa e efeito entre a varidvel resposta, ou
saida, e as varidveis de entrada de um processo.

Um processo pode ser esquematizado conforme o modelo da Figura 1,
em que as varidveis de entrada controldveis x1, %2, - ,xp, segundo Montgo-
mery (2009), podem ser visualizadas como uma combinagdo de maquinas, mé-
todos, pessoas e outros recursos que transformam entrada (geralmente materiais)
em saida, que tem uma ou mais varidveis respostas. As varidveis de entrada ndo
controldveis z1, 22, - - - , 24 s30 caracteristicas experimentais ndo controladas, seja
por desconhecimento da existéncia delas ou pelo alto custo para controld-las, tais

varidveis constituem o erro experimental.
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Varidveis de entrada controlaveis
X7 X2 Xp

Entrada Saida
E— PROCESSO EE—

1 2

&
I
I

q
Varidveis de entrada nio controldveis

Figura1 Representacdo de um modelo geral de processo

E importante notar que uma varigvel de entrada é considerada controldvel
se os valores que ela assumir, denominados niveis, podem ser determinados antes
do inicio dos testes. As varidveis de entrada controldveis que sdo de interesse em
serem investigadas pelo pesquisador, geralmente, sdo denominadas de fatores, e as
combinagdes possiveis entre os niveis dos fatores sdo chamadas de tratamento.

Como exemplo de experimento, em um processo quimico para produzir
um polimero, o engenheiro quimico tem interesse em estudar o efeito da tempe-
ratura do processo e a concentracdo de um catalisador especifico. A temperatura
pode ser controlada em 100°C ou 120°C, e a concentrag@o do catalisador em 4%
ou 8%. Ao final de cada processo é observada a viscosidade do polimero medido
em Pa - s (pascal-segundo). Nesse experimento, hd dois fatores: temperatura do
processo e concetragdo do catalisador. As temperaturas 100°C e 120°C sdo os
niveis do fator temperatura; e as concentracdes 4% e 8% s@o os niveis do fator

concentragdo do catalisador. As combinagdes possiveis entre os niveis dos fato-
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res sdo 100°C com 4%, 100°C com 8%, 120°C com 4% e, por fim, 120°C com
8%, que sdo os tratamentos possiveis. Nesse experimento, provavelmente, hd ou-
tras varidveis de entrada envolvidas no processo. Por exemplo, o método utilizado
para produzir o polimero pode ser uma varidvel de entrada controlavel. Outras va-
ridveis, como a temperatura ambiente, umidade relativa do ar, teor de oxigénio no
ar, etc, podem ser algumas varidveis de entrada nio controldveis. O modelo para

esse experimento estd representado na Figura 2.

Temperatura Concentragdo
do do
processo (°C) caralisador (%)

Insumos Polimero
—_—

PROCESSO

Temperatura ~ Umidade — Teor de
ambiente (°C)  relativa  oxigénio
doar (%) noar (%)

(viscosidade, Pa.s)

Figura2 Representacdo de um modelo de processo de producdo de polimero

E importante notar que nem todos os fatores afetam o desempenho da
mesma maneira. Alguns podem ter fortes influéncias, outros podem nem ter efeito
na varidvel resposta (ANTONY, 2003). De tal forma que, no exemplo anterior,
pode ser que ndo haja diferenca na viscosidade do polimero entre os tratamentos
100°C com 4% e 120°C com 4%.

Antony (2003), menciona que, em processos de fabricacdo, ¢ comum o in-

teresse em conduzir experimentos para explorar relacdes entre varidveis de entrada
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e de saida de um processo. No entanto, alerta que, para um experimento ser vai-
lido, é necessdrio valer-se de abordagem cientifica, a fim de planejé-lo e analisé-lo.
Na estatistica experimental, o planejamento de experimentos estatisticos refere-se
ao processo de realizar um experimento, de tal forma que, os dados obtidos pos-
sam ser analisados por meio de métodos estatisticos, e levem a conclusdes validas
(MONTGOMERY, 2009).

Conforme Cochran (1947), a andlise de varidncia, desenvolvida por Ro-
nald Aylmer Fisher (1890 - 1962) e comumente utilizada na estatistica experi-
mental, depende dos seguintes pressupostos: (i) que os efeitos das varidveis de
entrada, controldveis e ndo controldveis, sejam aditivos; (ii) que 0s erros experi-
mentais sejam independentes, sejam (iii) de variincia igual e, além disso, sejam
(iv) normalmente distribuidos.

Para assegurar que as andlises estatisticas sejam validas, ha trés princi-
pios bésicos na experimentagdo. Sao eles: realizacdo de repeticdo, aleatorizagao e
controle local (FISHER, 1971).

De acordo com Montgomery (2009), Storck et al. (2006) e Mason, Gunst
e Hess (2003), repeticdo € duas ou mais observacdes obtidas para determinada
combinagdo especifica de niveis dos fatores, os quais sdo conduzidos, tanto quanto
possivel, sob idénticas condi¢des experimentais. E importante notar que repeti¢io
nao € duas ou mais mensuragdes da mesma observacao.

Conforme Montgomery (2009) e Hinkelmann e Kempthorne (2008), o
principio da repeti¢do tem por finalidade propiciar a obtencdo de estimativa do
erro experimental.

O principio da aleatorizacdo, segundo Banzatto e Kronka (2008) e Hinkel-
mann ¢ Kempthorne (2008), consiste em atribuir a todos os tratamentos a mesma

probabilidade de serem designados a qualquer unidade experimental, que € a en-
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tidade na qual uma observagdo é feita, e tem por finalidade proporcionar uma
estimativa vdlida para o erro experimental. O modo como é conduzida a aleatori-
zacdo dos tratamentos nas unidades experimentais estabelecem os delineamentos
experimentais (STORCK et al., 2006). Segundo Cochran (1947), muitos proble-
mas de correlacdo entre os erros experimentais sdo resolvidos pela aleatorizagio
adequada.

O ideal em um experimento € que todas as unidades experimentais sejam
homogéneas, isto &, que ndo haja diferenca sistemdtica entre elas. Devem ser tdo
iguais quanto possivel em todas as caracteristicas que possam afetar a resposta
(MASON; GUNST; HESS, 2003). No entanto, nem sempre serd possivel obter
unidades experimentais homogéneas. Em tais situacdes, faz-se uso do terceiro
principio da experimentagdo, o controle local.

O principio controle local é frequentemente utilizado, pois, tem por fina-
lidade reduzir o erro experimental e tornar o delineamento mais eficiente (BAN-
ZATTO; KRONKA, 2008; HINKELMANN; KEMPTHORNE, 2008). Sua ideia
basica consiste em dividir o nimero total de unidades experimentais em dois ou
mais grupos, de maneira que as unidades de cada grupo sejam homogéneas entre si
(HINKELMANN; KEMPTHORNE, 2008; GIESBRECHT; GUMPERTZ, 2004;
MASON; GUNST; HESS, 2003; COX; REID, 2000). O termo bloco geralmente
¢ usado para se referir a um conjunto de unidades experimentais homogéneas.

Quando os principios supracitados ndo s@o incorporados ao projeto de um
experimento, os resultados das andlises estatisticas podem ser inconclusivos, ou, o
que € pior, enganosos (MASON; GUNST; HESS, 2003).

Em relacdo aos experimentos conduzidos em industrias, Galdamez e Car-
pinetti (2004) esclarecem que o seu intuito € melhorar o desempenho dos produtos

e os processos de fabricagdo. A melhoria de processos pode ser obtida conforme
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Montgomery (2004), por:

(i) determinar quais sdo as varidveis mais influentes em um processo, por exem-

plo para planejar produtos novos;

(ii) determinar o valor a ser atribuido as varidveis influentes de modo que a

varidvel resposta esteja proxima da exigéncia nominal;

(iii) determinar o valor a ser atribuido as varidveis influentes de modo que a

variabilidade da varidvel resposta seja pequena;

(iv) determinar o valor a ser atribuido as varidveis influentes de modo que os

efeitos das varidveis ndo-controldveis sejam minimizados.

Em experimentos industriais, geralmente, o interesse maior € estudar o
efeito de mais de um fator, pois sdo diversas as varidveis que podem influenciar o
processo. Segundo Tanco et al. (2008) e Czitrom (1999), a estratégia de experi-
mentacdo um-fator-por-vez € utilizada pelas industrias quando deseja-se verificar
a influéncia de diversos fatores em um processo. Detalhes do desenvolvimento
dessa estratégia para trés e quatro fatores, todos de dois niveis, sdo apresentadas
por Daniel (1994).

A estratégia de experimentacdo um-fator-por-vez consiste em modificar os
niveis de um fator especifico a cada teste, enquanto os demais permanecem fixos
(MONTGOMERY, 2009; WU; HAMADA, 2009; CZITROM, 1999; DANIEL,
1994). Uma critica a essa estratégia é que ela ndo estima satisfatoriamente os
efeitos fatoriais, principalmente o das interagdes (SUDARSANAM; FREY, 2011;
BOX; HUNTER; HUNTER, 2005; MONTGOMERY, 2004). Segundo Montgo-
mery (2009) e Mason, Gunst e Hess (2003), o efeito de interacdo ocorre quando o

efeito de um fator sobre a varidvel resposta depende dos niveis de outros fatores.
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Alternativamente ao uso da estratégia um-fator-por-vez no estudo da in-
fluéncia de dois ou mais fatores na varidvel resposta, indica-se o planejamento
de experimentos fatoriais (BOX; HUNTER; HUNTER, 2005, MONTGOMERY,
2004, CZITROM, 1999). Montgomery (2009) explica que por experimento fato-
rial entende-se que em cada repeticdo do experimento sdo investigados todas as
combinagdes possiveis dos niveis dos fatores.

Segundo Wu e Hamada (2009) e Czitrom (1999), planejar um experimento
fatorial, ao invés de um-fator-por-vez, é a maneira mais eficaz de determinar a

influéncia de dois ou mais fatores sobre a varidvel resposta, porque:

(i) requer menos recursos (experimentos, tempo, material) para a quantidade

de informacao obtida;

(i1) as estimativas dos efeitos fatoriais sdo mais precisas. Usando mais observa-

¢des para estimar um efeito resulta em maior precisdo;

(iii) o efeito das interagdes entre os fatores podem ser estimadas sistematica-

mente;
(iv) obtém-se informagdes para uma regido experimental maior.

De acordo com Wu e Hamada (2009), em experimentos fatoriais obtém-
se informacgdes para uma regido experimental maior porque cada efeito fatorial é
calculado sobre todas as combinagdes possiveis dos niveis dos outros fatores, o
que ndo necessariamente ocorre com a estratégia um-fator-por-vez.

Giesbrecht e Gumpertz (2004) ratifica a opinido de Czitrom (1999) afir-
mando que a grande vantagem de experimentos fatoriais é que eles permitem es-
tudar uma série de fatores simultaneamente e, em especial, o efeito de interacao.

Alguns tipos especiais de planejamentos fatoriais sdo muito tteis no de-

senvolvimento e melhoria de processos. Um deles € o planejamento com k fatores



26

(k € N), cada um com dois niveis, que podem ser quantitativos - como valores
de temperatura, pressdo ou tempo - ou qualitativos - tipo de mdquina ou operador
(MONTGOMERY, 2009). Experimentos com k fatores e todos com dois niveis
sdo representados por 2.

Geralmente, os niveis de cada fator em um experimento 2* sdo chama-
dos de “baixo” e “alto”, ou “ausente” e “presente”, e podem ser representados por
“—"e “4+”, 0ou “0” e “1”, ou “—1” e “+1”, respectivamente (MONTGOMERY,
2009). Outra forma de representar os tratamentos € usando letras mindsculas. Se
uma letra estd presente, entdo o fator correspondente é colocado no seu nivel alto
nesse tratamento; se a letra estd ausente, o fator é colocado em seu nivel baixo. O
tratamento com todos os fatores no nivel baixo € representado por “(1)” (MONT-
GOMERY, 2009). Para o exemplo do processo de producdo de um polimero, que
é um experimento fatorial 22, os niveis dos fatores temperatura e concentracio
podem ser codificados em “—”" para os niveis baixo, que sdo 100°C e 4%, e “+”
para os niveis altos, que sdo 120°C e 8%. Na Tabela 1 ha uma sintese dessas

representagdes para um experimento 22,
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Tabela 1 Representacdes dos niveis dos fatores, A e B, e tratamentos de um
experimento 22,

A B A B A B
baixo baixo - - 0 O
alto baixo + - 1 0
baixo alto -+ 0 1
alto alto +  + 1 1
A B A B
ausente  ausente -1 -1 (1)
presente  ausente +1 -1 a
ausente  presente -1 +1 b
presente presente +1 +1 ab

Os planejamentos fatoriais 2¥, conforme Box, Hunter e Hunter (2005),
possuem algumas vantagens, entre elas a capacidade de proporcionar uma andlise
simplificada e, também, serem a base de muitos outros planejamentos tteis, como
os fatoriais fracionados 2P, Segundo Giesbrecht e Gumpertz (2004), os experi-
mentos fatoriais fracionados sdo tteis quando o objetivo é examinar um grande nu-
mero de fatores para determinar quais podem ser os mais importantes, ou quando
o tempo ou recurso disponivel para o experimento sao escassos.

Nos experimentos fatoriais fracionados, alguns efeitos sdo confundidos
entre si, por isso o seu uso € aconselhdvel quando acredita-se que certos efeitos
podem ser despreziveis, geralmente de interagdes de ordem superior (de terceira
ordem e superiores). O termo confundido € utilizado quando um ou mais efeitos
nao podem ser atribuidos de forma inequivoca para um Unico fator, intera¢do ou

bloco. Assim, é possivel confundir efeitos entre fatores, como é o caso dos ex-
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perimentos fatoriais fracionados e, também, confundir efeitos de fatores com os
de blocos, que é o caso de confundimento em blocos. Os primeiros ndo serdo
abordados nesta dissertacdo.

Nas subsecdes seguintes serdo apresentados os delineamentos inteiramente
casualizados e em blocos casualizados (ambos em esquema fatorial 2k), os resulta-
dos tedricos importantes para o desenvolvimento da anélise de variancia e algumas

técnicas estatisticas que podem ser tuteis na experimentacdo na industria.
2.2.1 Detalhamento de delineamentos experimentais

Os modelos experimentais comumente utilizados, no contexto desta dis-
sertacdo, sdo os de delineamentos inteiramente casualizados e em blocos casuali-

zados, ambos em esquema fatorial 2.

2.2.1.1 Delineamento inteiramente casualizado

O delineamento inteiramente casualizado € o mais simples para implemen-
tar e de fécil andlise estatistica. Nesse delineamento, a atribui¢io dos tratamentos
as unidades experimentais, ou posi¢do em uma sequéncia de testes, € feita de forma
completa, sem nenhuma restri¢do na aleatorizacio, de maneira inteiramente casu-
alizada.

O delineamento em destaque € apropriado em situagdes experimentais, tais
como: quando ou toda a matéria prima utilizada em um experimento € proveniente
de um mesmo lote, ou hd apenas um operador responsavel pelo experimento, ou é
utilizada somente uma méiquina durante os testes. Em suma, o uso desse delinea-
mento € indicado quando todas as unidades experimentais que serdo utilizadas no

experimento podem ser consideradas homogéneas.
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Muitos experimentos de processos industriais, por exemplo os de quimi-
ometria', sio conduzidos em laboratérios sob condi¢des ambientais controladas.
Assim, com a garantia de que ndo haja efeitos pertubadores, ou ndo controlaveis,
o uso do delineamento inteiramente casualizado é aconselhado.

Box; Hunter; Hunter (2005) apresentam um exemplo do delineamento in-
teiramente casualizado, em que € investigado o quanto a cor esbranquicada de uma
cera de piso € afetada quando certas mudancas sdo introduzidas na férmula de pre-
paro. Sdo analisados trés fatores: as quantidades dos emulsificantes A e B, e a
concentragdo do catalisador C, sendo que todos os trés podem ser classificados
em alto ou baixo, independentes um do outro. Ou seja, o experimento é em es-
quema fatorial 2 x 2 x 2 = 23. No total, sdo oito combinagdes diferentes avaliadas,
as quais foram aplicadas, em pequena quantidade, em ldminas de vidro, a fim de
analisar sua clareza.

Outro exemplo de experimento fatorial conduzido no delineamento intei-
ramente casualizado é apresentado por Barros Neto; Scarminio; Bruns (2010), em
que o experimento se refere ao desenvolvimento de um detergente em pd. Nesse
experimento sdo analisados trés ingredientes, todos em dois niveis, sobre o po-
der de branqueamento e a redeposi¢cdo da formulagdo detergente resultante. Cada
tratamento foi repetido doze vezes utilizando a mesma quantidade de detergente
em pé. As lavagens foram conduzidas em simuladores industriais de lavagem de
roupas, e as unidades experimentais homogéneas sdo pecas de tecidos que foram
submetidas a mesma solucdo-padrio, que imita a sujeira doméstica tipica. A varia-
vel resposta analisada é a densidade 6tica que mede a intensidade da luz refletida

pela roupa lavada. Os ingredientes e as suas concentracdes foram omitidos na

'Segundo a International Chemometrics Society (ICS), quimiometria é a ciéncia relacionada a
medidas realizadas em um sistema ou processo quimico, obtendo informacdes sobre o estado do
sistema através da aplicagdo de métodos matemadticos ou estatisticos.
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publicacdo para garantir o sigilo industrial, j& que se trata de uma aplicacao real.
A construgdo de um experimento fatorial no delineamento inteiramente
casualizado pode ser feita por meio do procedimento abaixo, adaptado de Mason;

Gunst; Hess (2003):

1. enumerar todas as combinagdes dos niveis dos fatores - tratamentos -, in-

cluindo repeticdo, sequencialmente de 1 a IV;

2. obter uma sequéncia de nimeros inteiros aleatérios de 1 a NV, sendo que o

sorteio dos nimeros aleatérios aconteca sem reposi¢ao;

3. atribuir os tratamentos nas unidades experimentais, ou posi¢do na sequéncia
de testes, conforme a ordem especificada pela sequéncia de nimeros aleato-
rios. Caso o experimento necessite de unidades experimentais e sequéncia

de testes, utilizar duas sequéncias de nimeros aleatorios.

O procedimento acima serd esclarecido com o exemplo seguinte, adap-
tado de Mason; Gunst; Hess (2003). Um experimento € conduzido em laboratério
com o intuito de analisar a forca de torque em um eixo de rotacdo encontrado em
maquinas industriais. Um eixo de rotagdo serd apoiado por uma luva cilindrica es-
taciondria, e lubrificantes serdo aplicados a parede interna da luva com a inteng¢ao
de reduzir o atrito entre o eixo e a luva. O objetivo desse experimento € estudar o
material com que os eixos sao feitos (aco ou ligas de aluminio), dois tipos de metal
do qual as luvas sio feitas (poroso e nao poroso), e dois tipos de lubrificantes (L1 e
L2). As unidades experimentais desse experimento sio versdes pequenas do eixo
de rotacdo, produzidas conforme os materiais de interesse no estudo e em dobro,
para ser possivel realizar duas repeti¢des. O experimento é planejado no deline-
amento inteiramente casualizado em esquema fatorial 23 com duas repeti¢des. A

Tabela 2 lista os oito tratamentos e os dezesseis testes possiveis.
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Tabela2 Tratamentos do experimento referente a andlise da forca de torque em
um eixo de rotacao.

Teste Tratamento Mat. eixo Mat. luva Lub. Rep.

1 1 aco poroso L1 1
2 1 aco poroso L1 2
3 2 aco poroso L2 1
4 2 aco poroso L2 2
5 3 aco ndo poroso LI 1
6 3 aco ndo poroso L1 2
7 4 aco ndo poroso L2 1
8 4 aco ndo poroso L2 2
9 5 aluminio poroso L1 1
10 5 aluminio poroso L1 2
11 6 aluminio poroso L2 1
12 6 aluminio poroso L2 2
13 7 aluminio ndo poroso LI 1
14 7 aluminio ndo poroso L1 2
15 8 aluminio ndo poroso L2 1
16 8 aluminio ndo poroso L2 2

Através de um software estatistico obteve-se a sequéncia de nimeros ale-

atérios referentes ao teste

5 12 4 14 6 7 11 15 13 1 3 9 10 8 2 16

Entdo, a sequéncia dos testes a serem executados serd conforme a Tabela 3.
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Tabela3 Ordem de execucdo dos testes do experimento referente a andlise da
forca de torque em um eixo de rotagao.

# Teste Tratamento Mat.eixo Mat. luva Lub. Rep.
1 5 3 aco ndo poroso L1 1
2 12 6 aluminio poroso L2 2
3 4 2 aco poroso L2 2
4 14 7 aluminio ndo poroso L1 2
5 6 3 aco ndo poroso L1 2
6 7 4 aco ndo poroso L2 1
7 11 6 aluminio poroso L2 1
8 15 8 aluminio ndo poroso L2 1
9 13 7 aluminio ndo poroso L1 1
10 1 1 aco poroso L1 1
11 3 2 aco poroso L2 1
12 9 5 aluminio poroso L1 1
13 10 5 aluminio poroso L1 2
14 8 4 aco ndo poroso L2 2
15 2 1 aco poroso L1 2
16 16 8 aluminio ndo poroso L2 2

O modelo estatistico do delineamento inteiramente casualizado com I tra-

tamentos e J repeti¢des, conforme Montgomery (2009) e Wu e Hamada (2009), é

dado por

Yij = p+ 7 +eij,

(2.1)
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em que,

i=1,---,Jej=1,---,J,

Y;; € a j-ésima observagio do i-ésimo tratamento,

1 € uma constante comum a todas as observagdes,

T; € o efeito do i-ésimo tratamento,

€;j € o erro experimental da j-ésima observagao do i-ésimo tratamento, com €;; w N (0, 02) .
Para o experimento em esquema fatorial 2%, o efeito de tratamentos 7; é

decomposto em efeitos principais e de interacdes, isto &,

Yijinj = oy + o Rig +(af); g, + 0+ (@ K)o, gy (2.2)

1112
TV

Ti!

ou conforme o modelo (2.1),
Yiij = p+ 1 + iy, (2.3)

em que,
1y =1,2paratodo! =1,--- k,ej=1,---,J;
Y, ..ip; € a j-ésima observagdo do i1-ésimo nivel do fator A, is-ésimo nivel do
fator B, - - - € 13-ésimo nivel do fator K;
1 € uma constante comum a todas as observagdes;
a, € o efeito do i1-ésimo nivel do fator A;
s
ki, € o efeito do iy-ésimo nivel do fator K;
(aB),,, € o efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com o0 iz-ésimo nivel

do fator B;

(- K) i1, € O efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com 0 i9-ésimo
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nivel do fator B, - - - e com 0 7-ésimo nivel do fator K;

€iy.ij € 0 erro experimental da j-ésima observagdo do i1-ésimo nivel do fator A,
i9-ésimo nivel do fator B, - - - € i;-ésimo nivel do fator K, com

61'1...1'” %l N (0, 02) .

Observe que vj, + -« - + ki, + (@), ;, + -+ (- K);, ., €adecom-

1112 011

posi¢ao dos efeitos de tratamentos, representado por 7.

2.2.1.2 Delineamento em blocos casualizados

Quando sabe-se, ou suspeita-se, que existam fontes de variagdes indeseja-
veis, fatores que ndo estdo controlados e que influenciario na varidvel resposta, o
uso do delineamento inteiramente casualizado ndo € recomendado.

As fontes indesejaveis de variagdes podem ser causadas de lote para lote,
quando o lote ndo contém unidades experimentais suficientes para conduzir todo o
experimento; dia para dia (ou turno para turno), quando ndo € possivel conduzir o
experimento em apenas um dia (ou turno); e maquina para maquina (ou operador
para operador), quando € necessario utilizar mais do que um tipo de mdquina (ou
operador) para realizar o experimento.

E possivel reduzir ou eliminar as fontes de variacdes ndo desejdveis atra-
vés do que é chamado blocos (BOX; HUNTER; HUNTER, 2005). Pois, conforme
Daniel (1976), o uso de blocos permite isolar unidades experimentais que sdo mais
homogéneas do que o todo, sendo essa a sua principal vantagem. Cox e Reid
(2000) esclarecem que a ideia central do delineamento em blocos casualizados,
além de agrupar as unidades experimentais homogéneas, é realizar comparagdes
entre unidades experimentais semelhantes, de tal forma que todas as unidades ex-
perimentais de qualquer bloco s@o susceptiveis de darem respostas semelhantes na

auséncia dos efeitos de tratamentos.
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No delineamento em destaque, a ordem em que deve ocorrer os tratamen-
tos dentro de cada bloco e a ordem dos blocos sdo aleatorizadas independente-
mente. Devido a aleatorizacdo dos tratamentos ocorrer dentro dos blocos, diz-se
que houve uma restri¢do sobre a aleatorizacio (MONTGOMERY, 2009).

Box, Hunter e Hunter (2005) ilustram o delineamento em blocos casua-
lizados através de um experimento em que sio investigados quatro variacdes no
processo de producgdo de penicilina. As variagdes do processo sdo os tratamentos
do experimento, e o rendimento da produgdo € a varidvel resposta considerada.
Infelizmente, as propriedades das matérias primas disponiveis variam considera-
velmente e acredita-se que isso, por si s6, pode causar diferencas considerdveis
na produtividade. Em decorréncia desse fato, o uso do delineamento inteiramente
casualizado ndo € aconselhdvel, e sim a formag@o de blocos compostos por ma-
térias primas de mesma propriedade. Nesse experimento, é aleatorizada a ordem
das matérias primas que serdo utilizadas e, posteriormente, dentro de cada matéria
prima, a ordem dos tratamentos.

O modelo estatistico para um experimento com [ tratamentos e J blocos,

conforme Montgomery (2009) e Wu e Hamada (2009), é dado por

Yij = p+ 7 +bj + €, 2.4)

em que,

i=1,---,Jej=1,---,J,

Y;; € aobservagdo Y do j-ésimo bloco e i-ésimo tratamento,
1 € uma constante comum a todas as observacdes,

7; € o efeito do i-ésimo tratamento,

b; € o efeito do j-ésimo bloco,

g;j € o erro experimental da observag@o Y do j-ésimo bloco e i-ésimo tratamento,
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id
com & N (O, 02).

O delineamento em blocos casualizados também pode ser em esquema
fatorial, seguindo o mesmo raciocinio do modelo (2.1) para o modelo (2.2); tem-

se que
Yil---ikj = ptag, +-- '+’%ik+(aﬂ)i1i2+' . .+(a R K)iln-ik ‘|‘bj +Eiyings (2.5)

em que,
iy =1,2paratodol =1,--- ,k,ej=1,---,J;
Y, ...i,; € a observacdo do i1-ésimo nivel do fator A, ip-ésimo nivel do fator B,
-+, 1-ésimo nivel do fator K, no j-ésimo bloco;
1 € uma constante comum a todas as observagdes;
o, € o efeito do i1-ésimo nivel do fator A;
s
ki, € o efeito do iy-ésimo nivel do fator K;
(aB),,, € o efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com o0 iz-ésimo nivel

do fator B;

(- K) iy, € 0 efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com o i9-ésimo
nivel do fator B, - - - e com 0 ij-ésimo nivel do fator K;

b; € o efeito do j-ésimo bloco;

€iy.-ij € 0 erro experimental da j-ésima observagdo do i1-ésimo nivel do fator A,
i9-ésimo nivel do fator B, - - - € i;-ésimo nivel do fator K, com

61'1...1'” %i N (0, (72) .
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2.2.2 Teorizacao da analise de variancia

Nesta subsecdo serdo abordados conceitos importantes para o desenvolvi-
mento matricial e escalar da andlise de variincia, que, segundo Iversen (2011), é
uma colec¢do de estatisticas usadas para analisar dados obtidos a partir de experi-
mentos.

Conforme Casella e Berger (2010) e Montgomery (2009), a ideia bdsica
da andlise de variancia € o particionamento da variabilidade total em partes apro-
priadas, de tal forma que seja possivel testar hipdteses.

Na andlise de variancia, assume-se que os dados, Y;;, sdo observados de
acordo com um modelo linear de efeitos fixo, aleatério ou misto, e que os erros
aleatdrios sdo independentes, normalmente distribuidos e homocedasticos.

Um modelo linear pode ser definido, de acordo com Clarke (2008), da

seguinte forma
Y =X3+¢ (2.6)

sendo Y um vetor de observagdes realizdveis, de dimensdes n x 1;
X uma matriz conhecida composta de zeros e uns, ou matriz de planejamento, de
dimensdes n x p e posto P (X) = k < min{n,p};
3 um vetor de parimetros desconhecidos, de dimensdes p x 1;
€ um vetor de valores desconhecidos, denominado vetor de residuos ou de erros,
de dimensdes n X 1, com a pressuposicao basica de que cada componente possui
valor esperado zero.

A matriz X, de dimensdes n X p, € denominada e definida por Graybill
(1976) de matriz de delineamento se, e somente se, X puder ser particionado em

X = ( Xy, -, X4 ), em que X; é uma submatriz, de dimensdes n X g;, €
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satisfaz as seguintes condi¢des:
(i) os elementos da matriz X;,7 =1,--- , g, sdo apenas os nimeros 0 e 1;

(ii) para cada matriz X;, 7 = 1,--- , g, cada linha contém exatamente um ele-

mento igual a 1 (os elementos restantes em cada linha sdo iguais a 0);

(iii) para cada X;,? = 1,--- ,q, toda coluna contém no minimo um elemento

iguala 1.

Considerando em (2.6) € ~ (0, VO’2) em que V é a matriz de covarian-
cias, de dimensdes n X n, entdo Y = X3 + € € definido como modelo linear de
Gauss-Markov. E mais, ao associar a € a distribui¢do normal, passa-se a ter um
modelo linear de Gauss-Markov normal.

Quando V ¢ igual a uma matriz identidade I, ou a uma matriz diagonal
D, ou a uma matriz positiva definida €2, todas de dimensdes n x n, tem-se, res-
pectivamente, o modelo linear de Gauss-Markov normal ordindrio, ponderado e
generalizado.

Segundo Gentle (2007), uma matriz simétrica €2, de dimensdes n x n, é
positiva definida se

x'Qx > 0,

para qualquer vetor real ndo nulo x = (zy,--- ,xy).
Nesta dissertacao, todos os modelos considerados serdo lineares de Gauss-

Markov normal ordindrio de efeitos fixo, ou seja,
Y = X3 + ¢, (2.7)

come ~ N (0,I0?).
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Depois de definir o modelo, hé interesse em estimar os seus parametros,
que nesta abordagem é o vetor 3. Assim, considerando o modelo linear de Gauss-
Markov ordindrio, de (2.7), um estimador para o vetor de parametros, 3, € obtido

pelo método dos quadrados minimos, que consiste em procurar ,@ que minimiza
~\/ ~ -~
ge— (Y . Xﬁ) (Y . Xﬁ) —f (5) : 2.8)

Expandido €' obtem-se €€ = Y'Y — ZB/X’Y’ + BIX’ X3, que diferenciando

em relacdo a Be igualando a 0, produz a equacao normal
X'XB3=X'Y (2.9)

que € consistente, ou seja, tem no minimo um vetor solucio (RENCHER; SCHA-
ALIJE, 2008; GRAYBILL, 1976; SEARLE, 1971).

Para os modelos de delineamentos, que sdo os abordados nesta dissertacao,
o posto de X € igual a £ < min {n, p}, isto é, X é uma matriz de posto coluna
incompleto, logo, X’X ndo tem inversa simples ¢ X’X3 = X'Y ndo possui
solucdo tnica. Portanto, para obter uma solu¢do do sistema (2.9) é necessario o
conceito de inversa generalizada e do teorema apresentado abaixo.

Segundo Graybill (1976) e Searle (1971), uma matriz G tal que AGA =

A é chamada de inversa generalizada de A, e denotada por A ™.

Teorema 1. Se o sistema de equacdes Ax = c é consistente e A~ é qualquer
inversa generalizada de A, entdo x = A~ c é uma solucdo (RENCHER; SCHA-
ALJE, 2008).

Demonstracdo:
A partirde AA~A = A, tem-se que AA~ Ax = Ax. Substituindo Ax = c em

ambos os lados, obtém-se AA~c = c, que pode ser escrito como A (A7 c) = c.



40

Portanto, x = A~ c é uma solucéo para Ax = c. ]
Como resultado imediato do teorema anterior, tem-se que uma solugdo

para B em (2.9) é dado por
B=(X'X) XY (2.10)

em que (X’'X)™ é qualquer inversa generalizada de (X'X). Para uma particular

inversa generalizada (X'X) ™, o valor esperado de Bé
E(B) = (X'X) X'E(Y) = (X'X) X'X8.

Note-se que ,é ¢ um estimador ndo viesado de (X'X)~ X'X/3, mas ndo de 3, pois
(X'X)"X'X # I Assim, 8 = (X’X)”X'Y nio é invariante para escolhas di-
ferentes de (X’X) ™. Em outras palavras, o valor esperado de B é diferente para
cada escolha de (X’X)™. O que é feito, na pritica, é escolher algumas fungdes
lineares apropriadas de 3 e estima-las considerando uma inversa generalizada. Es-
sas funcdes previamente escolhidas possuem a propriedade de serem invariantes
para qualquer escolha da inversa generalizada.

Outro conceito importante para a andlise de variancia, em especial para a
decomposic¢ao da variabilidade total dos dados, € a de formas quadraticas. Segundo
Rencher e Schaalje (2008), se A é uma matriz simétrica, de dimensdes n x n, isto
€, A € igual a sua matriz transposta, A’, e Y é um vetor de dimensdes n x 1,
o produto Y’AY € chamado de forma quadrética e a matriz A € denominada de
nicleo da forma quadrética. E comum, principalmente na abordagem escalar da
andlise de variincia, denominar as formas quadréticas de soma de quadrados. O
quociente de uma soma de quadrado pelo posto da matriz nicleo da sua forma

quadrética € definido como quadrado médio.
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Em sequéncia, para o desenvolvimento da andlise de varidncia, alguns te-
oremas, coroldrios e definicdes importantes sdo enunciados, os quais sao baseados
nas obras de Rencher e Schaalje (2008), Gentle (2007), Graybill (1976) e Searle
(1971).

Teorema 2. Seja U = U ~ N (u,X), de dimensdes p X 1, a = a um vetor de
constantes, de dimensoes p X 1, e A uma matriz de constantes, de dimensoes k X p,

e posto P (A) = k < p. Entdo,
(i) Z=a'U~ N (a'u,a’Xa)
(ii) Z = AU ~ N (A, ASXA’), de dimensdes k x 1.

Corolario 1. Se b é um vetor de constantes, de dimensoes k x 1, entdo
Z=AU+b~N (Ap+b,ATA").

O teorema e coroldrio enunciados estdo demonstrados em Rencher e Scha-
alje (2008).
Como resultado do coroldrio anterior, para Y = X8 + €, com € ~
N (0, 102), tem-se que
Y ~ N (XB,10?)

Definicao 1. Sejam Z,--- , Zy,, n varidveis aleatdrias independentes e normal-

mente distribuidas, com média zero e varidncia um. A varidvel aleatoria U =
n n

7 2 2 . . .. L. . 2 T

7'7 = 2:1 Z7 ~ X{py ist0 é, a varidvel aleatéria U = 2:1 Z? tem distribui¢do
1= 1=

qui-quadrado central com n niimero de graus de liberdade.

Definicao 2. Sejam Y1,--- ,Y,, n varidveis aleatérias independentes e normal-

mente distribuidas, com média ; e varidncia um, i1 = 1,--- ,n. A varidvel ale-

n n

P VIV _ 2 2 . p . ‘ _ 2

atoria U = Y'Y = § 1Yi ~ X(n) isto é, a varidvel aleatoria U = § 1Yi
1= 1=
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tem distribuicdo qui-quadrado ndo central com n niimero de graus de liberdade e

n
pardmetro de ndo centralidade \ = % 21 H?-
1=

Teorema 3 (Cochran). Dado Y ~ N (0,102), com dimensoes n x 1, e Y'Y

decomposto em k formas quadrdticas Q; = Y'A;Y,i=1,--- ,k, com posto de
A; igual a r;. Entdo, Q1,--- ,Q sdo independentes entre si e % ~ X%n.) se, e

k
somente se, Y T; = Mn.
i=1

Detalhes do teorema de Cochran estdo desenvolvidos em Cochran (1934).

Conforme Gentle (2007), assumindo Y ~ N (,u, 102) no teorema de Co-
chran, tem-se % ~ X%”'h)\i)’ com \; = %H’Aiﬂ-

Pelo resultado anterior, Y'Y pode ser decomposto em formas quadraticas
referentes as fontes de variagdes do modelo considerado.

Segundo Graybill (1976) e Searle (1971), o nimero de graus de liberdade
(GL) de uma soma de quadrados é definido como o posto do niicleo da forma
quadratica correspondente.

O posto de uma matriz A serd denotado por P (A).

Considerando o modelo (2.7), pelo teorema de Cochran, tem-se que

SQ:  YAY 9
3 ~

o2 X(P(Ai)v)‘:%/BIX,AiXIB>,
parat =1,--- k.
Para a forma quadratica de matriz nicleo A; = I, — B, com B =
X'(X'X) "X, a distribui¢do qui-quadrado associada a YIUA;Y ¢ central, ou seja,

Y' (1,-B)Y

2
o2 X(P(1,~B))
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pois,
. L BX (In2— B) X3 _ B'X'XS —Q,G’X’BXB _
_ BXXB-pPX'BXB _ BXXB-AXX(X'X) XX _
_ BX'XB ;Qﬁ’X'Xﬁ o ]

A forma quadritica Y’ (I, — B)Y € definida como soma de quadrados

de residuos, e denotada por SQges.

2
(m2)

Definiciao 3 (Distribui¢do F' de Snedecor central). Seja Vi ~ x%ml), Vo~ x

com Vi e V5 independentes, entdo

Vvl/ml

W =
VQ/ mo

~ L(my,ma)»

uma distribuicdo F' central com my e my niimeros de graus de liberdade.

Decorre imediatamente da definicdo anterior que, para duas formas qua-
draticas, Y'A;Y e Y'A,Y, com distribui¢do qui-quadrado central com P (A ;) e

P (Aj) nimeros de graus de liberdade, respectivamente, o quociente

YAYp (a)

(Ag)

/
Y AkY/P

tem distribuigdo F' com P (A ;) e P (Aj) nimeros de graus de liberdade.

Teorema 4. Se Y é um vetor aleatério com média p e matriz de covaridncias 32

e, se A é uma matriz simétrica de constantes, entdo

E(Y'AY) =tr (AZ) + p/Ap
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em que tr (-) representa o operador trago, isto é, a soma dos elementos da diago-

nal principal de uma matriz.
Pelo teorema anterior, tem-se
E(SQres) = E[Y (I,-B)Y]| =
= o’r(I,-B)+ /X (I, -B)XB8 =0?P (I, — B).

Ou seja, o quadrado médio do residuo, definido por Q Mges = %, ¢ um

estimador nio viciado para a varidncia o2, pois

B (QMges) = E <7> 5 Qres )  E(SQre)  P-B) 5

I,-B)) PL,-B) P@L,-B)° 7"

Os resultados desta subsecao serdo tteis na elaboracio de testes que veri-
ficardo a influéncia dos tratamentos na varidvel resposta de um experimento. Esses

testes serdo apresentados nas se¢des seguintes, em momentos Oportunos.
2.2.2.1 Analise de variancia pela abordagem matricial

Nesta subsecdo serd desenvolvida a andlise de varidncia pela abordagem
matricial, em especial, para o0 modelo do delineamento em blocos casualizados
em esquema fatorial 2%, que é uma generalizagio do delineamento inteiramente
casualizado em esquema fatorial 2%.

Note-se que, o modelo do delineamento em blocos casualizados, (2.4),
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pode ser escrito conforme (2.7); basta considerar

Y11 1 1 0 --- 01 O --- O
Yis 11 0 --- 0 O --- 0 1
Y = , X = ;
Y 1 0 --- o 11 0 --- 0
Y 1 0 --- o 1 0 --- 0 1
1% €11
T1
E1J
/8: TI , € = )
b1 en
by €1J

sendo que a matriz de delineamento X pode ser decomposta em
X=( X, X Xy ) 2.11)

em que
X € um vetor contendo apenas o elemento um (1), de dimensdes n x 1, referente
a0 parametro u;

X; é uma matriz referente aos pardmetros de efeito de tratamento 7;,¢ = 1,--- | I,
de dimensdes n x I;

Xj; € uma matriz referente aos parametros de efeito de bloco b, j = 1,--- ,J, de
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dimensdes n x J.
Pelo teorema de Cochran, Y'Y pode ser decomposto em formas quadra-
ticas referentes as fontes de varia¢cdes do modelo do delineamento em blocos ca-

sualizados, (2.4), com a matriz de delineamento particionada, conforme (2.11),
YY=YP,Y+YP,Y+YP,Y + YPr,Y (2.12)

em que
’ -1_,

P =X, (Xle) X'

P, = B, - Py, com B, = X, (X;Xt)_X;;

’

Py = By — Py, com By = Xy (X;lxbl) X

Pge. =1, — B.comB = X(X'X)iX :

I,, é a matriz identidade, de dimensdes n X n.

Os termos Y'Y, Y'PY, Y'P,Y, YP,Y e YPRreY sio definidos,
respectivamente, como somas de quadrados relativos a variagdo total, a variacdo
do efeito da constante y, a variacdo entre tratamentos, a variagao entre blocos e a
variacao residual.

O quociente da soma de quadrados de tratamentos pela varidncia o2 segue
distribuigdo qui-quadrado, com P (P;) nimero de graus de liberdade e parimetro

de ndo centralidade

-1 I
_ BX (B -P)XB _J 2
r = EXBCRXE_ IS S
r=1s=r+1
Caso os efeitos de tratamento 74, 7 = 1,--- , I, sejam todos iguais, o que

serd denominado aqui como Hj, isto €, a hipdtese de nulidade, o pardmetro de
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ndo centralidade \ = 2—‘71 ST S (7 — 75)? é igual a zero e a distribuigdo refe-
r=1s=r+1
rente ao quociente da soma de quadrados de tratamentos pela variincia o2 segue

distribui¢do qui-quadrado central, com P (P;) nimero de graus de liberdade.

Para a esperancga da soma de quadrados de tratamentos, tem-se

E(SQ) = E[Y (B—P)Y]=

= (B, —Py) + ﬁ’X’ (Bt -P)XB=

= o*P (B, — IZ Z

r=1s=r+1
E, para o quadrado médio de tratamento, QM; = %,
PRI )
S0, T 21 Z ( Ts)
EQM;) = E<>202+ — = =
QM) P (B; - Py) P(Bt—Pl)
= o*+f(m), f(m)=0
Naturalmente, se Hy : 71 = -+ = 77, entdo f (1;) = 0 e JZJ;’;(Ti) = 1.
o?+f(7i)

Entéo, ¢ possivel estabelecer uma regra para verificar se —_ 7 ¢ significati-
vamente diferente de 1, basta que se 7; # 7; para pelo menos um ¢ # j, com
1 < 4,5 < I. Assim, como ja é de conhecimento que o quociente da soma de

quadrados de residuos pela varidncia o segue distribuicio qui-quadrado central,

isto &,
QMRes o 1 ! 2
Pn=B) == =—5Y (I = B)Y ~X(pq,-p)
e sob Hy, isto é, 1, = --- = 77, a distribuicdo do quociente da soma de quadra-

dos de tratamentos pela variincia o também apresenta distribuicio qui-quadrado
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central, ou seja,

M, 1

P (B —P1)~5 = Y (B~ P)Y ~ X{pm, p,)-

Portanto, pela definicdo de distribuicdo F' de Snedecor central, uma esta-
tistica de teste para as hipéteses Hy : 7y = --- = 77 e Hy : 7; # 7}, para pelo

menos um ¢ # j,com 1 < 4,5 < I, é dada por

_ oM
QMRBS’

F, (2.13)

que sob Hy, tem-se

oM.
QMRCS ~ (P(Pt)vp(PRes))'

O nivel descritivo (valor - p) para o teste supracitado é dado pela probabi-

lidade:

QM
QMRes

valor-p=P <F(P(Pt)7P(PRes)) > ) =P (F > FC) .

Rejeita-se a hipétese H se valor - p < «, sendo « o nivel de significancia adotado.
Analogamente, para o efeito de blocos, o quociente da soma de quadrados
de blocos pela varidncia o2 segue distribui¢io qui-quadrado com P (Py;) niimero

de graus de liberdade e parametro de ndo centralidade

J-1 J

X' By-P)XB I 2
A= 5 =572 > (bi—bu)”
t=1 u=t+1
Também neste caso, se os efeitos de blocos b;, j = 1,---,.J sdo todos

iguais, que também serd denominado por Hy, o parimetro de ndo centralidade
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= LJ Z Z (b; — by)? é igual a zero e o quociente da soma de quadrados
t=1 u=t+1

de blocos pela variancia o2 segue distribui¢do qui-quadrado central com P (Py;)
graus de liberdade.

Para a esperancga da soma de quadrados de blocos, tem-se
E(SQu) = E[Y (By—P)Y]|=
= o’u(By —P1)+ 48X (By —P1) X8 =

RS
= o’P(By —P1) + 7 Z (b — bu)”.
t=1 u=t+1

E, para o quadrado médio de blocos, Q My = %,

PR )
SQu jtzl %1(@_6“)
EQMy) = E|(=zm—s~]=07 e =
(@Mu) (P(Bbl_P1)> o P (By — P1)
= o’ +g(b), g(b)=0
Song:b1:-~:them—sequeg(bj):Oe%:1. Desta

2
- z . . o“+qg(b;) , .
forma, também & possivel estabelecer uma regra para verificar se % é sig-

nificativamente diferente de 1, ou seja, se b; # b; para pelo menos um i # j,
com 1 < 4,7 < J. Assim, como é de conhecimento, sob igualdade dos efeitos de
blocos, o quociente da soma de quadrados de blocos pela varidncia o2 segue dis-
tribui¢do qui-quadrado central com P (B, — P1) ndmero de graus de liberdade,
isto é,

QMy 1

P By —P1)—— o2 ?Y, (Bu —P1) Y ~ X?P(Bbl_Pl))'

Portanto, pela definicdo de distribuicdo F' de Snedecor central, uma esta-
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tistica de teste para as hipteses Hp : by = --- = by e Hy : b; # bj, para pelo
menos um ¢ # j,com 1 < 4,5 < J, é dada por

_ QMy
QMR657

F. (2.14)

que sob Hy, tem-se

Q My 7
QMRGS ~ (P(Pbl)vp(PRes))'

O nivel descritivo (valor - p) para o teste supracitado € dado pela probabi-

lidade:

QMy
valor-p= P <F(P(Pbl)7P(PRes)) > QMRes> =P (F > FC).

Rejeita-se a hipétese H se valor - p < «, sendo « o nivel de significancia adotado.
Em rela¢do a decomposi¢do de Y'Y, em especial o termo referente ao
efeito da constante i, Y'P1Y, nem sempre hd interesse pratico em estudd-lo, por

isso a decomposi¢do de Y'Y é comumente corrigida para a constante i, isto é,

Y (I, -P)Y = YP,Y + YP,Y + YPrY (2.15)

em que Y' (I, — P1)Y € definido como soma de quadrado total corrigido e de-
notado por SQr,.

E comum resumir os resultados da andlise de variincia em uma tabela,
denominada tabela de anélise de varidncia ou esquema de andlise de variancia. A
tabela de andlise de variincia, como apresentada na literatura, para os testes de
hipéteses

H02T1:"':7']
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Hy : 7; # 7j, para pelo menos um ¢ # j, com 1 < 4,5 </

Hj : b; # bj, para pelo menos um i # j, com 1 <7,5 < J

pode ser construida tal como a Tabela 4.

Tabela4 Esquema da andlise de varidncia para experimentos no delineamento
em blocos casualizados.

Fonte de Variacio GL SQ QM F,

Tratamentos P (Py) Y'P,Y ‘g(PPf:){ QQA%;
! M,

Blocos P (Py) Y'Py,Y ‘7(9(135’653( gM;els

Residuo P (PRres) Y'Pges Y ‘72(1;,1;‘{

Total PA,—Py) Y (I,-P)Y

Para experimentos fatoriais 2* a matriz de delineamento X pode ser de-

Composta cm
X=X,X4,, Xg, Xup, + , XJK,  , X4k, Xpl) (2.16)

Sendo X referente aos pardmetros de efeito principal, ou interagdo, ou bloco,
I=A,--- ,K,AB,--- ,JK,--- ,A--- K, bl

Da mesma forma que, pelo teorema de Cochran, Y'Y pode ser decom-
posto em formas quadréticas tal como em (2.12), é possivel decomp6-la em for-

mas quadréticas referentes as fontes de variacdes do modelo do delineamento em
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blocos casualizados em esquema fatorial 2k (2.5), com a matriz de delineamento

particionada conforme (2.16),

YY = YP,Y+YPAY+ - +YPrY +
+ YPuY+ - +YPrY+- -+

+ Y/PA...KY + Y/PblY + Y,PRBSY 2.17)

em que
’ -1 I
P, =X, (XIXI) X,
P,=B,— P comBy = XA(X;‘XA)ix;l;

T

!

Py = By — Py, com By = X (X Xx ) Xiei
Pip=Bap — Py~ Pp - PicomBap = Xap(X1pXan) Xips

Pjx =Bjxk —P;—Pg —Pi,comB g = X g (Xf]KXJK) _X/JK;
Pa.xk=Ba.xk—Py——Pg—Pup—+--—Pyx—-—Pp.x— Py,
comB.x = X4k (X;‘.‘.KXA---K) _X;lmK;

Py = By — Py, com By = X, (X;lel) _X;l;

Pres =1, —Pa——Px—Pap—-—Pyx——Pa.x —Py—Py,
com I,, a matriz identidade, de dimensdes nn X n.

Os termos Y'PAY, YPLY, YPAEY, YP;kY e YP4..xY sio
definidos, respectivamente, como soma de quadrados relativos ao efeito principal
do fator A, a interacio dupla, ou de ordem 2, dos fatores AB, a interacdo dupla
dos fatores J K e a interacdo k-ésima, ou de ordem k, dos fatores AB--- K. Em

geral, paral = 1,--- ,k, o termo Y’ P, Y € definido como soma de quadrados
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relativo ao efeito principal do fator r1, 11 = A,---, K ou, ao efeito da [-ésima
interag@o dos fatores rj, 7o = AB,--- | JK, -, 1y =A--- K.

Em geral, no experimento fatorial 2¥, para verificar as hip6teses referentes
a significincia dos efeitos principais ou interacdes ou blocos, basta considerar a

estatistica de teste

_ QM
QMRBS’

F, (2.18)

parai = A,--- K, AB,--- ,JK,--- ,A--- K, bl, que sob Hy, isto &, igualdade

entre os efeitos de i, tem-se

QM,;
e, ~ TP PPR)):

O nivel descritivo (valor - p) para o teste supracitado é dado pela probabi-

lidade:
QM; )
valor-p = P | F| . W>—|=P(F >F,).
P < (PP)P(Pr) > (1 ( )

Rejeita-se a hipdtese Hy se valor - p < «, sendo « o nivel de significancia adotado.

Note-se que, pelo fato do experimento considerado ser em esquema fato-
rial 2, P (P;) =1,i=A,--- ,K,AB,--- ,JK,--- ,A--- K e, para J blocos,
P (Pres) = (2k — 1) (J — 1). Caso seja considerado o delineamento inteiramente
casualizado ao invés de blocos casualizados, tem-se que P (Pres) = 2% (J — 1).

Em geral, a tabela da andlise de varidncia para um delineamento em blocos

casualizados em esquema fatorial 2* é semelhante 4 Tabela 5.
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Tabela5 Esquema da andlise de varidncia para experimentos no delineamento
em blocos casualizados em esquema fatorial 2%, com J blocos (Adap-

tado de Montgomery (2009)).

Fonte de Variacdo GL SQ
k efeitos principais
A 1 SQa
B 1 SQp
K 1 SQk
kY.
interacdes 2-fatores
2
AB 1 SQap
AC 1 SQac
JK 1 SQuk
k).
interacdes 3-fatores
ABC 1 SQasc
ABD 1 SQasD
IJK 1 SQrik
k.
interacdes k-fatores
ABC - K 1 SQABCmK
Blocos J—1 SQu
Residuo (2F —1)(J—1) SQRes
Total J2kF — 1 SQr,
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2.2.2.2 Anadlise de varidncia pela abordagem escalar

Nesta subsecdo serd desenvolvida a andlise de variancia pela abordagem
escalar, para o modelo do delineamento em blocos casualizados de efeitos fixos.
Os objetivos da andlise de varidncia sdo verificar algumas hipdteses apropriadas
sobre os efeitos dos tratamentos e blocos que, para o modelo (2.4), podem ser
sintetizadas em

H02’7'1:"':7'[

Hy : 7; # 7j, para pelo menos um ¢ # j, com 1 < 4,5 </

Hoiblz"':b[
Hy : b; # bj, para pelo menos um ¢ # j, com 1 < 4,5 < J.

Para verificar as hipéteses, supde-se que as componentes aleatérias do mo-
delo sdo varidveis aleatérias independentes com distribui¢do normal de média zero

e varincia constante o2, implicando em
2
Y, NN(M—G—TZ-—H)]-,U )

Considerando as restricdes paramétricas

I
> m=0, (2.19)
=1
(&
J
Y b =0, (2.20)
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no modelo considerado, (2.4), tem-se que a constante . € igual a média geral das

observagdes pois,

I J
E(Yi;) (1 +7i+0bj) JYm 1220
i=1j5=1 _i=lg=1 _1Jp = =1 "
[ I g I

Com as restricdes paramétricas (2.19) e (2.20), os efeitos dos tratamentos
e de blocos podem ser considerados como desvios em relagdo a média geral .
Uma forma equivalente de escrever as hipdteses anteriores, considerando

as restricoes paramétricas mencionadas, é

Hy:n=---=1m7=0

H, :7; #0 para pelo menos um 4

e
Hy:by=---=b;=0
Hiy :bj # 0 para pelo menos um j
I
pois, em particular para os efeitos de tratamentos, se 7 = --- =717¢e ». 7, =0
i=1

entdo 7, = --- = 77 = 0. E, a negag@o da afirmagao anterior é 7; # 0, para pelo
menos um ¢.

Ja é de conhecimento que o procedimento apropriado para provar a igual-
dade dos efeitos de tratamentos ou efeitos de blocos € a andlise de varidncia. Nessa
abordagem escalar, a decomposi¢ao da variabilidade total em partes apropriadas é
feita por meio de somatdrios.

A notacdo utilizada serd baseada em Montgomery (2009), Storck et al.

(2006) e Garcia-Diaz e Phillips (1995), de tal forma que considerar-se-a: Y;; como
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a j-ésima observacgao do i-ésimo tratamento; Y;. o total das observagdes do i-ésimo
tratamento; Y;. a média do i-ésimo tratamento; Y; o total das observagdes do j-
ésimo bloco; }_’.j a média do j-ésimo bloco; Y.. o total de todas as observacdes; Y.

a média de todas as observacdes, ou média geral. Simbolicamente,

d I
K:Z}/Z]) }/7,:717 Z:17a-[7
j=1
I
_ Y.
Y] Z}/U’ YJZTJ’ J=1-,J
=1
I J
— Y.
=22 % Yo=q;
=1 j=1

Em algumas situacdes préticas € preferivel utilizar uma nota¢do mais sim-
plificada para representar as médias dos tratamentos. Considerando um experi-
mento fatorial 22 dos fatores A e B, as médias dos tratamentos (1), a, b e ab,
podem ser representadas por }7(1), Y,, Y, e Y, aoinvés de Yi., Ys., V3. e V..

Para a decomposi¢do da variabilidade total dos dados, é til considerar a

soma de quadrados total corrigida como
I J )
SQr. =Y Yy (YY), (2:21)
i=1 j=1

que € usada como uma medida de variabilidade total dos dados.

A expressao (2.21) pode ser reescrita decompondo a variabilidade dos da-
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dos,

SQr, = ii(yij_?")Q:

i=1 j=1
I J
= (W) (V- V) (¥ - Ve ¥y V) =
=1 j=1
I J !
S 3 (RIS 3 TR S
i=1 j=1 i=1 j=1
IJ
+ ZZ(EJ—E-—YJ‘JFY-)ZJFK' 222)
i=1 j=1

1 J
K = QZZ(Z_Y)(Y]_Y)—'_
=1 j=1
I J
i=1 j=1
I J
+ 2 N (V- V) (Vi - Vi - Y+ V)
i=1 j=1

- 2<§i__§Y.>§(Y;—Y):
_ 2(?—?)5:(173_?):0’
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para
I J B ~ ~ ~ ~
23 > (Vi —Y) (Vi Vi - Y 4 Y.) =
i=1 j=1
I B I B J B B B
~ (SRR TS e -
i=1 i=1 i=1 j=1
(Y NS S v ¥ ¥ ) —0
= T T ZZ(” LYY =
=1 j=1
e, para
I J B B ~ ~ ~
222(}/&_}/)(}@] YZ_YJ‘FY):
i=1 j=1
B J B I J B B B
= 2| V=Y VDD (Vi -V -Y4Y) =
j=1 j=1 i=1 j=1
(Y NS S v 74T =0
= T 1T ZZ(” LYY =
=1 j=1
Portanto,
I J . I B oy .
SQr, = ZZ(Y;J—Y) :ZZ( z—Y) —l—ZZ(Yj—Y.) +
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
1 J B B B
+ 3N (V- Vi -+ V)2 (2.23)
i=1 j=1

A soma de quadrados total corrigida em (2.23) estd decomposta em trés
somas de quadrados. Os termos ja sdo conhecidos como soma de quadrados total
corrigido (ou, simplesmente soma de quadrados total), soma de quadrados refe-
rente aos efeitos de tratamentos (ou, simplesmente soma de quadrados de trata-

mentos), soma de quadrados referente aos efeitos de blocos (ou, simplesmente



soma de quadrados de blocos) e soma de quadrados de residuos.

mente, tem-se

Q=33 (7 -

i—lj—l
Sle—ZZ (V;— V)
=1 j=1
SQRes—ZZ i i- Y Y)

=1 j=1

A expressao (2.23) pode ser escrita simbolicamente como

SQt, = SQt + SQp + SQres-
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Matematica-

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

A expressdo (2.27) é fundamental na andlise de varidncia para o modelo

considerado.

Ap6s o cdlculo das somas de quadrados previamente citadas, novas esta-

tisticas podem ser obtidas pela divis@o de cada soma de quadrados pelo respectivo

ndmero de graus de liberdade. Conforme Garcia-Diaz e Phillips (1995), na abor-

dagem escalar, o nimero de graus de liberdade € considerado como o nimero

de termos independentes na soma de quadrados. Para as somas de quadrados de

tratamentos, blocos e residuos, obtém-se

. SQt _i=1g5=1
@M = 77— I—1
I J _
sou =z
QMbl: bl =1)=
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J

M~

Yy — Vi =V, + V)
SQRes =1y (U ' ’ )

QMR“:(I—l)(J—J): : I-1)(J—1) ’

sendo/ — 1, J —1e (I —1)(J —I) os nimeros de graus de liberdade associa-
dos, respectivamente, as fontes de variagdes dos efeitos de tratamentos, blocos e
residuos.

Garcia-Diaz e Phillips (1995) apresentam os célculos para o valor espe-

rado do quadrado médio de tratamentos, () M, que é obtido como segue

E(QM)=E < 5Q ) _ E(5Q0)

-1 I-1

Adicionalmente,

1 J
E(SQ)=E|Y Y (Vi V)
i=1 j=1

Lembrando que estd sendo considerado igual a J o nimero de repeti¢des de todos

os tratamentos. Assim,

E(SQ) =J Y E[(Yi - Y.)°]
=1
Por definicdo,
_ 1 -
Vo= Vit +77)
Portanto,
I—1 1<
Y, - Y. =—Y,—-=-) Y, 2.28
7 TDIRL (2.28)



62
Lembrando que, para qualquer varidvel aleatéria X,
E(X?) = Var (X) + [E(X)]*.

Como Y;. — Y.. é uma varidvel aleatdria, segue que
I
E(SQ)=J Var (Vi -Y.)+JY [E(Yi-Y.)]*. (229
i=1 ;

Considerando as expressoes (2.19) e (2.28) no desenvolvimento de (2.29),

obtém-se

1 1
E(SQ:) = JZVar (Vi —Y.) + JZTZ?.
=1 i=1

Usando a expressdo (2.28), e lembrando que €;; sdo varidveis aleatdrias
ind dent distribuica 1 de médi ianci tante o2
independentes com distribuicdo normal de média zero e varidncia constante o<,

verifica-se que

_ _ 7 - 1)? _ T _
Var (Yi.—Y..) = ( 1_21) Var (Yl)—%( e 1)Var( Z) =
= Uy =02

E, consequentemente

1 1
E(SQ) = JZ(I;U -‘77+sz3:

Finalmente,
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O célculo do valor esperado do quadrado médio de blocos, desenvolvido

abaixo, é semelhante ao de tratamentos. Pela expressao (2.25), verifica-se que

Logo,

J
E(SQu) = E(IZ(yjy_)Q _

j=1
J
= I [E(Y; -V +1Y Var (V;-Y.) =
7j=1 Jj=1
J J
= I V41> Var(V;-Y.). (2.30)
j=1 j=1

Para o célculo da variincia do termo Y. i Y.., mostrado no lado direito da

expressdo (2.30), note-se que

_ — — 1 — — Yl }7 YJ
Y.-Y.=Y.— = (Y 4 Y )= — =L ... -2
(&
1 1
B ;EJ ;VCLT(}/U) o2
VCL?"( j) =Var _I = — 12 = 7parat()d()] = 1, 7J‘
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Portanto,
. Y. Y. Y.
Var (Y; -Y.) = VM°—i%—-~+Q]_Ui% ..... f% _
_ U= @ U= (o)
J? I J? I 1J

Assim, retomando o cdlculo do valor esperado da soma de quadrados de

blocos, conclui-se que

J J

_ 2 (J—-1) 5

E(SQy) = I§:Qf+1§:44i7fa =

J=1 J=1
J

= 1) bi+(J-1)0" (2.31)
j=1

E, finalmente para o quadrado médio de blocos

J
Iy b
=1

Jj= 2
J -1

+o°.

E(QMy) =

O valor esperado da soma de quadrados de residuos é obtido através da

expressao (2.27) isolando o termo referente a residuos. Para isso, faz-se necessario
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o célculo da esperanca da soma de quadrados total, que € obtido como segue

I J
E(SQr) = E Y. (vy-Y.)*| =
i=1 j=1
I J ,
= ZZE(YZJ Y) =
=1 j=1
I J , J
= ZZ[E(YU_Y)] "’ZZV‘W(YZJ_Y)—
1=1 j5=1 =1 j=1
I J
= S (b (1T - 1)0? (2.32)
i=1 j=1

pois,
I J I J
S ()t = YD o) =
= JZT +IZbQ+2Zan =

=1 j=1

1 J
= JZT +IZb2+2Z T b

i=1 j=1

e, pelas restricdes paramétricas (2.19) e (2.20)

I J
QZTZ‘ij =

i=1  j=1
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Portanto,
E(SQr,) = JZT +IZb2 +IJ-1)o
Considerando a expressdo (2.27) e isolando SQRres, obtém-se

SQres = SQ1, — SQt — SQy

e, para o valor esperado

E(SQres) = E(SQr. —SQr— SQu) =
= E(SQr,)— F(SQ;) — E(5Qy) =
= (IJ-1-J+1-I+1)c*=(1-1)(J-1)0?

E, finalmente para o quadrado médio de residuos

E (QMRes) =0

Observa-se que, sob as hipéteses de nulidade, Hy, 7; = 0, para todo i e
bj = 0, para todo j, E (QM;) = 0% e E(QMy) = o>. Portanto, nesse caso,
tem-se trés estimativas ndo viciadas para o2, QM;, Q My e QMges. Assim, assu-
mindo Hj verdadeira, pelo teorema de Cochran € possivel definir trés estatisticas

independentes com distribui¢do qui-quadrado central,

5@ o
o2 X1

Sle 2
o2 T X@u-
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pois a soma dos graus de liberdade de SQy, SQp; € SQres € igual a

T-D)+J-D)+T-1)(J-1)=1J—1,

que ¢ o nimero de graus de liberdade de SQ7.. Entio, S(gt , ) g’l e % sdo
varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo qui-quadrado central. Pela de-
fini¢do da distribui¢do I’ de Snedecor central e sob Hy para o efeito de tratamentos,

conclui-se que

r_ SQu SCRes -
T o2(I-1) [e2(I-1)(J—1)
que é
QM,
F,. = . (2.33)
¢ QMRBS
Analogamente, sob H( para o efeito de blocos, conclui-se que
m__ SQu SQres 17"
T o2(J-1) |o2(I-1)(J-1)
que é
QMy,
F.= : (2.34)
¢ QMRes

As somas de quadrados (2.21), (2.24) e (2.25) podem ser calculadas por



expressdes equivalentes e computacionalmente mais simples, que sdo

i=1 j=1
I J 2 I J 2
>l XY > 2 Yy
SQ _ =1 \j=1 B i=17=1
¢ J 1J
J 2 I J
S () (3 Y)
SQy = j=1 \i=1 AN
b I 1J
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(2.35)

(2.36)

(2.37)

Uma vez calculadas as somas de quadrados de tratamentos, blocos e total,

a soma de quadrados de residuos é obtida pela subtragcdo indicada na expressio

(2.38), que é

SQres = SQT, — SQt — SQui.

(2.38)

Em geral, a tabela da anélise de variancia que sintetiza os testes de hipéte-

SES

Hy:m=---=717=0

H, :7; #0 parapelo menos um ¢

Ho:blz--':bjzo
Hiy :bj # 0 para pelo menos um j

¢é conforme a Tabela 6.
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Tabela 6 Esquema da andlise de varidncia para experimentos no delineamento
em blocos casualizados, com [ tratamentos e J blocos.

Fonte de Variagdo GL SQ QM F
Tratamentos I—-1 SQ;¢ QM,; %
Blocos J—-1 SQu  QMy %
Residuo (I-1)(J—1) SQres QMpes

Total 1J -1 SQr,

Detalhes adicionais do desenvolvimento da andlise de variancia, tal como
a demonstracdo de alguns teoremas, sdo apresentados em Irwin (1931).

Segundo Casella e Berger (2010), os testes esquematizados na Tabela 6
sd0, em muitos casos, desinteressantes e ndo verdadeiros. Em geral, o pesquisa-
dor ndo acredita que os efeitos dos diferentes tratamentos sejam estatisticamente
iguais. No entanto, € possivel estabelecer testes de maior interesse pratico por
meio de contrastes ortogonais.

Qualquer combinacio linear das médias dos tratamentos de um experi-
mento, com a soma dos coeficientes iguais a zero, ¢ chamada de contraste. Mate-

maticamente,
I

I
C = Zcﬁfi., com Zci =0
i—1

i=1
em que,
C' é um contraste,
¢; € um numero real,

Y;. é a média do tratamento i, 7 = 1,--- , I.
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Como Yj; ~ N (p + 7; + bj, 0%), entdio, para um contraste C, segue que

C ~ N (uc,0t)

sendo,
po = ¢ (p+m)e
i=1
2 a? ! 2
Oc =7 Z &5
i=1
pois,

I
JY ci(p+m)

I
= =t =1 B ' ‘
- ¥ = 7 = ;21 ci(p+m)

I ;Cg (éVar (Yij)>
V(IT(C) = Var (ch_l> = — j_JZ =

=1
I J I 7
2 2
2 G |2o J > c2a? cto?
=l J=1 =1 =1
J? J? J

Supondo que deseja-se testar Hy : uc = 0. Entdo, sob esta hipotese,

tem-se que o contraste C' segue distribui¢cdo normal de média zero e varidncia 0%.

Logo,
C

, A
Trc
i=1

~ N (0,1)

NN
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e, pela defini¢cdo de distribui¢do qui-quadrado central,

02
7,\,)(%

, 1 ) 1)-
g
TZCZ‘

i=1

O resultado anterior € ttil, pois a soma dos quadrados correspondente aos
tratamentos em qualquer andlise de varidncia pode ser particionada em compo-
nentes de somas de quadrados, cada uma com um grau de liberdade. Esta parti-
¢do corresponde a contrastes mutuamente ortogonais (MASON; GUNST; HESS,
2003).

Dois contrastes

I I
C = Z%Yi-, Cy = szYz
=1 =1

sdo ditos ortogonais se a soma dos produtos dos coeficientes correspondentes aos

dois contrastes for igual a zero, isto €,

I
Zaibi = a1b; + agby +--- +arby = 0.
i—1

Trés ou mais contrastes sdo ditos mutuamente ortogonais se todos os pares
deles resultantes forem ortogonais.

Considerando um experimento com 4 tratamentos, 0s contrastes
Ci = 3171 + 2)72. — )7:3 — 4}74, Cy = 4171 — 6172., C3 = 8?3 — 2)721

sd30 mutuamente ortogonais, pois a soma dos produtos dos coeficientes de cada par
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de constrastes € igual a zero, ou seja, para os pares de constrastes

CreCytem-se3-44+2-(—6)+ (—1)-0+(—4)-0=0;
CieCstem-se3-0+2-0+ (—1)-8+(—4) - (—2)=0;
CyeCstem-se4-0+(—6)-0+0-840-(—2)=0.
Para um conjunto de médias, cada uma com J observagdes, a soma de
I

quadrados correspondente a um contraste C' = > ¢;Y;. é dada por
i=1

(2.39)

Em relacdo a decomposi¢do da soma de quadrados de tratamentos em
soma de quadrados de contrastes ortogonais, Casella e Berger (2010) estabele-
cem que é possivel encontrar conjuntos com I — 1 vetores de constantes ¢(!) =

( cgl)’ e cgl) )J: 1,---,I —1, que satisfazem

i ; J<chY) J<zc§f—”m.>2

JZ (Y —v.) = —= e — — (2.40)
= () e
¢ I
Z Wel) =0 paratodo 1#£1',
=1

O quociente do lado esquerdo da expressio (2.40) por o2 tem distribuigio
qui-quadrado com I — 1 graus de liberdade e o quociente de cada termo do lado

direito por o tem distribuicio qui-quadrado de 1 grau de liberdade cada.
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Em experimentos fatoriais 2, a construcio de contrastes mutuamente or-
togonais relativos aos efeitos principais e de interagdes pode ser realizada através
de uma tabela de sinais positivos e negativos.

Com o intuito de exemplificar a construcdo de uma tabela de sinais po-
sitivos e negativos, considere-se um experimento em esquema fatorial 23, com .J
blocos. A tabela de sinais pode ser inicialmente construida como a Tabela 7, e

completada através dos itens seguintes até obter a Tabela 8.

Tabela 7 Esquema inicial de uma tabela de sinais para um experimento fatorial
23 contendo os tratamentos e os efeitos fatoriais a serem avaliados.

Tratamentos Efeitos Fatoriais
A B C AB AC BC ABC

abe

(i) atribuir sinais para os fatores de cada tratamento, de tal forma que, se o fator

estiver no nivel baixo, receberd sinal negativo, caso contrrio o positivo;

(ii) as colunas referente aos efeitos de interagdo sdo obtidas pela multiplicacdo

(linha por linha) das colunas de efeitos principais correspondentes;

(iii) acrescentar uma ultima coluna com as médias dos tratamentos.
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Tabela 8  Sinais para calcular os efeitos de um experimento fatorial 2% contendo
os tratamentos, os efeitos fatoriais a serem avaliados e as médias dos

tratamentos.
Tratamentos Efeitos Fatoriais Médias
A B C AB AC BC ABC

(1) - - - + + - Y=Yy
a + - - - - + Y=Y,
b -+ - - + + Y=Y,
ab + + - + - - Y=Yy
c - - + + - + V5. =Y,
ac + - + - + — Y. = Yoo
bc — + + - - — }77. = ch
abc + + + + 4+ + Vs =Y

Os contrastes mutuamente ortogonais referentes aos efeitos principais e

de interacoes, sdo obtidos pelo quociente do somatério dos elementos resultantes

da multiplicag@do (linha por linha) da coluna de cada efeito fatorial pela coluna de

médias, pela metade da quantidade de médias consideradas no contraste. Assim,

para o experimento fatorial 23, considerado anteriormente, tem-se os seguintes

contrastes mutuamente ortogonais referentes aos efeitos principais e de interacdes.

1 _ _ _ _ _ _ _
CA:Z(Y2.+Y4.+Y6.+Y8.—Y1.—Yg.—Y5.—Y7.),

O =
oot
CAB:%
CAC’:i

(Yg. +Y74 +Y7. —i-}_/g. — Yl. — }72. — Y5. — 176.),
(375»-1-576-4-377--1-578- - Y. - Y. - V5 —1721-),
(Y1-+Y4-+Y5-+YS- — Yo — Y3 — Vs —377-),

(Y1 + Y5 + Y5 + Y5 — Yo - Yo — V5. — V7)),
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1 . _ _ _ _ _ _ _
Cgpc = Z (Y1. +Yo +Yr +Ys — Y5 Yy - Vs _YG-)

1 - _ _ _ _ _ _ _
Cuapc = Z (Y2 +Y; +Y5 +Ys — Y. - Y, — Y —Y7.) .

Em geral, hd interesse em verificar se os efeitos de contrastes mutuamente
ortogonais sdo estatisticamente iguais a zero. Para os contrastes definidos acima é

possivel estabelecer as hip6teses
Hy:pe, =0vsHy:pc, #0, Ho:pcy =0vs Hy : pcy # 0,

Hy:pe, =0vs Hy :pe, #0, Ho:pc,s =0vs Hy:peyy #0,

Hy:pc,o =0vs Hytpcye #0, Ho:poge = 0vs Hy @ pog, # 0

Hy: poype =0vs Hy : pioype # 0

Essas hip6teses podem ser testadas pelo teste F' da anélise de variancia, esquema-

I _
tizado na Tabela 9. Pois, para um contraste C' = ) ¢;Y;. e sob Hy : uc =0,

i=1

I \2

J Y.
sSQC 1 (i;CZ z) ~ 2
o2 o2 1 (1-
> e
i=1

Portanto, pela definicdo de distribuicdo F' de Snedecor central, uma esta-

tistica de teste para as hipéteses Hy : upc = 0e Hy : po # 0, € dada por

_ QMC
C2]\4Res ’

F.



que sob Hy, tem-se

QMC

QMRes ~ F(1’<2k_1)(‘]_1)) ’

sendo QM C = % o quadrado médio do contraste C.
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O nivel descritivo (valor - p) para o teste supracitado ¢ dado pela probabi-

lidade:

valor-p=P (F(17(2k1)(J1)) >

QMC
QMRes

):P(F>Fc).

Rejeita-se a hipdtese H se valor - p < o, sendo « o nivel de significancia adotado.

Tabela9 Esquema da anélise de variancia de um experimento em esquema fato-
rial 23, com J blocos.

Fonte de Variacio GL SQ oM F

A 1 SQCA  QMCy s
B I SQCr  QMCp  Yics
C 1 SQCe  QMCe e
AB 1 SQCap  QMCyp %%
AC 1 SQCac  QMCac  935aC
BC I SQCpc  QMCpe  93iCrc
ABC 1 SQCapc QMCapo “gifse
Blocos J—1 SQu Q My, %
Residuo (22=1)(J—1) SQres QMges

Total J23 —1 SQr,

A soma de quadrados dos residuos, SQgres, pode ser obtida pela diferenca
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entre a SQ)7, e as demais somas de quadrados. Assim, para o experimento fatorial

23 com J blocos,

SQres = SQ1, — SQCA — -+ — SQCaBc — SQuy-

Em geral, a tabela da andlise de varidncia para um delineamento em blocos
casualizados em esquema fatorial 2¥ é conforme a Tabela 5.

Na andlise de variancia de experimentos fatoriais, quando o efeito de al-
guma interacdo € significativo, recomenda-se estudar o desdobramento dessa inte-
racdo, ou seja, analisar o efeito de um dos fatores dentro dos niveis dos demais.
Como € raro, na prética, efeitos de interacdes de quatro ou mais fatores serem sig-
nificativos, serd abordado apenas o desdobramento das interacdes de ordem dois
e trés, que pode ser, sem grandes dificuldades, generalizado para interacdes de
qualquer ordem.

Retomando o experimento fatorial 23 com .J blocos, e supondo que haja
interesse em desdobrar o efeito da interacdo AC, as fontes de variagoes A e AC
podem ser decompostas em duas novas fontes de variagcdes: A:C_e A:C.. A
primeira refere-se ao efeito do fator A dentro do nivel baixo do fator C, e a segunda
ao efeito do fator A dentro do nivel alto do fator C'.

Alternativamente ao desdobramendo da interagcdo AC em efeitos do fator
A dentro dos niveis do fator ', as fontes de variacdes C' e AC também podem ser
decompostas em duas novas fontes de variagdes: C': A_ e C': Ay, referente aos
efeitos do fator C' dentro dos niveis do fator A.

Os contrastes relativos aos efeitos resultantes dos desdobramentos das in-
teracdes também podem ser obtidos com o auxilio da tabela de sinais positivos e
negativos, que para o experimento fatorial 23 estd apresentada na Tabela 8.

Para o célculo do contraste referente ao efeito do fator A dentro do nivel
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baixo do fator C, A:(C_, considera-se, na tabela de sinais, apenas as linhas em
que os sinais da coluna do efeito fatorial C sdo iguais a “—”, e calcula-se o quoci-
ente do somatdrio dos elementos resultantes da multiplicag¢do (linha por linha) da
coluna restrita do efeito fatorial A pela coluna restrita de médias, pela metade da

quantidade de médias consideradas no contraste.

_ _ _ _ 1 - _ _ _
(Ya‘i‘Yab_Yv(l)_YE)) = §(Y2+YV4_Y1_YE3)

N | —

Cac_ =

O contraste referente ao efeito do fator A dentro do nivel alto do fator
C, A:C., é obtido de forma semelhante ao caso anterior. Sendo que agora, na
tabela de sinais, considera-se apenas as linhas em que os sinais da coluna do efeito

fatorial C' sdo iguais a “+”.

CA:C+ = (Yac + Yabc - }7(: - }7bc)

N

Para o desdobramento da interagdo AC' em efeitos do fator C' dentro dos

niveis do fator A tem-se os seguintes contrastes:

Coa. =7 (Yet+Yoe =Y — 1)

N

(Yac + Yabc - 17(1 - Yab) .

N | =

CC:A+ =

Supondo, agora, que o interesse seja desdobrar o efeito da interagdo ABC,
que pode ser realizado de trés formas: (i) em efeitos do fator A em cada nivel dos
fatores B e C, (ii) em efeitos do fator B em cada nivel dos fatores A e C, e (iii)
em efeitos do fator C' em cada nivel dos fatores A e B.

Para o desdobramento do efeito da interacdo ABC em efeitos do fator A

em cada nivel dos fatores B e C, as fontes de variacdes A, AB, AC e ABC sdo
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decompostas em quatro novas fontes de variagdes: A:B_C_, A:B,C_, A:B_C,
e A: B, CY, que se referem aos efeitos do fator A em cada nivel dos fatores B e
C.

Em particular, para o cédlculo do contraste referente ao efeito A: B, C_,
considera-se, na tabela de sinais, apenas as linhas em que os sinais da coluna do
efeito fatorial B sdo iguais a “+” e os sinais da coluna do efeito fatorial C' sdo
iguais a “—”, e calcula-se o quociente do somatdrio dos elementos resultantes da
multiplicac¢do (linha por linha) da coluna restrita do efeito fatorial A pela coluna

restrita de médias, pela metade da quantidade de médias consideradas no contraste.

1 _ _ _
Cap,o_ = 1 (Yoo — V) = Yo — Y5

As somas de quadrados necessdrias para os testes F' da andlise de vari-
ancia, no estudo de desdobramento de interagdes, sdo calculadas normalmente a
partir da expressdo (2.39). Geralmente, a andlise de variancia € esquematizada em
uma tabela contendo as somas de quadrados, quadrados médios e os valores F
dos testes F' de cada fonte de variagdo do desdobramento da interacdo. As Tabelas
10 e 11 esquematizam a andlise de variancia para o estudo do desdobramento da

intera¢do AC.

Tabela 10 Esquema da andlise de variancia do desdobramendo da interagdo AC
em efeitos do fator A em cada nivel do fator C.

Fonte de variacdo GL SQ QM F,
QMac_

A:C- 1 SQac. QMac. o=
QM 4,

A:Cy 1 SQac, QMac, ﬁ

Residuo (22 =1)(J—1) SQres QMges
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Tabela 11 Esquema da andlise de varidncia do desdobramendo da interagdo AC
em efeitos do fator C' em cada nivel do fator A.

Fonte de variacio GL SQ QM F,
QMc.a_
C:A- 1 SQca. QMoa. g
QMc:
C:Ay 1 SQc.a, QMca, Q%;;*
Residuo (22 =1)(J—1) SQres QMges

2.2.3 Experimento fatorial 2* nio repetido

Em experimentos fatoriais 2¥, o niimero de tratamentos cresce exponenci-
almente a medida que aumenta-se o nimero de fatores considerados. Por exemplo,
em um experimento 2° tem-se 32 tratamentos; sendo que, com duas repeti¢des ha-
verd necessidade de 64 unidades experimentais para realizar o experimento, que
¢ uma quantidade elevada para determinado tipo de pesquisa. Por isso, algumas
vezes o experimento pode ser muito caro, ou até mesmo inviavel de ser conduzido
quando o ndmero de fatores € elevado.

Conforme Montgomery (2009), os recursos disponiveis para experimentos
sdo, geralmente, escassos, de tal forma que, quando o nimero de fatores é exces-
sivo, € invidvel realizar experimentos com repeticdes, a menos que o pesquisador
esteja disposto a desconsiderar alguns fatores originais.

Experimentos fatoriais com uma sé observagdo sdo denominados de fa-
toriais ndo repetido. Uma abordagem para analisar esses experimentos, fatoriais
nao repetido, consiste em considerar o principio da escassez de efeitos, que € a
suposicdo de que os efeitos das interacdes de ordem superiores sdo nao signifi-
cativos. Uma estimativa para o residuo é o somatério das somas de quadrados

dos efeitos considerados como insignificantes, e o restante da andlise € conduzido
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normalmente.

De acordo com Box, Hunter ¢ Hunter (2005), ocasionalmente, efeitos de
interagdes de alta ordem podem ser significativos, por isso mostra-se relevante um
método preliminar para seleciond-los. Apés a identificacio desses efeitos, eles sao
desconsiderados na estimagdo do residuo.

Daniel (1959) propde a utilizagdo do grafico de probabilidade semi-normal
do médulo das estimativas dos efeitos, para verifica-los quanto a sua significancia,
em experimento fatorial 2¥ ndo repetido. No entanto, Daniel (1976) e Box e Meyer
(1986) admitiram que o grafico de probabilidade normal € mais ttil do que o semi-
normal, pois, este Gltimo € menos capaz de revelar discrepancia de pressuposicoes,
tal como a homocedasticidade.

O grifico de probabilidade normal pode ser construido com a utilizagdo
de softwares estatisticos, tal como R (R Development Core Team, 2012).

Suponha um experimento fatorial 2% nio repetido, com as estimativas dos
efeitos fatoriais apresentadas na Tabela 12 e o gréfico de probabilidade normal na

Figura 3.

Tabela 12 Estimativa dos efeitos fatoriais de um experimento fatorial 2* nio re-

petido.
Efeito A B C D AB
Estimativa —4,28 0,14 5,7 3,01 0,43
Efeito AC AD BC BD CD
Estimativa —0,61 —0,26 0,18 0,68 3,90
Efeito ABC ABD ACD BCD ABCD

Estimativa —0,17 0,16 —0,15 —0,38 —0,11
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Figura3 Gréfico de probabilidade normal para os efeitos fatoriais de um experi-
mento fatorial 2*

Analisando o gréfico de probabilidade normal das estimativas dos efeitos
fatoriais, Figura 3, nota-se que os efeitos A, C', D e C'D podem ser significativos,
uma vez que se localizam distantes da reta que passa pelos outros pontos. Sendo
assim, a soma de quadrados de residuos pode ser obtida pelo somatoério das somas
de quadrados dos efeitos das interacdes de trés e quatro fatores. O esquema da

andlise de variancia para esse exemplo ficticio € apresentado na Tabela 13.

SQres = SQaBc + SQapp + SQacp + SQpcp + SQaBcD
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ou

SQres = SQ1, —SQa—5Qp —SQc —SQp — SQ4B
— SQuac —5Qap — SQpc — SQBp — SQcp

Tabela 13 Esquema da andlise de varidncia de um experimento 2% nio repetido,
para a verificag@o de efeitos principais e de interagdo de ordem dois.

Fonte de Variacio GL
A

B

C

D

AB
AC
AD
BC
BD
CcD
Residuo
Total

[ Y S Sy GO Gy G W GG S G G O G W

—
9}

A andlise preliminar de um experimento fatorial ndo repetido ndo é re-
alizada apenas pelo grifico de probabilidade normal, h4 outros métodos menos
triviais, Hamada e Balakrishnan (1998) analisam e discutem alguns desses méto-

dos.

2.2.4 Confundimento

H4 experimentos em que € impossivel realizar uma repeti¢do completa em

blocos, pois a dimensdo do bloco € menor do que o nimero total de tratamen-
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tos (MONTGOMERY, 2009). Uma alternativa para essa situacdo € a técnica do
confundimento. Essa técnica faz com que a informacdo de alguns efeitos do ex-
perimento, em geral as interagdes de ordem superiores, sejam indistinguiveis dos
efeitos de blocos.

O confundimento em blocos de um experimento fatorial 2* pode ser rea-
lizado em 2” blocos em cada repeti¢do, com p < k, porém, o confundimento em
2! blocos apresenta duas vantagens em relaciio aos demais. A primeira é que o
confundimento em 2! blocos em cada repeti¢iio acarreta menor prejuizo de infor-
macao, j4 que apenas um efeito serd confundido. A outra vantagem € em relacio
a facilidade do planejamento.

No planejamento de um experimento 2 confundido em 2! blocos, é pre-
ciso definir quais tratamentos serdo designados para cada bloco. A atribui¢do dos
tratamentos a cada um dos dois blocos dependera de qual efeito serd confundido
com o efeito de blocos. Assim, um dos procedimentos para estabelecer quais tra-

tamentos serdo considerados para cada bloco consiste em:
(i) construir a tabela de sinais, ou de efeitos fatoriais;
(i1) definir qual efeito serd confundido com o efeito de blocos;

(iii) considerando a coluna do efeito definido no item anterior, atribuir a um dos

blocos os tratamentos com sinais “+”’ € ao outro os tratamentos com sinais

9

Para ilustrar o procedimento acima, considere-se um experimento 23, ou
seja, com trés fatores (A, B e C) de dois niveis (“4+” e “—"), em que o efeito
da interagdo A x B x C serd confundido com o efeito de blocos. Pela Tabela 8,
verifica-se que os tratamentos atribuidos ao bloco 1 sdo a, b, ¢ e abc e, ao bloco

2 sdo (1), ab, ac e be. A Tabela 14 contém o esquema dos tratamentos em cada
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bloco.

Tabela 14  Constituicio dos blocos de um experimento 23 para o confundimento
da interacdo tripla.

Bloco 1 (+) Bloco 2 (—)

a (1)

b ab
c ac
abe be

Observa-se que o efeito da interagio A x B x C, Capc = Yo+ Y3+ Y5 +
Yz —Y; — Y, — Y5 — Y7, é o mesmo do efeito de blocos. Desta forma, niio é possivel
distinguir a causa do efeito, se ¢ devido a interacdo ou aos blocos. No entanto, 0s
outros efeitos ndo sdo confundidos, pois nos contrastes dos demais efeitos ha uma
combinagdo de um tratamento positivo e um negativo de cada bloco. Por exemplo,
para o célculo do efeito principal do fator A, é feita a diferenca entre as médias
dos tratamentos a, ab, ac e abc com as médias dos tratamentos (1), b, ¢ e be, no
entanto o efeito de blocos é anulado porque os tratamentos a, b, ¢ € abc estdo no
bloco 1 e os tratamentos (1), ab, ac e bc estdo no bloco 2.

Banzatto e Kronka (2008) apresentam esquemas de andlise de variancia,
Tabela 15, com e sem confundimento da interag@o tripla de um experimento fa-
torial 23 conduzido em blocos casualizados com 4 repeticdes. Note-se que, de 4
blocos com 8 unidades experimentais cada, passa-se para 8 blocos com 4 unida-
des experimentais. Verifica-se, também, que o uso do confundimento acarreta em

diminuicao do niimero de graus de liberdade do residuo.
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Tabela 15 Esquema de andlise de variancia com e sem confundimento da intera-
¢do tripla de um experimento 23.

Sem confundimento Com confundimento
Fonte de variagdo GL Fonte de variacio GL
A 1 A 1
B 1 B 1
C 1 C 1
Ax B 1 Ax B 1
AxC 1 AxC 1
BxC 1 BxC 1
AxBxC 1 Blocos 7
Blocos 3 Residuo 18
Residuo 21 Total 31
Total 31

Montgomery (2009) descreve outro método de obter quais tratamentos se-

rdo designados para cada bloco. O método utiliza a combinagao linear

L =o1x1 + agxe + -+ - + apxp, 241

em que, x; é o nivel do i-ésimo fator que aparece em uma combinagdo de trata-
mentos particular e «; € o nivel do i-ésimo fator para qual o efeito serd confundido.
Para experimentos 2k tem-se «; = 1 ou 0 e z; = 1 (nivel alto) ou x; = 0 (nivel
baixo). O método consiste em atribuir ao mesmo bloco os tratamentos que produ-
zem o mesmo valor de L (mod2).

Considerando o experimento 22 com o efeito da interagio tripla confun-

dida com o efeito de blocos, tem-se oy = as = a3 = 1, logo

L=z + 22+ 23
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€, para os tratamentos,

(1):L=04040=0=0(mod2); a:L=14+0+0=1=1(mod2)
b:L=04+14+0=1=1(mod2); ¢:L=0+0+1=1=1(mod2)
ab:L=1414+0=2=0(mod2); ac:L=14+0+1=2=0(mod2)

bc: L=0+141=2=0(mod2); abc:L=1+1+1=3=1(mod2)

Portanto, os tratamentos a, b, ¢ € abc ocorrem no bloco 1 e os demais no
bloco 2, que é o mesmo resultado obtido ao usar a tabela de sinais. A vantagem
desse tltimo método € ser aplicdvel em confundimentos de 2P blocos, com p > 1.

No planejamento de um experimento fatorial 2¥ confundido em 2P blocos,
com 2F~P tratamentos em cada bloco, selecionam-se p efeitos independentes para
que seus efeitos sejam confundidos com o efeito de blocos. Entende-se por efeitos
independentes quando nenhum deles é a interacdo de alguns dos demais. Um
método para verificar se um conjunto de efeitos sdo independentes, ¢ quando, na
tabela de sinais, nenhum deles é o resultado do produto das colunas de alguns dos
demais. Por exemplo, os efeitos AB, AC' e BC' ndo sdo independentes, pois na
Tabela 8 verifica-se que BC' € resultado da multiplicacdo das colunas dos efeitos
ABe AC.

Além dos p efeitos escolhidos inicialmente confundir-se-4 2P —p—1 efeitos
de interagdes generalizadas. Por isso, € preciso ter cuidado ao selecionar os efeitos
que serdo confundidos para ndo sacrificar informagdes de interesse (MONTGO-
MERY, 2009).

Os tratamentos que serdo designados para cada um dos p blocos sdo ob-
tidos através de p combinagdes lineares L1, -- -, L,, tais como a da expressdo

(2.41). Com as p combinacdes lineares formam-se 2P p-uplas e todos os 2F~P
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tratamentos de cada bloco produzem os mesmos valores L; = (mod2), ---,
L, = (mod2).

Como exemplo, considere-se um experimento 2° confundido em 2572 =
23 = 8 blocos. Escolhendo os efeitos independentes ABE, BCE e CDE,
verifica-se que os efeitos AC, ABCD, BD e ADFE, das interagdes generaliza-
das, também serdo confundidos. Os tratamentos de cada um dos 8 blocos sdo

obtidos através das seguintes combinagdes lineares

Liapr = x1+ 29+ x5
Lpcr = x9+x3+ x5
Lopg = z3+ x4+ 258

Considerando a aritmética modular, cada tratamento produzird uma tripla
de valores Lapr = (mod2), Lpcr = (mod2) e Lopg = (mod?2), sendo que
0s que resultarem na mesma tripla serdo considerados para o mesmo bloco. Os

tratamentos de cada bloco estio especificados na Tabela 16.
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Tabela 16 Tratamentos dos blocos de cada repeticdo de um experimento fato-
rial 2° para o confundimento dos efeitos ABE, BCE, CDE, AC,
ABCD, BD e ADFE com o efeito de blocos.

Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3 Bloco 4
(0,0,0) (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
(1) a ab d
ace ce cd be
bde bed ade abc
abed abde bce acde
Bloco 5 Bloco 6 Bloco 7 Bloco 8
(1,0,1) (1,1,0) (0,1,1) (1,1,1)
ad b c e
be de ae ac
abe acd abd bd
cde abce bede abcde

Conforme os autores Hinkelmann e Kempthorne (2008), Garcia-Diaz e

Phillips (1995) e Winer (1962), a soma de quadrados de blocos pode ser obtida

através da expressao (2.42).

2 2
J [ 1y J 1y
2 .22 Yii > 2 Yigy

J=ligy=1
I I'J

(2.42)

em que,
Yi ;i € a observagdo do i(;)-ésimo tratamento dentro do j-ésimo bloco do experi-

mento;
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I’ é o total de tratamentos em cada bloco do experimento, ou seja, I’ = 2¥7P;
J € o total de blocos do experimento, ou seja, J = n2P, com n o nimero de
repeticdes do experimento.

Para experimentos fatoriais nao repetidos, a soma de quadrados do efeito
de blocos € obtida somando as somas de quadrados de todos os efeitos confundidos
com blocos, e o restante da andlise € feita normalmente (Montgomery, 2009).

A soma de quadrados de residuos € obtida pela diferenca da soma de qua-
drados total e as demais somas de quadrados, com excecdo daquelas que sio refe-
rentes aos efeitos confundidos com blocos. Assim, para um experimento fatorial
23 com a interacdo tripla (ABC) confundida com o efeito de blocos, a soma de

quadrados de residuos € obtida através da seguinte expressao:

SQres = SQ1, — SQA — SQB — SQc — SQaB — SQac — SQBc — SQu.-

Além desta dissertacdo, Montgomery (2009), Hinkelmann e Kempthorne
(2008), Garcia-Diaz e Phillips (1995) e Winer (1962) abordam a tecnica do con-

fundimento para experimentos fatoriais 2%
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3 METODOLOGIA

Divide-se este capitulo em duas se¢des: materiais e métodos. Na primeira
sdo descritos os recursos utilizados na aplicag@o das técnicas experimentais apre-
sentadas e, sucintamente, o experimento considerado na ilustragdo das técnicas
experimentais apresentadas no referencial tedrico. Na segunda se¢do sdo descritos

os métodos utilizados nesta dissertacao.

3.1 Materiais

Os dados utilizados na ilustra¢do das técnicas estatisticas de planejamento
e andlise de experimentos sio provenientes de Santos (2007), e referem-se ao es-
tudo da resisténcia mecanica de jung¢des adesivas através de experimentos fatoriais
2k,

As unidades bdsicas do experimento sdo corpos de prova de juncdes ade-
sivas que, conforme Santos (2007), foram obtidas por sobreposi¢do simples de
chapas de aco unidas por adesivo estrutural de base acrilica. A Figura 4 ilustra um

corpo de prova, com as suas respectivas dimensdes em mm.
/

Figura4 Corpo de prova obtido através de sobreposi¢do simples de chapas de
aco (Adaptado de Santos, 2007)
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Em relag@o as chapas de ago utilizadas para a confec¢do dos corpos de
prova, Santos (2007) esclarece que foram fornecidas pela Companhia Sidertrgica
de Tubario, e as especificagdes sdo SAE J403 1010 laminado a quente, 2mm de

espessura e composicdo quimica conforme a Tabela 17.

Tabela 17 Composicdo quimica (%) do aco utilizado na confeccao dos corpos de
prova (Santos, 2007).

C St Mn
0,10 0,021 0,471
P S Al
0,016 0,0083 0,041
Cu Ni Cr

0,008 0,005 0,017

O adesivo acrilico utilizado no experimento é, segundo Santos (2007), o
adesivo Loctite 326 da empresa Henkel, que é considerado pela empresa como
adesivo de rapida fixacdo - cerca de 3 minutos.

Santos (2007) afirma que o ensaio de cisalhamento por tracio € o mais uti-
lizado na determinagdo da resisténcia de juncdes adesivas por sobreposi¢do sim-
ples de chapas. Também, através de ensaios de cisalhamento, é possivel deter-
minar importantes caracteristicas dos adesivos e jungdes, como a tensdo média de
ruptura’, que é considerada como a varidvel resposta do experimento em destaque.

Os ensaios de cisalhamento conduzidos por Santos (2007) foram reali-

zados pelo equipamento EMIC DL5000 com célula de carga de 50kN. Santos

2A tensdo média de ruptura é obtida pelo quociente entre a forca maxima aplicada e a drea de
sobreposicdo das chapas de aco.
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(2007) baseou-se em Villenave (2005) para definir os pardmetros de ensaio, tais
como a configuracdo geométrica do corpo de prova, velocidade de tracionamento
(2mm/min) e o comprimento de fixagdo das chapas nas garras de 25mm.

Santos (2007) considerou os fatores que estdo relacionados com a condi-
cdo de cura do adesivo e de superficie do substrato, no caso as chapas de aco. Os
fatores considerados foram tratamento da superficie (A), temperatura e tempo de
cura (B), rugosidade da superficie (C') e uso de ativador (D).

Todos os fatores analisados foram considerados em dois niveis, ou seja,
em nivel baixo e alto. Para o fator A, tratamento da superficie, foram considera-
dos os niveis sem e com tratamento superficial utilizando o produto Bonderite NT1
da empresa Henkel; para o fator B, temperatura e tempo de cura, foram conside-
rados os niveis 22°C por 24 horas e 60°C por 2 horas; para o fator C, rugosidade
da superficie, foram considerados os niveis sem e com jateamento de areia; para
o fator D, uso de ativador, foram considerados os niveis sem e com ativador Loc-
tite 7649 da empresa Henkel. Os fatores e os seus niveis estdo esquematizados e

codificados na Tabela 18.

Tabela 18 Fatores e niveis analisados codificados.

Fator Niveis
— +
A Tratamento sem tratamento  com tratamento
superficial
B Temperatura e 22°C' e 24h 60°C e 2h
tempo de cura
C Rugosidade sem jateamento com jateamento
D Ativador sem ativador com ativador

Todas as combinagdes possiveis entre os niveis dos fatores considerados
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Para uma descri¢gdo mais detalhada do experimento aqui mencionado re-

comenda-se a apreciacdo de Santos (2007).

Tabela 19 Tratamentos do experimento de resisténcia mecanica de jungdes ade-

sivas.

Tratamento Fator

A B C D
1 (1) - - - =
2 a + - - =
3 b - + - -
4 ab + + - -
5 ¢ - - + -
6 ac + - + -
7 be - + + -
8 abc + + + -
9 d - - - +
10 ad + - - +
11 bd - + - +
12 abd + + - +
13 cd - - + +
14 acd + - + +
15  bed - + + +
16 abcd + + + +

Em relag@o aos célculos das andlises estatisticas, estes foram realizados

com o suporte do software R (R Development Core Team, 2012).

3.2 Métodos

O método de pesquisa utilizado no desenvolvimento da dissertagdo € pes-

quisa bibliografica, baseada em revisdo bibliografica da literatura referente a esta-
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tistica experimental aplicada a industria, a partir de artigos, livros, teses e disser-
tacoes.

Com o propo6sito de ilustrar as técnicas estatisticas de planejamento e ana-
lise de experimentos, abordadas no referecial tedrico, propds-se a pesquisa de da-
dos de experimentos industriais que poderiam ser Uteis nas aplicagdes desta disser-
tacdo. Entre os materiais obtidos na literatura, considerou-se como fonte secunda-
ria a massa de dados disponivel na dissertacao de Santos (2007). Esta pesquisa foi
feita na biblioteca digital de teses e dissertacdes da USP.

Os dados de Santos (2007) foram utilizados em trés situacdes, sendo que
em duas delas os dados foram adaptados.

A primeira situacdo refere-se a andlise do experimento fatorial 2* com-
pleto realizado em delineamento inteiramente casualizado com 10 repeti¢des, tal
como conduzido por Santos (2007).

A justificativa para analisar o mesmo experimento nas mesmas condi¢des
apresentadas por Santos (2007) é fornecer o desenvolvimento detalhado da an4-
lise estatistica, em especial da explicitagdo do modelo estatistico e da andlise de
variancia, que nio foram abordados diretamente pelo trabalho j4 citado.

Para a situacdo em destaque, a andlise de varidncia serd desenvolvida tanto
pela abordagem matricial, como pela escalar. Os resultados dessas duas aborda-
gens sdo iguais, porém, com o fim de ilustrar ambos os procedimentos, as duas
formas serdo apresentadas. Pela abordagem matricial serd realizada apenas a an4-
lise de variancia sem desdobramento dos efeitos de interagdo caso estes sejam
significativos.

Com o objetivo de exemplificar experimentos fatoriais ndo repetidos, na
segunda situacdo é considerado, hipoteticamente, no experimento de resisténcia

mecénica de juncdes adesivas, a impossibilidade de realizar mais do que uma re-
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peticdo.

Para a segunda situagdo os dados foram adaptados, sendo que as médias
dos tratamentos da primeira situaco foram consideradas como tnica observacio
de cada tratamento.

Na terceira situacdo, o experimento de resisténcia mecanica de jungdes
adesivas serd analisado como se tivesse sido planejado com dez repeti¢des e quatro
blocos para cada repeticdo. Sendo que a dimensio desses blocos é menor que a
quantidade total de tratamentos do experimento.

Os blocos serdo construidos a partir do confundimento dos efeitos inde-
pendentes das interagdes AC'D e BCD. Além dos efeitos das interacdes AC'D
e BCD, o efeito da interagdo generalizada AB também confundiar-se-a com o
efeito de blocos.

A andlise estatistica para esta situacfo serd apenas para verificar a signifi-
cancia dos efeitos principais, de interagdes e de blocos, sem considerar o desdo-

bramento das interacdes caso estas sejam significativas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serdo apresentadas trés aplicagdes do planejamento e and-
lise de experimentos na industria, baseadas no mesmo experimento de resisténcia

mecanica de juncdes adesivas.

4.1 Situacdo 1: experimento fatorial 2* completo

Os dados de tensdo média de ruptura (M Pa) obtidos pelos ensaios de

cisalhamento estdo disponiveis na Tabela 20.
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dia de ruptura (M Pa) do experimento de resis-

téncia mecanica de juncdes adesivas.

40 mé

Tabela 20 Dados de tens

TOTI  €9°TI  LO'El  SOTI  ¥8°Cl  O¥'CTl  LS'€l  STTIL 6L'Cl  €9°¢l poquv - 91
ITY1 TSPl 8TTI 90°ST  €ICI TI'PI 9T91 6291 197TI SLCI P29 Sl
C8IT  LSIT L¥'PI  ¥8°6  TI'6 PPOI S8I1 96’6 CEO0l ¥TEl pov vl
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O modelo estatistico para este experimento pode ser conforme (2.1) ou
(2.2) em que os efeitos de tratamentos sdo decompostos em efeitos principais e de

interagdes. Considerando o modelo de efeitos de tratamentos, tem-se

Yij = p+ 7 + iy, 4.1)

em que,
t1=1,---,16ej=1,---,10,
Y;; € a j-ésima observagio do i-ésimo tratamento,
1 € uma constante comum a todas as observagdes,
T; € o efeito do i-ésimo tratamento,
g;j € o erro experimental da j-ésima observagdo do i-ésimo tratamento, supondo
que €;; N (0,02).
Para a decomposi¢do dos efeitos de tratamentos em efeitos principais e de

interagdes, tem-se o seguinte modelo

}/ili2i3i4j = H + Qi + /BiQ + Vis + 6i4 + (aﬂ)ilig + (av)ilig + (a(s)ilu +

_|_

(B’Y)im + (/35)1'21'4 + (’Y‘;)z‘m + (aﬁ’Y)iligz‘g, + (0‘55)1‘11‘21‘4 +

+ (@Y0) 4,41, T (BY0)igigis + (@BYO) ininiy T Eivinigiaj (4.2)

em que,

11=1,2i0=1,2;i3=1,2;44=1,2;5=1,---,10;

Y i,j € aj-ésima observacdo do i1-ésimo nivel do fator A, io-ésimo nivel do fator
B, i3-ésimo nivel do fator C e i4-ésimo nivel do fator D;

w1 € uma constante comum a todas as observagdes;

o, € o efeito do i1-ésimo nivel do fator A;

Bi, € o efeito do ia-ésimo nivel do fator B;
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Vi, € 0 efeito do i3-ésimo nivel do fator C';

0;, € o efeito do i4-ésimo nivel do fator D;

(aB);,, € o efeito da interacdo do i1-ésimo nivel do fator A com o0 i2-ésimo nivel
do fator B;

(@7);,4, € 0 efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com o i3-ésimo nivel
do fator C;

(ad);,;, € o efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A com o i4-ésimo nivel
do fator D;

(B7)iy:5 € 0 efeito da interagdo do i9-ésimo nivel do fator B com o i3-ésimo nivel
do fator C;

(86),,5, € o efeito da interagdo do iz-ésimo nivel do fator B com o0 i4-ésimo nivel
do fator D;

(76);,4, € o efeito da interagdo do i3-ésimo nivel do fator C' com o i4-ésimo nivel
do fator D;

(B7);,4,i, € 0 efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A, is-ésimo nivel do
fator B e i3-ésimo nivel do fator C';

(80);,,:, € 0 efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A, i3-ésimo nivel do
fator B e i4-ésimo nivel do fator D;

(76);,44, € 0 efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A, i3-ésimo nivel do
fator C' e i4-ésimo nivel do fator D;

(B76) 45, € 0 efeito da interagdo do ia-ésimo nivel do fator B, i3-ésimo nivel do
fator C e i14-ésimo nivel do fator D;

(BY0), 414, € O efeito da interagdo do i1-ésimo nivel do fator A, iz-ésimo nivel
do fator B, i3-ésimo nivel do fator C' e i4-ésimo nivel do fator D,

Eivizigisj € O €10 experimental da j-ésima observagdo do i1-ésimo nivel do fator

A, i9-ésimo nivel do fator B, i3-ésimo nivel do fator C' e i4-ésimo nivel do fator
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iid 9
D, supondo que €;,yi5iq5 ~ IV (0, o )
A verificagdo da influéncia dos fatores de interesse, ja mencionados, dar-
se-4 por meio da andlise de varidncia, a qual serd desenvolvida nas subsecdes se-

guintes.
4.1.1 Analise de variancia pela abordagem matricial

Outra possibilidade de escrever o modelo (4.1) é na forma matricial (2.7),

considerando as seguintes matrizes

Yia1 14,90 110 0
Yio 14,32 110 --- 0
Y = Y1,10 = 12,46 ,X: 110 --- 0 )
Yo1 13,03 101 --- 0
Yi6,10 12,02 100 --- 1
€1,1
Iz €12
T1
B= T2 ce= €1,10 ]
€2,1
T16
€16,10

sendo Y de dimensdes 160 x 1; X de dimensdes 160 x 17; 3 de dimensdes 17 x 1;

€ de dimensoes 160 x 1.
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A matriz de delineamento X pode ser paticionada semelhante a (2.11),

X:<X17 Xt)’

sendo,
1 10 0
1 10 0
Xi = 1 e Xy = 1 0 0
1 01 0
1 00 --- 1

A variabilidade total dos dados corrigido para a constante y pode ser de-

composta semelhante a (2.15)
Y’ (1160 — Pl) Y = YIPtY + Y/PResY 4.3)

em que,
Y’ (Iigo — P1) Y € a soma de quadrados total corrigido, SQr,, com I160 a matriz
identidade de ordem 160 e P; = X3 (X;Xl) 7X/1;
Y'P,Y é a soma de quadrados de tratamentos, SQ;, com P, = B, — P1 e B; =
X, (X;Xt) X
Y'PresY € a soma de quadrados de residuo, SQgres, com Pgres = Ijgo0 — B e
B=X(XX) X.

Em (4.3), o posto da matriz nicleo P; é igual a 15, e igual a 144 para

Pres. Naturalmente, o posto da matriz niicleo I;490 — Py € igual a 159, que € a

soma do posto das matrizes ndcleos j4 mencionadas. Pela definicdo de graus de
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liberdade, tem-se que as fontes de variagdes tratamento, residuo e total corrigido
possuem 15, 144 e 159 graus de liberdade, respectivamente.
As hipoteses para verificar a influéncia dos tratamentos (Tabela 19) na

resisténcia mecanica das juncgdes adesivas sdo

Hy:m = =m4

VS

Hy : 7; # 7j para pelo menos um ¢ # j,com 1 <4, j < 16.

Essas hip6teses podem ser verificadas através da andlise de variincia que
serd desenvolvida abaixo.

Para as formas quadraticas em (4.3), obtém-se as seguintes somas de qua-
drados

SQr. =Y (Iigo — P1) Y = 1425,4204
SQ; =Y'P,Y = 1114,0260
SQres = Y'Pre Y = 311, 3944
Para os quadrados médios tem-se

SQ,  Y'P,Y 1114,0260
M, = = = = 74,2684
@M P (Py) 15 15 ’

SQres  Y'PreY  311,3944
P(Pres) 144 144

QMpes = = 2,1625.

A estatistica de teste para avaliar as hipéteses de igualdade entre os efeitos
de tratamento é conforme a expressdo (2.14), isto é, o quociente entre o quadrado

médio de tratamento e o quadrado médio de residuo, que sob H( segue distribui¢io
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F' de Snedecor central. Logo, o valor da estatistica de teste, F¢, é

o QM; 74,2684
© QMres  2,1625

= 34,34.

Para um nivel de 5% de significancia, o valor critico de Fli5,144) € 1,74
Como 34,34 > 1,74 a hipétese nula, Hy, da anélise de varidncia, esquematizada
na Tabela 21, é rejeitada. Desta forma, ha pelo menos um tratamento que influencia

estatisticamente na resisténcia mecanica de juncdes adesivas.

Tabela 21 Esquema da andlise de variancia preliminar dos dados de tensao média
de ruptura de juncdes adesivas (M Pa).

Fonte de Variacgdo GL SQ oM F, valor-p
Tratamento 15  1114,0260 74,2684 34,34 < 0,01
Residuo 144 311,3944  2,1625

Total 159 1425,4204

O resultado da andlise de varidncia para os efeitos de tratamentos, esque-
matizado na Tabela 21, é pouco informativo, pois ndo é possivel, apenas com o
resultado ja obtido, concluir qual combinacdo dos niveis dos fatores considerados
proporciona a maior, ou menor, resisténcia nas jungdes adesivas.

As vezes, em especial na abordagem matricial da anélise de varidncia, ¢
preferivel considerar o modelo (4.2) a (4.1) quando o estudo envolver mais de 1
fator.

Considerando o modelo (4.2), em que os efeitos de tratamentos foram
decompostos em efeitos principais e de interagdes, também é possivel, tal como o

modelo (4.1), escrevé-lo na forma matricial e decompor a matriz de delineamento
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X conforme (4.4).

X:(Xl, XA, cee XAB, cee XABC> cee XABC’D)' (44)

Tendo em vista o particionamento da matriz de delineamento X conforme
(4.4), a variabilidade total dos dados corrigido para a constante 1 pode ser decom-

posta tal como a expressao abaixo

Y (LIigo—P1)Y = YPAY+ - +YPagY+ - +YPupcY +

4+ o4 Y/PABCDY =+ Y/PReSY' (45)

em que,
Y’ (Ii0 — P1) Y € a soma de quadrados total corrigido, SQr,, com I160 a matriz
identidade de ordem 160 e Py = X; (X’lxl) X

Y'P 4Y é a soma de quadrados do efeito principal do fator A, SQ 4,

com P, =By~ PreBy = X4 (X, Xa) X

Y'P 45Y é asoma de quadrados do efeito de intera¢do dos fatores A e B, SQ 4B,
comP4p =Bap Py~ P~ PreBap = Xap(XypXan) Xipi

Y'P apcY é a soma de quadrados do efeito de interacdo dos fatores A, B e C,
SQapc.-comPypc =Bapc —Pa—Pp—Pap—Pre

Bapc = Xagc (X,ABCXABC) X'y pos

Y'P apcpY € asoma de quadrados do efeito de intera¢do dos fatores A, B, C' e
D, SQapcp,comPapcp = Bapecp —Pa—-+—Pp—Pap—---—Pcp—

/ - /
Papc— - —Ppep —Pi1eBuapep = Xapep (XABCDXABCD> X upgcps
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Y'Pges Y € a soma de quadrados de residuos, SQges,
com Pres = Iigo —Pa— - —Pap—---—Papc— - —Papcp — P1.

Na decomposi¢do da variabilidade total dos dados corrigido para a cons-
tante u, (4.5), o posto das matrizes nicleos P4, ---,Pap,---,Papc, -+, Ppcp
e P 4pcp sdo todos iguais a 1, e 144 para a matriz nicleo Pres,. Como jé espe-
rado, o posto da matriz nicleo I;49 — P € igual a 159. Desta forma, as fontes de
variacdes de todos os efeitos principais e de todas as interagdes possuem 1 grau
de liberdade; o residuo e o total corrigido possuem 144 e 159 graus de liberdade,
respectivamente.

Algumas das hipdteses de interesse para verificar a influéncia dos efeitos

principais e de interagdes sao:

H0:(51:52VSH12(517552

Hy: (afy)10 = = (aB7)g99
Vs

H; : pelo menos um efeito de interacdo difere dos demais.

Sendo que, o primeiro par de hipéteses, Hy e Hy, é referente ao efeito principal

do fator D; e o segundo par € referente ao efeito de interagdo dos fatores A, B e

C. Essas e outras hipdteses podem ser testadas através da andlise de variancia.
Algumas somas de quadrados e quadrados médios necessdrias para os tes-

tes da andlise de variancia sdo apresentadas abaixo.

SQr, =Y (Iigo — P1) Y = 1425,4204;

SQa =Y'PAY = 55,9323;
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SQa 55,9323

QM= P (Pa) 1

= 55,9323;

SQapcp =Y'PapepY = 0,0093;

SQapcp  0,0093
P (Papcp) 1

SQRres = Y'Pres Y = 311,3944.

QMapcp = = 0,0093;

SQres 311, 3944
Mpes = = = 2,1625.
Q Res ,P (PRes) 144 )

Os valores de todas as somas de quadrados e quadrados médios estao apre-
sentados na Tabela 22.

E importante ressaltar que os valores dos quadrados médios das fontes de
variagGes A, B, - - -, ABC D s#o iguais ao valor de sua propria soma de quadrados,

pois, as fontes de variacdes citadas possuem 1 grau de liberdade. Portanto,

SQ; SQ;

PP 1

QM; = = 5Q;,

paratodoi,i = A,B,--- ,ABCD.
A estatistica de teste para avaliar as hip6teses referentes a influéncia dos

fatores A, B, C' e D na resisténcia mecanica de jun¢des adesivas é

QM;

F. = ,
‘ QMRes

parai = A, B,--- ,ABCD.

Alguns valores da estatistica de teste F. sdo

_ QMy 55,9323
 QMges  2,1625

F. = 25,87



para o efeito do fator A;

F.—

~ QMapcp

0,0093

QMres  2,1625

para o efeito de interagdo dos fatores A, B, C'e D.

= 0,004

108

Os valores de todas as estatisticas de testes para avaliar as hipéteses re-

ferentes a influéncia dos fatores A, B, C' e D na resiténcia mecanica de jungoes

adesivas estdo apresentados na Tabela 22.

Tabela 22 Esquema da andlise de variincia do experimento de resisténcia meca-
nica de juncdes adesivas em esquema fatorial 24,

Fonte de Variacdo GL SQ QoM F. valor-p
A 1 55,9323 55,9323 25,87 < 0,01
B 1 196,2490 196,2490 90,75 < 0,01
C 1 29,7390 29,7390 13,75 < 0,01
D 1 788,9880  788,9880 364,86 < 0,01
AB 1 0,0951 0,0951 0,04 0,83
AC 1 10,5473 10,5473 4,88 0,03
AD 1 1,2816 1,2816 0,59 0,44
BC 1 13,5490 13,5490 6,27 0,01
BD 1 0,9425 0,9425 0,44 0,51
CD 1 6,3282 6,3282 2,93 0,09
ABC 1 4,5765 4,5765 2,12 0,15
ABD 1 2,1950 2,1950 1,02 0,32
ACD 1 3,1136 3,1136 1,44 0,23
BCD 1 0,4796 0,4796 0,22 0,64
ABCD 1 0,0093 0,0093 0,004 0,95
Residuo 144 311,3944 2,1625

Total 159 1425,4204

Através da andlise de variancia esquematizada na Tabela 22, verifica-se

que todos os efeitos principais e as interagdes AC' e BC' sdo estatisticamente sig-
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nificativas a um nivel de 5% de significancia. O valor critico de Fl1,144), para o
nivel de 5% de significancia, é 3, 91.

Como resultado da andlise de variancia, Tabela 22, nota-se que o fator D,
uso de ativador, influencia na resisténcia mecanica das juncdes adesivas. Pelo fato
de nenhuma interacdo envolvendo o fator D ser significativa, o efeito do uso de
ativador independe dos demais fatores.

A média das médias dos tratamentos com o fator D no nivel baixo é igual

Yv(l)+?a+%+z+}7ab+?ac+)7l)c+yabc_16 54
8 - ) )

e a média das médias dos tratamentos com o fator D no nivel alto ¢ igual a

Yo+ Yo + Yoa + Yea + Yapa + Yacd + Yocd + Yabea
8

= 12,10.

Em relagdo ao uso do ativador, tem-se que a maior resisténcia mecanica
das juncdes adesivas é obtida sem o seu uso pois, 16,54 > 12, 10.

Como os efeitos principais A, B e C, e as interacdes AC e BC' sdo sig-
nificativas, é desejdvel estudar os efeitos das interacdes ao invés de cada efeito
principal individualmente, que poderia acarretar conclusdes enganosas.

O estudo dos efeitos das interagdes significativas serd conduzido pela abor-
dagem escalar da andlise de varidncia, a qual serd desenvolvida na proxima subse-

¢do.

4.1.2 Analise de variincia pela abordagem escalar

A principio, para o desenvolvimento da andlise de variancia pela aborda-
gem escalar, serdo consideradas as hipdteses, ja apresentadas na abordagem matri-

cial, referentes a igualdade dos efeitos de tratamentos.
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As somas de quadrados total, tratamentos e residuos serdo calculadas a
partir das expressdes (2.35), (2.36) e (2.38). No cdlculo da soma de quadrados de
residuos, o efeito de blocos é desconsiderado, ja que o delineamento considerado

€ o inteiramente casualizado.

10 16 2
16 10 ZI.EIYU
J: 1=
SQr. = YD Vi~ =

i=1 j=1
= (14,97 +14,32% + - + 12,467 + 13,03* + - - - 4+ 12,02?) —
(14,9 + 14,32 4 -+ + 12,46 + 13,03 + - - - + 12,02)*

1620
= 34235,9772 — (2291,2200)" _ 1425, 4204
160
16 10 2 16 10 2
B(En) (589
i=1 \j=1 i=1j=1
SQr = 10 - 160 -
(14,94 -+ 12,46)% + - + (13,63 + - - - 4+ 12,02)°
_ = _
(14,9 + 14,32 + - + 12,46 + 13,03 + - - +12,02)*>
B 160 -
149,797 +--- +129,25%  (2291,2200)°
- 10 _2 160 -
= 33924,5828 — (22911620200) = 1114, 0260

SQRres = SQT, — SQ = 1425,4204 — 1114,0260 = 311, 3944
Para os quadrados médios de tratamentos e residuos:

SQ;  1114,0260

M, = -
Q@M; 16 — 1 15

= 74,2684
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SQres  311,3944
159 —15 144

QMges = = 2,1625

Para a estatistica de teste, F,, das hipéteses referentes aos efeitos de trata-

mentos, tem-se que

. QM; 74,2684
 QMges  2,1625

F. = 34,34

O esquema da andlise de variancia para o teste das hipoteses referentes aos
efeitos de tratamenos, independentemente da abordagem considerada, esta apre-
sentado na Tabela 21.

Para o desenvolvimento da andlise de variancia pela abordagem escalar,
com a decomposicao dos graus de liberdade e somas de quadrados de tratamentos
em efeitos principais e de interacdes, de acordo com o esquema fatorial 24, serd
considerado o conceito de contrastes mutuamente ortogonais.

Contrastes mutuamente ortogonais, referentes aos efeitos principais e de

interacdes, sdo construidos a partir da Tabela 23, de sinais positivos e negativos.
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Tabela 23 Tabela de sinais para o experimento de resisténcia mecanica de jun-
¢des adesivas em esquema fatorial 24, contendo os tratamentos, os
efeitos fatoriais a serem avaliados e as médias dos tratamentos.

Média
14,979
14,578
18,207
17,470
17,281
14,588
18,419
16,804
10,284
10,121
13,424
12,049
12,574
11,296
14,123
12,925

+
+
+
+
+
+
+
+

Efeito Fatorial

A B C D AB AC AD BC BD CCD ABC ABD ACD BCD ABCD

+ o+
n
n
n
+ o+ o+
+ o+ o+ o+

ab
abc
ad
bd
abd
cd
acd
bed
abed

Tratamento

10
11
12
13
14
15
16
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Alguns contrastes mutuamente ortogonais sao:

—_

Ca = 2 (Ya + ?ab + Yac + Yvabc + ?ad + Yabd + Yvacd + Yabcd_

1y = Yy = Yo = Yoo — Yo — Yog — Yea — Yoed) =

|
m‘l—‘/:<|oo

(14,578 4+ --- 412,925 — 14,979 — - - - — 14,123) = —1, 1825

Cp = = (Yo+ Yo+ Yie + Yoo + Yoa + Yava + Yoed + Yabea—

1)_?a_Z_?ac_}?d_yad_yvcd_yacd):

|
ool — %\@‘H

(18,207 + - + 12,925 — 14,979 — - - - — 11, 296) = 2, 2150

Caep = 2 (Yay + Yap + Yac + Yoe + Yad + Yoa + Yea + Yavea—

"-<| 0|

a_%_ﬁ_yabc_yd_Yabd_}_facd_%cd):

= — (14,9794 -+ 12,925 — 14,578 — - -- — 14,123) =

oo =

= —0,0153

As estimativas de todos os contrastes mutuamente ortogonais referentes

aos efeitos principais e de interagdes dos fatores A, B, C'e D sdo:

Ca=—1,1825; Cp=2,2150; Cc =0,8623;
Cp = —4,4413; Cap = —0,0488; Cac = —0,5135
Cap = 0,1790; Cpe = —0,5820; Cpp = —0, 1535;
Cop =0,3978;  Cupe = 0,3383; Capp = —0,2343;

Cacp =0,2790; Cpcp =0,1095; Capcp = —0,0153
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Algumas somas de quadrados dos constrastes mutuamente ortogonais de-

finidos acima sdo obtidas da seguinte maneira:

10(C4)*  10(—1,1825)*

ot = p— 2
SQC 4 035 0.3 55,9323
10(C)*  10(2,2150)°
— — — 196, 24
SQCx 0,35 05 96,2490
10(C 2 10(-0,0153)?
SQCapep = 2UCasep)”  10(=0.0158)7 _ 095

0,25 0,25

Os valores de todas as somas de quadrados dos contrastes mutuamente
ortogonais referentes aos efeitos principais e de interacdes dos fatores A, B, C'e
D sdo os mesmos dos apresentados na Tabela 22.

O célculo da soma de quadrados total, SQT., ja foi obtido no desenvolvi-
mento da andlise de varidncia para as hipéteses referentes aos efeitos de tratamen-
tos. Mesmo utilizando a decomposicio dos efeitos de tratamentos em contrastes
ortogonais, a soma de quadrados total é calculada através da expressao (2.35).

A soma de quadrados de residuos, SQRes, € obtida pela diferenca entre a

SQr, e as demais somas de quadrados.

SQres = SQr. —5SQCA —SQCp —---SQCABcD =
= 1425,4204 — 55,9323 — 196,2490 — - -- — 0,0093 =

= 311, 3944.

Como ja citado na subse¢do anterior, as fontes de variagdes A, B, - - -,
ABCD possuem 1 grau de liberdade e, por isso, o quadrado médio dessas fontes
de variacdes € igual a sua soma de quadrados. Em relac@o ao quadrado médio de

residuos, este ja foi obtido anteriormente, também, pela abordagem escalar.
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Pelo fato de que, para cada fonte de variagcdo, as somas de quadrados e
quadrados médios obtidos, tanto pela abordagem matricial como escalar, serem
iguais, as estatisticas de teste F. ndo serdo novamente calculadas, pois seriam
iguais as ja obtidas.

O esquema da andlise de variancia para os testes referentes aos efeitos
principais e de interagdes dos fatores A, B, C' e D, independentemente da aborda-
gem considerada, estd apresentado na Tabela 22.

As primeiras conclusdes que se obtém da andlise de variancia agora condu-
zida, Tabela 22, sdo que os efeitos principais A, B, C'e D e os efeitos de intera¢des
AC e BC sio estatisticamente significativos a um nivel de 5% de significancia.

Pelo contraste Cp facilmente verifica-se que o uso de ativador reduz a
resisténcia mecanica das jungdes adesivas, pois, Cp = —4,4413 < 0.

Para os fatores A, B e C ndo é recomendado analisar os seus efeitos na
resisténcia mecanica das juncdes adesivas através dos contrastes Cy, Cg e C¢,
porque as interagdes AC' e BC' sio significativas também. A andlise da influéncia
dos fatores A, B e C' dar-se-a pelo desdobramento das interagdes AC' e BC, ou

seja, para cada interacdo analisar-se-4 o efeito de um fator dentro dos niveis do

outro.
Os contrastes dos efeitos do fator A dentro de cada nivel do fator C sdo:
1 - _ _ _ _ _ _ _
Cac. = 1 (Ya + Yap + Yaqg + Yapa — Y1y — Yo — Y4 — Vi) =
1
= 3 (14,578 4+ -+ + 12,049 — 14,979 — - - - — 13,424) = —0,6690
C’A:C_;_ = (Yac + Yabc + Yacd + Yabcd - Y/c - }_/bc - Y;:d - chd) =

(14,588 + - -+ + 12,925 — 17,281 — --- — 14, 123) = —1, 6960

N N
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As estimativas dos contrastes dos efeitos do fator B dentro de cada nivel

do fator C, e do fator C dentro de cada nivel dos fatores A e B sdo:

Cpo. =2,7970; Cpo, = 1,6330;
Coa =1,3758; Ceua, = 0,3488;

Cep. =1,4443; Ce.p, = 0,2803.
As somas de quadrados referentes aos contrastes dos efeitos do fator A
dentro de cada nivel do fator C' sdo:

10(Cac_)®  10(—0,6690)>
0,5 0,5

SQCrc = = 8,9512

10(Cac,)®  10(—1,6960)%
0,5 0,5

SQCac, = = 57,5283

As somas de quadrados alusivas aos contrastes dos efeitos do fator B den-
tro de cada nivel do fator C, e do fator C dentro de cada nivel dos fatores A e B
estdo apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 25, 26 e 27.

Note-se que a soma das somas de quadrados e os graus de liberdade dos
efeitos A e AC sdo decompostos em duas novas somas de quadrados, com um

grau de liberdade cada.

SQC 4+ SQCac = 55,9323 + 10,5473 = 66,4796 ~

%

66,4795 = 8,9512 + 57,5283 =

= SQCac_ +SQCac,.

O mesmo € valido para os efeitos Be BC, C' e AC, C e BC.

Pelo fato de que, a cada contraste estd associado 1 grau de liberdade, o
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quadrado médio de cada efeito citado acima € igual a sua soma de quadrados.
As estatisticas de testes, F, para avaliar os efeitos do fator A dentro de

cada nivel do fator C sio:

_ QMCac. SQCac.  8,9512

F. = = = =414
‘ QMRes QMRes 2a 1625 ’ ’
para o efeito do fator A dentro do nivel baixo do fator C;
MCy, SQC 4. 57,5283
F, = @MCac, _ 5QCac, _ 5T, = 26, 60,

QMges  QMges  2,1625

para o efeito do fator A dentro do nivel alto do fator C'.

Os valores das estatisticas de testes, F, para avaliar os efeitos do fator
B dentro de cada nivel do fator C, e C dentro de cada nivel de A e B estio
apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 25, 26 e 27.

As andlises de variancia para o estudo dos efeitos dos fatores A e B dentro
de cada nivel do fator C estdo esquematizadas nas Tabelas 24 e 25, e para o estudo
dos efeitos do fator C' dentro de cada nivel dos fatores A e B estdo esquematizadas

nas Tabelas 26 e 27.

Tabela 24 Esquema da analise de varidncia para o estudo do efeito do fator A em
cada nivel do fator C'

Fonte de Variagio GL SQ QM F,  valor-p
A:C_ 1 8,9512 89512 4,14 0,04
A:Cy 1 57,5283 57,5283 26,60 <0,01

Residuo 144 311,3944 2,1625
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Tabela 25 Esquema da andlise de variancia para o estudo do efeito do fator B em
cada nivel do fator C.

Fonte de Variacio GL SQ QM F,  valor-p
B:C_ 1 156,4642 1564642 72,35 <0,01
B:Cy 1 53,3338 53,3338 24,66 <0,01
Residuo 144 311,3944  2,1625

Tabela 26 Esquema da andlise de varidncia para o estudo do efeito do fator C' em
cada nivel do fator A.

Fonte de Variacio GL SQ oM F, valor-p
C:A_ 1 37,8538 37,8538 17,50 <0,01
C:Ay 1 2,4325 2,4325 1,12 0,29
Residuo 144 311,3944 2,1625

Tabela 27 Esquema da analise de varidncia para o estudo do efeito do fator C' em
cada nivel do fator B.

Fonte de Variacio GL SQ QM F.  valor-p
C:B_ 1 41,7172 41,7172 19,29 <0,01
C:B 1 1,5708 1,5708 0,73 0,39
Residuo 144 311,3944  2,1625

Na andlise de variancia do desdobramento das interagées AC' e BC' em A
dentro de C' e B dentro de C', Tabelas 24 e 25, todos os efeitos analisados nos des-

dobramentos sdo estatisticamente significativos a um nivel de 5% de significancia,
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F(1,144) = 3,91. No entanto, para o desdobramento das interagdes AC e BC' em
C dentro de A e B, Tabelas 26 e 27, somente os efeitos de C' dentro do nivel baixo
de A e B sdo estatisticamente significativos a um nivel de 5% de confianca.

Para o efeito da interacdo AC' na resisténcia mecanica de jungdes adesivas
e o nivel do fator C' fixado em baixo, a resisténcia mecanica das jungdes adesivas
¢ reduzida quando considerado nivel alto ao invés de baixo para o fator A, pois,
Cac_ = —0,6690 < 0. Fixando o nivel do fator C' em alto, o efeito do fator A
¢ semelhante ao caso anterior, no entanto, a reducio na resisténcia mecénica das
jungdes adesivas € mais expressiva ao considerar o nivel alto ao invés de baixo
para o fator A, pois, Cac, = —1,6960 < 0.

Para o efeito da interacdo BC na resisténcia mecénica de juncdes adesivas,
quando o nivel do fator C' estd fixado em baixo, hd um expressivo aumento na
resisténcia mecanica das jungdes adesivas quando considerado o nivel alto ao invés
de baixo para o fator B, pois, Cpc_ = 2,7970 > 0. Fixando o nivel do fator C'
em alto, o efeito do fator B é semelhante ao caso anterior, no entanto, o aumento
na resisténcia mecanica das junc¢des adesivas € menos expressivo ao considerar o
nivel alto ao invés de baixo para o fator B, pois, Cpc, = 1,6330 > 0.

Para o efeito da interacdo AC' na resisténcia mecanica de jungdes adesivas,
quando o nivel do fator A estd fixado em baixo, hd um aumento na resisténcia
mecanica das jungdes adesivas quando considerado o nivel alto ao invés de baixo
para o fator C, pois, Cc.a_ = 1,3758 > 0. Estatisticamente, a um nivel de
significancia de 5%, o fator C nao influencia na resisténcia mecanica das jungdes
adesivas quando o nivel do fator A estd fixado em alto.

Para o efeito da interagdo BC na resisténcia mecénica de juncdes adesivas,
quando o nivel do fator B estd fixado em baixo, hd um aumento na resisténcia

mecanica das jungdes adesivas quando considerado o nivel alto ao invés de baixo
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para o fator C, pois, Cc.p_ = 1,4443 > 0. Estatisticamente, a um nivel de
significancia de 5%, o fator C ndo influencia na resisténcia mecénica das jungdes
adesivas quando o nivel do fator B estd fixado em alto.

Em sintese, tem-se um aumento na resisténcia mecanica quando conside-
rado o fator tratamento superficial (A) no nivel sem tratamento (A_) combinado
com qualquer nivel do fator rugosidade (C'). No entanto, dentro do nivel alto
do fator rugosidade (com jateamento), o aumento da resisténcia mecénica € mais
expressivo. Para o fator temperatura e tempo de cura (B), aumenta-se a resis-
téncia mecanica quando considerado 60°C' e 2 horas (54) dentro de cada nivel
do fator rugosidade, sendo esse aumento mais expressivo quando considerado o
jateamento.

Considerando todas as combinagdes possiveis entre os niveis dos fatores,
e 0 custo em obter juncdes adesivas com maiores resisténcias, é preferivel consi-
derar o fator tratamento superficial no nivel baixo (sem tratamento), o fator tempe-
ratura e tempo de cura no nivel alto (60°C e 2 horas), o fator rugosidade no nivel
baixo (sem jateamento) e o fator ativador no nivel baixo (sem ativador). Para essa
combinagdo dos niveis dos fatores tem-se o tratamento b, cuja a média € igual a
Y, = 18,207, a segunda maior entre os demais tratamentos (Tabela 23). Caso seja
necessario maior resisténcia mecanica, e seja possivel dispor de maiores recursos
financeiros, aconselha-se o uso do jateamento, obtendo-se o tratamento bc, cuja a
média € igual a Y = 18,419, a maior entre os demais tratamentos (Tabela 23).

Os resultados discutidos para as interagdes AC' e BC' também podem ser
notados analisando-se os graficos de efeitos de interacdes, Figuras 5 e 6, e as

tabelas de médias, Tabelas 28 e 29.
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Figura 5 Grificos de intera¢Ges dos fatores A (tratamento superficial) e B (tem-
peratura e tempo de cura) em cada nivel do fator C' (rugosidade), consi-
derando a codificagdo “—” sem tratamento e “4”’ com tratamento, para
o fator A; “—" 22°C' e 24 horas e “+” 60°C e 2 horas, para o fator B;
“—” sem jateamento e “+”’ com jateamento, para o fator C
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Figura 6 Gréficos de interagdes do fator C' (rugosidade) em cada nivel dos fatores
A (tratamento superficial) e B (temperatura e tempo de cura), conside-
rando a codificagdo “—” sem tratamento e “+”’ com tratamento, para o
fator A; “—" 22°C' e 24 horas ¢ “+” 60°C' e 2 horas, para o fator B;
“—” sem jateamento e “+4” com jateamento, para o fator C
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Tabela 28 Médias de tensdo média de ruptura nos niveis dos fatores A e C.

Cc_ Cy
A_ 14,22uU 15,60vU
A, 13,55uV 13,90uV

u, v - em cada linha, médias seguidas de mesma letra mindscula ndo diferem estatis-
ticamente (teste ' a 5%);

U, V - em cada coluna, médias seguidas de mesma letra maidscula ndo diferem
estatisticamente (teste " a 5%).

Tabela 29 Médias de tensdo média de ruptura nos niveis dos fatores B e C.

ol on
B_ 12,49uU 13,93 vU
By 15,29uV 1557uV

u, v - em cada linha, médias seguidas de mesma letra mindscula nao diferem estatis-
ticamente (teste F' a 5%);

U, V - em cada coluna, médias seguidas de mesma letra maidscula nio diferem
estatisticamente (teste F' a 5%).
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4.2 Situacdo 2: experimento fatorial 2* nio repetido

Na situacdo agora suposta, as médias dos tratamentos foram consideradas
como Unica observacao de cada tratamento. Os dados adaptados para essa situacio

estdo apresentados na Tabela 30.

Tabela 30 Dados de tensdo média de ruptura (M Pa) do experimento fatorial 2*
ndo repetido.

Tratamento Tensao média de ruptura (M Pa)

1 (1) Y1) =14,979
2 a Y, = 14,578
3 b Y, = 18,207
4 ab Yu = 17,470
5 ¢ Y, =17,281
6 ac Y. = 14,588
7  bc Y = 18,419
8 abe Yupe = 16,804
9 d Y, = 10,284
10 ad Y,q = 10,121
11 bd Yig = 13,424
12 abd Yaua = 12,049
13 cd Y.q = 12,574
14 acd Yaea = 11,296
15  bed Yiea = 14,123
16 abed Yoivea = 12,925
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O gréfico de probabilidade normal para os efeitos fatoriais do experimento

agora considerado estd ilustrado na Figura 7.
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Figura7 Gréfico de probabilidade normal para os efeitos fatoriais do experi-
mento fatorial ndo repetido de resisténcia mecanica de jungdes adesivas

Analisando o gréfico de probabilidade normal, Figura 7, acredita-se que as
interagdes de ordem superior ou igual a 3 sdo estatisticamente nao significativas,
a combinagdo das somas de quadrados desses efeitos serd considerada como uma
estimativa da soma de quadrados de residuos. Naturalmente, estardo associados 5
graus de liberdade ao residuo, sendo 4 graus de liberdade das interacdes de ordem
3, e 1 grau de liberdade da interacdo de ordem 4.

A soma de quadrados total, SQ),, é calculada através da expressdo (2.35),

ja usada na secdo anterior. E importante observar que, nessa situagao, experimento
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nao repetido, o valor de J € igual a 1, e a média dos tratamentos € igual a dnica

observacdo. O célculo da soma de quadrados total é desenvolvido abaixo.

(Yv(l) Tt Yabcd)2

14,979 + - - - + 12, 925)?
(14,9797 + ... + 12,025%) — UBITOF 16+ )" _
96, 7962
= 3392,4580 — — =111, 4026

As somas de quadrados dos efeitos principais e de intera¢des de ordem 2
podem ser obtidas através de contrastes mutuamente ortogonais, tal como desen-
volvido na secdo anterior.

Alguns contrastes mutuamente ortogonais sao:

1
Ca = 8 (Yo + Yap + Yac + Yape + Yaa + Yard + Yacd + Yabea—
_ Y(l)_Yb—Yc—iﬁ,c—Yd—de—ch_chd):

1
= 3 (14,578 + - -- + 12,925 — 14,979 — - - - — 14,123) = —1,1825

1
Cp = 3 (Y + Yab + Yoe + Yane + Yoa + Yaba + Yoed + Yabea—
- Yv(l)_Ya_ch_Yac_Yd_Yad_chd_YaCd):

1
= (18,2074 412,925 — 14,979 — - — 11,296) = 2,2150

1
Cep = g (}/il) + Yo+ Yy + Yap + Yea + Yacd + Yoed + Yabed—
- YVC_Yac_}/bc_Yabc_Yd_Yad_nd_Yabd):

1
= §(14,979—|—---+12,925—17,281—--~—12,049) =0,3978



126

As estimativas de todos os contrastes mutuamente ortogonais referentes

aos efeitos principais e de interagdes de ordem 2 dos fatores A, B, C' e D sio:

Ca=—1,1825; Cp=2,2150; C¢ =0,8623;
Cp = —4,4413; Cap = —0,0488; Cuc = —0,5135;
Cap =0,1790; Cpe = —0,5820; Cpgp = —0, 1535;

Cop = 0,3978.

Algumas somas de quadrados dos constrastes mutuamente ortogonais de-

finidos acima sdo obtidas da seguinte maneira:

1(Cx)*  1(—1,1825)°

SQC, = - = 5,5932;
@Cx 0,25 0,25 9705
SQCE = HCs)® _ 12,2150 _ g o1,
B~ 7025 — 0,25 7
1(Cep)?  1(0,3978)2
$QCep = UCen)” L0398 a0

0,25 0,25
Os valores de todas as somas de quadrados dos contrastes mutuamente
ortogonais referentes aos efeitos principais e de interacdes de ordem 2 dos fatores
A, B, C e D estio apresentados na Tabela 31.
Para o residuo, a soma de quadrados € obtida pela diferenca entre a soma
de quadrados total e as somas de quadrados dos efeitos principais e de interagdes

de ordem 2.

SQres = SQ1, —5QCA —--- = 5QCcp =
= 111,4026 — 5,5932 — - -- — 0,6328 = 1,0374.
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O quadrado médio dos efeitos principais e interagdes de ordem 2 € igual a

sua soma de quadrados, pois, a cada contraste estd associado 1 grau de liberdade.

:SQi:SQi’ i=A,---,CD.

M;
Q 1

E, para o residuo,

1 4
QMRes = SQ5RGS = 70537 = 0, 2075.

As estatisticas de teste, F;, na andlise da influéncia de efeitos principais
e interacdes de ordem 2 na resisténcia mecanica de juncdes adesivas s@o obtidas

pela expressao
QMC;

B QMRCS7

Alguns valores da estatistica de teste F} sdo

F, parai = A, B,--- ,CD.

_ QMCs  SQCs  5,5932

F.= = = = 25,96
" QMges QMges  0,2075 ’
para o efeito do fator A;
M 19,624
QMRes QMRes 07 2075
para o efeito do fator B;
MC SQC 0,6328
Fc:Q cp  SQCecp 0, — 3,05

QMRCS N QMRes a 0,2075

para o efeito de interagdo dos fatores C' e D.
Os valores de todas as estatisticas de testes para avaliar as hipéteses re-

ferentes a influéncia dos fatores A, B, C' e D na resiténcia mecénica de junc¢des
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adesivas estao apresentados na Tabela 31.

Na andlise de variancia esquematizada na Tabela 31, apenas os efeitos
principais sdo significativos a um nivel de 5% de significincia, F15 = 6,61
No entanto, nota-se que o nivel descritivo (valor - p) dos fatores AC e BC' sdo
préximos de 0,05, sugerindo resultados semelhantes do experimento completo,
que ja foram discutidos na subsecao anterior.

Com o intuito de acrescentar a ilustragao da anélise estatistica para o caso
em que os efeitos de interagdes sdo nao significativos considerar-se-4, rigorosa-
mente, o nivel de significancia de 5%. Logo, o efeito de cada fator na tensdo

média de ruptura das junc¢des adesivas ndo depende dos niveis dos demais fatores.

Tabela 31 Esquema da anélise de variancia do experimento de resisténcia meca-
nica de juncdes adesivas nao repetido.

Fonte de Variacio GL SQ oM F, valor-p
A 1 5,5932 5,0932 25,96 <0,01
B 1 19,6249 19,6249 94,58 <0,01
C 1 2,9739 2,9739 14,33 0,01
D 1 78,8988 78,8988 380,24 <0,01
AB 1 0,0095 0,0095 0,05 0,83
AC 1 1,0547 1,0547 5,08 0,07
AD 1 0,1282 0,1282 0,62 0,47
BC 1 1,3549 1, 3549 6,53 0,051
BD 1 0,0943 0,0943 0,45 0,53
CcD 1 0,6328 0,6328 3,05 0,14
Residuo 5 1,0374 0,2075

Total 15 111,4026
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Como os contrastes referentes aos efeitos principais dos fatores A e D
sdo negativos (C'y = —1,1825 e Cp = —4,4414), o nivel alto desses fatores
influenciam na reducio da tensdo média de ruptura das jungdes adesivas. Por
outro lado, como os contrastes referentes aos efeitos principais dos fatores B e C'
sdo positivos (Cg = 2,2150e Co = 0, 8623), o nivel alto desses fatores acarretam
no aumento da resisténcia mecanica das jungdes adesivas. Tais resultados também
podem ser observados através dos grificos de efeitos principais, Figuras 8 e 9,
e pela tabela de médias de tensdo média de ruptura em cada nivel dos fatores

analisados, Tabela 32.

146 148
1 1
15.0 15.5
1

14.4
1

14.2
1

Tensao média de ruptura (MPa).
14.0
|

Tensdo média de ruptura (MPa).

14.0
1

135
1

13.8
1

Figura 8 Graficos de efeitos principais dos fatores A (tratamento superficial) e
B (temperatura e tempo de cura), considerando a codificacdo “—” sem
tratamento e “+” com tratamento, para o fator A; “—" 22°C' e 24 horas
e “+” 60°C e 2 horas, para o fator B
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Figura9 Gréficos de efeitos principais dos fatores C (rugosidade) e D (ativador),
considerando a codificagdo “—” sem jateamento e “+” com jateamento,

para o fator C'; “—

)

’ sem ativador e “+4” com ativador, para o fator D

Tabela 32 Médias de tensdo média de ruptura nos niveis dos fatores A, B, C' e

D.
Fator Nivel
— +
A 14,91u 13,73 v
B 13,21u 15,43 v
C 13,89u 14,75v
D 16,54u 12,12v

u, v - em cada linha, médias seguidas de mesma letra mintiscula ndo diferem estatis-

ticamente (teste ' a 5%).

Observando os resultados da andlise do experimento ndo repetido com a

do experimento original, nota-se que, a um nivel de 5% de significincia, alguns

efeitos que s@o significativos na primeira situacdo experimental ndo o s@o na se-

gunda.
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A ndo utilizacdo do principio da repeti¢do, em especial para o experimento
considerado, acarreta em prejuizo na identificagdo de efeitos que podem ser signi-
ficativos.

O planejamento de experimento fatorial ndo repetido € ttil na escassez de
unidades experimentais, no entanto, a ndo estimacdo direta do erro experimental,
que € a finalidade da repeti¢do, acarreta na obtengdo de pouca informagdo compa-

rado a experimentos repetidos. Assim, o seu uso deve ser feito com cautela.

4.3 Situaciio 3: experimento fatorial 2* com alguns efeitos fatoriais confun-

didos com efeito de blocos

Nesta situagdo, serd considerado dez repeticdes e quatro blocos para cada
repeticdo, em que a dimens@o dos blocos € menor que a quantidade total de trata-
mentos do experimento.

Os efeitos das interagdes AC' D, BCD e AB serao confundidos com os
efeitos de blocos, sendo que as interacdes AC'D e BC' D sao independentes e AB
¢ a interacdo generalizada obtida de ACD e BCD.

Conforme a expressdo (2.41), as combinagdes lineares para o confudi-

mento dos efeitos das interacdes AC'D, BC'D e AB com o efeito de blocos sdo:

Lacp = 1 + x3 + 245

Lacp = o + 3 + 24,

em que, x; é o nivel do i-ésimo fator que aparece em uma combinagdo de trata-
mentos particular, considerando a nomenclatura 0, 1 para os niveis dos fatores.
Os valores de Lycop = (mod2) e Lpcp = (mod?2) para os tratamentos

(1), a, b e ab estdo apresentados abaixo, e na Tabela 33 estdo especificados os
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tratamentos de cada bloco das repeticoes.
(1) LACD:0+O+OZOEO(mOd2)
LBC’D :0—|—0—|—O:050(m0d2)

LACD:1+0+0:1El(mOd2)

a

LBCD:0+O+OZOEO(mOd2)
b LACD:0+0+OZOEO(mOd2)

LBCD:1+O+O:1£1(H10(12)
b LACD:1+0+0:1El(mOd2)
a

LBCD:1+O+O:1£1(H10(12)

Tabela 33 Tratamentos designados aos blocos de cada repeticdo do experimento
de resisténcia mecanica de juncdes adesivas, para o confundimento
dos efeitos ACD, BCD e AB com efeito de blocos.

Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3 Bloco 4

0,0 (1,0  ©1) (11
(1) a b c
cd bc ac d
abc bd ad ab
abd acd bed abed

A massa de dados para esse experimento é a mesma da Tabela 20, sendo
que os tratamentos sdo designados para um dos quatro blocos, em cada repeticao,
conforme a Tabela 33.

A andlise estatistica para esta situacfo serd apenas para verificar a signifi-
cancia dos efeitos principais, de interagdes e de blocos, sem considerar o desdo-

bramento das interacdes caso estas sejam significativas.
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Os célculos das somas de quadrados de todas as fontes de variacdes, ex-
ceto blocos e residuo, sdo os mesmos do experimento da situagdo 1. A soma de
quadrados de blocos pode ser calculada através da expressdo (2.42). E importante

lembrar que em cada repeti¢do hé 4 blocos, e no experimento 40 blocos.

40 4 2 40 4 2
> ( 2 Yi(j)ﬂ') (Z 2 Yi(j)ﬂ')

7=1 \i(»=1 J=lig=1
SQu = 3 - 110 -

(14,94 - +12,06)% 4 - + (18,52 + - - - + 12,02)°

- 1 —

(14,94 +12,06+ - 18,524 -+ +12,02)°
4-40 N

_ 53,49%+4--- 460,16 2291,22%

N 4 160

32895, 4369 — 32810, 5568 = 84, 8801

A soma de quadrados de residuos € obtida pela diferenca da soma de qua-
drados total, SQ)7,, e as somas de quadrados das demais fontes de variacdes. As
somas de quadrados dos efeitos confundidos com blocos nao sdo utilizadas no

célculo da soma de quadrados de residuos.

SQres = SQr, —SQ4a—---—SQapcp — SQu =
= 1425,4204 — 55,9323 — --- — 0,0093 — 84,8801 =
—  230,2027

Em relacdo aos graus de liberdade das fontes de variacdes, tem-se que, 1
grau de liberdade para cada efeito principal ou de interacdo, 39 para o efeito de

blocos, 159 para o total corrigido e, por diferenca, 108 graus de liberdade para o
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residuo.
Os quadrados médios dos efeitos principais e de interagdes sdo iguais as

suas somas de quadrados, e dos efeitos de blocos e residuos sdo apresentados a

seguir.
SQu 84,8801
M = = =2,1764
QMy, T 39 ,
SQRes 230,2027
Moo = = =2.131
@Mres = =05 108 , 1315

As estatisticas de teste, F, para verificar a influéncia do efeito principal

do fator A e de blocos na resisténcia mecénica de jungdes adesivas sdo:

QM4 55,9323
 QMges  2,1315

F. = 26,24

para o efeito do fator A;

_ QMy  2,1764

F. =
" QMges 2,1315

= 1,02

para o efeito de blocos.

Todas as estatisticas de teste, Iy, do experimento de resisténcia mecanica
de juncdes adesivas, com os efeitos ACD, BC'D e AB confudidos com efeito
de blocos, estdo apresentadas na Tabela 34, referente ao esquema da andlise de
variancia.

Para um nivel de 5% de significincia, o valor F, para os efeitos A, B,
C, D, AC e BC € maior que F(q 103y = 3,93. Sendo assim, somente 0s testes
referentes aos efeitos citados anteriormente sao significativos, isto é, esses fatores
s@o influentes na resisténcia mecanica de juncdes adesivas.

O teste F' para a influéncia do efeito de blocos na resisténcia mecanida das

juncgdes adesivas apresentou valor £, menor que o valor critico de F' para o nivel
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de 5% de significancia, F(39,108y = 1,51, ou seja, o fator controlado por blocos
nao influencia na resisténcia mecanica das juncdes adesivas.

Note-se que os resultados agora obtidos sdo os mesmos da andlise do ex-
perimento original. Com a ressalva que, quanto menor for a dimensao dos blocos,
mais blocos por repeticdo serdo necessarios, acarretando em mais efeitos fatoriais

confundidos com efeito de blocos e reducdo dos graus de liberdade do residuo.

Tabela 34 Esquema da anélise de variancia do experimento de resisténcia meca-
nica de jungdes adesivas em esquema fatorial 24 com os efeitos ACD,
BCD e AB confundidos com o efeito de blocos.

Fonte de Variacio GL SQ oM F. valor-p
A 1 55,9323 55,9323 26,24 < 0,01
B 1 196,2490  196,2490 92,07 < 0,01
C 1 29,7390 29,7390 13,95 < 0,01
D 1 788,9880  788,9880 370,16 < 0,01
AC 1 10,5473 10,5473 4,95 0,03
AD 1 1,2816 1,2816 0,60 0,44
BC 1 13,5490 13,5490 6,36 0,01
BD 1 0,9425 0,9425 0,44 0,51
CcD 1 6,3282 6,3282 2,97 0,09
ABC 1 4,5765 4,5765 2,15 0,15
ABD 1 2,1950 2,1950 1,03 0,31
ABCD 1 0,0093 0,0093 0,004 0,95
Blocos 39 84,8801 2,1764 1,02 0,31
Residuo 108 230,2027 2,1315

Total 159 1425,4204
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4.4 Consideracoes finais

4.4.1 Discussao acerca do desempenho das trés situacoes

Comparando os resultados da andlise do experimento da situagdo 2 com o
experimento original (situacao 1), tem-se que, o experimento fatorial ndo repetido
necessita de menos esforgo e custo para a sua realizacio, no entanto, os resultados
da andlise estatistica sdo menos informativos em relagdo ao experimento original.

Em relagcdo ao experimento da situacio 3, em que alguns efeitos fatoriais
sao confudidos com efeito de blocos, as fontes de variagdes significativas na ana-
lise estatistica sdo iguais a do experimento original (situac¢do 1). O que indica uma
boa alternativa para situagdes de escassez de unidades experimentais homogéneas.
No entanto, é importante utilizar a técnica do confundimento com cautela pois,
quanto menor for a dimensdo dos blocos, mais blocos por repeticdo serdo neces-
sarios acarretando em mais efeitos fatoriais confundidos com efeito de blocos e,
consequentemente, maior reducdo dos graus de liberdade do residuo.

Os dois resultados discutidos anteriormente estao sintetizados na Tabela

35.

Tabela 35 Observagdes sobre as trés situacdes experimentais consideradas.

Esfor¢o e custo para  Informacao
realizar o experimento  resultante
Situacdo 1 maior maior
Situacdo 2 menor menor
Situagdo 3 médio médio
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4.4.2 Sugestoes para pesquisas futuras

Para a experimentacdo aplicada em processos industriais, sugere-se am-
pliar a sua discussdo, em especial para os planejamentos envolvendo arranjos or-
togonais de Taguchi, blocos incompletos, delineamentos ndo ortogonais, efeitos
aleatorios, fatoriais fracionados, misturas, parcelas subdivididas, superficies de
respostas etc.

Em relacdo aos métodos abordados nesta dissertacdo, em especial ao fato-
rial ndo repetido, sugere-se avaliar a eficiéncia dos métodos de andlises prelimina-

res, tais como, os grificos de probabilidades normais e semi-normais.
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5 CONCLUSAO

Em relagdo a questdo de pesquisa “quais seriam exemplos de anélises bé-

sicas para experimentacdo na industria que elucidam peculiaridades préprias desta

drea de aplicagc@o?”, tem-se que:

@

(i)

(iii)

o experimento fatorial 2* é sugerido como um dos planejamentos interessan-
tes para a inddstria, visto que o seu planejamento e andlise € relativamente
simples se comparado a experimentos que envolvem mais de dois niveis para

cada fator;

outra vantagem apresentada dos experimentos fatoriais 2* é que eles sdo
uteis quando o objetivo é examinar um grande nimero de fatores para deter-
minar quais podem ser os mais importantes, ou quando o tempo ou o recurso

para o experimento s3o escassos;

das trés situacdes estudadas, observa-se que o confundimento de efeitos fa-
toriais com efeito de blocos mostrou-se uma solugdo intermedidria para a
experimentacdo na industria quando o problema de esfor¢o e custo € limi-

tante.
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