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RESUMO

Seguindo exposição desenvolvida no livro "Design of comparative experiments" de Bailey
(2008) a teoria dos delineamentos experimentais é apresentada, neste trabalho, com forte apelo
geométrico. Conduziu-se, este trabalho, com o objetivo específico de abordar os tópicos apre-
sentados por Bailey (2008) além de explorar ao máximo aspectos geométricos. Já, com o obje-
tivo geral, pretende-se disponibilizar um texto amplo com valor didático. No presente trabalho,
utiliza-se de metotodogia de pesquisa bibliográfica alicerçada no livro de Bailey (2008). Com
os resultados deste trabalho, busca-se alcançar os objetivos específico e geral citados. Para al-
cançar o objetivo específico, aspectos geométricos são fortemente levantados e também figuras
geométricas são ilustradas em todo o texto. Para alcançar o objetivo geral, as demonstração não
apresentadas no livro de Bailey (2008) são realizadas em detalhes. Em decorrência da pouca
difusão da abordagem geométrica dos delineamentos experimentais, este texto pretende ser,
apesar da dificuldade de tal pretensão, uma referência didática em português a ser utilizada por
estatísticos que planejam e analisam experimentos.

Palavras-chave: Análise de variância. Teste de hipótese. Delineamentos ortogonais.



ABSTRACT

Following an exposition developed in the book "Design of comparative experiments"by Bai-
ley (2008), the theory of experimental designs is presented in thee present study with a strong
geometric appeal. Thus, tis study aimed to exploring to the maximum the geometric aspects
approached by Bailey (2008). Generally, it is aimed to provide a broad text with didactic value.
The present study uses a bibliographic research methodology based on Bailey’s book (2008).
The results of this study refer to achieving the specific and general objectives mentioned above.
To achieve the specific objective, geometric aspects are strongly raised and also geometric fig-
ures are illustrated throughout the text. To achieve the general objective, the demonstrations
not presented in Bailey’s book (2008) are carried out in detail. Due to the little diffusion of
the geometric approach of experimental designs, this text intends to be, despite the difficulty
of such intention, a didactic reference in Portuguese to be used by statisticians who plan and
analyze experiments.

Keywords: Analysis of variance. Hypothesis test. Orthogonal designs.
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1 INTRODUÇÃO

No presente trabalho, apresenta-se uma abordagem geométrica da teoria dos delinea-

mentos experimentais. Tal abordagem é descrita no livro “Design of comparative experiments”

de autoria Bailey (2008).

Conduziu-se, este trabalho, com o objetivo específico de abordar os tópicos citados por

Bailey (2008), além de explorar o máximo dos aspectos geométricos. Já, este trabalho, tem

como objetivo geral disponibilizar um texto amplo com valor didático. Para tanto, utilizaram-se

de figuras geométricas para visualização de conceitos essenciais no desenvolver do trabalho.

Utilizaram-se também conceitos geométricos tais como: espaços vetoriais, projeções ortogo-

nais, funções definidas por fatores e diagramas de Hasse.

Em Bailey (2008), as demostrações de alguns teoremas não são apresentadas. Com o

propósito de disponibilizar um texto amplo, no presente trabalho, expõem-se as demonstrações

dos teoremas do livro que foram utilizados e que não possuem suas respectivas demonstrações.

Já, as demonstrações dos teoremas que se encontram em Bailey (2008) não foram apresentadas

neste trabalho.

Pretende-se trazer uma abordagem geométrica e explicitar a álgebra associada à análise

de variância para diferentes delineamentos, enfatizando, sempre que possível, seu aspecto in-

tuitivo. O uso da geometria pode deixar explícitos conceitos estatísticos, bem como permitir a

compreensão da estatística em sua totalidade.

A abordagem geométrica, apesar de ser clássica e utilizada pelos pioneiros da área não é

muito difundida no ensino acadêmico. Em geral, uma abordagem bastante algébrica é utilizada

no ensino de análise de experimentos. O método geométrico possui a vantagem de permitir

melhor compreensão a quem tem familiaridade com tais conceitos e justifica um texto que torne

essa abordagem clara e didaticamente acessível aos estudantes.

Nesse sentido, os principais delineamentos experimentais são abordados neste texto com

enfoque geométrico. Esses delineamentos são: delineamento inteiramente casualizado, deline-

amento em blocos casualizados e delineamento em linhas e colunas. Com dados provenientes

de um experimento conduzido em algum desses delineamentos é possível utilizar a técnica es-

tatística conhecida como análise de variância.

A análise de variância é uma das técnicas estatísticas mais amplamente uti-
lizadas. Uma ideia básica da análise de variância, a do particionamento da vari-
abilidade, é fundamental para a estatística experimental. A análise de variância
desmente seu próprio nome, no sentido que não está preocupada em analisar
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variâncias, mas sim, a variabilidade nas médias (CASELLA; BERGER, 2010,
p. 465).

Esse particionamento da variabilidade é apresentado, neste texto, como a decomposição

do espaço de dados em soma direta de subespaços e, consequentemente, do vetor de respostas

em vetores correspondentes a esses subespaços.

Primeiramente, conceitos usuais sobre delineamentos experimentais são apresentados,

bem como alguns teoremas que envolvem conceitos geométricos que são essenciais no desen-

volver do trabalho. Em seguida, são expostas características de vetores aleatórios e também

definições para se utilizar a técnica de análise de variância, enfatizando sempre conceitos geo-

métricos.

Posteriormente, os delineamentos experimentais são apresentados com enfoque geomé-

trico. Para tanto, o espaço vetorial de resposta é decomposto em subespaços e são obtidas as

projeções do vetor de respostas nesses subespaços. A partir da norma ao quadrado desses ve-

tores de projeção, é possível obter as somas de quadrados da análise de variância. Cada caso

particular de delineamento resulta em decomposições diferentes do espaço vetorial de respostas.

Nessa abordagem são apresentados os diferentes tipos de delineamentos experimentais.

No delineamento inteiramente casualizado, os tratamentos são alocados aleatoriamente

às parcelas experimentais. Esse tipo de delineamento exige área experimental homogênea.

Geralmente, experimentos planejados no delineamento inteiramente casualizado possuem grande

número de unidades amostrais.

No delineamento em blocos casualizados, os tratamentos são alocados aleatoriamente

às parcelas em cada bloco. Nesse tipo de delineamento, a área expeimental não é totalmente

homogênea. Desse modo, é necessário agrupar as parcelas em blocos que sejam mais homogê-

neos. Cada bloco representa um conjunto de parcelas homogêneas do experimento. Esse agru-

pamento dos blocos é denominado controle local. Se cada bloco recebe todos os tratamentos, o

experimento é denominado em blocos completos.

Já, no delineamento em linhas e colunas, os tratamentos são alocados aleatoriamente

às linhas e as colunas. Nesse tipo de delineamento, a área experimetal possui duas fontes de

variação não homogêneas que são ortogonias. Desse modo, o experimento necessita de controle

local duplo.
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Em seguida, é apresentado o experimento fatorial, nele os tratamentos são todas as com-

binações dos níveis de fatores em estudo. O experimento fatorial não é um delineamento par-

ticular e pode ser planejado nos três delineamentos mencionados anteriormente.

Após apresentar os tipos usuais de delineamentos uma comparação é exposta entre a

abordagem apresentada, neste texto. e a abordagem geralmente utilizada nos livros didáticos.

Posteriormente, a análise de variância é expressa na presença de efeitos aleatórios. Nesse

momento, a decomposição do espaço de dados é mostrada em relação à autoespaços e conse-

quentemente a autovetores associados a autovalores distintos.

Em seguida, é apresentado o capítulo referente aos diagramas de Hasse. Nesse é for-

malizado o conceito de fatores, que são funções que definem partições. Essas partições são

definidas no conjunto de tratamentos ou no conjunto de parcelas. Determinados os fatores de

um delineamento experimental, os diagramas de Hasse podem ser definidos e toda a análise de

variância é obtida.

Por fim, são apresentados os capítulos referentes à metodologia, resultados e conclusão.

No capítulo medodológico, relata-se como o trabalho foi realizado e os passos seguidos, durante

a escrita. No capítulo dos resultados, apresentam-se, como os objetivos da pesquisa foram

alcançados. E o capítulo de conclusão traz uma síntese de tudo que foi realizado.



2 UMA ABORDAGEM GEOMÉTRICA AOS DELINEAMENTOS EXPERIMENTAIS

2.1 Notação

No presente trabalho, vetores de variáveis aleatórias bem como vetores de realizações

dessas variáveis aleatórias são ambos indicados por YYY .

Vetores escalares são denotados por letras minúsculas em negrito vvv e www. O transposto

desses vetores por vvvᵀ e wwwᵀ.

Matrizes são indicadas por letras maiúsculas em negrito XXX e III. A tranposta dessas

matrizes é indicada por XXXᵀ e IIIᵀ e a inversa por XXX−1 e III−1.

Conjuntos são denotados por letras maiúsculas V e W . O complemento ortogonal desses

conjuntos por V⊥ e W⊥.

Espaços vetoriais 1 e o complemento ortogonal desses espaços vetorais são indicados da

mesma maneira que conjuntos.

Funções e fatores são denotados por letras maiúsculas T e F .

Por fim, a dimensão de um espaço vetorial V é indicada por dim(V ).

Antes de iniciar, é necessário enfatizar que a maioria das definições e teoremas pre-

sentes, neste trabalho, encontram-se no livro de Bailey (2008). O livro citado é a principal

referência teórica deste trabalho.

2.2 Delineamentos experimentais

No que se refere a delineamentos experimentais, alguns conceitos são de extrema relevân-

cia, os quais são apresentados nesta seção, conforme constam em Bailey (2008).

Uma unidade experimental é a menor unidade na qual se aloca um tratamento. Uma

unidade observacional é a menor unidade na qual a resposta pode ser medida. Uma parcela é

quando a unidade experimental é igual à unidade observacional ou quando a unidade experi-

mental possui várias unidades observacionais. Um tratamento é tudo que pode ser alocado em

uma parcela com a finalidade de ser avaliado ou estudado.

Neste trabalho, parcelas são indicadas por letras gregas minúsculas α,β ,γ,ω . Trata-

mentos são indicados por letras latinas minúsculas i, j,k. O conjunto de todas as parcelas de

um experimento é denotado por Ω. O número de parcelas por N. O conjunto de todos os trata-

mentos é denotado por T. O número total de tratamentos por t. O número de vezes que cada

1 Veja Definição .0.1 do Apêndice deste trabalho.
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tratamento i é aplicado às parcelas é indicado por ri. Assim, se o tratamento i foi reaplicado ri

vezes, temos que:

t

∑
i=i

ri = |Ω|= N,

ou seja, o somatório do número de repetições dos tratamentos resulta no número de parcelas 2.

A estrutura de parcela, é definida como formas significativas de dividir o conjunto Ω.

A estrutura de parcela dita como será o delineamento experimental, que pode ser: inteiramente

casualizado (não existe estrutura nas parcelas, ou seja, as parcelas não são agrupadas em blo-

cos); em blocos casualizados (as parcelas são divididas em blocos homogênos); dentre outros.

A estrutura de tratamento significa formas significativas de dividir o conjunto T.

O delineamento experimental, ou design, é a maneira de alocar os tratamentos às parce-

las. Matematicamente, o design é uma função de Ω em T, isso porque cada parcela pode receber

apenas um tratamento. Essa função é denotada T : Ω→ T. Desse modo, T (ω) é o tratamento

alocado na parcela ω e Y (ω) é a resposta.

Exemplificando na Figura 2.1, o delineamento experimental como função T de Ω =

{α,β ,γ,ω} em T= {i, j}. Note que, N = 4, t = 2, e consequentemente, ri = 2 e r j = 2.

Figura 2.1 – Função T : Ω→ T.

Fonte: Da autora (2019).

Como já mencionado anteriormente, o conjunto das parcelas é denotado por Ω. Esse

conjunto está associado a um espaço vetorial N-dimensional, que consiste de uma sequência

finita de números reais, com cada local na sequência associado a uma parcela. Como |Ω|= N,

precisamente, esse espaço vetorial é R|Ω| = RN e assim como em Bailey (2008) será denotado

2 |Ω| é a cardinalidade do conjunto, ou seja, a quantidade de elementos de Ω.
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por V . Os subespaços 3 de V são de suma importância para obter a análise de variância, como

será visto mais adiante neste trabalho.

A base de qualquer espaço vetorial V é caracterizada por um conjunto de vetores que

geram esse espaço. Todo vetor vvv em V é uma combinação linear 4 única dos vetores da base.

Para exemplificar, o conjunto de vetores {(1,0),(0,1)} formam uma base para o espaço

vetorial R2, uma vez que, esse conjunto possui dois vetores, dim(R2) = 2.

A seguir, algumas definições e teoremas necessários no desenvolver deste trabalho.

Definição 2.2.1. O produto escalar ou produto interno entre dois vetores vvv e www em V é definido

por:

vvv ·www = ∑
ω∈Ω

vωwω = v1w1 + v2w2 + . . .+ vNwN = vvvᵀwww.

Definição 2.2.2. A norma ao quadrado de um vetor vvv é definida por:

‖vvv‖2 = vvv · vvv = ∑
ω∈Ω

vωvω = ∑
ω∈Ω

v2
ω = v2

1 + v2
2 + . . .+ v2

N = vvvᵀvvv.

Definição 2.2.3. Um vetor vvv é unitário se ‖vvv‖=
√

vvv · vvv = 1.

Teorema 2.2.1. O produto interno entre dois vetores vvv e www satisfaz:

vvv ·www = ‖vvv‖‖www‖cos(θ),

em que θ é o ângulo formado entre os vetores vvv e www.

Demonstração. Da lei dos cossenos sabemos que: ‖vvv−www‖2 = ‖vvv‖2+‖www‖2−2‖vvv‖‖www‖cos(θ),

conforme ilustração na Figura 2.2.

3 Veja Definição .0.2 do Apêndice deste trabalho.
4 Veja Definição .0.3 do Apêndice deste trabalho.
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Desenvolvendo o primeiro membro da equação temos:

‖vvv−www‖2 = (vvv−www) · (vvv−www)

= (v1−w1)
2 +(v2−w2)

2 + . . .+(vN−wN)
2

= v2
1−2v1w1 +w2

1 + v2
2−2v2w2 +w2

2 + . . .+ v2
N−2vNwN +w2

N

= v2
1 + v2

2 + . . .+ v2
N +w2

1 +w2
2 + . . .+w2

N−2v1w1−2v2w2− . . .−2vNwN

=
(
v2

1 + v2
2 + . . .+ v2

N +w2
1 +w2

2 + . . .+w2
N
)
−2(v1w1 + v2w2 + . . .+ vNwN)

= (v2
1 + v2

2 + . . .+ v2
N)+(w2

1 +w2
2 + . . .+w2

N)−2(vvv ·www)

= vvv · vvv+www ·www−2(vvv ·www).

Desenvolvendo o segundo membro da equação temos:

‖vvv‖2 +‖www‖2−2‖vvv‖‖www‖cos(θ) = vvv · vvv+www ·www−2‖vvv‖‖www‖cos(θ).

Igualando ambos os membros da equação obtemos:

vvv · vvv+www ·www−2(vvv ·www) = vvv · vvv+www ·www−2‖vvv‖‖www‖cos(θ)

−2(vvv ·www) =−2‖vvv‖‖www‖cos(θ)

vvv ·www = ‖vvv‖‖www‖cos(θ).

Figura 2.2 – Ângulo entre os vetores vvv e www.

Fonte: Da autora (2019).

Definição 2.2.4. Dois vetores vvv e www são ortogonais se vvv ·www = 0. Escrevemos vvv⊥ www.
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Note que se vvv ·www = 0 para dois vetores vvv 6= 000 e www 6= 000, temos que ‖vvv‖ 6= 0 e ‖www‖ 6= 0.

Como o produto interno satisfaz ‖vvv‖‖www‖cos(θ), nesse caso temos que cos(θ)= 0, logo θ = 90◦

é o ângulo formado entre vvv e www.

Teorema 2.2.2. A projeção ortogonal de um vetor vvv na direção de um vetor www é dada por:

Pwwwvvv =
( vvv ·www

www ·www

)
www.

Demonstração. Da trigonometria no triângulo retângulo sabemos que cos(θ) = ‖Pwwwvvv‖
‖vvv‖ , Figura

2.3. Sendo assim:

‖Pwwwvvv‖= ‖vvv‖cos(θ).

Como o produto interno satisfaz vvv ·www = ‖vvv‖‖www‖cos(θ) temos que:

‖Pwwwvvv‖= ‖vvv‖ vvv ·www
‖vvv‖‖www‖

=
vvv ·www
‖www‖

.

Multiplicando ‖Pwwwvvv‖ pelo vetor unitário 5 www
‖www‖ , obtemos:

‖Pwwwvvv‖ www
‖www‖

=
vvv ·www
‖www‖

www
‖www‖

=
vvv ·www
‖www‖2 www

=
( vvv ·www

www ·www

)
www

= Pwwwvvv.

Note que, por subtração de vetores, é possível obter vvv−Pwwwvvv. Note também que Pwwwvvv é

um múltiplo escalar do vetor www, assim como mostra a Figura 2.3.

Definição 2.2.5. Se W é um subespaço de V , o complemento ortogonal de W é o conjunto

W⊥ = {vvv ∈V : vvv⊥ www,∀ www ∈W}.
5 Veja Definição .0.4 do Apêndice deste trabalho.
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Figura 2.3 – Projeção de vvv em www.

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 2.2.3. Seja W um subespaço d-dimensional de V . Se {uuu1, . . . ,uuud} é uma base ortogo-

nal 6 de W, então a projeção ortogonal do vetor vvv no subespaço W é dada por:

PW vvv =
(

vvv ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 + . . .+

(
vvv ·uuud

uuun ·uuun

)
uuud.

Demonstração. Reescrevendo PW vvv como ∑
d
i=1

(
vvv·uuui
uuui·uuui

)
uuui. Usando o fato de que vvv é um vetor de

V e pode ser escrito como soma de um vetor em W e outro em W⊥, ou seja, vvv = PW vvv+hhh. Basta

mostrar que PW vvv · (vvv−PW vvv) = 0, pois se isso acontece esses vetores são perpendiculares e PW vvv

é o projetor. Vejamos:

PW vvv · (vvv−PW vvv) =PW vvv · vvv−PW vvv ·PW vvv

=PW vvv · vvv−‖PW vvv‖2

=

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

)
· (PW vvv+hhh)−‖PW vvv‖2

=

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

)
·

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui +hhh

)
−‖PW vvv‖2

=

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

)
·

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

)
+

(
d

∑
i=1

(
vvv ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

)
·hhh−‖PW vvv‖2

=PW vvv ·PW vvv+0−‖PW vvv‖2

=‖PW vvv‖2−‖PW vvv‖2

=0

Portanto, PW vvv é o projetor.

6 Veja Definição .0.5 do Apêndice deste trabalho.
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Novamente, por subtração de vetores, é possível obter vvv−PW vvv, assim como mostra a

Figura 2.4.

Figura 2.4 – Projeção de vvv em W .

Fonte: Da autora (2019).

As definições e teoremas apresentados podem ser estendidos a vetores aleatórios. Com

isso, é possível utilizar a técnica estatística de análise de variância, utilizando conceitos geomé-

tricos.

2.3 Vetores aleatórios

Para um experimento, tem-se um vetor de variáveis aleatórias. Cada realização dessas

variáveis aleatórias resulta em um vetor de respostas. Esse vetor de respostas é um vetor do

espaço vetorial V , veja Figura 2.5. No presente trabalho, vetor de variáveis aleatórias e vetor de

respostas são ambos indicados por YYY ᵀ = (Y1,Y2, . . . ,YN).

Variáveis aleatórias possuem função densidade de probabilidade. Para o caso multivari-

ado YYY , é função de N variáveis. Uma função densidade de probabilidade essencial em estatística

é a normal, uma vez que, a maioria dos dados provenientes de populações segue distribuição

normal. Para o caso em que YYY possui densidade de probabilidade normal multivariada a função

é dada por:

f (YYY ) =
1

(
√

2π)N | ΣΣΣ | 12
e−

1
2 (YYY−τττ)ᵀ(ΣΣΣ)−1(YYY−τττ),
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Figura 2.5 – Espaço vetorial V .

Fonte: Da autora (2019).

em que τττ é o vetor de médias (N× 1), ΣΣΣ é uma matriz simétrica de variâncias e covariâncias

(N×N) de YYY e | ΣΣΣ | é o determinante da matriz ΣΣΣ.

Um caso particular é considerado, quando as realizações das variáveis aleatórias de YYY

são independentes. Nesse caso, a matriz de variâncias e covariâncias ΣΣΣ é dada por σ2III, em que

σ2 é a variância e III é a matriz identidade de ordem N, o que significa que a correlação entre

duas variáveis aleatórias distintas é nula.

Assuma que YYY ∼ N
(
τττ,σ2III

)
, nesse caso as realizações de YYY tendem a ser centradas em

um vetor de médias τττ e podem ser representadas por uma nuvem de pontos de formato esférico,

como mostra a Figura 2.6.

Figura 2.6 – Nuvem de pontos.

Fonte: Da autora (2019).
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Lembre-se da projeção ortogonal de vetores, essas projeções são estendidas a vetores

aleatórios. Sendo YYY um vetor aleatório de um espaço vetorial V , a projeção ortogonal de YYY em

qualquer subespaço W de V também é um vetor aleatório que depende de YYY (Figura 2.7).

Figura 2.7 – Projeção de YYY em W .

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 2.3.1. Suponha que E(YYY )= τττ e que cov(YYY )= IIIσ2. Seja W um subespaço d-dimensional

de V , Então

i) E(PWYYY ) = PW (E(YYY )) = PW τττ;

ii) E
(
‖PWYYY‖2)= ‖PW τττ‖2 +dσ2.

Demonstração.

i) Seja {uuu1,uuu2, . . . ,uuud} uma base ortogonal de W . Expressando PWYYY com relação a essa

base e, em seguida, calculando a esperança desse projetor obtemos:

PWYYY =

(
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud,
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E(PWYYY ) = E
((

YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

)
= E

((
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1

)
+E

((
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2

)
+ . . .+E

((
YYY ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

)
=

(
E(YYY ) ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
E(YYY ) ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
E(YYY ) ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

=

(
τττ ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
τττ ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
τττ ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

= PW τττ.

Portanto, E(PWYYY ) = PW τττ .

ii) Seja {uuu1,uuu2, . . . ,uuud} uma base ortonormal 7 de W . Expressando PWYYY com relação a essa

base e calculando a norma ao quadrado obtemos:

‖PWYYY‖2 = PWYYY ·PWYYY

=

((
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

)
·((

YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud

uuud ·uuud

)
uuud

)
= ((YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud)uuud) ·

((YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud)uuud)

= (YYY ·uuu1)
2 +(YYY ·uuu2)

2 + . . .+(YYY ·uuud)
2.

Calculando agora a esperança desse projetor temos:

E
(
‖PWYYY‖2)= E

(
(YYY ·uuu1)

2 +(YYY ·uuu2)
2 + . . .+(YYY ·uuud)

2)
= E

(
(YYY ·uuu1)

2)+E
(
(YYY ·uuu2)

2)+ . . .+E
(
(YYY ·uuud)

2)
=

d

∑
i=1

E((YYY ·uuui)
2).

Como var(Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2 temos que:

var(YYY ·uuui) =E((YYY ·uuui)
2)− (E(YYY ·uuu1))

2 =⇒

E((YYY ·uuui)
2) =var(YYY ·uuui)+(E(YYY ·uuui))

2.

7 Veja Definição .0.6 do Apêndice deste trabalho.
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Logo,

E
(
‖PWYYY‖2)= d

∑
i=1

(
var(YYY ·uuui)+(E(YYY ·uuui))

2)
=

d

∑
i=1

var(uuui ·YYY )+
d

∑
i=1

(E(uuui ·YYY ))(E(uuui ·YYY ))

=
d

∑
i=1
‖uuui‖2

σ
2 +

d

∑
i=1

(uuui · τττ)(uuui · τττ)

=
d

∑
i=1

uuui ·uuuiσ
2 +

d

∑
i=1

(uuui · τττ)2

=
d

∑
i=1

1σ
2 +

d

∑
i=1

(uuui · τττ)2

= dσ
2 +(uuu1 · τττ)2 +(uuu2 · τττ)2 + . . .+(uuud · τττ)2

= dσ
2 +‖PW τττ‖2.

Portanto, E
(
‖PWYYY‖2)= ‖PW τττ‖2 +dσ2.

A passagem var(uuui ·YYY ) = ‖uuui‖2σ2 será vista mais adiante, no Teorema 3.1.3, quando se

inserir o conceito de estimadores.

Como se pretende obter um texto didático, outra demonstração para esse teorema é

apresentada a seguir.

Considere uma base de V dada por {uuu1, . . . ,uuud,wwwd+1, . . . ,wwwN} ortonormal. Note que

essa base é uma extensão da base de W . Como sabemos, YYY ᵀ = (Y1, . . . ,YN) e para qualquer

vetor dessa base, YYY ·uuui =Yi. Sendo assim, temos que E((YYY ·uuui)
2) = E(Y 2

i ). Calculando a norma

ao quadrado do projetor e, em seguida, a esperança obtemos:

‖PWYYY‖2 = (YYY ·uuu1)
2 +(YYY ·uuu2)

2 + . . .+(YYY ·uuud)
2

= Y 2
1 +Y 2

2 + . . .+Y 2
d ,
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E
(
‖PWYYY‖2)= E

(
Y 2

1 +Y 2
2 + . . .+Y 2

d
)

= E
(
Y 2

1
)
+E

(
Y 2

2
)
+ . . .+E

(
Y 2

d
)

=
d

∑
i=1

E(Y 2
i ).

Como var(Yi) = E(Y 2
i )− (E(Yi))

2, temos que:

E
(
‖PWYYY‖2)= d

∑
i=1

(
var(Yi)+(E(Yi))

2)
=

d

∑
i=1

(
σ

2 + τ
2
i
)

= dσ
2 +

d

∑
i=1

τ
2
i

= dσ
2 +‖PW τττ‖2.

Uma vez que

‖PW τττ‖2 =(τττ ·uuu1)
2 +(τττ ·uuu2)

2 + . . .+(τττ ·uuud)
2

=τ
2
1 + τ

2
2 + . . .+ τ

2
d

=
d

∑
i=1

τ
2
i .

2.4 Análise de variância

A análise de variância é uma técnica utilizada para analisar variabilidade nos dados.

Caso o pesquisador deseje montar um experimento e analisar os dados, por meio dessa técnica

se faz necessário garantir alguns princípios básicos, os quais são: repetição, aleatorização e

controle local.

A repetição dos tratamentos no experimento é necessária, porque sem ela não existe

estimador da variância. A aleatorização garante que nenhum dos tratamentos está sendo bene-

ficiado no planejamento do experimento. O controle local é necessário apenas quando a área

experimental não é totalmente homogênea, de modo que este consiste no arranjo de unidades

experimentais em blocos que são similares entre si. O uso do controle local caracteriza diferen-

tes tipos de delineamentos experimentais.
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Cada delineamento experimental resulta em decomposições distintas de V em soma di-

reta 8 de subespaços. A partir da decomposição de V é possível obter o esquema da análise

de variância onde cada subespaço constitui uma fonte de variação. As fontes de variação são

essenciais para testar hipóteses de interesse no experimento.

A decomposição de V leva à decomposição do vetor de respostas YYY , por meio dos vetores

de projeção de YYY nos subespaços de V . Como os vetores de projeção são vetores aleatórios, é

possível realizar inferência. Por meio dos vetores de projeção, é possivel definir alguns con-

ceitos fundamentais na análise de variância.

Definição 2.4.1. Seja W um subespaço de V . A soma de quadrados de YYY para W é dada por

‖PWYYY‖2. O número de graus de liberdade para W é dado por dim(W ). O quadrado médio para

W é dado por:

QM(W ) =
‖PWYYY‖2

dim(W )
.

Definição 2.4.2. A esperança do quadrado médio para W é dada por:

EQM(W ) =
E(‖PWYYY‖2)

dim(W )
.

Definidos esses termos, é possível se obter a análise de variância para os diferentes tipos

de delineamentos, que são apresentados, a seguir, no Capítulo 3.

8 Veja Definição .0.7 do Apêndice deste trabalho.



3 O MÉTODO GEOMÉTRICO PARA ANÁLISE DE VARIÂNCIA EM DELINEA-

MENTOS EXPERIMENTAIS

Neste capítulo, são apresentados os tipos de delineamentos experimentais, que resultam

em diferentes tabelas de análise de variância. Neste capítulo, a análise de variância é apresen-

tada com enfoque em conceitos geométricos.

3.1 Delineamento inteiramente casualizado

No delineamento inteiramente casualizado, as parcelas do experimento são totalmente

homogêneas, ou seja, possuem condições iguais. Nesse caso, os tratamentos podem ser aloca-

dos aleatoriamente às parcelas, por sorteio. O que significa que não existe estrutura de blocos

nas parcelas.

Para esse caso particular de delineamento, o espaço vetorial V pode ser decomposto

em soma de três subespaços. A análise de varância pode ser obtida, por meio das projeções

ortogonais de YYY nesses subespaços de V . Para tanto, é necessário definir esses subespaços.

O subespaço VT

O subespaço VT , também chamado de subespaço de tratamento, consiste nos vetores em

V que são constantes em cada tratamento. Para se obter a projeção ortogonal de YYY em VT é

necessário obter uma base que gere esse subespaço. Tal base é obtida da seguinte maneira:

Para cada tratamento i, uuui é o vetor com coordenadas iguais a: 1, se T (ω) = i,

0, caso contrário.

Exemplo

Suponha um experimento fictício em que existem três tratamentos A, B, e C com rA = 5,

rB = rC = 4 e N = 13. Na Tabela 3.1 mostra-se o conjunto Ω de todas as parcelas, o conjunto T

de tratamentos, o vetor de respostas YYY , os vetores uuuA, uuuB e uuuC da base ortogonal para VT , o vetor

de médias τττ e o vetor de médias ajustadas τ̂ττ . Note que, nesse exemplo, τττ e τ̂ττ são combinações

lineares dos vetores da base.

Teorema 3.1.1. Para cada i, uuui ·uuui = ri.
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Tabela 3.1 – Vetores no experimento inteiramente casualizado.

Ω T YYY uuuA uuuB uuuC τττ τ̂ττ

1 B Y1 0 1 0 τB τ̂B

2 A Y2 1 0 0 τA τ̂A

3 C Y3 0 0 1 τC τ̂C

4 C Y4 0 0 1 τC τ̂C

5 B Y5 0 1 0 τB τ̂B

6 A Y6 1 0 0 τA τ̂A

7 B Y7 0 1 0 τB τ̂B

8 A Y8 1 0 0 τA τ̂A

9 C Y9 0 0 1 τC τ̂C

10 C Y10 0 0 1 τC τ̂C

11 A Y11 1 0 0 τA τ̂A

12 B Y12 0 1 0 τB τ̂B

13 A Y13 1 0 0 τA τ̂A

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Demonstração. O produto interno uuui ·uuui é definido por:

uuui ·uuui = ∑
ω∈Ω

(ui)ω(ui)ω

= ∑
ω∈Ω,

T (ω)=i

1×1

=ri.

Como na parcela ω onde se encontra o tratamento i atribuímos o valor 1, e nas demais 0, essa

soma de quadrados resulta no número de repetições do tratamento i, ou seja, ri.

Como já sabemos, a dimensão de um espaço vetorial é definida pelo número de vetores

da base. Note que o conjunto de vetores {uuu1, . . . ,uuut} forma uma base VT , pois qualquer vetor

vvv em VT é uma combinação linear única desses vetores. Logo, se existem t tratamentos tem-se

consequentemente, t vetores na base, e portanto dim(VT ) = t.

Utilizando-se o Teorema 2.2.3, é possível obter-se a projeção de YYY em VT . Para tanto,

seja {uuu1, . . . ,uuut} uma base para VT , então a projeção ortogonal é dada por:

PVT YYY =

(
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 + . . .+

(
YYY ·uuut

uuut ·uuut

)
uuut

=
t

∑
i=1

(
YYY ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui.
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Note que YYY · uuui é a soma dos valores das coordenadas Yi de YYY para o tratamento i, em que i

significa a posição relativa a uma parcela ω onde se alocou o tratamento i e ri o número de

vezes que esse tratamento foi reaplicado. Será utilizada a notação:

YYY ·uuui =
ri

∑
i=1

Yi = SOMAT=i.

Dessa forma, a projeção de YYY em VT é:

PVT YYY =
t

∑
i=1

(
SOMAT=i

ri

)
uuui

=
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui

= vetor de médias dos tratamentos.

O subespaço V0

Seja uuu0 o vetor defifnido por uuu0 = (1,1, . . . ,1)︸ ︷︷ ︸
N

. O subespaço V0, também chamado de

subespaço de média geral, consiste nos múltiplos escalares de uuu0. A base de V0 é {uuu0} e,

portanto, dim(V0) = 1.

A projeção de YYY em V0 é obtida pelo Teorema 2.2.3 como segue:

PV0YYY =

(
YYY ·uuu0

uuu0 ·uuu0

)
uuu0.

Note que YYY ·uuu0 é a soma de todos os valores Yi de YYY ; será utilizada a notação:

YYY ·uuu0 =
N

∑
i=1

Yi = SOMAY .

Dessa forma, a projeção de YYY em V0 é:

PV0YYY =

(
SOMAY

N

)
uuu0

= Ȳ uuu0

= vetor de média geral.
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O subespaço WT

O subespaço WT , também chamado de subespaço de efeito de tratatamento, é dado pelo

conjunto de vetores em VT que são perpendiculares a V0, e pode ser definido como segue:

WT =VT ∩V⊥0 = {vvv ∈VT : vvv é ortogonal a V0}.

Perceba que após definir V0 e WT , o subespaço VT foi decomposto em soma direta desses

subespaços, ou seja:

VT =V0⊕WT .

Desse modo, dim(VT ) = dim(V0)+dim(WT ), de onde vem que:

dim(WT ) =dim(VT )−dim(V0)

=t−1.

A decomposição de VT leva também à decomposição de vetores, de modo que, qualquer

vetor em VT pode ser decomposto como soma de vetores em V0 e WT . Sendo assim, PVT YYY =

PV0YYY +PWT YYY . Logo, a projeção de YYY em WT pode ser obtida por diferença:

PWT YYY = PVT YYY −PV0YYY

=
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui− Ȳ uuu0

= vetor de médias dos tratamentos − vetor de média geral

= vetor de efeitos dos tratamentos .

O espaço vetorial V , os subespaços VT , V0 e WT e as projeções de YYY nesses subespaços

estão representados na Figura 3.1.

O subespaço V⊥T

O subespaço V⊥T , também chamado de subespaço de resíduo, consiste no complemento

ortogonal de VT . Esse conjunto é constituído por todos os vetores em V que são perpendiculares
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Figura 3.1 – Projeções de YYY em V0 e WT .

Fonte: Da autora (2019).

a VT , e é definido como:

V⊥T = {vvv ∈V : vvv é ortogonal a www para todo www ∈VT}.

Agora o espaço vetorial V foi decomposto como soma direta dos subespaços:

V =VT ⊕V⊥T .

Desse modo, a dimensão de V corresponde à soma das dimensões de:

dim(V ) = dim(VT )+dim(V⊥T ).

Assim, a dimensão de V⊥T pode ser obtida por diferença:

dim(V⊥T ) = dim(V )−dim(VT )

= N− t.
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A projeção ortogonal de YYY em V⊥T também pode ser obtida pela diferença de YYY e PVT YYY

como segue:

PV⊥T
YYY = YYY −PVT YYY

= YYY −
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui

= vetor de dados − vetor de médias dos tratamentos

= vetor de resíduos.

O espaço vetorial V e a projeção de YYY em V⊥T estão representadas na Figura 3.2.

Figura 3.2 – Projeção de YYY em V⊥T .

Fonte: Da autora (2019).

Como VT =V0⊕WT temos que:

V =V0⊕WT ⊕V⊥T .

Essa decomposição de V é única, o que significa que todo vetor em V se escreve de

modo único como soma de vetores nos subespaços V0, WT e V⊥T . Desse modo, o vetor YYY pode

ser decomposto em soma de três vetores (Figura 3.3). Note que dim(V ) = N corresponde à
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soma das dimensões desses subespaços.

dim(V ) = dim(V0)+dim(WT )+dim(V⊥T )

= 1+(dim(VT )−dim(V0))+(dim(V )−dim(VT ))

= 1+(t−1)+(N− t)

= N.

Figura 3.3 – Decomposição de YYY .

Fonte: Da autora (2019).

Agora é possível usar a Definição 2.4.1 para obter-se as somas de quadrados, os graus

de liberdade e os quadrados médios para os subepaços definidos anteriormente. Para isso, basta

obter a norma ao quadrado dos vetores de projeção e dividir pela dimensão dos respectivos

subespaços.
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A soma de quadrados para V0, também chamada de soma de quadrados para média geral

é dada por:

‖PV0YYY‖
2 = PV0YYY ·PV0YYY

=

(
SOMAY

N

)
uuu0 ·
(

SOMAY

N

)
uuu0

=

(
SOMAY

N

)2

uuu0 ·uuu0

=
(SOMAY )

2

N2 N

=
(SOMAY )

2

N
.

O quadrado médio para V0 é dado por:

QM(V0) =
‖PV0YYY‖2

dim(V0)
=
‖PV0YYY‖2

1
.

A soma de quadrados para WT , também chamada de soma de quadrados dos efeitos dos

tratamentos, pode ser obtida por diferença, veja Figura 3.4. Usando o teorema de Pitágoras

temos que PVT YYY é soma de vetores ortogonais PV0YYY e PWT YYY , sendo assim:

‖PVT YYY‖2 = ‖PV0YYY‖
2 +‖PWT YYY‖2

‖PWT YYY‖2 = ‖PVT YYY‖2−‖PV0YYY‖
2.

Figura 3.4 – Pitágoras.

Fonte: Da autora (2019).
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Em que ‖PVT YYY‖2 é a soma de quadrados para VT , também chamada de soma de quadra-

dos das médias dos tratamentos, dada por:

‖PVT YYY‖2 = PVT YYY ·PVT YYY

=
t

∑
i=1

(
SOMAT=i

ri

)
uuui ·

t

∑
i=1

(
SOMAT=i

ri

)
uuui

=
t

∑
i=1

(
SOMAT=i

ri

)2

uuui ·uuui

=
t

∑
i=1

(SOMAT=i)
2

r2
i

ri

=
t

∑
i=1

(SOMAT=i)
2

ri
.

O quadradado médio para WT é dado por:

QM(WT ) =
‖PWT YYY‖2

dim(WT )
=
‖PWT YYY‖2

t−1
.

A soma de quadrados para V⊥T , também chamada de soma de quadrados dos resíduos,

também pode ser obtida por diferença, veja Figura 3.5. Novamente por Pitágoras YYY é soma dos

vetores ortogonais PVT YYY e PV⊥T
YYY , de onde vem que:

‖YYY‖2 = ‖PVT YYY‖2 +‖PV⊥T
YYY‖2

‖PV⊥T
YYY‖2 = ‖YYY‖2−‖PVT YYY‖2,

em que ‖YYY‖2 = ∑ω∈ΩY 2
ω é a soma total de quadrados.

Figura 3.5 – Pitágoras.

Fonte: Da autora (2019).
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O quadrado médio para V⊥T é dado por:

QM(V⊥T ) =
‖PV⊥T

YYY‖2

dim(V⊥T )
=
‖PV⊥T

YYY‖2

N− t
.

Agora, é possível, obter-se a análise de variânia para o delineamento inteiramente casua-

lizado, como mostra a Tabela 3.2. Note que as fontes de variação correspondem aos subespaços

da decomposição de V como soma direta.

Tabela 3.2 – Tabela de análise de variância para delineamento inteiramente casualizado.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0) QM(V0)/QM(V⊥T )
Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/QM(V⊥T )
Resíduo V⊥T N− t ‖PV⊥T

YYY‖2 QM(V⊥T )

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Geralmente, os livros didáticos não trazem o ajuste V0 na análise de variância. Porém,

de acordo com Bailey (2008), os cálculos são mais claros, quando as somas de quadrados e

graus de liberdade somam os totais gerais de YYY e não os totais sem o ajuste para V0. Assim, na

análise de variância sem a linha para a média, o total geral é corrigido para a média, ou seja,

Soma de Quadrados Totais = ‖YYY‖2−‖PV0YYY‖.

Como aponta Adão (2011), os delineamentos são utilizados para validar estatisticamente

hipóteses sobre efeitos de tratamentos. As hipóteses podem ser testadas pela razão de variâncias

que é a razão entre dois quadrados médios.

Em análise de variância, para realizar um teste é necessário assuimir alguns pressupos-

tos, os quais são:

• Aditividade (o vetor de respostas é decomposto em soma de vetores relativos à decom-

posição do espaço de dados em soma direta de subespaços);

• Normalidade (o vetor de dados segue distribuição normal de probabilidade);

• Independência (o vetor de resíduos é ortogonal aos demais vetores, ou seja, não existe

correlação entre esses vetores);

• Homogeneidade de variâncias (somas de quadrados possuem variâncias comuns).
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Sob as suposições acima, como veremos a seguir, é possível realizar o teste F na análise

de variância. Desse modo, assuma que YYY ∼ N(τττ,σ2III) onde τττ ∈ VT , de modo que o modelo

aditivo para soma de vetores é correto e que qualquer variação no experimento é decorrente do

erro. Em termos vetoriais temos:

YYY = τττ + εεε,

em que E(Y) = τττ , E(εεε) = 000 e cov(YYY ) = σ2III.

Note que, τττ = τττ0 +τττT com τττ0 ∈V0 e τττT ∈WT . Dessa forma, é possível estimar combi-

nações lineares dos efeitos dos tratamentos, isso porque, τττT = τττ− τττ0.

O teste de hipótese

Na Tabela 3.2, tem-se a coluna referente à estatística F , que é dada pela razão de vari-

âncias. Como já mencionado, em análise de variância, o objetivo é realizar um teste sobre os

efeitos dos tratamentos utilizados no experimento. Para realizar esse teste, é necessário con-

hecer a distribuição da razão de variâncias sob a hipótese nula. O teorema, a seguir, mostra essa

razão possui distribuição F .

Teorema 3.1.2. Suponha que YYY tem distribuição normal multivariada, E(YYY )= τττ ∈VT e cov(YYY )=

σ2III. Sejam W1 e W2 subespaços de V com dimensões d1 e d2 respectivamente. Então, temos o

seguinte:

i) Se PW1τττ = 000 então ‖PW1YYY‖2/σ2 tem distribuição χ2 com d1 graus de liberdade.

ii) Se W1 é ortogonal a W2 e PW1τττ = PW2τττ = 000 então a relação QM(W1)/QM(W2) tem dis-

tribuição F com d1 e d2 graus de liberdade.

Demonstração.

i) Seja {uuu1,uuu2, . . . ,uuud1} uma base ortonormal para W1. Expressando PW1YYY com relação a

essa base temos:

PW1YYY =

(
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud1

uuu1 ·uuud1

)
uuud1

= (YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud1)uuud1.
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Calculando a esperança de YYY ·uuui e usando o fato de que PW1τττ = 000 temos:

E(YYY ·uuui) = E(YYY ) ·uuui = τττ ·uuui = 0.

Calculando a variância de YYY · uuui e usando o Teorema 3.1.3 que será visto mais adiante,

temos que:

var(YYY ·uuui) = var(uuui ·YYY ) = ‖uuui‖2
σ

2 = σ
2.

Logo, YYY · uuui são variáveis normais independentes com média 0 e variância σ2. Portanto

segue que:

‖PW1YYY‖2

σ2 =
PW1YYY ·PW1YYY

σ2

=
1

σ2 ((YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud1)uuud1) ·

((YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud1)uuud1)

=
1

σ2

(
(YYY ·uuu1)

2 +(YYY ·uuu2)
2 + . . .+(YYY ·uuud1)

2)
=

1
σ2

(
d1

∑
i=1

(YYY ·uuui)
2

)

=
d1

∑
i=1

(
YYY ·uuui

σ

)2

.

Como YYY ·uuui
σ

tem distribuição normal padrão, segue que ∑
d1
i=1

(
YYY ·uuui

σ

)2
tem distribuição χ2

com d1 graus de liberdade.

ii) Como W1 e W2 são subespaços ortogonais, PW1YYY e PW2YYY são vetores aleatórios ortogonais

independentes 1, de onde vem que:

‖PW1YYY‖2

σ2 e
‖PW2YYY‖2

σ2

tem distribuição χ2 com d1 e d2 graus de liberdade, respectivamente. Logo, segue que:

‖PW1YYY‖2/σ2

‖PW2YYY‖2/σ2 =
‖PW1YYY‖2

‖PW2YYY‖2 ,

1 A independência entre esses vetores será vista no Capítulo 5, Teorema 5.1.1, item iv), item b).
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tem distribuição F com d1 e d2 graus de liberdade. Portanto,

‖PW1YYY‖2/d1

‖PW2YYY‖2/d2
=

QM(W1)

QM(W2)

tem destribuição F com d1 e d2 graus de liberdade.

No Teorema 3.1.2 mostra-se que a razão de variâncias QM(W1)/QM(W2) tem dis-

tribuição F com d1 e d2 graus de liberdade. De acordo com Casella e Berger (2010), a dis-

tribuição F surge naturalmente como distribuição da razão de variâncias. Essa razão é utilizada

para realizar o teste de hipótese na análise de variância. Note que, esse teste é unilateral à

direita, veja Figura 3.6.

Figura 3.6 – Distribuição F .

Fonte: Da autora (2019).

Para inferir conclusões na análise de variância é preciso seguir os seguintes passos:

1) Estabeleça a hipótese nula (H0) e alternativa (Ha) a serem testadas;

2) Fixe o nível de significância α (geralmente 0,01 ou 0,05);

3) Determine a região crítica de rejeição de H0, para tanto, obtenha o valor F tabelado (Ft)

para d1 e d2 graus de liberdade;

4) Obtenha o valor F calculado (Fc) dado pela razão de variação;

5) Compare Fc com Ft , se Fc > Ft rejeita-se H0.
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Agora é possível utilizar o Teorema 3.1.2, para realizar o teste F para razão de variân-

cias, para o delineamento inteiramente casualizado.

Para testar se a média geral do experimento é zero, pode-se testar a hipótese nula H0,

contra a hipótese alternativa Ha, as quais são:

H0 : τ̄ = 0

Ha : τ̄ 6= 0.

Se a hipótese nula é verdadeira, então ∑i τi = 0, logo, τττ ∈WT . Se a hipótese nula é falsa,

então ∑i τi 6= 0, logo, τττ /∈WT . Sob H0 verdadeira, a nuvem de pontos é centratada em τττ que

pertence ao subespaço WT , como mostra a Figura 3.7.

Para realizar o teste, a ideia é comparar o vetor PV0YYY com o vetor PV⊥T
YYY (Figura 3.7).

Isso porque o vetor de resíduos detecta possíveis variações no experimento. Para comparar

esses vetores, use a razão entre QM(V0) e QM(V⊥T ). Se essa razão for menor que um, não se

rejeita H0 e pode-se concluir que a média geral do experimento pode ser zero. Caso contrário, se

essa razão for maior que um, rejeita-se H0 e pode-se concluir que a média geral do experimeto

é diferente de zero.

Figura 3.7 – Teste de hipótese para média geral.

Fonte: Da autora (2019).

Entretanto, essa hipótese não é interessante, pois ela não indica se existe diferença entre

as médias dos tratamentos.

Para testar se existe direfença entre as médias dos tratamentos, pode-se testar a hipótese

nula H0 contra a hipótese alternativa Ha, as quais são:
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H0 : τ1 = τ2 = . . .= τt

Ha : τττ não é um vetor constante .

Se a hipótese nula é verdadeira τττ é um vetor constante, logo, τττ ∈V0, e portanto τττ = τττ0.

Se a hipótese nula é falsa τττ não é um vetor constante, logo, τττ = τττ0 + τττT e portanto existe

efeito de tratamento. Sob H0 verdadeira, a nuvem de pontos é centrada em τττ0 que pertence ao

subespaço V0, como mostra a Figura 3.8.

Para realizar o teste, a idéia é comparar o vetor PWT YYY com o vetor de resíduos PV⊥T
YYY

(Figura 3.8). Isso porque, o vetor de resíduos detecta possíveis variações do experimento. Para

comparar esses vetores, use a razão entre QM(WT ) e QM(V⊥T ). Se essa razão for menor que um,

não se rejeita H0 e pode-se concluir que não existe diferença entre as médias dos tratamentos.

Caso contrário, se essa razão for maior que um, rejeita-se H0 e pode-se concluir que existe

diferença entre as médias dos tratamentos.

Figura 3.8 – Teste de hipótese para tratamentos.

Fonte: Da autora (2019).

Vale destacar que, o teste descrito indica se existe ou não diferença entre as médias dos

tratamentos. Entretanto, não indica qual efeito de tratamento é estatisticamente melhor. Para

tanto, é necessário fazer um teste de comparação múltipla.

Estimadores

Para variáveis aleatórias independentes, a correlação entre pares diferentes de variáveis

aleatórias é nula, então a matriz de variâncias e covariâncias é σ2III. Nesse caso, temos o resul-

tado que segue.
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Teorema 3.1.3. Assuma que E(YYY ) = τττ ∈VT e cov(YYY ) = σ2III. Sejam xxx e zzz vetores em VT . Então

i) A variância do estimador xxx ·YYY é ‖xxx‖2σ2;

ii) A covariância de xxx ·YYY e zzz ·YYY é (xxx · zzz)σ2.

iii) O melhor (isto é, de variância mínima) estimador linear não viesado do escalar xxx · τττ é

xxx ·YYY .

Demonstração.

i) Primeiramente vamos reescrever (xxx ·YYY )2 como forma quadrática para o caso N = 2.

(xxx ·YYY )2 = (xxx ·YYY )(xxx ·YYY )

= (x1Y1 + x2Y2)(x1Y1 + x2Y2)

= x2
1Y 2

1 +2x1Y1x2Y2 + x2
2Y 2

2

=
(

Y1 Y2

) x2
1 x1x2

x2x1 x2
2

 Y1

Y2


= YYY ᵀAAAYYY .

Para o caso, geral temos que:

(xxx ·YYY )2 =
(

Y1 . . . YN

)


x2
1 x1x2 · · · x1xN

x2x1 x2
2 · · · x2xN

· · · · · · · · · · · ·

xNx1 xNx2 · · · x2
N




Y1

· · ·

YN

= YYY ᵀAAAYYY .

Reescrevendo (xxx ·YYY )2 como forma quadrática, é possível utilizar o Teorema .0.1 que

encontra-se no Apêndice deste trabalho para demonstrar o resultado desejado.
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Calculando agora a variância do estimador xxx ·YYY obtemos:

var(xxx ·YYY ) = E(xxx ·YYY )2− (E(xxx ·YYY ))2

= E(xxx ·YYY )2− (xxx ·E(YYY ))2

= E(xxx ·YYY )2− (xxx · τττ)2

= E(YYY ᵀAAAYYY )− (xxx · τττ)2

= tr(AAAIIIσ
2)+ τττ

ᵀAAAτττ− (xxx · τττ)2

= tr(AAAσ
2)+ τττ

ᵀAAAτττ− (xxx · τττ)))2︸ ︷︷ ︸
=0

= x2
1σ

2 + x2
2σ

2 + . . .+ x2
Nσ

2

= (x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
N)σ

2

= ‖xxx‖2
σ

2.

De onde segue o resultado. A seguir algumas observações.

Para verificar que a igualdade τττᵀAAAτττ− (xxx · τττ)2 = 0 é verdadeira, vamos desenvolver para

o caso N = 2, vejamos:

τττ
ᵀAAAτττ− (xxx · τττ)2 = τττ

ᵀAAAτττ− (xxx · τττ)(xxx · τττ)

=
(

τ1 τ2

) x2
1 x1x2

x2x1 x2
2

 τ1

τ2

−
 x1

x2

 ·
 τ1

τ2

 x1

x2

 ·
 τ1

τ2


= τ

2
1 x2

1 +2τ1τ2x1x2 + τ
2
2 x2

2−
(
τ

2
1 x2

1 +2τ1τ2x1x2 + τ
2
2 x2

2
)

= 0.
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ii) Usando o fato que cov(X ,Y ) = E((X−E(X))(Y −E(Y ))), obtemos:

cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) =cov(xxxᵀYYY ,zzzᵀYYY )

=E ( (xxxᵀYYY −E(xxxᵀYYY ))(zzzᵀYYY −E(zzzᵀYYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))zzzᵀ(YYY −E(YYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀzzz )

=xxxᵀE((YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀ)zzz

=xxxᵀcov(YYY )zzz

=xxxᵀσ
2IIIzzz

=xxxᵀ(σ2zzz)

=(xxxᵀzzz)σ2

=(xxx · zzz)σ2.

iii) Primeiramente, vamos mostrar que xxx ·YYY é um estimador não viesado de xxx · τττ ,

E(xxx ·YYY ) = xxx ·E(YYY ) = xxx · τττ.

O que mostra que esse estimador é não viesado.

Agora vamos mostrar que este é o melhor estimador. Suponha que xxx8 ·YYY seja outro esti-

mador não viesado de xxx · τττ , com xxx8 ∈VT , sendo assim:

E(xxx8 ·YYY ) = xxx8 ·E(YYY ) = xxx8 · τττ e

E(xxx ·YYY ) = xxx ·E(YYY ) = xxx · τττ.

De onde vem que xxx8 · τττ = xxx · τττ . Desse modo:

xxx8 · τττ− xxx · τττ = 0

(xxx8− xxx) · τττ = 0.

Como τττ ∈VT , temos que xxx8− xxx deve ser ortogonal a um vetor genérico em VT . Como xxx e

xxx8 também são vetores em VT , (xxx8−xxx) ·τττ = 0 só é possível se xxx8−xxx = 000. Portanto xxx8 = xxx.



46

Resta mostrar agora que esse estimador é de variância mínima. Seja zzz ∈V tal que zzz ·YYY é

um estimador não viesado de xxx · τττ , sendo assim:

E(zzz ·YYY ) = zzz ·E(YYY ) = zzz · τττ e

E(xxx ·YYY ) = xxx ·E(YYY ) = xxx · τττ.

De onde vem que zzz · τττ = xxx · τττ . Desse modo:

zzz · τττ− xxx · τττ = 0

(zzz− xxx) · τττ = 0.

Como τττ ∈ VT , temos que zzz− xxx deve ser ortogonal a um vetor genérico em VT , então

zzz− xxx está no subespaço ortogonal a VT . O subespaço ortogonal a VT é seu complemento

ortogonal V⊥T . Assim zzz é da forma zzz = xxx+(zzz− xxx) com xxx ∈ VT e (zzz− xxx) ∈ V⊥T , desse

modo, por Pitágoras temos que:

‖zzz‖2 = ‖xxx‖2 +‖zzz− xxx‖2.

Por fim, calculando a variância dos estimadores, obtemos:

var(zzz ·YYY ) = ‖zzz‖2
σ

2 e var(xxx ·YYY ) = ‖xxx‖2
σ

2.

Como ‖zzz‖2σ2 ≥ ‖xxx‖2σ2 segue que xxx ·YYY possui variância mínima.

A covariância de duas variáveis aleatórias é uma medida de variabilidade conjunta

dessas variáveis. Se xxx · zzz = 0, ou seja, xxx ⊥ zzz, então cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = 0. Nesse caso as vari-

áveis são não correlacionadas e as projeções de YYY em xxx e zzz são independentes.

Para se obter um estimador do vetor de parâmetros de tratamento τττ use o Teorema 3.1.3

item iii). Como em Bailey (2008), primeiro estime o parâmetro de tratamento τi. Para tanto,

escreva xxx =
(

1
ri

)
uuui. De onde vem que:

xxx · τττ =

(
1
ri

)
uuui · τττ =

(
1
ri

)
SOMAτ=i = MÉDIAτ=i = τi.
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Como:

xxx ·YYY =

(
1
ri

)
uuui ·YYY =

(
1
ri

)
SOMAT=i = MÉDIAT=i,

temos que MÉDIAT=i é o melhor estimador linear não viesado de τi.

Assumindo que τττ ∈VT , temos também que:

PVT τττ = τττ =
t

∑
i=1

τiuuui.

Como vimos:

PVT YYY =
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui.

Portanto, ∑
t
i=1
(
MÉDIAT=i

)
uuui é o melhor estimador linear não viesado de τττ .

Para se obter um estimador da variância, lembre-se de que a esperança do quadrado

médio residual é dada pela Definição 2.4.2 como segue:

EQM(V⊥T ) =
E(‖PV⊥T

YYY‖2)

dim(V⊥T )
.

Pelo Teorema 2.3.1, item ii), temos que:

EQM(V⊥T ) =
‖PV⊥T

τττ‖2 +(N− t)σ2

dimV⊥T
=

0+(N− t)σ2

N− t
= σ

2.

Portanto, QM(V⊥T ) é um estimador não viesado de σ2.

No Teorema 3.1.3, item i), mostra-se que a variância do estimador xxx ·YYY é ‖xxx‖2σ2. Seja

xxx =
(

1
ri

)
uuui, então:

‖xxx‖2
σ

2 =

∥∥∥∥( 1
ri

)
uuui

∥∥∥∥2

σ
2 =

(
1
ri

)
uuui ·
(

1
ri

)
uuuiσ

2

=

(
1
ri

)2

uuui ·uuuiσ
2 =

1
r2

i
riσ

2 =
1
ri

σ
2.

Como QM(V⊥T ) é o estimador não viesado de σ2, segue que 1
ri

σ2 = E
(

1
ri

QM(V⊥T )
)

.

Portanto, 1
ri

QM(V⊥T ) é um estimador não viesado da variância do estimador xxx ·YYY .
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3.2 Delineamento em blocos casualizados

No delineamento em blocos casualizados, as parcelas do experimento não são homogêneas.

Nesse sentido, é necessário agrupá-las em blocos os mais homogêneos possível, de modo que

as parcelas dentro de cada bloco sejam aproximadamente iguais. Nesse caso, os tratamentos são

alocados aleatoriamente às parcelas em cada bloco. De acordo com Bailey (2008), os blocos

devem ter o mesmo tamanho e devem ser grandes o suficiente para que cada tratamento ocorra

pelo menos uma vez em cada bloco.

Suponha que no delineamento em blocos, Ω seja composto de b blocos de tamanho k.

Logo, |Ω|= N = b× k.

Exemplo

Veja um experimento projetado no delineamento em blocos casualizados, na Tabela 3.3.

Nesse exemplo, existem b = 4 blocos. Note que os tratamentos A, B, C, D e E são alocados,

aleatoriamente, aos blocos e os tratamentos ocorrem uma vez em cada bloco, assim k = 5.

Portanto, N = 4×5 = 20.

Tabela 3.3 – Exemplo experimento em blocos.

Bloco 1 D A B C E
Bloco 2 C D B E A
Bloco 3 B A E D C
Bloco 4 B C A E D

Fonte: Da autora (2019).

Para o delineamento em blocos o espaço vetorial V pode ser decomposto em quatro sub-

espaços ortogonais. A análise de variância pode ser obtida, por meio das projeções ortogonais

do vetor YYY nesses subespaços.

O subespaço VB

Agora, além de VT é possível definir o subespaço VB. Também chamado de subespaço

de bloco, VB consiste de todos os vetores em V que são constantes em cada bloco. Para obter a

projeção ortogonal de YYY em VB é necessário obter uma base que gere esse subespaço. Tal base

é obtida da seguinte maneira.
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Para j = 1, . . . ,b, seja vvv j o vetor cujo valor na parcela ω é igual a:

 1, se ω está no bloco j,

0, caso contrário.

Exemplo

Suponha um exemplo fictício em que existem três tratamentos A, B e C e dois blocos

de tamanho quatro. As repetições são rA = 4, rB = rC = 2 e N = 8. Na Tabela 3.4 mostra-se o

conjunto das parcelas Ω, os blocos, o conjunto de tratamentos T, os vetores uuuA, uuuB e uuuC da base

para VT e os vetores vvv1 e vvv2 da base para VB.

Tabela 3.4 – Vetores no experimento em blocos.

Ω Blocos T uuuA uuuB uuuC vvv1 vvv2

1 1 A 1 0 0 1 0
2 1 A 1 0 0 1 0
3 1 B 0 1 0 1 0
4 1 C 0 0 1 1 0
5 2 C 0 0 1 0 1
6 2 A 1 0 0 0 1
7 2 B 0 1 0 0 1
8 2 A 1 0 0 0 1

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Note que, vvv j · vvv j = k que é o tamanho do bloco, e vvv j · vvvl = 0 para j 6= l. Sendo assim,

{vvv1, . . .vvvb} é uma base para VB e qualquer vetor vvv em VB é uma combinação linear única dos

vetores dessa base. Logo, se existem b blocos dim(VB) = b.
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Utilizando o Teorema 2.2.3 é possível obter a projeção de YYY em VB. Para tanto, seja

{vvv1, . . . ,vvvb} a base de VB, então a projeção ortogonal de YYY em VB é dada por:

PVBYYY =

(
YYY · vvv1

vvv1 · vvv1

)
vvv1 + . . .+

(
YYY · vvvb

vvvb · vvvb

)
vvvb

=
b

∑
j=1

(
YYY · vvv j

vvv j · vvv j

)
vvv j

=
b

∑
j=1

(
SOMAB= j

k

)
vvv j

=
b

∑
j=1

(
MÉDIAB= j

)
vvv j

= vetor de médias dos blocos.

O subespaço WB

Como V0 ⊂ VB é possível definir o subespaço WB, também chamado de subespaço de

efeito de bloco, dado pelo seguinte conjunto de vetores:

WB =VB∩V⊥0 = {vvv ∈VB : vvv é ortogonal a V0}.

Note que o subespaço WB é constituído, por todos os vetores em VB que são ortogonais

a V0. O subespaço VB fica decomposto, então, na soma direta de V0 e WB, ou seja:

VB =V0⊕WB.

Isso implica em:

dim(WB) =dim(VB)−dim(V0)

=b−1.
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A decomposição de VB leva também à decomposição de vetores em VB. Desse modo, a

projeção ortogonal de YYY em WB pode ser obtida pela diferença entre PVBYYY e PV0YYY , como segue:

PWBYYY = PVBYYY −PV0YYY

=
b

∑
j=1

(
MÉDIAB= j

)
vvv j− Ȳ uuu0

= vetor de médias dos blocos − vetor de média geral

= vetor de efeitos dos blocos.

O subespaço WE

Antes de definir o subespaço WE é necessário trazer algumas definições e teoremas.

Definição 3.2.1. Um delineamento em blocos é dito ortogonal se os subespaços WT e WB forem

ortogonais entre si.

Veja os subespaços ortogonais WT e WB na Figura 3.9.

Figura 3.9 – Subespaços ortogonais para delineamento em blocos.

Fonte: Da autora (2019).

Teorema 3.2.1. Dado um delineamento em blocos para t tratamentos em b blocos de tamanho

k, seja si j o número de vezes que o tratamento i ocorre no bloco j, para i= 1, . . . , t e j = 1, . . . ,b.

Então, o delineamento em blocos é ortogonal se, e somente se, si j =
ri
b para i = 1, . . . , t e

j = 1, . . . ,b.
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A demonstração desse teorema envolve fundamentos combinatórios e encontra-se em

Bailey (2008).

Definição 3.2.2. Um delineamento é dito em blocos completos se possui blocos de tamanho t,

com cada tratamento ocorrendo uma única vez em cada bloco.

Corolário 3.2.1. Os delineamentos em blocos completos são ortogonais.

Para o delineamento de blocos ortogonais, WT e WB são ortogonais entre si. Nesse caso,

é possível construir o subespaço WE , também chamado de subespaço de resíduo.

Primeiro, lembre-se da definição da soma de dois subespaços, que é dada por:

VT +VB = {www1 +www2 : www1 ∈VT e www2 ∈VB}.

Como VT =V0⊕WT e VB =V0⊕WB, temos que:

VT +VB =V0⊕WT ⊕WB.

Agora é possível definir o subespaço WE , que consiste no conjunto de vetores:

WE = {vvv ∈V : vvv é ortogonal a www para todo www ∈VT +VB}= (VT +VB)
⊥.

Note que WE é constituído pelos vetores em V que são ortogonais a VT +VB. Definidos

esses subespaços, vimos que é possível decompor V como soma direta de quatro subespaços,

os quais são:

V = (VT +VB)⊕ (VT +VB)
⊥

=V0⊕WT ⊕WB⊕WE .

Assim, a dimensão de V corresponde à soma das dimensões dos quatro subespaços. De

modo que a dimensão de WE pode ser obtida por diferença:

dim(WE) = dim(V )−dim(V0)−dim(WT )−dim(WB)

= N−1− (t−1)− (b−1)

= N− t−b+1.
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A decomposição de V é única, o que significa que todo vetor em V se escreve de modo

único como soma de vetores desses subespaços. Desse modo, o vetor YYY pode ser decomposto

em soma de quatro vetores de projeção:

YYY = PV0YYY +PWT YYY +PWBYYY +PWEYYY .

Portanto, o vetor de resíduos é dado por:

PWEYYY =YYY −PV0YYY −PWT YYY −PWBYYY

=YYY − Ȳ uuu0−

(
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui− Ȳ uuu0

)
−

(
b

∑
j=1

(
MÉDIAB= j

)
vvv j− Ȳ uuu0

)

=YYY −
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui−

b

∑
j=1

(
MÉDIAB= j

)
vvv j + Ȳ uuu0

= vetor de dados − vetor de médias dos tratamentos

− vetor de médias dos blocos + vetor de média geral.

Novamente, é possível usar a Definição 2.4.1, para obter as somas de quadrados, os

graus de liberdade e os quadrados médios para os subepaços definidos anteriormente. Para

isso, basta se obter as normas ao quadrado dos vetores de projeção e dividir pela dimensão dos

respectivos subespaços.

As soma de quadrados e os quadrados médios para V0 e WT são definidas de modo

análogo à Seção 3.1.

A soma de quadrados para WB, também chamada de soma de quadrados dos efeitos dos

blocos pode ser obtida por diferença, pois PVBYYY é soma de vetores ortogonais PV0YYY e PWBYYY e por

Pitágoras temos que:

‖PVBYYY‖2 = ‖PV0YYY‖
2 +‖PWBYYY‖2

‖PWBYYY‖2 = ‖PVBYYY‖2−‖PV0YYY‖
2,
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em que ‖PVBYYY‖2 é a soma de quadrados para VB, também chamada de soma de quadrados das

médias dos blocos, dada por:

‖PVBYYY‖2 = PVBYYY ·PVBYYY

=
b

∑
j=1

(
SOMAB= j

k

)
vvv j ·

b

∑
j=1

(
SOMAB= j

k

)
vvv j

=
b

∑
j=1

(
SOMAB= j

k

)2

vvv j · vvv j

=
b

∑
j=1

(SOMAB= j)
2

k2 k

=
b

∑
j=1

(SOMAB= j)
2

k
.

O quadrado médio WB é dado por:

QM(WB) =
‖PWBYYY‖2

dim(WB)
=
‖PWBYYY‖2

b−1
.

A soma de quadados para WE , que é a soma de quadrados dos resíduos, pode ser obtida

por diferença, isso porque YYY é soma dos vetores PV0YYY , PWT YYY , PWBYYY e PWEYYY . Desse modo, temos

que:

‖YYY‖2 = ‖PV0YYY‖
2 +‖PWT YYY‖2 +‖PWBYYY‖2 +‖PWEYYY‖2.

Logo, a soma de quadrados para WE é dada por:

‖PWEYYY‖2 =‖YYY‖2−‖PV0YYY‖
2−‖PWT YYY‖2−‖PWBYYY‖2

=‖YYY‖2−‖PV0YYY‖
2−
(
‖PVT YYY‖2−‖PV0YYY‖

2)− (‖PVBYYY‖2−‖PV0YYY‖
2)

=‖YYY‖2−‖PVT YYY‖2−‖PVBYYY‖2 +‖PV0YYY‖
2.

O quadrado médio WE é dado por:

QM(WE) =
‖PWEYYY‖2

dim(WE)
=
‖PWEYYY‖2

N− t−b+1
.
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Realizados esses cálculos, é possível se obter a análise de variância para o delineamento

em blocos casualizados, conforme a Tabela 3.5. Note que as fontes de variação da tabela são os

subespaços da decomposição V como soma direta.

Tabela 3.5 – Tabela de análise de variância para delineamento em blocos casualizados.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0) QM(V0)/QM(WE)
Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/QM(WE)
Blocos WB b−1 ‖PWBYYY‖2 QM(WB) QM(WB)/QM(WE)
Resíduo WE N− t−b+1 ‖PWEYYY‖2 QM(WE)

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Assuma que YYY ∼ N(τττ + ζζζ ,σ2III) onde τττ ∈ VT e ζζζ ∈ VB, de modo que o modelo aditivo

para soma de vetores é correto e que qualquer variação no experimento é decorrente do erro.

Em termos vetoriais temos:

YYY = τττ +ζζζ + εεε,

em que E(YYY ) = τττ +ζζζ ∈VT +VB, E(εεε) = 000 e cov(YYY ) = σ2III.

Note que agora:

τττ = τττ0 + τττT onde τττ0 ∈V0 e τττT ∈WT e

ζζζ = ζζζ 0 +ζζζ B onde ζζζ 0 ∈V0 e ζζζ B ∈WB.

Assim sendo, E(YYY ) = τττ0 + τττT + ζζζ 0 + ζζζ B, e como τττ0 e ζζζ 0 estão em V0, ambos são

múltiplos de uuu0, de modo que não podem ser distinguidos nos dados. Como os efeitos de

tratamentos e de blocos, encontram-se em WT e WB respectivamente, e esses são ortogonais, é

possível estimar combinações lineares dos efeitos, uma vez que:

τττT = τττ− τττ0 e ζζζ B = ζζζ −ζζζ 0.

O teste de hipótese

Agora temos três razões de variâncias entre quadrados médios para realizar o teste F .

Como já vimos, o teste para verificar se a média geral é zero não tem interesse prático.
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Para testar se existe diferença entre as médias dos tratamentos, pode-se testar a hipótese

nula H0, contra a hipótese alternativa Ha, as quais são:

H0 : τ1 = τ2 = . . .= τt

Ha : τττ não é um vetor constante.

Se a hipótese nula é verdadeira τττ é um vetor constante, logo, τττ ∈V0, e portanto τττ = τττ0.

Se a hipótese nula é falsa τττ não é um vetor constante, logo, τττ = τττ0 + τττT , e portanto, existe

efeito de tratamento. Sob H0 verdadeira, a nuvem de pontos é centrada em τττ0 que pertence a

V0, como mostra a Figura 3.10.

Para realizar o teste, compare o vetor PWT YYY com o vetor PWE Y (Figura 3.10). Para tanto,

compare a razão entre QM(WT ) e QM(WE). Se esse valor for menor que um, não se rejeita

H0 e pode-se concluir que não existe diferença entre as médias dos tratamentos. Se esse valor

for maior que um, rejeita-se H0 e pode-se concluir que existe diferença entre as médias dos

tratamentos.

Figura 3.10 – Teste de hipótese para tratamentos.

Fonte: Da autora (2019).

O teste usado para verificar se existe diferença entre as médias dos blocos, na maioria das

vezes, não é de interesse do pesquisador. Isso porque, ao planejar o delineamento em blocos já

se sabe que não existe homogeneidade entre os blocos, então, certamente existe diferença entre

as médias dos blocos. Entretanto, caso se pretenda fazer o teste, pode-se testar a hipótese nula

H0, contra a hipótese alternativa Ha, as quais são:

H0 : ζ1 = ζ2 = . . .= ζb
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Ha : ζζζ não é um vetor constante.

Se a hipótese nula é verdadeira ζζζ é um vetor constante, logo, ζζζ ∈V0 e, portanto ζζζ = ζζζ 0.

Se a hipótese nula é falsa ζζζ não é um vetor constante, logo, ζζζ = ζζζ 0 + ζζζ B e, portanto, existe

efeito de bloco. Sob H0 verdadeira, a nuvem de pontos é centrada em ζζζ 0 que pertence a V0,

como mostra a Figura 3.11.

Para realizar o teste, compare o vetor PWBYYY com o vetor PWEYYY (Figura 3.11). Para tanto,

compare a razão entre QM(WB) e QM(WE). Se esse valor for menor que um, não se rejeita H0

e pode-se concluir que não existe diferença entre as médias dos blocos. Se esse valor for maior

que um, rejeita-se H0 e pode-se concluir que existe diferença entre as médias dos blocos.

Figura 3.11 – Teste de hipótese para blocos.

Fonte: Da autora (2019).

3.3 Delineamento em linhas e colunas

No delineamento em linhas e colunas, as parcelas do experimento possuem duas fontes

não homegêneas, de modo que, é necessário controlar duas fontes de variação no experimento.

Nesse sentido, esse delineamento utiliza controle local duplo e os tratamentos são alocados,

aleatoriamente, nas linhas e nas colunas.

Assim como em Bailey (2008), assuma que no delineamento em linhas e colunas, cada

linha encontra cada coluna em uma única parcela, todos os tratamentos ocorrem com igual

frequência em cada linha e em cada coluna, existem m linhas e n colunas. Logo, o número total

de parcelas é N = m×n. Note que o delineamento é projetado em um retângulo.
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Exemplo

Veja o um experimento projetado no delineamento em linhas e colunas na Tabela 3.6.

Nesse exemplo, m = 4, n = 8 e, portanto N = m×n = 4×8 = 32. Os tratamentos A, B, C e D

são alocados, aleatoriamente, às linhas e às colunas, de modo que, os tratamentos repetem nas

linhas e não repetem nas colunas. Assim, os tratamentos têm repetição r = m×n/t = 32/4 = 8.

Tabela 3.6 – Exemplo experimento linhas e colunas.

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4 Coluna 5 Coluna 6 Coluna 7 Coluna 8
Linha 1 D A B C D A B C
Linha 2 B C D A B C D A
Linha 3 A B C D A B C D
Linha 4 C D A B C D A B

Fonte: Da autora (2019).

Quadrado Latino

O quadrado latino é um caso particular do delineamento em linhas e colunas, que ocorre

quando cada tratamento acontece uma vez em cada linha e uma vez em cada coluna. Nesse

caso n = m = t. De acordo com Pimentel e Garcia (2002), no quadrado latino, cada linha e cada

coluna é um bloco completo. Quando planejado, ele controla heterogeneidade em duas direções

perpendiculares entre si.

Exemplo

Veja o experimento projetado em quadrado latino 5×5 na Tabela 3.7. Note que, nesse

exemplo, m = n = t = 5. Os tratamentos A, B, C, D, e E são alocados aleatoriamente às linhas

e às colunas, de modo que, os tratatamentos não se repetem nas linhas e nem nas colunas.

Tabela 3.7 – Exemplo experimento em quadrado latino.

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4 Coluna 5
Linha 1 B E D A C
Linha 2 C A B D E
Linha 3 D B C E A
Linha 4 A C E B D
Linha 5 E D A C B

Fonte: Pimentel-Gomes e Garcia (2002).

Perceba que a aleatorização dos tratamentos nas parcelas não é trivial. De modo que é

necessário mostrar métodos de construção para delineamentos em linhas e colunas.
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Para o quadrado latino, a construção mais comum é pelo método cíclico. Para a cons-

trução por esse método, primeiro colocam-se os tratamentos na linha superior, em qualquer

ordem. Em seguida, na segunda linha, desloque todos os tratamentos uma parcela para a di-

reita, continua-se deslocando os tratamentos até a última linha. Veja o exemplo de quadrado

latino cíclico de ordem 4 na Figura 3.12.

Figura 3.12 – Construção quadrado latino método cíclico.

A B C D
D A B C
C D A B
B C D A

Fonte: Bailey (2008).

Para o caso geral, em que os números de linhas e de colunas são diferentes, como aponta

Bailey (2008), a construção do delineamento em linhas e colunas pode ser feita da seguinte

maneira:

i) Divida o retângulo m×n em quadrados t× t;

ii) Em cada quadrado t× t coloque um quadrado latino de ordem t (use os mesmos símbolos

em cada quadrado);

iii) Aleatoriamente permute as m linhas (não os tratamentos dentro delas);

iv) Aleatoriamente permute as n colunas (não os tratamentos dentro delas).

Veja o exemplo da Figura 3.13, para o delineamento em linhas e colunas 3×6 com t = 3.

Subespaços ortogonais

Novamente, é possível definir os subespaços ortogonais para decomposição de V para o

delineamento em linhas e colunas. Os subespaços VT , WT e V0 são definidos de forma análoga

ao que foi feito na Seção 3.1 e possuem dimensão t, t−1 e 1 respectivamente. As projeções de

YYY em VT , WT e V0 também são análogas ao que foi feito na Seção 3.1.

Assim como foi definido o subespaço de blocos na Seção 3.2, é possível definir os

subespaços de linhas e de colunas.

Os subespaços VL e VC
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Figura 3.13 – Construção do delineamento em linhas e colunas para o caso geral.

A B C A B C
C A B C A B
B C A B C A

permutação das linhas
⇓

B C A B C A
A B C A B C
C A B C A B

permutação das colunas
⇓

C C A B B A
B B C A A C
A A B C C B

Fonte: Da autora (2019).

O subespaço VL, também chamado de subespaço de linha, consiste naqueles vetores em

V que são constantes em cada linha. Note que se existem m linhas, temos que dim(VL) = m.

O subespaço VC, também chamado de subespaço de coluna, consiste naqueles vetores

em V que são constantes em cada coluna. Note que se existem n colunas, temos que dim(VC) =

n.

Exemplo

Suponha um exemplo fictício em que existem dois tratamentos A e B, duas linhas e

quatro colunas. Desse modo, o delineamento em linhas e colunas é 2× 4 e as repetições são

rA = 4 e rB = 4. O experimento foi aleatorizado conforme a Figura 3.14. Na Tabela 3.8, mostra-

se o conjunto de parcelas Ω, as linhas, as colunas, o conjunto de tratamentos T, os vetores uuuA e

uuuB da base para VT , os vetores lll1 e lll2 da base para VL e os vetores ccc1, ccc2, ccc3 e ccc4 da base para

VC.

Figura 3.14 – Exemplo aleatorizado linhas e colunas.

B B A A
A A B B

Fonte: Da autora (2019).
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Tabela 3.8 – Vetores no experimento em linhas e colunas.

Ω Linhas Colunas T uuuA uuuB lll1 lll2 ccc1 ccc2 ccc3 ccc4

1 1 1 B 0 1 1 0 1 0 0 0
2 1 2 B 0 1 1 0 0 1 0 0
3 1 3 A 1 0 1 0 0 0 1 0
4 1 4 A 1 0 1 0 0 0 0 1
5 2 1 A 1 0 0 1 1 0 0 0
6 2 2 A 1 0 0 1 0 1 0 0
7 2 3 B 0 1 0 1 0 0 1 0
8 2 4 B 0 1 0 1 0 0 0 1

Fonte: Da autora (2019).

Nota-se que, para um vetor lll j da base de VL, temos que lll j · lll j = n, que é o número de

colunas. Analogamente, para um vetor ccck da base de VC, temos que ccck ·ccck = m, que é o número

de linhas.

Agora é possível usar o Teorema 2.2.3 para obter as projeções de YYY em VL e VC.

Seja {lll1, . . . , lllm} uma base para VL, a projeção ortogonal de YYY em VL é dada por:

PVLYYY =

(
YYY · lll1

lll1 · lll1

)
lll1 + . . .+

(
YYY · lllm

lllm · lllm

)
lllm

=
m

∑
j=1

(
YYY · lll j

lll j · lll j

)
lll j

=
m

∑
j=1

(
SOMAL= j

n

)
lll j

=
m

∑
j=1

(
MÉDIAL= j

)
lll j

= vetor de médias das linhas.
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Seja {ccc1, . . . ,cccn} uma base para VC, a projeção ortogonal de YYY em VC é dada por:

PVCYYY =

(
YYY · ccc1

ccc1 · ccc1

)
ccc1 + . . .+

(
YYY · cccn

cccn · cccn

)
cccn

=
n

∑
k=1

(
YYY · ccck

ccck · ccck

)
ccck

=
n

∑
k=1

(
SOMAC=k

m

)
ccck

=
n

∑
k=1

(
MÉDIAC=k

)
ccck

= vetor de médias das colunas.

Os subespaços WL e WC

A partir de VL é possível definir o subespaço WL, também chamado de subespaço de

efeito de linha, como segue:

WL =VL∩V⊥0 = {vvv ∈VL : vvv é ortogonal a V0}.

Note que WL é constituído pelos vetores em VL que são perpendiculares a V0. Agora o

subespaço VL é decomposto como soma direta de V0 e WL, ou seja:

VL =V0⊕WL.

Então, a dimensão de WL pode ser obtida por diferença, como segue:

dim(WL) =dim(VL)−dim(V0)

=m−1.

A partir de VC é possível definir o subespaço WC, também chamado de subespaço de

efeito de coluna, como segue:

WC =VC∩V⊥0 = {vvv ∈VC : vvv é ortogonal a V0}.
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Note que WC é constituído pelos vetores em VC que são perpendiculares a V0. Agora o

subespaço VC é decomposto como soma direta de V0 e WC, ou seja:

VC =V0⊕WC.

Então a dimensão de WC pode ser obtida por diferença, como segue:

dim(WC) =dim(VC)−dim(V0)

=n−1.

As decomposições de VL e VC levam a decomposições de vetores nesses subespaços.

Desse modo, os vetores de projeção de YYY em WL e WC podem ser obtidos por diferença.

PWLYYY =PVLYYY −PV0YYY

=
m

∑
j=1

(
MÉDIAL= j

)
lll j− Ȳ uuu0

= vetor de médias das linhas − vetor de média geral

= vetor de efeitos das linhas.

PWCYYY =PVCYYY −PV0YYY

=
n

∑
k=1

(
MÉDIAC=k

)
ccck− Ȳ uuu0

= vetor de médias das colunas − vetor de média geral

= vetor de efeitos das colunas.

O subespaço WE

Se cada linha encontra cada coluna em uma única parcela e todos os tratamentos ocorrem

com igual frequência em cada linha e em cada coluna. Nessas condições, pelo Teorema 3.2.1,

os subespaços WT , WL e WC são ortogonais entre si.
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Conforme na Seção 3.2, é possível definir a soma dos subespaços VT , VL e VC. Lembre-

se que VT =V0⊕WT , VL =V0⊕WL e VC =V0⊕WC, o que resulta em:

VT +VL +VC =V0⊕WT ⊕WL⊕WC.

Agora, é possível definir o subespaço WE , também chamado de subespaço de resíduo,

que consiste no seguinte conjunto de vetores:

WE ={vvv ∈V : vvv é ortogonal a www para todo www ∈VT +VL +VC}

=(VT +VL +VC)
⊥.

Definidos esses subespaços, vimos que é possível decompor V como soma direta de

cinco subespaços, os quais são:

V =(VT +VL +VC)⊕ (VT +VL +VC)
⊥

=V0⊕WT ⊕WL⊕WC⊕WE .

Desse modo, a dimensão de V corresponde à soma das dimensões desses cinco subes-

paços. Portanto, a dimensão de WE pode ser obtida por diferença, como a seguir:

dim(WE) =dim(V )−dim(V0)−dim(WT )−dim(WL)−dim(WC)

=N−1− (t−1)− (m−1)− (n−1)

=N− t−m−n+2.

A partir da decomposição de V o vetor YYY pode ser decomposto como soma dos vetores:

YYY = PV0YYY +PWT YYY +PWLYYY +PWCYYY +PWEYYY .
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Logo, o vetor de resíduos PWEYYY pode ser obtido por diferença:

PWEYYY =YYY −PV0YYY −PWT YYY −PWLYYY −PWCYYY

=YYY − Ȳ uuu0−

(
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui− Ȳ uuu0

)

−

(
m

∑
j=1

(
MÉDIAL= j

)
lll j− Ȳ uuu0

)
−

(
n

∑
k=1

(
MÉDIAC=k

)
ccck− Ȳ uuu0

)

=YYY −
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui−

m

∑
j=1

(
MÉDIAL= j

)
lll j−

n

∑
k=1

(
MÉDIAC=k

)
ccck +2(Ȳ uuu0)

= vetor de dados − vetor de médias dos tratamentos − vetor de médias das linhas

− vetor de médias das colunas −2(vetor de média geral).

Agora, use a Definição 2.4.1 para obter as somas de quadrados, os graus de liberdade e

os quadrados médios para as fontes de variação da análise de variância.

As somas de quadrados e os quadrados médios para V0 e WT são análogas ao que foi

feito na Seção 3.1.

A soma de quadrados para WL, ou soma de quadrados dos efeitos das linhas, é dada por:

‖PWLYYY‖2 = ‖PVLYYY‖2−‖PV0YYY‖
2,

em ‖PVLYYY‖2 é a soma de quadrados para VL, ou soma de quadrados das médias das linhas, dada

por:

‖PVLYYY‖2 =PVLYYY ·PVLYYY

=
m

∑
j=1

(
SOMAL= j

n

)
lll j ·

m

∑
j=1

(
SOMAL= j

n

)
lll j

=
m

∑
j=1

(
SOMAL= j

n

)2

lll j · lll j

=
m

∑
j=1

(SOMAL= j)
2

n2 n

=
m

∑
j=1

(SOMAL= j)
2

n
.
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Assim, o quadrado médio para WL é dado por:

QM(WL) =
‖PWLYYY‖2

dim(WL)
=
‖PWLYYY‖2

m−1
.

A soma de quadrados para WC, ou soma de quadrados dos efeitos das colunas, é dada

por:

‖PWCYYY‖2 = ‖PVCYYY‖2−‖PV0YYY‖
2,

em que ‖PVCYYY‖2 é a soma de quadrados para VC, ou soma de quadrados das médias das colunas,

dada por:

‖PVCYYY‖2 =PVCYYY ·PVCYYY

=
n

∑
k=1

(
SOMAC=k

m

)
ccck ·

n

∑
k=1

(
SOMAC=k

m

)
ccck

=
n

∑
k=1

(
SOMAC=k

m

)2

ccck · ccck

=
n

∑
k=1

(SOMAC=k)
2

m2 m

=
n

∑
k=1

(SOMAC=k)
2

m
.

Assim, o quadrado médio para WC é dado por:

QM(WC) =
‖PWCYYY‖2

dim(WC)
=
‖PWCYYY‖2

n−1
.

A soma de quadrados para WE , ou soma de quadrados dos resíduos, é obtida por dife-

rença, isso porque como YYY é soma dos vetores PV0YYY , PWT YYY , PWLYYY , PWCYYY e PWEYYY , temos que:

‖YYY‖2 = ‖PV0YYY‖
2 +‖PWT YYY‖2 +‖PWLYYY‖2 +‖PWCYYY‖2 +‖PWEYYY‖2.
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Portanto a soma de quadrados para WE é dada por:

‖PWEYYY‖2 =‖YYY‖2−‖PV0YYY‖
2−‖PWT YYY‖2−‖PWLYYY‖2−‖PWCYYY‖2

=‖YYY‖2−‖PV0YYY‖
2− (‖PVT YYY‖2−‖PV0YYY‖

2)

− (‖PVLYYY‖2−‖PV0YYY‖
2)− (‖PVCYYY‖2−‖PV0YYY‖

2)

=‖YYY‖2−‖PVT YYY‖2−‖PVLYYY‖2−‖PVCYYY‖2 +2(‖PV0YYY‖
2).

Definidas todas as fontes de variação, que são resultado da decomposição de V como

soma direta, é possível se obter a análise de variância para o delineamento em linhas e colunas,

assim como mostra a Tabela 3.9.

Tabela 3.9 – Tabela de análise de variância para delineamento em linhas e colunas.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0) QM(V0)/QM(WE)
Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/QM(WE)
Linhas WL m−1 ‖PWLYYY‖2 QM(WL) QM(WL)/QM(WE)
Colunas WC m−1 ‖PWCYYY‖2 QM(WC) QM(WC)/QM(WE)
Resíduo WE N− t−m−n+2 ‖PWEYYY‖2 QM(WE)

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008)

Assuma que YYY ∼ N(τττ + ζζζ + ηηη ,σ2III), onde τττ ∈ VT , ζζζ ∈ VL e ηηη ∈ VC, de modo que

o modelo aditivo para a soma de vetores é válido e que qualquer variação do experimento é

decorrente do erro, em termos vetoriais:

YYY = τττ +ζζζ +ηηη + εεε,

em que E(YYY ) = τττ +ζζζ +ηηη ∈VT +VL +VC, E(εεε) = 000 e cov(YYY ) = σ2III.

Note que agora

τττ = τττ0 + τττT , com τττ0 ∈V0 e τττT ∈WT , porque VT =V0 +WT ;

ζζζ = ζζζ 0 +ζζζ L, com ζζζ 0 ∈V0 e ζζζ L ∈WL, porque VL =V0 +WL;

ηηη = ηηη0 +ηηηC, com ηηη0 ∈V0 e ηηηC ∈WC, porque VC =V0 +WC.
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Portanto,

E(YYY ) =(τττ0 + τττT )+(ζζζ 0 +ζζζ L)+(ηηη0 +ηηηC)

=(τττ0 +ζζζ 0 +ηηη0)+(τττT +ζζζ L +ηηηC).

Como τττ0, ζζζ 0 e ηηη0 estão todos em V0, são ambos múltiplo de uuu0, sendo {uuu0} base de

V0. De modo que τττ0, ζζζ 0 e ηηη0 não podem ser distinguidos pelos dados. Uma vez que os efeitos

de tratamentos, linhas e colunas, encontram-se em WT , WL e WC respectivamente, e esses são

ortogonais entre si, é possível estimar combinações lineares dos efeitos, isso porque:

τττT = τττ− τττ0 , ζζζ L = ζζζ −ζζζ 0 e ηηηC = ηηη−ηηη0.

O teste de hipótese

Novamente, é possível fazer os testes de hipóteses, agora para quatro razões de variação.

Os testes são feitos de forma análoga ao que feito nas Seções 3.1 e 3.2.

Lembre-se de que o teste para verificar se existe diferença entre as médias das linhas ou

entre as médias das colunas nem sempre é de interesse do pesquisador. Já, o teste para verificar

se existe diferença entre as médias dos tratamentos é o que permite inferir conclusões mais

gerais sobre o experimento. As hipóteses a serem testadas para ambos os casos são respectiva-

mente:

H0 : ζ1 = ζ2 = . . .= ζt

Ha : ζζζ não é um vetor constante.

H0 : η1 = η2 = . . .= ηt

Ha : ηηη não é um vetor constante.

H0 : τ1 = τ2 = . . .= τt

Ha : τττ não é um vetor constante.

Para ambos os testes, proceda da mesma maneira ao que foi feito nas Seções 3.1 e 3.2.

Compare cada vetor de projeção das fontes de variação com o vetor de resíduos. Para tanto,

compare os quadrados médios pelas razões de variação e decida por não rejeitar ou rejeitar H0

para cada teste acima.
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Nesse momento, é necessário enfatizar algo que talvez o leitor não tenha notado. Os

testes de hipóteses verificam a quais subespaços do modelo completo pertencem os vetores

de médias. Sendo o modelo completo aquele que foi decomposto em soma direta e que não

contém o subespaço residual. Desse modo, o teste é feito do menor subespaço para o maior.

Como vimos, primeiramente testamos se o vetor de médias é um vetor constante, caso não seja,

prosseguimos testando se o vetor de médias pertence a um subespaço maior.

Por exemplo, ao aceitar que τττ é um vetor constante, assumimos que τττ ∈ V0. Caso

contrário, ao rejeitar que τττ é um vetor constante, assumimos que τττ ∈VT =V0⊕WT .

No caso do delineamento em linhas e colunas, o modelo completo é VT +VL +VC, as

hipóteses são testadas para cada um dos subespaços dessa soma.

Exemplo prático

Para encerrar esta seção, é apresentado um exemplo de um experimento que deve ser

conduzido no delineamento em linhas e colunas. Esse exemplo foi retirado de Bailey (2008).

Um experimento deseja comparar quatro tipos de vinhos. Os vinhos são provados e

avaliados por oito juízes. Os juízes devem ser considerados como blocos, pois diferentes juízes

podem dar notas discrepantes. Ao planejar o experimento, é necessário especificar a ordem de

prova para cada juiz. Desse modo, a ordem das provas também deve ser considerada como

blocos, isso porque, na quarta prova os juízes podem estar embriagados e, portanto dar boas

notas aos vinhos ou, pelo contrário, estar fadigados, sensorialmente, e dar notas ruins.

Nesse exemplo, é necessário o uso de bloqueio duplo, onde a ordem das provas é consi-

derada como linhas e o juizes como colunas. Temos, então, um experimento em linhas e colunas

4×8 = 32, com quatro tratamentos que são os vinhos A, B, C e D. A aleatorização dos vinhos

às parcelas é feita como foi apresentado para o delineamento em linhas e colunas, para o caso

geral. Veja a Tabela 3.10 e perceba que cada vinho é repetido duas vezes em cada linha e uma

vez em cada coluna.

3.4 Experimento fatorial

No experimento fatorial os tratamentos consistem de todas as combinações dos níveis de

dois ou mais fatores de tratamento2. Será apresentado, nesta seção, o caso em que os tratamen-

2 Os conceitos formais de níveis e fatores serão vistos no Capítulo 6.
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Tabela 3.10 – Exemplo avaliação de vinhos.

J u í z e s
Provas 1 2 3 4 5 6 7 8

1 C D C A B B A D
2 A B A C D D C B
3 D A B D C C B A
4 B C D B A A D C

Fonte: Bailey (2008).

tos são combinações dos níveis de apenas dois fatores. Os procedimentos apresentados podem

ser estendidos a três ou mais fatores de tratamento.

Segundo Pimentel-Gomes e Garcia (2002), experimentos fatoriais geralmente são mais

eficientes do que experimentos sem combinações de níveis fatores e permitem tirar conclusões

mais gerais. Entretanto, para os autores, a principal deficiência desse tipo de experimento é que

o número de tratamentos aumenta rapidamente.

Experimentos fatoriais podem ser conduzidos nos três tipos de delineamentos apresen-

tados neste trabalho, os quais são: inteiramente ao acaso, em blocos e em linhas e colunas. Por

simplicidade, nesta seção o experimento fatorial é apresentado no delineamento inteiramente

casualizado.

Suponha que os tratamentos sejam todas as combinações dos níveis de dois fatores F e

G. Denote por nF e nG a quantidade de níveis de F e G respectivamente. Portanto, o número

total de tratamentos no experimento fatorial é dado por nF ×nG. Veja a seguir os fatores F e G:

F = {1,2, . . . ,nF}

G = {1,2, . . . ,nG}.

Notação: Escreva T = F ∧G se os tratamentos são todas as combinações dos níveis dos fatores

F e G.

Agora, a quantidade de parcelas do espaço de respostas V é dada por nF × nG× r, em

que r é o número de repetições dos tratamentos. Novamente é possível definir os subespaços de

V de forma análoga ao que foi feito nas Seções 3.1, 3.2 e 3.3.

O subespaço VT

O subespaço VT , que é o subespaço de tratamento, consiste naqueles vetores em V que

são constantes em cada tratamento. Lembre-se de que agora os tratamentos são todas as com-

binações dos níveis de F e G. Então dim(VT ) = dim(VF∧G) = nF ×nG = t .
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Obtida a base {uuu1, . . . ,uuut} para VT , a projeção de YYY em VT é dada por:

PVT YYY =

(
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 + . . .+

(
YYY ·uuut

uuut ·uuut

)
uuut

=
t

∑
i=1

(
YYY ·uuui

uuui ·uuui

)
uuui

=
t

∑
i=1

(
SOMAT=i

ri

)
uuui

=
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui

= vetor de médias dos tratamentos.

Para se obter a análise de variância para o experimento fatorial, é preciso decompor o

modelo completo onde as hipóteses serão testadas. Como já mencionado, o modelo completo

são todas as decomposições em soma direta que não contêm o subespaço residual. Nesse caso,

o delineamento é inteiramente casualizado, de modo que o modelo completo é VT . Sendo assim,

é necessário decompor esse subespaço. A decomposição de VT leva à decomposição do vetor de

média dos tratamentos, e consequentemente à decomposição da soma de quadrados. Entretanto,

agora a decomposição de VT tem certa peculiaridade e será mostrada a seguir.

Os subespaços VF e VG

O subespaço VF , que é o subespaço dos níveis de F , consiste naqueles vetores em V que

são constantes em cada nível de F . Então, dim(VF) = nF .

O subespaço VG, que é o subespaço dos níveis de G, consiste naqueles vetores em V que

são constantes em cada nível de G. Então, dim(VG) = nG.

Exemplo

Suponha um experimento fatorial 2×3 em que os tratamentos são todas as combinações

dos níveis dos fatores F = {1,2} e G = {a,b,c}. Note que nesse exemplo nF = 2, nG = 3 e T=

{1a,1b,1c,2a,2b,2c}. Suponha que o número de repetições é igual para os seis tratamentos,

r = 2. Logo, N = 2× 3× 2 = 12. Na Tabela 3.11, mostra-se o conjunto de parcelas Ω, o

conjunto de tratamento T, os vetores uuu1a, uuu1b, uuu1c, uuu2a, uuu2b e uuu2c da base para VT , os vetores vvv1

e vvv2 da base para VF e os vetores vvva, vvvb e vvvc da base para VG.

Note que cada tratamento ocorre em r parcelas. Note também que cada nível de F ocorre

em nGr parcelas, isso, porque vvv j · vvv j = nGr, sendo vvv j um vetor da base de VF . Analogamente,
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Tabela 3.11 – Vetores no experimento fatorial.

Ω T uuu1a uuu1b uuu1c uuu2a uuu2b uuu2c vvv1 vvv2 vvva vvvb vvvc

1 1a 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
2 1c 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
3 2b 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
4 1a 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
5 1b 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
6 2b 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
7 2c 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
8 2c 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
9 2a 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
10 2a 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
11 1c 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
12 1b 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0

Fonte: Da autora (2019).

cada nível de G ocorre em nFr parcelas, isso porque vvvk ·vvvk = nFr, sendo vvvk um vetor da base de

VG.

A partir das bases de VF e VG é possível obter as projeções de YYY nesses subespaços.

Seja {vvv1, . . . ,vvvnF} uma base para VF , então a projeção de YYY em VF é dada por:

PVFYYY =

(
YYY · vvv1

vvv1 · vvv1

)
vvv1 + . . .+

(
YYY · vvvnF

vvvnF · vvvnF

)
vvvnF

=
nF

∑
j=1

(
YYY · vvv j

vvv j · vvv j

)
vvv j

=
nF

∑
j=1

(
SOMAF= j

nGr

)
vvv j

=
nF

∑
j=1

(
MÉDIAF= j

)
vvv j

= vetor de médias dos níveis de F.
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Seja {vvv1, . . . ,vvvnG} uma base para VG, então a projeção de YYY em VG é dada por:

PVGYYY =

(
YYY · vvv1

vvv1 · vvv1

)
vvv1 + . . .+

(
YYY · vvvnG

vvvnG · vvvnG

)
vvvnG

=
nG

∑
k=1

(
YYY · vvvk

vvvk · vvvk

)
vvvk

=
nG

∑
k=1

(
SOMAG=k

nFr

)
vvvk

=
nG

∑
k=1

(
MÉDIAG=k

)
vvvk

= vetor de médias dos níveis de G.

Os subespaços WF e WG

O subespaço WF , que é o subespaço de efeito dos níveis de F , é dado pelo conjunto de

vetores:

WF =VF ∩V⊥0 = {vvv ∈VF : vvv é ortogonal a V0}.

De modo que subespaço WF é constituído pelos vetores em VF que são perpendiculares

a V0. Assim VF é decomposto em:

VF =V0⊕WF .

A dimensão de WF pode ser obtida por diferença:

dim(WF) =dim(VF)−dim(V0)

=nF −1.

O subespaço WG, que é o subespaço de efeito dos níveis de G, é dado pelo conjunto de

vetores:

WG =VG∩V⊥0 = {vvv ∈VG : vvv é ortogonal a V0}.
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De modo que o subespaço WG é constituído pelos vetores em VG que são perpendiculares

a V0. Assim VG é decomposto em:

VG =V0⊕WG.

A dimensão de WG pode ser obtida por diferença:

dim(WG) =dim(VG)−dim(V0)

=nG−1.

As decomposições de VF e VG em soma direta levam à decomposição dos vetores em YYY

em WF e WG, respectivamente. Lembrando que PV0YYY = Ȳ uuu0, as projeções são:

PWFYYY = PVFYYY −PV0YYY

=
nF

∑
j=1

(
MÉDIAF= j

)
vvv j− Ȳ uuu0

= vetor de médias dos níveis de F− vetor de média geral

= vetor de efeitos dos níveis de F ,

PWGYYY = PVGYYY −PV0YYY

=
nG

∑
k=1

(
MÉDIAG=k

)
vvvk− Ȳ uuu0

= vetor de médias dos níveis de G− vetor de média geral

= vetor de efeitos dos níveis de G .

O subespaço WF∧G

O subespaço WF∧G é o subespaço de efeito da interação F por G. Com ele é possível

verificar se existe difererença entre as médias das combinações dos níveis de F e G. Antes de

se definir o subespaço WF∧G assuma a condição do teorema que segue.

Teorema 3.4.1. Se todas as combinações de níveis dos fatores (ou seja, todos os tratamentos)

F e G ocorrem no mesmo número de parcelas, então os subespaços WF e WG são ortogonais.
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A demonstração desse teorema é análoga a do Teorema 3.2.1 e encontra-se em Bailey

(2008). De posse do Teorema 3.4.1 é possível definir o subespaço:

VF +VG =(V0⊕WF)+(V0⊕WG)

=V0⊕WF ⊕WG.

Observe que VF +VG ⊂VT , então defina WF∧G da seguinte maneira:

WF∧G =VT ∩ (VF +VG)
⊥ = {vvv ∈VT : vvv é ortogonal a VF +VG}.

De modo que WF∧G é constituído pelos vetores em VT que são perpendiculares a VF +VG.

Portanto, VT é decomposto em:

VT = (VF +VG)⊕WF∧G

=V0⊕WF ⊕WG⊕WF∧G.

A decomposição de VT leva à decomposição de sua dimensão e também à decomposição

do vetor PVT YYY , que é o vetor de média dos tratamentos. Na Tabela 3.12 mostram-se as decom-

posições de VT para o modelo completo.

Tabela 3.12 – Decomposição de VT para experimento fatorial.

Subespaços VT = V0 ⊕ WF ⊕ WG ⊕ WF∧G

Dimensão t = 1 + (nF −1) + (nG−1) + (nF −1)(nG−1)
Vetor PVT YYY = PV0YYY + PWFYYY + PWGYYY + PWF∧GYYY

Fonte: Bailey (2008).

Então, a dimensão de WF∧G é obtida por diferença:

dim(WF∧G) = dim(VT )−dim(V0)−dim(WF)−dim(WG)

= t−1− (nF −1)− (nG−1)

= (nF −1)(nG−1).
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A projeção de YYY em WF∧G também é obtida por diferença:

PWF∧GYYY =PVT YYY −PV0YYY −PWFYYY −PWGYYY

=
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui− Ȳ uuu0−

(
nF

∑
j=1

(
MÉDIAF= j

)
vvv j− Ȳ uuu0

)

−

(
nG

∑
k=1

(
MÉDIAG=k

)
vvvk− Ȳ uuu0

)

=
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui−

nF

∑
j=1

(
MÉDIAF= j

)
vvv j−

nG

∑
k=1

(
MÉDIAG=k

)
vvvk + Ȳ uuu0

= vetor de médias dos tratamentos − vetor de médias dos níveis de F

− vetor de médias dos níveis de G + vetor de média geral

= vetor de efeitos da interação F e G .

A Figura 3.15 pode ajudar a visualizar VF +VG e WF∧G como subespaços de VT .

Figura 3.15 – Subespaço VT para o experimento fatorial.

Fonte: Da autora (2019).

O subespaço WE

Os subespaços definidos para testar hipóteses são subespaços de VT . Como aponta Bai-

ley (2008), esses subespaços estão contidos em um modelo máximo VT , que é utilizado para

testar hipóteses sobre modelos e define o resíduo, de modo que, nada em VT seja residual.
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Dessa forma, é possível definir o subespaço WE , também chamado de subespaço de

resíduo para o experimento fatorial, que consiste no conjunto de vetores:

WE = {vvv ∈V : vvv é ortogonal a www para todo www ∈VT}=V⊥T .

Note que WE é o complemento ortogonal de VT . Desse modo, temos uma decomposição

de espaço de resposta V em soma direta de:

V =VT ⊕WE .

A decomposição de V leva à decomposição de sua dimensão e também à decomposição

do vetor YYY .

Então, é possível obter a dimensão de WE por diferença, ou seja:

dim(WE) =dim(V )−dim(VT )

=N− t.

A projeção de YYY em WE também é obtida por diferença, ou seja:

PWEYYY =YYY −PVT YYY

=YYY −
t

∑
i=1

(
MÉDIAT=i

)
uuui

= vetor de dados− vetor de médias dos tratamentos .

Para se obter as somas de quadrados e os quadrados médios para os subespaços das

fontes de variação, use as quantidades associadas aos subespaçoes V , apresentados na Tabela

3.13.

Tabela 3.13 – Quantidades associadas aos subespaçaos V .

Subespaços V0 VF VG VT

Dimensão 1 nF nG t
Vetor PV0YYY PVFYYY PVGYYY PVT YYY

‖Vetor‖2 (SOMAY )
2

N ∑
nF
j=1

(SOMAF= j)
2

nGr ∑
nG
k=1

(SOMAG=k)
2

nF r ∑
t
i=1

(SOMAT=i)
2

ri

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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Os subespaços das fontes de variação são: V0, WF , WG, WF∧G e WE . Para se obter as

somas de quadrados e os quadrados médios associados a esses subespaços, basta subtrair as

quantidades de somas de quadrados e os quadrados médios corretamente.

A soma de quadrados para V0, ou soma de quadrados para a média, é dada por:

‖PV0YYY‖
2 =

(SOMAY )
2

N
.

O quadrado médio para V0 é dado por:

QM(V0) =
‖PV0YYY‖2

dim(V0)
=
‖PV0YYY‖2

1
.

A soma de quadrados para WF , ou soma de quadrados dos efeitos dos níveis de F , é

dada por:

‖PWFYYY‖2 =‖PVFYYY‖2−‖PV0YYY‖
2

=
nF

∑
j=1

(SOMAF= j)
2

nGr
− (SOMAY )

2

N
.

O quadrado médio para WF é dado por:

QM(WF) =
‖PWFYYY‖2

dim(WF)
=
‖PWFYYY‖2

nF −1
.

A soma de quadrados para WG, ou soma de quadrados dos efeitos dos níveis de G, é

dada por:

‖PWGYYY‖2 =‖PVGYYY‖2−‖PV0YYY‖
2

=
nG

∑
k=1

(SOMAG=k)
2

nFr
− (SOMAY )

2

N
.

O quadrado médio para WG é dado por:

QM(WG) =
‖PWGYYY‖2

dim(WG)
=
‖PWGYYY‖2

nG−1
.

Nota-se que a soma de quadrados para VT , ou soma de quadrados das médias dos trata-

mentos, é decomposta em média geral, efeitos dos níveis de F , efeitos dos níveis de G e efeitos
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da interação F e G. A soma de quadrados para WF∧G, ou soma de quadrados dos efeitos da

interação, pode ser obtida por diferença como segue:

‖PWF∧GYYY‖2 =‖PVT YYY‖2−‖PV0YYY‖
2−‖PWFYYY‖2−‖PWGYYY‖2

=
t

∑
i=1

(SOMAT=i)
2

ri
− (SOMAY )

2

N
−

(
nF

∑
j=1

(SOMAF= j)
2

nGr
− (SOMAY )

2

N

)

−

(
nG

∑
k=1

(SOMAG=k)
2

nFr
− (SOMAY )

2

N

)

=
t

∑
i=1

(SOMAT=i)
2

ri
−

nF

∑
j=1

(SOMAF= j)
2

nGr

−
nG

∑
k=1

(SOMAG=k)
2

nFr
+

(SOMAY )
2

N
.

O quadrado médio para WF∧G é dado por:

QM(WF∧G) =
‖PWF∧GYYY‖2

dim(WF∧G)
=

‖PWF∧GYYY‖2

(nF −1)(nG−1)
.

Para a última fonte de variação, que é o resíduo, como V =VT ⊕WE , tem-se que a soma

de quadradados para WE é obtida por diferença:

‖PWEYYY‖2 =‖YYY‖2−‖PVT YYY‖2

=‖YYY‖2−
t

∑
i=1

(SOMAT=i)
2

ri
,

sendo o quadrado médio para WE é dado por:

QM(WE) =
‖PWEYYY‖2

dim(WE)
=
‖PWEYYY‖2

N− t
.

Agora, é possível se obter a análise de variância para o experimento fatorial como se

mostra na Tabela 3.14. De acordo com Bailey (2008), quando os tratamentos são todas as

combinações dos níveis dos fatores F e G, a linha para os tratamentos é substituída por efeitos

dos níveis de F e G e efeitos da interação, de acordo com a decomposição de VT .

Novamente, assuma que YYY ∼ N(τττ,σ2III) onde τττ ∈ VT , de modo que o modelo aditivo

para soma de vetores é correto e que qualquer variação no experimento é devida ao erro. Em
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Tabela 3.14 – Tabela de análise de variância para experimento fatorial.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0) QM(V0)/QM(WE)
Níveis de F WF nF −1 ‖PWFYYY‖2 QM(WF) QM(WF)/QM(WE)
Níveis de G WG nG−1 ‖PWGYYY‖2 QM(WG) QM(WG)/QM(WE)
Interação F por G WF∧G (nF −1)(nG−1) ‖PWF∧GYYY‖2 QM(WF∧G) QM(WF∧G)/QM(WE)
Resíduo WE N− t ‖PWEYYY‖2 QM(WE)

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

termos vetoriais temos:

YYY = τττ + εεε,

em que E(YYY ) = τττ ∈VT , E(εεε) = 000 e cov(YYY ) = σ2III.

Para o experimento fatorial, os possíveis modelos para valor esperado do vetor de respotas

são:

• E(YYY ) = τττT ∈VT , modelo de tratamento completo;

• E(YYY ) = τττF+G ∈VF +VG, modelo aditivo em F e G;

• E(YYY ) = τττF ∈VF , modelo em F apenas;

• E(YYY ) = τττG ∈VG, modelo em G apenas;

• E(YYY ) = τττ0 ∈V0, modelo constante.

Se E(YYY ) ∈ VF +VG, a interação F por G é nula, porque o subespaço da interação é

WF∧G = VT ∩ (VF +VG)
⊥. O que significa que os níveis de F e G são independentes. Sendo

assim, é possível testar os efeitos dos tratamentos de F e G separadamente. Para o caso em

que WF e WG são ortogonais e a interação F por G é nula, a equação VF +VG =V0⊕WF ⊕WG

mostra que:

τττ = τττF+G = τττ0 + τττF + τττG.

Se E(YYY ) ∈ VT , a interação F por G é não nula, porque VT = (VF +VG)⊕WF∧G. O que

significa que os níveis de F e G são não independentes. Sendo assim, é necessário testar os
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efeitos das combinações entre os tratamentos de F e G. Para caso que WF e WG são ortogonais

e a interação F por G é não nula, a equação VT =V0⊕WF ⊕WG⊕WF∧G mostra que:

τττ = τττT = τττ0 + τττF + τττG + τττF∧G

e, então, a interação F por G é dada por:

τττF∧G = τττT − τττ0− τττF − τττG.

De acordo com Bailey (2008), τττF∧G é uma medida de saída do ajuste do submodelo

VF +VG para o modelo completo VT .

O teste de hipótese

Para realizar o teste de hipótese, é necessário verificar a qual subespaço pertence o vetor

de médias do experimento. Para tanto, obtenha as hipóteses e compare os quadrados médios

pelas razões de variação.

Como os testes são feitos do menor subespaço para o maior. Primeiramente, teste se

existe efeito de interação F por G pelas hipóteses:

H0 : interação nula

Ha : interação não nula.

Se a hipótese nula é verdadeira, então τττ ∈VF +VG e, portanto, τττ = τττF+G. Se a hipótese

nula é falsa, então τττ ∈VT e portanto τττ = τττT . Sob H0 verdadeira a nuvem de pontos é centrada

em τττF+G que pertence ao subespaço VF +VG, como se mostra na Figura 3.16.

Para realizar o teste, compare o vetor PWF∧GYYY com o vetor de resíduos PWEYYY (Figura

3.16). Para tanto, use a razão de variâncias QM(WF∧G)/QM(WE). Se esse valor for menor que

um, não se rejeita H0 e pode-se concluir que a interação é nula, logo, os efeitos dos níveis de F

e G são independentes. Se esse valor for maior que um, rejeita-se H0 e pode-se concluir que a

interação é não nula, logo, os efeitos dos níveis de F e G são dependentes.

Para o caso em que a interação é nula, é necessário testar os efeitos dos níveis de F e G,

separadamente, pelas hipóteses que seguem.

Para testar os efeitos dos níveis de F use as hipóteses:

H0 : τττF1 = τττF2 = . . .= τττFnF

Ha : τττF não é um vetor constante.
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Figura 3.16 – Teste de hipótese para o experimento fatorial.

Fonte: Da autora (2019).

Se QM(WF)/QM(WE) for menor que um, não rejeite H0 e conclua que τττF é um vetor

constante, logo, não existe diferença entre as médias dos níveis de F .

Para testar os efeitos dos níveis de G use as hipóteses:

H0 : τττG1 = τττG2 = . . .= τττGnG

Ha : τττG não é um vetor constante.

Se QM(WG)/QM(WE) for menor que um, não rejeite H0 e conclua que τττG é um vetor

constante, logo, não existe diferença entre as médias dos níveis de G.

Na análise usual, o efeito de interação é estudado, plotando-se as médias das respostas

do experimento em um gráfico. O exemplo, a seguir, mostra como proceder.

Exemplo para análise no experimento fatorial

Para realizar a análise, é possível plotar as médias das respostas para cada nível do fator

F e manter fixos os níveis do fator G. Nesse caso, obtêm-se curvas para diferentes níveis de

G. Se as curvas são paralelas, então, a interação é nula. Se as curvas não são paralelas, ou até

mesmo, se cruzam, a interação é não nula (ADÃO, 2011).

Da mesma forma, é possível plotar as médias das respostas para cada nível do fator G e

manter fixo os níveis do fator F. Nesse caso, obtêm-se curvas para diferentes níveis de F.

Caso haja um fator de tratamento com níveis qualitativos e outro com níveis quantita-

tivos, plote as médias dos níveis qualitativos e mantenha fixos os níveis quantitativos.
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O exemplo, a seguir, retirado de Bailey (2008), pode esclarecer como a análise é reali-

zada.

Em um experimento os tratamentos consistem de cinco variedades de ervilha combi-

nadas com três métodos de cultivo. Desse modo, o conjunto das variedades é F = {A,B,C,D,E},

e o conjunto dos métodos é G = {1,2,3}. Para realizar a análise, os rendimentos médios, em

toneladas por hectare, são mostrados na Figura 3.17. Nesse caso, foram plotadas as médias para

os métodos mantendo fixas as variedades.

Figura 3.17 – Interação entre variedades e métodos de cultivo.

Fonte: Bailey (2008).

Na Figura 3.17, mostra-se que existe interação, uma vez que, as curvas para diferentes

variedades de ervilha não são paralelas e se cruzam. Note que o método de cultivo 1 é melhor

para as variedades C e D e pior para A, B e E. Já o método de cultivo 2 é melhor para as

variedades A, B e E e pior para C e D. Enquanto o método de cultivo 3 é intermediário para

todas as variedades.

Conduzui-se, este experimento, com o objetivo de mostrar qual rendimento médio de

produção é melhor em cada método, considerando todas as variedades. O agricultor com sua

experiência, de posse desses resultados, provavelmente deve saber qual combinação é a mais

vantajosa para ser utilizada em campo.

3.5 Princípios de modelos de esperança

O subespaço onde se assume pertencer o valor esperado de um vetor de variáveis aleatórias

é chamado de modelo de esperença. Como visto em capítulos anteriores, o valor esperado do
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vetor aleatório YYY pode pertencer a vários subespaços. Entretanto, até o presente momento, não

se definiu como uma coleção de subespaços de V pode ser utilizada para testar hipóteses.

Como aponta Bailey (2008), o teste de hipótese é feito para selecionar qual o menor

modelo suportado pelos dados e, em seguida, estimar os parâmetros desse modelo. De modo

que uma coleção de subespaços de V não pode ser arbitrária e deve satisfazer a alguns princípios.

Esses princípios são apresentados a seguir, conforme constam em Bailey (2008).

Princípio 3.5.1. Princípio da Intersecção: Se V1 e V2 são ambos modelos de esperança então

V1∩V2 também deve ser um modelo de esperança.

Nota-se que, ao definir V1 ∩V2 como modelo de esperança, não é necessário escolher

entre V1 ou V2, caso o valor estimado pertença a V1 ∩V2. De modo que, se YYY está em V1 ∩V2

então o modelo ajustado deve ser V1 e também V2.

Princípio 3.5.2. Princípio da Soma: Se V1 e V2 são ambos modelos de esperança então V1+V2

também deve ser um modelo de esperança.

A soma de subespaços é uma característica de todos os modelos lineares para permitir

a soma de vetores. Novamente, ao definir V1 +V2 como modelo de esperança, não é necessário

escolher entre V1 ou V2, caso o valor estimado pertença a V1 +V2.

Todos os modelos de esperança estão contidos em um único modelo máximo. Esse

modelo é o ponto de partida para testar hipóteses sobre modelos e define o resíduo. De modo

que, nada no modelo máximo é residual, mesmo quando encaixado em um modelo menor. Nas

Seções 3.1 e 3.4 o modelo máximo é VT , na Seção 3.2 o modelo máximo é VT +VB e na Seção

3.3 o modelo máximo é VT +VL +VC. Portanto, é fundamental que a soma de subespaços seja

um modelo de esperança.

Princípio 3.5.3. Princípio da Ortogonalidade: Se V1 e V2 são ambos modelos de esperança e

se W =V1∩V2 então V1∩W⊥ deve ser ortogonal a V2∩W⊥.

Dados os modelos de esperança V1 e V2 e os subespaços W =V1∩V2, V1∩W⊥ e V2∩W⊥,

temos que:

V1 =W +V1∩W⊥ e

V2 =W +V2∩W⊥.

Logo, V1 +V2 =W +V1∩W⊥+V2∩W⊥.



85

Figura 3.18 – Subespaços para o princípio da ortogonalidade.

Fonte: Da autora (2019).

Suponha que a hipótese de que E(YYY ) ∈ V1 +V2 é verdadeira. Desse modo, pode-se

verificar, se é possível reduzir o modelo de esperança para V1. Para tanto, examine o tamanho

do vetor PV1+V2YYY −PV1YYY .

Como

dim(V1 +V2)−dim(V1) =(dim(V1)+dim(V2)−dim(V1∩V2))−dim(V1)

=dim(V2)−dim(W )

=dim(V2∩W⊥),

temos que PV1+V2YYY −PV1YYY é igual a PV2∩W⊥YYY , se V1∩W⊥ é ortogonal a V2∩W⊥. Para examinar

o tamanho do vetor PV1+V2YYY −PV1YYY , compare o quadrado médio

‖PV1+V2YYY −PV1YYY‖2

dim(V1 +V2)−dim(V1)
=

‖PV2∩W⊥YYY‖2

dim(V2)−dim(W )
,

com o quadrado médio residual. Se esse valor for menor que um, a hipótese que E(YYY ) ∈ V1 é

verdadeira. Então, pode-se prosseguir e testar se é possível reduzir o modelo para W =V1∩V2.

Da mesma forma, examine o tamanho do vetor PV1YYY −PWYYY .

Como

dim(V1)−dim(W ) = dim(V1∩W⊥),
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temos que PV1YYY −PWYYY é igual a PV1∩W⊥YYY , se V1∩W⊥ é ortogonal a V2∩W⊥. Para examinar o

tamanho do vetor PV1YYY −PWYYY , compare o quadrado médio

‖PV1YYY −PWYYY‖2

dim(V1)−dim(W )
=

‖PV1∩W⊥YYY‖2

dim(V1)−dim(W )
,

com o quadrado médio residual. Se esse valor for menor que um, a hipótese que E(YYY ) ∈W é

verdadeira. Como W é o menor modelo suportado pelos dados os testes podem ser encerrados.

Note que o teste para reduzir o modelo de V1+V2 a V1 é o mesmo para reduzir o modelo

de V1 +V2 a V2 e, posteriormente, a W , de modo que, existem dois caminhos para W conforme

pode ser visto na Figura 3.19. Pela ortogonalidade de V1∩W⊥ e V2∩W⊥, ambos os caminhos

estão corretos porque em ambos os casos foi examinado PV1∩W⊥YYY e PV2∩W⊥YYY . Se V1 ∩W⊥ e

V2∩W⊥ não são ortogonais, então alguns valores de YYY fornecem resultados contraditórios e a

inferência fica comprometida (BAILEY, 2008).

Figura 3.19 – Submodelos encaixados de V2 +V2.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

O princípio da ortogonalidade se aplica ao delineamento em blocos casualizados, deline-

amentos em linhas e colunas e experimentos fatoriais. Foi nesses casos, que se definiu a soma

de dois subespaços como modelo de esperança. Para que esses delineamentos satisfaçam o

princípio da ortogonalidade, é necessário garantir a condição do Teorema 3.4.1. Desse modo, o

princípio da ortogonalidade é afetado pelo número de repetições dos tratamentos. Sendo assim,

o princípio da ortogonalidade tem implicações no planejamento do experimento.

Em resumo,

Dada uma coleção de modelos de esperança que satisfaz os três princípios,
testamos os submodelos, iniciando no modelo máximo e trabalhando para mo-
delos menores. Em cada estágio, testamos o próximo submodelo examinando
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a diferença entre as somas de quadrados para o ajuste no modelo atual e para
o ajuste do submodelos dividido pela diferença entre suas dimensões. Esse
quadrado médio é sempre comparado com o quadrado médio residual origi-
nal. Se aceitamos o submodelo, descemos o diagrama até ele e continuamos
a partir dele. Se em algum momento rejeitamos todos os submodelos imedi-
atamente abaixo do modelo atual, decidimos que o atual é o menor suportado
pelos dados. Devido à ortogonalidade, não importa em que ordem testamos os
submodelos quando há uma escolha (BAILEY, 2008, p. 86, tradução nossa).



4 RELAÇÕES ENTRE A GEOMETRIA DOS MODELOS LINEARES E A GEOME-

TRIA DA ANÁLISE DE VARIÂNCIA

Como aponta Bailey (2008), alguns autores usam a notação matricial para expressar

modelos lineares. Essa notação admite uma interpretação geométrica.

Neste capítulo objetivou-se fazer uma comparação entre a abordagem utilizada no pre-

sente trabalho com a abordagem usual empregada em modelos lineares.

4.1 Modelos lineares na presença de efeitos de tratamentos

O modelo para o delineamento inteiramente casualizado, na notação matricial, considera

a matriz de delineamento XXXN×t e o vetor de médias dos tratamentos βββ t×1 definidos por:

XXX =
(

uuu1 uuu2 · · · uuut

)
e βββ =


τ1

τ2

· · ·

τt

 ,

sendo uuu1,uuu2, . . . ,uuut vetores coluna e τ1,τ2, . . . ,τt as médias dos tratamentos. Note que, nesse

caso, a matriz XXX não possui a coluna correspondente ao vetor uuu0.

Matricialmente, o modelo linear é expresso como:

YYY = XXXβββ + εεε,

em que YYY é o vetor de dados, XXX a matriz de delineamento, βββ é o vetor de efeitos de tratamentos

e εεε é o vetor de resíduos.

Assim como em Bailey (2008), vale destacar que βββ não é o mesmo que τττ , definido

na Seção 3.1, isso porque βββ t×1, enquanto τττN×1. De modo que τττ = XXXβββ , ou seja, τττ contêm

coordenadas relativas às repetições dos tratamentos.

Na abordagem geométrica, a teoria dos modelos lineares, se caracteriza por considerar

a matriz de delineamento XXX como uma transformação linear 1 do espaço de parâmetros Rt no

espaço de dados RN . A transformação linear XXX aplicada a um vetor no espaço de parâmetros

resulta em um vetor em imagem XXX . Dessa forma, a imagem de XXX é o modelo linear para as

1 Veja Definição .0.8 do Apêndice deste trabalho.
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médias do vetor aleatório YYY . Assim, o subespaço imagem de XXX contêm todos os vetores que

podem representar o valor esperado de YYY , ou seja, o vetor τττ = XXXβββ .

Uma das soluções para o modelo matricial é obtida pelo método dos mínimos quadrados,

que consiste, simplesmente, em obter um vetor em imagem de XXX o mais próximo possível do

vetor de dados YYY . Isso é obtido pela projeção ortogonal de YYY em imagem de XXX , ou seja, PIm(XXX)YYY .

Desse que, o processo de estimação pode ser descrito como uma regra que atribui a cada vetor

observado YYY um vetor em Im(XXX). A estimativa de mínimos quadrados é, então, obtida pela

pré-imagem de XXX , considerada aqui de posto máximo e, portanto, injetiva (N > p), isto é:

XXX β̂ββ = PIm(XXX)YYY ,

e como XXX é injetiva, existe apenas um vetor β̂ββ em Rt que satisfaz a equação acima. Note que

PIm(XXX)YYY é o vetor de médias ajustadas dos tratamentos ou vetor de dados ajustados ŶYY .

Figura 4.1 – Matriz XXX como transformação linear.

Fonte: Da autora (2019).

Em termos matriciais, a projeção ortogonal é dada por:

PIm(XXX)YYY = XXX(XXXᵀXXX)−1XXXᵀYYY

XXX β̂ββ = XXX(XXXᵀXXX)−1XXXᵀYYY ,

e pela injetividade da XXX temos que:

β̂ββ = (XXXᵀXXX)−1XXXᵀYYY .
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Como XXX não possui a coluna correspondente a uuu0, (XXXᵀXXX)−1 possui inversa simples.

Na análise de variância, para o delineamento interiramente casualizado, assumimos que

os valores observados assumem o modelo

Yi j = τi + εi j,

para i = 1, . . . , t (t número de tratamentos) e j = 1, . . .ri (ri número de repetições do tratamento

i).

As coordenadas do espaço de dados RN são parametrizadas pelas parcelas. Essa parametriza-

ção é considerada como a base para o subespaço de tratamentos VT . As coordenadas de um vetor

uuui da base são:  1, se o tratamento i foi aplicado à parcela ω

0, caso contrário.

De modo que a base para VT é dada por {uuu1,uuu2, . . . ,uuut}.

Definindo o espaço de parâmetros como Rt = {(τ1,τ2, . . . ,τt),τi ∈R} e a base canônica

para esse espaço {eee1,eee2, . . . ,eeet}. Dessa forma, a matriz XXX pode ser definida por XXXeeei = uuui, de

onde vem que a matriz XXX é dada por:

(
uuu1 uuu2 · · · uuut

)
.

Dessa forma, a imagem de XXX é exatamente o subespaço de tratamentos VT .

Observe que XXX tem posto completo e

XXXᵀXXX =


r1 0 · · · 0

0 r2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · rt
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tem inversa. Então, a projeção é simplesmente:

XXX(XXXᵀXXX)−1XXXᵀ =
(

uuu1 uuu2 · · · uuut

)


1/r1 0 · · · 0

0 1/r2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 1/rt




uuuᵀ1

uuuᵀ2

· · ·

uuuᵀt



=
(

uuu1 uuu2 · · · uuut

)


1
r1

uuuᵀ1
1
r2

uuuᵀ2

· · ·
1
rt

uuuᵀt

 .

Portanto,

XXX(XXXᵀXXX)−1XXXᵀYYY =
(

uuu1 uuu2 · · · uuut

)


1
r1

uuuᵀ1
1
r2

uuuᵀ2

· · ·
1
rt

uuuᵀt




Y1

Y2

· · ·

YN



=
(

uuu1 uuu2 · · · uuut

)


1
r1

uuuᵀ1YYY
1
r2

uuuᵀ2YYY

· · ·
1
rt

uuuᵀt YYY



=


1
r1

uuuᵀ1YYY
1
r2

uuuᵀ2YYY

· · ·
1
rt

uuuᵀt YYY

 .

Como 1
ri

uuuᵀi YYY é a estimativa do parâmetro de tratamento τi. Desse modo, o parâmetro de

tratamento τi encontra-se nas coordenadas do vetor τiuuui, de modo que não há necessidade de

explicitar o espaço paramétrico Rt e toda análise de variância é realizada no espaço de dados

RN .

Outro tipo de parametrização
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É comum no delineamento inteiramente casualizado, na notação matricial, se trabalhar

com a matriz de delineamento, da seguinte maneira

XXX =
(

uuu0 uuu1 · · · uuut

)
.

Nesse caso, temos outro tipo de parametrização, de modo que o espaço de parâmetros é Rt+1

e o espaço de dados é RN . Agora XXX não tem mais posto completo e o processo de estimação

demanda inversas generalizadas, isso, porque XXXᵀXXX não tem inversa simples.

Na análise de variância, para essa parametrização, é comum assumir que os valores

observados assumem o modelo:

Yi j = µ +αi + εi j,

em que o parâmetro de tratamento µ significa a média geral do experimento, sob a restrição

∑i αi = 0. Dessa forma, a imagem de XXX corresponde à decomposição de VT em soma direta de

V0⊕WT . E a imagem do eixo relativo ao parâmetro µ é justamente o subespaço V0.

Vale destacar que se compararmos a parametrização anterior com a atual, no modelo

temos que τi = µ +αi.

4.2 Modelos lineares na presença de efeitos de blocos

O modelo para o delineamento em blocos casualizados, na notação matricial, considera

a matriz de delineamento XXXN×(t+b) e o vetor de parâmetros βββ (t+b) definidos por:

XXX =
(

XXX1 | XXX2

)
e βββ =



τ1

· · ·

τt

ζ1

· · ·

ζb


,

sendo XXX1 = (uuu1 . . .uuut), XXX2 = (vvv1 . . .vvvb), τ1, . . . ,τt as médias dos tratamentos e ζ1, . . . ,ζb as

médias dos blocos. De modo que as parcelas são enumeradas pelos tratamentos e pelos blocos.

Note que tanto XXX1 quanto XXX2 não possuem o vetor coluna correspondente a uuu0.
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Matricialmente, o modelo é expresso por:

YYY = XXXβββ + εεε,

em que YYY é o vetor de dados, XXX é a matriz de delineamento, βββ é o vetor de parâmetros e εεε é o

vetor de resíduos.

Note que βββ não é o mesmo que τττ + ζζζ , definido na Seção 3.2, isso porque βββ (t+b)×1

enquanto (τττ +ζζζ )N×1. De modo que τττ +ζζζ = XXXβββ , ou seja, τττ contêm as coordenadas relativas as

repetições dos tratamentos e ζζζ contêm as coordenadas relativas as repetições dos blocos.

Na abordagem geométrica, novamente, XXX é considerada uma transformação linear do

espaço de parâmetros Rt+b no espaço de dados RN . Na matriz XXX temos que XXX1 é uma matriz N×

t, que corresponde ao subespaço de tratamento VT e XXX2 é uma matriz N×b, que corrresponde

ao subespaço de bloco VB.

Note que toda linha de XXX possui dois "1"indicando o tratamento e o bloco. Como a soma

das colunas de XXX1 resulta no vetor uuu0 e o mesmo ocorre para a soma das colunas de XXX2, temos

que VT ∩VB contém o subespaço, uuu0. De modo que XXX não tem posto completo e

XXXᵀXXX =
(

XXXᵀ
1 | XXXᵀ

2

)(
XXX1 | XXX2

)
=

 XXXᵀ
1XXX1 XXXᵀ

1XXX2

XXXᵀ
2XXX1 XXXᵀ

2XXX2

 ,

não possui inversa simples.

Para que XXX = (XXX1|XXX2) seja injetiva é necessário restringir XXX ao subespaço de Rt+b

ortogonal ao subespço gerado por uuu0 (Figura 4.2).

A solução para o modelo matricial, pelo método dos mínimos quadrados, consiste em

obter vetores em Im(XXX1) e Im(XXX2) o mais próximo possível do vetor de dados YYY . Novamente,

isso é obtido pela projeção ortogonal de YYY em Im(XXX1) e Im(XXX2), ou seja, PIm(XXX1)YYY e PIm(XXX2)YYY .

Considerando XXX restrita ao subespaço gerado por uuu0, XXX é injetiva, e a estimativa de mínimos

quadrados é obtida pela pré-imagem de XXX , isto é:

XXX β̂ββ = PIm(XXX)YYY = PIm(XXX1)YYY +PIm(XXX2)YYY .



94

Figura 4.2 – Subespaço Rt+b restrito ao subespaço gerado por uuu0 .

Fonte: Da autora (2019).

Note que PIm(XXX1)YYY é o vetor de médias ajustadas dos tratamentos e PIm(XXX2)YYY é o vetor de

médias ajustadas dos blocos.

Na análise de variância, para o delineamento em blocos casualizados, assumimos que os

valores observados assumem o modelo:

Yi j = τi +ζ j + εi j,

para i = 1, . . . , t (t número de tratamentos) e j = 1, . . . ,b (b número de blocos).

Quando se utilizam blocos, o espaço de parâmetros é dado por Rt+b, de modo que os

efeitos dos blocos são mensurados por um novo conjunto de parâmetros ζ j, j = 1, . . . ,b.



5 ANÁLISE DE VARIÂNCIA NA PRESENÇA DE EFEITOS ALEATÓRIOS

Em análise de variância, para modelos que apenas o resíduo é efeito aleatório, a matriz

de variâncias e covariâncias ΣΣΣ pode assumir diferentes estruturas, além de σ2III. Pois, mesmo

considerando-se que apenas o resíduo é efeito aleatório pode existir correlação entre pares de

parcelas distintas.

Por outro lado, é muito comum considerar modelos que não apenas o resíduo é efeito

aleatório. Esse modelo é mais geral, e considera-se que outros efeitos sejam aleatórios. Para

esse caso, a matriz de variâncias e covariância é dada por uma matriz simétrica ΣΣΣ. Nesse

modelo, as suposições sobre qual subespaço pertence o valor esperado de YYY não são alteradas.

Efeitos aleatórios são aqueles representativos de tratamentos de uma amostra prove-

niente de uma determinada população (BARBIN, 1993). Se de uma população retiramos uma

amostra, as conclusões sobre essa amostra podem ser estendidas à população.

5.1 A métrica de Mahalanobis

Para modelos que não apenas o resíduo é efeito aleatório, a matriz de variâncias e covar-

iâncias não mais é dada por σ2III, mas sim, por uma matriz simética ΣΣΣ. Nesse caso, temos uma

extensão do Teorema 3.1.3.

Teorema 5.1.1. Assuma que E(YYY ) = τττ ∈ VT e cov(YYY ) = ΣΣΣ. Sejam xxx e zzz quaisquer vetores em

VT . Então

i) A variância do estimador xxx ·YYY é xxxᵀΣΣΣxxx;

ii) A covariância de xxx ·YYY e zzz ·YYY é xxxᵀΣΣΣzzz;

iii) Se xxx é um autovetor 1 de ΣΣΣ relativo ao autovalor δ , então a variância de xxx ·YYY é ‖xxx‖2δ ;

iv) Sejam xxx e zzz autovetores de ΣΣΣ correspondentes aos autovalores δ e η , respectivamente.

a) Se δ = η , então cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = (xxx · zzz)η ,

b) Se δ 6= η , então cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = 0 .

Demonstração.

1 Veja Definição .0.9 do Apêndice deste trabalho.
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i) Usando o fato de que para uma variável aleatória Y vale que var(Y ) = E
(
(Y −E(Y ))2)

temos que:

var(xxx ·YYY ) =var(xxxᵀYYY )

=E
(
(xxxᵀYYY −E(xxxᵀYYY ))2)

=E ( (xxxᵀYYY −E(xxxᵀYYY ))(xxxᵀYYY −E(xxxᵀYYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))xxxᵀ(YYY −E(YYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀxxx )

=xxxᵀE((YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀ)xxx.

Como para variáveis aleatórias X e Y , vale que cov(X ,Y ) = E((X −E(X))(Y −E(Y )))

segue que:

var(xxx ·YYY ) =xxxᵀcov(YYY )xxx

=xxxᵀΣΣΣxxx.

ii) Usando o fato mensionado no item anterior que cov(X ,Y ) = E((X −E(X))(Y −E(Y ))),

temos que:

cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) =cov(xxxᵀYYY ,zzzᵀYYY )

=E ( (xxxᵀYYY −E(xxxᵀYYY ))(zzzᵀYYY −E(zzzᵀYYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))zzzᵀ(YYY −E(YYY )) )

=E ( xxxᵀ(YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀzzz )

=xxxᵀE((YYY −E(YYY ))(YYY −E(YYY ))ᵀ)zzz

=xxxᵀcov(YYY )zzz

=xxxᵀΣΣΣzzz.

iii) Pelo item i) temos que:

var(xxx ·YYY ) = xxxᵀΣΣΣxxx = xxxᵀ(δxxx) = (xxxᵀxxx)δ = (xxx · xxx)δ = ‖xxx‖2
δ .
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iv) a) Pelo item ii) temos que:

cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = xxxᵀΣΣΣzzz = xxxᵀ(ηzzz) = (xxxᵀzzz)η = (xxx · zzz)η .

b) Basta mostrar que sendo ΣΣΣ uma matriz simétrica, autovetores xxx e zzz correspondentes

a autovalores distintos são ortogonais entre si. Vejamos:

δ (xxx · zzz) =(δxxx) · zzz = Σxxx · zzz = (Σxxx)ᵀzzz

=(xxxᵀΣ
ᵀ)zzz = (xxxᵀΣ) · zzz = xxxᵀ(Σzzz)

=xxxᵀ(ηzzz) = η(xxxᵀzzz) = η(xxx · zzz).

Logo, (δ −η)(xxx · zzz) = 0, mas como δ 6= η , então xxx · zzz = 0. Portanto,

cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = (xxx · zzz)η = 0.

Como a matriz de variâncias e covariâncias é dada por uma matriz simétrica ΣΣΣ, vimos

no Teorema 5.1.1 que cov(xxx ·YYY ,zzz ·YYY ) = xxxᵀΣΣΣzzz. Em razão desse fato, a métrica usual para vetores

em RN é métrica

� xxx,zzz� = xxxᵀΣΣΣzzz,

que é denominada méttrica de Mahalanobis.

Para o caso em que a matriz de variâncias e covariâncias é dada por σ2III, temos que

ΣΣΣ = σ2III, logo, xxxᵀσ2IIIzzz = (xxx · zzz)σ2. Portanto, a métrica de Mahalanobis se torna a métrica

Euclidiana usual.

Mesmo na presença de efeitos aleatórios, em análise de variância estamos interessados

em realizar um teste. Vimos na Seção 3.1 que os pressupostos da análise de variância são:

aditividade, normalidade, independência e homogeneidade de variâncias.

Na presença de efeitos aleatórios a suposição de independência fica comprometida. Con-

tudo, na presença de covariância, tais experimentos podem se analisados. Isso porque, o teste

de hipótese é realizado considerando autovetores realtivos ao mesmo autovalor, como mostra o

teorema a seguir.
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Teorema 5.1.2. Suponha que YYY tem distribuição normal multivariada, E(YYY )= τττ ∈VT e cov(YYY )=

ΣΣΣ. Então temos o seguinte.

i) Seja W1 um subespaço vetorial d1-dimensional, consistindo de autovetores de ΣΣΣ relativos

ao autovalor δ , sendo W1 ortogonal a VT . Então ‖PW1YYY‖2/δ tem distrbuição χ2 com d1

graus de liberdade.

ii) Sejam W1 e W2 subespaços vetoriais com dimensões d1 e d2 respectivamente, ambos

consistindo de autovetores de ΣΣΣ com autovalor δ , sendo W1 e W2 ortogonais entre si.

Então QM(W1)/QM(W2) tem distribuição F com d1 e d2 graus de liberdade.

Demonstração.

i) Seja uuu1,uuu2, . . . ,uuud1 uma base ortonormal para W1. Expressando PW1YYY com relação a essa

base temos:

PW1YYY =

(
YYY ·uuu1

uuu1 ·uuu1

)
uuu1 +

(
YYY ·uuu2

uuu2 ·uuu2

)
uuu2 + . . .+

(
YYY ·uuud1

uuud1 ·uuud1

)
uuud1

= (YYY ·uuu1)uuu1 +(YYY ·uuu2)uuu2 + . . .+(YYY ·uuud1)uuud1

Calculando a esperança de YYY ·uuui e usando o fato que W1 é ortogonal a VT temos:

E(YYY ·uuu1) = E(YYY ) ·uuui = τττ ·uuui = 0.

Calculando a variância de YYY ·uuui temos:

var(YYY ·uuui) = uuuᵀi ΣΣΣuuui = ‖uuui‖2
δ = δ .

Logo, YYY ·uuui são variáveis normais com média 0 e variância δ . Portanto segue que:

‖PW1YYY‖2

δ
=

1
δ

(
(YYY ·uuu1)

2 +(YYY ·uuu2)
2 + . . .+(YYY ·uuud1)

2)
=

1
δ

(
d1

∑
i=1

(YYY ·uuui)
2

)

=
d1

∑
i=1

(
YYY ·uuui√

δ

)2

.
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Como YYY ·uuui√
δ

tem distribuição normal padrão, segue que ∑
d1
i=1

(
YYY ·uuui√

δ

)2
tem distribuição χ2

com d1 graus de liberdade.

ii) Como W1 e W2 são subespaços ortogonais, PW1YYY e PW2YYY são vetores aleatórios indepen-

dentes. Como também PW1YYY e PW2YYY são vetores relativos ao mesmo autovalor δ segue

que:

‖PW1YYY‖2

δ
e
‖PW2YYY‖2

δ

têm distribuição χ2 com d1 e d2 graus de liberdade respectivamente. Logo, segue que

‖PW1YYY‖2/δ

‖PW2YYY‖2/δ
=
‖PW1YYY‖2

‖PW1YYY‖2

tem distribuição F com d1 e d2 graus de liberdade. Portanto,

‖PW1YYY‖2/d1

|PW2YYY |2/d2
=

QM(W1)

QM(W2)

tem de distribuição F .

O teorema anterior descreve o caso em que os autovetores de ΣΣΣ correspondem ao mesmo

autovalor. Nesse caso, a razão de variâncias é sempre entre χ2 independentes. E como os

autovalores são os mesmos essa razão possui distribuição F . Desse modo, as suposições de

independência e homogeneidade de variâncias, sob as condições do teorema, não são afetadas.

Para o caso que os autovetores de ΣΣΣ correspondem a autovetovalores distintos, vimos

no Teorema 5.1.1, item iv), item b) que esses são sempre ortogonais. Assim, se xxx e zzz são

autovetores de ΣΣΣ com autovalores ξ0 e ξ1. Como ΣΣΣ é uma matriz simétrica temos que xxx · zzz =

0, ou seja, autovetores, associados a autovalores distintos, de matrizes simétricas são sempre

ortogonais2. Desse modo, a suposição de indenpendência é válida.

De modo geral, para realizar o tete F , na presença de efeitos aleatórios, consideramos

os autoespaços3 da matriz ΣΣΣ.

2 Esse é um resultado de álgebra linear que encontra-se no Apêndice deste trabalho, Teorema .0.2
3 O conjunto de todos os vetores associados a um mesmo autovalor é denomidado autoespaço corres-

pondente a esse autovalor.
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5.2 Análise de variância na presença de covariância

Nas próximas seções, apresentamos a análise de variâncias na presença de efeitos aleatórios

para os delineamentos apresentados nas Seções 3.1, 3.2 e 3.3.

Para a análise de variância, os subespaços de interesse são: V , V0, VT , WT , VB, WB, VL,

WL, VC, WC, WE , dentre outros. A análise de variância para delineamentos particulares será

possível, se os subespaços de interesse forem ortogonais, na métrica de Mahalanobis, o que

implica não correlação e, na suposição de normalidade, independência.

5.2.1 Efeitos aleatórios no delineamento inteiramente casualizado

Na ausência de efeitos de blocos, na análise de variância é razoável assumir um modelo

onde a covariância YYY para parcelas α e β é dada por:

cov(Yα ,Yβ ) =

 σ2 se α = β

ρσ2 se α 6= β .

Portanto, a matriz de variâncias e covariâncias é dada por:

ΣΣΣ = cov(YYY )

= σ
2III +ρσ

2(JJJ− III)

= σ
2[III +ρ(JJJ− III)]

= σ
2


1 ρ . . . ρ

ρ 1 . . . ρ

. . . . . . . . . . . .

ρ ρ . . . 1

 ,

em que III é a matriz identidade e JJJ é uma matriz N×N de uns.
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Para o delineamento inteiramente casualizado, agora decompomos V em soma direta de

V0 e V⊥0 , e para uuu0 ∈V0 e vvv ∈V⊥0 obtemos:

ΣΣΣuuu0 = σ
2[III +ρ(JJJ− III)]uuu0

= σ
2[IIIuuu0 +ρ(JJJuuu0− IIIuuu0)]

= σ
2[uuu0 +ρ(Nuuu0−uuu0)]

= σ
2[1+ρ(N−1)]uuu0

= σ
2(1+Nρ−ρ)uuu0,

e portanto, uuu0 é autovetor relativo ao autovalor ξ0 = σ2(1+Nρ−ρ).

Agora note que vvv = (v1, . . . ,vN) é tal que vvv · uuu0 = 0, então ∑i vi = 0 e isto implica que

JJJvvv = 000. Assim temos que:

ΣΣΣvvv = σ
2[III +ρ(JJJ− III)]vvv

= σ
2[IIIvvv+ρ(JJJvvv− IIIvvv)]

= σ
2[vvv+ρ(000− vvv)]

= σ
2[1+ρ(0−1)]vvv

= σ
2(1−ρ)vvv,

e portanto, vvv é um autovetor relativo ao autovalor ξ1 = σ2(1−ρ).

Observe que dim(V0) = 1 e dim(V⊥0 ) = N−1, logo, por dimensão foram obtidos todos

os autoespaços de ΣΣΣ.

A análise de variância é feita como antes, porém, agora considerando outovetores re-

lativos aos mesmos autovalores. Como vimos na Seção 3.1, para o delinemenro inteiramente

casualizado V é decomposto em soma direta de V0⊕WT ⊕V⊥T . De modo que o autovalor ξ0

corresponde ao autoespaço V0 e o autovalor ξ1 corresponde aos autoespaços WT e V⊥T . A razão

de variâncias é calculada em termos dos mesmo autovalores, veja Tabela 5.1.

Vale destacar que ξ0 não pode ser estimado, de modo que não é possível verificar se

a média geral do experimento é estatisticamente diferente de zero. Entretanto, o teste para

as médias dos tratamentos pode ser realizado normalmente, pois ξ1 pode ser estimado por

QM(V⊥T ) = ξ̂1.
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Tabela 5.1 – Tabela de análise de variância para delineamento inteiramente casualizado na presença de
efeitos aleatórios.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0)

Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/ξ̂1

Resíduo V⊥T N− t ‖PV⊥T
YYY‖2 QM(V⊥T ) = ξ̂1

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

5.2.2 Efeitos aleatórios no delineamento em blocos casualizados

Outro caso que pode ser analisado é a presença de efeito de blocos no modelo de análise

de variância. No Tópico 3.2 os blocos foram considerados como efeitos fixos, em que a matriz

de variâncias e covariâncias era σ2III. Contudo, é comum considerar um modelo mais geral, em

que os efeitos dos blocos sejam aleatórios. A covariância de YYY para parcelas α e β fica:

cov(Yα ,Yβ ) =


σ2 se α = β

ρ1σ2 se α 6= β mas α e β estão no mesmo bloco

ρ2σ2 se α 6= β mas α e β não estão no mesmo bloco .

A covariância entre respostas de pares de parcelas depende se estão ou não em blocos

distintos. Em geral, se supõe que a covariância entre respostas de parcelas que estão em blocos

distintos é maior do que a covariância entre parcelas que estão no mesmo bloco. Assim, a matriz



103

de variâncias e covariâncias é:

ΣΣΣ = cov(YYY )

= σ
2III +ρ1σ

2(JJJB− III)+ρ2σ
2(JJJ− JJJB)

= σ
2[III +ρ1(JJJB− III)+ρ2(JJJ− JJJB)]

= σ
2



1 ρ1 . . . ρ1 . . . ρ2 ρ2 . . . ρ2

ρ1 1 . . . ρ1 . . . ρ2 ρ2 . . . ρ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ1 ρ1 . . . 1 . . . ρ2 ρ2 . . . ρ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ2 ρ2 . . . ρ2 . . . 1 ρ1 . . . ρ1

ρ2 ρ2 . . . ρ2 . . . ρ1 1 . . . ρ1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ2 ρ2 . . . ρ2 . . . ρ1 ρ1 . . . 1



,

em que III é a matriz identidade, JJJ é uma matriz N×N de uns e JJJB é uma matriz N×N de blocos.

Para exemplificar, seja um experimento com dois blocos, ambos de tamanho k = 3, as

matrizes JJJB e ΣΣΣ são dadas respectivamente por:

JJJB =



1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1


e ΣΣΣ = σ

2



1 ρ1 ρ1 ρ2 ρ2 ρ2

ρ1 1 ρ1 ρ2 ρ2 ρ2

ρ1 ρ1 1 ρ2 ρ2 ρ2

ρ2 ρ2 ρ2 1 ρ1 ρ1

ρ2 ρ2 ρ2 ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ2 ρ2 ρ1 ρ1 1


.

Para o delineamento em blocos, temos que VB = V0⊕WB, desse modo V = VB⊕V⊥B =

V0⊕WB⊕V⊥B . Sejam uuu0, xxx e zzz vetores de V0, WB e V⊥B , respectivamente.
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ΣΣΣuuu0 = σ
2[III +ρ1(JJJB− III)+ρ2(JJJ− JJJB)]uuu0

= σ
2[IIIuuu0 +ρ1(JJJBuuu0− IIIuuu0)+ρ2(JJJuuu0− JJJBuuu0)]

= σ
2[uuu0−ρ1(kuuu0−uuu0)+ρ2(Nuuu0− kuuu0)]

= σ
2[1−ρ1(k−1)+ρ2(N− k)]uuu0,

ΣΣΣxxx = σ
2[III +ρ1(JJJB− III)+ρ2(JJJ− JJJB)]xxx

= σ
2[IIIxxx+ρ1(JJJBxxx− IIIxxx)+ρ2(JJJxxx− JJJBxxx)]

= σ
2[xxx+ρ1(kxxx− xxx)+ρ2(000− kxxx)]

= σ
2[1+ρ1(k−1)+ρ2(0− k)]xxx

= σ
2[1+ρ1(k−1)− kρ2]xxx,

ΣΣΣzzz = σ
2[III +ρ1(JJJB− III)+ρ2(JJJ− JJJB)]zzz

= σ
2[IIIzzz+ρ1(JJJBzzz− IIIzzz)+ρ2(JJJzzz− JJJBzzz)]

= σ
2[zzz+ρ1(000− zzz)+ρ2(000−000)]

= σ
2[1+ρ1(−1)+ρ2(0−0)]zzz

= σ
2(1−ρ1)zzz.

Portanto, ξ0 =σ2[1−ρ1(k−1)+ρ2(N−k)], ξ1 =σ2[1−ρ1(k−1)+kρ2] e ξ2 =σ2(1−

ρ1) são os autovalores correspondentes aos autovetores uuu0, xxx e zzz respectivamente.

Como dim(V0) = 1, dim(WB) = b−1 e dim(V⊥B ) = N−b, por dimensão, estes são todos

os autoespaços de ΣΣΣ. Na Seção 3.2 para o delineamento em blocos vimos que o espaço vetorial

V pode ser decomposto em soma direta de:

V = (VT +VB)⊕ (VT +VB)
⊥

=V0⊕WB⊕WT ⊕ (VT +VB)
⊥

=V0⊕WB⊕WT ⊕WE .
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Assim, o subespaço WT está contido no autoespaço V⊥B e o autovalor ξ2 corresponde aos

subespaços WT e WE . A análise de variância é obtida considerando outovetores correspondentes

aos mesmos autovalores, como mostra a Tabela 5.2. Assim, a razão de variâncias é calculada

em termos dos mesmos autovalores.

Tabela 5.2 – Tabela de análise de variância para delineamento em blocos casualizados na presença de
efeitos aleatórios.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0)

Blocos WB b−1 ‖PWBYYY‖2 QM(WB) = ξ̂1

Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/ξ̂2

Resíduo WE N−b− t +1 ‖PWEYYY‖2 QM(WE) = ξ̂2

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Novamente, ξ0 não pode ser estimado, o que não prejudica o teste de hipótese para

tratamentos, uma vez que este é realizado pela estimativa de ξ2.

Se os blocos produzem efeitos aleatórios a hipótese testada refere-se a variabilidade dos

blocos. Para realizar o teste basta comparar ξ̂1/ξ̂2. Se esse valor é maior que um o teste é

significativo. Logo, existe variabilidade entre os blocos. As conclusões obtidas para este teste

podem estendidas a toda a população, ou seja, há diferença significativa entre os blocos de toda

população.

5.2.3 Efeitos aleatórios no delinemento em linhas e colunas

Como destaca Bailey (2008), também é possível considerar as linhas e as colunas como

efeitos aleatórios. A covariância de YYY para parcelas α e β fica:

cov(Yα ,Yβ ) =



σ2 se α = β

ρ1σ2 se α 6= β mas α e β estão na mesma linha

ρ2σ2 se α 6= β mas α e β estão na mesma coluna

ρ3σ2 caso contrário.
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De modo que, a covariância entre pares de parcelas depende se estão na mesma linha e

também na mesma coluna. A matriz de variâncias e covariâncias é dada por:

ΣΣΣ = cov(YYY )

= σ
2III +ρ1σ

2(JJJL− III)+ρ2σ
2(JJJC− III)+ρ3σ

2(JJJ− JJJL− JJJC + III)

= σ
2[III +ρ1(JJJL− III)+ρ2(JJJC− III)+ρ3(JJJ− JJJL− JJJC + III)]

= σ
2



1 ρ1 . . . ρ1 . . . ρ2 ρ3 . . . ρ3

ρ1 1 . . . ρ1 . . . ρ3 ρ2 . . . ρ3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ1 ρ1 . . . 1 . . . ρ3 ρ3 . . . ρ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ2 ρ3 . . . ρ3 . . . 1 ρ1 . . . ρ1

ρ3 ρ2 . . . ρ3 . . . ρ1 1 . . . ρ1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρ3 ρ3 . . . ρ2 . . . ρ1 ρ1 . . . 1


em que III é a matriz identidade, JJJ é uma matriz N×N de uns, JJJL é uma matriz N×N de linhas

e JJJc é uma matriz N×N de colunas.

Para exemplificar, seja um experimento com três linhas a três colunas, ou seja m= n= 3,

as matrizes JJJL, JJJC e ΣΣΣ são, respectivamente:

JJJL =



1 1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 1



, JJJC =



1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1



,
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ΣΣΣ = σ
2



1 ρ1 ρ1 ρ2 ρ3 ρ3 ρ2 ρ3 ρ3

ρ1 1 ρ1 ρ3 ρ2 ρ3 ρ3 ρ2 ρ3

ρ1 ρ1 1 ρ3 ρ3 ρ2 ρ3 ρ3 ρ2

ρ2 ρ3 ρ3 1 ρ1 ρ1 ρ2 ρ3 ρ3

ρ3 ρ2 ρ3 ρ1 1 ρ1 ρ3 ρ2 ρ3

ρ3 ρ3 ρ2 ρ1 ρ1 1 ρ3 ρ3 ρ2

ρ2 ρ3 ρ3 ρ2 ρ3 ρ3 1 ρ1 ρ1

ρ3 ρ2 ρ3 ρ3 ρ2 ρ3 ρ1 1 ρ1

ρ3 ρ3 ρ2 ρ3 ρ3 ρ2 ρ1 ρ1 1



.

Para o delineamento em linhas e colunas, temos que VL = V0⊕WL e VC = V0⊕WL, de

modo que V = (VL+VC)⊕ (VL+VC)
⊥ =V0⊕WL⊕WC⊕ (VL+VC)

⊥. Sejam uuu0, xxx, yyy e zzz vetores

em V0, WL, WC e (VL +VC)
⊥, respectivamente tem-se:

ΣΣΣuuu0 = σ
2[III +ρ1(JJJL− III)+ρ2(JJJC− III)+ρ3(JJJ− JJJL− JJJC + III)]uuu0

= σ
2[IIIuuu0 +ρ1(JJJLuuu0− IIIuuu0)+ρ2(JJJCuuu0− IIIuuu0)+ρ3(JJJuuu0− JJJLuuu0− JJJCuuu0 + IIIuuu0)]

= σ
2[uuu0 +ρ1(nuuu0−uuu0)+ρ2(muuu0−uuu0)+ρ3(Nuuu0−nuuu0−muuu0 +uuu0)]

= σ
2[1+ρ1(n−1)+ρ2(m−1)+ρ3(N−n−m+1)]uuu0,

ΣΣΣxxx = σ
2[III +ρ1(JJJL− III)+ρ2(JJJC− III)+ρ3(JJJ− JJJL− JJJC + III)]xxx

= σ
2[IIIxxx+ρ1(JJJLxxx− IIIxxx)+ρ2(JJJCxxx− IIIxxx)+ρ3(JJJxxx− JJJLxxx− JJJCxxx+ IIIxxx)]

= σ
2[xxx+ρ1(nxxx− xxx)+ρ2(000− xxx)+ρ3(000−nxxx−000+ xxx)]

= σ
2[1+ρ1(n−1)+ρ2(0−1)+ρ3(0−n−0+1)]xxx

= σ
2[1+ρ1(n−1)−ρ2−ρ3(n−1)]xxx,
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ΣΣΣyyy = σ
2[III +ρ1(JJJL− III)+ρ2(JJJC− III)+ρ3(JJJ− JJJL− JJJC + III)]yyy

= σ
2[IIIyyy+ρ1(JJJLyyy− IIIyyy)+ρ2(JJJCyyy− IIIyyy)+ρ3(JJJyyy− JJJLyyy− JJJCyyy+ IIIyyy)]

= σ
2[yyy+ρ1(000− yyy)+ρ2(myyy− yyy)+ρ3(000−000−myyy+ yyy)]

= σ
2[1+ρ1(0−1)+ρ2(m−1)+ρ3(0−0−m+1)]yyy

= σ
2[1−ρ1 +ρ2(m−1)−ρ3(m−1)]yyy,

ΣΣΣzzz = σ
2[III +ρ1(JJJL− III)+ρ2(JJJC− III)+ρ3(JJJ− JJJL− JJJC + III)]zzz

= σ
2[IIIzzz+ρ1(JJJLzzz− IIIzzz)+ρ2(JJJCzzz− IIIzzz)+ρ3(JJJzzz− JJJLzzz− JJJCzzz+ IIIzzz)]

= σ
2[zzz+ρ1(000− zzz)+ρ2(000− zzz)+ρ3(000−000−000+ zzz)]

= σ
2[1+ρ1(0−1)+ρ2(0−1)+ρ3(0−0−0+1)]zzz

= σ
2(1−ρ1−ρ2 +ρ3)zzz.

Portanto, ξ0 = σ2[1+ρ1(n−1)+ρ2(m−1)+ρ3(N−n−m+1)], ξ1 = σ2[1+ρ1(n−

1)−ρ2−ρ3(n−1)], ξ2 = σ2[1−ρ1 +ρ2(m−1)−ρ3(m−1)] e ξ3 = σ2(1−ρ1−ρ2 +ρ3) são

autovalores correspondentes aos autovetores uuu0, xxx, yyy e zzz, respectivamente.

Novamente, por dimensão, os autoespaços de ΣΣΣ são: V0, WL, WC e (VL+VC)
⊥. Vimos na

Seção 3.3 que para o delineamento em linhas e colunas o espaço vetorial V pode ser decomposto

em uma soma direta dada por:

V = (VT +VL +VC)⊕ (VT +VL +VC)
⊥

=V0⊕WL⊕WC⊕WT (VT +VL +VC)
⊥

=V0⊕WL⊕WC⊕WT ⊕WE .

Assim, o subespaço WT está contido no autoespaço (VL +VC)
⊥ e o autovalor ξ3 corres-

ponde aos subespaços WT e WE . A análise de variância é realizada considerando autovetores

relativos aos mesmos autovalores, como mostra a Tabela 5.3. A razão de variâncias é calculada

em termos dos mesmos autovalores.

Se as linhas e as colunas produzem efeitos aleatórios as hipóteses testadas referem-se

a variabilidade entre as linhas e entre as colunas. Para realizar o teste basta comparar ξ̂1/ξ̂3 e

ξ̂2/ξ̂3. Se esses valores são maiores que um o teste é significativo. Logo, existe variabilidade

entre as linhas e entre as colunas. As conclusões obtidas para este teste podem estendidas a
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Tabela 5.3 – Tabela de análise de variância para delineamento em linhas e colunas na presença de efeitos
aleatórios.

Fontes de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média V0 1 ‖PV0YYY‖2 QM(V0)

Linhas WL m−1 ‖PWLYYY‖2 QM(WL) = ξ̂1

Colunas WC n−1 ‖PWCYYY‖2 QM(WC) = ξ̂2

Tratamentos WT t−1 ‖PWT YYY‖2 QM(WT ) QM(WT )/ξ̂3

Resíduo WE por subtração ‖PWEYYY‖2 QM(WE) = ξ̂3

Total V N ‖YYY‖2

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

toda a população, ou seja, há diferença significativa entre as linhas e entre as colunas de toda

população.

Exemplo de experimento com efeitos aleatórios

Vejamos um exemplo de experimento, em que os efeitos dos blocos são considerados

aleatórios. Esse exemplo foi apresentado de Bailey (2008).

Um experimento foi conduzido para comparar o uso de dois corantes e o não uso de

corante para proteção de metal. Dez cordões de metal foram utilizados. Cada cordão foi divi-

dido em três partes e os três tratamentos foram aplicados (sem corante A, corante B e corante

C). Nesse caso, os cordões podem ser considerados como blocos. Como os cordões de metal

são apenas dez de muitos cordões de uma linha de produção, é mais condizente considerá-los

como efeitos aleatórios. Depois que os corantes foram aplicados, os cordões foram deixados no

tempo por algum período e suas resistências foram medidas. Os dados desse experimento são

mostrados na Tabela 5.4
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Tabela 5.4 – Dados do experimento cordões de metal.

Cordões A B C Total de cordões
1 102,4 108,5 106,8 317,7
2 93,7 92,3 96,7 282,7
3 97,4 93,1 100,6 291,1
4 96,1 106,9 101,9 304,9
5 102,5 92,0 103,3 297,8
6 87,8 95,5 94,9 278,2
7 102,6 108,4 106,5 317,5
8 95,2 94,6 101,2 291,0
9 96,9 103,4 111,4 311,7
10 92,1 98,2 92,9 283,2

Total de tratamentos 966,7 992,9 1016,2 2975,8

Fonte: Bailey (2008).

Dos dados temos que:

Soma de quadrados total = 102,42 +108,52 + . . .+92,92

= 296231,92

Soma de quadrados da média =
2975,82

30

= 295179,52

Soma de quadrados dos tratamentos =
(966,72 +992,92 +1016,22)

10
−295179,52

= 295302,17−295179,52

= 122,65

Soma de quadrados dos cordões =
317,72 +282,72 + . . .+283,22

3
−295179,52

= 295827,42−295179,52

= 647,90

Soma de quadrados dos resíduos = 296231,92−295179,52−122,65−647,90

= 281,85.

Esses dados resultam na Tabela 5.5, que contêm a análise de variância. Como Fc para

tratamentos é 3,92, e Ft para 2 e 18 graus de liberdade é 3,55, temos que que Fc > Ft . Logo,

rejeta-se a hipótese nula de que não existe diferença entre as médias dos tratamentos e conclui-

se que existe efeito de tratamento.
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Tabela 5.5 – Tabela de análise de variância quando os cordões tem efeitos aleatórios.

Fonte de Graus de Somas de Quadrado
variação liberdade quadrados médio Estatística F
Média 1 295179,52 295179,52
Cordões 9 647,90 72,00
Tratamentos 2 122,65 62,32 3,92
Resíduo 18 281,85 15,66
Total 30 2962,32

Fonte: Bailey (2008).

Os resultados da Tabela 5.5 são exatamente os mesmos se considerarmos os cordões

como efeitos fixos, o que muda é a interpretação. A hipótese nula testada é de que não existe

variabilidade entre os cordões. Nesse caso, para realizar o teste, compare a razão de variâncias

72,00/15,66 = 4,60. Como esse valor é maior que um rejeita-se a hipótese nula e conclui-se

que existe variabilidade entre os cordões. Uma vez que os cordões foram considerados com

efeitos aleatórios, essa conclusão pode ser estendida a toda população de cordões, ou seja,

toda linha de produção de cordões. Logo, há diferença significativa entre os cordões de toda

população.



6 FUNDAMENTOS DA TEORIA DOS DIAGRAMAS DE HASSE APLICADOS À ANÁLISE

DE VARIÂNCIA

Nesse capítulo, objetivou-se evidenciar a teoria dos diagramas de Hasse bem como a

matemática utilizada nos delineamentos experimentais. Essa teoria está fortemente alicerçada

na teoria dos conjuntos. Desse modo, é possível formalizar, de maneira bastante abrangente, a

teoria dos delineamentos experimentais.

Bailey (2008) destaca que a utilização dos diagramas de Hasse é pouco difundida no

ensino acadêmico. Mas, uma vez aprendida, os estudantes não mais precisam decorar os graus

de liberdade de experimentos mais complexos.

Como de costume, a formalização matemática bem como as definições e teoremas, deste

capítulo, estão alicerçados em Bailey (2008).

6.1 Fatores, níveis, classes, equivalência e fatores especiais

Considere um conjunto A e uma função f definida em A com contradomínio arbitrário.

Sendo esse contradomínio genérico não é possível, por exemplo, somar ou multiplicar funções.

Nesse caso, o que caracteriza a função f é que ela define uma partição 1 no conjunto A, formada

pelas pré-imagens de f . As propriedades de f ficam totalmente caracterizadas pela partição que

ela determina em A.

Por exemplo, dadas duas funções f e g, tais que, f : A→ B e g : A→C, tem-se, então,

duas partições, Par( f ) e Par(g). A intersecção de qualquer subconjunto da partição f com

qualquer subconjunto da partição g é outra partição.

As construções de funções que definem partições permitem a formalização matemática

da teoria dos delineamentos experimentais. Considere funções com o domínio ou no conjunto

de parcelas Ω ou no conjunto de tratamentos T. Essas funções são denominadas fatores e

denotadas por letras maiúsculas F e G.

Fatores definidos em Ω são denominados fatores de parcela. Fatores definidos em T são

denominados fatores de tratamento. Para qualquer fator F no conjunto Ω, temos que F(ω) é o

nível de F que ocorre na parcela ω . Para qualquer fator G no conjunto T, temos que G(i) é o

nível de G que ocorre no tratamento i.

1 Veja Definição .0.10 do Apêndice deste trabalho.



113

Na Seção 3.4, sobre experimentos fatoriais, nos referimos a fatores e seus níveis, sem

mencionar funções que definem partições. Agora é possível formalizar, matematicamente, esses

conceitos, por meio dessas funções.

Considere o experimento fatorial 2×3 onde os tratamentos são todas as combinações de

{1,2} e {a,b,c}. O conjunto de tratamentos fica, T= {1a,1b,1c,2a,2b,2c}. Seja F o fator que

associa a cada elemento de T um elemento de {1,2} e G o fator que associa a cada elemento de

T um elemmento de {a,b,c} (Figura 6.1). Os fatores de tratamentos F e G definem partições

no conjunto T. Note que F possui dois níveis, 1 e 2, enquanto G possui três níveis, a, b e c.

Figura 6.1 – Fatores de tratamento F e G.

Fonte: Da autora (2019).

Outro conceito fundamental é o de classe de um fator. Seja F um fator de parcela. A

classe de F que contém a parcela β é definida como:

F [[β ]] = {ω ∈Ω : F(ω) = F(β )}.

De modo análogo, seja G um fator de tratamento. A classe de G que contém o tratamento j é

definida como:

G[[ j]] = {i ∈ T : G(i) = G( j)}.

Agora, é possível definir a função de delineamento T , apresentada na Seção 2.2, como

um fator de parcela. Para o exemplo exposto naquela seção, cujo diagrama é apresentado nova-

mente na Figura 6.2, as classes são: T [[α]] = {α,γ} e T [[β ]] = {β ,ω}. De modo que, T [[α]] é

o conjunto de todas as parcelas com o mesmo nível i e T [[β ]] é o conjunto de todas as parcelas

com o mesmo nível j.
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Figura 6.2 – Fator de parcela T .

Fonte: Da autora (2019).

Após especificar o que são fatores e suas classes é possível mencionar a definição de

equivalência.

Definição 6.1.1. Sejam F e G fatores no mesmo conjunto. Se toda classe de F for também uma

classe de G, então, dizemos que F é equivalente a G, e escrevemos F ≡ G.

Se F e G são fatores de parcela, então F ≡ G se, e somente se, F [[ω]] = G[[ω]], para

todo ω ∈ Ω. Se F e G são fatores de tratamento, então F ≡ G se, e somente se, F [[i]] = G[[i]],

para todo i ∈ T.

Outra definição importante, com relação a fatores e suas classes, refere-se ao conceito

de fator mais "fino"ou fator "precedente".

Definição 6.1.2. Sejam F e G fatores no mesmo conjunto. Se toda classe de F estiver contida

em alguma classe de G, mas F 6≡ G, então, F é mais fino que G, ou G é mais grosso que F, e

escreve-se F ≺ G.

Se F ≺ G ou F ≡ G, escreve-se F � G.

Se F e G são fatores de parcela, então F ≺ G significa que F [[ω]] ⊂ G[[ω]] e F � G

significa que F [[ω]] ⊆ G[[ω]], para todo ω ∈ Ω. De modo análgo, se F e G são fatores de

tratamento, então F ≺ G significa que F [[i]]⊂ G[[i]] e F � G significa que F [[i]]⊆ G[[i]], para

todo i ∈ T.

Existem fatores especiais que devem ser mencionados, os quais são apresentados a

seguir.

Fator Igualdade: denomidado E, é definido por E(ω) = ω , para todo ω ∈Ω.

Fator Universal: denomidado U , é definido por U(ω) = 1, para todo ω ∈Ω.
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Fator Uniforme: um fator é dito uniforme se todas as suas classes tiverem o mesmo tamanho.

Note que o fator E possui tantas classes quanto parcelas, já o fator U possui uma única

classe que é o próprio Ω.

Observe que para qualquer fator F vale que, E � F �U .

Seja F um fator qualquer e nF o número de níveis de F . Seja F um fator uniforme e kF

o tamanho das classes de F .

Para os fatores E e U , definidos em Ω, temos que nE = |Ω| e nU = 1. Os fatores E e U

são sempre uniformes, isso porque, kE = 1 e kU = |Ω|.

Se F é um fator em T, então nF × kF = t. Se F é um fator uniforme em Ω, então

nF × kF = N.

No exemplo da Figura 6.1, para o fator de tratamento F , temos que nF × kF = 2×3 =

6 = t. No exemplo da Figura 6.2, para o fator de parcela T , temos que nT ×kT = 2×2 = 4 = N.

Exemplo 6.1

Um exemplo pode deixar os conceitos apresentados anteriormente mais claros. O ex-

emplo apresentado, a seguir, foi adaptado de Bailey (2008).

Um experimento foi conduzido para comparar duas cultivares (Cropper e Melle) combi-

nadas com três quantidades de fertilizantes (0 kg/ha, 80 kg/ha e 160 kg/ha). A área experimental

consistia de dois campos, cada um dividido em 2 faixas, sendo que cada faixa consistia de três

parcelas. As cultivares foram semeadas em faixas inteiras, porque não é praticável semear em

faixas pequenas a não ser à mão. As quantidades diferentes de fertilizantes foram aplicados em

cada parcela, porque podem ser aplicados a áreas menores. Veja o croqui desse experimento na

Figura 6.3.

Figura 6.3 – Croqui do experimento.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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O experimento é constituído por doze parcelas e seis tratamentos. Existem dois cam-

pos, cada campo com duas faixas, logo, campo e f aixa são fatores de parcela. Esse exemplo

trata-se de um experimento fatorial, uma vez que possui diferentes cultivares combinados com

diferentes doses de fertilizante. Logo, cultivares e f ertilizantes são fatores de tratamento.

O fator campo possui dois níveis, ncampo = 2. O fator f aixa possui quatro níveis,

n f aixa = 4. Campo é fator uniforme, porque todas as suas classes possuem seis elementos,

kcampo = 6. Faixa também é fator uniforme, porque todas as suas classes possuem três elemen-

tos, k f aixa = 3. Portanto, ncampo× kcampo = n f aixa× k f aixa = 12 = N.

Da mesma forma, os níves dos fatores cultivar e f ertilizantes são, ncultivar = 2 e

n f ertilizante = 3, respectivamente. Ambos são fatores uniformes, de modo que, kcultivar = 3 e

k f ertilizante = 2. Portanto, ncultivar× kcultivar = n f ertilizante× k f ertilizante = 6 = t.

Por fim, temos que f aixa≺ campo.

6.2 Ínfimo e supremo

As definicões de ínfimo e supremo estão fortemente relacionadas com a teoria dos deli-

neamentos experimentais.

Definição 6.2.1. O ínfimo de dois fatores F e G no mesmo conjunto é o fator F ∧G cujas

classes são as intersecções não vazias das classes de F com todas as classes de G. O fator

F ∧G satisfaz:

i) F ∧G� F e F ∧G� G;

ii) Se H é um fator tal que H � F e H � G, então H � F ∧G.

No Exemplo 6.1, considere os fatores de parcela cultivar e campo. A intersecção de

cada classe de campo com as classes de cultivar resulta no fator f aixa. Portanto, campo∧

cultivar = f aixa.

Considere um experimento fatorial com dois fatores arbitrários F e G definidos em T.

Nesse caso, F ∧G = E, que são todas as combinções dos níveis dos fatores F e G.

Considere, agora, um delineamento em blocos completos, com os fatores bloco e tratamento

definidos em Ω. Nesse caso, bloco∧ tratamento = E, porque cada tratamento ocorre uma vez

em cada bloco o que resulta em todas as parcelas.

Definição 6.2.2. O supremo de dois fatores F e G no mesmo conjunto é o fator F ∨G que

satisfaz:
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i) F � F ∨G e G� F ∨G;

ii) Se H é um fator tal que F � H e G� H, então F ∨G� H.

O supremo de dois fatores F e G está associado à partição que contém partições de F e

G. Como menciona Bailey (2008), descrever a classe de F ∨G que contém ω não é tão simples

como escrever a classe F ∧G.

No Exemplo 6.1, considere o fator de parcela tratamento. Vamos escrever f aixa∨

tratamento. Primeiro enumere as parcelas de 1 a 12. Comece na parcela 1, as parcelas na

mesma faixa são 1, 2 e 3. As parcelas com o mesmo tratamento que a 1 são as parcelas 1 e

12. As parcelas com o mesmo tratamento que a 2 são as parcelas 2 e 11. As parcelas com o

mesmo tratamento que a 3 são as parcelas 3 e 10. As parcelas escritas até o momento foram

{1,2,3,10,11,12}. Note que esse conjunto corresponde a duas faixas inteiras (faixa 1 e faixa 4).

As parcelas dessas faixas possuem a cultivar Cropper. Portanto, f aixa∨ tratamento = cultivar.

Para o experimento fatorial com fatores F e G definidos em T temos que F ∨G = U ,

porque existe apenas uma combinação de um nível de F com um nível de G.

Para o delineamento em blocos completos, sejam os fatores bloco e tratamento definidos

em Ω. As parcelas em uma classe de tratamento contém uma parcela em cada classe de bloco,

de modo que, bloco∨ tratamento pode ter apenas uma classe. Portanto, bloco∨ tratamento =

U .

6.3 Diagramas de Hasse e graus de liberdade

Segundo Bailey (2008) as relações existentes entre fatores podem ser representadas por

diagramas de Hasse. No desenho do diagrama existe um ponto para cada fator.

Sejam os fatores F e G definidos no mesmo conjunto. Se F ≺ G, desenhe o ponto de F

abaixo do ponto de G e junte-os por uma linha. Nesse caso, o fator F possui mais classes que o

fator G.

Se F 6≺G, verifique se existe um ponto F ∧G ou F ∨G. Caso exista F ∧G, desenho seu

ponto abaixo de F e G e junte-os por duas linhas. Caso exista F ∨G, desenho seu ponto acima

de F e G e junte-os por duas linhas.

O fator E está sempre na parte inferior, pois, possui tantas classes quanto elementos. Já

fator U está sempre na parte superior, pois, possui uma única classe.
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Figura 6.4 – Diagramas de Hasse para F ≺ G e F 6≺ G.

Fonte: Bailey (2008).

No experimento fatorial, se F e G são fatores de tratamento e nenhum é mais fino que

o outro, então, incluímos o ponto F ∧G no diagrama, a não ser que a interação entre os fatores

seja nula. Nesse experimento, é possível incluir também o ponto F ∨G. Veja figura à esquerda

em 6.5.

No delineamento em blocos completos, para os fatores de parcela bloco e tratamento,

incluímos os pontos bloco∧ tratamento e bloco∨ tratamento. Veja figura à direita em 6.5.

Figura 6.5 – Diagramas de Hasse para fatores de tratamento e parcela.

Fonte: Da autora (2019).

Se houver dois fatores, além de U e E, e um for mais fino que o outro, temos o diagrama

em série. Agora, se houver dois fatores, além de U e E, e um não for mais fino que o outro

temos o diagrama de diamante. É comum nos digramas de Hasse escrever abaixo de cada fator

a quantidade de níveis.

No Exemplo 6.1, para os fatores de tratamento cultivar e f ertilizante o diagrama de

Hasse é dado por uma figura de diamante apresentada na Figura 6.6. Para os fatores de parcela

f aixa e campo o diagrama de Hasse é dado pela figura em série em 6.6.
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Figura 6.6 – Digramas de Hasse para o Exemplo 6.1.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Existe uma infinidade de diagramas de Hasse que envolvem delineamentos experimen-

tais, esses vão de estruturas simples a estruturas complexas, dependendo do delineamento ex-

perimental.

O diagrama de Hasse pode ser utilizado para calcular os graus de liberdade. No diagrama

inicie sempre na parte superior pelo fator U e encerre na parte inferior pelo fator E. Para cada

fator existente no diagrama, calcule seus graus de liberdade, a partir dos níveis de cada fator.

Para tanto, para cada fator do diagrama, subtraia de cada nível os graus de liberdade de todos

os fatores acima.

Para o Exemplo 6.1, no diagrama de Hasse os graus de liberdade são colocados à direita

dos níveis na Figura 6.7.

Figura 6.7 – Graus de liberdade para o Exemplo 6.1.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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6.4 Subespaços definidos por fatores, ortogonalidade e projeções

O subespaço definido pelo fator F é dado pelo conjunto de vetores que são constantes

em cada nível de F . Graficamente, se F possui nF níveis, as coordenadas do subespaço VF

podem ser descritas como na Figura 6.8.

Figura 6.8 – Coordenadas de VF .

Fonte: Da autora (2019).

Seja o conjunto Ω de todas as parcelas de um experimento, lembre-se que a esse conjunto

está associado um espaço vetorial N-dimensional RN = V . Se F é fator de parcela em Ω, as

coordenadas de vetores em V são particionadas de modo que partes correspondentes ao mesmo

nível sejam iguais.

Particularmente, se U e E são fatores de parcela, o subespaço definido por U é o con-

junto de vetores que possui todas as coordenadas constantes VU , que é o mesmo que V0. Já o

subespaço definido por E é o espaço todo, que é o mesmo que V .

Para qualquer fator de parcela definido em Ω, se VF é o subespaço definido pelo fator

F é possível se obter a base que gere esse subespaço. Assim, dado um vetor de dados YYY ,

é possível se obter a projeção de YYY em VF , que é dada por PVFYYY . O vetor de projeção, em

qualquer subespaço definido por um fator, é um vetor de médias, de modo que, parcelas que

estão no mesmo nível devem ter as mesmas médias. De modo particular, para V0 = VU , temos

que PV0YYY é o vetor de média geral.

Como as projeções são vetores de médias, os subespaços definidos por fatores são mo-

delos de médias. Esses modelos são testados por hipóteses na análise de variância, de modo

que, todos os subespaços devem ser ortogonais ao subespaço de resíduo.

Com relação a subespaços definidos por fatores, se um fator é mais fino que outro e se o

subespaço é definido pelo supremo de dois fatores temos os teoremas que seguem.

Teorema 6.4.1. Se F e G são fatores no mesmo conjunto e F � G, então VG ⊆VF .

Teorema 6.4.2. Se F e G são fatores no mesmo conjunto, então VF ∩VG =VF∨G.

As demonstrações de ambos os teoremas encontram-se em Bailey (2008).
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O subespaço definido por VF∨G está associado à partição que contenha as partições de

F e G. Um vetor em VF∨G possui coordenadas iguais no mesmo nível de F ∨G.

Para fixar ideias, considere os fatores F e G e suas pré-imagens. Um vetor em V⊥F∨G é

um vetor cuja soma das coordenadas relativas as pré-imagens de F e G é zero ( porque V⊥F∨G

deve ser ortogonal a VF e VG). Agora um vetor em VF ∩V⊥F∨G, é um vetor cuja soma de suas

coordenadas relativas relativas às pré-imagens de F é zero e também a soma das coordenadas

relativas a F apenas é zero. O mesmo ocorre para VG∩V⊥F∨G

Referente aos subespaços citados anteriormente temos a seguinte definição.

Definição 6.4.1. Os fatores F e G no mesmo conjunto são ortogonais se, e somente se, o sub-

espaço VF ∩V⊥F∨G é ortogonal ao subespaço VG∩V⊥F∨G.

Na Figura 6.9, mostram-se os subespaços VF ∩V⊥F∨G e VG ∩V⊥F∨G ortogonais. Nessa

figura, é apresentado também o subespaço gerado pelo supremo VF∨G e subespaço residual

(VF +VG)
⊥.

A ortogonalidade entre VF ∩V⊥F∨G e VG ∩V⊥F∨G garante que vetores nesses subespaços

sejam independentes.

Figura 6.9 – Subespaços ortogonais para os fatores F e G.

Fonte: Da autora (2019).

No delineamento em blocos, sejam os fatores de parcela bloco e tratamento. Os sub-

espaços definidos por esses fatores são respectivamente VB e VT , que são os mesmos definidos

na Seção 3.2. Nesse delineamento vimos que VB ∩VT = V0 = VU = VB∨T . Também na Seção

3.2 vimos que VB∩V⊥0 =WB e VT ∩V⊥0 =WT . Logo, os fatores bloco e tratamento são ortogo-

nais se, e somente se, WB é ortogonal a WT . Na Figura 6.10, mostram-se os subespaços para o

delineamento em blocos.
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Figura 6.10 – Subespaços ortogonais para o delinemento em blocos.

Fonte: Da autora (2019).

Bailey (2008) destaca que a Definição 6.4.1 não é prática para identificar se dois fatores

são ortogonais entre si. Para tanto, as duas condições do teorema a seguir devem ser satisfeitas.

Teorema 6.4.3. Os fatores F e G no mesmo conjunto são ortogonais se, e somente se:

i) PVF PVGYYY = PVGPVFYYY ;

ii) PVF PVGYYY = PVF∨GYYY .

Novamente, a demostração desse teorema encontra-se em Bailey (2008).

Definição 6.4.2. Uma coleção de fatores F1,F2, . . . ,Fn no mesmo conjunto é uma cadeia de

fatores se F1 ≺ F2 ≺ . . .≺ Fn.

Os fatores em um diagrama de Hasse de figuras em série formam uma cadeia de fatores.

Uma consequência do Teorema 6.4.3 é que uma cadeia de fatores é mutuamente ortogonal.

Exemplo

Vamos usar a Definição 6.4.1, para verificar a ortogonalidade no delineamento em blocos

casualizados. Considere o espaço vetorial R4 com os fatores tratamento e bloco. Como já

sabemos os subespaços definidos por esses fatores são VT e VB. Para um particular experimento,

temos que vetores em VT e VB são da forma:

VT = {(x1,x2,x2,x1) : x1,x2 ∈ R}

VB = {(y1,y1,y2,y2) : y1,y2 ∈ R} ,
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de modo que dim(VT ) = 2, dim(VB) = 2. Vetores em VT ∩VB são da forma:

VT ∩VB = {(α,α,α,α) : α ∈ R}=V0,

de modo que dim(V0) = 1.

O complemento ortogonal de VT ∩VB é caracterizado pelos vetores em que a soma de

suas coordenadas resulta em zero. Assim, temos que vetores em (VT ∩VB)
⊥ são da forma:

(VF ∩VG)
⊥ = {(a,b,c,d) : a+b+ c+d = 0}=V⊥0 ,

de onde vem que:

VT ∩ (VT ∩VB)
⊥ = {(x1,x2,x2,x1) : 2x1 +2x2 = 0}

= {(x1,−x1,−x1,x1)}

=WT ,

VB∩ (VT ∩VB)
⊥ = {(y1,y1,y2,y2) : 2y1 +2y2 = 0}

= {(y1,y1,−y1,−y1)}

=WB.

Logo, WT ∩WB = (0,0,0,0) e WT é ortogonal a WB. Portanto, os fatores tratamento e

bloco são ortogonais.

Exemplo

Vamos usar o Teorema 6.4.3, para verificar a ortogonalidade. Considere o espaço veto-

rial R6 com os fatores F e G. Para um particular experimento os subespaços definidos por esses

fatores são VF e VG e são da forma:

VF = {(x1,x1,x2,x2,x3,x3) : x1,x2,x3 ∈ R} ,

VB = {(y1,y2,y1,y2,y3,y3) : y1,y2,y3 ∈ R} ,
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de modo que dim(VF) = 3 e dim(VG) = 3. Vetores em VF ∩VG são da forma:

VF ∩VG = {(α,α,α,α,β ,β ) : α,β ∈ R},

de modo que dim(VF ∩VG) = 2. As bases para VF , VG e VF ∩VG são, respectivamente:

{ fff 1, fff 2, fff 3}= {(1,1,0,0,0,0),(0,0,1,1,0,0),(0,0,0,0,1,1)},

{ggg1,ggg2,ggg3}= {(1,0,1,0,0,0),(0,1,0,1,0,0),(0,0,0,0,1,1)},

{vvv1,vvv2}= {(1,1,1,1,0,0),(0,0,0,0,1,1)}.

Seja YYY ᵀ = (a,b,c,d,e, f ) um vetor qualquer em R6. Pelo Teorema 2.2.3 as projeções de

YYY nos subespaços VF , VG e VF ∩VG são:

PVFYYY =

(
YYY · fff 1
fff 1 · fff 1

)
fff 1 +

(
YYY · fff 2
fff 2 · fff 2

)
fff 2 +

(
YYY · fff 3
fff 3 · fff 3

)
fff 3

=

(
a+b

2

)
fff 1 +

(
c+d

2

)
fff 2 +

(
e+ f

2

)
fff 3+

=

(
a+b

2
,
a+b

2
,
c+d

2
,
c+d

2
,
e+ f

2
,
e+ f

2

)
= fff ,

PVGYYY =

(
YYY ·ggg1
ggg1 ·ggg1

)
ggg1 +

(
YYY ·ggg2
ggg2 ·ggg2

)
ggg2 +

(
YYY ·ggg3
ggg3 ·ggg3

)
ggg3

=

(
a+ c

2

)
ggg1 +

(
b+d

2

)
ggg2 +

(
e+ f

2

)
ggg3

=

(
a+ c

2
,
b+d

2
,
a+ c

2
,
b+d

2
,
e+ f

2
,
e+ f

2

)
= ggg,

PVF∩VGYYY = PVF∨GYYY

=

(
YYY · vvv1

vvv1 · vvv1

)
vvv1 +

(
YYY · vvv2

vvv2 · vvv2

)
vvv2

=

(
a+b+ c+d

4

)
vvv1 +

(
e+ f

2

)
vvv2

=

(
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
,
e+ f

2
,
e+ f

2

)
.
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Primeiro, vamos verificar o item i) do Teorema 6.4.3, observe que:

PVF (PVGYYY ) = PVF ggg

=

(
ggg · fff 1
fff 1 · fff 1

)
fff 1 +

(
ggg · fff 2
fff 2 · fff 2

)
fff 2 +

(
ggg · fff 3
fff 3 · fff 3

)
fff 3

=

(
a+b+ c+d

4

)
fff 1 +

(
a+b+ c+d

4

)
fff 2 +

(
e+ f

2

)
fff 3

=

(
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
a+b+ c+d

4
,
e+ f

2
,
e+ f

2

)
,

PVG(PVFYYY ) = PVG fff

=

(
fff ·ggg1

ggg1 ·ggg1

)
ggg1 +

(
fff ·ggg2

ggg2 ·ggg2

)
ggg2 +

(
fff ·ggg3

ggg3 ·ggg3

)
ggg3

=

(
a+b+ c+d

4

)
ggg1 +

(
a+b+ c+d

4

)
ggg2 +

(
e+ f

2

)
ggg3

=

(
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
,
a+b+ c+d

4
a+b+ c+d

4
,
e+ f

2
,
e+ f

2

)
.

Logo, PVF (PVGYYY ) = PVG(PVFYYY ).

Agora, para verificar o item ii) do Teorema 6.4.3, observe que PVF (PVGYYY ) = PVF∩VGYYY .

Portanto, os fatores F e G são ortogonais.

6.5 Delineamentos ortogonais

Como visto, existem fatores de tratamento e fatores de parcela. Fatores definidos em

T que são ortogonais são chamados de estrutura ortogonal de tratamento. Fatores definidos

em Ω que são ortogonais são chamados de estrutura ortogonal de parcela. Essas estruturas,

juntamente com a função de delineamento T , são essenciais na constituição dos delineamentos

experimentais

Seguem, então, as definições para estruturas ortogonais de tratamento e de parcela.

Estrutura ortogonal de tratamento

Definição 6.5.1. Um conjunto de fatores G , não equivalentes no conjunto de tratamentos T, é

uma estrutura ortogonal de tratamento se:

i) U ∈ G ;
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ii) Se F ∈ G e G ∈ G , então F ∨G ∈ G ;

iii) Se F ∈ G e G ∈ G , então F é ortogonal a G.

Estrutura ortogonal de parcela

Bailey (2008) afirma que estruturas ortogonais de parcela devem satisfazer mais três

condições além das apresentadas na estrutura ortogonal de tratamento. Primeiro, todos os fa-

tores devem ser uniformes. Em segundo lugar, E deve ser incluído para obter uma decom-

posição do espaço todo. Terceiro, se F e G são fatores de parcela então F ∧G também deve

ser.

Definição 6.5.2. Um conjunto de fatores F , não equivalentes no conjunto de parcelas Ω, é

uma estrutura ortogonal de parcela se:

i) Todo fator F em F é uniforme;

ii) U ∈F ;

iii) E ∈F ;

iv) Se F ∈ E ∈F e G ∈F , então F ∨G ∈F ;

v) Se F ∈ E ∈F e G ∈F , então F ∧G ∈F ;

vi) Se F ∈F e G ∈F , então F é ortogonal a G.

Note que o fator U deve ser considerado na estrutura ortogonal de tratamento e parcela.

A partir de agora, considere G como estrutura ortogonal de tratamento e F como estru-

tura ortogonal de parcela.

Função de delineamento T

A função de delineamento T já foi mencionada anteriormente, Figura 6.2. Segundo

Bailey (2008), uma propriedade da função T é que fatores de tratamento que são ortogonais

entre si em T devem ser ortogonais entre si em Ω. Iguais repetições dos tratamentos garante

que isso aconteça.

De acordo com a mesma autora, para delineamentos ortogonais, se F é um fator de

tratamento, é necessário que F seja ortogonal a todos os fatores de parcela. De modo particular,
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T também deve ser ortogonal a todos os fatores de parcela. Em geral, se F é fator de tratamento

e G é fator de parcela é necessário F ∨G seja fator de tratamento e então T � F � F ∨G.

Agora, podemos trazer uma definição geral sobre delineamentos ortogonais.

Definição 6.5.3. Um delineamento cuja estrutura de tratamento consiste em um conjunto de

fatores G em T, cuja estrutura de parcela consiste em um conjunto de fatores F em Ω e

cujos tratamentos são alocados a parcelas de acordo com uma função de delineamento T é um

delineamento ortogonal se:

i) G é uma estrututa ortogonal de tratamento;

ii) F é uma estrutura ortogonal de parcela;

iii) A função T é tal que:

a) Todos os fatores de tratamento em G permanecem ortogonais entre si em Ω;

b) Se F ∈F e G ∈ G então F é ortogonal a G;

c) Se F ∈F e G ∈ G então F ∨G ∈ G .

Dessa forma, um delineamento ortogonal possui fatores de tratamento e fatores de

parcela que são ortogonais entre si. Nesse tipo de delineamento, um fator de tratamento é

mais grosso que um fator de parcela. Assim, um subespaço gerado por fator de tratamento está

contido em um subespaço gerado por fator de parcela.

Para localizar os subespaços de tratamentos que estão contidos em subespaços de parce-

las use o teorema seguinte.

Teorema 6.5.1. Seja F um fator de tratamento em um delineamento ortogonal. Então, existe

um único fator de parcela G mais fino ou equivalente a F, de modo que qualquer outro fator

de parcela que seja mais fino ou equivalente a F seja mais fino ou equivalente a G. Portanto,

WF ⊆WG.

Veja demonstração desse teorema em Bailey (2008).

Assim, os subespaços para delineamentos ortogonais são localizados combinando o di-

agrama de Hasse para fatores de tratamento e fatores de parcela. De modo que, para cada fator

de tratamento, basta encontrar o fator de parcela mais grosso ou equivalente a ele.
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6.6 Análise de variância por meio do diagrama de Hasse

Todos os conceitos vistos até o momento são de extrema relevância para a obtenção da

análise de variância. Nesta seção é apresentado o esquema da análise de variância2 para os

delineamentos experimentais vistos até o momento.

Para se obter a análise de variância, por meio de fatores para um delineamento ortogonal

que atende às condições da Definição 6.5.3, primeiro obtenha os diagramas de Hasse e em

seguida o esquema da análise de variância.

Para obter os diagramas de Hasse siga os seguintes passos:

1) Localize a estrutura ortogonal de tratamento e faça o diagrama de Hasse correspondente.

Neste diagrama escreva o nome de cada fator, coloque a quantidade de níveis de cada

fator e ao lado dos níveis os graus de liberdade;

2) Localize a estrutura ortogonal de parcela e faça o diagrama de Hasse correspondente.

Nesse diagrama, escreva o nome de cada fator, coloque a quantidade de níveis de cada

fator e ao lado dos níveis os graus de liberdade;

3) Combine os diagramas de Hasse de 1) e 2) em um diagrama. Nesse momento, veri-

fique quais fatores de parcela são mais finos que fatores de tratamento. De modo que, o

Teorema 6.5.1 ajuda a decidir quais subespaços gerados por fatores de tratamento estão

contidos em quais subespaços gerados por fatores de parcela.

Para se obter o esquema de análise de variância, a partir do diagrama de Hasse combi-

nado, siga os seguintes passos:

1) Insira uma coluna para os fatores de parcela. Nessa coluna coloque uma linha para cada

fator de parcela do experimento. De modo que, a primeira linha corresponde ao fator U e

a última corresponde ao fator E.

2) Insira uma coluna para fatores de tratamento, que são as fontes de variação. Nessa coluna

coloque uma linha para cada fator de tratamento dentro da linha do fator de parcela cor-

respondente. Nesse momento, verifique qual fator de parcela é mais fino o que um fator

de tratamento. Note que a linha para o fator de parcela que contém fatores de tratamento

2 O esquema da análise de variância possui consiste em: fatores de parcela; fatores de tratamentos, que
são as fontes de variação e; graus de liberdade.
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deve incluir, além das linhas para fatores de tratamentos, uma linha para o resíduo e outra

para o total.

3) Insira uma coluna para os graus de liberdade. Essa coluna é dividida em duas, à direita

coloque os graus de liberdade para fatores de parcela e à esquerda coloque os graus de

liberdade para fatores de tratamento.

Agora é possível apresentar o esquema de análise de variância para os delineamentos

aparesentados, neste texto, por meio do diagrama de Hasse combinado.

No delineamento inteiramente casualizado, sejam os fatores de tratamento U e E = T ,

os subespaços gerados por esses fatores são V0 e VT . Sejam agora fatores de parcela U e E, os

subespaços gerados por esses fatores são V0 e V . Os diagramas de Hasse, para esses fatores são

apresentados na Figura 6.11 e o esquema da análise de variância na Tabela 6.1. Note que as

fontes de variação tratamento e resíduo correspondem aos subespaços VT ∩V⊥0 =WT e V⊥T =WE

respectivamente, esses são ortogonais pela Definição 6.4.1.

Figura 6.11 – Diagramas de Hasse para o delineamento inteiramente casualizado.

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.1 – Esquema de análise de variância para delineamento inteiramente casualizado por meio do
diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Parcelas Tratamento nT −1

Resíduo nE −nT

Total nE −1
Total nE

Fonte: Da autora (2019).
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Para o delineamento em blocos casualizados, considere os fatores de tratamento U e

E = T , os subespaços gerados por esses fatores são V0 e VT . Considere também os fatores

de parcela U , bloco = B e E, os subespaços gerados por esses fatores são, respectivamente,

V0, VB e V . Os diagramas de Hasse para esses fatores são apresentados na Figura 6.12 e o

esquema da análise de variância na Tabela 6.2. Note que as fontes de variação bloco, tratamento

e resíduo correspondem aos subespaços VB ∩V⊥0 = WB, VT ∩V⊥0 = WT e (VT +VB)
⊥ = WE

respectivamente, que pela Definição 6.4.1 são ortogonais.

Figura 6.12 – Diagramas de Hasse para o delineamento em blocos casualizados.

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.2 – Esquema de análise de variância para delineamento em blocos casualizado por meio do
diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Bloco Bloco nB−1
Parcelas Tratamento nT −1

Resíduo (nB−1)(nT −1)
Total nE −nB

Total nE

Fonte: Da autora (2019).

Para o delineamento em linhas e colunas, admita os fatores de tratamento U e E = T ,

os subespaços gerados por esses fatores são V0 e VT . Admita agora os fatores de parcela U ,

linha = L, coluna = C e E, os subespaços gerados por esses fatores são, respectivamente V0,

VL, VC e V . Os diagramas de Hasse para esses fatores são apresentados na Figura 6.13 e o

esquema da análise de variância na Tabela 6.3. Veja que as fontes de variação linha, coluna,
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tratamento e resíduo correspondem aos subespaços VL∩V⊥0 =WL, VC∩V⊥0 =WC, VT ∩V⊥0 =WT

e (VL +VC +VT )
⊥ =WE respectivamente, que pela Definição 6.4.1 são ortogonais.

Figura 6.13 – Diagramas de Hasse para o delineamento em linhas e colunas.

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.3 – Esquema de análise de variância para delineamento em linhas e colunas por meio do dia-
grama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Linha Linha nL−1
Coluna Coluna nC−1
Parcelas Tratamento nT −1

Resíduo nE −nL−nC−nT +2
Total (nL−1)(nC−1)

Total nE

Fonte: Da autora (2019).

Agora para o experimento fatorial, planejado no delineamento inteiramente casualizado,

considere os fatores de tratamento U , F , G e E = T , os subespaços gerados por esses fatores

são V0, VF , VG e VT . Considere também os fatores de parcela U e E, os subespaços gerados por

esses fatores são V0 e V . Os diagramas de Hasse para esses fatores são apresentados na Figura

6.14 e o esquema da análise de variância na Tabela 6.4. Veja que as fontes de variação F , G,

tratamento e resíduo correspondem aos subespaços VF ∩V⊥0 =WF , VG∩V⊥0 =WG, VT ∩V⊥0 =

WT e VT ∩ (VF +VG)
⊥ = WF∧G respectivamente, sendo que esses subespaços são ortogonais

pela Definição 6.4.1.
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Figura 6.14 – Diagramas de Hasse para o experimento fatorial.

Fonte: Da autora (2019).

Tabela 6.4 – Esquema de análise de variância para experimento fatorial por meio do diagrama de Hasse.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Parcelas F nF −1

G nG−1
Tratamento (nF −1)(nG−1)
Resíduo nE −nT

Total nE −1
Total nE

Fonte: Da autora (2019).

Após obter o esquema de análise de variância, as projeções nos subespaços gerados por

fatores são obtidas como de costume. Essas projeções são vetores de médias utilizados para

realizar os testes. Sendo os subespaços ortogonais, vetores relativos a esses subespaços são

indenpendentes. Assim, é possível realizar o teste entre razões de χ2.

6.6.1 Exemplos de experimentos em parcelas subdivididas

A análise de variância, por meio do diagrama de Hasse, pode ser útil em delineamentos

mais complexos. Por exemplo, existem situações experimentais em que os fatores de tratamen-

tos estão distribuídos em fatores de parcelas distintos. Nesse caso, a análise de variância possui

mais de uma fonte de variação residual.
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Na prática, esses experimentos são denominados de experimentos em parcelas subdivi-

didas. As relações definidas por fatores juntamente com o diagrama de Hasse podem ajudar

com esses experimentos.

A seguir, são apresentandos alguns exemplos de delineamentos ortogonais, em parcelas

subdivididas, propostos por Bailey (2008).

Exemplo 6.6.1: continuação do Exemplo 6.1

Para se obter o esquema da análise de variância, combinamos os diagramas de Hasse

para fatores de tratamento e fatores de parcela em um diagrama. Para se obter esse diagrama

observe que:

• campo∨ cultivar e campo∨ f ertilizante são iguais a U ;

• f ertilizante∨campo=U , porque em cada campo ocorrem todas as doses de fertilizantes;

• T ∨ f aixa = cultivar, porque em cada faixa ocorre uma cultivar e todas as doses de fer-

tilizantes;

• f aixa≺ cultivar, porque as faixas possuem todas as cultivares;

• f aixa≺ campo, porque as faixas ocorrem nos campos;

• T ≺ f ertilizante, porque os tratamentos possuem todas as doses de fertilizantes;

• E ≺ T ≺ f ertilizante.

O que resulta no diagrama combinado da Figura 6.15.

Como destaca Bailey (2008) temos que Wcultivar ⊆Wf aixa, Wf ertilizante ⊆WE e também

WT ⊆WE . Assim, o diagrama de Hasse combinado resulta no esquema de análise de variância

ta Tabela 6.5.

Exemplo 6.6.2

Um fabricante de eletrodomésticos deseja saber qual a melhor combinação de tempera-

tura de lavagem e temperatura de secagem para lençóis de algodão, de tal maneira que esses

não amarrotem no final da lavagem. Ele quer comparar quatro temperaturas de lavagem e três

temperaturas de secagem. No experimento, ele usa usa oito máquinas de lavar e seis secadoras.
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Figura 6.15 – Diagramas de Hasse para o Exemplo 6.6.1.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Tabela 6.5 – Esquema de análise de variância para o Exemplo 6.6.1.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Campo campo 1
Faixa Cultivar 1

Resíduo 1
Total 2

Parcelas Fertilizantes 2
T 2
Resíduo 6
Total 8

Total 12

Fonte: Da autora (2019).

Primeiro, em cada máquina são alocados seis lençóis, resultando num total de 48 lençóis.

Nesse momento, as temperaturas das máquinas de lavar são escolhidas aleatoriamente, de modo

que duas lavadoras são executadas com as mesmas temperaturas.

Em seguida, após a lavagem, os seis lençóis de cada máquina são alocados, um em

cada secadora, aleatoriamente. Nesse momento, as temperaturas de secagem são escolhidas,

aleatoriamente, nas secadoras, de modo que duas secadoras são executadas com as mesmas

temperaturas.

Após a lavagem, os 48 lençóis são pontuados por especialistas, pelo quanto estão amar-

rotados..
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Considere as quatro temperaturas de lavagem (A, B, C e D) e as três temperaturas de

secagem (a, b e c). Note que o experimento trata-se de um fatorial com 12 tratamentos. Veja o

croqui desse experimento dado na Figura 6.16.

Figura 6.16 – Croqui do experimento para o exemplo 6.6.2.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Os fatores de tratamento são: U , temperatura de lavagem=T L, temperatura de secagem=

T S e E = T . O diagrama de Hasse para fatores de tratamentos é o usual para experimentos fa-

toriais.

Os fatores de parcela são: U , maquina, secadora e E. Como as parcelas são combi-

nações de máquinas com secadores, o diagrama de Hasse para fatores de parcela é equivalente

ao delineamento em linhas e colunas.

Nesse experimento note que:

• T L∨T S =U ;

• maquina∨T = T L, porque em cada máquina ocorrem todas as temperaturas de lavagem;

• secadora∨T = T S, porque em cada secadora ocorrem todas as temperaturas de secagem;

• T L∧ T S = T , porque os tratamentos são combinações de temperaturas de levagem e

secagem;

• E ≺ T .

Os diagramas refenrentes aos fatores de tratamento e de parcela, bem como o diagrama

de Hasse combinado são apresentados, na Figura 6.17.
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Figura 6.17 – Diagramas de Hasse para o exemplo 6.6.2.

Fonte: Adaptado Bailey (2008).

Por meio do diagrama de Hasse combinado tem-se o esquema de análise de variância

mostrado na Tabela 6.6. Em relação aos subespaços desse experimento, perceba que WT L ⊆

Wmaquina, WT ⊆WE e Wsecadora ⊆WT S.

Tabela 6.6 – Esquema de análise de variância para o exemplo 6.6.2.

Fatores de parcela Fontes de variação Graus de liberdade
Média Média 1
Máquina T L 3

Resíduo 4
Total 7

Secadora T S 2
Resíduo 3
Total 5

Parcelas T 6
Resíduo 26
Total 35

Total 48

Fonte: Adaptado Bailey (2008).
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Neste capítulo, é apresentada a metodologia utilizada no trabalho.

De acordo com França e Vasconcelos (2007), uma dissertação deve abordar um tema

único, exige investigações próprias na área de especialização e métodos específicos. Nesse

sentido, o tema único abordado refere-se aos delineamentos experimentais apresentados nas

Seções 3.1, 3.2 e 3.3. As investigações próprias referem-se à abordagem geométrica pouco

difundida na literatura, bem como as representações geométricas, sendo algumas inéditas, sobre

o tema abordado.

No presente trabalho utilizou-se a metodologia de pesquisa bibliográfica, alicerçada no

livro de Bailey (2008). "[...] a pesquisa bibliográfica implica em um conjunto ordenado de

procedimentos de busca por soluções, atento ao objeto de estudo, e que, por isso, não pode

ser aleatório"(LIMA; MIOTO, 2007, p.38). Para as autoras a pequisa bibliográfica é um pro-

cedimento metodológico que se oferece ao pesquisador como uma possibilidade na busca de

soluções para seu problema de pesquisa. De acordo com as mesmas autoras, trabalhar com a

pesquisa biliográfica significa realizar um movimento incansável de compreensão dos objetivos.

Nessa perspectiva, procurou-se focar nos objetivos específico e geral do trabalho, os

quais são, respectivamente: abordar os tópicos de Bailey (2008), além de explorar ao máximo

aspectos geométricos e disponibilizar um texto amplo com valor didático.

Para atingir o objetivo específico do trabalho, o livro de Bailey (2008) foi estudado mi-

nuciosamente. Durante os estudos, foram feitas representações geométricas de conceitos abor-

dados, tais como: espaços e subespaços vetoriais, vetores de projeção, realizações de variáveis

aleatórias e testes de hipóteses da análise de variância. Vale destacar que essas representações

geométricas foram feitas com o uso do software Geogebra.

Para atingir o objetivo geral do trabalho, as demosntrações dos teoremas não apresen-

tadas por Bailey (2008) foram feitas cautelosamente, bem como algumas passagens algébricas.

Nesse momento, outros materiais foram consultados. Vale ressaltar que, durante o texto, são

apresentadas definições e teoremas que se encontram no Apêndice deste trabalho, com o obje-

tivo de situar o leitor no texto.

A partir do texto escrito, baseado em Bailey (2008), entende-se que os objetivos do

trabalho foram alcançados.
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Os resultados, deste trabalho, referem-se a alcançar o objetivo específico de abordar os

tópicos de Bailey (2008), além de explorar ao máximo aspectos geométricos e o objetivo geral

de disponibilizar um texto amplo com valor didático.

Os resulatos deste trabalho encontram-se ao longo do texto, nos Capítulos 2, 3, 4, 5 e 6.

A seguir, para cada objetivo, são descritos em cada capítulo como se entende que os objetivos

foram alcançados.

Objetivo específico

No Capítulo 2, as representações geométricas de vetores, espaços e subespaços vetoriais

e realizações do vetor aleatório YYY permitem explorar aspectos geométricos importantes. Os

conceitos estatísticos referentes à análise de variância, do ponto de vista geométrico, permitem

uma visão pouco difindida na literatura sobre o tema.

No Capítulo 3, novamente, as representações geométricas permitem o enfoque geomé-

trico. A análise de variância apresentada do ponto de vista geométrico é explorada, bem como

as representações de vetores e subespaços para delineamentos experimentais. Neste capítulo,

a interpretação geométrica dos testes de hipóteses são inéditas e permitem uma componente

visual e também maior compreensão no modo de lidar com as hipóteses envolvidas na análise

de variância.

Objetivo geral

No capítulo 2, demosntrações dos teoremas não expostos por Bailey (2008) são apre-

sentadas o que torna o texto completo e didático.

No Capítulo3, são apresentadas passagens algébricas com relação às somas de quadra-

dos e dimensões dos subespaços da análise de variância e também demonstrações de teoremas

não expostos por Bailey (2008). Isso com o intuito de disponibilizar um texto completo e

didático.

No capítulo 4, a linguagem geométrica proposta por Bailey (2008) é comparada com a

abordagem usual de modelodos lineares, o que torna o texto completo.

No capítulo 5, a maneira que a análise de variância na presença de efeitos aleatórios é

apresentada com relação aos autoespaços da matriz de covariâncias ΣΣΣ permite uma compreensão

mais didática de como os testes são realizados.
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No Capítulo 6, a teoria dos diagramas de Hasse permite uma compreensão formal dos

experimentos em parcelas subdivididas. Nesse capítulo a formalização matemática em ter-

mos de fatores e a construção correspondente dos diagramas de Hasse simplificam, de forma

didática, a teoria dos delineamentos experimentais.

Na maioria dos capítulos, deste trabalho, são apresentados exemplos com o intuito de

abordar os assuntos expostos, o que colabora para que um texto se torne didático. Vale destacar

que os exemplos não citados são de autoria própria.

Por fim, pode-se dizer que a abordagem geométrica dos delineamentos experimentais,

apresentou-se como uma ferramenta didática. Sendo uma maneira interessante de apresentar a

teoria dos delineamentos experimentais, análise de variância e testes de hipóteses relacionados.
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Ao finalizar este trabalho, é possível concluir que o objetivo específico de abordar os

tópicos de Bailey (2008), além de explorar o máximo dos aspectos geométricos, foram alcança-

dos. Isso, porque, em todo o texto, aspectos geométricos foram levantados e também repre-

sentações geométricas de vetores, espaços e subespaços vetoriais e testes de hipóteses foram

evidenciados. Vale destacar que as figuras ilustrativas relacionadas aos testes de hipóteses são

inéditas na literatura.

O objetivo geral de disponibilizar um texto amplo com valor didático também foi al-

cançado. Isso, porque, o texto apresenta demosntrações não expostas por Bailey (2008), pas-

sagens algébricas importantes no decorrer do texto e exemplos para enfatizar conceitos apre-

sentados, sendo alguns de autoria própria.
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APÊNDICE A – DEFINIÇÕES E TEOREMAS RELEVANTES

Definição .0.1. Dizemos que um conjunto V 6= /0, munido de duas operações, uma soma e uma

multiplicação por escalar:

0) Se v, w ∈V , então v+w ∈V ;

08) Se v ∈V e α ∈ R, então αv ∈V ;

é um espaço vetorial sebre R se satisfaz os seguintes axiomas:

1) Para todos os v, w ∈V , v+w = w+ v;

2) Para todos os, v, w, u ∈V , v+(w+u) = (v+w)+u;

3) Existe um elemento 0 ∈V , tal que v+0 = 0+ v = v, para todo v ∈V ;

4) Para cada v ∈V , existe um elemento −v ∈V tal que v+(−v) = 0;

5) Para todo v ∈V e todos escalares α e β , α(βv) = (αβ )v;

6) Para todos os v, w ∈V e todo escalar α , α(v+w) = αv+αw;

7) Para todo v ∈V e todos os escalares α e β , (α +β )v = αv+βv;

8) Para todo v ∈V , 1v = v.

(SANTOS, 2011, p.5).

Definição .0.2. Dado um espaço vetorial V , um subconjunto W, não vazio, será um subespaço

vetorial de V se:

i) Para quaisquer u, v ∈W tivermos u+ v ∈W;

ii) Para quaisquer α ∈ R, u ∈W tivermos αu ∈W.

(BOLDRINI et. al, 1980, p.106).

Definição .0.3. Sejam V um espaço vetorial, v1,v2, · · ·vN vetores em V e a1,a2, · · · ,aN números

reais. Então, o vetor

v = a1v1 +a2v2 + · · ·+aNvN

é uma combinação linear de v1,v2, · · · ,vN .

(BOLDRINI et. al, 1980, p.112).
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Definição .0.4. De todo vetor v 6= 0 de V é possível obter um vetor unitário tomando:

u =
v
‖v‖

.

(BOLDRINI et. al, 1980, p.227).

Definição .0.5. Diz-se que uma base {v1, · · · ,vN} de V é base ortogonal se vi ·v j = 0 para i 6= j,

isto é, os vetores da base são dois a dois ortogonais, (Boldrini et. al, 1980, p.225).

Definição .0.6. Seja V um espaço vetorial com produto interno. Diz-se que uma base {v1, · · · ,vN}

de V é ortonormal se for ortogonal e cada vetor for unitário, isto é

vi · v j =

 0, se i 6= j

1, se i = j

(BOLDRINI et. al, 1980, p.229).

Definição .0.7. Sejam W1 e W2 dois subespaços de um espaço vetorial V.

a) Definimos a soma dos subespaços, W1 +W2, como sendo o conjunto de todos os vetores

de V que são soma de um elemento de W1 com um elemento de W2, ou seja,

W1 +W2 ={v1 + v2 | v1 ∈W1 e v2 ∈W2}

={v ∈V | v = v1 + v2 com v1 ∈W1 e v2 ∈W2}.

b) Se o espaço V é tal que

V =W1 +W2 e

W1∩W2 = {0},

dizemos que V é soma direta de W1 e W2 e denotamos por V =W1⊕W2.

(SANTOS, 2011, p.26).
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Teorema .0.1. Se Y é um vetor aleatório com média τττ e matriz de variâncias e covariâncias ΣΣΣ

e A é uma matriz simétrica de constantes então:

E(YᵀAY) = tr(AΣΣΣ)+ τττ
ᵀAτττ.

(RENCHER, 2008, p. 107, tradução nossa).

Definição .0.8. Sejam V e W espaços vetoriais. Uma tranformação linear é uma função de V

em W, F : V →W, que satifaz as seguintes condições:

i) Quaisquer que sejam uuu e vvv em V ,

F(uuu+ vvv) = F(uuu)+F(vvv);

ii) Quaisquer que sejam k ∈ R e uuu ∈V ,

Fk(uuu) = kF(uuu).

(BOLDRINI et. al, 1980, p.144).

Definição .0.9. Seja A uma matriz quadrada e v um vetor não nulo no domínio de A. Dizemos

que v é um autovetor de associado ao autovalor α ∈ R, se:

Av = αv.

Teorema .0.2. Autovetores, associados a autovalores distintos, de matrizes simétricas são sem-

pre ortogonais.

Definição .0.10. Seja A um conjunto não vazio. Uma partição de um conjunto A é uma coleção

de subconjuntos não vazios {A1,A2, . . . ,An} que satisfaz as seguintes propriedades:

i) A = A1∪A2∪ . . .∪An;

ii) A1,A2, . . . ,An são mutuamente disjuntos.
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