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RESUMO

Apresentaram-se algumas técnicas de analise denddizgp da
gualidade do ajuste em modelos de regressao nertoglstica. Deu-se atencéo
especial ao método da influéncia local. Este méfodproposto, inicialmente,
por Cook (1986) e tem se mostrado poderoso institonda analise de
diagnostico. A proposta de Cook consiste em avaliaurvatura normal de uma
superficie, com base na medida Likelihood Displamn{afastamento pela
verossimilhanca), sob uma pequena perturbagdo ndelmoEm seguida,
apresentou-se a abordagem de Billor e Loynes (1@83jjuais aplicaram uma
medida afastamento pela verossimilhanca modificadm primeira derivada
nao se anula, exceto em casos triviais. Com issglinacdo maxima é utilizada
como medida de influéncia local. Desenvolveu-sebardagem de Billor e
Loynes (1993), aplicada, inicialmente, apenas ndeatwonormal, para o modelo
logistico. Apresentaram-se duas aplicacfes, nas fpram utilizadas técnicas
de andlise de diagnéstico da qualidade do ajustanpio de graficos e das duas
propostas de influéncia local. No caso do modelomnab linear simples, a
curvatura normal e a inclinagcdo méxima apresentamasma sensibilidade na
indicacdo de observages influentes.

Palavras-chave: Analise de regressao. Técnicasagadstico. Influéncia local.
Curvatura normal.



ABSTRACT

Presented some techniques for analyzing the disigrapgality of fit in
regression models and logistic normal. Gave spedtahtion to the method of
local influence. This method was initially proposkeg Cook (1986) and has
shown how powerful analysis tool for diagnosis. Tgreposal to Cook is to
assess the normal curvature of a surface basecherikelihood measure
displacentement under a small pertubation in thdehpresented the approach
of Billor and Loynes (1993), who applied a meastine, expulsion likelihood,
whose first derivative is not annihilated, except trivial cases, thus the
maximum slope is used as a measure of local infleileDeveloped the approach
Billor and Loynes (1993), used only in the normaidal, for the logistic model.
Presented two applications in wich techniques wesed to analyze the
diagnostic of quality of fit, through graphics arlde two proposed local
influence. In the case of simple linear normal niodee maximum normal
curvature and slope showed is the same sensitimitthe identification of
influential observations.

Keywords: Regression analysis. Diagnostic techrdguecal Influence. Normal
curvature.
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1 INTRODUCAO

Modelos estatisticos sdo instrumentos extremantgei® para auxiliar a
compreensdo de aspectos essenciais de um conjentadbs. Porém, quase
sempre, sao descricbes aproximadas de processas copaiplicados e,
consequentemente, uma avaliagdo do modelo adatdda secessaria.

O desenvolvimento de métodos que avaliem a quaidadim ajuste de
regressao tem sido objeto da atencéo dos estagissses métodos se inserem
no ramo da estatistica que é chamado de analidegedstico, que se iniciou
com a analise de residuos para detectar a predempgntos extremos e avaliar a
adequacdo da distribuicdo proposta para a varidesposta (BILLOR;
LOYNES, 1993).

Um topico importante na analise de diagnésticodétaccao de pontos
gue exercem um peso desproporcional nas estimatleasparametros do
modelo. A delecéo de pontos talvez seja 0 métods coahecido para avaliar o
impacto da retirada de uma observacao particulsirestimativas da regressao
(PAULA, 2004).

Belsley, Kuh e Welsch (1980) e Cook (1977) propdmsiodos de
diagnosticos para avaliar a influéncia de esquemas perturbacdo por
ponderacdo em modelos de regressdo normal lineafprcha que os pesos
associados as observacdes assumem valores Oralichndo que a mesma foi
deletada ou mantida no conjunto de dados, respeatinte. Essas ideias foram
adaptadas para regressao logistica por Pregib81d)19

Contudo, a proposta mais inovadora na area foisaptada por Cook
(1986), consistindo em um método bastante gerad panliar a influéncia
conjunta das observacgfes sob pequenas mudancaskipedes) no modelo, ao

invés da avaliagdo pela retirada individual ou got§ de pontos. Essa
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metodologia, denominada influéncia local, teve dearaceitacdo entre os
pesquisadores e usuarios de regressao (PAULA, 2004)

Billor e Loynes (1993) descreveram algumas difiadles praticas
associadas com a metodologia apresentada por C98&)(e apresentaram uma
proposta alternativa para avaliar a influéncia lla modelos de regressao
normal, procurando superar 0s problemas encontrados a aplicagdo da
metodologia sugerida por Cook (1986). Tanto a nwtgia de Cook (1986)
como a de Billor e Loynes (1993) utilizam a medii#telihood displacement
(afastamento pela verossimilhanga) como funcadiabje

A proposta, neste trabalho, é apresentar alguntasécés graficas de
analise de diagnéstico e 0 método da influénciallpor meio das abordagens
de Billor e Loynes (1993) e Cook (1986), expandisdoesta Ultima para a
aplicacdo em modelos de regressao logisticos, amatrse o desenvolvimento
tedrico, assim como apresentando aplicacdes pgatieaambas. No segundo
capitulo, trata-se dos modelos de regressdo gydmas técnicas de diagnostico.
Na primeira secdo, enfatizam-se o modelo normal, maslelos lineares
generalizados (MLGs) e, em particular, o0 modeldstiagp linear, expondo-se as
suposicdes basicas para cada um dos modelos etodoséle estimacédo dos
parametros. Na segunda sec¢édo, definem-se os mimaipsiduos utilizados e
discutem-se suas aplica¢cdes no modelo normal Imeaws MLGs, verificam-se
0s esquemas de perturbacédo e avalia-se a infludeciena observacdo por meio
da mediddikelihood displacement.D) e da influéncia local proposta por Cook
(1986). Finaliza-se o capitulo descrevendo-se iogipais tipos de gréaficos de
diagnostico utilizados para 0 modelo normal e gmaMLGs em geral. No
terceiro capitulo, apresenta-se a formulacdo daén€ia local avaliada por
meio da curvatura normal, define-se e constréi-saogdo de grafico de
influéncia como uma superficie geométrica e fundaese a ideia de como

utilizar a curvatura normal para medir a influérnzdaisada por uma perturbagéo
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no modelo. Ainda, avalia-se o0 modelo normal sobesouema de perturbacéo
de observacgéo individual, mostrando-se a formautleatura normal para este
caso. De forma geral, encontra-se a curvatura nopara os MLGs, sob o
esquema de perturbacdo de uma observacéao indivddaicede-se do mesmo
modo para o caso do modelo logistico linear. Natquaapitulo, apresenta-se a
formulacéo da influéncia local avaliada por meigpdaneira derivada e define-
se uma versdo da meditikelihood displacementodificada [D"), de modo
que sua primeira derivada nao se anule.

Considerando-se a matriz de perturbacéo geral

Wg=diag{l +wy, 1 +w,, ..., 1 +wy}
para o0 modelo normal

y=Xf+e

em queVar(e) = ¢ wg' , encontra-se o gradiente da superf(aig w4, - . .,
on LD (w)) e, consequentemente, a inclinacdo maxima. Em dagobtém-se
um valor de referéncia para a inclinagdo maximaoBdo-se o esquema de
perturbacdo de uma observacédo individual no modefmal, encontram-se a
inclinacdo maxima e um valor de referéncia parafelzaliza-se este capitulo,
obtendo-se o gradiente e, consequentemente, adag@b maxima para o modelo
logistico linear, sob o esquema de perturbacdemdeabservacao individual.

No quinto capitulo apresentam-se duas aplicacGegriveira, utiliza-
se 0 modelo normal, acompanhado da utilizacdo gievels técnicas graficas
para detectar pontos influentes e verificar a ealéd da suposicdo de
normalidade para a variavel resposta. Também d& avanfluéncia local por
meio da curvatura normal e da inclinacdo maxima&) so esquema de
perturbacdo de uma observacdo individual. Obtémageja, a inclinacédo
maxima sob o esquema de perturbacéo da variaxgias® no capitulo 3. Na
outra aplicacdo adota-se o modelo logistico lieealgumas técnicas graficos de

diagnéstico, e avalia-se a influéncia local poranga curvatura normal e da
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inclinacdo maxima, obtidas sob um esquema de peqéo de observacéo
individual para o modelo logistico.

No apéndice A apresentam-se definicbes, teoremapogicdes e
alguns resultados importantes, utilizados no tramec desta tese e, no apéndice
B, descrevem-se os comandos para se obter, natai®R, os resultados mais

importantes que foram utilizados no capitulo 5.
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2 MATERIAL E METODOS

2.1 Analise de diagnostico em modelos de regressao

Em sintese, pode-se dizer que o0 objetivo princighal analise de
regressao é estudar o efeito que algumas variéxeisem sobre outras, o que
consiste na obtencdo de uma relacdo funcional emt@ das variaveis e as
restantes. Desse modo, podem-se identificar dgiss tide variaveis, uma
variavel dependente (ou variavel resposta) e asmfuindependentes (ou
explicativas, ou explanatdrias ou covariaveis). akiavel dependente é aquela
cujo comportamento deseja-se avaliar e as indepts®glsdo utilizadas para

explicar a sua variabilidade.
2.1.1 Regressao normal

Considerar-se-4, inicialmente, o caso mais simglesque se tém uma
variavel resposta Y e uma Unica variavel indepeted&in admitindo-se que a
relacdo entre a média condicional de Y dado ¥,®ulx) = EIVIX = x] oy
da forma

p=pl)=a+Pfx (21)

Esta equacéo (1.1) é denominadenponente sistematicalo modelop
e B sdo parametros desconhecidos a serem estimadéas dd componente
sistematica, 0 modelo é composto de uma parte at@ndnistica, devido a
fatores ndo observaveis, denominadmponente aleatériae denotada por uma
variavel aleatériaE. Dessa forma, o modelo completo fica estabelepigla
seguinte equacéo (MAGALHAES, 2006):

Y=a+fX+=z (22
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O modelo de regressao normal simples obtido a partir das seguintes

suposicdes assumidas para a componente ale&toria
E®=0
Var (€) =62
&€ ~N(0,69).
Como consequéncia das suposicdes feitas paradvelagieatorit, tem-se que
VoN{(a + Sx,0%)

Para a obtencdo dastimadoresdos parametros e B, considera-se
uma amostra de pares de observaddes ¥ ¥ =v)i=1,2,...n , Pela
expressao de (2.2), pode-se escrever, para cada par
vi=plx) s =a+bx;+5
em que o<is sdo ndo correlacionado€e” V1297 para todd . Em busca
da reta que melhor represente os n pontos amesitiizou-se 0 método dos
minimos quadrados. Minimiza-se a fungéo

1

5=5a B = ZE: = i[}': —a— fx )

=1

(2.3)
As 25
Segue dai que se precisam obter as derivadasipaai e 5 e, em

seguida, as igualam-se a zero. Com isso, encanwasistema de equacgdes

—Erz :[_1.': -(a= ,{_?:L':] =0]@-2 i :[_1.': -(a = ,lf-?l':] ;= 0] )

em que& e £ sdo os valores que minimizam a funcéo (2.3), ¢a, S&0 oS
estimadores minimos quadradogara os parametras e B, respectivamente.
Simplificando-se as equacdes desse sistema, olstéansistema dequacdes

normais
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=]
=]

Segue dai que a reta de regressao estimada pasigpsessa por
ity = &+ fx |

E comum encontrar, na literatura, esta equacaornzaf

—

Vi =d+fx; parad = L2,...n;

em que 0975 sfo chamados dalores preditos.

No modelo de regressao normal multiplano qual se utiliza mais de
uma variavel independente, considera-se que a neédidicional da variavel
resposta Y pode ser expressa em fungéo das vargx@icativas X Xo, ..., X,
por meio da relacéo linear (MAGALHAES, 2006)
p=E[Y|X;=x, ... Xp = xp]

= fa+ fyxy + +J'9p3'-'p-

A componente aleatéria do modelo também é repradanpor uma
variavel aleatéria€, que segue uma distribuicdo normal com média zero
variancia®® .

Assim, para cada observacdo do t{,di;-xi:-x:n -+ %pi)| tem-se o
seguinte modelo:

Vi = Bo+Brxa + 4 Pprpi + 5 paral = L. 2, ... 7, p=mn_(25)
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em quesi~N(0.%) para todd .

Considera-se a matriz de variaveis independentes

1 .').'11 - ")'.,'!,"'1
1 .').'1: - -')-'p:
1 Xyn — xpr,_ ,
e 0s vetores
My .1'9 0 \ €1
¥z _ 1 5 £

: B= s es=]
Mn \18,19 } n (2.6)

Dessa forma, pode-se escrever o modelo (2.5),ai@ditnente, por
y=XB+= (27
Para o modelo mdltiplo de (1.5), a funcdo S, defirem (2.3), pode ser

escrita como

5(,8} — Z{},: _18:1 _ 181:‘1.'1: e _J'gpf'-'p:}: .

Derivando-se a funcéo acima em relagéﬁy &1 Bp e igualando-se
a zero essas derivadas, obtém-se o sistema dedegquaarmais a seguir.

nfa + fi Z-‘?ii Tt ."-??Z'}"?i = Zj.i
1 i=1 i=1

_.éﬂz.t;.-; +_.§1Z.1;'1;.1'J.-5 +t '333 Xpi X = Z_‘JT.J i=Ll..p.

i=1 i=1 i=1 i=1

Uma forma matricial para o sistema acima € a séguin
(X'X)B = X'y

Ccomo (X*X} é uma matriz quadrada de dimensfes- 1) x {(» + 1),

entdo, existe a sua matriz inversa, pois, de acaydoGraybill (1983), a matriz
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X tem posto coluna completo e iguegPa 1 . Assim, o estimador de minimos
guadrados do vetor de parametgpé dado por

B=(xx)y Xy
O vetor com os valores preditos pode ser esauitwoc
y=Xp
= x{x*x) ' xty
= H}’.
gt . .
em queH = X(X'X)'X" ¢ conhecida como matrimt e representa a matriz

de projecao ortogonal " sobre o subespaco vetorial gerado pelas colunas da

matriz X.
2.1.2 Modelos lineares generalizados

Durante muitos anos, 0s modelos normais foram zatihs para
descrever a maioria dos fendbmenos aleatérios. Megrando o fendmeno sob
estudo ndo apresentava uma resposta para a gselrf@Eoavel a suposicao de
normalidade, usava-se algum tipo de transformagécsentido de alcancar a
normalidade (PAULA, 2004).

Com o desenvolvimento computacional, novos moddéa sido
propostos, dentre os quais se destacam 0s modaekmrels generalizados
(MLGSs), apresentados por Nelder e Wedderburn (1%2)a proposta permite
gue a distribuicdo da variavel resposta pertendaniilia exponencial de
distribuicdes (ver apéndice A), significando que cada compondnteetor de
observacde¥ tenha a funcdo densidade ou funcéo de probabdlidadorma

f. 8, 0) = exp{0[ve; — b(8)] + (¥ 0)} | (2.10)
em que ofis sdo os parametros de interes€ & o parametro de disperséo.

Nessa classe sao validas as seguintes propriedades:
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Ely]=pu; =b'(8,)
Varly;1= ¢V,

v, =b“{8:}=%

em queb e b" representam, respectivamente, a primeira e a daglarivadas

da funcac?{de V; é definida como funcao de variancia. A funcéo aléawicia
desempenha um papel importante na familia expoalenaina vez que ele
caracteriza a distribuicdo, ou seja, dada a fude&eariancia, tem-se uma classe
de distribuicfes correspondentes e vice-versa (PARD04).

Com relacdo & componente sisteméatica do modeloyvaagveis

independentes Xj,...,X, produzem o vetor = @137z, . 1Y como

preditor linear, que, no caso da regressdo normal linear mulépiada por
M = Bo + Baxy; + Faxzi o + J'gr:'-'p:
"Ijl
- z x5:B;
i=o

=xifcomi=12,..n (211)

em que o vetor¥: = (L. %1 %2 . Xpi] & 2! -gsima linha da matrix.
Além disso, a ligacdo entre a parte sistematicanédia condicional da variavel
resposta se da por meio da relacdo funcional anpaate sistematica e a média
condicional da variavel resposta se da por megedainte relacéo:
w; =g~ Yn), i=12...n
em que ¢(.) é denominada de funcédo de ligacédo,dgwe ser mondtona e
diferenciavel. No caso da regressdo normal, é acafunidentidade
(MACULLAGH; NELDER, 1989).

Nos MLGs, com respostas independentes, a log-siendsanca pode
ser escrita como
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B:y) = ) o8, —b(6)}+ Y clyn¢).  (212)
=1 =1
Um caso particular ocorre quando
Bi=m = x:_,i'fgj- (2.13)

Nesse caso, tem-se que

prl
=

1) = Y58~ 8 Y 5@+ Y ety &),

1

sp=¢ Y vixg;

em que =1 com/ =L 2 .., p

Pelo teorema da fatoragdo, conforme Bolfarine ed®aal (2001), a
estatistica S = (S0-53-52 55} & suficiente  minimal para o vetor

B ={Fa.fy. Bz . By} As fungoes de ligagdo, tais que
glu;) = Z L
i=o (2.14),
s&o chamadas de ligagdes canbnicas (DEMETRIO, 2082jgacdes candnicas
para os modelos Normal, Poisson e Binomial sdpeativamente, dadas por

p=n
logu=n

1
log{l ‘[_ ;t}z 1.

A funcdo escore e a matriz de informacéo de Fiphea o vetor de
parametrogl, nos modelos lineares generalizados, sdo dadgmatevamente,
por

al(B,y)
B

Ug) =
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= oXTW LV iy — )
2B, v)
- [-757)
= pX'WX (2.16)

em que W =diaglw,, ...wy} & a matriz de pesos com componentes

()

T W V=diagl, .V p =, 0,0 @ Vg funcdo de
variancia. Em particular para a ligacdo canénisaa® quantidades tomam as
formas simplificadas
Uig)=¢X(y — )

K{f)= ¢X"VX,
respectivamente (PAULA, 2004).

Para se obter o estimador de maxima verossimidhpaca o vetor de
parametro$, deve-se encontrar a solucéo do sistemaizom!l equacgdes ndo
lineares dado por
U{g)=0.

Em geral, esse sistema ndo admite uma solucdccikxplsegue que,

expandindo-se a funcao escblB) em série de Taylor até o termo de primeira

ordem, em torno de um valor inicigl”’ , tem-se
Uig) = U{B{“}}_l_ Ur{ﬂ{ﬂ]‘}[ﬂ _B{ﬂ}]-

em queUJ representa a primeira derivada &8} em relacdo §. Logo, tem-

se que
Ug)=U B8 -U BB =0
U’{ﬁ{u}}ﬁ! = U'(BO)BO@ — y(p©),
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Admitindo-se que U'{B™) ¢ ndo singular, e, portanto, possui
inversdU (B ", segue que
[0/ (BN U (BB ~ [U'(B) " U (BB — [U (B U (V)=
Aplicando-se a propriedade da matriz inversa, tem-s
B~ BOL-U(BO) U(B).

A partir de um valor inicial parﬁ‘, a equacao acima pode ser utilizada

para se obter um processo iterativo, na seguinteafo

ﬁ["f:"‘l] = ﬁ{n:} + [_ Ur{ﬁ{ﬁ:}}]_i U{ﬁ{n:}}_l m = l::l_l 1_12_1 s
Um dos critérios utilizados para que esse progeasmé dado por

max Ti{|5"UT((m + 1)) 7T (m) 1} < &

em quee é um valor pré-determinado. Esse procedimentondemdo como
processo iterativo de Newton-Raphson e esta desenit Hoffman e Kunze
(1979).

Como a matrid U'(§) pode ndo ser positiva definida, a aplicagdo do

método scoring de Fisher, que consiste em substitmatriz! U'(B) pelo seu
correspondente valor esperado, pode ser mais demten segundo Paula
(2004). Dessa forma,

,é[m+1:n — i}{m} + [K (ﬁ{m})]_i U{ﬁ{m}}: m=0,12, ...

Substituindo-se os resultados (2.1&) ¥6) na equacédo acima, tem-se
Bm+1) = gom 4 %{X:WX}_i chfWifZF%{y — ™)
— (XWX) (XWX)B™ + (xWX) xw ew w v (y - pe)
- e xw o s wo vy - o)

t L o g
= (X'WXx) x'wi
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em quez™ =n"" + W_%V%{J’ —u™) o p = XB™ Note quez
desempenha o papel de uma variavel dependenteicaodife W € uma matriz
de pesos, que muda a cada passo do processwitefationvergéncia de (2.17)
ocorre em um numero finito de passos, independdote valores iniciais

utilizados.
2.1.3 Regressao logistica

A regressédo logistica tem sido bastante utilizddasmo quando a
resposta de interesse ndo é do tipo binaria, algquesguisadores tém
dicotomizado a resposta, de modo que a probabdidbel sucesso possa ser
modelada por meio da regressao logistica (PAULA420

Primeiro, tratar-se-a dagresséao logistica simplesSeja Y a propor¢ao

de sucessos emm ensaios de Bernoulli independentes, cada um com

probabilidadep de ocorréncia de sucesso. Assume-se tambéritiguin. p).

Com isso, a sua funcao de probabilidade fica elsteida por

ﬂ MYy M-V ﬂ ny
(ﬂ}-)ﬂl" (1 —p)yt™ = exp {ln(ﬂ}r)jﬂ"-' +ny ln(l '(_j Tﬂ) =7 ln{l — ;o}}

1
- v E ['D,....—,...,l]
emqueld <p <1 e n .

Uma funcao de ligacdo, denominddagit, é definida por

logit: (0,1)—R

t
ts logit(t) = lrl1 (2.13)

Dessa forma, obtém-se o modelo logistico lineapkim
lagit plx)=mn, (2.19)
em que’=Fa+Fix é o preditor linear, efa e £1 sdo parametros

desconhecidos. Segue, de (2.18) e (2.19), que
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_ 1[&
T 1 - pGl’

Dai obtém-se que

1

plx) = Taon

ou, mais precisamente,

gBerBax

plx) = (2.20]0

Os parametro$s e 51 podem ser estimados pelo métodontxima
verossimilhanca (COOK; WEISBERG, 1982). Para isso, considerar-sena
amostra aleatéria de observagbes independent®s. x:} 1= L2, ....7. em

gue *: é um valor variavel independente, discreta ouingat Tem-se que
ple) = PY = 11X = x;) ¢ 3 probabilidade de sucesso; asdgint, 7{x;) ¢ a
probabilidade de fracasso, ou sejfdlty’ = 0L¥ = x;).

A contribuicdo da ! -ésima observacdo para a funcdo de
verossimilhanca é
2O Vil — ple N2,

Dessa forma, obtém-se a funcdo de verossimilhpaga observacdes

independentes,

LBy, By vy Ve, oo v) = | [0 - pe ™. (221)

Segue dai que a funcéo de log-verossimilhangal& plor

1

1By By ¥y Vas oen ¥) = D 07 ImlpGe] 4 (1 = y)Inll - pGe)). (2:22)

=1
Diferenciando-se (2.22) com relacdda e af1 e igualando-se cada

um desses resultados a zero, encontra-se o sistamas equacdes
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"
i ‘._:..-'r'n—.':fji-jl
= 1 — eferfa

. gPesfsd;
- Eoefox

1 — eFe*Fa¥;
O sistema acima nao admite uma solucdo explicasa pbter uma

solucdo aproximada, deve-se utilizar o processatit® de Newton-Raphson.
A seguir aborda-se o casomgressao logistica multipla
Considere-se 0 modelo geral de regressao logfstidtipla

In I plx)

- plx) = Bot Baxs =4 Bpxp, (2.23)

em que* = (Lg% contém os valores observados plevariaveis

explicativas e o valor 1 esta associado ao intésc€p. A ligacdologit, neste
caso, é dada por

logitpx)=n

em queiﬂ":"f']I =PlY =1lx] ¢ o probabilidade condicional de sucesso dado o

vetor .1 =% & g preditor linear B = (8o, By, oo By }: € 0 vetor de
parédmetros desconhecidos.
Adotando-se um procedimento analogo ao utilizadmndelo simples,
obtém-se
n [ 3

en P R R

wlx) = = . (2,241
p 1+e® 1 +Eﬁn—ﬁ1x1+---—ﬁp.rp

Para se obter o estimador de maxima verossimilhaacaetor de
parametros3, no modelo logistico mdltiplo, desenvolve-se umcpdimento
analogo ao utilizado para o caso simples. Sendamasa funcdo de

verossimilhanca obtida a partir de uma amostra comobservacdes

independente{s‘*':-3"1:-1'::1 v Xpi ) E=12,...7, & dada por
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+

L@ = [ [pein - peg¥ e (225)

em que®: = (Loxap g 2y}, 0= 1,2, 00, Segue que, diferenciando-se

a funcao de Iog-verossimiIhan%:‘E;&r;:.‘*']I em relacdo a cada componente do vetor

de parametrof e apoés igualando-se essas derivadas a zero, sbtémsistema
n
Sl - el = 0
=

Z[‘-': —plelx; =0, paraj=12,..,p.
&

Este sistema também ndo admite uma solucdo eaplititizando-se o

processo iterativo de Newton-Raphson para se abtarsolu¢do aproximada.
2.2 Avaliacdo do modelo ajustado

Uma das formas de avaliagdo de modelos ajustddasavdeteccéo de
pontos que se encontram significativamente maistadas dos demais. Estes
pontos séo, usualmente, denominadosodtiers e formam a base para o
desenvolvimento detécnicas de diagnésticosdo ajuste de modelos de
regressao.

Pode-se classificar umutlier, conforme sua caracteristica, do seguinte
modo (PAULA, 2004):

a) pontos aberrantes:sdo pontos que tém certa influéncia sobre oseslor
ajustados, embora ndo estejam muito afastadosetiasis pontos;

b) pontos de alavanca ou de altteverage sdo pontos que estdo mais
afastados dos pontos no subespaco gerado pelamseala matri.

Estes pontos ndo influenciam de forma significatigaestimativas dos

parametros, porém, fazem com que as varidnciavaloees ajustados
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dos pontos proximos a ele sejam maiores do queadaneias dos
valores ajustados correspondentes aos demais pontos
c) pontos influentes: sdo pontos que, a0 mesmo tempo, sdo de alto

leveragee aberrantes.

2.2.1 Residuos

O residuo para al -ésima observacdo é definido como uma funcéo do
. F Y . . . , . . A .
tipo *': = r{(¥:Li:), cujo objetivo é medir a discrepancia entre o valiservado
e o valor ajustado di-ésima observacd@:. A definicdo mais usual é a de

residuo ordinario, dada por

Ty =¥ — [ (2.26)

que mede a diferenca entre o valor observado éoo ajaistado para & -ésima

observacéo.
Para?: = (r1i. 721, .. ™ )" tem-se que, para 0 modelo de regressao
normal linear,
r=y—Hy
= (I — H)y.

em queH = X(X°X) X% & a matrizhat ja definida na secdo (2.1.1). O
elementchi: , definido a seguir, pertence a diagonal da métrz desempenha
importante papel na construcdo de técnicas de @ktign
hy = xH(XTX) x,. (227)

Em particular,Var (s} = (1 — h;)o®  Partindo do pressuposto de que
todos os pontos exercem a mesma influéncia sobvaloes ajustados, espera-

P
se que o valor d&ii esteja proximo de. Convém, entdo, examinar aqueles
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N T o
pontos, tais que * ~ n, que podem ser diagnosticados como pontos de

alavanca ou de alto leverage e, geralmente, estdo localizados em regides
remotas no subespaco gerado pelas colunas da X&BPEULA, 2004).

Em relagdo ao modelo de regressdo normal linean-sée que
r;~N{0,c*). Assim, podem-se obter pssiduos studentizadosdenotados por

i, dividindo-se cada™: pelo seu respectivo desvio padrdo amostral

5% = -
(1 — h.)s n—p : o
5 i , em que i=1 € 0 estimador da variancfd . Logo,
T
= —— i=1,...n (2.28).
s(1 —hy) f2

Como 7: e §* n&o sdo independentefs, ndo segue uma distribuicdode

Student como se poderia esperar. Paula (2004) mostraogpeoblema da

&

. z - 2 e
dependéncia entr& e 5 pode ser contornado, substituindcssepor '*! na

&

~ . T » -
expressao d& anterior, em que '!! é o erro quadratico médio correspondente

ao modelo sem h-ésima observacgédo, dado por

2 fn—-—p—1
szg.(Lﬂ)_
n—p—t

Dessa forma, tem-se que o novo residuo studentizado
1fn
r::r:(&—t) J (229)
’ n—p—t
segue uma distribuicFa-v-1.
A definicdo de residuo studentizado para os MLOsita de forma
analoga a utilizada na regressao normal lineare®asse que, para os MLGs,

os estimadores dos parametros do modelo s&o dados p

-~ — —1 ——
B=(X'WX) X'Wz
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1, -1
em que Z=1+W 2072ty — @ pssim, pode-se definir o residuo
ordinario por

= IJT’_ii'JI?{z —1j)
vy —p @30
Assumindo-se que Var(z)=W g™ segue que
Varr-)= ¢~* (I — H), em quell = w'xxtwxy ixtw e Assim, 0s
residuos standartizados para os MLGs sédo defipioios

1
by —
:MJ (2.31)

em quehi: foi definido na equacéo (1.27).

Os residuos mais utilizados em MLGs sdo definidogartir dos
componentes da fun¢do desvio (DEMETRIO, 2002). Asd@ padronizada
(DAVISON; GIGLI, 1989; MCCULLAGH, 1987) é dada por

Yady: i
£y, = & 20eA) 2.32)

1-hy

em qued 0 5) = £V2{y (60 — 6) + [b(©) - bEMIN 2.
Para osmodelos logisticos linearesgesse residuo toma a forma

particular

tni —+'| [k ln - +{r?, — B }].n(;ﬁ:,_)]‘.

i — TPy

com@ = v; < n;, Quandov: = 0 | tem-se que

@2nlln(1 — 05

E, quandd’: = 7, segue que

tpi = —
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_enllapDh

tpi =

11— hs
J i

em queﬁ.-.- assume a seguinte forma:
hy =Byl - ;Ef::]l:t':: (Xri}x)_i Xq
comV = diagnB:(1 — ;). ... . npPell — Bl eny + =+ + 1y = 1.
O residuo studentizad: , para o0 modelo logistico linear, é dado pela
expressao a seguir:
tsi = — O — by . (2.33)
\{1 - E::}[ﬂ:ﬁ:(l - Pl

2.2.2Esquemas de perturbacéo

De maneira geral, um esquema de perturbacdo modieBnido como
gualquer mudancga efetuada nas suposi¢cdes do madsldados observados, ou
em ambos, proporcionando, com isso, uma substamoaificagdo nos
resultados da andlise (BILLOR; LOYNES, 1993).

Dessa forma, podem-se dividir os esquemas derpadges em dois
grupos:

(i)  perturbacdo no modelo:quando a suposi¢cdo de homocedasticidade da
distribuicdo dos erros é substituida pela suposiedweterocedasticidade;

(i) perturbacdo nos dados:neste caso, 0s possiveis tipos de perturbacéo
podem depender do modelo. No caso particular daessgo normal linear,
pode-se perturbar tanto a matriz de variaveis exjiias como o vetor da

variavel resposta.

Temos duas razfes essenciais para consideratusbpeéo dos dados:

erros de mensuracao e ocorrénciadtiers. Billor e Lynes (1993) alertam para
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a importancia de distinguir bem os dois tipos detupeacdo, pois ha
consequéncias e interpretacfes diferentes parasamslbeEsquemas.

Nos capitulos 2 e 3, apresentam-se alguns esquéenaerturbacéo,
como, por exemplo, a perturbacdo de observacaoidodi em modelos
normais e logisticos.

2.2.3 Influéncia

Considera-se a funcao de verossimilhanca paraéongdrop a seguir,

1

lw (B3 = Z“‘i HB.y;)

=1 ,

em queE {1'9--"':]' € o logaritmo da funcdo de verossimilhanca coordente a
J -ésima observacdo ¥/ é um tipo de perturbacao, tal qu'—: wj =1
Quando &y =W, =" =wy =1  significa que ndo ha perturbacdo no
modelo e, quand®; = © | significa que & -ésima observacao foi excluida.

A medida de influéncia mais conhecida é a distadei Cook, definida
por

D = (ﬁ —B’M)I{XEX}(E;’ _lg’cd)
W = a3

-~ -1 .

em queBw = (X'AX) "X'Ay ¢ A= diagfey, ... @}, Esta medida mede
quanto a perturbacé® = (@q, .. @, afastaBw de B, segundo a métrica
XX

Quando o! -ésimo ponto é excluido, Paula (2004) mostra que a

distancia de Cook fica expressa por

(B-Bo) (X*X)(B - B)

ps*
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., hy 1

- f: (l _h}ﬁ

(2.34)

Portanto, : serd grande quando o-ésimo ponto for influentet{
grande) e/ou quandh: for préoximo de 1.

Para os MLGs, a influéncia exercida pélaésima observacdo no
modelo ajustado é medida ao avaliar o impacto solbogaritmo da funcéo de
verossimilhanc&{B. ¥}, com a retirada desta observacao.

Uma medida utilizada para avaliar este impacto ghecdda como

afastamento pela verossimilhancalikelihood displacemeht (COOK;
WEISBERG, 1982), definida por

LD; = 2[1 (B ¥) - 1 (B )]

em queffﬁm-}’}é a log-verossimilhanca sem la-ésima observacdo. Em

Demétrio (2002) é mostrado que

[#

LD:_[ Ri ]rg:. {2.35)
1-hy

Para medir a influéncia das observagfes nas estimatos coeficientes
do modelo logistico, a versdao da medida afastampata verossimilhanca

utilizada é dada por

[

LD, = ﬂ(."'::_ﬂ:?:}‘ .
(1 —hy) [nfi(1 - ;)

2.2.4 Técnicas graficas

Uma fase importante da analise de diagnostico igtespretacdo de
gréficos utilizados para detectar pontos suspdi®sserem aberrantes e/ou
influentes. Para os modelos de regressao normahrlinos graficos mais

utilizados sao:
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() gréfico defi contra a ordem das observagbes; usado para detecta
pontos aberrantes;

(i) grafico de t¥ contra os valores ajustados; indica a ocorréneia d
heterocedasticidade nos dados;

(i) gréfico dehii contra a ordem das observacdes; também é usado par

detectar observacgfes suspeitas de serem aberrantes;

observacgdes; destaca pontos que podem ser infijente
(v) grafico normal de probabilidade com envelopes;cadie ha possiveis

afastamentos da normalidade na distribuicio dolues. E o

grafico deti contra os valores esperados das estatisticasddeor
N AR
da normal padra(g (L) )

Para os MLGs, as técnicas graficas mais recomesdada as
seguintes:

(i) gréafico dets: contra os valores ajustados; detecta a ocorréiegentos
discrepantes em relacdo aos demais; estes pontsmpacer
influentes ou de alavanca;

(i) grafico detoi, contra os valores ajustados ou contra a ordem das
observacdes; detecta pontos influentes;

(i) grafico de hi; contra os valores ajustados ou contra a ordem das
observacgdes; detecta observacdes suspeitas deasraantes;

(iv) gréafico deLD; contra a ordem das observacdes; as observacdss mai
discrepantes neste grafico podem ser pontos dearslave/ou

influentes;
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(v) grafico normal de probabilidade paf@: com envelopes; fornece
indicios de afastamento da suposi¢cédo sobre ahdigtfio adotada

para a variavel resposta.

2.3 Avaliando a influéncia local por meio da curvaira normal

O método da influéncia local & considerado um dass modernos,
dentro da analise de diagndstico. Proposto por Qd@86), consiste em
verificar a existéncia de pontos que, sob modifieagmodestas no modelo,
causam variacfes desproporcionais nos resultadajsiste (PAULA, 2004).

Considerando-se o caso geral da distancia de Gaokdefinida na
subsec¢édo (1.2.3), agora se quer estudar as mudaroghszidas nesta medida,
quandow: = 1.¥: . Expandindo-sé&’.. em série de Taylor até segunda ordem,

em torno devs = 1 | tem-se que
. 1 .
Dy =Dye+ (Dye— w)D'gy +5(00 =0 JEDY pofwg — w)

o

b | =

(we— @)D" yolwp — w)
Pode-se mostrar que
D", =diag(r)Hdiag(r).
em quediag() =diagl. ...7}, Cook (1986) estuda a maior variacdo de
D, emtorno dev e, 0 que equivale a maximizar a forma quadratica

7 EMBED Equation.3 @33'F3Z EMBED Equation.3 888, 3 EMBED Equation.3 838

em

que

# EMBED Equation.3 388 = wg — w, Z EMBED Equation. 3 23332 EMBED Equation.3 &8

(0] maximo da forma guadratica

I EMBED Equation. 3 EEEEFE EMEBED Equatiu n.3 33A Corresponde
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ao maior autovalor da matriz  F | denotado por

7 EMBED Equation.3 333,,,,.3 EMBED Equation.3 888 Ag

coordenadas do autovetd EMBED Equation.3 888, associado a

3 EMBED Equation.3 888,,, -, contém as influéncias locais das
observacdes na direcdo que cause maior alterac8simA o grafico de
|8 EMBED Equation.3 888,,,-| contra a ordem das observacdes pode
revelar os pontos com maior influéncia na vizinlzaode w«. Estes pontos
podem causar mudancas substanciais nas estimatdssparametros sob
pequenas pertubac¢des no modelo.

Para os MLGs, quando a ligacdo € canbnica, 0 vetor
3 EMBED Equation.3 888,,,~ é o autovetor correspondente ao maior
autovalor da matriZ’ a seguir e serve para avaliar a influéncia loes d
observacgdes nas estimativas dos parametros
F = diag#p)Adiag@p),
1 -~
Fp = Py i Fpy)ie Py = 2ot 0 P

Coh | , ' , . .
em que Vi € o! -ésimo residuo de

Pearson avaliado eﬁm
2.3.1 Gréficos de influéncia

No desenvolvimento desta secdo, utilizou-se o tbode regressao
linear multipla dado na equacéo (2.7). Consideseguinte forma da estatistica
de influéncia proposta por Cook (1977):

-yl
Di="= (3.1)
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em quell-Il denota a norma euclidiana de um velore Y i) sdo vetore® * 1.

de valores ajustados baseados no conjunto totablmEesvacdes e no conjunto
dos dados sem &-ésima observacéo, respectivament®, & a dimens&o do
vetor de parémetro@- Vale ressaltar que, pér-ésima observacéo, entende-se
afp+1) - upla (Vi X1i0 Xaps oo s Xpt) que corresponde ab -ésimo valor
observado da variavel resposta, acompanhado dogecta®s valores
observados para as variaveis explicativas.

A estatistical: pode ser bastante Gtil para detectar observacdes
discrepantes e tais ocorréncias conduzem a remogia correcdo da
correspondente observacdo. Em geral, diagndstiassados na delecdo de
observacdes permitem apenas duas conclusdes: oubsarvacdo é
convenientemente especificada para o modelo oteiamente ndo observavel,
no sentido de que a variancia da populacdo de fondéatraida tende a infinito
(COOK, 1986).

Frequentemente, deseja-se investigar outros ##ese como, por
exemplo, a heterocedasticidade. Para isso, usmaeversdo mais geral para a
medida definida em (3.1), dada por

' pa? (3.2)
em que¥. é o vetor de valores ajustados obtido quandieésima observacéo

tem pesgv , comY = @ =1 ¢ 35 outras observacdes tém peso 1. Observe que
quando® = 0, Dy{w) = Dy
Para uma avaliacdo mais completa da influénciaude Unica

7

observacdo, é importante que se investigue o cdamento del’:{«} para

valores de¥ diferentes de zero.
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Cook (1986) estende essas ideias, permitindo que vetor de

perturbacdc® seja utilizado para perturbar outros componentesnddelo.
Uma motivagdo para essa extensdo segue da relag@ola(«w)} e a log-
verossimilhanc&({Z}, que sera vista a seguir.
Observe que se pode escrever o numerador da eqgiBagfina seguinte
forma:
V- VulF =y —¥ulF -2y — ¥y =¥+ vy — ¥IF,
em quel--} representa o produto interno usual, de forma que
V=V, ¥y =¥V1={y —¥+¥V-¥Vuy -V}
=ly-¥.y-N+F-Fu.y - ¥F)
=y —¥F +{¥ - ¥..¥y — ¥}
Com isso,
V- yulF =y —¥uIF -y —¥IF - 2(¥ - ¥u.y — ¥}
Segue, ainda, que
V-¥Vu.y -¥=32-0.7) - Vo ¥+ V. ¥
Do capitulo 1 sabemos que¥ = x(xix)'xty ¢
.= X(XTWX) X'y ,em queW = diag(w,. wy, ...wy,). Com isso, tem-
se que
.y} =3y = y* X(X'X) X'y,
(.51 =39 = y* X(X'X) X'y,
Fo. ¥V =o'y = YWX(XTWX) X1y,
(Fo 9V =Fu'y = Y WX(X'WX) X'y.
Assim, conclui-se que
(F = Fury -9 =0
Portanto, a equacéo em (3.3) fica resumida a
V- ¥ulF =y - ¥ IF - Iy - ¥IF.
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Substituindo-se este Ultimo resultado na equagé(Be?), tem-se que
Iy - ¥,IF - lly — ¥IF

e

pD{w) =

SejaE Bl a log-verossimilhanga correspondente ao modelonbado
por um vetor w € @ EMBED qulﬂ.ti.ﬂﬂ.3 AEA , em que

3 EMBED Equation.3 838 é um conjunto aberto de pequenas perturbacées

em BR? Assume-se que existe ufe € @ EMBED Equation.3 838 g

quel(B. )= 1B} paratodo vetof .
Assumindo que a log-verossimilhanga no modelo geatip é de classe
C* e consideram-se apenas as partes relevantes dgiofude log-

verossimilhanca para o modelo postulai'dg]I e para o modelo perturbado

B, em queB e Buw sdo os estimadores de maxima verossimilhanca nos

modelos postulado e perturbado, respectivamenté&émebe as seguintes

relacdes:
. e . : 1, :
A EMBED Equation.3 I3 lﬁ | # EMBED Equation. 3 883 - Z—ZZ | vi — 2 EMBED Equa
LS o |
=1
1 n
=—-——— > (v, — ¥
2Tt T
1
-1 | IF
T 247 y -
. e . : 1 ~, :
8 EMBED Equation.3 883 | §,, | Z EMBED Equation.3 883 — z—zz | v — 2 EMBED Equ
| r o |
=1
Ly ( Pica)
=-— Vi — Fia¥
203 & i
=1
=——1ly-5,IF
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Segue dai que

WP -1B )= %EII}* —¥,IF =y — ¥IF},
ou, ainda,
W -3,IF — Iy - FIF = 20*{1(B)- 1(B.)}
Finalmente, substituindo-se o Ultimo resultadanacha equacao (3.4),

encontra-se a relagdo entre a estatistkdw) e a funcdo de log-

verossimilhanca d@,
pD{wd =203 - 1B B}
Cook (1986) utiliza a medida afastamento pela s&nilhanca para

avaliar a influéncia local, que é definida por

LD(w) =20 - 18,1
guandot varia numa vizinhanca d@s. Observe que a equacdo em (3.5), na
verdade, relaciona a estatistia{w} de Cook e a medida afastamento pela
verossimilhanca definida em (3.6). Decorre dai que gréfico delD{w}

versus ¢ contém informacdes essenciais da influéncia do ezsgqude
perturbacdo utilizado. Esse gréfico pode ser intégdo como a superficie

geométricddg — 1) — dimensional formada pelos valores do vetor

Cl'.n'i

[
@)= (; ey = | U I

kL :'liu}}

quando® varia em @ EMBED Equatien.3 838 = A superficie definida

acima é chamada dgafico de influéncia.

2.3.1.1 A curvatura normal em um grafico de influénia
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Nesta secdo a atengdo centra-se no método de sli@gnda influéncia
local, avaliado através deurvatura normal. Este método, introduzido por
Cook (1986), consiste em se avaliar o comportameéatourvatura normal em

torno de um pont&*as pertencente ao grafico de influén&ée?, definido na

secdo anterior, lembrando qué&*a corresponde ao ponto em que
1(B) = l{Blw,) para o caso particular de ter&& 1, o grafico de influéncia
se reduz aclw)={a;{wli=12 o que equivale a curva plana

afw) = (w, LD{w® cyja curvatura é dada por Stoker (1969, p. 26),
lae,a, — cya,l

=
(#8 EMBED Equation. DSMT4 Z 33 + ¢3 EMBED Equation.DSMT4 EEE}”?

em que as notacgdel e & denotam a primeira e a segunda derivada$ gle

respectivamente. Segue que

&_dcu_l&_d:cu_ﬂ_
° 1 r]rm ! N f']rrril: '
L D{ew)
o ly_w, dew L.J_mn (m}lw-@n , poisLD{w) alcanca

um minimo local enite, e&z = LD{w},

Portanto, obtém-se que

C=a, = LD(w,)

- g

- L . a ., L, . +
Quando? = 1 | um gréfico de influéncia é uma superficie Bh* e,

dessa forma, a nocdo de curvatura torna-se maiglewan Estamos interessados

em avaliar como a superficﬁ@w]‘ desvia-se de seu plano tangente em torno do
ponto s e, para isso, serd considerado o comportamenteetd@®s normais

da superficie préxima a esse ponto. As secdes Iiwraf obtidas pelas

intersecdes entre a superfi&é®) e os planos contendo o vetor normal ao seu
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plano tangente erf#a. As curvaturas dessas sec¢des normais sdo den@winad
decurvaturas normais (STOKER, 1969).

Para obter uma secdo normal, considere uma dise@ioaria emR?
gue serd repreentada por um vetale comprimento unitario, e uma reta em
Q OR? passando po®a, que denotaremos por

wlal=ws+a ¢ comaeR .
Essa reta gera umiénha projetada (lifted line) sobre a superficié“:ﬁ-']'

passando pelo pon‘i’.{ﬁ(fﬂu}, gue consiste em uma curva sobre essa superficie.

Cada direcdo/ especifica uma linha projetada e vice-versa, poiplano

tangente a superficie e é gerado pelas colunas da matfizujos elementos

Z EMBED Equation. DSMT4 Z3Z o, w )
2 EMBED Equation. DSMT4 33 Tew;

i=12,..,9+Lj=12 ...49. com todas as derivadas avaliadas @m
Note que

7 EMBED Equation. DSMT4 333 e, { w ) [1 \ sgi=j
I EMBED Equation. DSMT4 223 w; 0, se i F .

Assim, a matrizV tem a formav= (Ig:0)". Seja Pa+1 o vetor da base

candnica d®%"* com1 na ultima posi¢éo e zeros nas outras. Dessa forma,
Vibgia =0

Logo, bgis ¢ ortogonal as colunas da mawizComo as colunas dessa matriz

formam uma base para o plano tangente a supedini€’s, 0 espaco que

contém o vetorPa+1 ¢é ortogonal ao plano tangente e contém o vetor
(8 EMBED Equation.DSMT4 888.0)..y  Como os vetoredPg+1 e

(8 EMBED Equation.DSMT4 888°,0),.1 550 linearmente independentes
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e geram o espaco ortogonal ao plano tangent&ementéo, eles formam uma

base para este espaco.
2.3.1.2 A Curvatura normal de umalifted line

Alifted line (linha projetada) em uma dada direcBiconsiste na
curva plana dada
porp p
{a) = (@ EMBED Equation. DSMT4 333,, @ EMBED Equation. DSMT4 3335} = [a, LD w(a)]
e pode ser vista como 0 conjunto dos pontogﬂﬁ‘}@}, gerado pelos vetores

bq+1 e (8 EMBED Equation. DSMT4 888°,0}% A curvatura normal da

curva p (@), na direcao/ , adaptada de (3.8) ¢ escrita da seguinte forma:

C,(@ EMBED Equation.DSMT4 3% = |2 EMBED Equation. DSMT4 8383°,1 8 EMBED Eq
(3.12)

avaliada emzq .

Para melhor avaliar esta expressao, deve-se leddiuposicado de que

a funcdo de log-verossimilnanca perturbad& @) é de classeC* em

(BT ™) e, para a superficie

P
{a) = (3 EMBED Equation. DSMT4 @334, 3 EMBED Equation. DSMT4 Z33,)° = [a, LDw{a)]
, tem-se o sequinte:

. da

8 EMBED Equation. DSMT4 88 = I = 1,3 EMBED Equation.DSMT4 888, =

d d .
. Ew{a} = E(cuﬂ + a3 EMBED Equation.DSMT4 B8H)

d3
da?

, logo

=|::I:
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* Pelaregra da cadeia,

d e 4
ELD{U{H} = [gradiente(LD}] [Ew{a}]

_ [ @ EMBED Equation. DSMT4 233
" |2 EMBED Equation. DSMT4 Z33w

LD{EAJ}] A EMBED Equation. DSMT4 H81;
..... d . . ol
# EMBED Equation. DSMT4 AEAL (0= —LD a.n i) [| P I EMBED Eq

, poist?a é 0 ponto de minimo local da Funcéo LD.

Substituindo-se esses resultados em (3.11) ol#ém-s

= |LD{w(al.

avaliada enft = 0. Utilizando novamente a regra da cadeia, segue que

Lb{wm}}:d .

= iIiLD{w(a}}] 3 EMBED Equation.DSMT4 338
da|dw

LD{.{u(n}}EI EMEBED Equation.DSMT4 588

d

da dent

d a .

= LD{cu{-:‘{}}, .mlﬂ{w{a}} 8 EMBED Equation.D5MT4 BEE
aq

&

LD{ew (a)} iw{a} 8 EMBED Equation.DSMT4 &
5cu1 da

LD{W(H}}] da ﬂ’(ﬂ};----[m
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|III: 52 |' P -.'| 1-.llll
m L.D'I.{UI__ al i

= : 7 EMBED Equation. DSMT4 233 | I EMBED Equation.DSMT 4 &

a2 PR
a__[mﬂﬂywuﬂu] /

e

e :
[ a1
miﬂ].wtﬂ_j.[
= . 2 EMBED Equation. DSMT4 Z33| @ EMBED Equation.DSMT4 85
e L
[ , Qw gdwt D{-wl‘ﬂ'l-lf J
a2 L .
- (mw{_w(aj_}) 7 EMBED Equation. DSMT4 277 | @ EMBED Equation.DSMT4 387
. . a2 ) i
— 3 EMBED Equation. DSMT4 Z33° [mw{_m(a;.ﬂ 2 EMBED Equation.DSMT4 381

i . 92 i :
= A EMBED Equation. DSMT4 EEE“mLD{_w(nj_}EI EMBED Equation.DSMT4 888,

pois a matriz hessiana € simétrica. Avaliando-deravada® = 0 | obtém-se a

curvatura normal do grafico de influénéée?*, que é dada por

CE EMEED Equation.D5MT4 EEE = IE' EMEED Equﬂtiﬂ]l. DSMT4 flflflrl..bl:wn:lfl EMEED Equﬂtiﬂ]
(3.12)

Observe que, pela definicdo do afastamento petsssinilhanca, tem-

se que

) as o az -
LD{wo) = 5——[2{! (ﬁ)‘f(ﬁw)}“m:% = —25——1(B.)|

portanto, a curvatura normal vista em (3.12) fesumida por

= gy
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CE EMBED Equation.DSMT4 B88 = 2[3 EMEED Equﬂtiﬂ]l. DSMT4 ﬂﬂﬂrﬁﬂ EMEED Equﬂtiﬂ]l. DS
(3.13)

em queF € uma matriz quadrada de dimeng$a®& 4 , cujos elementos sdo
D)

dados pelas derivad@v 0w ¢ , avaliadas eri? = @y,

2.3.1.3 Uma forma operacional para a curvatura norral

O elementd. 5} da matrizF pode ser obtido por meio da regra da

cadeia

- a3 ~
Frs = deupdeo s : (ﬁ@)l

a
- oG
a (o = \)aB.,
1
5cur[{5ﬁ (ﬁ@)} 5‘@;]'@_@

z-a[a 3 a,ew

=

> d aﬁm

el )}a—(a)ll

_ fﬂaﬁm 9. 2%
I[aﬁmaﬁf ( )} amr‘ A | +{aﬁr‘(’8@)acﬂrams}lm_m

= (aﬁw)r g% " aﬁw |
5'0_:-_7- 5,3@53 5(u

Por hipétese, temos qdéﬁ-wu]‘= 1B), para todoB € R | assim

+

- a""m
?o@ Yoo |

=g

Buo-B e, portanto,
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a
—1(B.
77 Co)

_ 3
9B

=g

z(ﬁ,wﬂ}|ﬁ ;" 0,

poisff € 0 ponto de maximo da funcéo de log-verossimgaatanto no modelo
postulado“:ﬁ} guanto no modelo perturba@i‘?ﬁ-‘“n}. Dessa forma, a segunda

parcela da derivadirs acima, é nula. Logo, tem-se que

- aﬁm): 2 (aﬁ-@)
F,. = —— (B .
. (am-"' (aﬁmaﬁ{i (ﬁ )) dew s

avaliada enf? = g,

Em notacdo matricial, pode-se escrever

F=Jij.
em quel é uma matri * 4 cujos elementos sédo dados por
}r _ afgkﬁd
T A,

s w=we sendofrw ak-ésima componente do vefds , enquanto
(=L) ¢ a matriz de informacéo observada de Fisher.
Considerando o fato de gffas é um ponto de méaximo local da log-
verossimilhanca perturbadé8: @) para cad& € Q,
dNB, w
#l ﬂ=':}_.\'.l=l_...._.'|'ﬂ.
B: g
Deve-se observar que o primeiro membro destadgdal é uma fungéo
dasP + 4 variaveisPiw: - Prw e @1 @Wg. Jao segundo membro é uma

funcdo constante, a funcéo identicamente nula.esqga, derivando-se os dois

membros da equacdo (3.15) em relacd® ae, em seguida, avaliando-se a
derivada no pont&a, a derivada do segundo membro € nula e a do pdréei

dada por

d ('5;IE (’éﬁdn"”ﬂ))z i(azf(ﬁm-w)aﬁm)l " i(azf(ﬁm-w)amr)l

deo s a5 = 531{@518: deo s dewpdf; des iy
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=i 91 F(Bm @) 3B | +(a:3(nw-‘”))l
518km518 deo s w deo -85

k=1 —wa W=tg
Z( aﬁm)l , 1 (Buo o)
B 5181(@518 i o dwdf;
Dessa forma, pata= 1. P vale a seguinte relacdo

2, (1B w)oBn), 9% (Bunwo)
2= o | T ag.
&\ 0Brwdf; Ows [ ws0B;
Como as duas fungdes de log-verossimilhanca s&osigma, para
todo vetorB | tem-se que

aig(ﬁﬂ"”)l _ aig(ﬁﬂﬂ"”ﬂ)_ aig(ﬁ) _ Bfi(ﬁ)l
OBewdb:i ‘yow,  OPuwdB:  OBxOBi OBkOBipp’

Segue dai, e pela equacao (3.16), quepard: -~ Pr e5 =1, ., 4,
i (a:e‘{ﬁ})l (aﬁ’m)l 1 Buo-wo) _
& \\9Bk9Bi ) g p\ Ows | Ows0p; (2.17)

Agora, vamos definir uma matrix, de dimensa# * 4 , dada por

_9il(p.w)
N BIwt
avaliada enf =B e = w, Com isso, a equacao (3.17) pode ser escrita na
forma

Z L] .- + 8 EMBED Equation. DSMT4 834, = 0,
=1
ou, ainda, usando a simetria da makjz

Z LinJ s + 8 EMBED Equation. DSMT4 588, = 0.
=1
Assim, obtém-se a forma mais resumida para andatri
J] = -L7'8 EMBED Equation.DSMT4 838 (3 18).

Substituinda) na equacéo (3.14), obtém-se
F = (—2 EMBED Equation. DSMT4 3323°L~1) L (~L~12 EMBED Equation. DSMT4 237 |
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= @ EMBED Equation. DSMT4 2323°L~13 EMBED Equation.DSMT4 588.
(3.19)

Utilizando-se o resultado (3.19) na equacao (3.4iXem-se a seguinte

forma de curvatura normal para o grafico de infai@et () na direcdo de um

vetor unitario? :

CE EMEED Equﬂ.tiﬂll.DSM-[;l- BEE = 2' I EMEED Equﬂtiﬂ]l. DSMT4 33 E:E EMEED Equﬂtiﬂ]l. DSM
(3.20)

Com a equacdo (3.20) pode-se avaliar a influémgia pequenas
perturbacbes produzem sobre os componentes doandddirecdo que produz

maior influéncia local, @ EMBED Equation. DSMT4 888~ ¢ o

Por meio dele identificamos os fatores mais inflasnpara o esquema de
perturbacdo em analise. Similarmente, os autowet@ssociados com o0s
autovalores intermediarios podem também ser uliigapara investigar o

comportamento da superficie em dire¢cbes relativas\aturas menos extremas.

2.3.1.4 Avaliando a curvatura normal em um ponto derente detun

Quando se direciona o estudo do gréfico de infiiadfée) para um
ponto diferente dea, denota-se este ponto p&”. Em geral, as linhas
projetadas geradas pela reta
wla) = w” + a8 EMBED Equation.DSMT4 888 3o correspondem mais
a sec¢Bes normais. Porém, curvaturas de secdesiaqoaam ser obtidas, como
se vera adiante. Até o final desta subsecéo, ser&ideradas todas as derivadas

avaliadas en” .

Se
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. (5LD(¢.-}) _ (_253 (ﬁ'm)) |
dew dew;
com/ = L., @ entdo, pode-se escrever a maiticomo
Vi =(I,F).
Seja®™;jk o vetor de ordenf? ~ 1} X1 com elementos dados por
9% (a;)
5&:}-5{,{13{, comi=1,...4 +1 A seguir obtém-se a primeira e a segunda
derivadas da superficieafw{al} em @, que denotaremos por

@ty EMBED Equation.D5MT4 BEH @ (g EMBED Equation.DSMT4 BEE |
respectivamente. Assim, tem-se que

d (w + 1 + al EMBED Equation. DSMT4 1)

‘ﬁ:a EMBED Equation.D5SMT4 aZs =~ da
(3.21).
Mas,
dLD{w(a)} _ dLD{w,}dw,(a) +5LD{cuq}5cuq(a}
da T dw, dea dw g da
3l (B.) _ 3 (Bu) _
={-2) 3 83 EMBED Equation. DSMT4 884 +--- +{—2}a—_’ 7 EMBED Equation. DS
g g

_ _ 2 EMBED Equation. DESMT4 3334
(80 e |
B dw, ~ 7 dew g

I EMBED Equation. DSMT4 333 g
= F'a EMBED Equation.DSMT4 888. (3.22)
Segue que, substituindo-se o resultado acima rmressdo em (3.21), tem-se

Oz EMBED Equation.DSMT4 228 = [: I EMBED Equation. DSMT4 Z33,, .., 2 EMBED Equation. L

Pode-se, ainda, escrever este vetor utilizandotac&o de matriz em
bloco a seguir:
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. _ [ 2 EMBED Equation. DSMT4 233 ] . [Iq] 5 EMBED E iy
2 EMBED Equation.DSMT4 222 ~ |£t7 EMBED Equation. DSMT4 333) — |g] © auatie
(3.23)

Para se obter-se a segunda derivada, observe que

& d&g EMBED Equation.DsMT+ BEA
{. =

ila)
+ r
z(ﬂf?l o4, EiFf)
da’ "da’ da
t
r .
0,,09¢
. da (3.24)
q (7
Ftf= ZF‘_-,-{’_-,- Fo= _za“ (’8“)
Note que se pode escrever =1 ,emque " om
Assim,
FETT o dE 0,
Ja :; da
=Y 4 [_253(50)
- 4 Tda ELE

- 0*1(B,) 0w, (a) 821(B,,) 0wy (a)

__E_Z"“[ Tt 0w, o8 |
3 (B a*1B,)

:_E_Z‘r[if—i" if]

& 4 q
Jdw, 0wy
e q

=2 Z‘r Z azz{géjfj

(3.25)
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Substituindo-se o resultado acima no vetor adaiaem (3.24), obtém-

se a segunda derivada,
0
ép = n = —2f'F
—20°FF tha-1  (326),
em que’bcif—'-l € o vetor definido na sec¢éo (2.3).
A curvatura normai“; associada a diregéb pode ser escrita como

(COOK, 1986)

c-_IPvee|
o léer (3.27),
em quePrv é o operador de projecdo ortogonal do espaco @aarmatriv/ e
Py =1-Py. A curvatura normalC’ sera avaliada a seguir, por meio das
formas obtidas para a primeira e a segunda desyadkuladas anteriormente.
Desenvolvendo-se 0 denominador da equacao (32se que
o2
lleegll” = échée,
= (WEF Ve
= Ve
.1
— ot q
- el 2] e
=& [lg+ FFF[€. (55
Para se obter o numerador de (3.27), observe que
Py_V(Viv) Tt
I T
=9
- [Ft][;q + FF| " [1,E].
Pela proposicéo (A.3.1), tem-se que
. q-1
[1q+FFt] " =14- — = FFT.
L—1FlI
Segue dai que se pode escrever



po =[]l 267 o]

1
A=—-——-"
em que 1 — IFIF . Dessa forma, obtém-se
Py = Iq+lei'*'f F+AIFFIPT
Ft' + AF'FFt F'F 4 AF'FF'F|
Logo,

f— _1..:-
Py=1I,.,-Py =[ AFF

_ —F - AFFtF ]
F' _ AF'FFt El.

1 — F'F _ AF'FFt
Pode-se escrever
0. _[4 B]
Py = [Bt cl,

(3.29)
)
com Az[_ AFFY gxq

B =(—F— AFF'F)
' . ) gx

C=(0-FF-AF'FF'F),,
Note, ainda, que

1

WPvécsll= (Pré) (Pyag)
—lor—nyetE£1[A°T B][4A B 0
= [o(-2)f FF][Bt C][Bt c][{—z}FtFF]

= [oc-2)ecke]|AA + BB A°B + BC

0
B'A + CB' B'B + (2 l [(—E}FEFF]
= (—2f'FF)(B'B + C*) —2f'F¥F)

= (-26'F¢) (BB + C?) (3.30)
Pela proposicéo (A.3.2) no apéndice A, tém-seegsintes resultados
. 2
BEB — IIF" 5
. 2
(1+1EI)
2-— 1
. 2
(L+1E1)

Substituindo-se estes resultados em (2.30), tequse
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o
Prccelf = (-zebey |y 1
L+ D) (14 7))
| 1|
_ (ceetbey | EL "22
e
= (-20tFe) —

L+ ||F ||‘ (3.31)
Segue dai que

I E |zfrﬁf|ﬁ
(1 +||F] ) N (3.32)
Finalmente, substituindo-se os resultados de \228.32) em (3.27),
obtém-se a expressdo a seguir para a curvatureeg@® siormal de uma
superficie a partir de um poney :

. |26t Fe

b=

2
1+ |lEll ) e [Iq + jfrjf] ¢
(3.33)

2.4 Perturbacdo no modelo normal linear

Considera-se uma amost¥a- ¥z.*** - ¥n, em que¥i~N{u:. %) com

o conhecido. Sej& um vetor de perturbacte ordenit * 1 para o modelo
normal linear mdaltiplo dado em (1.7). Tem-se quargdo de verossimilhanca

fica estabelecida por
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1 -

LB w) = ———— T @B,
i ol :lfl: 2_.‘1’:I§
consequentemente, a funcdo de log-verossimilhaertarpada é
T . mn - .
B, w)=——=loge®* ——log2m — Z —w vy — x B,
2 2 =20 (3.34)

em que<'ie ¥i sdo os elementos de ordeim dos vetores™® e ¥ ,

. r, ... . . L, .
respectivamente % é a i-ésima linha da matriz de variaveis explicat¥ .

Diferenciando-se a funcédo de log-verossimilhamparelacdo ao vetor
B tem-se que

a1

n 3 L3
ap _FZ‘“:@{F: - x{B)

=1
n

__t Zcu:z{}': — 1'::,8]5‘{_1;: _xtp)

20% L af
1 _ﬁ.—i
=— w;(vi-xfB)x;
JL-:Z =B (3.35)

n
1 [
= —,Z AT
e :
=1

1.
= F_X“diag(’r:}cu.
em que™i = ¥i — x;i B . comi =1L-"."m s3o os residuos. Diferenciando-se,
agora, este resultado em relacdo ao v-’yfqrsegue que
a [al] 8%
dwt |35| ~ dfiw?
1
= FXtdiag (r;)
Observa-se que, pela definicdo dada na secao tgh8ke que
a2l
A= Wl . ]
BowT o= wmw,

Segue dai que
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— 1 T
A=zX' D@ (33

em queP(e) = diagle;) o1 = T:|ﬁ=ﬁ

Diferenciando-se a equacéo (2.35) em rela(;éolmﬁé, e avaliando-

se o resultado erf? e wop, obtém-se a matriL (’8] definida na subsecéo
(3.3.2). Segue que

afaely_ a3

aplaptl — apagpt

1 d .
:—F_ cu.('::' a—ﬁx!x! )
1 n
=—— 2 WiXiXx
o3 o Rt
=1
1 < )
=-——0 7 Xk
o3
=1
=-—X'Wx
a= ’
em quew = C{iﬂg{(d:}_
Dessa forma,
L (B)= o7 | =L x,x=-Lxx,
B p=puw-w, 7 ot
Consequentemente, tem-se que
=_ - —1
L[7t=-o*(X'X) *.  (337)

Substituindo-se os resultados dados em (3.36)37)(3a equacgédo da

curvatura em (3.20), tem-se
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c, —z|f"l D(e)X(—c?)(x?x) " Xfﬂ(e}f’|

1
= 2l-11}=¢t D(e}X'EXtX}_:‘X’:D(E}Fl
—

_ 28t D(eyPyDieyt
- g’ , (3.38)

-1 -
em quePx = X(X'X) "X% ¢ 3 matriz de projecdo ortogonal B& sobre o

subespaco vetorial gerado pelas colunas da rétriz

Quandod® nao é conhecido, o vetor de parametros descomiseéid

denotado po.ﬂ =(B".o%)  Observe gue a parte relevante da funcdo de log-

verossimilhanca do modelo perturbado fica exprpssa

by . 1 - .
B, w) = —Elr:rgc:r‘ - FZM:(}': —xEBY.
—1

Tem-se, ainda, que

al
allag
28| a1 |

J:

e, assim,

(]

J‘“‘" Gall.. ..

a,&am'
03l |
002 0wt5-8, w-w.] | (2.39)

, (W=

Note que o bloco superior da matriz acima ja fé¢éwdado na equacédo

(3.37). Precisa-se, ainda, de uma expressao Gilphloco inferior. Assim,

1

%= 20~ (- 214)‘“ i —x:B*

=1




56

n 1 .
= - — 4+ Eicu.?f
203 204 P

n 1,
= -———+—WT,
20%  20% 9,
reg=(r3,13, - rz)‘ N .
em que "S§§— \"1:72: »"n}  Diferenciando-se esta derivada em

relacéo ao vetc{wr , tem-se

@2hy(do20wty=0 +17e0's) ydwtywt r.sq )

Logo,
dz1 1,
dozdwt 0-B.w-w, 204

em queBsq = (€5, ef) o€ = Tilg_g .
Substituindo-se os resultados obtidos em (3.363.40) na equacgéo

(3.39), tem-se

} XtDe)
,:-_TE

1 .t
2g4+ 1 1 (3.41)

A=

Observe que
d=l d=l
d:1 |9papt dpdo-
a000t | 0:l d=l
da=dfft do=dat]
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assim,
[ 0zl | dz1 |
agagtﬂ 8.w-= wq (:}B(:}UT a- é.w:wﬂ

0o+ iwtle Bw-w, 00° aatlﬂ Bw-wof (349

Dessa forma, segue que

dz1 1
_o2l = _1xtx
) aﬁargtll?:é.w:mﬂ g:

(i) Diferenciando-se a equacao (3.35) tem-se que

= -3 i)

1
-— Z w; (v — x;xF Bx;
a =1

1 TL Tl
. . . .t
—;{Z XjiVy — Z .Xiwi.ki 'g}
=1 =1

1
= —;{XtWy — (X'WX)5}

assim,

d3l
|

9B o 5, m Xty - (x'1x)B)

I‘—-"l'!'| s

1
— T T
= -y - X}B}’
mas, para o modelo de regressao linear normal ptaitfiado na equacgéo (2.7),

tem-se qud = (X*X)"1X*y |ogo,
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@3l 1
- - — Wt ¥t tvy—1 vyt
35307, 5 _ =Xy - @XDENTX Y}
= .I’.n.l—l'.n.ln
1
= —F{X*}-’—X*}-’}
= ﬂf_u':l
a2l a2l N
A =a0r =lsa3—= = ﬂ':i:').':l = ﬂ':t_::p
(iii) 5'0"5',8“ E‘=|§'.m=mn [aﬁag‘lﬁ':ﬁ.m:mn‘

(iv) Derivando-se a parte relevante da funcdo de logesgamilhanca em
relacéo & . tem-se

al n

1 R
g3 _ZCI':-I_EJ“ZH':{}:_X:JS} ’

logo,
g3l m 1 . .3
FordeE ~zon e )0 KB
Segue dai que
a3l
doidos

. n .
|£'=Q.w=wn - % ) % Z Wi (h B Xf,ﬁ’)

=1

2G4 G*¢

(= %B)’

Note que, na verdade, a expressdo = consiste no estimador

de méaxima verossimilhanca do parame@d, ou seja, é a estimativé .

Portanto,

a2l ) 1 ..
30700 g Gy 260 BF
_ TE
D

Substituindo-se os resultados nos itens (i), (iii), e (iv) na equacao

dada em (3.42), tem-se
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1 ..
o —T:_XL_X ﬂp X1
L ('5.) =1 “ )
01 xp BEY
Logo, tem-se que
- Xx)'8 o
_1(5,)__[{ ]' FXI‘

"1_}:;« 20+

(3.43).
Finalmente, substituindo-se os resultados em \2438.43) na férmula

da curvatura normal dada em (3.20), tem-se

- 1
1 1 q|-(xx) et 0py|[m=X D@
C;=2|[|=D(e)X — ~4 £
: 3 254| o _20 1,
1XP T ﬁ ESQ

| ,[—D(e}X(X!X}"‘Xt D(e) esqegq]
= 2| _
e 2ng*

2 . E:qE8E
= [D(e}P_gD(e}+F—J] £.
& 2ng (3.44).
Vale ressaltar que ndo séo conhecidas expresséktcas para autores
tmzxt da matriz F. guando a curvatura normal for dada pelas férmulas

estabelecidas nas equacdes (3.38) e (3.44) (COaB6).1

2.4.1 Avaliando coeficientes individuais

Frequentemente, torna-se interessante a analisévidmal dos
coeficientes em um modelo linear (COOK, 1986). Mastcdo, estabeleceremos
uma férmula para a curvatura normal ser usada aléaa#io da influéncia local
sobre um coeficiente determinado.

Considere a seguinte participacdo para a matrimdével explicativas

X=[X1X:1 em gue a variavel de interesse é representadamleira coluna
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X1 e o seu respectivo coeficiente é5p Seja’x: o vetor de residuos da
regressao da colurg&s sobre as colunas restantes, ou seja, a megriAssim,
ry, =X — _5?1.

em que¥1 = X2(X5X; }_13'53'1- Logo, pode-se escrever

Ty, = X2(X5X; }_13'53'1

= [f —12(353'2}_13'5]31

=[1- Py, ] Xs
= Py X;,
(3.45),
s _ t 1ot
em quePX; =X2(X3Xz2) X3 € a matriz de projecdo ortogonal sobre as

colunas da matri22 € Px, =1 - Px,.
Consideraremos a equacao da curvatura normal a $€QOK, 1986):

Ci(3,) = 2| [aTL1A — ATB oo A)f)

(3.46)
0 0
By = Iﬂ L—‘ll: . z . -
em que 221 e as matrizeas e L foram definidas na secgéo
anterior.
Pelos calculos feitos para se obter a formula dedaquacédo (3.44),
temos que
-1
_ t t t
AtE-1A- D)X (X'X) "X'De) €sq€5q.
ol enot
(3.47)

f amatriz L (é)

Note que podemos escrever a maft por meio das

seguintes particdes:
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-1 .
FXED(E}

1
A= FXED(E} :

1 T
EPPTRE
say_ [L11 L1z
L(E)_ Laq L22]'
em que
1
1, ‘ﬁxﬁxz 0p-1pv1
Ly = _FX‘IX‘I-L‘IZ:ﬂ'lXp.-LZ‘l:ﬂ'pXiE' Lyz = n
01 xp-1) YTy

De onde obtém-se que

[y T g
o (XX} & 0p-1yx1
LZZ = oy .
1X{p—1) -3Z

Quando substituimos a matrifz2. juntamos com a particdo
apresentada para a matfizanteriormente, na expressé(I)B 228, e obtém-se

que

-1
t t
ip..n D@X(XiX,) XiD@) esqel,
225— = e
73 ENag
3.48)
Substituindo-se os resultados obtidos em (3.473.48) na equacgéo

(3.46), tem-se que

Ci(By) = 2|f’* 2 xixexy xt - %2 (x5, }'115]5(.9)51

_ O1x1 Qixgp-1) ¥t
X(XTX) X — (X, X5) T ( :)
0 p-1yx1 (X5X2) X3

£ D@)|X(x*X) X' - XA X*| D)t

fiD(e) Die}f

Cn| [ Cn| [ Ql}| [

[ 3]

[ 3]

[ 3]

DX [(X'X) " - Ax| X' Diexe|
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= %WED{E}ND(E}H

01x1 04 xp-1) )

N=X[X'Xy1- A,,1X e Ayy = ( LX) !

em que 0p-1)x1
Utilizando-se a particdo da matri¥ mencionada no inicio desta

subsecao, tem-se que

N = X, X,1Ix Xt — A,,]IxE X5

Xix; Xﬁxz]

XEX=[ i i
X>X, XX

Seja
Rij; Ry
R= [ ] = X'X,
Ry Ry,

entaeR11 = XjX1. Ry3 = X]X2.Ry1 = X5X; e Raz = X5X2 . denotando

ainversa da matrit
R‘1=IR” Rul-

Rl R22

Agora, vamos aplicar a forma padréo da inversaude matriz
particionada nas mesmas condicbesRjamostrada no teorema (A.2.2), no

Apéndice (A), de onde segue que
0 Rt =[Ri; — Ry2R35R ]

= [X!X, - X{X,(X5X,)71x5x, 172
=[ X, 1" X, 1 - X1t Py(X,2) X,1]8 '(-1)
=1 X1t - PyXi2 pXi11] -1

[ X127t Py X2 ) X,11] (-1
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comoPX: ¢ uma matriz idempotente, tem-se que
R™ = [:Xiﬁxuﬁxgxi]:_i
Logo, usando o resultado (3.45), tem-se
Rli — I:._,,ii.rxi]:—i
— 2 -
- I-H?‘xi H ]
1
2
s, |

(if)

R2% = IRjg - RE‘IRE}RHI_i

=[Ror+ Rax (RitRag]

Aplicando-se o resultado do teorema (A.2.4), dasord apéndice A, e
operando algumas simplificacdes, tem-se

&

R

_ _ -1 _ _.171 -1
R;5 - R33Rz1 ER12(R55)  + R33Rp4E [ E+ Rzzi] E'Ry2(R3;)

-1 -1
em queE = [ R12R73R3117"  Segue dai que
E=[X{X,(X{X,)1xix, 171

-1
=[xiPxX: |
Usando o fato d€%> ser idempotente, pode-se escrever
-1
E=[X{Px,Px,X:]

Denotando os valores preditos da regressa®idsobreX2 por #%; |
segue, do capitulo (1), que
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E = | i i, |1

- 2 -
e s
1

- 2
lax, IF

Substituindo o resultado acima e o restante desiexitos na Ultima

~ 22
expressao para a mat®? , tem-se

[(X[5X,)7t — [(XI5X,)XEX, ( XiX, [(XI5X )

)
™

-1

-1
_— -1 S -1 P
[+ (X]iX5) x5xl( 5 - [(X]iX;) l —— XX I(X]3X;)

12
Iz, |

1 )[ 1
2
e, ||/ x|

T — 2 .
note quex1X1 = IK1IF . Assim, pode-se escrever

R = [(XI5X,) 7" — [I(XI5X, ) ' XEX, I[[XIX,(XT5X,) 7]
11 1 1] 1
L 1 e O T

Sejaﬁ X, 0 vetor de parametros estimados da regressao: deor Xz ,
—~ R =1
ou seja,ﬁ& = [(X[5Xz) X3Xy Logo,
Rz =
21 -~ 2
1 1 X0, | 1

2 2 2. 2
I, s, |7 1% 02 = |, | 1, I

[(XIEX2) " - By, By, {
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1
X N 2
FIX N2 - |, |

Observe, ainda, que, pelo item (i) anterior, tenose

— [(XI%X,) " - By, B

" ! P = [X§ X1 -XiPx Xy |
rx,
Utilizando, novamente, a idempoténcia da mzft'ﬁz,segue que
- I e |
rx,

—1

= [, 0P -ty i, ]
1

O T

Dai conclui-se que

2 - 2
sl = a0 = flax, ||
Para finalizar, substitui-se o resultado acima Ufiama expressao
. 2z e
determinada parB~*, de onde se obtém

1

.
x|

(i) R** =-R3} — RuRE:

= —(X'X,) X Xz[{xzxz} t— | BMBM}
1;&1

- S =1 P
= [(X]5X2) + Bx,B'x,

X{(X5X2) |- ————XiBx, Bk
|hh"[ I lﬁﬂFme o
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B,

5 |-
e, |

Denota-se pob o numerador da expressao entre colchetes noadsult

=[||rx1||2+xa.x:f=‘x1
X 1 IP

acima. Logo, tem-se que

b = l'iil'xi +Xt-1X2 Bxi .

Substituindd " ¥1 pela sua expressdo dada na equacéo (3!‘3—53 @ela
forma definida no item (ii), no resultado acimamise

[Py

= Xi[ﬁ:xz + ) Xi
=x1Ix,
= X4 1P .
Agora, substituindo-se o resultado de b acima traallexpresséo

encontrada palB %, segue que

Rl: — _ ﬁ’txiz .
I,
(iv) R = -R3; — RyR™
= —{xaxz}'ixaxi( : 2)
<.l

Bx,
T w2
g, P

Substituindo-Se os resultados encontrados nos (tgn(ii), (iii) e (iv)

nas entradas da matBz *, conclui-se que
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ot
1 B'x,
2 - 2
aea | s [,
Bx e -1 1 -
-—L [(XI5X2) +——— Bx, By
| s |7, |

Substituindo o resultado anterior, a inversa daimf , ha equacéo de

N e fazendo-se algumas simplifica¢cbes, obtém-se

{[x. - X.By, [[x1 - P X5}

1
= z
s, |
Note quexf ’Bx1 corresponde ao vetor de valores preditos da re@pes

deX; sobreXz, ou seje*%1 . Assim, pode-se escrever

N= ! {Ix.- fiy, | [x5 _ﬁtxil}'

Z
s |

Tem-se, ainda, que os elementos do vevar~ %y na dltima

equacao, representam os residuos da regressamtBosegue que
1
= z {'11-’;1']1;:1}'
I, |

Finalmente, substituindo-se a expresséo enconpad@d® , na equacéo

(3.49), obtém-se a férmula para a curvatura noensglguir

2 |FED|; e (‘I‘xl'.i‘;;i)

i) = §| D(e}|.

2
7]
Para se obter o valor maximo que a curvatura ricfm@ode assumir,

quando esta sujeita a condicido de didl= 1 , deve-se observar que, na



68

Die)

40
verdade, a expressé’«% da equacao (3.50) é um escalar. Logo, € igual

ao seu transposto. Portanto, podemos reescregterala equacdo como
2 (rir Derf )
C-i{lgi ]' = _i_.-__2
x|l

Veja, ainda, que o estimador de maxima verossimgh de?* é dado

n

7

oo Tt sl = )
por n  eque i=1 . Dessa forma, segue que
2(rk Dee)e)
C-f(llgi} = [in—;g:
D
E'H(ririD(E}f):

- T 2 5l 2
S HI o
Note que, para obter o valor maximo da curvaturmabacima, basta

.t i
analisar a expressé&f MD(E}F) , pois o resultante da formula é constante.

Assim, seja a func¢éo vetorial
fo© = (rg, D))
Aplicando-se a desigualdade de Cauchy-Schwartzritlesm teorema
(A.2.1), no Apéndice (A), na fung&lo definida acima, tem-se que
f@ = (r%, D)) = (%, DledDleIry, ) (£16),
como o vetoif esta sujeito af £ = 1 | segue que

f0) < (%, D(e)D(edry, )

= |pterry, |
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sendo que a igualdade na expresséo acima ocorentouando € satisfeita a
seguinte condigéo:

£f=cD (e]'1*_-,;1

em quec é um escalar. Dessa forma, a funofécassume o valor maximo, ou
seja,

1

fy= ) ek

i=1

quando o vetof esta na direcdo do vetBi®¥X, . portanto, conclui-se, da,

que
21 YL, ey’
szxfl': ) om ,Etz_ini 3 (3.51)
R E:::1 Ti E:::1 oF
€ a curvatura maxima, que obviamente ocorre ngatre
€imax = D(E}ij (3.52).

1986).

2.4.2 Perturbacao de observacgfes na familia expoméal
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Nesta secdo, serdo estendidos alguns resultadedossg para outros
modelos além do normal linear, cujas fun¢Bes dadsisl ou de probabilidade
sejam membros da familia exponencial.

Considere, agora, uma amostra aleatfuia’z - -+ »¥n de observagfes
independentes retiradas de uma variavel cuja fudeéisidade ou probabilidade
pertenca a familia exponencial, isto é, seja daa pquacgdo (2.10). Logo,

pode-se escrever a funcdo de log-verossimilhanga  setor

Yy =LU¥1V2e ¥l quando atribuimos um pes®: a

L -ésima

observacéo, da seguinte forma:

1

1B Blw) = 8 ) (6 —bEN+ Y wicly, 8),

=1
em que® ' é o parametro de escale® = Q) £ ¢é o vetor de parametros
desconhecidos & = &:(8).

Observe os seguintes resultados:

() Temosque? = 6i=1,....,n  assim,
. 20(B) (ae.)
E=—= —-— .I*I-I=l.l .lﬂ':lzl.l L
e
5‘ —%: (%) =1 1
i 518 a}g} o o 2 .
Segue que
5 d38; ( d38; ) N L1
i— + = SJ=Loaspie =L P.
‘T 3p%B  \aF;obk) ? ?

(i) Temos queéd = (b:(6: )i = 1, ... .n. paf segue que
ab (ab:

30 ),£=l,...,n:j=1,...,n.
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Mas, observe que” ] . Assim,

pode-se escrever

b= diag (%)A: 1, ..,
)

Logo, tem-se que

Pela equacéo (3.19) tem-se a seguinte relagao:
F=a'L"1A,
em que o elemento (r,s) da matli2z dado por

d3l

T SBrws g oy
E a matrizL é

- a2l

Lys =

dfy0fs ﬁ=ﬁ,@=@n
Segue que, derivando-se a funcdo de log-verossingéh dada na
equacao (3.53), em relacac a- obtém-se

al
e

= @y;f; — 8b(f:) + c(ys, @).

Agora derivamos a equacéo acima em rela¢®o ae onde se tem

a0; ﬁabsaés

b= By — ——

) 3B, 98, ap;
B ( , 5%:5)5&5

A RCRNFTN FT R

Portanto, a matrix pode ser escrita da seguinte forma:
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[ [ dby a8, ' ab,\ 36,
ofn-Z2)5 - o(-3)3
\ 5.5'1 ap, df
A= L : )
’ 5‘::'1_ a6, ’ ab,\ 96,
(o ) - o
L 5.91 3B, . 86,/ 8,
[96,
i S 0
a5,
=@l : :
af, by
Vo, — —
B, aﬁﬁ S 96,

al
=0 8 diag (y!- 5‘; .comi=1,..,n,

em quef é a matriz® expressa no item (i), avaliada efh e @o. Seja

. db;
MJ_' — j. - —
06; eD) = diag(u;}. entdo se pode escrever
A= @BDw). (3.54)

Quando derivamos a fun¢éo de log-verossimilhangagonacéo (3.53) em
relacdo f'r, obtém-se

oL _ (. _ 905\ 98;
37 = ° 205 )am

Segue que, derivando este resultado em reIa@éoi&m-se

Lys = QZ[_ 5‘:’1: 5?;5_1__‘?.:_’_ i E:;-_E:-- ] .
S| 987 0B, 08, 0,05

a2,

Note que d5+00s corresponde ao elemento (r,s) da matriz

- = 53
Bilﬁ=§-tﬂ=tﬂu " 0B,
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a0,

e =
0pBs

Sao, respectivamente, o0s elementési-7) e LLE) da matriz

-8, .
" em quefi e & foram expressas no item (i) desta secao.

d3b,

&

Observe, ainda, qu@ﬂl é o elementé .1 ) da matrizf?, dada no item (i),

iE':|J‘3=J‘§-ﬁd'=ﬁd'|:|

no inicio desta secao. Assim, pode-se escrever

Lys = IlEfrIYZL[”': (';i)r_ - 5-:":.1" 1:3':: Ié:s]-
= rs

Pela simetria da matr'ﬂ, tem-se qu@:r = 0%, Logo,

Lys = E’TZL'“": (5_:)?_ - Gié_;: 1:3':: é:s
=1 = i=1 .

Portanto, a matrik pode ser escrita na seguinte forma matricial

L= azu:é:—@érﬁé (3.55)

=1
Para finalizar, substituem-se os resultados daacégs. 3-54) el 3.55)

em{3.19}. Com isso, obtém-se

ﬁ(zaé‘ba)

i=1

-1

F= oD@ 06t D)

= pD()d [Zu:é: -67h 9] 6 D). (3.56)

Consequentemente, obtém-se a curvatura normaktitstdo-se o

resultado acima na equa¢zd13), dada na secdc?-3) .
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Muitos MLGs séo casos especiais da funcao dedogsgimilhanca em
(3.53) (COOK, 1986). Se considerarmos a condig¢ad®) = g{*{B), em que
I=1...neg8 éuma funcdo de ligacdo, seguem as seguintesagfiaptdos
resultados anteriores desta sec¢éo.
)= xt,ﬁ . . - .
Seja'li i~ o preditor linear, definido no capitulo (1). Oh&eque

_5'9 dg(n;) P e { = P
_E(a—}g:)_,,_— l_...-.-ﬂ--_j' - l.l""'lo'

Usando a regra da cadeia, tem-se que o elemesuaﬂﬁrmatrizé pode

6

ser escrito como

_dgiy) _ dg dny

Ors = ~3p; ~ an, 9B
mas, Tr = Xrafa T+ XpsBs + 4 %Py Logo, IBs = Assim,
tem-se que
Bre = Grirs,
og

emquedr €a derivadfﬁ. Logo, pode-se expressar a maflizomo
. f1%11 v Ga¥ap
8= o f o

nifny ™ Hninp

Gy - 0 1‘}1 x?ﬁ

=diag(g)X,i=1,...n (3.57)

Quandod é a ligagdo candnica, tem-se q@<B)= n: = XiB.
=X e, consequentemeni®=0 .

Agora iremos obter a matr: . Note que
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éz 528: _ .ﬂzﬂ: L ""=]_ ;
’ aﬁaﬁf‘(aﬁkaﬁ:)”“ BT Sl

Assim, o elemento (r,s) da matriz acima pode sgresso por
- 3 (38;
©)..= 5% (52:)

_d {dg _
_5_;9;(5?1”")

_d*g dn;
BECEN A

d3g

Observe quéai'?f é 0 i-ésimo termo elemento do ve&rLogo, temos

que
(E:)r; = §i¥isXgy -
Dessa forma, podemos escrever a mtrizcomo

8: = gexixt. (3.58)
2.4.3 Observacgdes individuais em regresséo logistic

Seja¥i: -+ » ¥n uma amostra aleatéria de variaveis independecnes,
Vi ~ Binomial (Tul-Pi1) | para ! =1 ... Assim a funcdo de log-

verossimilhanca perturbada do veta¥ = vy, - . ¥:)" é dada por

1B, ylow) = Z[cu:}': zn(l - )+ w;m, In( - ).

em que é o vetor de parametros desconhecidos delon®®@.t = Plyi=1

x1] | pela sec¢éo (2.3) do capitulo (2), sabe-se que

B & — P i
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Segue dai que

+

- —_— El.ll:.
P em
e
1
1-—p; = .
P Ty em
Portanto, pode-se escrever a funcao de log-venbsinga como
.yt iy
L f [ah VT Tl - ]
y L@y emin oo
Derivando a log-verossimilhanca acima em relagfis, dem-se
T T
oL Zw y —aﬁ:+2wm 9 ( ! )
= iYi iy n T
lla.'35 =1 lla.'35 I=1 lla.'35 1 +e
Tl T
—Zwm-‘x: Zwrr( ! )
= iYitis — iYitis\a———m7,
=1 T=1 1 +er
T T
= Z W;ViXis— Z WM Xis Py
i=1 =1 . (3.59)
Agora derivamos o resultado acima em relacéirade onde se obtém
que
a3l
PR = WyVpXyps — WylllpXps Py

= WeXps(Vr — Pyl

o~

a0 — (pt
Avaliando a derivada acima e?n_ (’8 -.ﬂ:) e @ = W, obtém-se o

elementd”. 5} da matriz\, ou seja,

2
a EMBED Equation. DSMT4 sBa,; = — 0. |

dBs0w

ﬂ:é.m:mn

= Xps(Vy = MpDr).
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Sejav: = m;p:{1 — p;}, L = L. ... M. | ogo, podemos escrever

. 1, (v, —m,p,
I EMBED Equation. DSMT4 233, = x,.v, ‘2| ————

1, gE
= :‘l.'y-;‘{?ri"f:l'r.
X; = Vi —'Tli'ﬁi
em que Vj / . Assim, tem-se que a matridpode ser escrita

matricialmente por

A= X'diag [uiz] diagfx,}

= wiD{x} (3.60)
em que W=DWYX  D@Y’r =diagfv,s} ¢ Dix}=diagix},
i=1,...m

Derivando o resultado da equacao (3.59) em relégatem-se

1

a=l

il +emi)—eie™ .
(1 +e™) '

.l ( = )( : )
= Zfd:x:sx:rm: T T
L 1+e™/\L +e™

= w X XprmPi (1 — pg),

= = T
Avaliando-se a derivada acima ef?n_ (’8 'p:) e g, obtém-se o

elementd, 5} da matrizL, ou seja,
a2l
T 0506y 6=BLw=wg

n
= Z Kis Vil
i=1

n
1 1
= Z Tis Ty JIE"L:': JIf:f'-':r'-
=1

L
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Dessa forma, a matriz pode ser escrita como
IL=X'diag {L’:ifi}cﬂag {1::1:"':} X

=W'W. (3.61)

Substituindo-se os resultados das expressfes @&061) na equacao
(3.19) tem-se
F = DEQWw W [Wiw] WD}
= D3Py D],
em quePw = WWw W] Wt o seja, é a projecéo ortogonal do espg&co

sobre as colunas da mathZ . Segue que, substituindo-se o resultado da matriz

F acima na equacdo (3.13), obtém-se a curvatura ahopara avaliar a

perturbacdo de observages individuais em regrésgtica

C, = 2| D{x}Pyy DExH] (3.62)

2.5 Avaliando a influéncia local através da inclingdo maxima de umdifted
line

A abordagem de Cook para diagnostico de influétatal apresenta
certas dificuldades praticas, em algumas situacBédmr e Loynes (1993)
destacam quatro dessas dificuldades, listadasuirseg
(i) a escolha de um diferencial. A escolha de uiereacial para comparar com

o valor da curvatura maxima obtida ndo é bem c@raalor 2 foi sugerido
por Cook (1986) como um referencial, ou seja, seiraatura exceder 2,
indica sensibilidade local, porém, esse valor épetidente ndo apenas dos

dados e do modelo como também das dimenigtiése 9 . Portanto, ndo

parece convincente a escolha desse valor comanefal. Em parte, esse
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uma derivada. Logo, indica a razdo de mudanca pasl@pelo esquema de
perturbacdo adotado, embora o interessante fossemadida de mudanca

absoluta;

simples, ndo ha uma férmula explicita disponiveh@acurvatura maxima,
por exemplo, no caso de regressao normal linear;

(iii) a falta de invariancia da curvatura sob repaetrizacdo do esquema de
perturbacdo. Schall e Dunne (1992) propem uma&olpara o problema
de falta de invaridncia da curvatura méxima, sgbanametrizacdo do
esquema de perturbagdo, usando a relagdo entrorodfa inflacdo da
variancia e a curvatura maxima;

(iv) a falta de definicdo dos pardmetros. BilloL@ynes (1993) mostram, por
meio de um exemplo pratico, uma dificuldade decdereda falta de

definicdo dos parametros.

Considere o modelo de regresséo normal linear
vi=xif +oisi=1, .0

e as duas versdes de um esquema de perturbagiigra se

a) Versdo 1:
o = [Cl'{l + C.U}’ i=1 (410
- J.l=2 - ’
b) Versao 2:
[ g, i=1
g; = a : (4.2
1—w ™ =2

Quando? néo é conhecido, os modelos (4.1) e (4.2) sactitd&n
Contudo, Billor e Loynes (1993) constataram a a@suria de certa diferenca

no célculo da curvatura maxima para as duas veegesentadas.
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2.6 Medida de afastamento pela verossimilhanca mdidiada

A medida apresentada por Tsai (1986 apud BILLOBYNES, 1993)
para medir a influéncia local, que definiremos naai®mnte, tem, de imediato, a
vantagem de estar de acordo com a falta de defirdgd parédmetros, como
discutido no inicio deste capitulo.

Considere a medida afastamento pela verossiméhangdificada,

definida por
LD (@) = —2[1(0) - (B, ]w)]. (4.3
em queé e éca sdo os estimadores de maxima verossimilhanca do det

parametros desconhecido@ , sob os modelos original e perturbado,
respectivamente.

Note que, com a medidal”, o problema da escolha dos parametros

desaparece, visto quéful®) é a maxima verossimilhanca sob o modelo
perturbado, a qual independe de uma particulathesde parametrizacéo.

Em relacdo a delecdo de observacdes, Billor e logt@93) levantam a
seguinte questdo: se nosso interesse é perturhadelo, devemos conservar 0s
dados inalterados, mas, no caso de delecdo devab8es, ocorre, na verdade,
uma modificacdo na dimenséo dos dados. Sendo asgimjssdo de um ponto
dos dados parece ser mais do que uma simples h@aréir, podendo ser mais
bem entendida como outro tipo de operacéo.

Para lidar com essa dificuldade, Billor e Loyne89Qd) usam o fato de

o o B B :
que as estimativas dos paramef(r;d.é.' e 'l baseados no conjunto dos dados

sem a! -ésima observacdo, sdo iguais as obtidas quandnossa modelo

outlier mean shiffdeslocamento de média) com o conjunto dos dautopleto.
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Considere 0 modelo de regresséo linear definidg2er), com todas as
suposicdes usuais, exceto que a variancia dos ssj@sonhecida e igual®t .
A influéncia local de Cook foi motivada pela esti¢a D:, definida na equacdo
(3.1). Para a medida afastamento pela verossingithd&®®, definimos a
estatistical’s como uma analoga natural da estatistica de C8ok,Dessa
forma, P mede a diferenca entﬂe effi, em queff € o estimador de maxima
verossimilhanca d& .

Se liB) denota a funcéo de log-verossimilhanca do modetinat e
Lm=(B. @) é a log-verossimilhanca do modelo deslocamentoétiandado por

yv=XB +d;¢ +¢ (4.4)

em qued; é um veto X 1  com o! -ésimo elemento igual a 1 e os restantes

iguais a zero, defina

‘I:"D:H = _E[E{B} - E,1'?:;(}2?'[211" @Il. (4.5
A funcéo de log-verossimilhanca para o modelo desieento de média

é

= T T 1 1 ) £ z 1 ) —_— ;
s [ﬁq:p-‘?’): _5105’52 _EIC’E(EJ’T} / _F{}: —x;f — ) _FZ (.‘*_j' _x_,;'ﬁ) 46

IE=!
Derivandcolms em relacéo ao vetd? , tem-se
s 1, : 1 ) :
ap - _F{}: —x;B _(ﬁ'}{_x:}_FZ[}j _x_,i'ﬁ){_x_.i'}'
_,l-—

Igualando-se a zero esta derivada, tem-se que

Vix; — X Bmsx; — Px; = — Z.‘*}'xj + Z x_}ﬁmsx_,i' =

Jj#1 J#1

xiVi+ Z XiVi— @x; = {x:x::}»éms + Z [xjx_f'))éms =

FES! J#1
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X'y —¢x; = [x:rf + Z x_.i'r_?]ﬁms =

j=z1
X'y — ¢x; = (XX)Bms =
Brs = (X°X) Xy — (X°X) " ¢,

Considerando queé = (X'X) X'y ., obtém-se o estimador de
méxima verossimilhanca do vetor de paramefirggra o modelo deslocamento
de média
Brs=B-¢(X°X) x;.  (47)

Agora vamos obter o estimador de maxima verossamila do

parametr¢? . Segue que, derivando-se a equacao (4.6) em oeki tem-se

Ilms 1 r
T2 == - 2 (i~ %6 - 9D

Igualando-se a zero este resultado, obtém-se que

P=¥;— xfﬁjms-
Substituindo-se o valor dBma‘ dado na equacdo (4.7) no resultado

acima, tem-se que
¢ = vi - x{[B - H(X°X) x|
=y, - X B+ FLXX " x,
= v; — [i; + Ohy,
em queﬁ: =x:f ¢ o valor predito para: da regressdo d¥ sobreX e

B L
hy = x/(X°X) "x; & o elementoli.i) da matriz hat . Pode-se, ainda,

escrever
é =7+ éh::
T

= 1 _Lh::-' |:¢1-.8:I
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em que™: = ¥: —f; é ol -ésimo residuo ordinério da regressac¥desobre
X
Observe que se pode escrever o estimador de maeiraasimilhanca

do vetor de parametr@issem a -ésima observacdo no modelo, como
- - -1 -
By = (X"oXp) Xgreg ©9
em quet é a matriz de variaveis explicativas sem a i-édinte e ¥y é o
vetor de variavel resposta sem o i-ésimo elem&#gue que
XE[!']X[!'] = X:X — x:x:: .
Aplicando-se o resultado do teorema (A.2.4), desaop Apéndice (A),

ao segundo membro da equacado acima, tem-se queCGWBEISBERG, 1982,
p. 210)

(X*X) Txxf(XTX) ]
1 - xf(XTX) " txy

(;iffﬂ-,;ifm)'1 = (x°x) '+

Substituindo-se o resultado acima na equacéq, (érf)se

- —1 r r —1
(X°X) 'x:f:{XX} X Vi
1 —x XXy~ W

By = (XX) "Xy +

- —1 + - —1 -
(X°X) "xx(X°X) X'y
1 — xL(XTX)2x;

= (X°X) X gy + +(X°X) xy - (X°X) T xy

= {X:X}_i [X:{!'}_}F{!'} + x:_}’:] + {X:X}_ix.

P R
x; (XTX) XY .
1- XXX lx,

Note que® ¥ = X@Y @ + XVt | oo,

D rrerrepy—1
- oy oy AR Xy — v+ XXX x:j.':]
B = (X°X) "X'y + (X°X) 1‘:[ T =h,
{X:X}_ix:xf{xrx}_i [X:[!']y{!'] + :t':_v:] - {X:X}_ix:.‘*':

1- ""::

_B+
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(XTX) Taxl(XTX) XDy — (XIXY v
1—hs
(X°X) Txxlf - (XTX) Txiv,
* 1-hy

I
T

+

I
T

(XEX}_ix:[ﬁ: —vil
¥ 1—hy

I
T

- Ti r -1
ﬁ—l_—h{X X} X (‘1‘.1“}

Vamos considerar, agora, apenas a parte relevamate lod-

verossimilhanca do modelo original. Assim,

1 < o
1B) = —N—:g;(_v: — xIpY.

Segue dai que

2ot =
1
1 n
= ——,Z{}': — i)
2as -
=1
1 n
=——— >3 {411)
2a*

Do mesmo modo, considere-se, agora, apenas arpktante da log-
verossimilhanca do modelo deslocamento de médigéih Tem-se que
-~ 1 ¥ 2 1 ro w3
! = — — x-ff — - o -
~ms(ﬁ[:]-¢‘)— zﬂ_;{.": x: B ‘3-"} ZJ:Z(}: x_,;ﬁ[:])

i*1

Substituindo-se os resultados em (4.8) e (4.1@guacdo acima, tem-

se

1

bms (’é[:l"p) = _%{F: B x' [’é - lf—:-'l::{X:X}_ix:] 1 f:h::}: © 207 Z {

j=1
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1 T8 e P 1 e
=———{v. —il; + (XX xy — - — Z v — i+ x; (X"X]
2020 TP T 1 -, Cl-mg) 207U T 1o
1 T r; ) 1 T 2
= ———ar 4+ —h;; — - — Z e+ —h;;
2030 1 -hy ' 1-hy) 2078207 T1-ny Y

trytyy L ..
em queiiy = X{(X°X) "X ¢ o elementdi. /) da matrizhat Segue que

i Ti i
rj-+l —h::h:j .

Lpns (ﬁ’[:]- ‘3-") == %{?: -7 - 253

_ z {'?"i + 1 u}
Somando e subtraindo a parcé% no resultado

acima tem-se que

iI*7:5 (ﬁ[:]-‘?’) = —;?[[Z {’rj- +1;f—:,i,::hii'}‘ + {’r: + i f:h:: h::}‘l = (’r: + 1 f:h:: h::)‘]

=

n

1 s S | s 2
= - (’r.-+ .i:) +—,(’r.+ h.,) . (4.12)
207 & S B TR 203\ " 1-h;
j=

Substituindo em (4.11) e (4.12) na equacao (4€8ue que

) 1w 1 v Ty 9 Ty 2
LD = —24— _z?,‘ "Z(?"+ - h) + ﬂ(’r",+ - h.,)
’ 2t &= 2o/ 1—h; ™ 20V 1 —h; T
=1 Jj=1 L kL
1 (3 n .
2 - T i - T
=—2{-—N> - > [rF+ 20— h,.—+—‘ﬂh,‘.-)+—‘ﬂ
( 25‘){; ) J.Z ( ’ Tl-hy Y Q-mg¥ V) - h::}‘}
=F[ T-n, Z‘i’ —h, }"Z‘i’ a1 —n, }}' (413

Observe que
Hr =X(X'X)'X"(y - XB)
= X(XTX) X'y — X(XTX)VIXTXR

- X8 —XP
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Logo, todos os elementos do proddiosao iguais a zero. Ou seja,
Zﬁ:j?}- =0,vi. (4.14)
j=1

Além do mais, comd&l é uma matriz simétrica e idempotente, tem-se

que
Z-".‘j = ZJ‘:J""‘J
Jj=1 Jj=1
= Zﬁ:jhj
i=1
=h; (4.15)

Substituindo-se os resultados em (4.14) e (4.18gnacéao (4.13), tem-
se
by = c,rf(c1 (1 - h P R h::}i)

1 (i - hy)
_F{{l — hy;)? }

&

— T:
T o1 - hi;)

Note que a medida acima depende apenas de duatdgdas, 0s

(4.16)

residuog’: e os elementos da diagonal principal da maaiz

No capitulo anterior viu-se que uma motivacdo amafluéncia local
de Cook (1986) é a relacdo, em (3.6), entre aistitat?: e a medida de
afastamento pela verossimilharfgll . Billor e Loynes (1993) consideram uma
relacdo analoga, entre a estatistifa e a medida afastamento pela
verossimilhanca modificadel”, dada por

pD (w) = —20(B) — (B, lw)]. (4.17)
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Por meio de um raciocinio semelhante ao utilizado @ook (1986)
para estudar a influéncia local, tem-se due. LD (@}) representa uma
superficie § =1 dimensional e, com isso, é possivel estabeléinbas
projetadas (lifted line) em varias direc6es dessa superficie. Consideramei@a
emR? definida por'i*l»"':ﬂ]I =w,+af em queia representa um vetor de nao
perturbacdo do modeld, & um vetor fixo enR? e @ & um escalar, segue
que o comportamento d&@ (@, + af} proporciona informacdes importantes

sobre a influéncia do esquema de perturbacéo amotad

Como a primeira derivada del’” avaliada em@s nZo se anula,
exceto para alguns valores particulares do vetoa primeira derivada del”
em relagéo £ produz informacdes valiosas sobre o comportamemal de
LD"(eq). Em particular, a inclinacdo maxima e a correspota direco
méaxima, denotadas, respectivamente, gamax * ¢ €max’*  gzg
importantes quandd =1 , em que? é a dimens&o do veté? (BILLOR;

LOYNES, 1993).

A direcdo maxima da funcdel” no ponto@a ocorre na dire¢cdo do

(LIMA, 1981)
dmax == || IvLD] "= (w,0)].
Pela regra da cadeia,
6LD" _ dwdLD®
da da dew

_ F:[_z[ﬁf (8) (é‘itﬁlw}ﬂiﬁm L9 (ﬁwlw))]]_

dew daf dw Jew
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SE(E) (B w)

=0
De imediato, tem-se que ) e que ap , quando

avaliada enff e @a, também se anula. Assim, a equacéo acima fica relauani

- !
da 1g-fw=-w. diw

Portanto, a inclinacdo maxima pode ser escrita como
dymax *=2||V[(Blw) | (4.18)
Para uma aplicacdo dessa teoria, vamos consideradelo perturbado

de regressao normal linear dado a seguir

y=XF+¢
em queVar(e)=o*W™ ¢ W =diag(l+wi31, .1} com o modelo
n&o perturbado sendo obtido quarigo = 0. A inclinacdo da linha projetada

sobre a superﬁciéﬁﬂ- LD*{wg)}) é calculada por meio da primeira derivada de
LD*{(w} em relacdo @’ 1. A log-verossimilhanca para o modelo acima fica

estabelecida por

noo, o 1 (L +w), - xBF 1 < o
I(ﬁ.w}=—glnc:r‘—glnzﬁ+gln(l+u-'1}— “12':: il - D - xR,

segue dai que
dLD* Eaz(mm}

dw, Jew g
_ 2[ 1 - rfﬁ}:]
2(1 + w,) 203 )
Assim,
aLD" L (vi—xiB)
deoy B f.0,=0 203

(4.19)
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em que™ = Y1~ -T'ﬁ € o resultado ordinario relativo a primeira obseéigada
regressdo d¢ sobreX . Tém-se as seguintes consideracdes para o resulad
residucs acima:
1. selnl =7  nZo existe razdo para preferir o modelo perturlaal ndo
perturbado e vice-versa,
2. selnl « o deve-se optar pelo modelo perturbado caao= 0 | isto €,
seVar(y,) < o

?T

Observa-se, ainda, que &2 tem uma cota superior finita quando

Isl =0 | enquanto sua cota ¢ inferior quanlial = +00 e —  Essa
assimetria esta inteiramente de acordo com a te@ia (BILLOR; LOYNES,
1993).

Agora, considere-se a matriz de perturbacéo geadsd dor

W, =diag({l+wii +wg ...l +wy)
para o mesmo modelo anterior. Sabe-se que a taxarécdo da fungdbl” ¢
medida pelo gradiente
dLD: aLD- ELLD')
dew, dw; ~~ Owy )

Utilizando-se um procedimento analogo ao realizpdim obter o resultado em

FLD'(cuﬂ}=(

(4.19), tem-se que
5LD'(¢u}|
deug
guandow; = 0 comi = 1,...Mm  Dessa forma, a razdo maxima de crescimento
deLD* é na direcéio do vetor gradiefitD *{we}, ou seja,

dymax == || IVLD] "= (w,0) |
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_ -'(aw-)f (.:’s‘L,D')2 (5LD')
W\ w, / \dw, / T\ dw,
= Z(l -
i=1

O mesmo desenvolvimento adotado nesta secdo podplsado quando

A
-

3y ®
‘ﬂ) . (4.20)
o1

estamos interessados em avaliar 0 comportamerondgrafico de influéncia em
um pontow” diferente deta, visto que, para isso, faz-se necessaria apenas a
primeira derivada da funcdel’”. A Gnica diferenca existente é que, neste caso, a

razdo maxima de crescimento deve ser avaliada aggranto «".

g S

2.6.1 Avaliando a inclinacao méximed max

Uma das dificuldades na interpretacdo dos resudtamo um estudo da
influéncia local, na abordagem de Cook (1986),sfajmente o de determinar um
valor de referéncia para comparar com a curvatddama obtida. Segundo Billor
e Loynes (1993), essa questao deve ser resporglmfufgamento e a intuicdo em
escolher um valor apropriado para servir de ref@aére que seja adequado ao
problema.

Billor e Loynes (1993) esclarecem que existem gamaaneiras para

determinar tal referéncia. Por exemplo, considere-srodelo de regresséo normal

linear perturbado pela matri?¥s = diag(l+ w11 +wz ... 1 +@p) ja
mencionado anteriormente. J4 foi demonstrado que,gsse problema, tem-se

dymax | == AT(1/2)

A=Y (-5

em que Jj=1 . Esta expresséo € util para avaliar os momentos de

&

4 porém, para a obtencdo de um valor de referéetdase torna um tanto



91

complicada. Segue dai que, substituindo-se osuesid em# pelos respectivos

erros aleatérios’/, os quais sdo assumidos variaveis aleatérias émdiemtes

normalmente distribuidas, com média zero e vamaiFd, pode-se obter a

esperanca e a varianciale como segue. Tem-se que

y =z EEny

Note que

-
-

= €f .
&§~N©,0%) = (L) ~x2 V)

XE o . .
em que 1! representa uma distribuicdo qui-quadrado com wau de liberdade.

Como?® (X-zl-) =1 segue que

- e

=2n, (4.21)
uma vez qué & (X-zl )=2 .

Pela proposicéo (A.3.3) do Apéndice (A), tem-se

E[A%*] = 56n + 4n® (4.22).

Substituindo-se os resultados em (4.21) e (4.2Z$maula da variancia a
seguir, tem-se que

VarlAl = E[4A%*]1 - (E[A]¥

= Sen + 4n® — (@Zn)*
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= Kén {4.23).

Dessa forma, um referencial conveniente seria, oentdado por

E[A]1+ 2DPLA] | em quePPIA] representa o desvio padrdo de Segue que,

para 0 nosso exemplo, poderia se utilizar comaertéal a quantidade
2n — 4vV14n.
Para uma melhor aproximacéo, pode-se usar umafdraregao ded .

Porém, o valor2n — 4¥14n pode ser considerado como uma referéncia para
avaliar a influéncia local do problema proposto.

2.6.2 Inclinacdo maxima no caso de perturbagcdo debservacdo no modelo
normal linear

Considerando apenas a parte relevante da func#mgderossimilhanca
perturbada como dada em (3.35), tem-se que

1

1
l{Blw) = Z o @i0i— xIBY, (4.24)

=1

em que @: e ¥i sdo as! -ésimas componentes dos vetor®s e ¥ |
respectivamente.
Derivando a fungéo (4.24) em relagé@ a tem-se que
dl 1 PR
E—F{.‘r:—x:ﬁ} _

Aplicando-se a derivada acima #re &=, tem-se que

=1 [_u':—xf,é):

5(0: ﬁ:ﬁ.lﬁz:&z 25:

1 .
= —ﬂ{_‘,': — _|[f }‘
2+
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Da secéo (3.2), tem-se que
dLD* 5 az(mm)l

dew; dew; B=f,2=52
1 .

= 2{5571)
24

T.i

== (4.25)

52

Vimos, na secéo (3.2), que a direcdo da inclinemp!i)tdma'lﬂlrﬂ'fu "+ ga
direcdo do gradiente. Assim, pode-se escrever
fmax ==V ILD] "+ (w,0) = (@ 1"2)/0'2, ...(rn'2)/c72) (4.26).
Segue que a inclinagdo maxima é obtida por
dymax #= |V ILD] "= (w,0)]
] TR
Z (J—_) (4.27).
— \F*
Jj=1

R

Para obter um valor de referéncia para a inclinagdxima acima, pode-se

I

'.n:
i

desenvolver um raciocinio analogo ao realizadoegd (3.3). Seja =1

5

! ! ~ : o L
substituindo em 0s™i¥ pelos erro€i® que sdo assumidos variaveis aleatérias

independentes normalmente distribuidas com médieezeariancisf*. segue que

n - n
£ £44
a=25=00)
et ot i
Ji=1 Jj=1 .

o2
eELX{1=1 Fazends” ~ (E*r) , segue que

=%

Tem-se que(?:;r)‘ i

EL4l= ) Elx]
i=1



94

i=1
=n (428
Observe que

1

AT = Z xf + Zx:xj.
1

i= e
Logo,
E[A%] = Z E[xF]+ Z Elx;x].
=1 FES!

pela independéncia entte e ¥, para todd *J , tem-se que

1

El4%1= ) E[+f]+ ) Elx]E[].  ©29)

i=1 FES!
Pela proposi¢édo (A.3.3) no Apéndice (A), tem-se guduncao geradora de
momentos dé&; é dada por
My () =31 -20) h=aM @@= E[x}]=3 (430

Substituindo-se este resultado em (4.29), obtém-se

E[4%] = ia+ Z(ﬂ -1)
i=1 i=1

=3n +nln —1)
=n*+ 2n (4.31).
Substituindo-se o resultado das equagbes (4.28)34)(na formula da
variancia a seguir, obtém-se
Var[Al = E[4%] - (E[4%])*
=n* +2n — (n®)

= 2.
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Portanto, pode-se considerar, como um valor deréefia para a

inclinacdo maxima obtida em (4.27), o resultado de

EL4]1+ 2yVar[d]l = n + 2V2n. (432}

2.6.3 Inclinacdo maxima no caso de perturbacdo debservacdo no modelo

logistico

Considere a funcdo de log-verossimilhanca pertarlgada uma amostra

aleatoria de uma variavel aleatéria com distribuiB&nhomial {m:. 27}, como dado

na subsecédo (3.6.1)

L H

. ylw)= Y .y, ln[

Derivando a funcao em relacae a, obtém-se
al
Aev ;

Avaliando-se a expressdo acima@mtem-se

= ln[l Ti:;o:] + m;In[1 — p;].

o~

= v; ln[l 'p:ﬁ:] +m;In[1 - 5;].

al
5‘cu:|

V.=
=

T3

Dessa forma, as coordenadas do
£max ' *=v [LD] "+ (@,0) sao dadas por

. dLD-
ti = Jew;

al
, (ﬁ.lm}l
0y g page

1-5
A inclinagdo maxima é obtida pela aplicagéo imedik

dymax == v ILD] "+ (w,0)].

- f:p:] + Zﬂ,m:’m: In[1 - p,1.

vetor

gradiente

]+’m: In[1 — ;ci':]} (4.33)
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

3.1 Aplicacbes

Neste capitulo discutem-se dois exemplos de anddisgados reais via
pacote estatisticB. O objetivo principal destas aplicacdes é colerarpratica
as técnicas de diagndstico, com énfase na inflaocal de Cook (1986) e na
abordagem de Billor e Loynes (1993), descritasaneste.

Utilizam-se também algumaécnicas gréficaspara detectar a fuga das
suposi¢cdes adotadas para os modelos sugeridoscer@rzia de possiveis
outliers Estes conceitos foram descritos no capitulo ia paaiores detalhes
consultar Paula (2004).

No primeiro exemplo (secdo (5.1), utilizou-se o elodde regressdo
normal linear simples para os dados propostos. &isenfoi desenvolvida de
guatro maneiras: técnicas graficas de diagnostiuoatura normal de Cook
para regressdo normal linear sob perturbacéo dealgsio; inclinagdo maxima
sob perturbacdo na variancia e inclinagdo maximh perturbacdo de
observacéo.

No segundo exemplo (sec¢Bes (4.2), foi utilizadoanl@o de regresséo
logistica mdltipla para os dados apresentados.igeke 0 modelo proposto
sob trés aspectos: técnicas gréaficas de diagnpstizwatura normal de Cook
sob esquema de perturbacédo de observacdo e agaimaxima também sob
esquema de perturbagdo de observacao.

3.2 Estimativa do nimero de gansos por bando

Métodos de inspecéo aérea sao regularmente erdpeegara estimar a

populacdo de gansos, durante o verdo, no oestaidale Hudson, no Canada
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(WEISBERG, 1985). Para isso, uma pequena aeroraiwevda a regido e,
quando avista um bando de gansos, uma pessoaeskpesstima a quantidade
dessas aves. Para investigar a eficiéncia dessedopéam experimento foi
conduzido, no qual uma aeronave carregando dosnamores sobrevoou 45
bandos e cada um deles estimou, independentenoenfmero de passaros por
bando. Além disso, uma fotografia foi retirada ddacbando e, posteriormente,
uma contagem do nimero de gansos foi realizadmeior dessa fotografia.

Os dados coletados neste experimento encontraewseWeisberg
(1985). Aplicou-se um modelo normal linear simpbesa os dados, de modo
queY seja o numero de gansos por bando, computadostia gz fotografia
aérea €X, 0 numero de gansos, estimado pelo observadiorekperimento. O

modelo ficou, portanto, dado por

vi=a + Bx; + &, =145 (5.1)

com a suposicdo de gée ~N(0, ¢ ?), com os? s, mutuamente independentes.

As estimativas dos parametros, fornecidas pejoforam & = 26,650 e

5 =10,883 | com respectivos erros padrdes dados por 8,6140%,0ambos
indicando que os coeficientes apresentaram-sdisinios ao modelo.

A estimativa da variancia é dada por 44,41 e agqmagem de variacdo
de Y explicada pelo modelo, ou seja, o valorabeficiente de determinacao,
foi de 74,45%. A regresséao, por meio do teste Btrmg-se significativa.

O diagrama de dispersaqplot deX versusY) mostrado na Figura 5.1
sugere forte evidéncia de heterocedasticidade.mAgsode-se esperar que a
introducdo de uma pequena perturbacédo revele algspeécie de sensibilidade
no modelo.
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500
1
o

observador1

Figura 1 Numero de gansos contados a partir davéatuso niimero de gansos
estimado pelo observador 1

A seguir, faz-se uma analise de alguns graficodialgndsticos, com o
objetivo de identificar pontos influentes e vedfica validade das suposicdes
adotadas para o modelo.
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Normal Q—Q Plot

Residuo Studentlzado

T T T T T

Percentis da N(0,1)

Figura 2 Grafico de probabilidades com envelopes

Na Figura 2 tem-se o grafico normal de probakiédaom envelopes
para os residuok; que avalia a validade da suposicdo de normalidizde
variavel resposta, para o modelo adotado em (Bdbe-se notar, por meio deste
gréafico, um forte indicio de nédo validade destaosigéio, pois hd uma grande
guantidade de pontos fora das bandas de confiamgaédico, configurando,
talvez, a auséncia de algum termo extra no modelo.

Outro gréafico importante a ser interpretado é&igo dos valores; em
funcéo das ordens das observacdes dadas na Figewa Bieio dele destacamos

2+p
dois pontos acima da linhan , que correspondem as observacdes 28 e 29,

sendo, portanto, candidatos a pontos influentes.
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Figura 4 Residuos studentizadty contra a ordem das observacGes

O gréfico dos residuos studentizados em funcéo atdsns das
observacdes, dado na Figura 4, destaca novamepentss 28 e 29, além do
ponto 41, sendo estes candidatos a serem pontoargbs.

Na Figura 5 observa-se o grafico dos residuoestimhdos em funcdo
dos valores ajustados, verificando-se, novamentdestaque, os pontos 28, 29
e 41. O grafico renova a indicacdo de heterocerideatie j& percebida pelo

diagrama de disperséo (Figura 5).
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Os mesmos pontos ja destacados anteriormented(2841) também
aparecem em destaque no gréfico da Figura 6, desestadas do autovetdy.,
em funcéo das ordens das observacdes.

Dentre os pontos destacados pelos graficos conutidzdos autliers o
gue aparece sempre mais remoto é o correspondesitsedvacdo 29, dai a
escolha deste ponto para sofrer urna pequena lpegfio. Espera-se, com isso,
gue o modelo seja sensivel a esta alteracdo e o deothedir esta sensibilidade

sera por meio daurvatura normal de Cook para modelo normal, dada em

(3.45). Para introduzir a perturbacdo nas obseemgbnsiderou-se o vetbr
da referida férmula, com 1 em todas as posicdes, éxcecdo da posicdo 29,
que recebeu o valor 0,9. O valor obtido foi de @8,70 que indica extrema
sensibilidade local.

Utilizando o esquema de perturbagdo de observdedicrito na secéo

(4.3), aplicou-se o resultado da inclinacdo max{#a ) dada na equacio
(4.28). Com isso, obteve-se o resultado 16,573siderando como referéncia o
valor sugerido pela formula em (4.33), que é de81/,3em-se, aqui, forte
indicacdo de sensibilidade local.

Para o esquema de perturbacéo da matriz de viariimardado na secéo

(4.1), o valor da inclinacdo maxima é de 17.766idobpor meio da férmula

dada em (4.20). Utilizando o valor de referénciea s " ma sugerido na secéo
(4.2), que é de 13,798, também aqui detectou-te densibilidade local.
A abordagem de Billor e Loynes (1993) permite ggetenham os

valores individuais das coordena(qﬁs*,»s) do gradiente .= [LD*(a), que
€ o vetor que indica a direcdo onde se obtém magdo maxima. Assim, pode-
se avaliar quais observa¢fes contribuem com a rpaiaela para o valor de

d " maxe osft *jrs individuais, obtidos pela perturbacdo da matrizal@ncia, sdo
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apresentados na Tabela 1, na qual nota-se quesasvafbes que contribuem

com 0s maiores valores séo as de nimeros 28,29 e 4

Tabela 5 Valores ddb "/s para os dados de gansos.

Observacao (i’ |p il Observacao (i |p il Observacao (i) |p il
1 0,8892 16 0,6268 31 0,9975
2 0,9417 17 0,9881 32 0,5387
3 0,5988 18 0,9988 33 0,9586
4 0,9539 19 0,7177 34 0,9997
5 0,9418 20 0,9572 35 0,9452
6 0,7478 21 0,9372 36 0,8507
7 0,8822 22 0,8224 37 1,0793
8 0,8911 23 0,6010 38 0,9875
9 0,9461 24 0,6530 39 0,9834
10 0,7661 25 0,2726 40 0,8199
11 0,8224 26 0,9749 41 6,5283
12 0,6445 27 1,6615 42 0,3999
13 0,7570 28 12,2618 43 0,7753
14 0,8111 29 7,0421 44 0,4322
15 0,9999 30 0,9949 45 0,9306

3.3 Preferéncia por um novo detergente em relagdousm detergente padrao

Os dados utilizados nesta se¢do encontram-se edeifto (1986) e
referem-se a um experimento comparando a prefer@acium novo detergente
em relacdo a um detergente padrdo. Considera-sescfatores dureza, com trés
niveis (pesada, média e mole) e temperatura dg agoadois niveis (baixa e
alta), possam influenciar na escolha de um detezgen
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Adotou-se, para os dados, o modelo logistico tinmaltiplo com
variavel resposta Y = proporc¢édo de individuos gqedepem o novo detergente e
variaveis explicativasemp, em quetemp = alta etemp = baixa, edurg, em
gue dure, = média,dure; = mole edure; = pesada, definidas como fatores. O
modelo é dado por

2 3
=05+ Zﬂajtempj + Zﬁskdﬂ?ek, t=1,...,6,
k=1

=1

com erro binomial; é assumido g&e: = 521 = 0 . O desvio obtido para este
modelo éD(y p) = 0,618 (2 graus de liberdade), indicando um ajust
adequado, pois (-value associado a esse valor pelo teste qui-quadrado
unicaudal é de 73,42%. O numero de iteracbes dirase os coeficientes do
modelo proposto foi trés. Na Tabela 2, a seguin-4é as estimativas dos
coeficientes do modelo adotado e seus respectigsgiat padrbes. Todos se
apresentaram significativos ao modelo.

Tabela 2 Estimativas dos coeficientes referentesmadelo em (5.3), para
explicar a proporcéo de pessoas que preferem odeteogente.

Coeficiente Estimativas Desvio padrdo
Constant -0,65~ 0,19
temp, 0,457 0,19«
dure, 0,311 0.22¢
dure; -0,057 0,227

Mostraremos agora os graficos usados para defexdaiveis indicagbes

de transgressdo de alguma suposicdo adotada pamedelo, bem como da
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ocorréncia de algum ponto influente. Pode-se warifipor meio do grafico de
probabilidade com envelopes, na Figura 7, que @dimdicacdo forte de que a

variavel resposta ndo siga uma binomialg).

Normal Q-Q Plot

Componente do Desvio

-1

-2
|

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Percentis da N(0,1)

Figura 7 Grafico de probabilidade com envelopea panodelo binomial.

No grafico dosh; em funcéo da ordem das observacgfes, dado na Figura
2xp
8, nenhum dos pontos aparece acima da linlma , ndo havendo, portanto,
pontos suspeitos de serem aberrantes, contudo,on®sp mais afastados

correspondem as observacoes 1, 3 e 5.
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Figura 8 Leveragﬁf I contra a ordem das observacgbes

O grafico deh; em funcéo dos valores ajustados, mostrado nad&®yur

destaca 0s pontos correspondentes as observaces 4,como estando mais

afastados.
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Figura 9 Leveraghil contra valores ajustados

No grafico do residuty; em funcdo dos valores ajustados (Figura 10),
0s pontos que se encontram mais afastados coroespads observacdes 2, 3 e
5.
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Figura 10 Residuty; contra valores ajustados

Na Figura 11 observa-se o gréfico da medida afesto pela
verossimilhancalLD; em funcdo da ordem das observacdes. Nele pode-se

perceber que o ponto correspondente a observagud@iede mais afastado.
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Figura 11 Gréfico deD; contra a ordem das observacgtes

No gréafico das coordenadas do autovo'f-:'tqy(aX em funcdo da ordem das
observacdes, mostrado na Figura 12, pode-se obsewa 0s pontos
correspondentes as observacgdes 1 e 2 encontrarais@fastados, em especial

a de nimero 2.
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Figura 12 Coordenadas do autove'lqqut;aX contra a ordem das observacdes

Avaliando a situacdo dos pontos destacados peidficas ndo se
percebe forte evidéncia de ocorréncia algliers porém, os pontos que se
apresentaram mais afastados foram aqueles cordestes as observacges 1, 2,
3 e 5. Para calcular a curvatura normal, optouesepprturbar a observacao 1.
Para isso, adotou-se um procedimento analogo diza@a na aplicacdo da

secao (5.2), utilizando o vetor de perturba{;’acn:om 1, em todas as posicdes,
menos na observagdo 1, que recebe o valor 0,9.s@tad@o obtido para a
curvatura normal foi de 1.298,88. O valor da irefiio maxima obtido para o

esquema de perturbacdo abordado na secéo (5ds) 14i1,75.
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Figura 13 Coordenadas do autoveftfitar contra a ordem das observacdes

O grafico mostrado na Figura 5.13, das coordenddagetor gradiente

fimar em funcio da ordem das observacdes, destaca o gmnéspondente a

observacéao 3.

Na Tabela estdo dispostas as coordenadas doresfirar e do vetor
£ o por observacdo; a observacdo 3 apresenta a nwodenada do vetor

fimar e a observacdo 2 é a maior coordenada do \fem;x. As técnicas
utilizadas nesta aplicagdo ndo coincidem na ideatifio de possiveis pontos
influentes. Mesmos os pontos mais afastados n&seamam caracteristica de

proporcionar alguma interferéncia no resultadojdste.



Tabela 3 Coordenadas padronizadas dos ve{"on%e finar

Observagao(i) ¢ 41 | 4]
1 0,4287 1,3312
2 0,4328 1,7522
3 0,4725 0,0749
4 0.4367 0,1386
5 0.3931 0,0516
6 0,2454 0,1157

114



115

4 CONCLUSAO

Tanto a proposta de Cook (1986) como a de Billdrognes (1993)
foram bastante inovadoras na analise de diagnésticonodelos de regresséao e
trouxeram contribuicbes significativas, dentre amig se destaca o fato de
permitirem a analise de diagndsticos de outros tneddém do normal, como,
por exemplo, o modelo logistico.

Um dos pontos fracos da proposta de Cook (198€3tadado no
capitulo 4, é justamente a falta de um valor deréefcia para comparar com o
valor obtido para a curvatura normal. Em respogssa e a outras dificuldades
da versdo de Cook (ver capitulo 4), Billor e Loyr{@893) propuseram a
inclinacdo maxima como instrumento da andlise dgrdistico em modelos de
regressao e apresentaram sugestdes de valorefem@dmcz para comparar com
o valor da inclinagdo méxima, sob alguns esquerageedurbacédo, do modelo
de regressao normal.

Neste trabalho apresentou-se o calculo da inédimataxima no caso de
esquema de perturbacdo de observacdo do modekiidogiporém, ndo foi
sugerido nenhum valor de referéncia, para efeit@wataparacdo, que leve a
indicacdo da sensibilidade do modelo. Destaca-se awatureza de cada
problema e o auxilio de outras técnicas de diagroéspodem ajudar na hora de
decidir pela sensibilidade do modelo.

Na aplicacdo da secéo (5.1), em que foi utilizadoodelo normal linear
simples, a curvatura normal e a inclinacdo maxim@sentaram valores que
coincidiram na indicacé@o da sensibilidade do modelmado. Vale ressaltar que
os gréficos indicaram claramente as observacde2& 41 como as mais
afastadas.

Na aplicacdo correspondente a sec¢do (5.2), em duepficado o

modelo logistico maltiplo, ndo houve observacdes enidenciassem possiveis
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outliers pois houve certa variacdo dos graficos utilizadasndicacdo desses
pontos. Quanto ao valor da curvatura normal e dinatdo méaxima, a falta de
um valor de referéncia, combinado a inexatiddo g@dicos utilizados na
deteccdo deoutliers, ndo permitiu decidir pela sensibilidade dos maoslel
Espera-se ter contribuido, com este trabalho, pasariquecimento da analise

de diagndstico de modelos de regresséo normalstitog
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APENDICE

Apéndice A - Defini¢Bes, teoremas, proposi¢des etims resultados
importantes

Neste apéndice faremos uma sintese de algumascde8, teoremas,
proposi¢cdes e alguns resultados importantes quamfomencionados nho

transcorrer deste trabalho.
1. Defini¢Bes

Definicdo A.1.1Seja Y uma variavel aleatdria. Dizemos que a bigigéo de Y
pertence aamilia exponencial de distribuicdes se pudermos escrever sua

funcdo densidade (ou de probabilidade) como:
fn8;, @) = explad{ v8,—b(E, 1} + c(v. 3}, (4.1)

em que y pertence ao suporte da variavel aleatéifa. i = 1.....q4 sdo os

parametros de interessé&e é o parametro de dispersao.

Definicdo A.1.2 Seja Y1.Yz. -...¥n uma amostra aleatéria de uma variavel
aleatériaY. A funcdo de probabilidade (f.p) ou de densidadebaibdidade
(f.d.p) conjunta para essa amostra, dada por

[ =] [A0de w2
=1
€ denominada d&uncdo verossimilhancado parémetrcﬁ , correspondente a

amostra observadd = Oy, .+, ¥n ) e ¢ denotada pdid&; ¥},

Definicdo A.1.3Definimos afun¢éo log-verossimilhanceem relacao & e?
dadoy, como sendo
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y:6,3)=Infly:6, ¢) (4.3)
2. Teoremas

Teorema A.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwar@lOFFMAN; KUNZE,
1979, p. 354) Se V é um espacgo com produto intem@o, para quaisquer
vetoresu e emV vale a desigualdade

Hee. GM = llelliG N (A 4)
em qudl...}l denota o valor absoluto do produto interno de deisres

quaisquer enV e Ik Il indica a norma de um vetor ém

Teorema A.2.2(GRAYBILL, 1983, p. 183) SejB uma matrizt X it

particionada na seguinte forma:

o5 5l

em quePii tem dimensad: X ;. L.J = L2. Nestas condi¢des, valem os
seguintes resultados:
(i) existem as inversas das matriBsd e B**;
- —1 - —1
(i) as matrizedB11 — F12572 B21l ~ elB2z — B2157y Bl
existem;

(iii) a matrizB™* pode ser escrita como

[B11 — B12B31B2,] ~B}'B1;[B2z — B2y BBz

_ _ —1 _ —1 r
_5%1521[511 - 5125%1521] [EE: - 521511131:]
(v) B** =[B1y -~ B12B3}Boy] = BL! + B! B1.B%* B, BT

-1 _

- — — —1 — T
(v) BY* = -B1'B1s[Bos — B2y B1'Byz] = -Bi'B1;B™%.

(vi) B = [B2z - B2, B B1s] = B3}l + B3}BB;, B, Bo)

a
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(viy B =-B3}Bu[B1, - B12B3tEo] = -5} B, B

511 E-.
B = == T
(viii) Bl = 5., = 511 |B1aB| = |B2:B%

Teorema A.2.3(GRAYBILL, 1983, p. 189) Sej& uma matrizX X ¥ dada por
C =D+ aabt,

, . ~ . ~ ) ,
em queD é uma matriz ndo singulare b sdo vetores X 1 ea é um escalar,

tal que

L 7 1
E:=:l ﬂ:x}:]
ﬂr::

Nessas condi¢fes, a inversa da m&trdada por
C1=D"14yabi,

a+—

1 —1

; b;
:;=—cr(l+ﬂ:z-:‘£,b,ﬂr:1) so; = —3b = —
e " Yoody U ds odi 4 al
em que = i i ey éof -

ésimo elemento da diagonal da malfiz

Teorema A.2.4(COOK; WEISBERG, 1982, p. 210) Séjauma matriz

. ;. s T ¥ . . r ~ . .
simétrica? X7 ; considerea eb matrizes? ¥4 . Entdo, as inversas abaixo

existem e vale a relacao:
(A+a*h) =41 -A1a(I + bA'a’) "hA™L,

em quel é a matriz identidad@ X @ .

A.3 Proposicdes

Proposic&o A.3.1SejaF o vetord * 1 definido na seco (2.3.3), entdo, pode-

Se escrever
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1

=1
o+ FF] = 1o — 1y

FF*,

em que’q € a matriz identidade de ordem q.
De fato, observe qu%? € uma matriz diagonal e nédo singular. Fazendo

D=I_,a=hbh=F

ar e®=1 seguequ€u =1 ea;=>b;=F; Assim,

- I 1
8 _ _ o

Logo, todas as condicdes do teorema (A.2.3) estifgieitas. Aplicando

o resultado deste teorema, tem-se que

q -1 1
y=—1|1+1 Y FF17Y = - —0.
=ty rn| =

Portando, conclui-se que

1

—————FFFT,
1 +1IFIF

=11
[I,+ FF'] " =1,

Proposicdo A.3.2SejamB = —F —AFF'F ¢C =1-FF —AF'FF'F
1

A=
em que 1+ IFIF eF & definido na secéo (2.3.3) Segue dai que

IFIF

B'B= ——— ——
(1 +IFIFY

e

. 1
C=1TrwE
De fato,
() BB =F'F+ AF'FF'F + AF'FF'F + }*F'FF'F'F
= IFIF + 2AUIFIF )* + A2(IFIF)®
= IFIF + 2A0FI* + A IFI°

= IFIF +2(- JUFIe + (- )i IF 1

1
1+ IIFIF 1+ IIFIF
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2 1
W2 (1 - i WP + o s W)

_ IFF g N
= arFEEld + IFIF)Y? — 201 + IFIFIFIF + 1 + IIF II*1

_ O WEE e
= W(l 2IIFIF + IFIE - 2IFIF - 2IF I + IF 1)
_ NFIF
T+ IFIFE
(i)
C*=(1 - F'F — AF'FF'FY

= (1 = IIFIF + ANFII*)?
=1+ IFIF + A2NFIF - 2IFII* - 22A0F I + 2A0F 1

=1-2IFIF - 2(- JUFIE + IFIE + 2(- JUFIE + (- JuFIE

1 1 1
1+ IFIF 1+ IIFIF 1+ IIFIF

E [(1 + WFIFY* — 2WFIF(L + WFIF)Y?* + 2(1 + IFIFXIFI + (1 + IFIFY*IFIF - 2(1 + IFIF

T+ IFIE
1 . .
= e EEE L + 20FIF + 3IFIE — IFIF - 20FIF — 4IFIF - 2UFI° + IFI + 2IFIF + IFIF]
=— 1 + 4|IF|I* — 4|IF
TR IF I — 41IF 1]
1

T+ IFIFF

Proposicéo A.3.3Conforme visto na se¢éo (4.3) do capitulo (4)-senque

a- z [E)

iyt -7 T eyl
Seja(?) “ %" logo Y 1) Segue dai que

=]

1l
-
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Z z? -2z, —1

Entao,

AP = ((ZF—2Z, + 1)+ 4 (ZE — 22, + 1P

_ Z (zj? ~27; _1)‘ + EZ{zf — 27, + 1}(2)? —2Z; + 1)
i=1

i<j

— 4 3 2 272 ] 2 ] 2
=Y (2} -4z} + 627 —az; + 1)+ 2 (272} — 2272, — 22,2} + 2} + 2} + 42,7, — 27, — 22; -

lej
Utilizando a independéncia entre s , Segue que

E[4%] = Z{E[Z‘] - 4£[23] + 6E[27] - 4E[z,] + 1} + EZ{E[Z 1£[27] - 2E[272,] - 2E1Z,]E[ 2]

J=1 =]

A funcdo geradora de momentos (FGM) de uma disg@n ™ é dada

L4
por {1 — 2t}2 (JAMES, 1981). Denotando a FGM da variavel aleatori

cn A

E‘.-'
i (E) , porMx (), tem-se que

1
My(t) = (1 — 2t)2,

4
(=) '
SejamM 'z M" . M* oMy " 3 primeira, a segunda, a terceira e a

guarta derivadas da FGM da variavel aleat%iiarespectivamente. Segue que

2
Mgty =(1—-2t) I E[Z}]= M’X(r)| =1
=0

5 .
M7y =3(1—2t) 2= E[27] = _-'uf”X(r)| =3
=0

. -1 (3)
MP(ty=15(1—2t) 2= E [ZJ?] = _-'er‘;;‘, '(t)
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El (47,

MP@ = 1050 —20 2 = E[z}] =My (1) _ =105

w0,

Substituindo-se os resultados acima na equacad €¢Xfazendo algumas
simplificagdes, encontramos
E[A*]1 = 60n + 321

I«

=6m+8{n—-1D+—-2)+n—-3N+ -+ -m—1))1
=emn+8hn—-1-I1+2+3+-—+Hx-—1111
=60n + 8 [ﬂ(ﬂ—l}—g]
= 60n + 4(n* —n)

= Sén + 4n’. (4.6)
4. Outros resultados importantes
A.4.1 Propriedades da fungéo de log-verossimilhanca

Seja Y uma variavel aleatéria pertencente a fareiponencial de
distribuic&o, considere a funcao de log-verossianifa em relagéo% e?

dadoY , a seguir
1@, lv)=Inf(v;8,¢), {4.7)

em que y pertence ao suporte da variavel aleatéria

Dentre as propriedades desta funcéo, pode-se deqtae

!

E(g—‘g)=a (4.8)

&

%1 al
E(aa:}+5(ﬁ) =0. (4.9)
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Conforme a defini¢céo da funcéo de densidade efwhapilidade em

(A.1), pode-se escrever a equacao (a.7), como segue
16, ¢lv)=[v8 — b(BNg + cly. ). (4. 10)

Derivando-se a equac¢do acima em relacdo ao pacﬁf?netencontra-se

dl

25 = (v-2'®) ¢, (4.11)

em quel"i'r representa a primeira derivada da fun%ﬁ@. Note, agora, que,

combinando-se os resultados das equacdes (A.8L&)(Adbtém-se
ol , ,
'D=E(%)=[§i—ﬂ(9}]¢=’j{i=ﬂ(9}.

de onde concluimos que
E¥)=pu=0b'(®). (4.12).
Derivando-se a equacgéo (A.11) tem-se que

g4l

EFE = -b"{B) e, (A.13)

em queb” é a segunda derivada da fun&8}. Combinando os resultados das
equacles (A.9), (A.11) e (A.13), segue que

~b"(@) + Var()d? = 0 = b" (@) = Var()e?,

de onde concluimos que

Var(Yy=b"(8)p 1 (4.14)

A.4.2 Forma exponencial da funcdo densidade ou degpabilidade de

algumas distribuicdes

A seguir apresentam-se as principais distribuipgetencentes a familia
exponencial, escrevendo suas densidades ou fudeg@sbabilidades na forma
apresentada na defini¢éo (A.1).

e Normal
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SelV ~N{u, ﬂ:}, entdo, sua funcdo densidade pode ser escrita como

flnuo?)=

S P [— 2;—:(}' — ;:}:]

1 .. a2
_ EKP{IGE o) H
(2mas }‘

o
- exp{ (1,,” [1og(z,w }+—]}

emque— @ < LV <00 ed® =0  Daf obtém-se qugf T g%, 2,

e(v, @)= — [ln:rg + vig ] oV () = 1.

* Poisson

Neste caso, tem-se qiie’Poisson{d) 3 sua funcio de probabilidade
pode ser escrita como

) et Ay
= exp|log =
= exp[—4A + viogd —logv!]
= exp [1 (_1.'15' - Ea) - lc:rg_v.']

emque’ =0 eV =012,.. Logo, =1, bE) =e’

ey, @) = —logy!

e .[-"r{-i.}j..

¢ Binomial
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SejaY~EBinomial (n.p) entio, sua funcdo de probabilidade é escrita
como

T

emquel <» <=1 Ay =012, .. Considerd’~ como a propor¢io
de sucessos efh ensaios independentes, cada um com probabilidade

de ocorréncid . Entdo,Y =Y " Dessa forma,

flav . npl= ( n_)ionj"{l _ _I.G}r.—n_'."
v

= exp {lcrg[(ni-)iﬂ“:"'(l - Tﬂ}“'“-'"']}

n .
= exp {log(n}r_) + v 105(%;0) +nlog(l - ;o}}

20

P

= 1og ) -
fazendo 1 -p/ obtém-seque 1+ et Segue dai que
g

flnyTin,p) = exp {log(ni') Fnyfn [log(l B 1 j— E'a)]}

= exp {r?, [_1."'5l - log(l + E,ﬁ‘)] + 105(?:,_)}

comparando com forma definida em (A.1), tem-se §ug, ™ ,

T
b = log(1 +¢6) VP = lc'g(m--) eV ()= p(1 - p).



