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RESUMO

Diversas areas da ciéncia, tais como ambientais, bioldgicas, epidemioldgicas, agropecudrias,
entre outras, possuem dados com variagdes no espago. Na maioria dos estudos, mensuram-se
somente as variacoes utilizando procedimentos estatisticos que nao levam em conta as intera-
coes existentes entre as dimensdes do espaco. Para se abordar a espacialidade tem-se a exis-
téncia da Geoestatistica, que com o uso do semivariograma € capaz de detectar a dependéncia
espacial de um fendmeno. Normalmente, a Geoestatistica utiliza-se de um preditor pontual.
Neste trabalho € tratado um sistema de predicao para toda uma regido, denominado krigagem
de blocos, que tem o intuito de predizer o valor médio do fendmeno no local de estudo. A
principal complexidade desta técnica é a modelagem dos semivariogramas médios, pois atual-
mente essa necessidade € realizada somente de maneira numérica, sendo assim contendo erros
de aproximagdo. Apresenta-se entdo a constru¢do dos semivariogramas médios analiticamente
e com os resultados obtidos, é possivel trabalhar em qualquer dimensao de regido sem apre-
sentar erros numéricos, com a total precisdo de uma solu¢do analitica que ainda ndo havia sido
apresentada na literatura recorrente sobre krigagem de blocos. Toda a técnica para se construir
os semivariogramas médios de maneira analitica é apresentada, com o foco em modelar os se-
mivariogramas médios para os modelos linear, esférico e pentaesférico. Para os trés resultados
obtidos, os semivariogramas médios esférico e pentaesférico ainda ndo possuem na literatura
usual resultados analiticos, assim como o modelo pentaesférico. O avango da krigagem de blo-
cos pode solucionar problemas de predi¢do de média para diversos fendmenos, como produc¢do
agricola, quantitativos de blocos de minerag¢do ou qualquer outra necessidade de se obter valores
médios da varidvel aleatéria, considerando a espacialidade do fenomeno.

Palavras-chave: Semivariogramas médios. Krigagem de blocos. Médias espaciais.



ABSTRACT

Several areas of science, such as environmental, biological, epidemiological, agricultural, among
others, have data with variations in space. In most studies, one only measures variations using
statistical procedures that do not take into account the interactions between the dimensions of
space. In order to address spatiality, there is Geostatistics, which uses the semivariogram to
detect the spatial dependence of a phenomenon. Normally, Geostatistics uses a point predic-
tor; this work deals with a prediction system for an entire region, called block kriging, which
aims to predict the average value of the phenomenon at the study site. The main complexity
of this technique is the modeling of the average semivariograms, since it is currently addressed
only numerically, thus containing approximation errors. In this study, we analytically present
the construction of the average semivariograms, and, with the results obtained, it is possible to
work in any dimension of the region without producing numerical errors, with the total preci-
sion of an analytical solution that had not yet been presented in the recurrent literature on block
kriging. The entire technique for constructing the average semivariograms in an analytical man-
ner is presented, with focus on modeling the average semivariograms for the linear, spherical
and pentaspherical models. For the three results obtained, the spherical and pentaspherical ave-
rage semivariograms do not yet have analytical results in the usual literature, as well as the
pentaspherical model. The advancement of kriging blocks can solve problems of average pre-
diction for several phenomena, such as agricultural production, quantitative of mining blocks
or any other need to obtain average values of the random variable, considering the spatiality of
the phenomenon.

Keywords: Average semivariograms. Block kriging. Space averages.
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1 INTRODUCAO

Existe uma grande necessidade de predizer determinados fendmenos, tais como relacio-
nados a mineragdo, clima e ciéncias agrarias. Estes fendmenos muitas vezes sdo caracterizados
por possuirem dependéncia espacial; sendo assim, necessitam de uma técnica estatistica espe-
cifica para sua modelagem.

A variabilidade dos fendmenos espaciais, dentro das Ciéncias Agrarias, especialmente
no solo, sempre foi uma das preocupacdes de pesquisadores. Smith (1907) estudou a disposi¢ao
de parcelas no campo em experimento de rendimento nas variedades de milho, na tentativa de
eliminar efeitos da variagdo do solo; ja Montgomery (1913) estudou o efeito do nitrogénio no
rendimento de trigo. Estes sdo exemplos do principio dos estudos em variabilidade espacial.

Um dos primeiros a observar de maneira profunda a necessidade de se explorar os dados
com uma andlise espacial foi Krige (1951). Enquanto trabalhava nas minas de ouro da Africa
do Sul, percebeu que ndo havia o entendimento do fendmeno se nio considerasse a distancia
entre as amostras, ou seja, se ndo considerasse a variagdo espacial. Posteriormente, os estudos
de Matheron (1971) desenvolveram os conceitos basicos da Geoestatistica, ferramenta utili-
zada para a predi¢do de fendmenos continuos no espaco por meio de um interpolador proprio
denominado krigagem, nome dado em homenagem a Daniel Krige.

A ideia mais difundida sobre a Geoestatistica € como um preditor de uma varidvel em
um ponto no espago, que € denominada krigagem pontual. Este tipo de krigagem € muito
utilizada, pois diversos pontos em uma determinada drea € possivel entdo obter um sistema
de mapeamento daquela varidvel. Outra ferramenta da Geoestatistica € a krigagem de blocos,
menos utilizada em comparagdo ao método de predicao pontual, mas que possui grande valor,
em que o sistema de mapeamento nao € o fundamental e sim valores totais da varidvel na regido.

A krigagem de blocos tem a funcdo de estimar valores médios da varidvel aleatoria do
fendmenos em regides especificas. O principal fator para a pouca difusio da técnica é a comple-
xidade que apresenta ao obter os pesos de krigagem. A krigagem pontual utiliza a semivariancia
entre pontos; a kriagem de blocos também utiliza a semivariancia entre os pontos, mas, além
disso, utiliza a semivariancia média entre os pontos e a regido, sendo essa a complexidade da
técnica.

O semivariograma médio entre os pontos e uma drea € apresentado na literatura somente
de maneira numérica, ndo € encontrado resultados analiticos. Assim se mostra a importancia de

se construir a semivariancia média de uma maneira analitica, eliminando os erros numéricos.
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Para se vencer a dificuldade da constru¢do dos semivariograms médios, tem-se como
objetivo deste trabalho apresentar conceitos iniciais de Geoestatistica, posteriormente a kriga-
gem pontual, pois ambos conhecimentos sao a base para entender-se a necessidade da krigagem
de blocos. O objetivo principal é apresentar a construcio analitica dos semivariogramas médios
para os modelos linear, esférico e pentaesférico. Ao obter os resultados para o linear e esférico,
€ possivel comparar com os resultados numéricos apresentados na literatura. Demonstrando
a precisdo dos métodos abordados tem-se a base para se obter para o modelo pentaesférico,
modelo esse que ndo existe resolucdo numérica e nem analitica na literatura.

Com a realizacdo dos objetivos é possivel construir semivariogramas médios para re-
gides retangulares para qualquer valor de lados, diferente dos principais autores que ao utilizar
métodos numéricos limitaram-se a retdngulos de lados prefixados. Também € possivel definir o
caminho de célculo a ser trabalhado para qualquer modelo de semivariograma, visto que, nesta

dissertacdo, se apresenta o raciocinio, as equacgodes e os métodos para tal calculo.
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2 MOTIVACAO DO TRABALHO

Antes de observar as dificuldades em se trabalhar com a krigagem de blocos € mais im-
portante mencionar a motivagao no estudo de tal técnica. Vamos tomar como exemplo ficticio,
mas que se assemelha a realidade e que foi o principio para o desenvolvimento deste trabalho:
dada uma regido aleatoria de floresta, ao se retirar imagens de satélite com suficiente ampliacdo

para ver os pixels tem-se a figura 2.1.

Figura 2.1 — Imagem observada pelo satélite, pixels em uma regifo aleatéria de floresta
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Fonte: o autor (2020)

Notamos que o satélite captura imagens de dimensoes fixas, as quais ndo serao neces-
sarias para o entendimento. Se tomarmos um pixel qualquer, conforme a figura 2.2 e se pudés-
semos observar em uma melhor resolucao, teriamos pixels de dimensdes menores; logo, mais

detalhes de uma mesma area, como podemos verificar na figura 2.3.

Figura 2.2 — Um pixel coletado pelo satélite

Fonte: o autor (2020)

Figura 2.3 — O mesmo pixel coletado por um satélite de resolu¢do maior de imagem

Fonte: o autor (2020)
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A hipdtese que motivou a construcdo deste trabalho foi se em uma situacdo o satélite
ndo fosse capaz de observar um ou mais pixels, o que pode ocorrer com a posi¢ao das nuvens
interferindo a captura da imagem. O valor desse pixel que ndo se obteve captura pode ser
estimado pela média de todos os pixels infinitesimalmente menores que existem naquela regido,
ou seja, a cor resultante no pixel do satélite seria a média de todas as cores dentro do mesmo,
uma vez que cada cor observada pode ser associada a uma varidvel numérica. Este trabalho ndo
tem como objetivo apresentar resultados sobre tal hipétese; ela foi o primeiro pensamento para
se desenvolver um estudo tedrico sobre krigagem de blocos.

Assim, se em outra passagem do satélite sobre a regido aleatdria de floresta existisse a
falha de um pixel como a figura 2.4, ele poderia ser reconstruido utilizando a média de todos
os pixels menores naquela regido. Esse maior detalhamento poderia, por exemplo, ser obtido
com sobrevoo de drone, pois este apresenta imagens com maiores detalhes dentro da regido.
Assim, terifamos os valores de cor em cada pequeno pixel e ao realizarmos a média espacial
desse fendmeno conseguiriamos reconstruir o valor perdido para a imagem do satélite naquele
local.

Figura 2.4 — Imagem observada pelo satélite em uma regido aleatdria de floresta com um pixel falho
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Fonte: o autor (2020)

Observando esse problema existente no sensoriamento remoto, criou-se entao a neces-
sidade de um estudo em médias espaciais e assim surgiu a ideia do uso da krigagem de blocos
e toda sua complexidade ao se construir os semivariogramas médios. Serdo apresentadas a
frente outras hipoteses do uso da krigagem de blocos. Ressalta-se o questionamento feito neste
capitulo como o gerador do pensamento inicial para este trabalho.

Nos préximos capitulos serdo abordados os conceitos bdsicos para se utilizar krigagem

de blocos e, posteriormente, o desenvolvimento da técnica em si.
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3 A GEOESTATISTICA E A PREDICAO DE VARIAVEIS ESPACIAIS

Cientistas em diferentes dreas do conhecimento estdo estudando processos de variacao
espacial e/ou temporal (CRESSIE, 1990). Muitos desses estudos t€m como principio de andlise
a utilizacdo da Geoestatistica.

A Geoestatistica surgiu na Africa do Sul, onde o engenheiro de minas Daniel Krige
(1951), trabalhando na mineracao de ouro, concluiu ao analisar suas amostras de concentracao
do material, que as covariincias de duas amostras estavam relacionadas a distancia entre elas.
Na Franca, Matheron (1971) desenvolveu, com base nas andlises de Daniel Krige, a Teoria das
Varidveis Regionalizadas, primeiro nome dado a Geoestatistica. Atualmente, ndo se utiliza essa
denominag¢do, mas devido a sua importancia no contexto histérico do desenvolvimento inicial
da Geoestatistica, é aqui mencionada para registro historico.

Ainda segundo George Matheron (1971), uma varidvel regionalizada ¢ uma fungdo f (s)
do ponto s, mas também € uma funcdo irregular na qual se t€ém dois aspectos contraditorios ou
complementares: um aspecto aleatério, cuja irregularidade nao permite prever variacdes de um
ponto a outro; e um aspecto estruturado, que reflete as caracteristicas estruturais do fendmeno
regionalizado.

Os estudos de George Matheron proporcionaram os primeiros métodos geoestatisticos
e, posteriormente, os sistemas de krigagem. As primeiras aplicacdes da Geoestatistica foram no
setor da mineragdo, sendo essa etapa conhecida como a primeira fase da Geoestatistica.

Posteriormente, os conhecimentos desenvolvidos passaram a ser utilizados em dados
relacionados ao ambiente. Segundo Vieira (2000), nessa fase também foi introduzido o tempo
como uma quarta coordenada, adicionada as trés dimensdes espaciais.

A terceira etapa do desenvolvimento da Geoestatistica foi a sua aplica¢do ao setor pe-
trolifero. Com essa gama de aplicagdo, verificou-se o potencial das ferramentas desenvolvidas
por Matheron em diferentes andlises de fendmenos espaciais.

A Geoestatistica teve suas primeiras aplicagdes em mineracdo como tratado por Blais
e Carlier (1968), David (1970), Ugarte (1972), Journel (1974) e Olea (1975); depois em hi-
drologia Delhomme (1978); ciéncias do solo em Hajrasuliha et al. (1980), Vieira, Lombardil e
Burrows (1991) e Vauclin et al. (1982); em extracdo de petréleo Hohn (1998) e em sensoria-

mento remoto Vauclin et al. (1982) e Vieira et al. (1983).
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3.1 Dependéncia espacial

Determinados fenomenos apresentam caracteristicas especificas que podem ser denomi-
nadas como dependéncia espacial. Dada uma varidvel aleatéria indexada pela posicao espacial

Z(s), pode ser definida em trés componentes.

Z(s)=u(s)+e(s)+6(s) (3.1)

em que [(s) é média, ou a tendéncia espacial, €(s) o ruido e §(s) é a componente que guarda
a dependéncia espacial. Nos préximos itens sdo abordados conceitos especificos para mapear
a dependéncia espacial. O fendmeno € o conjunto de todos os valores possiveis da varidvel de

interesse, que define a distribuicdo e variabilidade espaciais dessa varidvel em um dominio.

3.1.1 Campo aleatério

A defini¢do desenvolvida por Matheron (1971) para as Varidveis Regionalizadas as ca-
racterizam como uma fun¢ao espacial numérica que apresenta variagdes de um ponto a outro no
espaco, distribuida de forma continua no espaco. Se trata de uma varidvel aleatria que assume
valores no espaco R?, que é d-dimensional, sendo d > 1 e possui valores em cada ponto nesse
espaco. Segundo Oliveira (2003), a localizacdo ou o suporte geométrico ¢ uma das caracte-
risticas da varidvel regionalizada e estd diretamente ligada a estrutura do fendmeno espacial.
Ja Cressie (1988) define a Geoestatistica define a Geoestatistica como um ramo da Estatistica
Espacial que estuda a relacdo de uma varidvel regionalizada com ela mesma em outra posi¢ao.

Para definir a situacdo em estudo, seja entdo Z(s) uma varidvel aleatéria medida na
localizacdio s € R? em uma regido A, isso é ilustrado na figura 3.1. na qual tem-se que RY
€ o espaco com dimensdo d, sdo d = 1,2,3,...,n. Define-se entdo o modelo geoestatistico

fundamental conforme a equacgdo 3.2, representado de maneira ilustrativa na figura 3.1 :

{Z(s):seACRd} 3.2)

Sendo que uma realiza¢do é denotado por {z(s) : s € A}.
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Figura 3.1 — Campo Aleatério

ACRY

Fonte: o autor (2020)

Oliveira (1991) define que para casos em que d = 1, tém-se variagdes unidimensionais,
como as utilizadas em estudos de séries temporais; para d = 2, os dados estdo localizados em
um plano; para d = 3 no espago tridimensional; e para d = 4, consideram-se as variagcdes no
espaco-tempo. Nesta dissertacdo, o subconjunto A serd denominado de regido e estard sempre
contido em um plano R?, um plano bidimensional. Os pontos s coletados entdo sio vetores de
duas coordenadas, passam a ser destacados nesta dissertagcdo como s.

Podem ocorrer casos em que o pesquisador colete varias informacdes (vérias varidveis)
em um ponto s. Para esta dissertacdo vamos considerar somente uma varidvel Z (s) em cada
ponto s. A regido A adotada sempre serd em um plano de duas dimensdes, ou seja, d = 2. Para

toda essa dissertacdo teremos observacoes {Z (s):s€AC ]Rz}.

3.1.2 Pressuposicoes

De acordo com Vieira (2000), podemos definir duas hipéteses de estacionaridade para
uma fungdo aleatdria Z (s). E também comum impor a condigdo de isotropia, sendo possivel
a modelagem de fendmenos anisotropicos. Normalmente atingem um alto nivel de anélise e

modelagem, nem sempre enfrentado.

3.1.2.1 Isotropia

Em Geoestatistica, a covariancia demonstra a relacdo entre amostras separadas por um
vetor h. Uma das pressuposi¢des mais comuns para uma andlise geoestatistica € que essa me-

dida nao se modifique para um mesmo vetor h, mas em dire¢des diferentes.
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Para situacdes onde a covariancia se modifica em direcdes diferentes, denominamos
de anisotropia; normalmente para uma andlise geoestatistica € denominado isotropia. Existem
possibilidades de se realizar uma modelagem geoestatistica em fendmenos anisotrépicos, se
tornando um fator de complexidade que ndo serd abordado nesta dissertacdo. Todos os fendme-
nos abordados neste trabalho satisfazem a condi¢do inicial de isotropia. Na figura 3.2 podemos
analisar de maneira visual as diferencas entre um fendmeno isotropico e um fendmeno aniso-
trépico.

Figura 3.2 — Fendmeno isotrépico e fendmeno anisotrépico

-20 0 20

Fonte: Yamamoto e Landim (2015)

Observe que na figura 3.2 a esquerda temos um fendmeno isotropico, que possui com-
portamento semelhante em todas as direcdes, mas, a direita, é representada a anisotropia com
um comportamento distinto em cada direcao.

De acordo com Yamamoto e Landim (2015), para detectar se o fendmeno espacial apre-
senta anisotropia ou ndo, a covariancia € calculada para vérias direcdes. Ainda seguindo Ya-
mamoto e Landim (2015), em fendmenos isotrépicos, ndo se tem a necessidade de considerar a
direcdo do vetor A e sim somente a sua distancia &, que é a distancia entre os pontos.

Ao trabalharmos em um plano bidimensional, ou seja, R?, se temos um ponto §; que
possui coordenadas (x1,y;) e um ponto s que possui coordenadas (x3,y2), existe uma distancia

h entre eles que € determinada por:

h= /(61— %)+ (1 —32)? (3.3)

Entdo, a covariancia de duas varidveis regionalizadas para pontos separados por uma

distancia 4 do vetor h e pode ser calculada como:
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C(h)=E{[Z(s+h)—p(s+h)][Z(s)—p(s)]} (3.4

Onde a covaridncia para uma distancia 4 nulo € igual a varidncia de Z (s).

Podemos concluir entdo que um fenémeno € dito isotropico quando sua semivariancia
depende somente do tamanho do vetor h, ou seja, somente da distancia &, dado pela equacio
(3.4), e ndo de sua direcao ou sentido e o caso contrdrio denominamos de anisotropia.

E importante ressaltar que a estacionaridade de segunda ordem e a hipétese intrinseca,
que serdao abordadas posteriormente, ndo dependem de isotropia. O fendmeno anisotrépico

pode ser analisado sob estacionaridade de segunda ordem ou hipétese intrinseca.

3.1.2.2 Estacionaridade de segunda ordem

A defini¢ao de Vieira (2000) para estacionaridade de segunda ordem € especialmente
adequada para a utiliza¢do neste texto. Para que uma varidvel aleatéria seja estaciondria de
segunda ordem ela deve, inicialmente, ser estaciondria de primeira ordem. Define-se entdo que

uma varidvel aleatéria Z (s) ¢ estaciondria de primeira ordem, se:

E[Z(s)]=p (3.5)

ou seja, o valor esperado E [Z(s)] deve existir e ndo depender da posicdo s dentro da drea A.
Para que entdo ela seja estaciondria de segunda ordem, deve também, para cada par de
varidveis aleatorias, a fungdo covariancia C(h), existir e for somente em funcao da distancia h,

ou seja:

C(h)=E|[Z(s)Z(s+h)]—u? (3.6)

sendo para qualquer s dentro da regido A.
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3.1.2.3 Hipotese intrinseca

A hipétese de estacionaridade de segunda ordem implica na existéncia de uma variancia
finita dos valores medidos. Tal hipétese pode nao ser satisfeita para alguns fendmenos que t€m
capacidade infinita de dispersdo. Exemplos podem ser observados nas concentragdes de ouro
em minas da Africa do Sul observados por Krige (1951); o movimento browniano apresentados
Journel e Huijbregts (1978) e algumas cadeias de Markov apresentadas por Bartlett (1966).

De acordo com Vieira (2000), para tais situagdes, uma hipdtese menos restritiva, a hipo-
tese intrinseca, pode ser aplicdvel. Essa hipdtese requer apenas a existéncia e estacionaridade
do variograma, sem nenhuma restricdo quanto a existéncia de variancia finita.

Uma varidvel aleatdria € intrinseca quando além de satisfazer a equacao (3.5), a estaci-
onaridade do primeiro momento estatistico, também o incremento Z(s) — Z(s + h), ou seja, é

somente em fungdo de h. Isso pode ser apresentado conforme a equacio (3.7).

Var|Z(s) —Z(s+h)| = E[Z(s) — Z(s+ h)]* = 2y(h) (3.7)

em qualquer s estd dentro da regido A.
Para este trabalho adota-se que todos os fendmenos satisfazem a hipdtese intrinseca e a

isotropia.



21

4 SEMIVARIOGRAMA

Até o inicio dos anos 1960, a andlise de dados espaciais com espaco de indice continuos
era feita sob a hipétese de independéncia estatistica ou distribui¢io espacial aleatdria, para per-
mitir o uso de métodos estatisticos como andlise de variancia e parametros como o coeficiente
de variacdo, sdo exemplos os estudos de Harradine et al. (1950) e Ball e Williams (1968). Co-
nhecendo as hipéteses da Geoestatistica, podemos entdo trabalhar com a dependéncia espacial.

O semivariograma € utilizado na Geoestatistica para caracterizar a dependéncia espacial
dos dados, considerando todas as combinag¢des de pares de pontos medidos no espago, separados
por uma distancia h. As diferengas quadréticas entre os valores permitem entdo a construcdo do
semivariograma, que segundo Isaaks e Srivastava (1989) € a ferramenta base da Geoestatistica.

Antes de apresentar o semivariograma € importante ressaltar que considerando as abor-
dagens de Yamamoto e Landim (2015) sobre isotropia, em que podemos considerar isotropicos
aqueles fendmenos que nido dependem de todo vetor h e sim somente da distincia 4 entre os
pontos. Como este trabalho aborda somente fendmenos isotropicos, todas as representacdes de
semivariograma utilizadas serdo somente em funcao de 4, ou seja, a distancia entre os pontos.

O semivariograma € um parametro populacional que, sob a hipétese intrinseca, € defi-

nido por Matheron (1971) como:

(k) = y(h) = SE[2(5) ~ Z (s + B)] @

O ponto s é um ponto no espago e |h| = h é a norma do vetor h, logo, s + i é o mesmo
ponto deslocado em uma distincia 4 em qualquer direcdo, ou seja, o semivariograma em fungdo
somente de A.

Pode ser estimado por meio do semivariograma experimental, obtido pelo estimador

classico de Matheron (1971), definido como:

=~ Y  [Z6)-Z(s)] (4.2)
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Sendo {Z(s1),Z(s2),Z(s3),...,Z(sn)} é a amostra espacial, N(h) é o nimero de pares
de valores medidos Z(s;) e Z (s j), separados por uma distancia 4. O estimador € somente em
func¢do da distincia h entre os pontos.

Segundo Cressie (1988), da sua prépria defini¢do, a fungdo y(h) é possivel definir as

seguintes propriedades:

7(0)=0 (4.3)
v(si—s;) =v(sj—si) V si,s; € R? (4.4)
y(h) =0 4.5)

N N
Zliljy(s,-—sj)go Vsl,...,s,,ERd V)Ll,...,lnER[”Z)L,':l VNeN
1j=1 i=1

=

1

(4.6)

De acordo com Oliveira (1991), o sentido fisico do semivariograma y(h) pode ser per-
cebido quando se analisa sua definicdo: ele mede a variabilidade das diferencas entre as realiza-
coOes da varidvel aleatéria de interesse, de tal maneira que quanto menor a semivariancia, menor
a variacao dessas diferencas.

O gréfico do semivariograma experimental (/) é obtido utilizando a equag@o (4.2) que
mostra um conjunto de pontos de maneira discreta (y* (h)), e tem-se a necessidade de ajustar
uma funcdo continua ( ¥(h)) sobre esse conjunto de pontos.

Neste trabalho serdo apresentados alguns exemplos dos dois grupos existentes que sa-

tisfazem as condi¢des iniciais necessarias, modelos com patamar e modelos sem patamar.
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com patamar
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Chiles e Delfiner (2009) e Yamamoto e Landim (2015) apresentam alguns modelos com

patamar que estimam a fun¢@o y(h), satisfazendo as exigéncias (4.3), (4.4),(4.5) e (4.6). Para

este trabalho iremos citar somente alguns modelos, sdo denominados como modelo esférico

(4.7) e modelo pentaesférico (4.8), respectivamente:

\

Em que

0, parah =0
7h) =4 Co+C1 [1,5(4) ~0,5(2)], para 0 < h < a
Co+Cy, parah>a

0, parah=0

h n\> n\>
1,875 (-)—1,25 <—) +0,375 <—) ],para0<h<a
a a a

Co+Cy, parah>a

Co+Cy

Co € o efeito pepita, C; a contribuicdo e a o alcance do fendomeno.

4.2 Modelos sem patamar

4.7)

4.8)

Chiles e Delfiner (2009) e Yamamoto e Landim (2015) apresentam alguns modelos sem

patamar que estimam a fung@o y(h), satisfazendo as exigéncias (4.3), (4.4),(4.5) e (4.6). Para

este trabalho iremos citar somente alguns modelos, sdo denominados como modelo poténcia

(4.9) e modelo linear (4.10), respectivamente:

Em que

R 0, parah=0
(h) =
Co+ah®*, parah >0
R 0, parah =0
7(h) =

Co+ah, parah >0

Cy € o efeito pepita, Cy a contribuicdo e a o alcance do fendomeno.

4.9)

(4.10)
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4.3 Comportamento do semivariograma

Existem outros modelos utilizados que podem ser encontrados em Chiles e Delfiner
(2009), Clark (1979), Yamamoto e Landim (2015) e Schabenberger e Gotway (2017), como
modelo ctbico, exponencial e gaussiano, mas que nao serdo abordados nesta dissertacao.

Na figura 4.1, temos a ilustragdo dos parametros C, Cy, C; e a, denominados, respectiva-
mente, de patamar, efeito pepita, contribui¢do e alcance. Tém-se também y*(h) representando
a nuvem de pontos, ou seja, os valores estimados pontualmente de semivariancia para cada dis-
tincia h existente, y(h) o semivariograma paramétrico, sempre desconhecido, que é o que se
pretende estimar, e §(h) que representa do semivariograma tedrico ou ajustado, sobre a nuvem

de pontos, que € o estimador final do semivariograma paramétrico.

Figura 4.1 — Semivariograma teérico, estimado e nuvem de pontos

Ci

Co ‘.'.

Fonte: o autor (2020)

A medida que & aumenta, y(h) também aumenta até um valor mdximo no qual se esta-
biliza; esse valor no qual y(h) se estabiliza chama-se patamar (C), e de acordo Vieira (2000)
¢ aproximadamente igual a varincia dos dados. A distancia na qual y(h) atinge o patamar é
chamada de alcance (a) e € a distancia limite da dependéncia espacial, ou seja, faz parte do
campo estruturado do fendmeno.

E esperado que medicoes localizadas préximas sejam mais parecidas entre si do que
aquelas separadas com grande distincia; dessa maneira, y(h) aumenta com a distincia h. Al-
guns fendmenos apresentam descontinuidade na origem de seu semivariograma denominado de

efeito pepita (Cp). Para Oliveira (1991), o mesmo expressa limitacdo na estimacao do semivari-
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ograma em pequenos espagamentos. De acordo com Cressie (1988) sua ocorréncia pode estar
associada ao aumento acentuado na dependéncia espacial entre pares de pontos préximos, como
quando ha graos ou palhetas de metal nativo, em mineragdo, particularmente de ouro (pepitas).
Por defini¢do, ¥(0) = 0, que pode ser visto pela equacdo (4.2), quando & = 0. Entretanto, na
prética, a medida que & tende a zero, y(h) se aproxima do valor do efeito pepita (Cp).

O semivariograma apresenta a dependéncia espacial do fendmeno. Conhecendo essa
caracteristica, € possivel obter predicdes da varidvel aleatéria naquela regidao. O ajuste ideal do
semivariograma € um fator de extrema importincia, em que ¥ (/) proporciona as caracteristicas

mais proximas a realidade do fendmeno.
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5 PREDICAO ESPACIAL PONTUAL

O estudo de varidveis espaciais de uma regido poderia ser feito sem incertezas se in-
finitas amostras fossem realizadas. Isto é nitidamente impossivel de se efetuar, sendo que a
alternativa entdo € a coleta em determinados pontos, realizando um levantamento incompleto,
chamado amostragem, e preenchendo as lacunas das informacdes com algum modelo de pre-
dicdo. Existem diversas maneiras de predi¢do: neste trabalho serd abordado a krigagem, que

trata-se do melhor método para essa finalidade.

5.1 Krigagem

E um método de interpolagio de valores em qualquer posicdo no espago em andlise.
O nome krigagem foi dado por George Matheron, em homenagem ao engenheiro de minas e
matematico sul-africano Daniel Krige, o primeiro a realizar estudos da variabilidade espacial
utilizando de consideracdes mais avancadas.

Existem vérios métodos de krigagem, onde todos os preditores sdo variantes do preditor
bésico de regressio linear Z (s).

De acordo com Journel e Huijbregts (1978), para que o preditor seja 6timo, ele ndo pode

ser tendencioso e deve possuir variancia minima, ou seja,

E[Z(s0)—Z(s0)] =0 5.1)

Var [Z (s0) —Z(so)} =E { [Z (80) —Z(so)}z} = minima (5.2)

As equacdes (5.1) e (5.2) representam as condi¢cdes de ndo tendenciosidade e de varian-
cia minima, respectivamente. Essas devem ser satisfeitas, logo, s@o a base para a deducao para
qualquer sistema de krigagem, como a krigagem universal, simples, indicadora e para introduzir
0s conceitos se inicia com a krigagem ordindria; seu entendimento € a base para posteriormente

apresentar a krigagem de blocos.
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5.1.1 Krigagem ordinaria

O objetivo mais habitual da Geoestatistica é predizer valores da varidvel aleatdria Z ()
em pontos nio amostrados, denominados sg. E o método mais utilizado, pela simplicidade e
resultados que proporciona (YAMAMOTO; LANDIM, 2015).

Suponha-se que se queira predizer os valores da varidvel aleatéria Z (s) para qualquer
valor sg; se trata entdo da combinacdo linear entre os valores ja coletados. Isaaks e Srivastava

(1989) define entdo o preditor:

Z(s0) = Y, WiZ (si) (5.3)

1M1=

Em que N € o niimero de valores coletados Z (s;), W; sdo os pesos associados a cada
valor. Os valores dos pesos y; para satisfazer (5.1) e (5.2) devem possuir Zi'V:1 v; =1. Em
Vieira (2000) € apresentado a dedugdo para a equagdo (5.3).

No método de krigagem, os pesos sdo varidveis de acordo com a variabilidade espacial
expressa no semivariograma em fungdo da distancia do ponto amostrado a um ponto predito. O
preditor corresponde a uma média mével ponderada e, ao satisfazer as equacdes (5.1) e (5.2)
sob a hipétese intrinseca, torna a krigagem um interpolador 6timo. Existem vérios métodos de
interpolacdo, mas somente a krigagem possui a condicdo de ndo-tendenciosidade e variancia
minima, sendo assim o sistema com mais credibilidade e utilizado.

Para a interpolacdo € necessdrio satisfazer a varidncia minima (5.2). Para o caso da

krigagem ordindria, Burgess e Webster (1980b) mostram que (5.2) implica que:

R ) N N N
E{[Z(s0)~Z(s0)] }zzguw(so,si)—gg Y (sis;) (5.4)

Em Vieira (2000) também € apresentado a demonstragcdo para a equacao (5.4). Perceba
que, para a varidncia tem-se o valor Z(sg) desconhecido, mas segundo Isaaks e Srivastava
(1989), a solucdo para esse problema é baseado em um modelo probabilistico, de tal forma que

os valores desconhecidos sdo considerados realizagdes de um processo aleatdrio.
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Para encontrar os pesos 6timos satisfazendo as condic¢des ja citadas, utiliza-se a técnica
dos multiplicadores de Lagrange, da qual se obtém a lagrangiana, isto €, a func@o das coorde-
nadas generalizadas (YAMAMOTO, 2001).

De acordo com Oliveira (1991), ao determinar um preditor procura-se um Best Linear
Unbiased Predictor (BLUP), que se trata do melhor estimador linear. A condicdo de ndo-
tendenciosidade implica em minimizar E [Z (s;) — YN | WiZ (s;)] ? Vieira (2000), Isaaks e Sri-

vastava (1989) e outros autores apresentam a deducdo que resulta na equagdo matricial:

- =4 -1 r - - -

Y(s1,81) Y(51,82) ... Y(s1,82) 1 Y(51,50) ]

Y(s2,81) v(s2,82) ... v(s2,80) 1 7(s2,50) !
= | (5.5
Y(Snusl> Y(Sn7S2) fee Y(snysn) 1 ?’(SnaSO) Wn
1 1 1 0 1 0
Podemos simplificar a equacdo (5.5) na equagdo (5.6).
Alb=y (5.6)

Nesta dissertacdo ndo se tem como objetivo apresentar maiores detalhamentos sobre a
krigagem ordindria, mas, para satisfazer o interesse em mais conhecimento do leitor, recomenda-
se exemplos praticos para a krigagem ordindria que podem ser observados em Yamamoto e
Landim (2015).

Observe que a Geoestatistica utiliza em sua teoria a dependéncia espacial e através do
semivariograma obtém-se a krigagem, um preditor 6timo e que possui uma medida para sua
qualidade, a variancia de krigagem. Cressie (1990) comenta esse fator como uma vantagem
sobre outros métodos de interpolagcdo propostos na literatura e, em problemas onde é razodvel
supor a validade da hipétese intrinseca, fornece um argumento forte para a escolha do preditor.

Para a predi¢do de pontos ndo amostrados temos entdo a krigagem ordindria como a
melhor op¢do. Com a predicdo de uma quantidade quase infinitesimal de pontos € possivel

mapear todo o fendmeno. A principal utilizagdo do método € para gerar mapas da varidvel na
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regido de estudo. A seguir serd apresentado outro sistema de krigagem que apresenta outro tipo

de informacao: a predi¢do de uma média espacial.
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6 MEDIA ESPACIAL

Meédia se trata da medida de posi¢do mais comum, intensa e bastante utilizada. Seu
conceito € familiar e até mesmo intuitivo. Valores médios podem ser importantes para o pesqui-
sador ou mesmo a inddstria. Suponha uma empresa de minera¢do que pretenda extrair algum
material de uma determinada regido. Em sua andlise de dados, obter a informagdo do valor
médio da quantidade de material a ser extraido pode ser importante em tomadas de decisdao, em
que os custos da extragdo devem ser menores do que as vendas do material, tornando a média
uma informac¢do importante nesse momento.

Os conceitos comuns referente a média ndo consideram a dependéncia espacial dos da-
dos, mas € natural se imaginar que a dependéncia espacial deve ser levada em consideracdo
no que se denomina médias espaciais. Nos itens 6.1 e 6.2 sdo apresentados conceitos basicos

relacionados a médias espaciais para fungdes e no item 6.3 para varidveis aleatorias.

6.1 Média espacial em um sistema bidimensional

Suponhamos uma fung@o f (x) = x em um dominio D = {x € R} e suponha também que
temos a necessidade de encontrar a drea da regifio Ay abaixo da func@o entre os pontos [x],x].

A figura 6.1 € a demonstracdo dessa drea a ser calculada.

Figura 6.1 — Fungéo f(x) e drea A7 abaixo do gréfico

LM Ay

I Lm
1 X

X1 X2

X2 —x1]

Fonte: o autor (2020)
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Stewart (2001) demonstra que podemos determinar a drea A7 como a integral da funcao

no trecho desejado, conforme (6.1).

X2 X2 X2 x22 x12 x22 —x12
Ar = dx = dx=—| =———=—"—"———- 6.1
r= [ fwdr= [ Cxar= G0 =T T =T 6.1)

Se encontrarmos a altura média entre o Lm e o LM, também € possivel assim obter Ar;
a férmula geral para a drea de um trapézio ja envolve o cdlculo da altura média (/) do trapézio.

Entao podemos obter a drea conforme os célculos abaixo:

Lm+ LM) Base -
AT = ( 5 ) = h|x; —x1| (6.2)

Em que Lm é o lado menor do trapézio, LM o lado maior do trapézio e a "Base"é o
intervalo em que estamos calculando a érea, todos apresentados conforme a figura 6.1.
Utilizando a equagdo (6.2), temos a conclusdo que, para um sistema bidimensional, a

altura média pode ser obtida pela féormula:

At

ho AT
X2 —x1|

(6.3)
Com as equagdes (6.1) e (6.2), o valor médio da fungdo f(x) pode ser definido na equa-

cdo (6.4).

1 *2

h= f(x) [ (x) dx (6.4)

B |x2_x1| X1

Temos entdo a visualizagdo de uma média espacial em duas dimensdes. Os conceitos
utilizados serdo abordados em um sistema tridimensional, de maneira andloga ao citado acima

e serdo abordados na se¢do 6.2.
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6.2 Média espacial em um sistema tridimensional

Com os conceitos apresentados na se¢ao 6.1 € possivel observar que € aplicavel também
em outras dimensdes. Para introduzir a ideia de média espacial em um sistema tridimensional
temos uma fungio f (x,y) em um dominio D = {(x,y) € R*?} e, dada uma regidio B abaixo da

superficie da func¢do f (x,y) conforme a figura 6.2.

Figura 6.2 — Regido B abaixo da fungéo f (x,y)

—

37\

Fonte: o autor (2020)

Para se calcular o volume do sélido V representado na figura 6.2, Stewart (2001) apre-

senta que pode ser obtido pela integral (6.5) abaixo dessa regido.

VZ://Bf(x,y)dxdy (6.5)

Na figura 6.3 o s6lido abaixo do grafico da fun¢do possui variagdes em sua altura, ou
seja, possui diversas alturas & ao longo de toda drea B; sdo infinitas alturas, isso impede que seja

possivel calcular o volume com os conhecimentos de geometria comuns.
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Figura 6.3 — S6lido com érea da base B e alturas #'s

B 7
Fonte: o autor (2020)

Se é possivel obter a altura média (l_z), conforme apresentado na figura 6.4, podemos
definir a equacdo do volume V7 (6.5) de uma nova maneira como apresentado na equacao (6.6),

que tem como principio as ideias abordadas na secdo 6.1.

Figura 6.4 — Sélido com 4rea da base B e altura h

A

ol

/s
Fonte: o autor (2020)

Assim,

Vo= [ [ £(ey)dudy =il (6.6)

em que |B

¢ a drea da regido abaixo da superficie.

Podemos definir a altura média (%), ou seja, o valor médio da fungdo f(x,y), dado por:

Py =z L

Assim, a equagdo (6.7) representa o valor médio de uma funcao f de duas varidveis em

um retangulo B contido em seu dominio.
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6.3 Média espacial de uma variavel aleatéria

Como visto nas sec¢des anteriores, para uma fun¢do em um espago bidimensional ou
tridimensional, os valores médios das mesmas estd relacionado a integral daquela fungao divi-
dida pela regido que ela ocorre. Essa ideia € construida para qualquer funcdo e € naturalmente
observavel. Todas essas integrais apresentadas nos itens anteriores sdo sempre possiveis de
se calcular com conhecimentos de cédlculo; sdo integrais de Riemann. Uma questio pode ser
levantada: o que ocorre se a fun¢do f for uma varidvel aleatoria?

Para tratar da ideia de médias espaciais de uma varidvel aleatdria € preciso entrar em

conceitos relacionados a Cédlculo Estocdsticos, que serdo abordados no capitulo seguinte.
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7 O VALOR MEDIO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Uma variavel aleatoria X, pode ser definida como uma fun¢@o que associa a todo evento
pertencente a um subconjunto do espaco amostral 2 um tnico ndmero real, isto é, X : Q — R.

Ao observar que € necessdrio e possivel obter o valor médio de uma varidvel aleatéria,
utiliza-se entdo a importancia do estudo relacionado ao Célculo Estocdstico; mais precisamente
as integrais estocdsticas. Se relacionarmos o valor médio da varidvel aleatéria com os resul-
tados apresentados nos itens 6.1 e 6.2,0bservamos que, naturalmente, surgird um sistema de
integracdo dessa varidvel aleatéria, quando o integrando deixa de ser de uma funcdo matema-
tica e passa a ser uma varidvel aleatéria. Tem-se entdo a integracdo estocdstica. A integracdo de
uma varidvel aleatéria nao é uma integral de Riemann, mas sim uma integral estocdstica, que

nos leva ao célculo estocdstico, que serd abordada na secdo 7.1, a seguir.

7.1 Calculo integral

Se observarmos a construgdo da integral de uma fung@o f(x) em um intervalo x; a x,,
onde x, > x| se queremos obter a drea da regido Fr, utilizamos entdo métodos do cdlculo integral

pela equacdo (7.1), que € a defini¢do da integracdo de Riemann em uma fungao.

Fr= /x" Fo)dx=F)[" = lim ¥ f(x)Ax (7.1)

X1 n—oo —

A solucgdo da integral pelo somatdrio necessita da convergéncia do mesmo. Entdo, se
essa fungdo f(x) passa a ser uma varidvel aleatdria, é necessdrio realizar estudos relacionados
a convergéncia de varidveis aleatdrias, que serdo abordados no item 7.1.1.

Quando esse integrando se torna uma varidvel aleatéria, denominamos a integral de
integral estocdstica. A integral estocdstica acontece dentro da krigagem de blocos, por isso
a necessidade de se apresentar conceitos bdsicos de célculo estocdstico voltado a integragdo.
Como citado, dentro da integral estocdstica € necessario os estudos de convergéncia da varidvel
aleatoria. Assim, como em uma integral de Riemann, que é necessdrio se obter a convergéncia,

0 mesmo ocorre na integral de uma varidvel aleatoria.
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7.1.1 Convergéncia estocastica

Em Teoria das Probabilidades, existem diferentes convergéncias de varidveis aleatorias.
A convergéncia de sequéncias de varidveis aleatdrias a alguma varidvel aleatéria limite € um im-
portante conceito em Teoria das Probabilidades e tem aplica¢des na Estatistica e nos Processos
Estocésticos. As possiveis nocdes diferentes de convergéncia se relacionam a como tal com-
portamento pode ser caracterizado: dois comportamentos prontamente entendidos sd@o que a
sequéncia, eventualmente, assume um valor constante e que os valores na sequéncia continuam
mudando, mas podem ser descritos por uma distribui¢io de probabilidade imutével.

Para Grimmett et al. (2001), a expressao "convergéncia estocastica"formaliza a ideia de
que € possivel esperar que uma sequéncia de eventos essencialmente aleatdrios ou imprevisiveis
siga eventualmente um padrdo. Ao longo do que se segue, assume-se que X,, € uma sequéncia
de varidveis aleatdrias, X € uma varidvel aleatdria, e todas elas estdo definidas no mesmo espago
de probabilidade (Q, F, P).

James (1981) apresenta quatro tipos de convergéncia de variaveis aleatdrias, convergén-
cia em distribuicdo, convergéncia em probabilidade, convergéncia quase certa e convergéncia
em média. Para a krigagem de blocos, segundo Schabenberger e Gotway (2017), utiliza-se so-
mente do pressuposto da convergéncia em média quadrética, sendo assim, os demais tipos de
convergéncia ndo serdo apresentados nesta dissertacao. Para o leitor se aprofundar nos conheci-
mentos ndo utilizados e também as demonstracdes pertinentes, aconselha-se a consulta a James

(1981).

7.1.1.1 Convergéncia em média

Dado um nimero real r > 1, dizemos que a sequéncia de varidveis aleatorias X,, con-
verge para a r-ésima média. Assim a varidvel aleatoria X, se os r-ésimos momentos absolutos

E(|Xa|") e E(|X]") de X, e X existem e:

lim E (|X, —X|") =0 (7.2)

n—oo

A convergéncia na r-ésima média nos diz que o valor esperado da r-ésima poténcia da

diferenca entre X, e X converge a zero. E importante ressaltar que se existe convergéncia, entdo:
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lim E (1%,/") = E (X[ (13

Os casos mais importantes sao quando r = 1, que € onde X,, converge em média para X,
e para o caso onde r = 2, que € onde X,, converge em média quadrética para X. Ser >s > 1,a
convergéncia na r-ésima média implica convergéncia na s-ésima média. Assim, a convergéncia
em média quadratica implica a convergéncia em média.

Uma aplicacao das defini¢cdes apresentadas € a utilizacdo na krigagem de blocos. Na
integral que caracteriza a krigagem de blocos, esta ndo serd mais uma integral de Riemann e

sim uma integral de varidvel aleatdria, que tem sua convergéncia em média quadrética.
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8 KRIGAGEM DE BLOCOS

A krigagem de blocos surge na mineragdo, quando ao dividir uma regifo a ser minerada
em diversos blocos, € necessdrio estimar a quantidade de material em cada bloco. Por esta
demanda surge o nome krigagem de blocos; em planos de duas dimensdes também pode ser
chamada de krigagem de area. Esta demanda implica em calcular a média de varidveis aleatorias
no espaco. E sempre importante ressaltar que a utilizacio deste método resulta em uma média
espacial sem viés, ja que também se trata de uma krigagem, que apresenta as propriedades de
varidncia minima e nao tendenciosidade.

Com a Geoestatistica pode-se estimar a média do bloco de cubagem por meio da discre-
tiza¢do do bloco em pontos, que podem ser avaliados individualmente e depois compostos para
o bloco, ou entdo diretamente, calculando-se os vetores médios dos sistemas de equacdo. Essa
alternativa da krigagem ordindria é denominada krigagem de bloco (YAMAMOTO; LANDIM,
2015).

Considere o processo {Z (s):s€AC Rz} que possui uma sub-regido retangular B de
lados P e Q, apresentado na figura 8.1 . Possuimos as amostras {Z (s1),Z (s2),Z(s3),...,Z (sn)}
e ndo estamos interessados em predizer um ponto Z (sg), mas sim um valor médio da regido B,

ou seja, o valor médio da varidvel aleatdria na regido B, o valor Z (B).

Figura 8.1 — Regido B de lados P e Q

Fonte: o autor (2020)

Schabenberger € Gotway (2017) define Z(B) como:

Z(B) = ‘%l/BZ(s)ds @.1)
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em que |B| representa a drea da regido B.

Observe que a equagao (8.1) se assemelha as equagdes que foram construidas nos itens
6.1 e 6.2. Ainda na equacio (8.1) temos que nos atentar que o integrando € uma variavel alea-
tdria, por isso a necessidade de se estudar anteriormente a convergéncia de varidveis aleatorias.
Neste caso, ndo possuimos mais uma integral de Riemann e sim uma integral estocéstica cuja
convergéncia se dd por média quadrética. A integracdo de uma varidvel aleatoria, apesar de
apresentar notagdo igual a integral de Riemann, € um conhecimento especifico do estudo de
calculo estocdstico e isso deve ser entendido previamente.

Ainda em Schabenberger e Gotway (2017), € apresentado o preditor para a krigagem de

blocos, que é construido de forma andloga a krigagem pontual e é dado por:

R N
Z(B)=Y AZ(si) (8.2)
i=1

Assim como na krigagem pontual, N é o niimero de valores coletados Z (s;), 4; sdo os
pesos associados a cada valor.

Na krigagem de blocos, os valores dos pesos A; devem possuir Zﬁ\’: 1 A = 1. Assim, como
na krigagem ordindria, é necessdrio suprir a condicao de ndo-tendenciosidade (5.1) e variincia
minima (5.2), que, sob a hipétese intrinseca, implica em minimizar £ [Z (B) — ?]:1 AZ (s,-)] 2,

Burgess e Webster (1980a) apresentam a equacgdo matricial para se obter os pesos A;:

- =4 -1 r - - -

v(s1,81) Y(s1,82) ... Y(s1,82) 1 ¥(s1,B) M
’}/(S27S1) Y(SZ,S2) Y(SQ,S’,) 1 ’}_/(3273) 12
=|: (8.3)
Y(Sn,81) Y(Sn,82) ... Y(Sn,8n) 1 Y(Sn,B) An

1 1 10 1 ¢

A le=2 (8.4)
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Seria muito comum imaginar uma krigagem pontual e, posteriormente, utilizando os
pontos krigados poderia obter a média desta varidvel. Esse pensamento possui fundamentos,
mas perde em comparacdo com a krigagem de blocos, pois a krigagem de blocos utiliza-se de
um estimador sem viés, enquanto a média pela krigagem pontual possui um erro, pois nao seria

possivel utilizar os infinitos pontos daquela regido, falha essa corrigida pela krigagem de blocos.

8.1 Semivariogramas para krigagem de blocos

Na equacgdo matricial (8.4) o vetor ¢ apresenta a semivariancia entre os pontos §p,...,8p
e a regido B que se deseja estimar a média da varidvel aleatdria, diferentemente da krigagem
ordindria, onde na equag@o matricial (5.6) o vetor b apresenta a semivaridncia entre os pontos
coletados e o ponto a ser predito. Para a krigagem de blocos, deve-se entdo estimar o semiva-
riograma para os pontos em relacdo a regido. Essa se apresenta como a maior dificuldade da
krigagem de blocos. Faz-se entdo a necessidade da constru¢do do semivariograma médio entre
um ponto e todos os pontos dentro da drea, chamado de semivariograma médio para o ponto s;
e aregido B.

A constru¢do do semivariograma médio € a maior complexidade e diferencial da kri-
gagem de blocos em relacdo a qualquer outro tipo de krigagem. Se associarmos ao semi-
variograma construido na krigagem ordindria, na qual existia a associacdo de ponto a ponto,
considerava-se somente a distancia euclidiana entre eles. Agora, o semivariograma € entre um
ponto e uma drea e nao existe maneira de se utilizar somente uma distancia.

A semivariancia entre um ponto e uma drea € apresentada de maneira numérica por
Clark (1979), mas em Oliveira (1991) apresenta-se as defini¢des do semivariograma médio e a
maneira para se obter os resultados analiticamente, onde se aplica esta defini¢do geral apenas
para o modelo linear. Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar a constru¢do do
semivariograma médio para outros modelos de semivariograma e serdo apresentados no item

8.1.1.

8.1.1 Construcao do semivariograma médio

Ao se realizar a krigagem de blocos, € necessdria a constru¢do de um semivariograma
médio da regido. Essa etapa € o que difere da krigagem ordindria e, assim, € a mais importante

para a krigagem de blocos.
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Clark (1979) e Journel e Huijbregts (1978) apresentam apenas resultados numéricos para
o semivariograma médio, mas nesta dissertacdo apresenta-se agora o método qual para a cons-
tru¢do analitica dos mesmos, baseado em Oliveira (1991). Seja um processo estocdstico que
satisfaz a hipétese intrinseca, com semivariograma isotropico e efeito pepita Cy. Se considerar-
se uma subregido B retangular de lados P e Q, entdo o semivariograma médio entre o ponto § e

aregido B € descrita por Oliveira (1991) € dado na equacao (8.5).

7B =5 [ " Myy(h) di 8.5)

em que P e Q sdo os lados do retdngulo que se deseja obter a semivaridncia média, y(h) o
semivariograma estimado para os pontos amostrados e M (h) é o comprimento do arco formado
pelo circulo no entorno do ponto sendo que esteja contido somente dentro da regido de estudo.
E possivel a melhor visualizacdo de M (k) com a figura 8.2.

A construcdo do semivariograma médio € apresentada por Oliveira (1991) em base nas
defini¢des e posteriormente na figura 8.2. Ao obter essa solucdo, € possivel solucionar a semi-
varidncia média de um bloco de qualquer dimensao, diferente dos resultados obtidos por Clark
(1979) e Journel e Huijbregts (1978), que apresentam apenas valores numéricos € somente para

blocos de alguns valores definidos.

Figura 8.2 — Semivariograma médio entre um ponto e uma 4rea

P

Fonte: Oliveira (1991)

Em Oliveira (1991), o restltado da semivaridncia média € obtido’quando se soluciona

todos os valores possiveis de M(h) para.cada modelo. O compriniento de M(h) depende do
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valor de h, V 0 < h < /P24 02, sendo P e Q os lados do retAngulo onde se deseja estimar
a média da variavel aleatdria. Considera-se sempre P como o menor lado do retangulo e Q o
maior lado do retangulo. Em casos onde Q = P, considere arbitrariamente qual lado receberd a
denominagdo P e Q, essa escolha ndo interfere no uso das equacgdes apresentadas a seguir.

Exemplificando todas as dimensdes de M (h), temos o primeiro estdgio, se i < P. Nesse
h
caso o valor de M(h) néo extrapola as dimensdes do retdngulo de lados P e Q, entdo M (h) = TR

o que € apresentado na figura 8.3.

Figura 8.3 — Curva M(h) para h < P

Ny

Fonte: o autor (2020)

No segundo estagio, se P < h < Q, o valor de M (h) extrapola as dimensdes do retdngulo
de lados P e Q, mas somente em sua base P, gerando assim a parte da curva denominada M (h)*

T P
e, assim, M(h) = >~ arccos (z) h, conforme apresentado na figura 8.4.
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Figura 8.4 — Curva M(h) para o intervalo P < h < Q

N\

/If@*
©
=

Fonte: o autor (2020)

No terceiro estdgio, quando Q < h < /P?+ 02, o valor de M (h) extrapola as dimensdes
do retdngulo de lados P e Q em ambas dire¢des, gerando assim as partes da curva M(h)* e
P
M(h)**. Entdo M(h) = %h —arccos (E) h — arccos (%) h, conforme apresentado na figura
8.5.

Figura 8.5 — Curva M (h) para o intervalo Q < h < y/P?*+ Q?

M&h\*% -

Fonte: o autor (2020)
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Com os estudos de Oliveira (1991) podemos notar que a construgdo da curva M(h)
acontece somente dentro do retangulo P e Q e em alguns estdgios essa curva pode extrapolar

essas dimensoes, gerando assim o que foi denominado de M(h)* e M(h)**. Podemos notar nas

h P
figuras 8.3, 8.4 ¢ 8.5 que M(h) = %, M(h)* = arccos (E) heM(h)*™ = arccos (%) h.

Logo, a equacgdo (8.5) pode ser desmembrada na soma das equacdes (8.6), (8.7) e (8.8).

P
/ TRy dn (8.6)
0o 2
/Q {ﬂ—h —arccos (5) h} y(h) dh (8.7)
P |2 h

/ mre {ﬂt_h —arccos (%) th— arccos (%) h} y(h) dh (8.8)

0 2

Assim, toda a construcao do semivariograma médio para krigagem de blocos apresen-
tada por Oliveira (1991) pode ser resumida na equagao (8.9), ou seja,
1 [Prh

¥(s,B) = 20 Jo TY(h) dh+

1 (Q[rh P
+P_Q/P {% —arccos (E) h} y(h) dh+

—l—%/Q ne [%h —arccos (%) h — arccos (%) h] Y(h) dh (8.9)

Dessa maneira, € possivel obter a semivariancia média entre um ponto situado no vértice
do bloco e o bloco retangular de lados P e Q. A mesma ideia pode ser abordada para outras
geometrias. Nesta dissertacao todas os blocos de krigagem serdo retangulares.

Todo fendmeno possui um semivariograma que mapeia a dependéncia espacial. Com
essa informagao € possivel, com a equagdo (8.9), obter o semivariograma médio para qualquer

regido de lados P e Q do fendmeno.



45

9 MATERIAIS E METODOS

9.1 Pesquisa bibliografica

O delineamento (ou método) de pesquisa utilizado nesta dissertacao foi a pesquisa bibli-
ografica. A pesquisa bibliografica utilizou referéncias no ramo da Geoestatistica, Probabilidade,
Cdlculo Integral e Célculo Estocdstico para a base estatistica deste trabalho, e bibliografias das
areas de sensoriamento remoto para auxiliar na aplicacdo prética dos conceitos de krigagem de
blocos.

A pesquisa bibliografica foi feita a partir do levantamento de referéncias tedricas ja
analisadas e publicadas por meios escritos e eletronicos, como livros, artigos cientificos, disser-
tacoes, teses e paginas de web sites. Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma pesquisa
bibliografica, que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre o assunto. Exis-
tem, porém, pesquisas cientificas que se baseiam unicamente na pesquisa bibliogréfica, procu-
rando referéncias tedricas publicadas com o objetivo de recolher informagdes ou conhecimentos
prévios sobre o problema a respeito do qual se procura a resposta (FONSECA, 2002).

Para Gil (2002), os exemplos mais caracteristicos desse tipo de pesquisa sd@o sobre in-
vestigacOes sobre ideologias ou aquelas que se propdem a andlise das diversas posi¢des acerca

de um problema.

9.2 Recursos computacionais

Para este trabalho serd utilizado o software R Core Team (2019) para se obter os resul-
tados e compara-los com os obtidos na literatura. Tem-se como principal intuito utilizar o R,

pois se trata de uma plataforma livre, sendo assim de fécil acesso a outros pesquisadores.
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10 RESULTADOS

Sendo o objetivo deste trabalho enunciar os conceitos basicos da krigagem de blocos e
com as informagdes apresentadas por Oliveira (1991), a constru¢do dos semivariogramas mé-
dios entre pontos e regides retangulares, tem-se entdo como resultado as equacgdes para 0s mo-
delos linear, esférico e pentaesférico. Os resultados para tais modelos serdo apresentador nos
itens a seguir; as demonsragdes de como foram obtidos serdo apresentadas nos apéndices.

O modelo linear foi escolhido pois Journel e Huijbregts (1978) também apresentam
resultado para o mesmo, ji o esférico possui resultados numéricos dados por Clark (1979). Por
vez, nao pode ser observado na literatura os resultados do pentaesférico para o semivariograma
médio, mas com base nas informagdes obtidas nos outros dois modelos, € possivel evoluir para

o modelo pentaesférico e, assim, apresentar resultados ainda ndo citados na literatura.

10.1 Semivariograma médio linear

Dada que a fung@o do variograma §(h) a ser estudada € a linear, definida por:

. 0, parah =0
7(h) = (10.1)
Co+ah, parah >0
Utilizando a equacgdo (8.5) e seu desmembramento, podemos obter o semivariograma

médio entre um ponto s no vértice da regido B e a regido B para o modelo linear (10.1); temos

a seguinte equagao:

1 VPH0?
¥(s,B)Lin = Co+ PO M(h)ah dh (10.2)
0

Em todo este trabalho serd utilizado a nomenclatura ¥(s,B)r;, para o semivariograma
médio do modelo linear. Desmembrando cada item temos entdo as seguintes integrais conforme
apresentado na equacdo (8.9) para solucionar e obter o semivariograma médio para o modelo

linear.
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1 [Prh

0 %ah dh (10.3)
0
1 [(9[nh P

@/P {7 —arccos (Z) h} ah dh (10.4)

1 [VPHQ [7h P
—/ T —arccos | — | h—arccos Q h|ahdh (10.5)

PO Jo 2 h h

Seguindo o objetivo que € apresentar as equacdes de semivariogramas médios para kri-
gagem de blocos, € possivel apresentar como resultado a equacdo do semivariograma médio
para um modelo linear.

A demonstracdo € apresentada no apéndice A, definido entdo que o semivariograma

médio linear é dado pela equacdo (10.6):

P2 2
7(8,B)Lin :C0+g (2 P2+ Q2+ —ln Q—ln

P

_|_

Q++/P>+Q? P+\/P2+Q?
P 0

Q

) (10.6)

O resultado obtido pode ser atestado em Journel e Huijbregts (1978), denominando a
funcéo como H(L,!) e em Oliveira (1991) denominando a fungido como ¥(s, ). Os dois autores

ndo apresentam a demonstracdo analitica de como obtiveram a funcao.

10.2 Semivariograma médio esférico

Dada que a fung@o do variograma §(/) a ser estudada é o esférico, definida por:

0, parah=0
f(h) = ¢ Co+Cy [1,5 (4)-0,5 (%)3} ,para0 < h<a (10.7)
Co+Cy, parah>a
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Utilizando a equacgdo (8.5) e seu desmembramento, podemos obter o semivariograma
médio entre um ponto s no vértice da regido B e a regido B para o modelo esférico (10.7); temos

a seguinte equagao:

PO Jo a

/p2 0? 3
7(s,B)ESf:co+ﬂ o M(h) [1,5 (g) -0,5 (h> ] dh (10.8)

Em todo este trabalho, serd utilizado a nomenclatura ¥(s, B)gs¢ para o semivariograma
médio do modelo esférico. Desmembrando cada item temos entdo as seguintes integrais, con-
forme apresentado na equacdo (8.9) para solucionar e obter o semivariograma médio para o

modelo esférico.
1 (Prh h h\3
roh 3 [1’5 (5) _0’5(;) ] dh (10.9)
1 [9[rxh P h N
P_Q/P {T—arccos (E) h] [1,5 (5) -0,5 (;) ] dh (10.10)

2 2 3
PLQ/QN /P10 {%h — arccos (%) h — arccos (%) h} [1,5 (g) —0.,5 (g) ] dh (10.11)

Seguindo o objetivo que € apresentar as equacdes de semivariogramas médios para kri-
gagem de blocos, € possivel apresentar como resultado a equacdo do semivariograma médio
para um modelo esférico.

A demonstracdo € apresentada no apéndice B, definido entdo que o semivariograma

)+

médio esférico é dado pela equagado (10.12):

2
P2+ Q>+ —In +Q—ln

_ 0,25C P?
)/(S,B)EszCo—l— <2 0

Q+/P*+0? P++/P>+Q?
P 0
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0.5 P2+ 02 3p* VP2+02| 30% |P++\/P2+02
_ %3G +0Q (TP +70%) + ~—In it AP L i
a3 40 400 P 40P 0

(10.12)
10.3 Semivariograma médio pentaesférico

Dada que a fun¢do do variograma (h) a ser estudada é o pentaesférico, definida por:

0, parah =0

h n\> n\>
1.875( ) ~1,25( =) +0.375( ) | paaO<h<a  (10.13)

Co+Cy, parah>a

f/(h) =< Co+C

\

Utilizando a equagdo (8.5) e seu desmembramento, podemos obter o semivariograma
médio entre um ponto s no vértice da regido B e a regido B para o modelo pentaesférico (10.7),

temos a seguinte equagao:

VP h n\? n\>
7(5,B) pont = Co+ - M(h) |1,875 (—)—1,25 (5) +0,375 (—) dh

PO Jo a a
(10.14)

Em todo este trabalho, serd utilizado a nomenclatura ¥(s, B)p.,; para o semivariograma
médio do modelo pentaesférico. Desmembrando cada item temos entao as seguintes integrais,
conforme apresentado na equacdo (8.9) para solucionar e obter o semivariograma médio para o

modelo pentaesférico.
1 [P mh h A% AR
— | — |1,875( - ) —1,25( - 0,375 ( - dh 10.15
PQ/o 2[’ <) ! ()* ()] (1019

1 Qrh P h a3 S
@/P [j—arccos (E) h] [1,875 (;) —1,25 (;) 40,375 (;) ] dh (10.16)
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/P21 02 3 5
%/Q rre {%h — arccos (%) h — arccos (%) h} [1,875 (g) —1,25 (g) +0,375 (g) ] dh

(10.17)

Seguindo o objetivo que € apresentar as equacdes de semivariogramas médios para kri-
gagem de blocos, € possivel apresentar como resultado a equagdo do semivariograma médio
para um modelo pentaesférico.

A demonstragdo € apresentada no apéndice C, definido entdo que o semivariograma

médio pentaesférico é dado pela equagao (10.18):

_ 0,25C P? + /P24 Q2 2 |py/P2102
’Y(sz)Pent =Co+ 1 2 P2+Q2+ —In Q Q +Q—ln —Q —+
a 0 2 2 0
1,25C P2 2 3p4 P2 2| 30% |p p2 2
— oo \/TQ(7P2+7Q2)+ |2V O S VR -
a? 40 400 P 40P 0
0,375C; | \/P2+ 02
FRUEIEL +0 (410* +41P* +24P2Q%) | +
@ 336
0.375C, | 5P° | 10+ P2+ 02 +5Q61 PrvP+0 (10.18)
@S 120" P 12p” 0 :

10.4 Validacao dos Resultados

Os resultados obtidos nos itens 10.1, 10.2 e 10.3 podem ser comparados com resultados
numéricos apresentado por Clark (1979) e Journel e Huijbregts (1978). A comparagdo dos
resultados tem como principal objetivo validar a maneira que foi utilizada para a construgdo
da semivariancia média, e, assim, dar consisténcia para desenvolver em outros modelos em

trabalhos futuros.
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10.4.1 Validacao do semivariograma médio para o modelo linear

O semivariograma médio linear é apresentado por Journel e Huijbregts (1978) de ma-
neira analitica e é o tinico modelo que se obtém na literatura uma solugao fechada para qualquer
intervalo de lados do retangulo em analise. O autor ndo desenvolve o método para se obter o
resultado mas o apresenta conforme a figura 10.1.

Figura 10.1 — Resultado obtido por Journel e Huijbregts para o semivariograma médio linear

2z 2 2 2 2 2
i L+V(L*+1 )+f__I gJ+J(L +1 ]

{
N T LI Pl LD,
H(L: )= 3(L*+ 1)+ log ! oo .

Fonte: Journel e Huijbregts (1978)

Observe que se considerarmos um retangulo de lados L e [, o resultado € idéntico ao
apresentado no item 10.1 na equacdo (10.6). Sendo assim, podemos considerar o resultado
apresentado por Oliveira (1991) correto. Essa confirmagdo dos resultados obtidos e os apresen-
tados na literatura ddo suporte para validar os outros modelos estudados, para os quais nio se
tem uma equagdo fechada na literatura.

Para o semivariograma médio linear ainda podemos criar uma generalizagdo em casos
onde os valores de P e Q sdo idénticos, que € apresentado por Journel e Huijbregts (1978),

conforme a equagdo (10.19).

7(s,B),,, =0,7652P Y P=Q (10.19)

E importante ressaltar que, mesmo que o emprego do modelo linear na pratica nio seja
muito frequente, a validacdo deste modelo mais simples dd a possibilidade para se expandir

para modelos mais complexos.

10.4.2 Validacao do semivariograma médio para o modelo esférico

O semivariograma médio esférico € apresentado por Clark (1979) na tabela 10.1 como
os resultados da semivariancia média entre um ponto e um retangulo de lados que por ela sdo
denominados de H e L, sendo esses valores pré definidos, caracterizando entao resultados limi-
tados para determinadas regides. Clark (1979) considera para obter a tabela 10.1 o efeito pepita
sendo zero e o alcance sendo um. Isso ocorre pois o efeito pepita é cumulativo e o alcance €

multiplicativo a equagdo de semivariancia; isso pode ser observado na equagao (10.12).
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Sendo assim, fica generalizado para qualquer situacdo: onde tiver efeito pepita ndo nulo

ocorre somente a soma ao final e, onde tiver alcance superior a um ocorre a multiplicacdo pelo

inverso do alcance.

Tabela 10.1 — Valores numéricos para a semivariancia média entre um ponto e uma drea para o modelo
esférico obtido por Isobel Clark

H/L

0,1

0,2

0,3

0.4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,1
0,2
0,3
0.4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

0,114
0,177
0,243
0,310
0,374
0,436
0,494
0,546
0,593
0,633

0,177
0,227
0,285
0,346
0,406
0,464
0,518
0,568
0,613
0,651

0,243
0,285
0,336
0,390
0,445
0,449
0,550
0,597
0,639
0,674

0,310
0,346
0,390
0,439
0,489
0,539
0,586
0,629
0,668
0,701

0,374
0,406
0,445
0,489
0,535
0,580
0,623
0,663
0,698
0,728

0,436
0,464
0,499
0,539
0,580
0,621
0,660
0,967
0,728
0,755

0,494
0,518
0,550
0,586
0,623
0,660
0,696
0,729
0,757
0,781

0,546
0,568
0,597
0,629
0,663
0,697
0,729
0,758
0,783
0,805

0,593
0,613
0,639
0,668
0,698
0,728
0,757
0,783
0,806
0,826

0,633
0,651
0,674
0,701
0,728
0,755
0,781
0,805
0,826
0,843

Fonte: Clark (1979)

A seguir a tabela 10.2, que apresenta os resultados obtidos no item 10.2, onde pode-se

notar que os dois quadros sdo praticamente iguais, ou seja, a equagdo do semivariograma médio

esférico é uma generalizacao para qualquer retangulo de lados P e Q.

Tabela 10.2 — Valores obtidos para a semivaridncia média entre um ponto e uma drea para o modelo
estérico

P/Q

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,1 | 0,1144
0,2 | 0,1766
0,3 | 0,2431
0.4 | 0,3097
0,5 | 0,3744
0,6 | 0,4360
0,7 | 0,4936
0,8 | 0,5462
0,9 | 0,5930
1,0 | 0,6333

0,1766
0,2270
0,2851
0,3455
0,4056
0,4636
0,5181
0,5682
0,6128
0,6511

0,2431
0,2851
0,3358
0,3902
0,4452
0,4989
0,5498
0,5968
0,6386
0,6744

0,3097
0,3455
0,3902
0,4390
0,4891
0,5385
0,5856
0,6290
0,6677
0,7007

0,3744
0,4056
0,4452
0,4891
0,5346
0,5798
0,6230
0,6628
0,6982
0,7280

0,4360
0,4636
0,4989
0,5385
0,5792
0,6209
0,6602
0,6965
0,7284
0,7550

0,4936
0,5181
0,5498
0,5856
0,6230
0,6602
0,6958
0,7285
0,7570
0,7803

0,5462
0,5682
0,5968
0,629
0,6628
0,6965
0,7285
0,7576
0,7827
0,8026

0,5930
0,6128
0,6386
0,6677
0,6982
0,7284
0,7570
0,7827
0,8044
0,8209

0,6333
0,6511
0,6744
0,7007
0,7280
0,7550
0,7803
0,8026
0,8209
0,8342

Fonte: o autor (2020)
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Comparando a tabela 10.1 com a tabela 10.2 € perceptivel algumas minimas diferencas

de resultados, especialmente quando os valores se aproximam de um; a tabela 10.3 demonstra

as diferencas.

Tabela 10.3 — Diferenca dos valores das tabelas 10.1 e 10.2

P/Q 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 | -0,0005 | 0,0003 | -0,0002 | 0,0003 | -0,0004 | -0,0001 | 0,0004 | -0,0002 | -0,0001 | -0,0003
0,2 | 0,0003 | 0,0000 | -0,0001 | 0,0004 | 0,0003 | 0,0004 | -0,0002 | -0,0002 | 0,0001 | -0,0002
0,3 | -0,0002 | -0,0001 | 0,0001 | -0,0002 | -0,0003 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0003 | -0,0005
0,4 | 0,0003 | 0,0004 | -0,0002 | 0,0000 | -0,0002 | 0,0005 | 0,0004 | -0,0001 | 0,0002 | 0,0003
0,5 | -0,0004 | 0,0003 | -0,0003 | -0,0002 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0001 | -0,0002 | -0,0001
0,6 | -0,0001 | 0,0004 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | -0,0003 | 0,0005 | -0,0005 | -0,0001
0,7 | 0,0004 | -0,0002 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0000 | -0,0003 | 0,0001 | 0,0005 | -0,0001 | 0,0007
0,8 | -0,0003 | -0,0002 | 0,0002 | -0,0001 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0023
0,9 | -0,0001 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0002 | -0,0002 | -0,0005 | -0,0001 | 0,0003 | 0,0016 | 0,0050
1,0 | -0,0003 | -0,0002 | -0,0005 | 0,0003 | -0,0001 | -0,0001 | 0,0007 | 0,0023 | 0,0050 | 0,0088

Fonte: o autor (2020)

Primeiro, deve-se considerar que a equagao (10.12) nasce pela equacao (10.7), que natu-
ralmente possui um dominio em seu campo estruturado, dominio esse que vai de zero ao valor
de alcance. Para se obter a tabela e assim ser possivel a comparac¢do com resultados em Clark
(1979) , devemos considerar os mesmos padroes utilizados pela autora, que foram o efeito pe-
pita nulo e alcance igual a um. Sendo assim, como a fun¢do tem dominio ja citado, de zero
ao alcance, as tabelas apresentam seus resultados dentro deste intervalo. As diferencas entre a
bibliografia e os obtidos se ddo pelos erros que exitem quando utilizamos métodos numéricos
para aproximacodes de resultados, dado que essa foi a maneira que Clark (1979) utilizou para
obter seus resultados. Os valores obtidos de maneira analitica s3o precisos e corretos.

Journel e Huijbregts (1978) utilizam sistema de dbacos para se obter os valores do se-
mivariograma médio do modelo esférico. Podemos observar que os resultados obtidos e apre-
sentados na tabela 10.2 s3o préximos aos que o autor obtém de acordo com a figura 10.2, sendo
essa mais um meio de comprovacdo da veracidade dos resultados, validando assim a maneira

na qual se construiu a semivaridncia média entre um ponto e uma regido retangular.
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Figura 10.2 — Resultado obtido por Journel e Huijbregts para o semivariograma médio esférico

10— —— TR RS ANANR
] — N N TN TN N

;:? AN S USSR, oo,

7
7
&
g
77
a1
o
e
..'-,:;,
yaly
L)
WVl

L

777

7

: vl 4
AT AT

7

ifa

AW I

vy

| ]

o 02 o3 04 086 OB I 2 3 4 5 6 7890
Lie

Fonte: Journel e Huijbregts (1978)

10.4.3 Validacao do semivariograma médio para o modelo pentaesférico

O modelo pentaesférico ndo apresenta solugdo analitica ou numérica na literatura, mas,
ao se obter resultados comprovadamente precisos dos modelos linear e esférico, € natural que,
ao ser utilizada os mesmos principios e técnicas, os resultados para o modelo pentaeférico se
apresentem corretos. A tabela 10.4 apresenta resultados para intervalos de regido de zero a um,
sendo considerado o efeito pepita nulo e alcance igual a um.

A constru¢do do semivariograma médio para o modelo pentaesférico pode ser conside-
rada o préximo passo depois de construir os modelos linear e esférico, pois, respectivamente,
apresentam uma equacao de primeiro grau e terceiro grau em suas origens, enquanto o modelo

pentaesfério possui grau cinco.
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Tabela 10.4 — Valores obtidos para a semivariancia média entre um ponto e uma drea para o modelo

pentaesférico

P/Q

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

0,1
0,2
0,3
0.4
0,5
0,6
0,7
0.8
0,9
1,0

0,1139
0,1748
0,2376
0,2976
0,3520
0,3994
0,4387
0,4694
0,4919
0,5068

0,1748
0,2233
0,2774
0,3308
0,3802
0,4235
0,4594
0,4874
0,5075
0,5204

0,2376
0,2774
0,3236
0,3704
0,4142
0,4526
0,4844
0,5088
0,5258
0,5359

0,2976
0,3308
0,3704
0,4109
0,4491
0,4826
0,5100
0,5304
0,5439
0,5511

0,3520
0,3802
0,4142
0,4491
0,4820
0,5106
0,5335
0,5499
0,5598
0,5637

0,3994
0,4235
0,4526
0,4826
0,5106
0,5346
0,5532
0,5656
0,5718
0,5726

0,4387
0,4594
0,4844
0,5100
0,5335
0,5531
0,5676
0,5762
0,5790
0,5767

0,4694
0,4874
0,5088
0,5304
0,5499
0,5656
0,5762
0,5813
0,5809
0,5758

0,4919
0,5075
0,5258
0,5439
0,5598
0,5718
0,5790
0,5809
0,5777
0,5701

0,5068
0,5204
0,5359
0,5511
0,5637
0,5726
0,5767
0,5758
0,5701
0,5606

Fonte: o autor (2020)

A tabela € uma simplificagdo com intuito de auxiliar, de maneira prética e 4gil, a neces-

sidade de se obter valores de semivaridncia média com este modelo. Para valores de retangulo

diferentes dos apresentados em tabela utiliza-se entao a equacao (10.18).
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11 CONCLUSAO

Por este trabalho é possivel compreender a constru¢@o da semivariancia média entre um
ponto e uma regido, assim, pode-se construir a semivaridncia média para qualquer modelo em
qualquer regido. Neste foi apresentado essa construcdo para regides retangulares.

Mesmo em face da atual possibilidade da solu¢do numérica das integrais, visto a faci-
lidade do uso computacional, as expressdes analiticas (algébricas) continuam tendo seu valor,
pois € uma solucdo exata, geral e independente de métodos numéricos adotados. A precisao das
resolugdes analiticas ddo a grande confianga no trabalho desenvolvido.

E possivel concluir que a constru¢io do modelo de semivariograma médio linear é pre-
cisa e se iguala ao apresentado na literatura existente. Para o modelo esférico, ndo € descrito na
literatura resultados analiticos, somente numéricos; com o desenvolvimento deste trabalho tem-
se entdo o0 modelo analitico, isento de erros numéricos para o semivariograma médio esférico.

Construir os semivariogramas médios linear e esférico ja se caracteriza um avango nos
métodos da krigagem de blocos. Este trabalho apresenta ainda, a constru¢cdo do modelo de se-
mivariograma médio pentaesférico, que nao € apresentado de maneira numérica e nem analitica
em nenhuma literatura que trata a krigagem de blocos. Tem-se entdo esse como o principal
avanco nos resultados desta dissertacdo, um modelo que passa a ter uma solu¢c@o ainda ndo
existente.

Apesar da krigagem de blocos ter sua origem na mineracao, em outras dreas pode-se ob-
ter informagdes preciosas utilizando a técnica no auxilio de tomadas de decisdes. Por exemplo,
o preenchimento de falhas em imagens de satélites, o cdlculo de um valor médio espacial sem
viés, entre outras. Deve-se ressaltar que muito provavelmente nas Cié€ncias Agrarias existird um
mundo considerdvel na aplicagdo desta krigagem para médias imprecisas.

Sugere-se como trabalhos futuros a construc¢ao das equacgdes de semivariogramas médios
para outros modelos, tais como exponencial, gaussiano e wave e, posteriormente, a implemen-

tacdo da técnica em um pacote em linguagem R.
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APENDICE A - Semivariograma médio linear
Este apéndice apresenta a constru¢do de um semivariograma médio para o modelo li-
near. Oliveira (1991) define um semivariograma médio conforme a equacgdo (1), que pode ser

subdividida na soma das equagdes (2), (3) e (4).

1 VPR
78.8)= 55 /0 M(h)y(h) dh )
1 [Prnh
6 /0 ) di @)
0
+%/P {%h —arccos (%) h} y(h) dh+ (3)

—l—%/Q me {%h — arccos (%) h— arccos (%) h] v(h) dh 4)

Dada que a fungfo do variograma y(h) a ser estudada € a linear, definida por:

R 0, parah =0
7(h) = &)
Co+ah, parah >0
Tem-se como objetivo encontrar o semivariograma médio para uma regido B, dado que o
semivariograma conforme as pressuposi¢des € linear. Logo, teremos a necessidade de solucio-
nar (2), (3) e (4), onde y(h) = ah, definindo a nomenclatura de ¥(s, B);, como o semivaiograma
médio para o modelo linear.
a [Pnh

(s B)ri — — -
’)/(S, )Lm PO Jo 2hdh-|—

a [(2[nh P
—I—P—Q/P [7 —arccos (ﬁ) h] hdh+
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Nar
—1—1 / Jr_h —arccos E h—arccos g h|hdh
PO Jo 2 h h

Podemos obter primeiramente a solu¢ao da primeira parte de cada uma das trés integrais:

P2+2
hdh/ h dh/ n—hhdh

Stewart (2001) apresenta as integrais basicas de polindmios; assim, € possivel notar que:

0

3
/—hdh_ﬂJrc

logo,
P rh nP3 7m0’
ypoan="__""
0o 2 6 6
Tth nQ® P
Py oan="2_""_
p 2 6 6

A primeira parte de cada uma das trés integrais ja foi solucionada, note que agora temos

a necessidade de solucionar:

0o V/ P?+0?
/ {—arccos (5) h} hdh —|—/ ' {—arccos <1—)> h—arccos (g> h} hdh
P h 0 h h

Vamos aplicar a um caso geral:



62

| e (2]

Onde A € uma constante que pode assumir ou o valor de P ou valor de Q, assim ge-
neralizando para as duas necessidades do momento. Com a técnica de integracdes por partes

apresentada por Stewart (2001) € possivel solucionar essa integral.

A
/arccos (E) h? dh

dv = h*dh
h3
VT3
A
u=darccos | —
h
A
du = ————dh
A
P15

A h? A R A
/arccos (Z) W dh = ~ arccos <Z> B B ey dh= f(A,h)+g(A,h)
W2\ /1 -2

h3 A
g(Ah) = — ?————7M
W2y /1—45
h A
Ah)=— [ = dh
g( 9 ) /3 h27A2
h2
A h
Ah)=—— dh
s =5 [ =
2

h

. . A -
Mantendo-se somente a integral e deixar a constante 3 para multiplicarmos ao final.
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dh

h
h2_A2
hz

/

h2
——=dh
h2 — A2
Stewart (2001) também apresenta as técnicas de transformacgdo trigonométricas, que

devem ser utilizadas para a continuidade da resolucgdo.

h = Asec(u)

dh = Asec(u)tg(u) du

Vh?—A% = \/Azsecz(u) — A% =A\/sec?(u) — 1 = Arg(u)

h
u=arcsec | —
A

A2sec? (u)

g Asec(u)tg(u) du

/Azsecz’(u) du

Az/sec3(u) du

Stewart (2001) apresenta que a integral de sec”(u) pode ser obtida através de tabelas

basicas de integrais; temos entdo que a mesma € definida pela equacao (6):

n—1 )
/sec”(u) du = sen(uzlsicl (1) + Z_ I sec" 2 (u) du (6)

No caso em questao temos n = 3,



Az/sec3(u) du
3—1 -2
Az/sec3(u) du = sen(u);icl () + ; — sec’ 2 (u) du

2 AZ
Azsen(u)sec (u) A° sec(u) du

2 2

2 2
A?tg(u)sec(u) + A?/sec(u) du

A? A? [ sec?(u) +tg(u)sec(u)
Ttg(u)sec(u) + 2 tg(u) + sec(u)

chamamos entao,

w=1g(u)+ sec(u)

dw = sec*(u) +tg(u)sec(u) du

A? A? [ sec*(u) +tg(u)sec(u)
Ttg(u)sec(u) * 2 tg(u) + sec(u)

A? A% 1
jtg(u)sec(u)%—?/;dw

A? A?
Ttg(u)sec(u) + ?ln]w]

A2 A2

jtg(u)sec(u) + 71?1 |tg(u) +sec(u)|

h
Sabendo que u = arcsen (Z) , entao:

Azt h h +A2 1
2 g arcsec A sec (arcsec A 2 n

h
1g |fl7”CS€C (Z):| + sec {arcsec (A

64
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também sabendo que,

sec larcsec(t)] =1t

1

tglarcsec(t)] =14/ 1— 2

Entao, se:

Azt h h +A2 1
2 g arcsec A sec (arcsec A 2 n

substituindo teremos:

eorese ()]s frse ()

realizando manipulacdes algébricas,

h? A? A A2 1
A l—=+—=In|lh+m/1-= | =
2\ T 2| A

prosseguindo com as manipulagdes algébricas,

h2 A2 2 2 2

= e m 1= 22 A

2 R |t Al
A%In|A|

uma constante apds a integracao, faz-se entdo como C apds o resultado

Sendo —

da integral.

h? A2 A? A2
= s mlhem 1=
2 2 Tt 2

A
Resgatando —3 que multiplicava a integral.

A h
—= | ———=dh
3 / [ h2—A2
h2
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A h A [ h? A2 AZ A?

—— dh = — l——+—mnlh+h/1-=

3/ T s\2\ ettt 2
h2

Tem-se entao que:

A A2
= dh=—— W1 — " + A%
/3h2 6( V1Tt

e conclui-se entdo:

A n A\ Af, | A2
/[arccos (Z) h]hdh:?arccos <Z>_E<h l—ﬁ+A In )

Entdo teremos os casos onde A = P e A = (0, para o caso de A = P teremos duas situagées

N

de intervalos, |, PQ e/ 0 ; para o caso A = () teremos somente a situagdo f ) . Observe

2

A
h+h l_ﬁ

)

2

A
h-+h 1_ﬁ

que quando A = P teremos o intervalo onde F(Q) e outro —F (Q) onde se anulam, onde teremos

N

entdo para A = P somente . A necessidade de solucao agora é:

N p N 0
/ —arccos| — | h| hdh —I—/ —arccos | = | h| hdh
P h 0 h
Paraocaso A =P.

W3 P\ P [ P2
?arccos (E) 3 <h2 1— 7 —|—len )

Substituindo para o intervalo de (P, P24 Q2>, primeiramente onde i = P.

P’ P\ P | P2 P’
- [?arccos (1—3) ~% <P2 1— 53 +P%In )] = —Fln(P)

Substituindo para o intervalo de (P, P2+ Q2> , primeiramente onde & = /P2 + Q2.

2

h—+h 1_ﬁ

PZ
P+P\[1-—;
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ST 2
Y [
P-+0 < p2_|_Q2>

2
+§P21n VP24 Q2+ /P24 02 1—P—2 =
()

/P21 02" /P2 02  p3
:P#—i—Qarccos< —P2P+Q2>+PQ I;+Q +%ln‘Q+vP2—l—Q2‘

Substituindo para o intervalo de (Q, \/P?+ QZ) , primeiramente onde & = Q.

0’ o\ 0 [, 0? Q? 0’
_ [?arccos (é) —% (Q2 1—@+P21n 0+04/1- o )] = —?ln(Q)

Substituindo para o intervalo de (Q, V P2+ QZ), primeiramente onde h = /P% + Q2.

202 2
VR (L) L) 2
3 P2+ Q2 6 ( P2+Q2)

2
—I—%Qzln VP2 Q24+ /P2 402 1—Q—2 =
(Vo)

_V/Peo” 0 POV O e
_farccos \/m + G —l—?ln <P+ P +Q)

Solucionadas as partes das integrais, resta somente manipulacdo algébrica entre os re-

sultados obtidos:
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2 2 3 2 2 3
(Pevi Ao ”};+Q+%ln’Q+ \/P2+Q2‘ IR AAihaa ”I;JrQJr%ln (P+ VP Q%)+

+

(VP o) . (VP+@)
—F—arccos + arccos L
3 N 3 N

Agrupando semelhantes,

P (T (2 Y e 2 )

6 3

3
Q—ln

P3
2 +—In

6

P++/P2+(? Q-+ P2+ 02 +PQ\/P2+Q2
0 P 3

Observa-se que:

19

P Q
arccos | ———= | farccos | —(—— | =
<¢P2+QZ> <¢P2+QZ> 2
A afirmativa acima pode ser demonstrada onde se temos um tridngulo retingulo com

angulos a e 3, e base P e Q, entdo:

9
VP

arccos +arccos = arccos [cos (a)] + arccos[cos (B)]

P
VP Q2

arccos [cos ()] + arccos[cos (B)] = a+ B
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n " T .
Sendo um tridngulo retangulo, logo o + 3 = > assim demonstrado que:

19

arccos (\/%Qz) + arccos (%%@) = >

Entao temos:

6 3
Resta entdo somente a necessidade de ajustar o restante que nao se anula, entdo teremos:

P+ \/P2+Q2 NI%s \/P2+Q2 PQ\/P2+Q2
3

03
?

6

. . 1
Devemos observar na equacao (1) a existéncia do membro P_Q e também a constante a

que ainda ndo foi adicionada ao resultado, com o incremento temos:

a Q3l
PQ

Simplificando passamos a ter:

PP QP
Q

NI%s \/P2+Q2

6

L POVPEQ )
3

Q+\/1TQ2 %

P

2 2
‘8’(2 P2+Q2+Q | PV PO VIQDJFQ

)

Dado o modelo linear (5), tem-se entdo a demonstracao algébrica para o semivariograma

médio linear com resultado de acordo com a equacdo (7). O resultado obtido é apresentado

) (7

também por Journel e Huijbregts (1978) e em Oliveira (1991).

Q+¢WQ2 L2

¢, P+\/P + Q2
Q

Y(s,B),;, :C0+g (2 P2+Q2+

Q



APENDICE B - Semivariograma médio esférico
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Este apéndice apresenta a constru¢do de um semivariograma médio para o modelo esfé-

rico. Oliveira (1991) define um semivariograma médio conforme a equagdo (8), que pode ser

subdividida na soma das equagdes (9), (10) e (11).

1 (Q[rh P
+@/P [% — arccos <E>} v(h) dh+

—l—%/Q me {%h — arccos (%) h— arccos (%) h] v(h) dh

Dada que a fun¢do do variograma y(h) a ser estudada é o esférico, definida por:

0, parah=0

J(h) = ¢ Co+Cy

3
1,5%—0,5(;) ],para0<h<a

Co+Cy,parah > a

\

®)

€))

(10)

(1)

(12)

Tem-se como objetivo encontrar o semivariograma médio para uma regido B, dado que o

semivariograma conforme as pressuposi¢oes € esférico. Logo teremos a necessidade de soluci-

onar (9), (10) e (11), onde y(h) = C; [1,52 -0,5 (3)3} , definindo a nomenclatura de ¥(s, B) g

como o semivariograma médio para o modelo esférico.

O modelo esférico apresenta dentro de sua estrutura duas subdivisdes que devem ser

integradas para resultar no semivariograma médio do modelo esférico. Podemos dividir em

duas integrais, conforme abaixo:
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_ 1 VP
Y(s8,B)Lin = —/

26 ) M(h)h dh (13)

1 VP
C:_/ M
PQ Jo

¥(s,B) (h)h* dh (14)

Observe que a solucdo para (13) ja se encontra no apéndice A. Definimos entdo a solucao

) (15)

Passamos entio a necessidade de solucionar somente a equacao (14) que pode ser sub-

divida nas equacodes (16), (17) e (18).

para (13) como a equacdo (15):

P2 2
7(5,B) 1 = Cot (2 o+ D o

P

0+\/P +Q? P+\/P?1 02
P Q

Q

P h

——n®dh 16
3 (16)

0 rh P
/ TR _arccos (= \ h| 13 dh a7

P L2 h

VP40
/ [ﬂ—h —arccos (f) h — arccos (2) h] n* dh (18)
0 2 h h

Solucionando a primeira parte de cada integral temos:
P rh 0 1th VP40
= an+ [CE an | 0 an
0o 2 p 2 0

Stewart (2001) apresenta as integrais basicas de polindmios; assim, € possivel notar que:

h hd
W odh=—"—1+C
2 0"
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logo,

0o 2 10 10
S5 P>
7r_thh3dh__7rtQ _
p 2 10 10

A primeira parte de cada uma das trés integrais ja foi solucionada, note que agora temos

a necessidade de solucionar:

0 P V/P2+0? P
/ —arccos | — | h| > dh+ / —arccos | — | h—arccos Q h| W dh
P h 0 h h

Vamos aplicar a um caso geral:

/ {arccos (%) h] w dh

Onde A € uma constante que pode assumir ou o valor de P ou valor de O, assim gene-
ralizando para as duas necessidades que temos no momento. Com a técnica de integragcdes por

partes apresentada por Stewart (2001) € possivel solucionar essa integral.

/arccos (%) h* dh

dv=h*dh



h5
V:?
A
u = arccos |\ —
h
A
du = 5 dh
A
P =5

A n A P A
/arccos (Z) h* dh = 5 arccos <Z) — | ————=dh = f(Ah)+g(A,h)

Sh\/l—%
/5h2 _ di
— 5=
%=

dh

. . A i
Mantendo somente a integral e deixar a constante -3 para multiplicarmos ao final.

h3
/ dh
h2 _A2
h2

| 7=
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Stewart (2001) também apresenta as técnicas de transformacgdo trigonométricas, que

devem ser utilizadas para a continuidade da resolucgdo.

h = Asec (u)

(4)
u=arcsec | —
A
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dh = Atg(u)sec (u) du

Vh?—A% = \/Azsec2 (u) — A2

\/Azsec2 (u) — A2 = \/A2 [sec? (u) — 1]

\/A2 [sec? (u) — 1] = A\/1g% (u)

A J1g? (u) = Atg (u)

A*sec* (u)

g () Atg (u) sec (u) du

/A4sec5 (u) du

A4/sec5 (u) du

Stewart (2001) apresenta que a integral de sec”(u) pode ser obtida através de tabelas

bésicas de integrais; temos entdo que a mesma € definida pela equagdo (19):

n—1 -2
/sec"(u) du = sen(uisicl (1) + Z_ 7 sec" 2 (u) du (19)

No caso em questdo temos n =5,

At At
718 (u) sec® (u) + 3T sec® (1)

At At At
78 (u) sec> (u) + 3Ttg (u) sec (u) + 3? / sec (u) du
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A4 344 4

778 (u) sec® (u) + 18 (u) sec (u) + 3%ln |ltg (u) + sec (u)]

h
Sabendo que u = arcsec (Z) , entao:

A4t h 3 h +3A4t h h N
4 g (arcsec A sec |arcsec A 4 g |arcsec A Sec (arcsec N

tg |ar h + r h

g |arcsec N sec (arcsec A

+3A4l
—In
8

também sabendo que,

sec larcsec (w)] =w

t =wy[1——
glarcsec(w)] =w ”

2

Entdo, se:

realizando manipulacdes algébricas,

h3 3A%h 34 |h+Vh2 —A2
Z—lﬂ—A2+—§—Vhlﬂ¥+-8ln i )

A
Resgatando -3 que multiplicava a integral.

h++vh*—A?
A

h2—A2

A n A
——/ dh=—75 [h h2 — A2(3A% +2h%) 4 3A%n
h2
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A > A\ A h+vh? — A2
/ {arccos (E) h} h dh= 5 arccos (Z) ~ 10 [h\/ h2 — A2(3A% 4-2h%) + 3A%In +T

Entdo teremos os casos onde A = P e A = Q, para o caso de A = P teremos duas situacdes

W, N

de intervalos, |, PQ e o ; para o caso A = Q teremos somente a situagio |, 0 . Observe

que quando A = P teremos o intervalo onde F(Q) e outro —F (Q) onde se anulam, onde teremos

NG

entdo para A = P somente . A necessidade de solucao agora é:

/ rre {—arccos (1—)> h] " dh+/ rre {—arccos (Q) h} W dh
P h 0 h

Paraocaso A = P.

hz_

n P\ P 2
— g arccos (Z) 20 hy/ b2 — P2(3P> +2h%) + 3P%In ]

Substituindo para o intervalo de (P, P2+ Q2>, primeiramente onde i = P.

]:0

P\/P2—P2(3P> +2P*) +3P*In

PS5 P P P++/P2— P2
——darccos | — —_—
5 P) T30 P

Para o caso A = Q.

5
— h—arccos <g) ]
5 h

Substituindo para o intervalo de (Q, \/P?+ Q2) , primeiramente onde & = Q.

0’ 0 o _
—?arccos (é) + 10 ] =0

h /h2 2
2 Q2307 21 1 3P [PV

2 N2
0V O~ 02(30% +207) + 30" 1n| 2T Vg o
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Mais uma vez para o caso A = P e substituindo para o intervalo de (P, P2+ Q2>,

primeiramente onde h = \/P% + Q2.

\/Pz—f—Q25 P
———arccos | ————— | +
5 P2+ (2

2
+% \/P2+Q2\/\/P2+Q22_P2 <3P2—|—2‘/P2+Q22>+3P4ln +0 +\/P\/ +0

Simplificando teremos:

2
VP40 P
—arccos | ——— | +
5 ‘/P2_|_Q2

0+ /P + Q2
P

P P2+Q2

3P l
n
40

2 3
(5P*0+20°) + 10

Mais uma vez para o caso A = Q e substituindo para o intervalo de (P, P2+ Qz),

primeiramente onde i = /P? + Q2.

=5
—ﬂarccos L +
5 B /P2 + Q2

40

/P2 02 /P2 L 02> _ 2
+L \/P2+Q2\/\/P2+Q22—Q2(3Q2+2m2)+3Q4ln e +\/QP to o

Simplificando teremos:

2 25

VP10 P

————arccos | ———— | +
5 A /P2+Q2

P+ /P Q2
Q

/ 5
ovP+Q? (50°P+2P%) + 3,

T 50 40

Uma vez que encontramos anteriormente:
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)

10

Podemos entdo solucionar as partes que se agrupam.

5
71'(\/P2+Q2> B /P2_|_Q25 0 B /P2-|-Q25 P
arccos \/PZTQZ 5 arccos —\/m

10 5

Observa-se que:

19

P Q
arccos | ———= | farccos | —(——= | =
<¢P2+Q2) <¢P2+QZ> 2
A afirmativa acima pode ser demonstrada onde se temos um tridngulo retngulo com

angulos a e B, e base P e Q, entdo:

9
VP

arccos + arccos = arccos[cos ()] + arccos[cos (B)]

P
VP + Q2

arccos [cos (a)] + arccos[cos (B)] = a+ B

n N T .
Sendo um tridngulo retangulo, logo o+ = PR assim demonstrado que:

P Q T
arccos (W) +arccos (P—_2+Q2> = 5

Entao temos:

10 5

5
7'L'<\/P2-‘r-Q2> B /p2_|_Q25 0 B /P2_|_Q25 P
arccos \/W 5 arccos —\/m
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1
Observando a equacao (14) temos @ que multiplica antes da integral; logo temos a

solugdo para as equacdes (16), (17) e (18):

1 P2_|_Q2 5 3 3P5 Q+ /P2_|_Q2
1 |OvVPP+02 ,_ , s 30° |P+/P2+Q2
+@ [T(SQ P+2P°) + 20" )

Utilizando técnicas de dlgebra para apresentar da melhor maneira, temos entdo a solucao

final para a equacao (14):

/ p2 2 P4 /p2 2 4 P / p2 2
—JFQ(7132+7Q2)+3 i i A Lo i
40 400 P 40P 0

Agrupando as solucdes da parte linear (13) e da parte cubica (14). Entdo, dado o modelo

esférico (12), tem-se entdo a demonstracao algébrica para o semivariograma médio esférico com

)+

resultado de acordo com a equagdo (20).

2
Q—ln
P

0,25C P?
250, (2 N

P24+ Q%+ —In
a

0+/P + Q2
0 P

P+ /P +Q?
0

’}7(S7B)Esf =Co+

_0SCH VPP EO 552 g2y 4 P QPO 30, (P P02
a’ 40 400 P 40P o

(20)
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APENDICE C - Semivariograma médio pentaesférico
Este apéndice apresenta a constru¢cdo de um semivariograma médio para o modelo cu-
bico. Oliveira (1991) define um semivariograma médio conforme a equacdo (21), que pode ser

subdividida na soma das equagdes (22), (23) e (24).

I BV
78.8)= 55 /0 M(h)y(h) dh @1
to [ Py (22)
PO Jo 2
1 [2[xh P
+@/P {% — arccos (%) h} y(h) dh+ (23)

\/ P2 Q2
+%/Q ’ [%h — arccos <§> h—arccos (%) h} y(h) dh (24)

Dada que a fun¢do do variograma y(h) a ser estudada é o esférico, definida por:

0, parah =0

h n\> n\?>
1,875 ( ) =1.25( ) +0.375( ) | para0<h<a (25)

Co+Cy, parah > a

f(h) = ¢ Co+C

\

Tem-se como objetivo encontrar o semivariograma médio para uma regido B dado que

o semivariograma conforme as pressuposi¢des € esférico.Logo teremos a necessidade de solu-

h n\’> n\>
1,875 (—) —1,25 <—) +0,375 (—) ],deﬁnindo
a a a

a nomenclatura de ¥(s,B)p como o semivariograma médio para o modelo pentaesférico.

cionar (22), (23) e (24), onde §(h) = C;

O modelo pentaesférico apresenta dentro de sua estrutura trés subdivisdes que devem ser
integradas para resultar no semivariograma médio do modelo pentaesférico. Podemos dividir

em trés integrais, conforme abaixo:
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_ |

7s.B)in = 55 [ mwnan (26)
_ | e

HeBlo=pp [ MO dh @7

(Wh° dh (28)

e
Y(S7B)P_@/O M

Observe que a solucdo para (26) e para (27) ja se encontra respectivamente nos apéndices

A e B. Definimos entao a solucao para a equacao (26):

_ a ) P?
’)/(S,B)Lm:Co-l-g 2/ P+ 0+ —In

2
Q—ln
0

P

0+\/P +Q? P+\/P?1 02
P Q

> (29)

E para a equagdo (27) a definimos como:

‘+0 TP 4 —
7(S’B)C:@(7P2+72Q)+3P41n 0+/P + Q2 PE PP+ O?
40 40 P 40 0
(30)

Passamos entdo a necessidade de solucionar somente a equacao (28), que pode ser sub-

dividida nas equagdes (31),(32) e (33).

P h

5
— 1
02hdh 31

0
/P {%h —arccos (%) h} W dh (32)
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/ P2 QZ
/ ! [ﬂ—h —arccos (%) h — arccos (%) h] w> dh (33)

0 2

Solucionando a primeira parte de cada integral temos:

P 1th 0 1th VPO h
s dh-l—/ s dh+/ S an
2 ) 0 2

0

Stewart (2001) apresenta as integrais basicas de polindmios; assim, € possivel notar que:

Th s mth’
7}1 dh—ﬁ%—C
logo,
P rh P7 7
”_h5dh_7r__ﬂ
0o 2 14 14
h tQ" P’
Thys gn = ML TP
p 2 14 14

4 14 14 1a " 14 14
7
/\/P2+Q2 Th s n(x/PZJrQZ)
" dh =
0 2 14

A primeira parte de cada uma das trés integrais ja foi solucionada, note que agora temos

a necessidade de solucionar:

0 P VP2+Q? P
/ —arccos | — | h| W dh—+ —arccos | — | h—arccos g h| W dh
P h 0 h h

Vamos aplicar a um caso geral:
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/ [arccos (%) h] n dh

Onde A € uma constante que pode assumir ou o valor de P ou valor de Q, assim ge-

neralizando para as duas necessidades do momento. Com a técnica de integracdes por partes

apresentada por Stewart (2001) € possivel solucionar essa integral.

A
/arccos (E) h® dh

dv=h% dh
h7
V= —
7
A
u=darccos | —
h
A
du = = dh
A
h2 1—ﬁ

7
A k= f(Ah) +g(AR)

A h A
/arccos (Z) he dh = 7arcc0s (Z) — 7—142
W41 —=
h2

n A
gAh) =~ | Z—F—dh
7 2 A2
h ,/1—h—2
oA
Ah)=— [ —
g( ) ) /7 h27A2
h2
A hd
g(Ah) = —= — dh
h2

. : A -
Mantendo-se somente a integral e deixar a constante —7 para multiplicarmos ao final
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h5
/ dh
h2_A2
hz

h6
——=dh
h2 — A2
Stewart (2001) também apresenta as técnicas de transformacgdo trigonométricas, que

devem ser utilizadas para a continuidade da resolucgdo.

h = Asec(u)

h
u=arcsen | —
A

dh = Atg(u)sec(u) du

Vh?2—A? = \/Azsecz(u) — A2

\/Azsecz(u) —A?2 = \/A2 [sec?(u) — 1]

\/A2 [sec? (u) —1] :A\/tg2 (u)

AyJ187 (u) = Arg (u)

ASsec® (u)

g () Atg (u) sec(u) du

/A6sec7 (u) du

A6/sec7 (u) du
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Stewart (2001) apresenta que a integral de sec”(u) pode ser obtida através de tabelas

basicas de integrais; temos entdo que a mesma € definida pela equacgdo (34):

n—1 —
sen(u)sec” *(u) n—2 sec™2(u) du (34)

/sec”(u) du =

n—1 n—1

No caso em questao temos n =7,

A® A®
A e(w)sec () + 22 [ et
6 6
A® A® A®
—tg(u)sec® (u) + S—tg(u)sec3(u) + A7 / sec> (u) du
6 24 8
A® 5A° 5A° 5A°
th(u)secj(u) + ﬁtg(u)se&(u) + th(u)sec(u) + Tc sec(u) du
A® 5A° 5A° 5A°
th(u)secs(u) + ﬁtg(u)sec%u) + Etg(u)sec(u) + Fln]tg(u) +sec(u)|

h
Sabendo que u = arcsen (Z) , entao:

A6t h . h +5A6l h 3 h N
6 g arcsen A sec arcsen A 24 g arcsen A sec arcsen A

5A6t h h +5A6 l
16 g arcsen A Sec |arcsen A 16 n

também sabendo que,

eorcsn ()] s frsn (2]

sec larcsec (w)] =w
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tglarcsec(w)| =wy/1——

Entao,se:

3
NG
oy
(98]
NI

realizando manipulacdes algébricas,

h 5A%h 5A%h 5A% |h+Vh?—A?

—Vh*—A2+ Vh? —A2+——/h?—A%2+—In i

6 24 16 16 A

A — .
Resgatando — 7 que multiplicava a integral.
A h A h+Vh? — A2
=3 dh = — o | /i — A2 (154% + 104202 + 8K*) + 15400 | 2 Y2 =27

7 h2—A2 336 A

h2

Tem-se entdo que:

/ arccos é h| b dh= Earccos é — i [h h?2 — A2 (15A4+ 1OA2h2—1—8h4)] +
h 7 h 336

Entdo teremos os casos onde A = P e A = Q, para o caso de A = P teremos duas situagdes

. P o
de intervalos, || PQ e 0 ; para o caso A = Q teremos somente a situagao |, 0 . Observe

A

h++Vh>—A?
336 A

15A%n

que quando A = P teremos o intervalo onde F(Q) e outro —F (Q) onde se anulam, onde teremos

entdo para A = P somente [, . A necessidade de solucao agora é:

NG PN e OV T
/ —arccos A h|h dh+ —arccos A h|h’ dh
P 0
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Paraocaso A =P.

h’ P P P h? —
_n 2+ (/2 = P2 (15P* + 10P2H? + 8K* ] = |15P%1
7arccos(h>+336[ (157" + T8) |+ 35 4
Substituindo para o intervalo <P, P2+ Q2> , primeiramente onde & = P.
P’ P P
——arccos [P P2 —p2 (ISP4 + 10P%P? + 8P4)] +
7 336
P PZ _
— [ 15P%n
* 336
Para o caso A = Q.
B+ /h2 ht V2= Q2

h’ 0 o
—7arccos(z>+%[h\/h2 02 (150 +10Q2h2+8h4)] TS 150%n

|

Substituindo para o intervalo (Q, /P?+ Q2> , primeiramente onde & = Q.

7
_2 irccos (g) + % (0V/07= 07 (150" + 100°Q* +80*) +150°| +

]:0

Mais uma vez para o caso A = P e substituindo para o intervalo de <P, P2+ Qz),

primeiramente onde & = /P? + Q2.

7
VP2 + 02 P
——arccosS | ——— | +
7 P2 + Q2

L2 Q+\/Q2 0>

336

150%1n

336

_|_i|: P2—|—Q2\/\/P2+Q22—P2 <15P4+1()P2 /P2+Q22+8‘/P2+Q24>:| +
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2 s ¢71@+¢¢ﬁny P
336

Simplificando teremos:

.
VP + Q2 ( P )
——————arccos +

7 VP Q2
2 2
3;)6 VP 0 (3P0 +12P20° +80°) | + o |15P%n Q+VP +0

Mais uma vez para o caso A = Q e substituindo para o intervalo de (P, P2+ QZ),

primeiramente onde h = /P% + Q2.

—
—ﬂamcos L +
7 A /P2 + Q2

2 VPR Ve - 02 (150 + 100 VP sV G+

336

0 [ s VPTG +/VPig" @

Simplificando teremos:

3 2
_zzigﬁmm(_g_v+

7 VP2 + Q2
P P2 2
L2 (VP02 (330°P+120°P +8P°) | + B T Eih et
336 336 0
Uma vez que encontramos anteriormente:
7
x (VP Q)

14

Podemos entdo solucionar as partes que agrupam.
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7
T /P2+Q2 =7 =7
< > — P2+Q2 arccos P — P2+Q2 arccos L
/P2—|—Q2 7 /P2+Q2

14 7

Observa-se que:

SR

P 0
arccos | ———= | tarccos | —F—— | =
< /P2+Q2) ( /P2-|—Q2>
A afirmativa acima pode ser demonstrada onde se temos um tridngulo retangulo com

angulos a e B, e base P e Q, entdo:

cos(at) = _2
/P2+Q2
P
=T
arccos _r + arccos _2 |- arccos[cos ()] + arccos[cos (B)]
/P21 Q2 /P21 02|

arccos [cos (a)] + arccos [cos (B)] = o+ B

n A T .
Sendo um tridngulo retangulo, logo o+ = PR assim demonstrado que:

19

arccos (\/%QZ) +arccos (ﬁ) = >

Entao temos:

: VP Q2 7 VP Q2

14 7

;
n(/P2+ 02 T —7
( > P2+ arccos < P ) — Pr+o arccos (L> =0

1
Observando a equacdo (28) temos E que multiplica antes da integral; logo temos a

solugdo para as equacdes (31),(32) e (33):
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L P g (330 2P0 +50°) | +

PQ 336

P+\/P21Q?
Q

1 0 4 203 5 1 0 6
Y5535 [\/P2+Q2 (33Q P+ 1202P 4 8P )} + 56755 [15Q In

Utilizado técnicas de dlgebra para apresentar da melhor maneira, temos entfo a solucao

final para a equacao (28):

p2 2 p2 2 6 P p2 2
VI D (410 4 41P* 4 24P Q%) 4 by |G VIR QT SC ) (P VIO
336 112Q T 112p 0

Agrupando as solugdes da parte linear (26), da parte cubica (27) e da parte a quinta
poténcia (28). Entdo, dado o modelo pentaesférico (25), tem-se entdo a demonstracdo algébrica

para o semivariograma médio pentaesférico com resultado de acordo com a equagdo (35).

] 0,25C +,/p—2+ 2| 02 P Piyo?
’}/(SaB)Pent:C0+ ! 2 P2+Q2—|— Q Q Q = In —Q +
Q TP 0
LG VPR g g0y, 3P, 10 \/P2+Q2 304, \P+V/PT+0?
a 40 40Q *aop 0
/ P2 2
+ 2376 0 (410" +41P* +24P*Q%) | +
a 336
0.375C | 5P, |Q+VPI+0Y) | 50° [P+ P+ Q! (35)
a> 1120 P 112P 0
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APENDICE D - Semivariogramas médios para os modelos usuais

Modelo linear:

R 0, parah =0
7(h) = (36)
Co+ah, parah >0

Semivariograma médio linear:

_ +\/P2+ 2l Q* PP+ Q2
)/(.«;,B)Ll.n:C(ﬁ—g 2 P2+Q2+ Q Q Q —In PrvP+0° (37)
6 Q TP Q
Modelo esférico:
0, parah=0
i\ 3
9(h) = { Co+Cy 1,53—0,5(-) ],para0<h<a (38)
a
\ Co+Cy, parah>a
Semivariograma médio:
_ 0,25C +\/P2+ 2 2 |P+/P2+Q2
’}/(S7B)Esf:CO+ 1 o) P2+Q2+ Q Q Q_ln —Q +
Q P Q
0,5C; | /P2 + Q2 3pt VP2+0%| 30% |P+\/P2+ Q2
U006 +0 (7P2+72Q)+ In 0+ +0 n 0 In + +0
a’ 40 40 P 40 0

(39)

Modelo pentaesférico:
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0, parah=0

h A n\>
1,875( =) —1,25(=) +0,375(~) |, para0<h<a (40)
a a a

Co+Cy,parah>a

f(h) = < Co+Cy

\

Semivariograma médio pentaesférico:

_ 0,25C P? + /P24 Q2 2 |\pr /P24 02
’Y(sz)Pent =Co+ ! 2 P2+Q2+—ll’l Q Q +Q—ln —Q —+
a @) P 0
1,25C P2+ Q2 3p* P2L02| 30 |p P2 L 02
— =l \/TQ(7P2+7Q2)+ |2V 4O LA tVP O -
@ 40 400 P 40P 0
0,375C; | /P2 + Q2
1+ 2310 £ (410* +41P* 4 24P2Q%)
a 336
+O,375C1 5P61 0+ /P2 + Q2 N 5Q61 P+P2+ 02 )
S |[1120" P 12p" 0
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