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RESUMO GERAL

O Brasil € o décimo segundo maior produtor mundial de péssego, sendo a maior concentracao
localizada no Rio Grande do Sul. A forma de manuseio do fruto apés a colheita é uma das
etapas mais importantes do processo de producdo ja que nessa fase ocorrem as maiores perdas.
Dessa forma, € necessario estudar suas etapas de desenvolvimento para auxiliar produtores a to-
mar decisdes quanto a0 manejo no campo e principalmente a colheita. A curva de crescimento
do péssego ¢é dividida em trés estddios diferentes, caracterizando um formato duplo sigmdide. A
primeira fase € caracterizada pelo crescimento acelerado da semente e o desenvolvimento do en-
docarpo, em seguida o fruto passa a crescer de forma mais lenta devido a mudangas fisiologicas
e anatdmicas e, por fim, na terceira fase do crescimento percebe-se o aumento do volume ce-
lular juntamente com o processo de maturagcdo. A fim de descrever esse comportamento foram
ajustados alguns modelos ndo lineares com caracteristica duplo sigméide aos dados de altura e
diametro polar, medidos em milimetros (mm) de frutos do pessegueiro “Aurora 1. Os modelos
utilizados foram: Brody + Brody, Brody + Gompertz, Brody + Logistico, Gompertz + Brody,
Gompertz + Gompertz, Gompertz + Logistico, Logistico + Logistico, Logistico + Brody, Logis-
tico + Gompertz, Brody Generalizado, Gompertz Generalizado e Logistico Generalizado. Além
disso, também foram ajustados modelos considerando a incorporagdo da heterogeneidade das
medidas, incluindo diferentes pesos nas formas de poténcia simples, poténcia do logaritmo ou
exponencial. A estimacao foi realizada a partir do método de minimos quadrados com o auxilio
do algoritmo de Gauss-Newton, implementados no software R versao 4.0.2. Para a anélise de
residuos, foram utilizados os testes de Shapiro Wilk, Breusch Pagan, Durbin Watson e algumas
andlises graficas. A qualidade do ajuste dos modelos foi verificada com base na anélise do co-
eficiente de determinacdo ajustado, critério de informacdo se Akaike corrigido, desvio padrao
residual, indice de ajuste da assintota e medidas de nao linearidade. Os resultados encontrados
mostram que os modelos ndo lineares ajustados possibilitam descrever a curva de crescimento
para péssegos “Aurora 17, contribuindo com informacdes importantes para otimizar a produgao.

Palavras-chave: Biometria. Duplo sigmoidal. Pé€ssego “Aurora 1”. Regressdo nao linear.



ABSTRACT

Brazil is the twelfth largest producer of peach in the world, with the highest concentration lo-
cated in Rio Grande do Sul. The way of handling the fruit after harvest is one of the most
important stages of the production process since in this phase the greatest losses occur . Thus,
it is necessary to study its stages of development to help producers make decisions regarding
management in the field and especially the harvest. The peach growth curve is divided into
three different stages, featuring a double sigmoid shape. The first phase is characterized by
the accelerated growth of the seed and the development of the endocarp. Then, the fruit starts
to grow more slowly due to physiological and anatomical changes. Finally, in the third phase
of growth, the cell volume increases along with the maturation process. In order to describe
this behavior, some non-linear models with double sigmoid characteristics were adjusted to the
height and polar diameter data, measured in millimeters (mm) of peach fruits *“ Aurora 1. The
models used were: Brody + Brody, Brody + Gompertz, Brody + Logistics, Gompertz + Brody,
Gompertz + Gompertz, Gompertz + Logistics, Logistics + Logistics, Logistics + Brody, Lo-
gistics + Gompertz, Generalized Brody, Generalized Gompertz and Generalized Logistics. In
addition, models were also adjusted considering the incorporation of the heterogeneity of the
measures, including different weights in the forms of simple power, logarithmic or exponential
power. The estimation was performed using the least squares method with the aid of the Gauss-
Newton algorithm, implemented in software R version 4.0.2. For the analysis of residues the
tests of Shapiro Wilk, Breusch Pagan, Durbin Watson and some graphic analyzes were used.
The quality of the fit of the models was verified based on the analysis of the adjusted determi-
nation coefficient, information criterion if corrected Akaike, residual standard error, asymptote
adjustment index and non-linearity measures. The results found show that the adjusted nonli-
near models make it possible to describe the growth curve for peaches “Aurora 17, contributing
with important information to optimize production.

Keywords: Biometry. Double sigmoidal. Peach “Aurora 1”. Nonlinear regression.
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CAPITULO 1 DESCRICAO DA CURVA DE CRESCIMENTO DO FRUTO DO PESSE-
GUEIRO VIA MODELOS SIGMOIDAIS DIFASICOS.

RESUMO

Frutos de péssego apresentam grande importancia nacional. O pais produz uma quan-
tidade significativa mas ainda ndo € o suficiente para atender a demanda local, por isso sdao
necessarios estudos para que possamos aumentar a produgdo e também diminuir perdas apds a
colheita. Modelos de regressdo ndo linear sao excelentes ferramentas para estimar parametros
com interpretacdo bioldgica, permitindo realizar inferéncias e tomadas de decisdes importantes.
Para estimar os parametros desses modelos foi utilizado o método de minimos quadrados e o
algoritmo de Gauss-Newton implementados no software R versdo 4.0.2. Os pressupostos de
normalidade, homogeneidade e independéncia dos residuos foram analisados segundo os tes-
tes de Shapiro Wilk, Breusch Pagan e Durbin Watson, respectivamente. A qualidade do ajuste
dos modelos foi verificada com base no valor do coeficiente de determinacio ajustado (R2), no
critério de informacgdo de Akaike corrigido (AICc), no desvio padrao residual (DPR), indice de
ajuste da assintota (IA) e medidas de ndo linearidade. O modelo duplo Gompertz (GG) foi o que
melhor se ajustou aos dados de altura do fruto e o modelo Logistico + Gompertz (LG) foi o que
melhor se ajustou aos dados de diametro. Concluiu-se que, as medidas de altura e didmetro do
fruto na primeira etapa do processo de crescimento foram de 35,03 mm e 26,22 mm, enquanto
que na maturidade chegou a 62,43 mm e 48,12 mm respectivamente. Observou-se também que
as idades de 22 e 82 dias e 29 e 81 apds o florescimento corresponderam aos tempos em que o
fruto atingiu a taxa méxima de crescimento na primeira e na segunda etapa do processo, respec-
tivamente. Além disso, o desenvolvimento da primeira etapa de crescimento foi mais acelerado,
correspondendo a 0,14 mm ao dia para altura e 0,19 mm ao dia para didmetro, ao passo que o
indice associado ao desenvolvimento da segunda etapa foi de 0,05 mm ao dia para altura e 0,14
mm para o didmetro.

Palavras-chave: Crescimento de péssego. Duplo Gompertz. Logistico + Gompertz. Sigmoidal
duplo.

ABSTRACT

Peach fruits are of great national importance. The country produces a significant amount
but it is still not enough to meet local demand, so studies are needed so that we can increase
production and also reduce losses after harvest. Nonlinear regression models are excellent tools
for estimating parameters with biological interpretation, allowing for inferences and important
decision making. To estimate the parameters of these models, the least squares method and the
Gauss-Newton algorithm implemented in software R version 4.0.2 were used. The assumptions
of normality, homogeneity and independence of the residues were analyzed according to the
tests by Shapiro Wilk, Breusch Pagan and Durbin Watson, respectively. The quality of the ad-
justment of the models was verified based on the value of the adjusted determination coefficient
(R2), in the corrected Akaike information criterion (AICc), in the residual standard deviation
(DPR), asymptote adjustment index (IA) and non-linearity measures. The double Gompertz
(GG) model was the one that best fit the fruit height data and the Logistic + Gompertz (LG)
model was the one that best fitted the diameter data. It was concluded that the height and di-
ameter measurements of the fruit in the first stage of the growth process were 35.03 mm and
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26.22 mm, while at maturity it reached 62.43 mm and 48.12 mm respectively. It was also
observed that the ages of 22 and 82 days and 29 and 81 after flowering corresponded to the
times when the fruit reached the maximum growth rate in the first and second stages of the pro-
cess, respectively. In addition, the development of the first growth stage was more accelerated,
corresponding to 0.14 mm a day for height and 0.19 mm a day for diameter, while the index
associated with the development of the second stage was 0.05 mm per day for height and 0.14
mm for diameter.

Keywords: Peach growth. Double Gompertz. Logistics + Gompertz. Double sigmoidal.
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1 INTRODUCAO

O péssego € uma fruta apreciada em vdrios paises do mundo. Atualmente, a China
¢ o maior produtor, seguido pela Itdlia e Grécia. O Brasil ocupa a décima segunda posi¢do no
ranking mundial de produtores e a maior concentracao de sua producao fica na regido sul, sendo
o estado do Rio Grande do Sul o responséavel por cerca de 65% do total (FAOSTAT, 2020).

Uma das etapas mais importantes do processo de producdo do fruto € a colheita. Em
geral, quando € feita para o consumo imediato € desejdvel que o fruto esteja em estddio de
maturacdo, devendo estar resistente a0 manuseio e transporte, além de apresentar caracteristi-
cas que atendam aos desejos do consumidor final, como a cor, a textura e o sabor. Ja para a
producgdo destinada a industria, é necessario conhecer o tempo de armazenamento do mesmo
para entdo definir a melhor época de colheita, cujo fruto deve ser firme e ter iniciado o processo
de amadurecimento, evitando assim distdrbios fisiolégicos, ou seja, aparéncia ou sabores anor-
mais. A forma de manusear o péssego pds-colheita também € muito importante para manter
a qualidade do fruto, que é perecivel. Mesmo depois de colhidos, eles continuam vivos, man-
tendo as fungdes fisioldgicas funcionando normalmente (RASEIRA; PEREIRA; CARVALHO,
2014).

Sendo assim, € entdo necessdrio conhecer o desenvolvimento e a maturacdo do fruto do
pessegueiro para ajudar produtores a tomarem decisdes quanto ao manejo no campo e colheita.
Segundo Cavalini et al. (2006), um dos principais fatores de perda pds-colheita é exatamente
a escolha da época de colheita, no entanto, tal época € normalmente determinada de forma
subjetiva, avaliando a cor externa ou o tamanho do fruto, um procedimento pouco padronizado
entre os produtores. Uma maneira de descrever todo esse processo € construir modelos com base
no estudo das curvas de crescimento dos frutos, e dessa forma obter estimativas dos pardmetros
desses modelos que indiquem o ponto de colheita adequado dependendo da finalidade para qual
o fruto foi produzido.

De acordo com Medeiros e Raseira (1998), o desenvolvimento do péssego € caracte-
rizado por uma curva de crescimento sigmoidal duplo, passando por trés estadios diferentes:
o crescimento acelerado da semente e do endocarpo; o crescimento lento devido a mudancas
fisioldgicas e anatdmicas e, por fim, o aumento do volume celular juntamente com o processo
de maturacao.

O estddio de desenvolvimento do fruto tem alto impacto no momento da colheita ja que
influencia diretamente em sua qualidade apds a maturagdo. Quando colhidos verdes ou imaturos
eles podem ndo amadurecer, enrugar ou apresentar qualidade inferior com o passar do tempo.
Além disso, quando colhidos muito maduros, o processo de armazenamento e comercializagao
¢ prejudicado e podem acontecer indmeras perdas. Por isso, avaliar o padrdo do seu cresci-
mento a partir do estudo desses estddios pode auxiliar o acompanhamento do desenvolvimento,
possibilitando construir indices de maturidade (COOMBE, 1976).

Diversos autores jd caracterizaram a curva de crescimento do fruto por meio de descri-

cdo grafica, sem ajuste de modelos para descrever tal fendmeno. Outros autores, como Génard,
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Bruchou e Souty (1991), Martinez et al. (2017) obtiveram resultados ao ajustar alguns mode-
los ndo lineares para a curva de crescimento, no entanto, ndo ha informagdes claras sobre a
interpretacdo bioldgica de cada um dos paradmetros.

Para estudar o processo de crescimento animal ou vegetal € possivel utilizar diversos
modelos estatisticos, como os ndo lineares. Uma particularidade muito conveniente de algu-
mas parametrizacdes dos modelos ndo lineares € fornecer estimativas para os parametros com
interpretacdo biolégica (FERNANDES et al., 2015). Em frutos de carogo, como os péssegos,
o crescimento pode ser dividido em duas etapas, o desenvolvimento do mesocarpo e do carogo
(LARUE; JOHNSON, 1989). Nesse caso, o modelo escolhido precisa descrever essas duas
fases para que as estimativas obtidas auxiliem na interpretacdo de todas as etapas do processo.

Os modelos ndo lineares mais utilizados para descrever curvas de crescimento com com-
portamento sigmoidal sdo: Gompertz, Logistico, Richards e o Von Bertanlaffy. Uma das formas
de parametrizacdo dos modelos com carater duplo sigmoidal é somando duas fung¢des sigmdides
simples, denominados modelos difadsicos (ASCHONITIS et al., 2014; HAU; AMORIM; BER-
GAMIN FILHO, 1993). Exemplo de aplicagcdo desse tipo de modelo € encontrada no trabalho
de Fernandes, Pereira e Muniz (2017) que obtiveram bons resultados ao ajustar os modelos du-
plo Gompertz e duplo Logistico para descrever o comportamento do crescimento de frutos do
cafeeiro.

Desta forma, esse trabalho tem como objetivo descrever a curva de crescimento de pés-
segos, a partir da altura e didmetro do fruto ao longo do tempo, ajustando os modelos nao
lineares duplo sigmoidais contruidos a partir da combinac¢ao dos modelos: Brody; Gompertz e

Logistico.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo € apresentada uma revisao de literatura sobre o pessegueiro, modelos nao
lineares e algumas aplicagdes, curvas de crescimento, além de alguns métodos e medidas para

o0 ajuste e selecdo dos modelos.

2.1 Pessegueiro

O pessegueiro (Prunus persica L. Batsch) € nativo da China, pertencente a familia Rosa-
ceae, subfamilia Prunoideae, género Prunus, subgénero Amygdalus e se¢io Euamygdalus com
registros de 20 séculos a.C. Em 1532, Martin Afonso de Sousa trouxe mudas da ITha da Madeira,
em Portugal para Sdo Vicente, Sdo Paulo. A regido paulista, cujas condi¢des naturais eram fa-
vordveis a produgdo, recebeu os primeiros pomares comerciais. Na década de 60, a regiao Sul
comegou a explorar melhor a cultura do pessegueiro e um programa de melhoramento genético
foi implementado (MADAIL; RASEIRA, 2008; MEDEIROS; RASEIRA, 1998; RASEIRA;
PEREIRA; CARVALHO, 2014).

De acordo com Faostat (2020), os paises que mais produziram péssego em 2018 foram
respectivamente: China, Itdlia, Grécia e Espanha. O Brasil ocupa a décima segunda posicao,
totalizando 17.605 hectares de drea plantada com producio de 219.598 toneladas. O Rio Grande
do Sul € o estado responsdvel pela maior producgao, atingindo cerca de 65% de todo o pais e
o maior polo produtivo € o municipio de Pelotas que concentra fruticultores responsdveis por
mais de 90% dos pé€ssegos destinados a industria (PAM, IBGE, 2020).

Segundo Madail e Raseira (2008), até 2008 o Brasil ndo produzia péssego suficiente para
a demanda interna. Em 2009 foi necessério importar cerca de 11 mil toneladas do fruto. Entre
2006 e 2011 esse nimero chegou a 67 mil toneladas, gerando um custo de mais de 64 milhdes
de ddlares. Conforme AGROSTAT (2012), o pais ainda precisa aumentar a cadeia de produgao.
Os principais paises que exportam péssego para o Brasil sdo: Argentina, Chile, Espanha, Grécia
e China (RASEIRA; PEREIRA; CARVALHO, 2014).

O péssego esta entre os principais frutos oriundos do clima temperado cultivados no pais
e pode ser consumido tanto in natura, quanto na forma processada, como compota, pessegada,
geleia, suco ou polpa concentrada (RASEIRA; PEREIRA; CARVALHO, 2014; VIEIRA et al.,
2017). Segundo Fachinello et al. (2011), existe uma tendéncia para que a produgdo destinada
exclusivamente a indudstria diminua, dando lugar a frutos que podem ser apropriados para as
mais diversas finalidades. Algumas cultivares sdo muito exigentes e necessitam de frio hiber-
nal, no entanto ja existem novas espécies, como a BRS Mandinho, que consegue se adaptar a
condicdes subtropicais. Essa cultivar é a primeira da variedade botanica platicarpa lan¢ada no
Brasil e tém alcancado 6timos precos por causa da boa aceitagdo no mercado (RASEIRA et al.,
2016).

O péssego tem grande valor nutritivo, apresentando alto teor de vitamina C, rico em

compostos bioativo que podem atuar como antioxidantes. Além disso, apresenta alto teor de
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fibras (RASEIRA; PEREIRA; CARVALHO, 2014). Estas caracteristicas mostram que o fruto é
um alimento funcional, com aspectos essenciais para manuten¢do do organismo e prevengdo de
doencgas. O mesmo tem grande importancia social, sendo este delicado e por isso sua produ¢do
exige mao de obra bracal, gerando muitos empregos. Durante as operacdes de poda, raleio e
colheita hd alta demanda de operarios. Muitos funciondrios sdo contratados de forma sazonal
pelas industrias e tantos outros de forma indireta (MADAIL; RASEIRA, 2008; RASEIRA;
PEREIRA; CARVALHO, 2014).

Entre as diversas cultivares desenvolvidas pelos programas de melhoramento genético,
a cultivar “Aurora 1” é recomendada para producao de frutos para mesa. Nas condicdes cli-
maticas do Rio Grande do Sul, a planta é de bom vigor, suscetivel a ferrugem-da-folha e a
bacteriose. Tem produtividade média e se adapta facilmente as regides mais quentes, necessi-
tando de menos de 200 horas de frio por ano. A cultivar foi langada pelo Instituto Agrondémico
de Campinas (IAC) e possui polpa firme, doce, aderente ao carogo e praticamente sem acidez,
caracteristicas que a torna preferida entre outras cultivares por alguns mercados (RASEIRA;
PEREIRA; CARVALHO, 2014).

A arvore do pessegueiro € deciduifélia, podendo atingir até 10 m de altura. A planta tem
variabilidade genética para porte, vigor e hdbito de crescimento. As raizes sao pivotantes na fase
inicial do desenvolvimento e com o passar do tempo se tornam numerosas, extensas € pouco
profundas. Os ramos sdo classificados em mistos, brindilais, dardos ou ladrdes. As folhas sdo
oblongas, lanceoladas e distribuidas alternadamente. As flores normalmente possuem apenas
um pistilo, sdo perfeitas e periginas (RASEIRA; PEREIRA; CARVALHO, 2014).

O fruto € do tipo drupa, tem aroma delicado e epiderme aveludada, recoberta ou ndo
por pelos (tricomas) (RASEIRA; QUEZADA, 2003). A polpa pode ter diferentes tonalidades,
variando entre o branco, amarelo verde e vermelho. A coloragdo da casca varia de verde-clara,
creme, amarelo, laranja ou vermelho. Normalmente, a determinacdo do ponto de colheita é
feita a partir de avaliagGes subjetivas, analisando a firmeza da polpa, tamanho ou coloragdo
(MEDEIROS; RASEIRA, 1998).

De acordo com Medeiros e Raseira (1998), o fruto € composto pelo pericarpo (epicarpo,
mesocarpo e endocarpo) e a semente, com diferentes variagdes de cores e sabor da polpa doce-
acidulado Figura 2.1. O carogo, que contém uma ou duas sementes, pode ser encontrado solto

ou preso a polpa.
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Figura 2.1 — Ilustracdo do fruto de pessegueiro composto pelo pericarpo e semente.

Epicarpo
Mesocarpo |Pericarpo
Endocarpo

Semente

Fonte: AdoroBiologia, Angiospermas. Disponivel em:
<http://adorobiologia.blogspot.com/2015/07/>. Acessado em 18 de maio de 2020.

Medeiros e Raseira (1998), Cunha Junior et al. (2007), Silva et al. (2013) definem que o
crescimento apresenta desenvolvimento caracterizado por uma curva duplo sigmoidal, dividido

nos trés estadios descritos na Figura 2.2.

Figura 2.2 — Curva de desenvolvimento do fruto do pessegueiro (Didmetro).

Taxa de crescimento

%
4

TAXA DE CRESCIMENTO RELATIVO

ESTADIO | ESTADIO I ESTADIO W

DIVISAC E EXPANSAD | CRESCIMENTO = EXPANSAO E MATURACAO
CELULAR LENTO CELULAR

Fonte: Adaptado de LaRue e Johnson (1989).

Estadio I - acontece a divisdo e alguma expansdo celular, nesta fase o pericarpo e a
semente do fruto cresce em ritmo acelerado. Ocorre em aproximadamente 50 dias apds o flo-
rescimento e vai até 0 momento em que o endocarpo (caro¢o) comeca a endurecer. Nessa etapa
a semente e o endocarpo praticamente atingem o tamanho final;

Estadio II - o fruto passa por diferentes mudangas fisioldgicas e anatdomicas. A polpa
passa a desenvolver-se de forma mais lenta, o caroco endurece e a semente é formada. O
crescimento do fruto € estabilizado, marcando a unido dos dois sigmdides. Essa fase pode durar

alguns dias em cultivares muito precoces ou até varias semanas nas cultivares tardias.
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Estadio III - periodo de aumento do volume celular e dos espagos intracelulares, ocorre
o inchamento do fruto e o acimulo de agucar. Nesse estddio, € perceptivel as principais mudan-
cas fisicas e bioquimicas do fruto, que fazem parte do processo de maturacgao.

Em geral, as fases I e III tem tempo de duracdo parecidas e a fase II € a responsavel por
determinar o ciclo, diferenciando o tipo de cultivar. Conhecer essas etapas € importante para o
manejo da frutificacio, permitindo definir o melhor momento para realizar intervengdes, como
o raleio (MEDEIROS; RASEIRA, 1998).

O raleio consiste na eliminacdo do excesso de frutos. Seu principal objetivo é aumentar
o tamanho final deles, evitar a quebra de ramos e reduzir custos da colheita. Quando o raleio
¢ realizado ap6s a frutificacdo ha um controle maior para que nao haja remocao excessiva de
frutos. Em regides onde o inverno é mais rigoroso, também ¢é recomendado que o raleio seja
feito depois do nascimento dos frutos para evitar possiveis danos causados pelas geadas (ME-
DEIROS; RASEIRA, 1998).

2.2 Curvas de crescimento

Em muitos casos € desejavel conhecer o tamanho ou peso médio adulto de uma deter-
minada espécie, antes mesmo de que ela chegue nesse etapa do processo de crescimento. Um
exemplo seria tentar prever o didametro ou altura de um fruto na época de colheita utilizando
informacodes obtidas no inicio do ciclo produtivo. Nesse sentido, diferentes métodos podem ser
aplicados, o principal deles € determinar a curva de crescimento do fruto (BEBBINGTON et
al., 2009).

No inicio do século XX, alguns britanicos desenvolveram técnicas para analisar curvas
de crescimento. Eles apresentaram férmulas de andlise e os cdlculos para diferentes pardmetros,
além de discussoes sobre os métodos (BLACKMAN, 1919; BRIGGS; KIDD; WEST, 1920).
Segundo Mazzini et al. (2005), depois de obter as estimativas dos parametros dos modelos de
crescimento € possivel utiliza-los para fazer inferéncias sobre o peso a maturidade, o grau de
amadurecimento e a taxa de crescimento.

Atualmente, € possivel encontrar na literatura diversos trabalhos que utilizaram modelos
ndo lineares para descrever curvas de crescimento. A vantagem de utilizar essa classe de mode-
los € a obtencdo de parametros com interpretacdo bioldgica e assim, € possivel fazer inferéncias
sobre os dados de forma simples e rdpida. A seguir serdo apresentados alguns trabalhos para
melhor exemplificar as diferentes aplicagoes.

Amabile, Guimaraes e Neto (2003) avaliaram o comportamento de cultivares de giras-
sol em latossolo utilizando os modelos Logistico, Weibull e Logistico Generalizado com quatro
parametros. O comprimento e didmetro dos frutos da tamareira-ana foram avaliados ao longo
do tempo por Terra, Muniz e Savian (2010) apds ajustarem os modelos Gompertz e Logistico.
Prado et al. (2013) e Prado, Savian e Muniz (2013) descreveram o crescimento de frutos de co-

queiro ando verde a partir dos dados de didmetro longitudinal e transversal externo em diferentes
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idades, utilizando os modelos Logistico e Gompertz. Os mesmos modelos foram ajustados e
apresentados no trabalho de Fernandes et al. (2014) que descreveram curvas de crescimento do
fruto de cafeeiro. Outro estudo, realizado por Sousa et al. (2014), mostra o ajuste de modelos
ndo lineares para descrever a germinacao de sementes de café (Coffea Ardbica L.).

Além disso, Liicio et al. (2016) ajustaram os modelos Logistico € Von Bertallanfy para
producdo de frutos de tomate tipo cereja cultivados em estufa plastica. E o modelo Logistico foi
considerado o mais adequado para descrever a curva de crescimento do milho (MANGUEIRA
et al., 2016). Muianga et al. (2016) avaliaram o ajuste dos modelos Gompertz e Logistico para
descrever o desenvolvimento de frutos do cajueiro. E Muniz, Nascimento e Fernandes (2017)
compararam os ajustes para descrever o crescimento do fruto de cacau.

Outro exemplo pode ser encontrado no trabalho de Ribeiro et al. (2018a), nesse caso
os modelos ndo lineares foram utilizados para descrever o crescimento de frutos de pequizeiro.
Ribeiro et al. (2018b) comprovaram o cardter sigmoidal do crescimento da pera asidtica apds
ajustar o modelo Logistico. O modelo Logistico também foi o que melhor se ajustou aos dados
de plantas de pimenta (Capsicum sp.), indicado por Jane et al. (2019b), depois de comparar
com modelos polinomiais. Além disso, Jane et al. (2020) ajustaram os modelos ndo linea-
res Logistico e Gompertz para descrever o crescimento da altura de colmos de cana-de-actcar

(Saccharum spp.)

2.3 Curvas de crescimento duplo sigmoidais

Os exemplos citados anteriormente mostram diferentes aplicagdes de modelos ndo line-
ares simples para descrever curvas de crescimento biolégico. Na natureza, também é muito co-
mum o comportamento de crescimento com caracteristica duplo sigmoidal, ou seja, o processo
de desenvolvimento € dividido em duas diferentes etapas. Alguns trabalhos que evidenciam
essa caracteristica sdo apresentados a seguir.

Hurwitz et al. (1991) descreveram o crescimento de perus apds ajustar o modelo duplo
Gompertz, os autores concluiram que o crescimento € bifdsico por causa da diferenca entre
as taxas de crescimento dos 6rgdos desses animais. Santoro et al. (2005) ajustaram modelos
sigmdides simples e o modelo duplo Logistico aos dados de crescimento de bovinos zebu (Gu-
zerd e Nelore), os autores verificaram que o modelo duplo é o mais adequado para descrever o
crescimento desta espécie.

Em um estudo de curvas de crescimento de fémeas Hereford, foram ajustados modelos
duplo Logistico com trés diferentes estruturas de erros, em dados de peso-idade de 55 fémeas
avaliadas desde o nascimento até 675 dias de idade. Os resultados obtidos para o ajuste dos mo-
delos aos dados médios indicaram que o modelo Logistico difdsico AR (2) foi o mais eficiente
para descrever a curva de crescimento do rebanho (MENDES et al., 2008).

Segundo Coombe (1976), no caso de frutos com carogo, o crescimento € caracterizado

por uma curva com dois pontos de inflexdo, isto €, com formato duplo sigmoidal. Isso acontece
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devido ao fato de que inicialmente o crescimento do carogo sobrepde-se ao da polpa. Alvarez
e Boche (1999) ajustaram modelos duplos sigmdides generalizados e concluiram que o cresci-
mento de frutos de nectarina da cultivar Sun Grand pode ser descrito utilizando o modelo duplo
Logistico.

Gomes, Pinheiro e Lima (2008) estudaram frutos de quatro espécies de Sapotaceae na
restinga de Maricd, RJ: Pouteria venosa (Mart.) Baehni, P. psammophila (Mart.) Radlk., Ma-
nilkara subsericea (Mart.) Dubar e Sideroxylon obtusifolium (Roem. & Schult.) T. D. Penn.
subsp. obtusifolium. A familia Sapotaceae tem grande importancia econdmica, algumas es-
pécies sdo destinadas a ornamentagdo, enquanto outras sdo cultivadas para comercializacio de
frutos ou extracdo de madeira. Os autores observaram que trés espécies apresentaram frutos
com padrao de crescimento duplo sigmoidal.

Os autores Serrano et al. (2007) e Nava et al. (2014) analisaram o crescimento de goiaba
a partir do diametro longitudinal e polar do fruto e afirmaram que o comportamento do cresci-
mento apresenta cardter sigmoidal duplo. Inicialmente ocorre um desenvolvimento acelerado,
seguido pela maturacdo da semente (desaceleracdo do crescimento) e finalmente volta a crescer
de forma exponencial ao mesmo tempo que o fruto amadurece.

Fernandes, Pereira e Muniz (2017) verificaram que o padrdo de crescimento do fruto
de cafeeiro € duplo sigmoidal. A conclusdo foi obtida apds estudar o actimulo de massa fresca
ao longo do tempo utilizando modelos ndo lineares. Os autores indicaram que o modelo duplo
Logistico é o mais adequado para descrever tal curva de crescimento.

Com o objetivo de descrever a curva de desenvolvimento de amora-preta verificou-se
que o modelo duplo Logistico foi o que melhor se ajustou para as cultivares Brazos e Guarani,
enquanto que o duplo Gompertz foi o escolhido para as cultivares Tupy e Choctaw (SILVA et
al., 2020).

Alvares et al. (2004) avaliaram o desenvolvimento dos frutos de pessegueiros ‘Rei da
Conserva’ e afirmaram que o comportamento da curva de crescimento apresenta padrao duplo
sigmoidal. Donoso et al. (2006) e Bruna (2007) caracterizaram as curvas do processo de cres-
cimento do fruto de péssego a partir de dados de peso-idade e identificaram os trés estddios de
crescimento descritos na literatura por muitos outros autores.

Cunha Junior et al. (2007) caracterizaram a espécie “Aurora 1 de péssego, a partir de
dados de altura e didmetro do fruto, e confirmaram o padrio de crescimento duplo sigmoidal.
O mesmo comportamento foi descrito por Bruckner et al. (2013), em que caracterizaram o0s
trés estadios, sendo o primeiro exponencial, seguido pelo estdgio com pouco crescimento, € 0
estdgio III, novamente exponencial culminando com a maturag¢do do fruto. No entanto, todos
os autores citados acima ndo ajustaram nenhum modelo para descrever a curva de crescimento
do fruto.

Enquanto que Génard, Bruchou e Souty (1991) ajustaram o modelo duplo sigmoidal
difdsico (Brody + Logistico) aos dados de diametro de pé€ssego e utilizaram o desvio-padrao re-

sidual para avaliar o ajuste. Casierra-Posada, Barreto e Fonseca (2004) ajustaram polindmios de
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terceiro grau para descrever o crescimento de péssegos, contudo as estimativas dos pardmetros
ndo possuem interpretacdo biolégica. E Martinez et al. (2017) escolheram trés modelos ndo li-
neares generalizados com comportamento duplo sigmoidal e estimaram alguns parametros sem

interpretacdo bioldgica direta.
2.4 Modelos de regressao

Ao ajustar modelos de regressao € possivel estudar a relacao entre duas varidveis X e Y
(DRAPER; SMITH, 1998). O objetivo principal € encontrar uma fun¢do de X que explique Y,
no entanto, sabe-se que essa relacdo nao é perfeita, e por isso, também € necessdrio incluir um

erro (€), tornando-se assim o modelo estatistico:

Y = f(X)te .

Para construcao do modelo adequado, deve-se levar em consideracdo diferentes fatores:
natureza das varidveis; pressuposicdes dos erros; o tipo da relagdo; entre outros. Um exemplo
¢ o modelo de regressdo simples que depende de uma dnica varidvel X e de alguns pardmetros,

descrito da forma:

Y =f(X,0)+¢ 2.2)

em que Y € o vetor observado da varidvel resposta ou dependente, 0 é o vetor de pardmetros
do modelo, X é o vetor de observagdes da varidvel explicativa ou independente, f(-) a relagdo
entre as varidveis e € o vetor de erros associado ao modelo. Draper e Smith (1998) classificam
os modelos de regressdao em lineares, linearizaveis ou nao lineares.

O modelos € dito linear quando as derivadas parciais em relacdo aos parametros nao

dependem de nenhum parametro, ou seja, depende apenas de X, podendo ser representado por
af(X;0)

26
Caso alguma dessas derivadas dependa de 6 entdo o modelo é denominado nao linear.

= h(X).

Neste caso, a estimativa dos parametros se torna um pouco mais complexa, ndo sendo pos-
sivel determinar os parametros 6 de forma algébrica. Deve-se recorrer a métodos numéricos
iterativos.

Ja os linearizaveis sao os modelos nao lineares possiveis de serem transformados em

modelos lineares a partir de alguma transformacao.
2.5 Modelos de regressao nao linear

Os processos bioldgicos sdo bem representados por modelos ndo lineares. Uma das van-

tagens desse tipo de modelo é que seus parametros possuem interpretacao bioldgica ja que as
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funcgdes sdo deduzidas a partir de suposi¢des tedricas utilizando equacgdes diferencias (COR-
DEIRO; PRUDENCE; DEMETRIO, 2009).

As curvas de crescimento, por exemplo, apresentam caracteristicas de comportamento
ndo linear. Na maioria dos casos o individuo cresce de forma acelerada na fase inicial, essa ve-
locidade diminui na transi¢ao para a fase adulta e se torna estdvel posteriormente. Na literatura
€ possivel encontrar diferentes trabalhos que utilizaram esses modelos para descrever o compor-
tamento do crescimento, tanto animal quanto vegetal (ROCHA-SILVA et al., 2016; TEIXEIRA
NETO et al., 2016; MUIANGA et al., 2016; LIMA et al., 2017, MUNIZ; NASCIMENTO;
FERNANDES, 2017; FERNANDES et al., 2019).

Os modelos nao lineares mais utilizados para descrever curvas de crescimento sao 0s
da familia Richards: Logistico, Gompertz, Von Bertanlaffy e Brody (monomolecular). Esses
modelos sdo considerados como da mesma familia pois a expressdo matematica do modelo geral
Richards pode ser reescrita na forma de qualquer um desses modelos com apenas a restri¢cao de

um dnico parametro. O modelo Richards pode ser representado por:

Vi=Al+(5—1)e KBt g (i=1,2,...,n) (2.3)

Quando 6 = 0 tem-se o modelo Brody, se 6 = % entdo o modelo € o Von Bertanlanfy,
para & =2 o modelo é o Logistico e se o limg_,; obtém-se o modelo Gompertz.

Uma caracteristica comum a quase todos esses modelos € descrever comportamentos
sigmdides, ou seja, em formato de "S", com exce¢do para o modelo Brody. Segundo Tsoularis
e Wallace (2002), grande parte desses e de outros modelos referem-se a pequenas variacdes de
uma equacao mais geral, denominada Richards.

Para os modelos Gompertz (2.4) e Logistico (2.5), Fernandes et al. (2015) mostraram
que algumas parametrizacdes sdo mais adequadas que outras, pois possuem menores medidas de
ndo linearidade. A seguir é apresentada a parametrizacdo sugerida para cada um dos modelos,

ambos possuem a mesma interpretacdo dos parametros.

vi=Ae N e (i=1,2,....n) (2.4)

yl:m—F& (121,2,,1/1) (25)

em que, y; € a i-ésima observacgdo da varidvel dependente; x; € a i-ésima observacdo da varidvel
independente; A € o valor assintético, correspondente ao valor maximo; k indica o indice de
maturidade ou precocidade, quanto maior esse valor menos tempo € necessdrio para atingir o
valor assintético, B € a abscissa do ponto de inflexdo da curva do modelo e €; € o erro aleatério
associado a i-ésima observacao.

O modelo 2.4 foi proposto por Gompertz em 1825 para estudar a mortalidade humana.

Inicialmente o modelo era interessante somente em ciéncias atuariais € ao longo do tempo
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passou a ser muito utilizado para modelar curvas de crescimento, tanto na economia quanto
para descrever fendmenos bioldgicos (WINSOR, 1932).

Segundo Seber e Wild (1989), o modelo Logistico foi proposto em 1838 por Verlust
para descrever o crescimento populacional de humanos. Atualmente, ¢ uma das fun¢des nao
lineares mais conhecidas e utilizadas para descrever curvas de crescimento. Suas trés caracte-
risticas principais sdo: o parametro A corresponde a assintota superior do modelo; a funcdo é
estritamente crescente € nao possui ponto critico; € simétrica em relacdo ao ponto de inflexao.

De acordo com Winsor (1932), os modelos Gompertz e Logistico apresentam proprie-
dades muito semelhantes que sdo uteis para descrever fendmenos de crescimento. Enquanto a
curva Logistica se ajusta melhor em dados que apresentam ponto de inflexao na metade da dis-
tancia até o ponto maximo de crescimento, 0 modelo Gompertz apresenta melhores resultados
quando essa distancia corresponde a 37% do crescimento total concluido.

No caso do modelo Brody (2.6) (BRODY, 1945), também conhecido como modelo mo-
nomolecular, uma de suas caracteristicas principais € nao possuir ponto de inflexdo. Em virtude
disso, esse modelo também ndo possui formato sigmoidal, mas sim crescente com concavidade
voltada para baixo. Na literatura, encontramos estudos como o de Carneiro et al. (2014), que
utilizaram o modelo Brody para comparar curvas de crescimento de bovinos da raca Tabapua.

O modelo de Brody pode ser representado da seguinte forma:

yi =A(1 — KBy g (i=1,2,...,n) (2.6)

As interpretagdes dos parametros sao as mesmas do modelos Gompertz e Logistico,
com excecao do B que, neste caso, funciona apenas como um parametro de escala e ndo possui
interpretacdo bioldgica.

A seguir é apresentado um gréafico com uma ilustragdo da forma dos trés modelos descri-
tos anteriormente, considerando os parametros fixos: A =1, B=0¢ K = 1 (Tabela 2.1, Figura
2.3).

Tabela 2.1 — Modelos Brody, Gompertz e Logistico para o caso A=1, B=0e K=1. Sendo A o
valor assintético, correspondente ao valor mdximo da varidvel dependente; K o indice de
maturidade ou precocidade e B o ponto de inflexdo da curva do modelo.

Modelos Equacao
Brody yvi=l—e™

—e i

Gompertz y,=e

Logistico  y; = ﬁ

Fonte: Da autora (2020).
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Figura 2.3 — Formato das curvas dos modelos Brody, Gompertz e Logistico paraocaso A=1,B=0e
K =1. Sendo A o valor assintético, correspondente ao valor maximo da varidvel dependente;
K o indice de maturidade ou precocidade e B o ponto de inflexdo da curva do modelo.

— Brody
— Gompertz
— Logistico

-5
I

-10

-15

Fonte: Da autora (2020).

2.6 Modelos duplo sigmoidais

Em alguns casos, ao estudar curvas de crescimento, algumas varidveis podem ser carac-
terizadas em diferentes estddios. Assim, torna-se necessario dividir o processo de crescimento
em mais de uma fase e entdo, construir modelos de crescimento multifdsicos com parametros
restritos para cada fase (MENDES et al., 2008).

Segundo Hau, Amorim e Bergamin Filho (1993), Aschonitis et al. (2014) € possivel
obter modelos duplos sigmoidais a partir da soma de duas fun¢des de modelos simples. Na
literatura encontra-se esse modelos obtidos a partir da soma de outros modelos ndo lineares
simples, como por exemplo, combinagdes de Brody + Logistico (BL) no trabalho de Génard,
Bruchou e Souty (1991) ou de Logistico + Logistico (LL) e Gompertz +Gompertz (GG) na
pesquisa de Fernandes, Pereira e Muniz (2017). Nesses trabalhos, os modelos sdo escritos com
um total de seis pardmetros, sendo trés deles para ajustar a curva da primeira fase de crescimento
e outros trés para a segunda curva. Um resumo com todas as possiveis combinacdes dos trés

modelos Brody, Gompertz e Logistico é apresentado na Tabela 2.2.
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Tabela 2.2 — Equagdes dos modelos ndo lineares sigmoidais difdsicos construidos a partir da soma de
dois modelos sigmdides simples.

Modelos difasicos Equacao
Brody + Brody (BB) yi = Al — K1 B0 4 (A4 — A} [1 — K2B2—%)] g
Brody + Gompertz (BG) vi=A[l —K1IBI=)] 1 (47— Ap)e= 7 L g
Brody + Logistico (BL) yi =Aq[1 €K (Bl_x")] + % + &
Gompertz + Gompertz (GG) yi =Aje—"! B (Ay —Ay)e™ alBa) | o

Gompertz + Brody (GB) yi=A[1 =K1 B3] 1 (A — A )[1 — K2(Bai)] g

Ar—A,

Gompertz + Logistico (GL) yi =Aq[1 - (B1 ’x")] + ot + &
Loefst; Loefstico (LL . Ay Ary—A;
ogistico + Logistico (LL) Vi = Tk B +7 k2B ) &
Logistico + Brody (LB) Vi = W + (A —Ap)[1 —f2Bxi)] g
.- o Ay K (By—x;) )
Logistico + Gompertz (LG) yi = W +(Ay—A))e” + &

Fonte: Da autora (2020).

Sendo: i cada uma das observacdes ao longo do tempo; y; a i-ésima observagdo a ser
estudada; A a resposta maxima esperada na primeira fase do crescimento; A, a resposta ma-
xima esperada na segunda e ultima fase do crescimento; k; € k> os indices de maturidade das
respectivas fases de crescimento, valores mais altos indicam a necessidade de menor tempo para
que a varidavel em estudo chegue ao seu tamanho final; B e B; sdo as abscissas do ponto de
inflexdo das curvas de cada uma das fases (com excecdo do modelo Brody, que nio apresenta
essa caracteristica), ou seja, indica o ponto miximo de crescimento; & o erro aleatdrio associ-
ado ao modelo, o qual pressupde-se que seja independente e identicamente distribuido sob uma
distribui¢io Normal com média zero e varidncia conhecida, & ~ N(0, 6?).

Segundo Sheehy, Mitchell e Ferrer (2004), a escolha de qual modelo deve ser usado em
cada uma das fases depende exclusivamente do padrdo de crescimento correspondente a cada
uma delas. No caso do crescimento em duas fases com simetria em relacdo ao ponto de in-
flexdo, Meyer (1994) prop0s a curva duplo Logistico, esse mesmo modelo também foi o que
apresentou a melhor qualidade de ajuste para descrever caracteres produtivos de crotaldria jun-
cea (Crotalaria juncea L.), de acordo com o trabalho de Bem et al. (2020). Enquanto, o modelo
duplo Gompertz foi utilizado para descrever curvas com caracteristicas assimétricas dentro de
cada fase (HURWITZ et al., 1991). Génard, Bruchou e Souty (1991) escolheram os modelos

Brody e Logistico para representar curvas de crescimento de frutos de péssego devido ao co-
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nhecimento pratico de que o fruto cresce mais rdpido inicialmente e depois o crescimento é

semelhante ao comportamento em forma de S.
2.7 Métodos de estimacao

As estimativas dos parametros podem ser obtidas de diferentes formas, como por exem-
plo, pelo método de minimos quadrados, dos momentos, ou maxima verossimilhanca. O pri-
meiro € um dos mais utilizados e tem como propdsito obter as estimativas dos parametros de
forma que a soma de quadrados dos residuos seja minima (DRAPER; SMITH, 1998).

O método dos minimos quadrados € puramente matemdtico, entretanto para que as in-
feréncias a partir das estimativas do modelo sejam confidveis é necessdrio verificar se o vetor
de erros sdo independentes, identicamente distribuidos e se possuam média zero e variancia
constante seguindo uma distribui¢do Normal. Segundo Draper e Smith (1998), é necessario in-
corporar na matriz de variancias e covariancias constantes para que essas pressuposicoes sejam
atendidas. Assim o método de minimos quadrados pode ser classificado de trés formas: ordina-

rio, ponderado ou generalizado.
2.8 Método dos minimos quadrados ordinarios

Quando se trata de um modelo que atende todas pressuposi¢cdes descritas anteriormente,
isto é, £ ~ N(0,16?), utiliza-se o método dos minimos quadrados ordinarios. A partir do modelo
ndo linear Y = f(X, 0) + €, é possivel escrever os residuos como € =Y — f(X, 6). Entdo, a soma

de quadrados dos erros sera:
S(8) =¢e'e=[Y"—(f(X,0))][Y — f(X,0)]
ao desenvolver esse produto, ele poderd ser representado por
S(6) =YY —Y'f(X.0) - [f(X,0)]'Y +[f(X,0)]'f(X,6)

S(0) =YY —[f(X,0)]'Y — [f(X,0)]'Y +[f(X,0)]'f(X,0)
S(8) =YY —2[f(X,0)]'Y +[f(X,0)]'f(X,0)

Derivando S(0) em relacdo aos seus parimetros e igualando as expressdes a zero €

possivel obter o minimo da soma de quadrados dos residuos:

250 o [HEO 1 [PL950] jix. oy isex. o [0
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Aplicando a propriedade de matriz transposta A'B = B'A, com A = [f(X,0)] e B =

f(X,0)]
[T} , entao
9s(6) _ ,[a/(X,0)]  [9f(X.6)] If(x.6))
TR 2{ 50 } Y+{ 50 :|f(X30)+|: 50 } [f(X,0)]
95(6) fx.0)1,  ,[2/X.0)]
26 "_2{ 26 } Y 2{ 26 } f(X.0)
95(6) 9f(X,6) _
56 = 2| g | ¥ SX.0)]=0
sendo If(X,6) a matriz de derivas parciais (n x k) e para simplificar, denominamos simples-

20
mente por X:

[ af(Xhe) a.f(Xbe) af(Xlae) i

ortee) arlte)  ariie
X2, XZ, X27
3f%¥ﬁz 20, 20, e, _x

If(X,0) Of(Xn0)  f(X.0)
6, 26, o8

Assim, encontra-se o sistema de equacdes normais nao lineares. No entanto, pela pro-
pria defini¢cdo de modelos nao lineares, as derivadas parciais dependem de pelo menos um dos
parametros. Neste caso, € preciso recorrer 2 métodos iterativos para encontrar aproximacoes e
assim estimar o vetor 6 (DRAPER; SMITH, 1998).

Ap6s aplicar os métodos iterativos € possivel obter as estimativas dos parametros a partir
da equacdo:

0=x'X)"'xy

No entanto, o método de minimos quadrados ordinarios nio fornece estimativas minimas
das variancias quando o erro nao satisfaz todas as pressuposi¢des de normalidade, independén-
cia e homoscedasticidades dos erros (RAWLINGS; PANTULA; DICKEY, 2001).

2.9 Método dos minimos quadrados ponderados

Se o modelo ndo satisfaz a pressuposi¢do de homogeneidade de variancias € viavel uti-
lizar o0 método de minimos quadrados ponderados. Assim, € ~ N(0, VGZ), sendo V uma matriz
diagonal positiva definida que contem os pesos correspondentes a ponderacdo para as varian-
cias. Segundo Hoffmann et al. (2016), esse método fornece estimadores ndo tendenciosos e de

variancia minima.
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A matriz diagonal V pode ser representada por:

Vi 0 0
0V i 0

VGZ: . -2 . 62
0 0 Vi

Entdo, observa-se que a pressuposicdo de independéncia dos residuos € vélida devido a
presenca de elementos nulos fora da diagonal principal. Assim, E(e;,e;) = 0 para todo i # j

Com relacdo a matriz diagonal de pesos W, ela pode ser obtida apds calcular o valor de

cada um de seus elementos w; = \/LW
w0 0 |
0 0
W= 2
0 0 ... wy

assim, é possivel escrever duas expressdes que serdo usadas posteriormente: WW = V! e
v=w-lw-L

Voltando na expressdo Y = X0 + € e pré multiplicando os dois lados por W:
WY =WX0+We
se considerarmos WY =Y*, WX = X* e We = €* entdo,
Y*=X"0+¢"

E[e*]=W0=0
Var[e*] = Var[We] = WVar[e]lW' = WVo*W' =WVW'c? = WW'W~'W6? = 1I6? = I6?

E assim, é possivel obter as estimativas de minimos quadrados ponderados a partir do
método de minimos quadrados ordindrios com um pequena diferenca na construcao das matriz
XeY:

éP — (X/*X*)—IX/*Y*

Op = (X'WWX) L (X'WWY)
6p = (xvIx)"(x'v-1y)

2.10 Método dos minimos quadrados generalizados
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No caso de modelos em que os erros violam uma das pressuposi¢des de independéncia
e ou homogeneidade de variancias, € ~ N(0,Go?), utiliza-se o método de minimos quadrados
generalizados. Deste modo, G é uma matriz simétrica positiva definida que representa as varian-
cias e covariancia dos erros, com diagonal principal contendo as ponderagdes para a variancias
e os demais elementos relativos a correlacio dos residuos (HOFFMANN et al., 2016).

De acordo com Rawlings, Pantula e Dickey (2001), uma transformacao linear € feita em
Y para que o modelo transformado satisfaga a condigio Var(¢) = Go?, isto é, T'T = G, sendo
T uma matriz nio singular e que apresenta inversa 7.

Entdo, a partir do modelo Y = X0 + €, é possivel reescrevé-lo apds pré-multiplicar
ambos lados por 7~

Ty =T"'X04+T ¢

considerando o novo modelo como Y* =X*0+¢&*, emque Y* =TV, T ' X =X*e T le =
€*, entdo
Var(e*) =Var(T'e) =T War(e) (T =177 '6(r " VYo? =117 (T 6* = IG6?

Retornando ao conceito de minimos quadrados ordindrios:

0 = (X" X*)"'x"y*
O =x((r Yrx)"'x'(r-Yyr-y
0= (xX(rT)"'x)"'x'(rT)"Y
0 = (XG'X)"'x'G"y

sendo a matriz G:

1 ) o2 ... ¢!
) YR BN TR
G— O; 2 o1 1 n—3
_— 2 1 ... 1
1—¢; . . .
-1 -2 -3
| of n ST

2.11 Métodos iterativos

Normalmente, os métodos iterativos utilizados para estimar os parametros de modelos
ndo lineares t€m o propdsito de encontrar a melhor estimativa baseadas em aproximagdes que
sdo aprimoradas a cada iterag@o, sendo que a primeira aproximacao depende de um valor inicial
informado pelo pesquisador. Os métodos mais frequentes na literatura sdao o Steepest Descent
ou Gradiente, o Marquardt e o de Gauss-Newton (BATES; WATTS, 1980).
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A partir de um valor inicial 6", denominado 6", é possivel determinar o préximo valor

6"*1 acrescentando um vetor A":

9n+1 _ 9n+ln

Supondo que o objetivo é minimizar a soma de quadrado dos erros S(8), entio S(6"*1)
deve ser menor que S(6"). Em seguida, deve-se escolher algum critério de parada e esperar
a convergéncia. O critério pode ser quando a proxima atualizacdo do parametro ndo for sig-
nificativa em relacdo a anterior ou quando a diferenca da soma de quadrados entre elas for
muito pequena. De acordo Draper e Smith (1998) os métodos iterativos usuais se diferenciam
basicamente pela forma como A" é calculada.

Para obter a solucdo da funcao, geralmente é utilizado o gradiente dado por:

25(6)
26

No caso do método de Steepest Descent ou Gradiente, 6"t — 9" = X’e. Uma desvanta-
gem dessa simplicidade € que a convergéncia ocorre de forma muito lenta e por isso sua escolha
ndo € muito recomendada.

Segundo Mischan e Pinho (2014), o método Marquardt € um dos mais utilizados em
programas de regressao nao-linear, sendo uma combinagdo de dois outros métodos, o da descida
linear e o de Gaus Newton. Nesse caso, 8" — 0" = [X'X + K - diag(X'X)~X'€], em que
(X'X)~ corresponde a inversa generalizada da matriz (X'X).

Para o método de Newton, 8"*! — 9" = (H")~'X’e, em que, (H")~' é a inversa da
hessiana. Esse método utiliza a matriz hessiana pois realiza uma aproximagio de S(6"*!) em

0" por expansdo da série de Taylor:
1
S(0"h) ~ 5(6™) + (6" — 6")'S(6") + 5(9"“ —0"YH"(0"! — 9" 2.7)

Como a matriz hessiana H" pode ndo ser positiva definida fora da regidao do minimo,
entdo pode acontecer de ndo haver convergéncia.

O método de Gauss-Newton parte do problema de minimizar a soma de quadrado dos
erros do modelo 2.2. Depois de encontrar a hessiana, parte da equacdo é descartada por con-
tribuir pouco para a estimacio e assim, 8"t! — 8" = (X'X)X’e. Percebe-se que a mudanca em
relacdo ao método anterior € devido apenas a uma alteracdo no tamanho do passo de cada ite-
racdo. Comparando com os demais métodos ja citados, o de Gauss-Newton é o mais utilizado
em artigos recentes na literatura (RIBEIRO et al., 2018b; SILVEIRA et al., 2018; SILVA et al.,
2019a; SILVA et al., 2019b; SOUZA et al., 2019b; FERNANDES et al., 2019; JANE et al.,
2020).

O essencial em todos esses métodos € fazer uma boa escolha dos valores iniciais para os

parametros, dessa forma € possivel obter rapida convergéncia e boas estimativas, independente
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do método escolhido (MAZUCHELI; ACHCAR, 2002).
2.12 Pressuposicoes do modelo

Em muitos trabalhos, a andlise de residuos do modelo é desprezada. No entanto, essa
etapa € muito importante para garantir que as inferéncias a partir dos parametros estimados se-
jam confidveis. Para verificar os pressupostos de normalidade, independéncia e homogeneidade
de variancias dos residuos € possivel utilizar andlise grifica ou diferentes testes estatisticos, al-

guns deles serdo apresentados a seguir.
2.13. Normalidade dos residuos

O teste de Shapiro-Wilk (SHAPIRO; WILK, 1965) € utilizado para verificar o pressu-
posto de normalidade dos residuos. As hipdteses podem ser escritas da seguinte forma:

Hy: os residuos apresentam distribui¢do Normal;

H,: os residuos ndo apresentam distribuicao Normal.

A estatistica utilizada para este teste € dada por:

b2
Y (xi —X)

em que, b € determinado pela equacao a seguir, dependendo do valor de n. Se n € par:

W =

n/2

b= Z Ap—it1 (X(n—i+1) - x(i))
i=1

ou se n é impar:

(n+1)/2

b= Y an—i+1(X(n—i1) = X(i))
i=1

em que a,_;;+1 sdo constantes geradas pelas médias, varincias e covariancias das estatisticas
de ordem de uma amostra de tamanho n de uma distribui¢do Normal. E x; sdo os valores da
amostra ordenados, sendo X(1) © menor valor.

Em geral, quando a pressuposi¢do de normalidade dos residuos ndo é atendida os pes-
quisadores aplicam alguma transformacd@o na varidvel resposta e esta impacta diretamente na
interpretagdo dos parametros obtidos. Andrade, Cirillo e Beijo (2014) propuseram um algo-
ritmo bootstrap que permite incluir medidas de influéncia em modelos de regressdo ndo linear
quando ha violagdo na pressuposi¢do da normalidade devido a presenca de outliers. Os au-
tores concluiram que esse procedimento proporciona uma reducio do viés das estimativas do
parametros. Mangueira et al. (2016) sugeriram ajustar modelos ndo lineares considerando a

distribui¢do assimétrica dos erros e concluiram com base em alguns avaliadores de ajuste que
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essa seria a forma mais adequada de descrever a curva de crescimento de altura de milho.
2.14 Independéncia dos residuos

Ao construir modelos utilizando medidas obtidas ao longo do tempo € comum que os
residuos também apresentem autocorrelacdo (SEBER; WILD, 1989). De acordo com Morettin
e Toloi (2006), os residuos sdo ditos auto-correlacionados quando h4 uma variacdo sistematica
dos valores em observacdes sucessivas. No caso de estudos de modelos ndo lineares para des-
crever curvas de crescimento, tem-se medidas obtidas ao longo do tempo e, segundo Prado,
Savian e Muniz (2013), € razodvel incorporar a autocorrelacao.

Assumindo que os residuos s@o auto-correlacionados na forma de um processo estacio-
ndrio auto-regressivo de ordem p, representado por AR(p), entdo & = @1&_1 + ¢r&_2+ ...+
Op€i_p+uj, em que @1, 2, ..., 9, sdo pardmetros de autocorrelacdo e u; ~ N (0, 62) € um ruido
branco. Quando hd autocorrelacao residual de primeira ordem AR(1), os erros do modelo pode
ser representados como u; = @;&—1 + &;.

A verificacdo se os residuos sdo independentes ou autocorrelacionados pode ser feita a
partir do teste de Durbin-Watson, as hipéteses sdo:

Hy: os residuos sdao independentes;

H,: os residuos ndo sdo independentes.

A estatistica de teste varia de 0 a 4 e para verificar se hd autocorrelacdo de primeira

ordem AR(1), ela pode ser calculada por

em que & e &_1 sao os residuos nos tempo i € i — 1 respectivamente. Caso o valor calculado de
DW seja proximo de 0 ha indicag@o de autocorrelacao positiva, se o valor é préximo de 2 entdo
os residuos sdo considerados independentes e se o valor estd mais perto de 4 a autocorrelagcdo

dos residuos € negativa.

2.15 Homogeneidade dos residuos

Segundo Pereira et al. (2016), a presenca de heterogeneidade de variancias ¢ uma das
caracteristicas inerentes a dados de crescimento medidos ao longo do tempo. Quando a he-
terocedasticidade ndo € considerada na andlise, os resultados obtidos possivelmente ndo serdo
precisos.

Um estudo de caso usando dados de ganho de peso de codornas mostrou que o ajuste
do modelo Gompertz, sob a suposi¢do de homogeneidade de variancias dos erros, superestimou

o verdadeiro peso médio assinttico das aves. O problema foi corrigido apds considerar a
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presenca de heterocedasticidade nos residuos, incorporando-as no modelo (Mazucheli; Souza;
Philippsen, 2011).

Pereira et al. (2016) concluiram, com o auxilio do desvio padrio residual, que o ajuste
do modelo Gompertz pelo método dos minimos quadrados generalizados, incorporando a he-
terogeneidade de variancias e a autocorrelagdo residual, € indicado para modelar curvas de
crescimento da altura de cafeeiro.

Normalmente, a heterogeneidade de variancias € verificada a partir de graficos ou testes
estatisticos. Um gréfico simples, que pode ajudar a identificar essa caracteristica € o de residuos
versus valores ajustados. O padrdo ideal para esse tipo de grafico € uma distribui¢cdo aleatdria
com média 0 e com amplitude constante. Em relagc@o aos testes, o mais comum na literatura é o
teste de Breusch-Pagan (BREUSCH; PAGAN, 1979) que considera as seguintes hipdteses:

Hy: os residuos sdo homocedasticos;

H,: os residuos ndo sdo homocedasticos.

A estatistica de teste segue uma distribuicao de qui-quadrado, ap6s calculada é compa-
rado com o valor tabelado considerando 1 grau de liberdade e pode ser obtida a partir do ajuste

de um modelo linear simples e em seguida, sao calculados os residuos padronizados:

e
u; = 5
=16
n
Posteriormente, deve-se construir a regressao entre u; = (uy,...,u,), como variavel res-

posta, € o vetor y, como varidvel explicativa, para entdo obter a estatistica de teste:

SORe,
2= Q2 & (2.8)

Logo, se ndo houver heteroscedasticidade, espera-se que os residuos ao quadrado nao
aumentem ou diminuam com o aumento do valor predito, y, tornando assim, a estatistica de

teste xl%P nao significativa.
2.16 Critérios para selecao de modelos

A qualidade do ajuste dos modelos pode ser verificada utilizando alguns critérios como:
o coeficiente de determinagio ajustado (R2); o desvio padrio residual (DRP) e o critério de
Akaike corrigido (AICc).
2.17 Coeficiente de determinacao ajustado

O coeficiente de determinacao ajustado € tutil para comparar modelos com diferentes

quantidades de parimetros. A sua equagio depende do coeficiente de determinagio (R?), apre-

sentado a seguir.
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SOR
L (2.9)
SQT

o R? é basicamente a razdo entre a soma de quadrados da regressio (SQR) e a soma de quadrados
total (SQT), ou seja, ele indica quanto o modelo foi capaz de explicar os dados. O R2 pode ser

escrito como:

(1-R*)(n—1)
n—p

sendo n 0 numero de observacoes e p o nimero de parametros do modelo. Quanto maior o valor

RR=1- (2.10)

do R2 melhor o ajuste do modelo.
2.18 Desvio padrao residual

O desvio padrio residual é uma medida proporcional ao quadrado médio do residuo

(QMR) e pode ser escrita como:

DPR = \/OMR (2.11)

Neste caso, quanto menor o valor do DPR, melhor € o ajuste do modelo (PRADO; SA-
VIAN; MUNIZ, 2013).

2.19 Critério de informacao de Akaike

O calculo do critério de informacao de Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), pena-
liza os modelos com relacao ao nimero total de parametros. O AIC é comumente utilizado para
selecionar modelos ndo lineares com melhor qualidade de ajuste, como pode ser observado no
estudo de descricdo da curva de mineralizacdo de carbono feito por Silva et al. (2019a), Paula

et al. (2020). Esse critério pode ser calculado usando a férmula:

AIC = —2In(L(0)) +2p (2.12)

De acordo com Burnham e Anderson (2003), deve-se substituir o AIC pelo AICc quando
o tamanho da amostra € pequena, ou seja, quando 1% < 40. Muitos estudos que envolvem mo-
delos de regressdao nao linear utilizam esse critério para avaliar a qualidade de ajuste e escolher
o melhor modelo (JANE et al., 2019b; FURTADO et al., 2019b). Esse indicador pode ser
calculado a partir da seguinte expressao:

p(p+1)

AICc = —-2In(L(6))+2p+2 (2.13)
n—p—1
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em que, In(L(0)) é o logaritmo natural do maximo da verossimilhanga, p é o nimero de pa-
rametros a ser estimado pelo modelo e n € o tamanho da amostra. Quanto menor o seu valor,

melhor o ajuste do modelo.
2.20 Indice de ajuste da Assintota

Sabe-se que os modelos Brody, Gompertz e Logistico apresentam a caracteristica co-
mum no que diz respeito a interpretacdo do pardmetro A, referindo-se a assintota do modelo.
Neste caso, um modelo bem ajustado indica que a estimativa da assintota nao difere muito do
valor final observado nos dados. Para quantificar essa informagdo, Mischan e Pinho (2014)
propuseram calcular o quociente entre a média dos dltimos 20% valores medidos (20%VM) e o
valor estimado da assintota (A), criando o critério do indice de ajuste da assintota (IA). Quanto

mais préximo de 1 o seu valor, melhor o ajuste do modelo.

 20%VM
A

IA

2.21 Medidas de nao linearidade

Para obter bons resultados assintdticos a partir de modelos nao lineares, principalmente
no caso de pequenas amostras, € preciso verificar se esses modelos apresentam comportamento
nao muito distante do linear. As primeira medidas criadas para quantificar a ndo linearidade de
modelos foram propostas por Beale (1960). No entanto, elas tendem a subestimar a verdadeira
nao linearidade (GUTTMAN; MEETER, 1965). Outros autores também propuseram algumas
medidas e as mais utilizadas sdo o Vicio de Box e a Curvatura de Bates e Wattes (MAZUCHELI;
ACHCAR, 2002; ZEVIANI et al., 2012).

De acordo com Mazucheli e Achcar (2002) é desejavel que os estimadores de mini-
mos quadrados tenham vicio pequeno para exibirem comportamento préximo do linear e assim
permitirem resultados mais confidveis em suas inferéncias.

O vicio de Box (BOX, 1971) foi proposto como uma estatistica para avaliar os estima-
dores de minimos quadrados dos parametros de modelos ndo lineares. Essa medida pode ser

calculada a partir da seguinte equagao:

-1 —1
V(é):—%2 ZF(G) tr (ZF(G)F’(G)) H(6) (2.14)

ine)me)
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sendo F(0) o vetor (p x 1) de primeiras derivadas de f(X;;0), H(0) a matriz (p x p) de segunda
derivadas em relagdo a cada 6 e tr indica a operacdo traco. Em geral, sdo usadas as estimativas
6, e 0 no lugar dos parametros desconhecidos. O vicio também pode ser apresentado na forma
percentual:

100-V(6)

%V (0) = (2.15)

Segundo Box (1971), o modelo apresenta comportamento nao linear se %V(é) > 1%,
em valor absoluto. Assim, é possivel identificar quais parametros do modelo mais contribuem
para caracteriza-lo como ndo linear e entdo tentar uma nova reparametrizacio (MAZUCHELI;
ACHCAR, 2002).

Para a nova reparametrizacao, o vicio pode ser medido da seguinte forma:

V($) =G (0)V(H) +% tr[M(6)Cov(0)] (2.16)

em que ¢ = g(0) é o novo pardmetro, G(6) é o vetor (p x 1) de primeiras derivadas, M(6) é a
matriz (p x p) de segunda derivadas, Cov(é) ¢ a matriz de variancias e covariancias assintética
de 6 dada por 62[F'(6)F(6)]~".

Conhecendo as ideias de Beale (1960), Bates e Watts (1980) usaram conceitos de geo-
metria diferencial para criar outras medidas de ndo linearidade com base na curvatura. Segundo
Seber e Wild (1989), tais medidas podem ser usadas para comparar diferentes parametrizacdes
ou mesmo conjunto de dados distintos visto que elas ndo dependem de mudangas na escala.

Bates e Watts (1980) mostraram que a ndo linearidade de um modelo pode estar associ-
ada a duas componentes distintas: a ndo linearidade intrinseca (IN) e a ndo linearidade devido ao
efeito dos pardmetros (PE). A IN mede a extensdo do espaco de estimagdo do modelo, enquanto
que a PE representa o valor méximo do efeito correspondente a parametrizacdo do modelo. No
caso do modelo linear, essas quantidades s@o iguais a zero. Assim, quanto menor forem essas
medidas mais proximo o modelo estaré do linear.

Para estimar os parametros dos modelos ndo lineares € utilizada uma aproximacao da
série de Taylor, assim os autores defendem que essa aproximacao linear s6 € valida dependendo

da quantidade referente ao segundo termo da série de Taylor (2.7). Entdo, o termo

1
§<9n+l . en)/Hn<9n+1 _ en)

¢ dividido em duas componentes ortogonais que correspondem a projecao sobre o plano tan-

gente e a reta normal ao plano tangente. A partir de uma matriz de projecao

A

P=F(F'F)'F

€ possivel obter essa decomposicao. As componentes sao representadas por

A=AaT+a"
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em que 7" e N representam as componentes tangencial e normal, respectivamente. As medidas

foram definidas comparando o termo quadrético com o linear da seguinte forma:

x7 _ [1(6—0)HT(6-0)]
1F(6—06)[]

o _ [1(0—0)YHY(6-6)]]
1F(6—6)[]

(2.17)

(2.18)

sendo K7 a medida relacionada ao efeito do pardmetro e KV correspondente a medida de cur-

vatura intrinseca do modelo.
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3 MATERIAL E METODOS

Nesta secao € apresentado o material utilizado no presente trabalho, proveniente de um
experimento realizado com frutos de pessegueiro e também, a metodologia que serd aplicada

para modelar as curvas de crescimento.

3.1 Material

Os dados utilizados neste trabalho foram obtidos de Cunha Junior et al. (2007) e cor-
respondem a medidas de altura e diametro de frutos do pessegueiro “Aurora 17 produzidos em
clima tropical. O experimento foi realizado em 2005, no municipio de Vista Alegre do Alto,
proximo a Jaboticabal-SP.

Foram marcados 200 ramos que continham flores no estddio que antecede entre um ou
dois dias a abertura total da flor (antese), em 15 plantas diferentes. Apds 20 dias dessa marcagdo
iniciou-se a coleta dos frutos que foram levados imediatamente para o laboratorio.

A cada sete dias foram colhidos 30 diferentes frutos, escolhidos de forma aleatéria. Em
seguida, foram registradas suas respectivas medidas de altura e didmetro em milimetros (mm),
realizados com auxilio de paquimetro marca Mebo. Todo processo se repetiu até o periodo de
total maturacdo dos frutos, concluindo em 111 dias. A Figura 3.1 mostra claramente a evolu¢ao

do tamanho dos péssegos ao longo do tempo.

Figura 3.1 — Imagens de pé&ssegos “Aurora-1" cultivados na regido de Jaboticabal - SP.

90° Dia 97° Dia 111° Dia 118° Dia
Fonte: Adaptacdo de Cunha Junior (2007).

3.2 Modelos
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Foram ajustados os modelos ndo lineares difasicos Brody + Brody (BB), Brody + Gom-
pertz (BG), Brody + Logistico (BL), Gompertz + Gompertz (GG), Gompertz + Brody (GB),
Gompertz + Logistico (GL), Logistico + Logistico (LL), Logistico + Brody (LB) e Logistico +
Gompertz (LG). As estimativas dos parametros serdo calculadas a partir do método de minimos

quadrados via algoritmo iterativo de Gauss-Newton.
3.3 Analise de residuos

Para verificar as pressuposi¢des de normalidade, independéncia e homoscedasticidade
dos residuos foram utilizados os testes de Shapiro-Wilk (SHAPIRO; WILK, 1965), Durbin-
Watson (MORETTIN; TOLOI, 2006) e Breusch e Pagan (BREUSCH; PAGAN, 1979) respec-

tivamente.
3.4 Selecao do modelo

A selecao do modelo que melhor se ajusta aos dados foi feita com base na andlise dos
maiores valores do coeficiente de determinagio ajustado (R2) e do indice de ajuste da assintota
(IA), menores valores do desvio padrdo residual (DPR) e do critério de informacgdo de Akaike

corrigido (AICc), além dos menores valores das medidas de ndo linearidade.
3.5 Recursos computacionais

Os modelos foram ajustados com base no método de minimos quadrados ordindrios, via
algoritmo iterativo de Gauss-Newton, programado no software R (R Core Team, 2020).

Dentro do software, utilizamos a fun¢do nls presente no pacote stats.

Obtemos o valor do AICc a partir da fun¢do AICc do pacote AICcmodavg.

Os valores das medidas de ndo linearidade foram obtidos via fun¢@o rms.curv do pacote
MASS.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Serdo apresentadas estatisticas descritivas dos dados de altura e didmetro do fruto de
pessegueiro, além dos modelos ajustados com as respectivas andlises de residuos e avaliadores

da qualidade de ajuste.

4.1 Estatisticas descritivas

A Tabela 4.1 mostra algumas informagdes observadas das varidveis que foram utilizadas
para descrever a curva de crescimento de frutos do pessegueiro “Aurora-1"" a partir do ajuste de
modelos nao lineares.

As observacoes foram medidas em 14 tempos diferentes, ou seja, neste estudo foi co-
letado uma amostra pequena para cada uma das varidveis. Assim, de acordo com Burnham e
Anderson (2003), o mais correto € utilizar o AICc no lugar do AIC como critério para selecionar
os melhor modelo.

Além disso também € apresentado os valores minimos e maximos. No caso da altura,
O menor valor encontrado foi igual a 9,53 mm enquanto que para o didmetro o valor minimo
foi igual a 4,83 mm. Os valores maximos para altura e didmetro foram iguais a 57,36 mm e
50,31 mm respectivamente. O valor maximo dessas varidveis € uma informagdo util ao ajustar
modelos ndo lineares, esses valores foram utilizado como valor inicial para estimar a assintota
superior da curva de crescimento do fruto, ja que um dos parametros, A, tem exatamente essa
mesma interpretagdo bioldgica, e que de acordo com Bebbington et al. (2009) € uma informacao
muito importante para os produtores.

Outras medidas, como as de tendéncia central dos dados, que ajudam a descrever as
variaveis em estudo, também foram apresentadas na Tabela 1.3. O valor médio da altura € igual
a 38,57 ao passo que a mediana foi igual ao valor 37,89, uma diferenca de apenas 0,69 mm,
indicando que os dados sdo distribuidos de forma levemente assimétrica a direita. Para a varid-
vel didmetro, a diferencga entre as duas estatisticas também indica uma distribui¢do assimétrica
a direita com uma diferenga um pouco maior entre elas (2,65 mm), com média igual a 29,50 e

mediana igual a 26,85.

Tabela 4.1 — Estatisticas descritivas das varidveis altura e didmetro, em milimetros (mm), de péssegos
“Aurora-1”.

Varidvel Tempos Minimo Méiximo Média Mediana

Altura 14 9,53 57,36 38,57 37,89

Diametro 14 4,83 50,31 29,50 26,85
Fonte: Da autora (2020).

4.2 Ajuste dos modelos
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As estimativas dos pardmetros obtidas para cada um dos modelos sdo apresentadas na
Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Estimativas dos pardmetros dos modelos néo lineares Brody (B), Gompertz (G) e Logistico
(L) difésicos ajustados a dados de altura e diametro de péssegos “Aurora-1”.

Variavel Modelo A; A> B B> K K>

BB - - - - - -
BG 36,32 61,55 16,82 82,73 0,0943 0,0529
BL 34,68 59,26 17,00 86,02 0,1036 0,0819
GG 35,03 62,43 21,81 81,79 0,1444 0,0485
Altura GB 25,24 61,55 82,73 16,82 0,0529 0,0943
GL 33,35 59,76 21,57 85,12 0,1559 0,0754
LL 32,35 60,37 24,09 84,65 0,2170 0,0690
LB 24,58 59,26 86,02 17,00 0,0819 0,1036
LG 34,10 63,79 2443 81,56 0,2041 0,0436

BB - - - - - -
BG 27,78 48,06 17,90 81,69 0,0728 0,1448
BL 27,53 47,55 17,93 84,55 0,0743 0,2217
GG 26,70 48,08 25,07 81,20 0,1263 0,1397
Didmetro GB 20,28 48,06 81,69 17,90 0,1448 0,0728
GL 26,42 47,57 2497 84,12 0,1294 0,2103
LL 2591 47,62 28,17 83,85 0,1923 0,2023
LB 20,02 47,55 84,55 17,93 0,2217 0,0743
LG 26,22 48,12 28,35 80,90 0,1868 0,1367

Fonte: Da autora (2020).

Nao foi possivel obter os parametros do modelo Brody + Brody (BB) para nenhuma das
varidveis em estudo, altura e didmetro. O ajuste nio aconteceu devido a falta de convergéncia do
modelo. Isso pode ter ocorrido devido a propria natureza dos dados, que tem comportamento
de crescimento duplo sigmoidal, como ja foi definido por Medeiros e Raseira (1998), Cunha
Junior et al. (2007), Silva et al. (2013). Neste caso, o modelo BB ndo apresenta nenhum fase
com caracteristica sigmdide e por isso, ndo conseguiu representar o crescimento. Os demais
modelos se ajustaram aos dados de forma satisfatoria.

Para a varidvel altura, todos os modelos ajustados superestimaram a medida do fruto
a maturidade, isto €, todas as estimativas relativas ao parametro A, foram superiores ao valor
maximo observado, igual a 57,36 mm. Os modelo Brody + Logistico (BL) e Logistico + Brody
(LB) foram os que apresentaram estimativas que mais se aproximaram, com o mesmo valor e
igual a 59,26 mm.

Por outro lado, os mesmos modelos ajustados para a varidvel didmetro apresentaram
estimativas do parametro A; inferiores ao valor maximo observado, subestimando o tamanho
final do fruto, assim como apresentado no estudo de crescimento de café de Fernandes, Pereira
e Muniz (2017). Segundo Muianga et al. (2016) essa subestimagdo pode ser explicada devido

a desidratacao do fruto apds a maturagdo, colaborando para perda de dimensao, dessa forma o
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diametro a maturidade (A,) € naturalmente inferior ao valor maximo observado. O modelo Lo-
gistico + Gompertz (LG) foi o que mais aproximou do valor observado, com valor da assintota
superior do crescimento igual a 48,12 mm.

As estimativas dos parametros By e B, indicam as idades em que o fruto atinge a taxa
maxima de crescimento em cada uma das fases. Observa-se que, em geral, a idade em dias apds
o florescimento esta entre 16 e 29 dias para a primeira fase (B1) e 81 e 87 dias para a segunda
fase (B,). No entanto, quando o modelo difdsico € composto pelo modelo Brody na segunda
fase, ndo é possivel identificar uma interpretacdo bioldgica clara das estimativas dos parametros
B e B>. A principal justificativa, nesse caso, € a propria caracteristica do modelo Brody que se
diferencia dos demais por ndo apresentar comportamento sigmoidal.

Os parametros K| e K, também podem ser interpretados de forma bioldgica. Para a
varidvel altura, o indice de crescimento € um pouco maior na primeira fase para a maioria dos
modelos ajustados, assim como acontece com taxa de matéria fresca de cafeeiro estudada por
Fernandes, Pereira e Muniz (2017). Observa-se um comportamento diferente para a maioria
das estimativas desses mesmos parametros para a varidvel diametro, neste caso o indice € maior
na segunda fase do crescimento. Outra curiosidade, é que sempre que os modelos sao formados
pelo modelo Brody na segunda fase, entdo a estimativa dos indices K| e K> sdo os mesmos
valores correspondentes as estimativas K> e K, respectivamente, do seu modelo construido na
forma inversa, ou seja, a estimativa de K; do modelo GB € igual a estimativa de K> do modelo
BG.

A Tabela 4.3 mostra um resumo da anélise de residuos para todos os modelos ajustados.
Muniz, Nascimento e Fernandes (2017) e Ribeiro et al. (2018b) também utilizaram esses mes-
mos testes para verificar pressuposicoes dos residuos obtidos a partir do ajuste de modelos nao

lineares.
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Tabela 4.3 — Valores-p para os testes de normalidade de Shapiro-Wilk; independéncia de Durbin-Watson;
e homogeneidade de variincias de Breusch-Pagan para a andlise de residuos dos modelos
ndo lineares Brody (B), Gompertz (G) e Logistico (L) difdsicos ajustados a dados de altura
e diametro de péssegos “Aurora-1".

Varidvel Modelo Shapiro-Wilk Durbin—Watson Breusch—Pagan

BB - - -
BG 0,26 0,88 0,17
BL 0,45 0,66 0,15
GG 0,14 0,95 0,18
Altura GB 0,26 0,95 0,17
GL 0,25 0,88 0,15
LL 0,38 0,93 0,16
LB 0,45 0,68 0,15
LG 0,33 0,85 0,21
BB - - -
BG 0,17 0,47 0,28
BL 0,20 0,22 0,19
GG 0,45 0,77 0,09
Diametro GB 0,17 0,65 0,21
GL 0,45 0,75 0,16
LL 0,48 0,71 0,12
LB 0,20 0,59 0,36
LG 0,23 0,67 0,08

Fonte: Da autora (2020).

Percebe-se que, tanto para a varidvel altura quanto para o diametro, todos os modelos
ajustados indicam um valor-p maior que 0,05, atendendo as pressuposicdes de normalidade,
independéncia e homocedasticidade dos erros ao nivel de 5% de significancia. Assim, € possivel
continuar comparando os oito modelos e escolher qual deles melhor descreve o crescimento.

As medidas da qualidade do ajuste desses modelos sdao apresentadas na Tabela 4.4, tanto

para os dados de altura como para os dados de diametro.
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Tabela 4.4 — Medidas da qualidade do ajuste dos modelos ndo lineares Brody (B), Gompertz (G) e Lo-
gistico (L) difésicos ajustados a dados de altura e didmetro de pé€ssegos “Aurora-1”.

Varidvel Modelo R2 AICc DPR 1A KT KV
BB - - - - - -
BG 0,99 5639 146 088 4,70 0,61
BL 099 5726 1,50 092 504 045
GG 0,99 5585 143 087 446 0,52
Altura GB 0,99 5639 146 088 504 045
GL 099 5637 145 091 4,77 0,39
LL 099 7513 146 090 505 0,38
LB 099 5726 150 092 504 045
LG 099 5644 1,46 085 503 048
BB - - - - -
BG 098 64,09 192 098 2,13 0,50
BL 098 6504 198 099 223 059
GG 098 6007 1,66 098 131 046
Didmetro GB 098 64,09 1,92 0,98 223 0,59
GL 098 61,09 1,72 099 1,28 047
LL 098 7822 1,63 0,99 1,12 044
LB 098 6504 198 099 223 059
LG 099 5882 1,59 098 1,18 048
Fonte: Da autora (2020).

Verifica-se que os valores do DPR dos modelos ajustados ndo ultrapassaram 1,98 mm,
valor inferior ao DPR encontrado no trabalho de Génard, Bruchou e Souty (1991). Esses autores
defendem o bom ajuste do modelo Brody + Logistico (BL), ajustado a dados de diametro de
péssegos, com DPR aproximadamente igual a 2,5 mm.

Todos os modelos apresentam bom desempenho ao observar o indice de ajuste da assin-
tota (IA), valores muito proximos de 1. Com destaque para a combinacdo dos modelos Brody e
Logistico (BL ou LB), tanto para a varidvel altura quanto para a variavel didmetro.

Em geral, todos os modelos apresentados na Tabela 4.4 manifestaram bom desempenho
e se ajustaram aos dados de forma satisfatéria, assim como observado no trabalho de Fernandes,

Pereira e Muniz (2017) que ajustaram os modelos GG e LL aos dados de crescimento de café e

obtiveram 6timos resultados, com valores de Rg i» DPR e AIC muito proximos.

A representacdo grafica com os dados observados juntamente com a ilustracdo do 6timo
ajuste dos modelos difasico pode ser conferida na Figura 4.1 para a varidvel altura e na Figura
4.2 para a variavel didmetro. Confirmando o comportamento de crescimento com carater duplo
sigmdide ja mencionado por outros autores como Alvares et al. (2004), Donoso et al. (2006),

Bruna (2007), mas que ndo chegaram a ajustar modelos.
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Figura 4.1 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares difdsicos para dados de altura de pé€ssegos
“Aurora-1”. BG = Brody + Gompertz, BL = Brody + Logistico, GB = Gompertz + Brody,
GG = Gompertz + Gompertz, GL = Gompertz + Logistico, LB = Logistico + Brody, LG =
Logistico + Gompertz, LL = Logistico + Logistico.
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 4.2 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares difdsicos para dados de didmetro de péssegos
“Aurora-1”. BG = Brody + Gompertz, BL = Brody + Logistico, GB = Gompertz + Brody,
GG = Gompertz + Gompertz, GL = Gompertz + Logistico, LB = Logistico + Brody, LG =
Logistico + Gompertz, LL = Logistico + Logistico.
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Fonte: Da autora (2020).

Para a varidvel altura, todos os modelos apresentam o mesmo valor para o coeficiente
de determinacdo ajustado, indicando que todos os oito modelos podem ser utilizados para des-
crever o fruto. Ainda assim, o modelo duplo Gompertz (GG) apresentou os menores valores
de AICc, DPR e K7, apenas o valor de K nio estd entre os menores comparando aos demais
modelos. Outros autores que também obtiveram boas estimativas ao ajustar o modelo GG foi
Hurwitz et al. (1991) ao descrever a curva de crescimento de perus.

Ja para a varidvel diametro, o modelo que melhor se ajustou aos dados, de acordo com os

mesmo critérios, foi o modelo Logistico + Gompertz (LG). Neste caso, o modelo LG apresentou

2
aj’

o maior valor de R?, além dos menores valores para AICc, DPR e K7

A partir do ajuste desses modelos € possivel afirmar que as medidas de altura e didmetro
do fruto ao final da primeira etapa do processo de crescimento foram de 35,03 mm e 26,22 mm,
enquanto que no final da segunda etapa chegou a 62,43 mm e 48,12 mm respectivamente. Além
disso, as idades de 22 e 82 dias para a altura e 29 e 81 dias para o didmetro, apds o florescimento,
corresponderam aos tempos em que o fruto atingiu a taxa maxima de crescimento na primeira
e na segunda etapa do processo. O desenvolvimento da primeira etapa de crescimento foi mais
acelerado para as duas varidveis em estudo, correspondendo a 0,14 mm ao dia para altura e 0,19
mm ao dia para didmetro, ao passo que o indice associado ao desenvolvimento da segunda etapa

foi de 0,05 mm ao dia para altura e 0,14 mm para o didmetro.
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5 CONCLUSAO

A maior parte dos modelos difasicos, com carater duplo sigmoidal, construidos a partir
da combinacdo dos modelos Brody, Gompertz e Logistico se ajustaram bem aos dados de altura
e didmetro de péssegos “Aurora-1", a inica excec¢do foi o modelo Brody + Brody que ndo pode
ser ajustado.

A partir da anélise conjunta dos critérios de qualidade de ajuste verifica-se que o modelo
que melhor se ajustou aos dados de altura foi o duplo Gompertz (GG), enquanto que o modelo

Logistico + Gompertz (LG) foi o que melhor se ajustou aos dados de diametro.
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CAPITULO 2 COMPARACAO DE MODELOS COM CARATER DUPLO SIGMOIDAL

APLICADOS NA DESCRICAO DA CURVA DE CRESCIMENTO DO FRUTO DE PES-
SEGUEIRO

RESUMO

O desenvolvimento de frutos de pessegueiro passa por trés estddios. O primeiro deles
esta ligado ao crescimento do carogo, o segundo corresponde basicamente ao periodo de mu-
dancas fisioldgicas do fruto e o terceiro estadio define o periodo em que ele volta a crescer,
aumentando o volume da polpa. Ajustar modelos de regressdo com cardcter duplo sigmoidal
utilizando medidas de altura e didmetro de pé€ssegos permite encontrar parametros que podem
auxiliar diretamente na otimizagdo da producao desses frutos. Nesse capitulo, foram ajustados
os modelos Brody generalizado, Gompertz generalizado e Logistico generalizado e compara-
dos com o ajuste dos modelo Gompertz + Gompertz e Logistico + Gompertz. Ou seja, foram
comparados duas estruturas de modelos de regressdo ndo linear construidas com 5 ou 6 para-
metros, denominados modelos generalizados e difasicos, respectivamente. A estimacdo foi rea-
lizada a partir do método de minimos quadrados com o auxilio do algoritmo de Gauss-Newton,
implementados no software R versdo 4.0.2. As pressuposi¢cdes de normalidade, homogenei-
dade e independéncia dos residuos foram verificadas com o auxilio dos testes de Shapiro Wilk,
Breusch Pagan e Durbin Watson. Coeficiente de determinagao ajustado, critério de informacgao
de Akaike corrigido (AICc), desvio padrao residual, indice de ajuste da assintota e algumas me-
didas de nao linearidade foram as estatisticas utilizadas para determinar a qualidade do ajuste
dos modelos. Verificou-se que as duas formas de parametrizacdo dos modelos apresentaram
resultados satisfatorios para descrever as varidveis em estudo. Houve uma pequena diferenga
positiva na qualidade do ajuste para os modelos generalizados. No entanto, os modelos difasi-
cos se mostraram mais uteis pois a interpretacdo bioldgica de todos os 6 parametros pode ser
feita de forma direta.

Palavras-chave: Desenvolvimento de frutos. Duplo sigméide. Modelos de regressao nao li-
near.

ABSTRACT

The development of peach fruits goes through three stages. The first of these is linked to
the growth of the seed, the second basically corresponds to the period of physiological changes
in the fruit and the third stage defines the period in which it grows again, increasing the volume
of the pulp. Adjusting regression models with a double sigmoidal character using measures of
height and diameter of peaches allows finding parameters that can directly assist in the opti-
mization of the production of these fruits. In this chapter, the generalized Brody, generalized
Gompertz and generalized Logistic models were adjusted and compared with the adjustment of
the Gompertz + Gompertz and Logistic + Gompertz models. That is, two structures of nonlinear
regression models were compared, constructed with 5 or 6 parameters, called generalized and
diphasic models, respectively. The estimation was performed using the least squares method
with the aid of the Gauss-Newton algorithm, implemented in software R version 4.0.2. The
assumptions of normality, homogeneity and independence of the residues were verified with
the aid of the Shapiro Wilk, Breusch Pagan and Durbin Watson tests. Adjusted determination
coefficient, corrected Akaike information criterion (AICc), residual standard deviation, asymp-
tote adjustment index and some non-linearity measures were the statistics used to determine the
quality of the models’ fit. It was found that the two forms of parameterization of the models
showed satisfactory results to describe the variables under study. There was a small positive
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difference in the quality of the fit for the generalized models. However, the diphasic models
proved to be more useful since the biological interpretation of all 6 parameters can be done
directly.

Keywords: Fruit development. Double sigmoid. Nonlinear regression models.
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1 INTRODUCAO

O péssego (Prunus persica L. Batsch) pertencente a familia Rosaceae é um dos frutos
economicamente mais importantes em regides de clima temperado (SHULAEV et al., 2008).
Segundo dados da Faostat (2020), o Brasil é o décimo segundo maior produtor mundial. O
desenvolvimento do fruto ocorre em trés estadios totalmente distintos. O primeiro deles € basi-
camente o crescimento acelerado do carogo, seguido pelo estddio responsdvel pelas mudancgas
fisioldgicas e anatdmicas, com um crescimento um pouco mais lento e, por fim, no terceiro
estddio o fruto volta a crescer rapidamente, aumentando o volume celular da polpa ao mesmo
tempo em que ocorre o processo de maturagcdo (MEDEIROS; RASEIRA, 1998).

Para otimizar a producdo do fruto de pessegueiro € necessdrio ter um conhecimento
mais aprofundado das etapas do seu crescimento. Dessa forma, é possivel obter informacdes
que contribuem para melhores praticas de manejo, evitando perdas do fruto principalmente na
fase da colheita.

Na literatura diversos estudos com relagdo ao comportamento da curva de crescimento
de seres vivos. Esses trabalhos normalmente envolvem medidas como peso, altura, didmetro,
entre outros. As informacdes sdo mensuradas ao longo do tempo e sdo relacionadas utilizando
modelos estatisticos. Alguns desses modelos, como € o caso dos modelos de regressdao nao
linear, possuem vantagens na qualidade do ajuste além de serem compostos por parametros que
possuem interpretacio bioldgica. Exemplos de aplica¢des desses modelos podem ser encontra-
dos nos trabalhos de Ribeiro et al. (2018a), Souza et al. (2019a).

Os modelos ndo lineares mais utilizados e indicados para descrever o crescimento bio-
16gico s@o os modelos da familia Richards: Brody; Gomperts; Logistico e von Bertalanffy. Eles
sdo classificados como da mesma familia pois a partir de uma tnica funcdo é possivel obter
qualquer um dos quatro modelos mencionados. Ou seja, dependendo do valor de um unico
parametro do Richards, o modelo é transformado em outro com denominagao e comportamento
diferente.

Normalmente, as curvas de crescimento apresentam comportamento sigmoidal, com a
presenca de um Unico ponto de inflexdo seguido por uma assintota. No caso dos frutos de
pessegueiro hd uma diferenca nesse formato devido a presenca do caroco. Frutos com essa
caracteristica possuem curva de crescimento com carater duplo sigmoidal, isto €, o desenvolvi-
mento € melhor representado por modelos que descrevem curvas com aspecto de dois "S", um
para cada uma das etapas de crescimento. Um dos exemplos, além do pé€ssego, € o fruto do
café, descrito por Fernandes, Pereira e Muniz (2017) ou blackberry, aprsentado no trabalho de
Silva et al. (2020).

Entre os diversos modelos com carater duplo sigmoidal € possivel separa-los em dois
tipos: bifésicos e generalizados. O primeiro é formado pela unido de dois modelos simples,
enquanto o segundo pode ser descrito como uma generalizagdo do modelo simples. A principal
caracteristica do tipo generalizado € ser composto por um expoente polinomial. Inicialmente,

ele apresenta uma vantagem em relacdo aos modelos difdsicos, tendo em vista que € composto
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por cinco parametros, enquanto o difdsico sdo seis. No entanto, ainda n3o hd na literatura
comparacdes entre os modelos difasicos e os generalizados. No trabalho de Martinez et al.
(2017) encontra-se trés variagdes de modelos generalizados ajustados para varaveis de diametro
do fruto de pé€ssego: brody, gompertz e logistico.

O objetivo desse trabalho € descrever a curva de crescimento do péssego Prunus persica
L. Batsch, a partir de dados de altura e didmetro do fruto, utilizando os modelos ndo lineares
generalizados Brody, Gompertz e Logistico, além de comparar o ajuste destes com o ajuste
dos modelos difasicos Gompertz + Gompertz e Logistico + Gompertz, que também possuem

caracteristica duplo sigmoidal.
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2 MATERIAL E METODOS

2.1 Material

Os modelos que serdo apresentados a seguir foram ajustados utilizando dados oriundos
do experimento de Cunha Junior et al. (2007) conduzido em Vista Alegre do Alto - SP, no ano
de 2005.

Os autores marcaram com fita colorida 200 flores (estadio baldo) de pessegueiros da
cultivar “Aurora-1” em 15 plantas distintas. Apds 20 dias corridos a marcagdo, iniciou-se a
coleta dos frutos. A cada sete dias, novos 30 péssegos eram coletados e o processo foi repetido
até chegar ao periodo de maturagcdo completa do fruto.

Depois de coletados, todos os frutos foram levados para o Laboratério de Tecnologia
dos Produtos Agricolas da FCAV/UNESP, Jaboticabal-SP e entdo passavam por anélises fisicas
e quimicas. Entre as vérias informacdes obtidas, foram mensuradas a altura e o didmetro, em
milimetros, de cada um dos fruto com a ajuda de um paquimetro.

O presente trabalho utilizou um total de 14 medidas, tanto da varidvel altura quanto da

varidvel diametro, obtidas a partir da média das informag¢des dos 30 frutos ao longo do tempo.
2.2 Modelos

Foram ajustados os modelos duplos sigmoidais: Brody Generalizado (2.1); Gompertz
Generalizado (2.2) e Logistico Generalizado (2.3). Eles foram obtidos a partir da generalizagcdo
dos sigmdéides simples, em que o expoente corresponde a um polindmio do terceiro grau em
relacdo ao tempo. Os mesmos modelos foram utilizados no trabalho de Martinez et al. (2017),
que descreveram o crescimento de frutos de péssego a partir de medidas do diametro ao longo

do tempo. As parametrizacdes desses modelos sdo apresentadas a seguir:
yi = A(l _ e—(B—O—ng-i—Dx?—b—Ex?)) g (21)

_ (BHCxi DI +Ex})

3i = Ae e 2.2)

A
1 4 e (BHCxitDx+EX])

Vi + & (2.3)

em que y; representa a medida do fruto, ou seja, os valores, em mm, de altura ou didmetro do
fruto; x; o tempo; A a medida final da varidvel em estudo, B, C, D e E estdo associadas com
a taxa de crescimento ao longo do tempo e & € o erro aleatério associado ao modelo, o qual
pressupde-se que seja independente e identicamente distribuido sob uma distribui¢do Normal

com média zero e variancia conhecida, & ~ N(0,07).
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Além disso, também serd discutido e analisado os resultados obtidos a partir do ajuste
dos modelos difasicos Gompertz + Gompertz (2.4) e Logistico + Gompertz (2.5). Modelos
semelhantes também foram ajustados por Fernandes, Pereira € Muniz (2017) para descrever
curvas de crescimento de frutos do cafeeiro, por Bem et al. (2020) ao estudar caracteres pro-
dutivos de crotaléria juncea e por Silva et al. (2020) que analisaram curvas de crescimento de

diferentes cultivares do fruto amora-preta. Tais modelos podem ser escritos da seguinte forma:

(By—x;) K5 (By—x;)

vi=Are T L (Ay—Ap)e e s (2.4)
Al —eKo(By—x;)
V= T RE Ty T A AT e (2.5)

em que i indica cada uma das observagdes ao longo do tempo; y; a a medida do fruto; A; a
resposta maxima esperada na primeira fase do crescimento; A; a resposta maxima esperada na
segunda e ultima fase do crescimento; k| e k> os indices de maturidade das respectivas fases de
crescimento, valores mais altos indicam a necessidade de menor tempo para que a varidvel em
estudo chegue ao seu tamanho final; B e B, sdo as abscissas do ponto de inflexdao das curvas
de cada uma das fases, ou seja, indica o ponto maximo de crescimento; & o erro aleatério as-
sociado ao modelo, o qual pressupde-se que seja independente e identicamente distribuido sob

uma distribuigdo Normal com média zero e variancia conhecida, & ~ N(0, 63).
2.3 Método de estimacao

Para obter as estimativas dos pardmetros dos modelos foi utilizado o método de mini-
mos quadrados ordindrios (DRAPER; SMITH, 1998) e o método iterativo de Gauss-Newton

implementados no software R (R Core Team, 2020).
2.4 Pressuposicoes e testes

Para verificar se as estimativas obtidas sdo confidveis foram testadas as pressuposi¢oes
de normalidade, homocedasticidade e independéncia dos residuos a partir dos testes de Shapiro-
Wilk (SHAPIRO; WILK, 1965), Durbin-Watson (MORETTIN; TOLOI, 2006) e Breusch e Pa-
gan (BREUSCH; PAGAN, 1979) respectivamente. Esses mesmos testes também foram utiliza-
dos nos trabalhos de Silveira et al. (2018) e Furtado et al. (2019a).

2.5 Qualidade do ajuste
A qualidade do ajuste dos modelos ajustados foi feita com base na escolha do maior va-

lor do coeficiente de determinacio ajustado (R2), menor valor do critério de informacio de
Akaike corrigido (AICc) (AKAIKE, 1974), menor valor do desvio padrdo residual (DPR),
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maior valor do indice de ajuste da assintota (IA), além dos menores valores das medidas de
nio linearidade relacionada ao efeito dos parametros (K”) e também relacionada a curvatura
intrinseca do modelo (K") (MAZUCHELI; ACHCAR, 2002).

Na literatura existem diversos trabalhos que também utilizaram esses mesmos indicado-
res como avaliadores da qualidade de ajuste dos modelos ndo lineares ajustados (MARTINEZ
et al., 2017; MUNIZ; NASCIMENTO; FERNANDES, 2017; RIBEIRO et al., 2018b). Dentre
os avaliadores mencionados, o Indice de ajuste da assintota (IA) é um dos menos utilizados e
foi proposto por Mischan e Pinho (2014). O objetivo dessa estatistica € verificar o quanto a
estimativa do parametro que estd relacionado com o tamanho final do fruto estd proximo do

valor observado.
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Foram ajustados os trés modelos generalizados (Brody, Gompertz e Logistico) aos dados
de altura e diametro do fruto do pessegueiro da cultivar “Aurora-1”. Os valores iniciais para
cada um dos parametros foram escolhidos com base nos valores das estimativas dos mesmos
parametros, apresentadas no trabalho de Martinez et al. (2017), e podem ser observadas na
Tabela 4.5.

Tabela 4.5 — Estimativas dos pardmetros de modelos ndo lineares generalizados ajustados a dados de
altura e didmetro de pé€ssegos “Aurora-1”.

Variavel Modelo A B C D E
Brody 57,31 -1,54 0,12 -0,002 0,00001
Altura  Gompertz 56,11 3,58 -0,22 0,004 -0,00002
Logistico 55,54 -591 0,32 -0,005 0,00003
Brody 49,31 -1,70 0,13 -0,003 0,00002
Diametro Gompertz 48,11 5,25 -0,31 0,01 -0,00003
Logistico 47,59 -9,26 0,51 -0,009 0,00005

Fonte: Da autora (2020).

De acordo com os testes (Tabela 4.6), ao nivel de 5% de significancia, os residuos do
modelo Gompertz generalizado, ajustado para a varidvel diametro, ndo satisfez a pressuposi¢ao
de homogeneidade de varidncia, indicando que para continuar trabalhando com este modelo
serd preciso incorporar a variabilidade da variancia das medidas utilizando alguma forma de
ponderacdo (PEREIRA et al., 2016), conforme veremos no capitulo 3. Os demais modelos
apresentaram valor-p maiores que 0,05, indicado que as pressuposi¢des foram atendidas, e por

iss0, prosseguimos com a avaliacdo do ajuste apenas para eles.

Tabela 4.6 — Valores-p para os testes de normalidade de Shapiro-Wilk; independéncia de Durbin-Watson;
e homogeneidade de variancias de Breusch-Pagan para a andlise de residuos de modelos nao
lineares generalizados ajustados a dados de altura e didmetro de péssegos “Aurora-1".

Varidvel = Modelo  Shapiro-Wilk Durbin—Watson Breusch—-Pagan

Brody 0,64 0,90 0,10

Altura  Gompertz 0,91 0,38 0,10
Logistico 0,92 0,12 0,15

Brody 0,10 0,10 0,46

Didmetro Gompertz 1,00 0,43 0,02
Logistico 0,68 0,97 0,06

Fonte: Da autora (2020).

Analisando o coeficiente de determinacdo ajustado (RZ) percebe-se que os modelos
Brody generalizado e Gompertz generalizado apresentaram o maior valor para a varidvel altura
(0,99), enquanto o modelo Logistico generalizado apresentou o maior valor para o didmetro
(0,99). Os menores valores do critério de informagdo de Akaike (AIC) e do Desvio Padrdo

Residual (DPR) sdo encontrados ao ajustar o modelo Brody generalizado para a varidvel altura
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e Logistico generalizado para a varidvel didmetro. O valor mais préximo de 1 da medida do
Indice da Assintota (/A), tanto para a altura dos frutos quanto para o didmetro, foi utilizando o
modelo Logistico generalizado. Considerando a medida de ndo linearidade sobre o efeito dos
parametros (K7, o modelo que melhor se ajustou aos dados de altura e didmetro foi 0 modelo
Logistico generalizado. E em relagio a medida de nio linearidade intrinseca do modelo (K™V),
o melhor modelo para ajustar altura foi o Brody generalizado e para o diametro foi novamente
o modelo Logistico generalizado.

Em resumo, percebe-se que todos os modelos generalizados apresentados na Tabela 4.7,
para descrever a curva de crescimento de péssegos utilizando medidas de altura e diametro,
foram bem ajustados.

Os autores Martinez et al. (2017) ajustaram os modelos sigmoidais generalizados: Brody
(2.1); Gompertz (2.2) e Logistico (2.3), obtidos a partir da generaliza¢do dos sigmoéides simples
e concluiram, de acordo com o maior valor do coeficiente de determinagdo, menor valor da soma
de quadrados dos erros e maior valor do critério de Akaike que, o modelo Brody generalizado
foi o melhor para descrever o crescimento de frutos de péssego.

Alvarez e Boche (1999) também utilizaram modelos sigméides generalizados para des-
crever curvas de crescimento de nectarinas Neuquen (Argentina). Neste trabalho, o modelo
Logistico generalizado foi considerado o mais adequado apds constatar a menor soma de qua-

drado dos erros e a melhor precisio ao estimar o valor da assintota superior.

Tabela 4.7 — Medidas da qualidade do ajuste de modelos nao lineares generalizados ajustados ao dados
de altura e didmetro de péssegos “Aurora-1".

Varidvel Modelo R2 AICc DPR 1A KT KV

Brody 0,99 55,17 141 095 1,35 0,14

Altura  Gompertz 0,99 58,07 1,56 0,97 090 0,18

Logistico 0,98 74,68 1,84 098 0,83 0,24

Brody 0,96 71,28 2,50 0,96 1,38 0,23

Logistico 0,99 69,56 1,54 0,99 041 0,19
Fonte: Da autora (2020).

Diametro

De acordo com as medidas de qualidade de ajuste apresentadas na Tabela 4.7, pode-se
afirmar que, o modelo Brody generalizado foi o que melhor se ajustou a varidvel altura. E o
modelo Logistico generalizado foi o que melhor se ajustou a varidvel diametro, diferente do
modelo escolhido por Martinez et al. (2017) ao estudar a mesma varidvel e mesmo fruto, mas
corroborando com a mesma escolha de Alvarez e Boche (1999) que ajustou o modelo a fim de
descrever a curva de crescimento de nectarinas.

Como mencionado anteriormente, o parametro A, correspondente a assintota superior
do modelo na fase final do crescimento assim, pode-se afirmar que o valor mdximo da altura
chega a 57,31 mm e o valor a maturidade do didmetro chega a 47,59 mm.

Comparando com os modelos difésicos ajustados no capitulo anterior, para 0os mesmos

conjunto de dados, percebe-se que para a varidvel altura, o modelo difdsico selecionado foi o
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Gompertz + Gompertz (GG), enquanto que o modelo selecionado no presente capitulo foi o
Brody generalizado. Da mesma forma, no primeiro capitulo, o modelo Logistico + Gompertz
(LG) foi o escolhido como o modelo mais adequado para descrever o diametro, ao passo que, o
modelo Logistico generalizado foi o que apresentou o melhor desempenho.

Diante dessas duas op¢des de modelos para esses dois conjuntos de dados (altura e
diametro) e conhecendo diferentes medidas da qualidade de ajuste de cada um deles (Tabela 4.8)
¢ possivel compara-los e fazer uma indicagao mais assertiva do modelo que melhor descreve a

curva de crescimento do fruto em estudo.

Tabela 4.8 — Medidas da qualidade do ajuste de modelos néo lineares generalizados e difdsicos ajustados
ao dados de altura e didmetro de péssegos “Aurora-1".

Varidvel Modelo R2 AICc DPR 1A KT KV
Altura Gompertz + Gompertz (GG) 0,99 55,85 143 0,87 4,46 0,52
Brody generalizado 0,99 55,17 1,41 095 1,35 0,14

Logistico + Gompertz (LG) 0,99 58,82 1,59 098 1,18 0,48
Logistico generalizado 0,99 69,56 1,54 099 041 0,19
Fonte: Da autora (2020).

Diametro

Observando os dados da Tabela 4.8, verifica-se que, tomando como base apenas o coefi-
ciente de determinacdo ajustado, todos os modelos apesentam desempenho igualmente satisfa-
torios, assim vamos levar em consideragdo apenas os demais avaliadores e critérios. Comecando
pela varidvel altura, todas as medidas indicam que o modelo mais adequado é o modelo Brody
generalizado. E para a varidvel didmetro, apenas o AICc mostra o modelo difdsico como o
mais adequado, os demais avaliadores e critérios sugerem que o modelo que melhor descreve o
diametro € o Logistico generalizado.

Outra caracteristica favordvel na escolha de um modelo generalizado em detrimento de
um difésico € o fato do primeiro apresentar 5 pardmetros, enquanto o segundo é composto por
6. No entanto, € preciso verificar também uma das caracteristicas mais relevantes ao ajustar
um modelo de regressdo nao linear, ou seja, a facilidade de interpretacdo bioldgica de cada um
dos parametros. Neste caso, os modelos difdsicos superam os generalizados pela riqueza de
informacdes, devido a facilidade de interpretacdo direta de todos os pardmetros.

Estimativas do parametro A, em modelos generalizados, correspondem aos valores do
parametro A, em modelos difdsicos. Porém, o segundo, além de encontrar estimativas para o
tamanho do fruto na fase final do crescimento (segunda fase), também gera estimativas para o
tamanho final do fruto em sua primeira etapa do crescimento (parametro A;). Nesse estudo,
pode-se afirmar que a altura final do fruto chega a 57,31 mm considerando os resultados ob-
tidos via modelo Brody generalizado ou 62,43 mm se considerarmos os resultados obtidos a
partir do ajuste do modelo Gompertz + Gompertz. Para a varidvel didmetro, os valores seriam
47,59 mm ou 48,12 ao considerar os modelos Logistico + Gompertz e Logistico generalizado,

respectivamente. As estimativas obtidas para o tamanho final do didmetro sdo semelhantes as
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estimativas encontradas no trabalho de Martinez et al. (2017), que apresentaram valores entre
41,72 a 55,30 mm, dependendo do tratamento e modelo ajustado.

E interessante observar que os resultados obtidos como estimativas para o valor assin-
tético sdo maiores quando utilizamos modelos difdsicos e, ao comparar esses resultados com
as medidas observadas, hé indicios de que esses valores sdo superestimados. Para a altura, o
valor maximo foi igual a 57,36, levemente diferente da estimativa obtida via modelo brody ge-
neralizado (57,31). E para a varidvel didmetro, o valor maximo chegou a 50,31, um pouco mais
proximo de 48,12 (estimativa do modelo logistico generalizado), do que 47,59 (estimativa do
modelo Logistico + Gompertz).

A interpretacdo dos demais parametros € mais clara e direta em modelos difdsicos. En-
quanto nos generalizados, os parametros B, C, D e E estdo todos relacionados com a taxa de
crescimento (MARTINEZ et al., 2017), no modelo difdsico existe uma interpretacdo clara e
individual de todos eles.

As estimativas dos parametros K| e K, em modelos difdsicos, indicam o quanto a va-
ridvel de interesse aumentou em relagdo ao tempo na primeira e segunda fase de crescimento,
respectivamente. E os parametros B e B, desses mesmos modelos sdo responsaveis por identi-
ficarem os tempos (primeira e segunda fase) em que a varidvel em estudo atingiu a taxa méxima
de crescimento. No caso de modelos generalizados, para obter valores com a mesma interpre-
tacdo de B e/ou B; € necessdrio conhecer as raizes da segunda derivada da respectiva fungdo,
ou seja, os pontos de inflexao.

A fim de entender um pouco mais sobre o comportamento de crescimento do frutos, em
cada uma das etapas sigmoides, foram construidos diferentes grificos. As ilustracdes foram
obtidas a partir das derivadas, em relagdo ao tempo, das funcdes de cada um dos modelos
apresentados anteriormente.

Assim, serd possivel observar que os graficos referentes a primeira derivada indicam a
taxa de crescimento do fruto a partir das varidveis altura e diametro, enquanto que a segunda
derivada corresponde a aceleracdao do crescimento do fruto a partir do estudo dessas mesmas
variaveis. O desenvolvimento dos célculos estd detalhado no apéndice A e o script (em R) para

obtencdo dos ponto de inflexdo, a partir dessas derivadas, estd disponivel no apéndice B.

Para o modelo Gompertz + Gompertz ajustado a varidvel altura:

7€K1 <Bl —x) eKz(Bz—x)

y=Aje —|—(A2—A1)ei

Bi()’) = 141[(16*61(1 (172 1Ky (B —x) + (A2 —Al)Kzefekz(Bz_x)Jsz(Bz*X)
X
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82

ox2 (v) =A1K, =1 E1T K1 (B1—x) (Kieki (B1—x) _ K, )+
X

(As _Al)Kze—eKZ(BTx)-FKz(Bz—X) (KzeKz(Bz—x) —K>)

Figura 4.3 — Grafico da taxa de crescimento (altura) obtida a partir do ajuste do modelo Gompertz +
Gompertz.
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 4.4 — Gréfico da aceleragdo de crescimento (altura) obtida a partir do ajuste do modelo Gompertz
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Fonte: Da autora (2020).

Observando o comportamento das fun¢des obtidas a partir das derivadas do modelo
Gompertz + Gompertz (Figuras 4.3 e 4.4), verifica-se que o ponto de maximo da segunda fase
de crescimento é menor que o ponto de maximo da primeira fase. A mesma conclusido pode
ser obtida quando comparamos os valores dos indices de crescimento, ou seja, K; = 0,1444 e
K> =0,0485, com K| > K;. Esse comportamento de crescimento mais acelerado na primeira
fase também foi encontrado por Fernandes, Pereira e Muniz (2017), ao ajustar modelos duplo
sigmoides para descrever frutos de café. Essa caracteristica € comum nesses casos pois € na
primeira fase que acontece o desenvolvimento do carogo.

Ja para o modelo Brody generalizado ajustado a varidvel altura, ndo € possivel verificar
essa mesma ocorréncia ao analisar as Figuras 4.5 e 4.6, também obtidas a partir das deriva-
das de sua funcdo. Isso acontece pois esse modelo ndo apresenta ponto de inflexdo, principal

caracteristica do modelo Brody:

y :A(l _e—(B+Cx+Dx2+Ex3)>

;(y) _ _Ae—(B+Cx+Dx2+Ex3)(_C_ 2Dx — 3Ex2)
X

2
%(y> — _A (e—(B+Cx+Dx2+Ex3) (_C . 2Dx . 3Ex2)2 + e—(B+Cx+Dx2+Ex3)(_2D B 6Ex)>
X
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Figura 4.5 — Gréfico da taxa de crescimento (altura) obtida a partir do ajuste do modelo Brody generali-
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Fonte: Da autora (2020).

Figura 4.6 — Gréfico da aceleracdo de crescimento (altura) obtida a partir do ajuste do modelo Brody
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No caso da varidvel didametro, hd uma semelhanca do comportamento de crescimento
nas duas fases, com estimativas dos indices iguais a K1 = 0, 1868 e K, =0, 1367 obtidas a partir
do modelo difésico. Indicando assim, que o crescimento da primeira etapa tende a ser um pouco
maior que o crescimento da segunda, as Figuras 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10 ilustram perfeitamente esse

comportamento.

Para o modelo Logistico + Gompertz ajustado a dados de didmetro:

_ A _ Ko (By—x)
Y kB T (A2 —Ap)e
d AKeK1(Bi—x) R B Ky (By )
50 = (1 1 FiBi)2 + (A — A)Kze 2(B2
82 AleeKl (BI—X) eK] (Bl—x) _ 1 Ky (By—)
W(y) = ! (]_|_eK1((Bl—x))3 )+(A2—A1)K2€76 252 +K2(32*X)(K26K2(Bzfx)—Kz)

Figura 4.7 — Gréfico da taxa de crescimento (didmetro) obtida a partir do ajuste do modelo Logistico +
Gompertz.
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Figura 4.8 — Gréfico da aceleragdo de crescimento (didmetro) obtida a partir do ajuste do modelo Logis-
tico + Gompertz.
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Fonte: Da autora (2020).

E para o modelo Logistico generalizado ajustado a dados de diametro:

A
y= 1+ ¢— (B+Cx+Dx>+-Ex3)
p) B Ae— (B+Cx+Dx*+Ex?) (—C —2Dx —3Ex?)
a(y) - (1 +e—(B+Cx+Dx2+Ex3))2 )
ok )= — af + a(—2D —6Ex)(1+ o) — 20> B2
o2 = (1+a)?
sendo:
o = e—(B+Cx+Dx2+Ex3)

B = —C—2Dx—3Ex*
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Figura 4.9 — Gréfico da taxa de crescimento (didmetro) obtida a partir do ajuste do modelo Logistico

generalizado.
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Fonte: Da autora (2020).

Figura 4.10 — Gréfico da aceleracio de crescimento (didmetro) obtida a partir do ajuste do modelo Lo-
gistico generalizado.
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Fonte: Da autora (2020).
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As Figuras 4.11 e 4.12, apresentadas a seguir, foram construidas utilizando as medidas
observadas de altura e diametro do fruto de pessegueiro, juntamente com a ilustracio da curva
dos dois modelos selecionados para cada uma das varidveis. Visivelmente, percebe-se que os
ajustes estdo praticamente sobrepostos, ilustrando o que ja foi indicado ao analisar os avaliado-
res e critérios de qualidade de ajuste, com valores semelhantes para os modelos comparados.

Assim, como a qualidade do ajuste das medidas indica que todos os modelos ajustados
s@o bons para descrever as curvas de crescimento do fruto de péssego, fazer a escolha do melhor
modelo com base na praticidade da interpretacdo de seus parametros. Nesse caso, os modelos
difdsicos se mostram superiores e devem ser escolhidos em detrimento dos generalizados, prin-
cipalmente pela facilidade para tomar decisodes e fazer inferéncias com base nas estimativas dos

seus 6 parametros.

Figura 4.11 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares generalizados e difdsicos ajustados a dados de
altura de pé€ssegos “Aurora-1”.

— Gomperiz + Gompertz
— Brody generalizado
I I I | I

20 40 60 80 100

altura (mm)
10 20 30 40 50

idade (dias)

Fonte: Da autora (2020).
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Figura 4.12 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares generalizados e difdsicos ajustados a dados de
diametro de péssegos “Aurora-1”.
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4 CONCLUSAO

Foi possivel descrever a curva de crescimento do péssego Prunus persica L. Batsch,
utilizando medidas de altura e didmetro desses frutos, ajustadas a partir de modelos de regressao
nao linear generalizados.

Para altura, o modelo que melhor se ajustou foi o Brody generalizado, enquanto que para
a varidvel diametro, o melhor ajuste aconteceu ao utilizar o modelo Logistico generalizado.

Ao comparar os resultados do ajuste entre modelos ndo lineares generalizados com os
difésicos, verificou-se que ambos podem ser utilizados para o ajuste, no entanto, os modelos
difasicos sdo mais indicados devido a facilidade de interpretacdo bioldgica das estimativas de
todos os parametros.
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CAPITULO 3 MODELOS NAO LINEARES DUPLO SIGMOIDAIS APLICADOS A
MEDIDAS COM COMPORTAMENTO HETEROCEDASTICO AO LONGO DO TEMPO

RESUMO

Modelos ndo lineares sdo muito bem empregados para descrever curvas de crescimento
de diversos seres vivos. No entanto, nem sempre € analisado com todo o cuidado necessario
a etapa de andlise dos residuos e verificacdo de todas as pressuposicdes. Neste trabalho, fo-
ram utilizadas medidas de altura e diametro do fruto de pessegueiro para descrever sua curva
de crescimento utilizando modelos de regressdo nao linear. Foram ajustados modelos difési-
cos construidos a partir da soma dos modelos Gompertz + Gompertz e Logistico + Gompertz.
Além disso, foram incorporados os pesos do tipo poténcia, poténcia do logaritmo e exponencial
para melhor descrever a variabilidade das medidas ao longo do tempo. As andlises dos residuos
foram detalhadas a partir de graficos. Para verificar a normalidade, gréfico de residuos versus
quantis tedricos. Para homoscedasticidade, residuos versus valores ajustados e finalmente para
independéncia, residuos versus a ordem de coleta dos dados. Em resposta a estas andlises foi
confirmado a presenga de heterogeneidade dos residuos, uma consequéncia da variabilidade dos
dados ao longo do tempo. Com o auxilio das medidas de qualidade de ajuste: Coeficiente de
Determinacio ajustado; Critério de Informacao de Akaike corrigido; Desvio Padrdao Residual
e Indice de ajuste da Assintota foi possivel concluir que, para descrever curvas de crescimento
de péssegos, a partir de medidas da altura ou didmetro do fruto, € aconselhével utilizar modelos
que consideram a variancia das medidas com comportamento exponencial.

Palavras-chave: Heterogeneidade de variancias. Modelos difasicos. Modelo ndo linear pon-
derado.

ABSTRACT

Nonlinear models are very well used to describe growth curves of different living beings.
However, the step of analyzing residues and verifying all assumptions is not always analyzed
with all the necessary care. In this work, measures of height and diameter of the peach fruit
were used to describe its growth curve using non-linear regression models. Diphasic models
built from the sum of the Gompertz + Gompertz and Logistic + Gompertz models were ad-
justed. In addition, power, logarithmic and exponential weights were incorporated to better
describe the variability of the measures over time. The analyzes of the residues were detailed
from graphs. To verify normality, graph of residuals versus theoretical quantiles. For homos-
cedasticity, residuals versus adjusted values and finally for independence, residuals versus the
order of data collection. In response to these analyzes, the presence of residue heterogeneity
was confirmed, a consequence of the variability of the data over time. With the aid of fit quality
measures: Adjusted Coefficient of Determination; Corrected Akaike Information Criterion; Re-
sidual Standard Deviation and Adjustment Index of Asymptote it was possible to conclude that,
in order to describe peach growth curves, from measures of height or diameter of the fruit, it is
advisable to use models that consider the variance of the measures with exponential behavior.

Keywords: Heterogeneity of variances. Diphasic models. Weighted nonlinear model.
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1 INTRODUCAO

Curvas de crescimento de seres vivos podem ser facilmente descritas com a ajuda de
modelos de regressao. Uma das etapas mais importantes apds ajustar esses modelos € verificar
se todas as pressuposi¢des foram atendidas. Quando se trata do ajuste de modelos de regressao
ndo linear, essa premissa nao € diferente, ou seja, deve-se ficar atento ao verificar se os erros
sdo independentes, normalmente distribuidos e homoceddsticos. Assim, é possivel inferir sobre
todas as estimativas e interpretar os valores estimados de forma confidvel.

No entanto, alguns modelos podem nao atender alguma dessas pressuposi¢cdes. Assim, é
preciso identificar alternativas para obter estimativas mais precisas w caso exista a dependéncia
dos residuos, Morettin e Toloi (2006) recomendam incorporar um parametro de autocorrelagcdo
no modelo.

Quando os residuos nao satisfazem a pressuposicdo de homogeneidade de variancias ha
um indicativo de que os valores dos dados apresentem maior variabilidade conforme aumenta
a média mensurada. Essa caracteristica € muito comum em dados de crescimento medidos ao
longo do tempo. Para resolver problemas de heterocedasticidade diversos trabalhos indicam
realizar uma ponderacgao.

De acordo com Rawlings, Pantula e Dickey (2001), a presenca de heterogeneidade de
varidncias nas amostras provoca uma mudang¢a nas estimativas dos parametros, visto que as
observacdes com maiores variancias influenciam de forma mais intensa quando comparada as
observacdes que apresentam variancias pequenas.

Braccini Neto et al. (1996) perceberam que a variincia cresce exponencialmente a me-
dida em que a média dos pesos por idade também crescem. Segundo Pereira et al. (2016), é
vidvel realizar uma ponderacdo pelo inverso da variancia, dessa forma havera um equilibrio de-
finido pelos pesos para cada uma das observagdes, permitindo assim, que medidas com maior
variabilidade influenciem menos na estimacao dos parametros do modelo.

Mazzini et al. (2003) aplicaram os modelos Brody, Gompertz, Logistico, Richards e Von
Bertalanffy para descrever as curvas de crescimento de bovinos Hereford. Eles foram ajustados
considerando ou ndo a ponderagdo pelo inverso da variancia. Os autores concluiram, com base
na interpretacao bioldgica dos pardmetros e também com base nos avaliadores da qualidade de
ajuste, que o melhor modelo foi obtido apds ter incorporado a heterogeneidade de variincias
presente nos dados.

Mazucheli, Souza e Philippsen (2011) verificaram que o modelo Gompertz, sob a su-
posicdo de homogeneidade de varidncias dos erros, superestimou o verdadeiro peso médio as-
sintdtico das aves e, ao incorporar a presenca de heterocedasticidade nos residuos nos modelos,
percebeu que o ajuste melhorou.

Em relacdo a curvas de crescimento vegetal, Fernandes et al. (2014) utilizaram ponde-
racdo por pesos estimados, com base no comportamento das variancias amostrais ao ajustar

modelos ndo lineares para descrever curvas de crescimento do fruto de cafeeiro.
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Muniz, Nascimento e Fernandes (2017) verificaram a presenca de heterogeneidade de
variancias em dados de crescimento de frutos de cacau a partir do teste de Hartley. Eles utiliza-
ram os modelos ndo lineares Gompertz e Logistico para descrever tal crescimento e obtiveram
menor erro padrao das estimativas dos parametros usando a ponderacdo pelo inverso da varian-
cia.

Conhecendo todos esses exemplos da literatura e comparando com o caso do estudo
da curva de crescimento de frutos do pessegueiro pressupdem-se que estudar a variancia dos
dados observadas pode contribuir com um ajuste ainda melhor e consequentemente alcangar
estimativas dos parametros mais precisas.

Nesse sentido, o objetivo desse capitulo foi ajustar o modelo de regressdo nao linear
Gompertz + Gompertz aos dados de altura do fruto de péssego e também o modelo Logistico +
Gompertz aplicados a dados de diametro desse fruto, considerando diferentes comportamentos
da variancia, a fim de melhor estimar os parametros para descrever a curva de crescimento do

péssego.
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2 MATERIAL E METODOS

O dados utilizados para esse estudo correspondem a 14 médias obtidas a partir de 30
observacdes distintas, de altura e didmetro do fruto de pessegueiro, medidas ao longo do tempo.
O experimento foi conduzido por Cunha Junior et al. (2007) na cidade de Vista Alegre do Alto-
SP.

Foram ajustados os modelos de regressdo ndo linear: Duplo Gompertz (2.1) para os

dados de altura e Logistico + Gompertz (2.2) para os dados de diametro.

Kl (Bl —xi) eKz(Bz—Xi)

yi:Aleie +(A2—A1)€7 + & 2.1)
. A —eK2(By=x;)
yi= m‘l'(Az—Al)e + & (2.2)
em que i indica cada uma das n observagdes, i = 1,2,...,n, ao longo do tempo; y; a medida do

fruto; A; a resposta mdxima esperada na primeira fase do crescimento; A, a resposta maxima
esperada na segunda e tultima fase do crescimento; k| e ky os indices de maturidade das res-
pectivas fases de crescimento, valores mais altos indicam a necessidade de menor tempo para
que a varidvel em estudo chegue ao seu tamanho final; B e B; sdo as abscissas do ponto de
inflexdo das curvas de cada uma das fases, ou seja, indica o ponto maximo de crescimento; & o
erro aleatdrio associado ao modelo, o qual pressupde-se que seja independente e identicamente
distribuido sob uma distribui¢do Normal com média zero e varidncia conhecida, & ~ N(0, 622).

Os modelos foram ajustados utilizando a fungdo nls e gnls do pacote "nlme"instalado
no ambiente de programacdo R (R Core Team, 2020). A primeira funcdo foi utilizada para des-
crever modelos ndo lineares usando o método de estimagdo de minimos quadrados ordinérios,
enquanto a segunda usa o método de estimacao de minimos quadrados generalizados. Neste ul-
timo caso também foi incorporado diferentes pardmetros: weights = varPower(~ form = x),
weights = varPower(~ form = log(x)) e weights = varExp(~ form = x) para considerar o
comportamento da variancia dos dados com caracteristica de poténcia, poténcia do logaritmo
ou exponencial, respectivamente.

Para verificar a pressuposi¢cdo de normalidade foi realizado o teste de Shapiro-Wilk
(SHAPIRO; WILK, 1965). A pressuposi¢ao de homoscedasticidade foi verificada a partir da
andlise gréfica dos residuos versus valores ajustados. Enquanto que a pressuposicdo de inde-
pendéncia foi feita com base no estudo de gréficos dos residuos comparados com a ordem de
coleta dos dados.

A avaliacdo da qualidade do ajuste dos modelos foram feitas com base nos valores do
coeficiente de determinagio ajustado (R2), critério de informagio de Akaike corrigido (AICc)
(AKAIKE, 1974), desvio padrio residual (DPR) e Indice de ajuste da Assintota (IA).
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Observando o comportamento das médias e do desvio padrdo das observacgoes de altura
e diametro do fruto de péssegos, Figura 4.13, percebe-se que hd uma tendéncia de que a varia-
bilidade das medidas sejam um pouco maiores no final de cada uma das etapas de crescimento,
isto é, proximo a 60 e 100 dias de idade a amplitude das médias € maior quando comparadas
com aos demais periodos. Essa caracteristica sugere que € preciso dar uma aten¢do maior a
variabilidade dos dados, estudando a possibilidade de heterogeneidade de variancia dos dados.
Caso seja confirmada essa hipotese, os autores Rawlings, Pantula e Dickey (2001) afirmam que
isso provoca uma mudanca nas estimativas dos parametros, implicando em inferéncias menos

confiaveis.

Figura 4.13 — Média e desvio padrao das medidas de altura e didmetros de péssegos ’Aurora-1".
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Fonte: Adaptacdo de Cunha Junior et al. (2007).

Para incorporar a heterogeneidade de variincia dos dados, Carvalho et al. (2014) ajus-
taram modelos ndo lineares com ponderacdo para medidas de volume do tronco de Eucaliptus
grandis. Os autores verificaram que o modelo ponderado foi o mais adequado para descrever
os dados.

ApO6s confirmarem a presenca de heterogeneidade de variincias dos dados, Guedes et
al. (2004) utilizaram modelos ponderados para descrever curvas de crescimento de cordeiros
da racga santa inés. A fim de obter estimativas confidveis para os parametros dos modelos deste
estudo foram ajustados quatro variacdes de modelos ndo lineares, para cada uma das varidveis

em estudo. O primeiro modelo considera a varidncia constante, da mesma maneira que outros
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autores também j4 utilizaram (FERNANDES et al., 2014; BEM et al., 2020; SILVA et al., 2020),
e os demais foram ajustados incorporando diferentes pesos para a varidncia dos dados.
Observando os resultados € possivel afirmar que, em geral, o erro padrao para os pa-
rametros estimados pelos modelos considerando a variancia das medidas contantes, tanto da
altura (Tabela 4.9) quanto do diametro (Tabela 4.10), sdo maiores que o erro padrdo dos para-
metros obtidos a partir dos modelos que consideram a varidncia como um fung¢do de poténcia,

poténcia do logaritmo ou exponencial.

Tabela 4.9 — Estimativa e Erro Padrdo dos pardmetros de modelos nao lineares Gompertz + Gompertz,
considerando diferentes comportamentos da variincia, ajustados a dados de altura de pés-
segos “Aurora-1”.

Variancia dos dados

Parametro Ajuste Constante Poténcia Poténcia do Logaritmo Exponencial
A Estimativa 35,0347 35,0121 35,0136 35,1701
Erro Padrao 1,6907 0,5849 0,5953 0,5066
A Estimativa 62,4319 62,5116 62,5080 60,5770
Erro Padrao 6,1435 6,6906 6,6627 5,5264
B, Estimativa 21,8052 21,8012 21,8014 21,8367
Erro Padrao 0,7164 0,1529 0,1521 0,1543
B, Estimativa 81,7872 81,8219 81,8210 80,2942
Erro Padrao 5,0054 5,9950 6,0076 4,8509
K Estimativa 0,1444 0,1447 0,1447 0,1433
Erro Padraio  0,0266 0,0055 0,0053 0,0058
e Estimativa 0,0485 0,0482 0,0482 0,0537
Erro Padrao 00,0184 0,0149 0,0151 0,0150

Fonte: Da autora (2020).

Tabela 4.10 — Estimativa e Erro Padrido dos pardmetros de modelos ndo lineares Logistico + Gompertz,
considerando diferentes comportamentos da varidncia, ajustados a dados de didmetro de
péssegos “Aurora-1".

Variancia dos dados

Parametro Ajuste Constante Poténcia Poténcia do Logaritmo Exponencial
A Estimativa 26,2173 26,2193 26,2187 26,2077
Erro Padrao 0,8887 0,6101 0,6337 0,5393
A Estimativa 48,1188 48,0999 48,1028 48,4195
Erro Padrao 1,4693 1,9639 1,9229 2,1979
B, Estimativa 28,3450 28,3463 28,3462 28,3403
Erro Padrio 1,0564 0,4824 0,4953 0,4608
B, Estimativa 80,8954 80,8905 80,8912 81,0221
Erro Padrao 1,3833 1,4809 1,4869 1,4841
e Estimativa 0,1868 0,1867 0,1868 0,1866
Erro Padrao 00,0347 0,0129 0,0128 0,0137
e Estimativa 0,1367 0,1372 0,1371 0,1318
Erro Padrao 00,0361 0,0406 0,0407 0,0375

Fonte: Da autora (2020).
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Para validar as estimativas apresentadas anteriormente foi realizado uma anélise dos re-
siduos para cada um dos modelos ajustados. Inicialmente foram construidos graficos para os re-
siduos versus quantis tedricos da distribui¢ao Normal e também foi realizado o teste de Shapiro-
Wilk (SHAPIRO; WILK, 1965). Observando os graficos nas Figuras 4.14 e 4.15, verifica-se que
0s pontos parecem seguir o comportamento de uma reta, assim pode-se dizer que hd indicios
de que os erros sao normalmente distribuidos. Além disso, os valores-p apresentados na Tabela
4.11 s@o maiores que 0,05, indicando que todos os modelos ajustados atendem a pressuposi¢ao

de normalidade dos residuos ao nivel de 5% de significancia.
Figura 4.14 — Gréfico de residuos versus quantis tedricos para modelos ndo lineares Logistico + Gom-

pertz, considerando diferentes comportamentos da varidncia, ajustados a dados de altura
de péssegos “Aurora-1".
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 4.15 — Gréfico de residuos versus quantis tedricos para modelos ndo lineares Logistico + Gom-
pertz, considerando diferentes comportamentos da variancia, ajustados a dados de diametro
de péssegos “Aurora-1".
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Fonte: Da autora (2020).
Tabela 4.11 — Valores-p do teste de normalidade de Shapiro-Wilk para a andlise de residuos de modelos

ndo lineares Gompertz + Gompertz e Logistico + Gompertz ajustados, respectivamente, a
dados de altura e didmetro de péssegos “Aurora-1".

Variancia dos dados

Varidvel Constante Poténcia Poténcia do Logaritmo Exponencial
Altura 0,1417 0,1379 0,1381 0,0892
Diametro  0,2327 0,2303 0,2305 0,2681

Fonte: Da autora (2020).

Também foi avaliada a pressuposi¢ao de homocedasticidade a partir da andlise gréfica
dos residuos versus valores ajustados. Observa-se na Figura 4.16 e na Figura 4.17 que o modelo
que considera a variancia constante, primeiro quadrante, produz residuos que se comportam de
maneira a formar um funil. Os pontos dispostos no grafico iniciam uma dispersdo em torno da
reta e a medida que os valores das observacdes aumentam eles ficam mais dispersos. Olhando
para os demais quadrantes verifica-se que os residuos se dispdoem de forma aleatéria, sem apre-
sentar algum tipo de tendéncia.

Tal comportamento indica a violagdo da pressuposi¢cao de homoscedasticidade. Neste
caso, utilizar modelos que levam em consideracgdo essa diferenca na variancia dos dados permite
a obtencao de melhores estimativas dos parametros. Ao estudar curvas de crescimento é muito

comum encontrar esse tipo de comportamento, Pasternak e Shalev (1994) indicam o método
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de regressdo ndo linear ponderado como a melhor forma para estimar os parametros das curvas
de crescimento. Os autores orientam que caso essa informagado seja desprezada os parametros

estimados podem ficar viesados.

Figura 4.16 — Gréfico de residuos versus valores ajustados para modelos nao lineares Gompertz + Gom-
pertz, considerando diferentes comportamentos da variincia, ajustados a dados de altura
de péssegos “Aurora-1".
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 4.17 — Gréfico de residuos versus valores ajustados para modelos nao lineares Logistico + Gom-
pertz, considerando diferentes comportamentos da variancia, ajustados a dados de diametro
de péssegos “Aurora-1".
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Fonte: Da autora (2020).

Para avaliar a pressuposi¢do de independéncia dos residuos foram construidos gréficos
que permitem comparar o comportamento desses residuos com a ordem de coleta dos dados.
As Figuras 4.18 e 4.19 ilustram essa informacao para as varidveis altura e diametro, respectiva-
mente.

Observa-se que os modelos ponderados satisfazem a pressuposicao de independéncia
dos residuos visto que o comportamento dos residuos ndo indica nenhuma tendéncia dos pon-
tos, enquanto que o modelo que considera a variancia contante indica um comportamento de
maior dispersao dos residuos para as ultimas observacdes coletadas. Nesse sentido, os modelos

ponderados sdo os mais indicados para descrever curvas de crescimento de frutos de péssegos.
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Figura 4.18 — Gréfico de residuos versus ordem de coleta dos dados para modelos ndo lineares Gompertz
+ Gompertz, considerando diferentes comportamentos da variancia, ajustados a dados de
altura de péssegos “Aurora-1”.
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Fonte: Da autora (2020).

Figura 4.19 — Gréfico de residuos versus ordem de coleta dos dados para os modelos ndo lineares Logis-
tico + Gompertz, considerando diferentes comportamentos da variancia, ajustados a dados
de didmetro de péssegos “Aurora-1".
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Fonte: Da autora (2020).
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A Tabela 4.12 permite comparar os modelos ajustados utilizando diferentes critérios
para avaliar a qualidade dos ajustes. Percebe-se que todos os modelos ajustados sdo muito bem
avaliados de acordo com todas as medidas utilizadas. Em relag¢ao ao coeficiente de determinagao
ajustado (R2), todos os trés modelos, além do que considera a variAncia contante, apresentam
valores altos.

O Critério de Informagdo de Akaike corrigido (AICc) indica que, utilizar a ponderag@o
exponencial para a variancia colabora para um melhor ajuste dos dados, quando comparado com
os pesos do tipo poténcia ou poténcia do logaritmo. Analisando os resultados do Desvio Padrao
Residual (DPR), a variabilidade das medidas é melhor modelada considerando a varidncia com
comportamento como poténcia do logaritmo.

Para a varidvel altura, o Indice de ajuste da Assintota (/A) mais préximo do valor um foi
quando utilizou o modelo com variancia exponencial, enquanto que o melhor /A, para a varidvel
diametro, foi quando o modelo ajustado considera a variancia com comportamento de poténcia.

Em resumo, € possivel afirmar que todos os trés modelos ponderados, considerados neste
trabalho, sdo eficientes para descrever curvas de crescimento de p€ssego a partir de medidas de
altura e diametro do fruto, ao longo do tempo. Analisando a combinagdo dos critérios men-
cionados anteriormente é preferivel ponderar a variancia utilizando o peso exponencial, para

ambas variaveis em estudo.

Tabela 4.12 — Medidas da qualidade do ajuste de modelos ndo lineares estimado pelo método dos mi-
nimos quadrados generalizados: Gompertz + Gompertz ajustados a dados de altura e Lo-
gistico + Gompertz ajustados a dados de didmetro de péssegos “Aurora-1” considerando
diferentes pesos.

Varidvel  Variincia dos dados R: AlCc DPR IA

Constante 0,9880 74,7160 1,4270 0,8704

Altura Poténcia 0,9880 71,3439 0,0008 0,8693
Poténcia do logaritmo 0,9880 71,3573 0,0001 0,8693
Exponencial 0,9877 70,8301 0,1252 0,8970

Constante 0,9857 77,4827 11,5860 0,9795

Didmetro Poténcia . 0,9857 81,6787 0,0171 0,9799
Poténcia do logaritmo  0,9857 81,9780 0,0044 0,9798
Exponencial 0,9858 80,7045 0,3431 0,9734

Fonte: Da autora (2020).

A seguir sdo apresentados os graficos contendo os pontos correspondentes as medidas de
altura (Figura 4.20) e diametro (Figura 4.21) de frutos de p€ssego juntamente com as curvas para
cada um dos modelos ajustados. Para as duas varidveis estudadas, observa-se uma sobreposi¢cao
das curvas ao longo de quase todos os pontos. Visualmente, as curvas obtidas a partir do ajuste
dos modelos considerando diferentes pesos sao muito proximas, corroborando com as medidas
de qualidade do ajuste que também indicam que as estimativas de todos os diferentes modelos

ajustados sdo eficientes para descrever o crescimento do fruto.
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Figura 4.20 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares Gompertz + Gompertz, considerando diferentes

altura (mm)

comportamentos para a variancia, para dados de altura de péssegos “Aurora-1”.
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Fonte: Da autora (2020).

Figura 4.21 — Gréfico do ajuste de modelos ndo lineares Logistico + Gompertz, considerando diferentes

didmetro (mm)

comportamentos para a variancia, para dados de didmetro de péssegos “Aurora-1”.
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Fonte: Da autora (2020).
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4 CONCLUSAO

Para descrever curvas de crescimento de péssegos a partir de medidas da altura do fruto
¢ aconselhdvel utilizar o modelo duplo sigmoidal Gompertz + Gompertz considerando o com-
portamento exponencial da variancia das medidas.

Para descri¢do a partir da mensuracdo do didmetro de péssegos € indicado ajustar o
modelo Logistico + Gompertz considerando o comportamento exponencial da variancia das
medidas.

O ajuste com a ponderacdo das medidas observadas permitiu uma melhor estimativa dos

parametros, impactando em resultados mais confidveis para os dois modelos em estudo.
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APENDICE A - Derivadas
Gompertz + Gompertz

K1<Bl )C (32 )

y:Aleie +(A2—A1)

12 derivada:
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_ % (Ale—eKl(BrX)) i aax ((Az—Al) K> (By X>>
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resolvendo cada uma das derivadas separadamente:
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d —x
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aplicando a regra da cadeia:
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0 —eKIBI-9 K, (B, —x) d —eK2(B27%) 1 Ky (B, —x)
= 5 (ke )+ 5 (o aniee )
=o+p

resolvendo cada uma das derivadas separadamente:
0
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Logistico + Gompertz

Ay
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Logistico generalizado

A

Y= 1+e—(B+Cx+Dx2+Ex3)

12 derivada:
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aplicando a regra do quociente:
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Brody generalizado
y= A(l _ ef(B+Cx+Dx2+Ex3)>

12 derivada:

a 2 3
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APENDICE B - Script R

#PI - Ponto de Inflexao

#x - vetor de variaveis independendtes

#y - vetor de variaveis dependentes

#a, b, ¢, d, e, al, bl, k1, a2, b2, k2 - valores iniciais
- - Pacotes necessarios-------—---——---—--—-—-—-——-

pacote<-c("rootSolve")

instalar<-pacote[! (pacotes %in% installed.packages () [ "Package"])]
if(length (instalar)>0){install.packages (instalar)}

lapply (pacote, library,character.only=T)

PI_gompertz_gompertz<-function (x,y,al,a2,bl,b2,kl,k2){
gg<-nls(y~((al*(exp(-exp(kl*(bl-x)))))+
(a2-al) *exp (-exp (k2* (b2-x)))),
start=c(al=al,a2=a2,bl=bl,b2=b2,kl=kl,k2=k2))4#modelo
al<-summary (gg) Sparameters [
a2<-summary (gg) Sparameters [
bl<-summary ( Sparameters |

Sparameters |

1,1]

2,1]

99) 3,11
b2<-summary (gg) Sparameters [4,1]
kl<-summary (gg) 5,11
6,1]

k2<-summary (gg) Sparameters [ #coeficientes do modelo
fx<-function(x) al*(kl*exp(-exp(kl* (bl-x))+
kl1*(bl-x)))*(kl*exp (kl*(bl-x))-k1)+
((a2-al)* (k2%exp (-exp (k2* (b2-x))+k2* (b2-x)))*
(k2*exp (k2* (b2-x))-k2)) #segunda derivada
PI<-uniroot.all (fx,c (0, max (x)))
PI<-c(PI[1],PI[3]) #pontos de inflexao
return (PI)}
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3 PI_logistico_gompertz<-function (x,y,al,a2,bl,b2,kl,k2){

4 lg<-nls(y~((al/(l+exp(kl*(bl-x))))+(a2-al)*exp(-exp (k2* (b2-x)))),
5 start=c(al=al, a2=a2,bl=bl,b2=b2,kl=kl,k2=k2)) #modelo

6 al<-summary (lg) Sparameters |
7 a2<-summary (lg) Sparameters |
8 bl<-summary
9 b2<-summary (lg) Sparameters |

lg) Sparameters |

1,1]

2,11

lg) Sparameters [3,1]
4,1]

10 kl<-summary 5,1]
6,1]

(
(
(
(
(
( #coeficientes do modelo

1 k2<-summary (1lg) Sparameters [

12 fx<-function (x) (al*(k1"2)*exp (kl* (bl-x))*
13 (exp(kl* (bl-x))-1))/

14 ((1+exp (k1*(bl-x)))"3)+

15 ((a2-al)*k2*exp (-exp (k2* (b2-x))+k2* (b2-x)) *
16 (k2*exp (k2% (b2-x))-k2)) #segunda derivada

17 PI<-uniroot.all(fx,c (0, max (x)))

18 PI<-c(PI[1],PI[3]) #pontos de inflexao

19 return (PI)}



3 PI_logistico_generalizado<-function (x,y,a,b,c,d,e){

4 1<-nls(y~(a/(l+exp(-b-c*x-d*x"2-e*x"3))),

5 start=c(a=a,b=b,c=c,d=d,e=e)) #modelo

6 a<-summary (1) Sparameters[1,1]

7 b<-summary (1) Sparameters[2,1]

8 c<-summary (1) Sparameters [3,1]

9 d<-summary (1) Sparameters [4,1]

10 e<-summary (1) Sparameters[5,1] #coeficientes do modelo

1 fx<-function (x)-a* (exp (- (b+tc*x+d*x"2+e*x"3)) *

12 ((-3*e*x"2-2*d*x-c)"2-6*e*x-2*d) *

13 (exp (- (bt+tc*x+d*x"2+e*x"3))+1) —

14 2*exp (-2* (btc*x+d*x"2+e*x"3)) *

15 (=3*e*x"2-2*d*x-c)"2)/

16 (l+exp (- (btc*x+d*x"2+e*x"3))) "3 #segunda derivada
17 PI<-uniroot.all(fx,c (0, max (x)))

18 PI<-c(PI[1],PI[3]) #pontos de inflexao

19 return (PI)}
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