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RESUMO

A predicio geoestatistica faz parte da modelagem probabilistica que usa a
vizinhanca amostrada com o intuito de fazer valer a percep¢ao de que a estrutura
de dependéncia espacial de um processo estocdstico otimiza as predi¢des, sem viés
e com varidncia minima. Assim, objetiva-se neste trabalho de tese apresentar a hi-
erarquizagdo geométrica dos preditores lineares geoestatisticos, considerando suas
restricdes e respectivos subespacgos de projecdo. Para tanto, adota-se a abordagem
geométrica desses preditores, visando a projecdo ortogonal de uma funcdo-vetor
Y (x0) (que representa um valor a ser predito na localiza¢do x() no subespago
vetorial resultante das restricdes impostas. Como resultado, cita-se a hierarquia
geométrica obtida: a esperanga condicional, em primeiro lugar, a krigagem linear
simples, em segundo lugar, e a krigagem linear universal, em terceiro lugar, devido
a dimens?o dos subespacgos de projecdo, com ilustragcdo, também, através de simu-
lagdo estocdstica. Além disso, ficam estabelecidas as condi¢des para a utilizagdo
pratica de tais preditores.

Palavras-Chave: Geoestatistica. Espacos de Hilbert. Esperanca Condicional. Kri-
gagem. Hierarquizacdo Geométrica.



ABSTRACT

Geostatistics estimation is a probabilistic modeling strategy that uses sam-
ple points neighborhood information in order to consider the spatial dependence
of the structure of a stochastic process to obtain, unbiased and minimum variance
estimates. Hence, the main goal of this thesis is to present the geometric hierarchy
of the geostatistical linear predictors, taking into account their restrictions and res-
pective projection subspaces. We apply the orthogonal geometric projection of the
predictors in order to obtain a vector function Y'(xg), (that represents a value to
be predicted in the location (xg)) in the resulting vector subspace from the restric-
tions imposed to the predictors. As an important result obtained in our work, we
show how to obtain geometric hierarchy: Conditional expectation, simple linear
kriging and linear universal kriging, Ist, 2nd and 3rd, respectively. We establish
practical conditions for using such predictors, and we ilustrate our findings with
stochastic simulations.

Keywords: Geostatistics. Hilbert Spaces. Conditional Expectation. Kriging. Geo-
metric Hierarchy.
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1 INTRODUCAO

A descricdo quantitativa de fendmenos, assim como a predi¢do de seus
valores desconhecidos (por ndo observacdo) compdem os objetivos principais da
atividade cientifica. Tal descri¢do e predi¢do se fazem, geralmente, utilizando-
se de uma prévia modelagem. Quanto a modelagem, existem, basicamente, duas
abordagens, conhecidas como “deterministica” (modelagem que ndo considera a
incerteza) e “probabilistica” (modelagem que quantifica a incerteza inerente ao
fendmeno estudado).

Dentro da modelagem probabilistica encontram-se os preditores geoesta-
tisticos, aqueles que usam a vizinhanca amostrada com o intuito de fazer valer a
percepcao de que a estrutura de dependéncia espacial de um processo estocastico
otimiza as predi¢des, a saber, sem viés e com varidncia minima.

Os preditores geoestatisticos utilizam-se do método de predi¢do chamado
de Krigagem, nome dado em homenagem ao engenheiro de minas Sul-Africano
Daniel Gerhardus Krige, feita pelo matematico e ge6logo Francés Georges Francois
Paul Marie Matheron. Muitos sdao os estudos, e em diversas areas do conheci-
mento, que tém usado os procedimentos da Krigagem, recebendo ao longo do

tempo a seguinte subdivisio:

a) Krigagens lineares: krigagem simples, krigagem ordindria e krigagem uni-

versal;
b) Krigagens ndo lineares: Esperanca condicional e krigagem disjuntiva.

Apesar da vasta utilizacdo desses preditores, encontra-se muita divergén-

cia em publicagdes sobre a escolha e utilizagdo destes. Assim, sendo, percebe-se
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uma necessidade da explicitagdo do que é comum (dito backbone) entre os pre-
ditores geoestatisticos e uma diferencia¢do dos mesmos, principalmente, quanto
a utilizag@o de cada um e quanto as suas variancias. Esta necessidade traduzida
como uma hierarquizacao constitui o problema de pesquisa dessa tese.

Portanto, adota-se como hipdtese, neste trabalho, que a abordagem geo-
métrica dos preditores lineares geoestatisticos viabiliza hierarquizé-los, ou seja,
chegar a uma classificagdo sob os critérios de viés e variancia (precisio).

De forma geral, objetiva-se apresentar a hierarquizacdo geométrica dos
preditores lineares geoestatisticos considerando suas restricdes e respectivos su-
bespagos de projecao, o que levard a classificacdo desejada.

Especificamente, pretende-se atingir este objetivo geral através dos espe-

cificos:

a) Apresentar a fundamentacdo tedrico-matemdtica de processos estocdsticos

€ espagos vetoriais;

b) Demonstrar que a Esperanca Condicional (doravante EC) é o melhor de to-

dos os preditores geoestatisticos (isto €, a melhor krigagem possivel);

¢) Demonstrar que a Krigagem Linear Simples (doravante KLS), sob o aspecto

geométrico é o melhor dos preditores lineares da Geoestatistica;

d) Demonstrar que a Krigagem Linear Ordindria (doravante KLO), sob o as-
pecto geométrico é o segundo melhor dos preditores lineares da Geoestatis-

tica;

e) Demonstrar que a Krigagem Linear Universal (doravante KLU), sob o as-

pecto geométrico € o terceiro melhor dos preditores lineares da Geoestatis-
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tica;

f) Esclarecer a correta utilizagdo das krigagens, considerando as restrigdes

geométricas e de processos estocdsticos.

Essa tese estd organizada na forma tradicional de trabalhos cientificos (ele-
mentos pré-textuais, textuais e pds-textuais), onde a se¢do de Referencial Teérico

estd subdividida em:

a) Processo estocdstico: apresentacdo geral do tema e sua relacdo com a Geo-

estatistica;

b) Visdo geral da Geoestatistica: apresentacdo do backbone da Geoestatistica
cléssica, abordando topicos como, varidveis regionalizadas, principais hip6-
teses da geoestatistica, ajuste de semivariogramas, predicao geoestatistica,

entre outros;

c) Espacos de Hilbert: apresentagdo dos conceitos, teoremas, proposi¢des, en-
tre outros, necessdrios para a fundamentacio da abordagem geométrica do

assunto;

d) Espacos de Hilbert de varidveis aleatdrias: apresentagdo complementar de

itens que possibilitam a abordagem escolhida.

Ap6s o Referencial Tedrico, apresenta-se a Metodologia, subdividida em
Materiais e em Métodos utilizados em busca da confirmacao da hipdtese proposta;
e a secdo de Resultados e Discussdo, que por sua vez estd subdividida em resulta-
dos tedricos e validagdes aplicadas destes resultados.

Finalmente, apresenta-se a Conclusdo do trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Na atividade cientifica percebe-se um esfor¢o para a coleta de informa-
coes objetivando a construcao de modelos que expliquem os fendmenos em estudo
(OLIVEIRA et al., 2009).

Conforme citado, os modelos utilizados na ciéncia podem ser classificados
como deterministicos € ndo deterministicos.

E certo que os modelos deterministicos contribuem para a compreensdo
do comportamento dos fendmenos, porém, em um nivel basico inicial. Um dos
motivos dessa limitacdo € ndo lidar com a incerteza envolvida na ocorréncia dos
mesmos.

Recorrer a processos estocdsticos € uma forma de tratar quantitativamente
a incerteza desses fendmenos, que, aproveitando certas caracteristicas de regulari-
dade que estes apresentam, pode-se descrevé-los por modelos probabilisticos.

Tomando o exemplo da varidvel indexadora tempo, compara-se as duas
formas de modelagem: enquanto uma fungdo f(¢), no caso deterministico, toma
valores bem definidos ao longo do tempo, um processo estocdstico toma valores

aleatdrios em torno de uma funcdo média.

2.1 Processo estocastico

De forma simples, define-se um processo estocdstico como um conjunto
de varidveis aleatdrias indexadas em um conjunto arbitrdrio de indices. Este in-
dice pode ser unidimensional, como o exemplo do tempo, conforme abordagem
de Clarke e Disney (1979), e pode ser multidimensional, constituindo vetores,

conforme Kannan (1979).
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Aos valores que um processo estocdstico pode assumir denomina-se esta-
dos, e ao conjunto de todos os valores possiveis denomina-se espaco de estados.

Usando aqui uma notagdo prépria, seguindo Alves e Delgado (1997), um
processo estocdstico é representado por {Y(x) : x € D C RP}. Em que, para o
tempo, X = ¢, para uma superficie, x = (z,y), e assim, sucessivamente. Além

disso, os processos estocdsticos sdo classificados segundo:

a) O espaco dos estados;
b) A natureza do conjunto D;

¢) As caracteristicas estatisticas das varidveis aleatdrias que definem o pro-

CESSO.

Em relagdo ao espaco de estados, se um conjunto de estados for finito
ou enumerdvel, Y (x) é um “processo de estados discretos”, ou comumente, uma
“cadeia”. Para qualquer outro caso, tem-se um “processo de estados continuos”.
Alves e Delgado (1997) citam trés exemplos de processos discretos (para a varidvel
tempo): a condi¢cdo de uma mdaquina (ligada/desligada) no momento ¢, o ndmero
de clientes em uma loja no instante ¢ e o nimero de maquinas avariadas no fim do
dia t.

Em relacdo a natureza do conjunto DD, se este conjunto for finito ou enu-
merével, Y (x) é um “processo de indice discreto” e é normalmente composto por
coordenadas que pertencam ao conjunto dos inteiros ndo negativos. Caso contrd-
rio, Y'(x) é denominado “processo de indice continuo”. Como exemplos do caso
discreto, cita-se a cotac¢do do ddlar ao final do dia x = ¢ ou qualquer andlise da
estatistica espacial para dados de drea, com x = (x,y) sendo a coordenada do

centrdide arbitrdrio da drea, ou qualquer outro ponto que a caracterize.
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Por fim, em relacdo as caracteristicas estatisticas das varidveis aleatdrias
que definem o processo, classifica-se tal processo através de propriedades envol-
vendo a distribui¢do conjunta do processo, em especial, a propriedade de estacio-
nariedade, que é de grande importancia. Um processo estocdstico € considerado
estaciondrio se o seu comportamento estocdstico for independente de x. Como
exemplos, pode-se citar processos markovianos (processos estaciondrios que pos-
suem a propriedade de Markov ou da “perda de memoria”, isto €, o comportamento
futuro do processo é condicionado apenas pelo estado presente) e processos geo-
estatisticos (foco desse trabalho).

Nao faz parte da abordagem desse trabalho todos os tipos de processos
estocdsticos existentes, porém, aqueles de interesse da Geoestatistica. Todos es-
ses processos interessantes a Geoestatistica derivam de um processo estocastico
fundamental, conforme apresentacdo que segue.

De forma introdutdria, ja se definiu um processo estocdstico. Contudo,

uma formalizacdo se faz necessdria, conforme Definigdo 1.

Definiciao 1 (Processo Estocdstico). Um processo estocdstico é um conjunto
de varidveis aleatorias {Y (x) : x € D C RP} definidas em um dado espago

de probabilidade (), A, P) e indexadas pelo indice x, com x variando em .

Entdo, dado um espago D C RP, esse D pode corresponder a um espago

fisico, para o qual cita-se alguns como exemplos, com suas respectivas dimensoes

p:
a) Uma regido geografica (p = 2);

b) Uma érea de solo (p = 2);
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¢) Uma jazida de minério (p = 3);

d) O volume de dgua lacruste (lagos) ou ocednica (p = 3);

e) A massa de ar atmosférico (p = 3);

f) Uma superficie de um disco de arado (p = 2 ou p = 3);
g) Uma superficie de chapas de aco (p = 2);

h) Perfuracdes verticais para prospecc¢do de petréleo (p = 1);
1) Uma reserva petrolifera (p = 3);

j) A linha do tempo (p = 1);

k) Eventos no espago-tempo (p = 4);

1) Espagos de dimensdo p > 4, dificilmente com significado fisico, mas tal

modelagem adotada aqui ndo os exclui.

Em geral, pode-se associar a cada ponto x de D o valor y(x) de uma va-

ridvel de interesse. Essa varidvel “localizada” pode ser:
a) A densidade do solo no ponto x;
b) A temperatura do ar no ponto X;
¢) A tensio sofrida pelo disco de arado em um ponto x de sua superficie;
d) O valor do délar no tempo x = ¢;
e) O valor da umidade do solo no indice x = (z1, 2, x3,t);

f) Entre outras.
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Os valores {y(x) : x € D C RP} podem ser vistos, sem inconsisténcia
l6gica (referéncia feita a processos com uma tnica realizacio do fendmeno), como
uma realizacdo do processo estocédstico PE = {Y(x) : x € D C RP}, ou seja,
podem ser vistos como a realiza¢do {Y (x,w) : x € D C RP,w € Q}, onde Q2 é
o espaco amostral de todas as realizacdes conjuntas possiveis desse processo esto-
castico, e w um dos eventos elementares de {2, conforme representa-se na Figura

1. Nessa Figura, y(x) = Y (x,w).

Figura 1 Representacdo de 3 possiveis realizagdes conjuntas do processo estocds-
tico, em D

Este 2 que identifica cada realiza¢do w particular de todo o processo esto-
céastico PE induz (ou subsidia) o espago de probabilidade (€2, A, P), que garante
a existéncia de uma distribui¢do de probabilidade conjunta para todo o processo
estocdstico considerado. Um subconjunto qualquer deste processo estocdstico, em

especial uma amostra A = {Y(x1),...,Y (x,)}, tem, por consequéncia, garan-
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tida também a existéncia de uma distribuicao de probabilidade conjunta

FY(xl),...,Y(xn)(" ceey ),Vn € N,vx; € D.

Em outras palavras, essa distribui¢do Fy (x,), . y(x,)(";- ") tem existéncia ga-
rantida pelo mesmo espago (2, A, P) do processo estocdstico todo, sendo desne-
cessdrio invocar outro espago especifico para a amostra A.

Nota: A varidvel Y (x) pode ser de qualquer tipo numérico, discreta ou continua,
isto é, Y'(x) pode ser, inclusive, contagem de algum evento de interesse, além da
medi¢do de qualquer quantidade, conforme classificaco ja apresentada.

Todo o zelo apresentado em explicitar e comentar sobre o espaco de pro-
babilidade (2, A, P) reside apenas em garantir o célculo de probabilidades so-
bre varidveis de interesse. Em outras palavras, ao explicitar o espago (€2, A, P),
fendomenos “complexos” (ou “complicados”), para os quais ndo é possivel calcu-
lar consistentemente probabilidades ndo estdo sendo considerados neste trabalho.
Verdadeiramente, pode-se considerar tal atitude um “excesso” de zelo, pois, tais
fendmenos “complicados” talvez nem mesmo existam fisicamente ou ocorram em-
piricamente. Porém, a modelagem ¢, de fato, algo rigoroso, onde a precaugdo con-
tra situagdes invdlidas € constante. Para os propdsitos deste trabalho, ao definir
(Q, A, P) de acordo com Mood, Graybill e Boes (1974), todo e qualquer calculo
de probabilidade feito tem a garantia de ser vélido (ndo existindo probabilidade
infinita, negativa, maior que 1, entre outros).

Avancando na modelagem, pode-se detalhar a varidvel aleatéria Y (x) um

pouco mais, segundo Webster e Oliver (2007) e Cressie (1993), entendendo-a
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como constituida pelos componentes:

Y(x) = p(x) +€(x) + €. (1)

Essa componentizagdo de Y (x) serve para, pelo menos, duas fungdes:

a) A primeira € apresentar os 3 tipos fundamentais de variacdo (ou variabi-
lidade) espacial, a saber: variacdo deterministica, representada por u(x),
a qual quase sempre representa uma variacdo de grande escala no fend-
meno, como por exemplo, variagdes observadas na paisagem (landscape)
regido de estudo. Dessa forma, a dependéncia espacial de u(x) com pu(x")
ndo ¢é descrita (governada) probabilisticamente, mas, sim, matematicamente,
por meio de funcdes matematicas definidas sobre as coordenadas espaciais;
varia¢@o probabilistica regionalizada, representada por € (x), que abriga e
da conta da dependéncia espacial estocdstica presente na vizinhanga de x
(daf o termo “regionalizada”, criado por Georges Matheron). Nesta com-
ponente estd toda a estrutura de dependéncia espacial de natureza proba-
bilistica (também conhecida como natureza estatistica ou estocastica). Em
outras palavras, a Geoestatistica existe devido essa componente, pois, sem
€/(x), a varidvel aleatéria pode ser analisada via Estatistica Cldssica (ex-
pressdo comumente usada na literatura especializada para a abordagem em
que a “localizag@0” ndo € considerada). Sem perda de generalidade e por
conveniéncia conceitual, faz-se E[¢'(x)] = 0, Vx € D. Alguns autores cha-
mam esta componente de “variacdo de média escala”, porém, o termo “va-
riacdo regionalizada” € mais enraizado na Geoestatistica; variacio probabi-

listica completamente independente espacialmente, ou seja, absolutamente
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ndo regionalizada, representada por ¢”. Propositadamente, a componente
¢ ndo apresenta o argumento x, pois ndo depende de tal localiza¢do, ou,
ainda, ndo tem dependéncia espacial, nem deterministica e nem probabilis-
tica. Também, sem perda de generalidade e por conveniéncia conceitual,
faz-se FE[¢”] = 0. De fato, se a varidvel aleatoria for continua, espera-se
mesmo que ¢’ seja um “ruido normal”, isto &, ¢’ ~ N(0,72), porém, tal
exigéncia de normalidade ndo é uma condicdo necessdria para a Geoestatis-

tica, pelo menos em sua forma convencional;

b) A segunda € permitir um tratamento matemdtico e estatistico mais eluci-
dativo do modelo para o fendmeno representado pelo processo estocdstico
fundamental. Observa-se que pela equagio (1): E[Y (x)] = pu(x),vx € De
exige-se, ou pressupde-se, implicitamente, a existéncia de E[Y (x)],

vx € D, isto &, o processo estocastico € de 1* ordem. Justifica-se essa pres-
suposicdo pela argumentacdo de que processos estocdsticos que nao pos-
suem média (aqueles com distribui¢do de Cauchy, por exemplo) nido ocor-
rem na pratica, ou na realidade do interesse desse trabalho. Caso tais pro-
cessos ocorram, a solucdo pode estar na andlise que utiliza apenas as distri-

buicdes de probabilidade, e ndo envolve momentos estatisticos.

Por fim, aperfeicoando mais ainda a modelagem, pode-se considerar veto-

res aleatdrios em lugar de varidveis aleatdrias no processo estocdstico fundamental,
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a saber:
Yi(x)

2 (x) :xeDCR?

Yin(x)

Uma realiza¢@o desse processo estocdstico multivariado para um particular

w de €2 pode ser representado por

Yi(x,w) = y1(x)

Yo(x,w) = yo(x
2(0,0) = 12(X) :xeDCR?

Ym<xv w) = ym(x)

De igual forma, o espago (2, A, P), conforme assumido, permite para os

vetores aleatorios:

a) Obter (calcular) a distribui¢do conjunta espacial (no espaco de indices D),

isto €, definir

Fyx), Vi) (oo o5 ), Vi= 1,000 ,mVn = 1,2, .05 x, € Dy

b) Obter (calcular) a distribui¢do conjunta multivariada (ou “cruzada”)

FYl(x),...,Ym(x)('? ceey ),Vm =1,2,...;Vx € D.

A dependéncia em (i) é espacial, mas em (i¢) ndo é, sendo, em vez disso,

uma dependéncia multivariada entre varidveis aleatérias medidas no mesmo ponto
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x. Em (7), a dependéncia conjunta da mesma varidvel aleatéria Y; localizada em
diferentes pontos x; do espaco (o que justifica o termo “dependéncia espacial”) é
medida por Fy;(x), .. v;(x)("; -, ), enquanto em (i7) mede-se a dependéncia con-
junta de diferentes (ou mdltiplas) varidveis aleatérias Y7 (x1), ..., Y (x,) loca-
lizadas no mesmo ponto x do espago (o que justifica o termo “dependéncia cru-
zada™).

Pode-se, ainda, admitir as dependéncias hibridas, do tipo F)/i(xk)7}/} (x1) ().
Tais hibridizagdes sdo chamadas de “dependéncia espacial cruzada”, pois varia-se
tanto a localiza¢@o no espago (X # X;) quanto as varidveis envolvidos (Y; # Yj).

Assim, cita-se algumas possiveis situacdes na andlise estatistica espacial,

usando como exemplo a drea de Ciéncia de Solos:

a) Andlise da medida da densidade do solo em diferentes pontos, isto é, uma
situacdo que envolve a autodependéncia espacial (ou autovariabilidade es-

pacial) da densidade do solo (tinica varidvel medida naquele solo);

b) Andlise da medida da densidade do solo, da velocidade de infiltracdo ba-
sica e da tensdo de pré-consolidacdo (trés varidveis distintas) em um mesmo
ponto x do solo, isto €, uma situacdo de dependéncia (ou variabilidade) mul-

tivariada das 3 varidveis em uma Unica localizacio espacial;

¢) Andlise da medida das mesmas 3 varidveis anteriores em diferentes pontos

da regido de estudo indica uma situacdo de dependéncia espacial cruzada.

Conforme todo o exposto nessa secdo, pode-se afirmar que o processo es-
tocdstico fundamental € aquele em que suas realiza¢des garantem a existéncia de
um espaco de probabilidade (€2, A, P), em outras palavras, a existéncia da distri-

bui¢cdo conjunta para todo o processo estocdstico considerado.
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2.2 Visdo geral da Geoestatistica

Considerando a literatura geoestatistica, em especial, Andriotti (2003),
Chiles e Del™ner (1999), Cressie (1993) , Isaaks e Srivastava (1989), Journel e
Huijbregts (2003), Vieira (2000) e Webster e Oliver (2007), aborda-se todo o con-
teddo dessa subsecao.

Com considerdvel frequéncia encontra-se a errdnea ideia de que a Geoes-
tatistica é a propria Estatistica Espacial. De fato, a Geoestatistica constitui uma
das técnicas dessa drea da Estatistica, que € composta por também outras me-
todologias que visam as especificacdes de modelos inferenciais que consideram
explicitamente a estrutura de correlag@o espacial das observacdes dos fendmenos
em estudo.

A busca por metodologias, que descrevessem os efeitos de uma das preo-
cupacdes mais antigas da ciéncia experimental, a variabilidade espacial, data pu-
blicacdes de 1910, 1913, 1915, 1918, 1919, e assim por diante, de pesquisadores
como Smith, Montgomery, Robinson e Lloyd, Waynick e Sharp, entre outros.

Porém, os métodos propostos geralmente supunham que as realiza¢des das
varidveis aleatérias fossem independentes entre si, ou seja, observacdes ndo de-
viam exercer influéncias sobre suas vizinhas, contradizendo, durante décadas, a
pratica.

Com o intuito de modelar a variabilidade, pesquisadores como Fisher,
Snedecor e Cochran, adotaram técnicas como casualizacdo, controle local e repe-
ticdo que levaram a utilizacdo de amostragens ao acaso, desprezando, dessa forma,
as referéncias dos pontos amostrados.

Os métodos geoestatisticos, ou simplesmente Geoestatistica, conforme ci-
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tado, foram desenvolvidos gracgas aos estudos do Matemético e Gedlogo Georges
Matheron na Ecoles des Mines de Fontainebleau - Franga, no final da década de
50 e inicio da década de 60. Estes métodos estdo fundamentados na “Teoria das
Varidveis Regionalizadas”, que foi formalizada por Matheron, a partir dos estudos
praticos desenvolvidos pelo Engenheiro de Minas Daniel Krige no cédlculo de re-
servas nas minas de ouro na Africa do Sul. Este pesquisador nio conseguia encon-
trar sentido nas variancias estimadas, se ndo levasse em consideracao a distancia e
a direcdo da amostragem.

Durante um periodo, o principal obsticulo encontrado pela Geoestatistica
foi a pequena capacidade de processamento dos computadores, pois, muitos sdo

os cdlculos envolvidos na aplicacdo desta metodologia.

2.2.1 Variaveis regionalizadas

A teoria das varidveis regionalizadas pressupde que a varia¢do de uma va-

ridvel pode ser expressa pela soma de trés componentes:
a) Uma componente estrutural, relativa a um valor médio ou a uma tendéncia;
b) Uma componente aleatdria, espacialmente correlacionada;
¢) Um ruido aleatério.

Dado que x representa uma posi¢do de uma, duas ou mais dimensdes da

regido D, entdo a varidvel regionalizada Y (x) pode ser denotada por
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(uma componentizagdo representada anteriormente e repetida por conveniéncia)

em que:
a) u(x) é uma fun¢do deterministica que representa a componente estrutural;

b) €(x) é um termo estocdstico que varia localmente e depende espacialmente
de pu(x);

¢) ¢’ um ruido aleatério, ndo correlacionado, com distribui¢io normal com

média zero e variancia 72.

Representa-se, graficamente através da Figura 2, essa componentiza¢do de

uma varidvel regionalizada, em que Y (x) = Z e pu(x) = m(x).

2.2.2 Hipoéteses

Conforme apresentado, Matheron fundamentou os conceitos tedricos da
Geoestatistica em processos estocdsticos, o qual ele denominou como fungdes ale-
atorias. Uma funcdo aleatdria pode ser entendida como o conjunto de varidveis
aleatdrias existentes dentro de uma regido de interesse, isto €, um processo esto-
castico. Assim definida e pelo fato de ser continua, uma fung¢do aleatdria pode ser
submetida a uma grande quantidade de hipdteses, sem as quais a deducdo de equa-
¢Oes ndo seria vidvel. Em especial, a restricdo de que normalmente oS processos
estocdsticos espaciais sdo realizados uma unica vez.

Portanto, para estimar valores em locais ndo amostrados, deve-se introdu-
zir a restricdo de que a varidvel regionalizada seja estaciondria estatisticamente,
isto é, os momentos estatisticos da varidvel aleatéria Y (x + h) sejam os mesmos

para qualquer vetor distancia h.
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Figura 2 Representacdo dos componentes de uma varidvel regionalizada com (a)
uma componente deterministica constante e (b) uma componente deter-
ministica com tendéncia

Fonte: Modificada de Burrough (1987 apud CAMARGO, 1998)

De acordo com o nimero k de momentos estatisticos que sao constantes, a
varidvel aleatéria € chamada de estaciondria de ordem k, sendo que na Geoestatis-
tica a estacionariedade de ordem 2 (k = 2) € o maximo o que se requer.

Conforme apresentado, a func@o aleatéria Y (x) tem valores esperados
E[Y (x)] = p(x) e E[Y (x+h)] = u(x+ h) e varincias var[Y (x)] e var[Y (x +

h)], respectivamente, para os locais x e x + h, para qualquer vetor h. Entdo, a
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covaridncia cov(x, x + h) = cov(Y (x), Y (x 4 h)) é dada por
cov(x,x + h) = E[Y (x).Y (x + h)] — u(x).u(x + h) 2)
e 0 pardmetro semivaridncia por
29(x,x +h) = E{[Y(x) = Y (x + b’} — {[u(x + h) — s’}  (3)

Salienta-se que var[Y (x)] = cov(x, x), denotado simplesmente por cov(0)
e que var[Y (x + h)] = cov(x + h, x + h), também denotado por cov(0).

Diante dessas defini¢des, uma funcéo aleatéria Y (x) é estaciondria de 1°
ordem se

ElY (x)] = p (4)

ou seja, o valor esperado existe e ndo depende da posi¢do x. Nesse caso, y(x,x +
1
h) = SB{[Y (x) - Y(x + h)]*}.
Analogamente, uma fungdo aleatdria Y (x) € estaciondria de 2* ordem se
for estaciondria de 1* ordem e, para cada par de varidveis aleatérias Y (x) e Y (x +

h), a covariancia é dada por
cov(h) = E[Y (x).Y (x + h)] — 1 ®)

ou seja, a covariancia existe e estd em funcdo apenas de h.
Através das equacgdes (4) e (5) é possivel demonstrar que a covariancia e
a semivariancia sa30 mecanismos equivalentes na caracteriza¢do da dependéncia

espacial.
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A hipétese de estacionariedade de 2* ordem implica a existéncia de uma
variancia finita das realizagdes, porém, essa hipdtese ndo pode ser satisfeita para
alguns fendmenos de infinita dispersdo. Para tais situagdes, uma hipdtese menos
restritiva, a hipdtese intrinseca, se faz necessaria.

Uma fungio aleatéria é intrinseca quando satisfaz a estacionariedade de 1?
ordem e o incremento {Y (x) — Y (x + h)} tem varincia finita e ndo depende de

X, para qualquer vetor h. Matematicamente, isso pode ser escrito por
1 2
() = E{[Y (x) -V (x+ )} (©)

Assim, ficam descritas as principais hipdteses da Geoestatistica, estacio-

nariedade de 1? ordem, de 22 ordem e intrinseca.

2.2.3 Semivariograma

O semivariograma, ou simplesmente variograma, ¢ uma ferramenta fun-
damental para descrever quantitativamente a variacdo no espaco de um fendmeno
regionalizado. A natureza estrutural de um conjunto de dados € definido a partir
da comparacdo de valores tomados em 2 pontos, obedecendo uma determinada
direcdo, conforme ilustra-se na Figura 3.

O nivel de dependéncia entre duas varidveis regionalizadas € representado

por



)/ ET— B T S —

- R

i
1
I
i
|
1
:

X

. 4

Figura 3 Tlustracdo da amostragem em duas dimensdes

Fonte: Camargo (1998)

e pode ser estimada por

y(h) = A Y (x;) — Y(x; + h))?
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®)

em que N (h) é o nimero de pares de valores medidos Y (x;) e Y (x; + h), sepa-

rados por uma vetor distancia h.

Graficamente, a representacdo das semivariancias estimadas 4(h) em fun-

cdo dos valores correspondentes de h (que visa esbocar o comportamento da de-

pendéncia espacial do fendmeno) é denominada semivariograma experimental ou

empirico.

Conforme apresentado, a estacionariedade ¢ uma propriedade do modelo

probabilistico, que pode variar com a mudancga de escala do estudo e/ou a medida

que novos dados sdo disponibilizados. Logo, é a decis@o de estacionariedade que

permite agrupar observagdes obtidas em diferentes posicdes da drea de estudo,
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gerando os diferentes semivariogramas existentes.

A Figura 4 ilustra um variograma experimental com caracteristicas bem
préximas do ideal. Intuitivamente, espera-se dos dados amostrais que as diferencas
Y (x;)— Y (x;+h) decrescam a medida que h também decresga. O que se espera é
que observagdes mais proximas tenham um comportamento mais semelhante entre

si do que aquelas mais distantes, até que essa dessemelhancga se estabilize.

Y(h) o ..
Semivariograma
. A
20 Alcance (a) _/
) 1e /
!
e e e e T Y S
o ) e AT e~
:3 1,5 | "/
2 I <
o
2 i 5
2 16 1 £
_____ _0'_5- =l’
Efeito Pepita (C,) I .
0 5 15 25 h

Figura 4 Tlustra¢do de um variograma experimental com a apresentag¢do dos para-
metros desejados

Fonte: Camargo (1998)

Através do variograma deve-se obter os parametros da estrutura de depen-
déncia espacial, tteis no processo de predi¢ao geoestatistica. Conforme represen-

tado na Figura 4, os parametros sio:

a) Alcance (a): distancia dentro da qual as amostras apresentam-se correlaci-
onadas espacialmente, entdo, além do alcance considera-se que ndo exista

dependéncia espacial;

b) Patamar (C): é o valor da semivariancia correspondente ao alcance;
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¢) Efeito pepita (Cp): idealmente y(0) = 0, porém, hd sempre uma descon-
tinuidade para as menores distdncias entre os pontos, o que pode ocorrer
devido a erros no processo de amostragem, por exemplo, entre outros moti-

vos;
d) Contribui¢do (Cy): € a diferenca entre o patamar (C) e o efeito pepita (Cp).

A amostragem € outro aspecto muito importante para a predicdo geoesta-
tistica, pois, € através desse processo que os parametros do semivariograma podem
ser melhor estimados.

A amostragem geoestatistica pode ser realizada de duas formas, a prin-
cipio: com malhas regular ou irregularmente espacadas, conforme representacao

feita nas Figuras S e 7.

o N

‘._____
§---==-
'------

Figura 5 Esbo¢o de uma amostragem regularmente espacada juntamente com a
configuracdo direcional adotada na Geoestatistica

Fonte: Camargo (1998)

Considerando, inicialmente, um conjunto de amostras em 2 dimensdes re-

gularmente espacadas (Figura 5), a construcdo do variograma experimental con-
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siste em calcular as semivariancias para a menor distancia entre os pontos, em uma
mesma direcdo e plotd-las no grafico (pode-se plotar todas as parcelas das semi-
variancias estimadas ou apenas a sua média). Em seguida, o mesmo deve ser feito
para a segunda menor distancia, na mesma dire¢ao (conforme Figura 6), e o proce-
dimento finaliza quando todas as distincias e todas as dire¢des sdo consideradas.
Salienta-se, porém, que para cada direcdo deve-se construir um semivariograma
diferente.

Quando o variograma apresenta um comportamento idéntico em qualquer
direcdo de h, denomina-se variograma direcional isotropico, caso contrério, va-

riograma direcional anisotropico.
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Figura 6 Ilustragdo do cdlculo do semivariograma experimental a partir de uma
amostragem regularmente espacada

Fonte: Camargo (1998)

Considerando, entdo, uma amostragem irregularmente espacada em duas
dimensdes (Figura 7), deve-se introduzir limites de tolerdncia para a escolha de

pontos amostrais em fun¢@o da distancia e direcdo.
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Figura 7 Ilustragdo do cdlculo do semivariograma experimental a partir de uma
amostragem regularmente espacada

Fonte: Camargo (1998)

Tomando como referéncia o lag; (lag é o termo utilizado na Geoestatistica
como uma distincia entre 2 pontos) e dire¢do de exemplo 45, utiliza-se a toleran-
cia angular de 22, 5° para a obtencdo dos pares de pontos que serdo incluidos no
célculo. Este procedimento deve ser repetido para todos os lag’s, todos os pontos
e todas as direcdes, sempre obedecendo a andlise anisotrépica.

Uma vez que o semivariograma experimental € obtido, pode-se entdo ajusta-
lo através de modelos tedricos proprios. Este processo de ajuste ndo é direto e auto-
matico, como em outras metodologias da Estatistica, pois depende do julgamento
de um especialista, do modelo escolhido e da natureza do problema estudado.

Os principais modelos isotropicos disponiveis na literatura contemplam
variogramas sem patamar e com patamar. Os modelos sem patamar sdo proprios
para a estimacdo de parametros em fendmenos com dispersao infinita (aqueles que

ndo atendem a hipétese intrinseca). Entre estes, cita-se o modelo poténcia (em que
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b € o parametro de intensidade da dispersdo, ou seja, se b > 1 a dispersdo é mais

acentuada que b = 1 e b < 1), dado por

0, selh/=0

7 (h) = ,
Co+ Ci.|h|”, se h|#0

(€))

Os modelos com patamar so aqueles que atingem o patamar, pelo menos

assintoticamente. Entre estes, cita-se os trés principais e mais utilizados: esférico

(também chamado de Modelo de Matheron), exponencial (modelo pertencente a

importante familia Matérn) e o gaussiano (um dos modelos utilizados no ajuste de

fendmenos com semivaridncias que demoram alguns lag’s para aumentar). Res-

pectivamente, estes modelos sdo dados por

0 ,  selh|=0

v =1 coron[§(B) -5 (B)] - seo<imi<a

Co + Cy ,  selh|>a
) 0 , selh|=0
’y =
Co+ Cy [l—exp (—%)} , se|h|#0
0 , selh|=0
7 (h) =

2
Co+C4 {1—exp<—2|> } , selh|#0

(10)

(1)

(12)

Conforme citado, estes modelos sdo para fendmenos isotropicos, ou seja,



39

aqueles que apresentam semivariogramas experimentais idénticos em todas as prin-
cipais dire¢des. Para fendomenos anisotrépicos € comum classificar a anisotropia,

antes de aplicar uma transformacgao nos dados, ou seja:

a) Anisotropia geométrica: variogramas com mesmo patamar e diferentes al-

cances;

b) Anisotropia zonal: variogramas com mesmo alcance e diferentes patamares;

¢) Anisotropia combinada: variogramas com diferentes patamares e diferentes

alcances.

2.2.4 A inferéncia geoestatistica

Dentro do processo de modelagem encontra-se a modelagem estatistica,
que pode ser entendida como o esforco humano em explicar, probabilisticamente,
os fendmenos. Considerando, especificamente, fendmenos onde as coordenadas
espaciais sdo relevantes pode-se definir e subdividir a Estatistica Espacial.

Para Bailey e Gatrell (1995), a Estatistica Espacial € um ramo da Estatis-
tica composto por métodos cientificos para a andlise de dados cuja localizagdo no
espaco € levada em consideracdo. Cressie (1993) subdivide tais dados em: dados
geoestatisticos, dados de area (lattices) e padrao de pontos.

A Geoestatistica pode ser vista em uma linguagem de Processos Estocds-
ticos, que tem como ideia bdsica predizer pontos desconhecidos (ndo amostrados)
do espaco de indices D do processo estocastico fundamental, proposto como mo-
delo ou modelar a estrutura de dependéncia espacial, que pode ser de interesse,

independente de predicao.
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Os preditores da Geoestatistica usam a vizinhanga amostrada com o intuito
de fazer valer a percepcdo de que a estrutura de dependéncia espacial do processo
reduz a “incerteza” das predicoes.

Como j4 dito, devido a limitagdes de ordem pratica, em grande parte das
aplicagOes da Geoestatistica s6 hd uma realiza¢do do processo estocdstico, entdo
pressuposicoes de estacionariedade sdo necessdrias (estacionaridade da covarian-
cia e da semivariancia).

A estrutura de dependéncia espacial pode ser medida por uma ferramenta
prépria da drea, denominada semivariograma, que plota as semivariancias (defi-
nidas em situacdo oportuna) em funcio dos correspondentes vetores de distancias
(VIEIRA, 2000).

Constatada a presenca de dependéncia espacial entre as realizagdes y(x;)
do processo estocdstico fundamental, doravante, por simplicidade de notacao,

Y (x;), pode-se fazer predi¢des em pontos x da regido de estudo ID, por meio de
um preditor ndo tendencioso e de varidncia minima, em que X é um ponto de D.

Conforme citado, na Geoestatistica, o0 método de predicdo € chamado de
Krigagem. Cressie (1993) afirma que a palavra krigagem € sindbnimo de “predi¢do
Otima”, em outras palavras, a krigagem significa fazer inferéncias de valores ndo
observados de um processo estocdstico Y(.), dado por {Y(x;) : x; € D C RP},
Vi = 1,2,...,n, em que x; ¢ um vetor composto pelas coordenadas da i-ésima
realizacdo do processo.

Frequentemente usa-se a krigagem do tipo linear, a qual estd associada ao
acronimo BLUP (Best Linear Unbiased Predictor). O termo “linear” indica que as
estimativas sdo combinagdes lineares dos dados observados; “unbiased” indica que

o valor esperado dos residuos seja zero; “best” porque visa minimizar a varidncia
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dos residuos e, finalmente, “predictor” por estimar varidveis aleatérias (ISAAKS;
SRIVASTAVA, 1989).

Dessa forma, o uso mais frequente da krigagem a faz ser entendida como
uma predi¢do linear. Além disso, conforme Journel e Huijbregts (2003) e Vieira
(2000), o que se deseja com a krigagem € expressar os resultados da predi¢do em
forma de mapas de isolinhas (curvas que expressam valores de uma dada varidvel
aleatoria através de contornos), conforme Figura 8, e mapas de isocores (definido
neste trabalho como faixas de cores que expressam classes de valores preditos de

um determinado processo estocdstico fundamental), conforme Figura 9.

250
1

¥ Coord

100
|

Figura 8 Exemplo de um mapa de isolinhas (krigagem)

Fonte: Landim (2006)
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Figura 9 Mapa de isocores das classes de precipitacdo pluvial total média anual
(mm) para o Estado de Minas Gerais - ZEE/MG

Fonte: Scolforo, Carvalho e Oliveira (2008)

Entdo, partindo do desejo de predizer valores y(xo), para qualquer locali-
zagdo xp, onde ndo se tem realizagdes do processo estocéstico Y (x; ), e assumindo

a krigagem como uma combinagdo linear dos dados, do tipo

y(x0) = > Xiy(x:) + X (13)
i=1

em que:
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a) n é o nimero de realizagdes y(x;) envolvidas na estimativa;
b) \; sdo os pesos associados a cada realiza¢do y(x;);

¢) Ap € uma constante.

Com base na equagio (13), tomando y(x;) como realizagdo do processo
estocdstico Y (x;) e sob certas condi¢des de regularidade o preditor da krigagem é

dado por

Y(xo) = > NY(x:)+ X (14)
i=1

Este preditor, equacdo (14), aparentemente nao apresenta ineditismo algum

em relacdo aos outros métodos de predi¢do. Porém, conforme salienta Andriotti
(2003), Bailey e Gatrell (1995), Chiles e Delner (1999) e Vieira (2000), os pesos
A; s@o atribuidos de acordo com a variabilidade espacial expressa no semivario-
grama.
Nota: Vale ressaltar que nem todos os preditores de krigagem apresentam a forma
da equacgdo (14), porém, deseja-se mostrar neste trabalho, conforme exposto, que
os preditores com este formato e os demais que se enquadram como “melhores”
preditores apresentam propriedades 6timas geometricamente (ndo tendenciosidade
e variancia minima).

Diante disso, pode-se afirmar que o preditor de krigagem linear Y(XO) é
uma média ponderada, sendo a maneira de atribui¢do dos pesos a responsavel pela
otimalidade do mesmo.

Na literatura especializada, encontra-se os seguintes tipos de krigagem:

krigagem simples, krigagem ordindria, krigagem universal e krigagem disjuntiva.
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E possivel encontrar outros tipos, porém, estes sao os principais e mais importantes

para este trabalho, sendo que, nesta tese, considera-se a Esperanca Condicional

como uma krigagem. Ja a krigagem disjuntiva ndo enquadra nos objetivos deste

trabalho. Passa-se, entdo, a descrever cada um:

a)

b)

c)

d)

Krigagem Simples - € a krigagem em que se assume a funcdo média do
processo estocdstico conhecida, logo, ndo é estimada a partir das realizag¢des

(BAILEY; GATRELL, 1995);

Krigagem Ordindria - segundo Chiles e Delfiner (1999) € a krigagem que en-
volve apenas o variograma, tornando-a a mais utilizada e cuja funcdo média

ndo € conhecida, portanto, estimada a partir dos dados;

Krigagem Universal - € a krigagem dos casos em que a varidvel regionali-
zada ndo seja estaciondria, em que a remocao da tendéncia € feita no ajuste
de polindbmios de baixo grau, entdo, o restante do procedimento analitico

torna-se uma analise de residuos;

Krigagem Disjuntiva - € a krigagem em que os pesos sdo encontrados por
meio da projec¢éo do valor desconhecido y(x() no espago vetorial interme-

didrio gerado pela soma das “n” fungoes f(Y (x;)),Vi =1,2,...,n.

Cada sistema de equacdes da krigagem pode ser explicitado algebrica-

mente, porém, convém apresentar a estimagdo geoestatistica em uma forma ge-

ométrica (em uma abordagem didatica) através da projecdo, além de, apresentar

também, as condic¢des requeridas para que o preditor seja tomado como “6timo”.
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2.2.5 Vizinhanca de krigagem

As principais formas de determinagéo da vizinhanga sdo: vizinhanga tnica,
distancia constante, niimero constante de vizinhos e quadrantes.

No método da “vizinhanga dnica”, todos os valores medidos sdo consi-
derados vizinhos, onde o tamanho da amostra pode influenciar na escolha desse
método, pois, amostras grandes podem gerar um custo computacional alto. Para
o método da “distancia constante”, seleciona-se uma vizinhanga que é composta
por todos os elementos que estdo dentro de um circulo de raio especificado. O
método “ndmero constante de vizinhos” € bastante usado, pois, primeiramente, 0s
vizinhos sdo procurados dentro de um raio inicial até que a quantidade de vizinhos
especificada seja encontrada. J4 o método dos “quadrantes” é uma alternativa que

utiliza um nimero especifico de vizinhos em cada quadrante ao redor do valor a

ser estimado.

2.2.6 Autovalidacio

Em qualquer método de estimacdo existe sempre certo grau de incerteza
inerente ao processo, quer seja sobre as hipoteses assumidas ou sobre os parame-
tros ajustados na modelagem.

A autovalidacdo ou jackknife é o procedimento de quantificacio dessa in-
certeza. Este procedimento faz com que cada ponto medido “deixe de existir”
(simulando um ponto perdido ou ndo amostrado) no processo de estimagdo, le-
vando em conta a variabilidade espacial local expressa nas primeiras distancias no
variograma.

Dessa forma, tem-se dois conjuntos de dados, o conjunto dos medidos e
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o conjunto dos preditos. Entdo, para cada um dos n locais, com o valor medido
Y (x;), hd um valor estimado Y (x;), em que pode-se estimar uma regressao linear
entre eles, dado por

Y(x;) =a+bY(x;),
em que:

a) a € o intercepto, que idealmente deve ser zero, porém, para a > 0 é provavel
que esteja ocorrendo uma superestimagdo e para a < 0, esteja ocorrendo

uma subestimacao;
b) b é o coeficiente angular da reta que idealmente deve ser 1.

Essa regressdo ou outros métodos de andlise do erro Y (x;) — Y (x;), per-
mitem discernir a qualidade da predi¢do. Um deles, muito comum em recursos
computacionais, € o citado por Webster e Oliver (2007). O método consiste em
modelar variogramas empiricos através de dois ou mais modelos, em que para
cada modelo deve-se estimar Y (x;) e obter a varidncia. Assim, trés estatisticas

podem ser obtidas, a saber:

N
1 N
a) O erro médio ME (mean error), dado por M E = i E {Y(Xi) - Y (x;) };
i=1

b) O erro quadritico médio MSE (mean squared error), dado por

1 Y . 2
MSE — N;{Y(x,-) —V0a)} s

. 2
1 XAV @) -V
) O erro padrio SE (standard error), dado por SE = — T ,
¢ N — 2 (x;)
em que 62 (x;) é a estimativa da variancia de krigagem.
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O erro médio ME ¢é, naturalmente, zero, pois a krigagem € ndo viesada. Mas,
ndo apresenta acurdcia em muitos casos. Quanto a isso, MSE tem acuricia se o
modelo adotado no variograma também tiver, entdo o valor de MSE tende a ser
igual a variancia de krigagem e entdo o SE tende a 1.

Diante dessa breve apresentacdo sobre a visdo geral da Geoestatistica,
ressalta-se que muitos aspectos particulares dos dados ficariam escondidos se ndo
fossem os procedimentos dessa metodologia.

Contudo, conforme citado, a Geoestatistica nao tem por finalidade desen-
corajar o uso da Estatistica Classica, a qual em seu espago, potencialidades e li-
mitacdes. Mas, € justamente em situa¢des em que a Cldssica tem limitagdes que a

Geoestatistica tem suas maiores potencialidades.

2.3 Espacos de Hilbert

A busca pelo “melhor” preditor implica em um processo de otimizagdo
e, de acordo com Luenberger (1969), a teoria da otimizagdo pode ser vista como
relacdes geométricas simples e intuitivas, com grande utilidade pratica. Um dos
principios utilizados por este autor para justificar tal afirmacdo é o Teorema da
Projegdo. Este teorema é um dos mais simples e importantes resultados da teoria
da otimizac3o.

Conforme se sabe do Espaco Euclideano Tridimensional, a menor distan-
cia entre um ponto e um plano é a reta perpendicular que vai do ponto ao plano,
ilustrado na Figura 10.

Entdo, Luenberger (1969) relaciona este resultado, aparentemente simples,
com espacos de maior dimensdo e até de dimensao infinita, formando a base dos

procedimentos de estimacao.
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Figura 10 Ilustracdo da distincia entre um ponto e um plano

Dessa forma, € comum encontrar na literatura que o conceito matematico
de um Espaco de Hilbert é uma generalizacdo do Espaco Euclideano, pois amplia
os métodos da dlgebra vetorial e o cdlculo para espacos com qualquer nimero
finito ou infinito de dimensdes. Logo, de forma simples, pode-se conceituar o
Espaco de Hilbert como um espago vetorial que possui a estrutura de um produto
interno, permitindo medidas de comprimento e angulo.

Os primeiros espacos de Hilbert foram estudados na primeira década do
Século XX. Como ferramentas indispensdveis nas teorias de equagdes diferenciais
parciais, mecanica quantica, analise de Fourier e teoria ergddica (base matemadtica
do estudo da termodindmica), John von Neumann cunhou o termo “Espago de
Hilbert” como uma homenagem a David Hilbert.

Destaca-se também que os exemplos de espacos de Hilbert incluem es-
pacos de funcdes de quadrado-integravel e espacos de sequéncias. Além da ne-
cessidade de intui¢do geométrica, outros aspectos sao pontos altos na teoria dos
espacos de Hilbert, tais como, espagos vetoriais, combina¢do linear, produto in-

terno, norma, subespacos vetoriais fechados, espacos de Banach, entre outros.
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2.3.1 Conceitos e ilustracoes

Um espago de Hilbert pode ser visto como um espago vetorial normado
completo. Um dos exemplos mais conhecidos de um espaco de Hilbert € o Espaco
Euclideano tridimensional, denotado por R3, dotado de um produto interno. Este
produto interno toma dois vetores X e y e gera um nimero real x.y.

Logo, pode-se perceber que alguns conceitos sdo de fundamental impor-
tancia para o estudo dos espacos de Hilbert. Entdo, apresenta-se conceitos como
espacos vetoriais, produto interno, norma, espacos vetoriais completos, além de

outros relacionados.

Conceito 1 (Vetor). Uma entidade matemdtica propria para definir grandezas

ndo escalares, ou seja, grandezas que dependem de modulo, direcdo e sentido.

Um exemplo de grandezas desse tipo, conforme Boldrini et al. (1980), é
a forga, pois para sua andlise, o0 médulo, a direcdo e o sentido (Figura 11) sdo

importantes.

Sentido: de Apara B

Figura 11 Representacdo das 3 caracteristicas de um vetor

Um vetor pode ser, basicamente, representado de duas maneiras: geomé-
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trica e analiticamente. O modo geométrico facilita sua visualizacdo, porém, ndo é
adequado algebricamente. Simbolicamente, este método utiliza-se da representa-
cdo 07>’ uma vez que encontra-se na literatura especializada a convencao de que
seu inicio € fixado na origem do espaco adotado, conforme Figura 12. O modo ana-
litico consiste em definir um sistema de coordenadas e decompor o vetor segundo

as coordenadas. Por exemplo, para o R?, um vetor u € R? pode ser denotado

a

comou = (a,b,c)ouu= | p | ouf = (a,b,c),emque f é uma fungdo com

Cc

dominio em R.

Figura 12 Representacido geométrica da extremidade de um vetor

Boldrini et al. (1980) apresentam as duas operagdes cldssicas definidas
para os vetores, multiplicacdo de um vetor por um escalar (Figura 13) e adi¢@o de
vetores (Figura 14). Multiplicar um vetor v por um escalar k£ > 0 é considerar um
novo vetor w = kv, que possui a mesma direcdo de v e tem como comprimento
k vezes o comprimento de v. Se k < 0, o vetor w = kv serd igual ao oposto do
vetor |k|.vese k = 0, w = kv serd o vetor nulo 0. Somar 2 ou mais vetores é

considerar um novo vetor resultante da soma de suas respectivas coordenadas.
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v=<2-4>

Figura 13 Representacdo geométrica do produto de um vetor por um escalar

Figura 14 Representacido geométrica da soma de 2 vetores

Vale salientar que o conjunto dos escalares utilizados na defini¢ao da ope-
racdo produto por escalar ¢ chamado comumente de Corpo (termo bastante utili-

zado na literatura).
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Essas operagdes, juntamente com suas propriedades, caracterizam certos
conjuntos cujos componentes “‘comportam-se’” como vetores. Tais conjuntos rece-
bem o nome de Espacos Vetoriais.

Os espacos vetoriais podem ser classificados como espacos vetoriais reais
e espacos vetoriais complexos. Essa classificacdo depende do corpo de escalares
adotado para a operagdo produto por escalar, ou seja, se o corpo adotado for o
conjunto R dos ndmeros reais, tem-se o primeiro tipo, caso 0 corpo seja o conjunto
C dos nimeros complexos, tem-se o outro tipo. Adota-se neste trabalho apenas
0s espagos vetoriais reais, apesar de apresentar varios conceitos de forma geral,
e, visando a simplicidade de notacdo, utiliza-se simplesmente o termo espacos

vetoriais.
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Conceito 2 (Espaco Vetorial). Seja K um corpo e seja V um conjunto ndo
vazio com regras de adi¢do e multiplicacdo por escalar, em que a cada u,v €
V associa-se uma somau+v € Veacadau € V, k € K associa-se um
produto k.u € V. Entdo V é chamado Espaco Vetorial sobre K se prevalecer

os seguintes axiomas:

A1:

A2:

A3:

A4Z

Mll

MQZ

M3:

M4:

(u+v)+w=u+(v+w),Vu,v,weV;

u+0=u, Vu eV eO0 sendo um vetor nulo de V;

u+ (—u) =0, Vu € V e —u sendo seu vetor oposto pertencente a V;
u+v=v+u VuvevV;

(a+b)u=au+bu, VYa,b € KeVuec V;

k(u+v)=Fku+ kv, Vu,v e VeVk € K;
(ab)u=a(bu), Va,b € KeVu € V;

lu=u,Vue Vel eK.

Lipschutz (1994) afirma, sobre o conceito 2, que € perceptivel a divisdo

dos axiomas em dois grupos, os 4 primeiros correspondem a estrutura aditiva de

V e os demais dizem respeito a acdo do corpo K sobre V.

Com base nestes axiomas, pode-se verificar as propriedades de um espago

vetorial, conforme descritos no Teorema 1.
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Teorema 1 (Propriedades). Seja V um espago vetorial sobre um corpo K,

entdo
(i) KO=0,VEk e KeO0 € V;
(ii) Ou=0,Yue Vel € K;
(iii) ku=0=k=0ouu=0,parak e Keu e V;

(iv) (—k)u=k(—u) = —ku,Vu e VeVk € K.

Demonstragdo:

(i) pelo axioma (A3) com u = 0, tem-se 0 + 0 = 0. Logo, pelo axioma
(My), kO = k(0 + 0) = kO + k0. Adicionando —k0 a ambos os membros,

obtem-se k0 = 0O;

(ii) sabendo que 0 + 0 = O e pelo axioma (M3) Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou.

Adicionando —0Ou a ambos os membros, obtem-se Ou = 0;

(iii) seja ku = 0 e k # 0. Entdo existe um escalar k! tal que k= 'k = 1, daf

u=lu=(kk)u=k"1(ku) =k 10 =0;

(iv) como u + (—u) = 0, obtem-se 0 = k0 = k(u + (—u)) = ku + k(—u).
Adicionando —ku a ambos os membros, tem-se —ku = k(—u). Como
k+ (k) = 0, obtem-se 0 = Ou = (k + (—k))u = ku + (—k)u.
Adicionando —ku a ambos os membros, tem-se —ku = (—k)u. Assim,

(—k)u = k(—u) = —ku. ¢

Luenberger (1969), apds apresentar as propriedades de um espaco vetorial,
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considera um importante conceito sobre conjuntos de espacos vetoriais combina-

dos que produzem um espago vetorial maior.

Conceito 3 (Espacos Vetoriais Combinados). Sejam V e W espacos vetoriais
sobre o mesmo corpo K. Entdo o produto cartesiano de V e W, denotado por
V xXW, consiste na colegdo de pares ordenados (v,w)comv € Vew € W.

As operacdes soma e produto por escalar sdao definidas, respectivamente, em

V x W por
(vi,w1) + (vo,w2) = (V1 + vo, w1 + Wa)
e
k(v,w) = (kv, kw)
comk € K.

Pode-se verificar que o produto cartesiano V x W, assim definido, é um
espaco vetorial, pois satisfaz aos axiomas do conceito 2.

Dentre os vérios exemplos de espagos vetoriais encontrados na literatura,
cita-se um, utilizado por Lipschutz (1994), cuja aplicacdo neste trabalho tem grande

importancia. Tal exemplo € o de Espaco de Fungaes.
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Conceito 4 (Espago de Fungdes). Sejam S um conjunto ndo-vazio e K um
corpo arbitrdrio. Considerando o conjunto ¥ (S) de todas as fungoes de S em
K, entdo, a soma de duas fungdes f,g € F(S) é a funcdo f + g € F(S),
definida por

(f +9)(s) = f(s) +9(s), Vs €S

e o produto de um escalar k € K com uma funcdo f € F(S) é a fungdo

kf € F(S), definida por

(kf)(s) =kf(s),VseS.

Assim, F(S) com essas operacdes é um espago vetorial sobre K.

Lipschutz (1994) demonstra que o Conceito 4 atende ao Conceito 2, isto
é, 0 espago de fungdes € um espaco vetorial sobre K.

Com muita frequéncia, € necessario detectar, dentro de um espago vetorial
V, subconjuntos W que sejam eles préprios espacos vetoriais “menores”. Assim,

Boldrini et al. (1980) definem subespagos vetoriais com base em duas condi¢des.

Conceito 5 (Subespagos Vetoriais). Dado um espago vetorial V, um subcon-

Jjunto W, ndo-vazio, serd um subespaco vetorial de 'V se

(i) Para quaisquer u,v € W,u+v € W,

(ii) Para quaisquerk € Keu € W, ku € W.

Boldrini et al. (1980), comentando sobre o conceito 5, fazem 3 observa-

coes: a primeira € sobre a garantia de que realizando as operagdes (soma e produto
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por um escalar) em W ndo se obtem vetores fora de W, logo W € um espago
vetorial; a segunda € sobre a necessidade de um subespaco vetorial conter o vetor
nulo, o que pode ser obtido por (ii) quando k = 0; e, a dltima observagio, todo es-
paco vetorial admite pelo menos 2 subespacos (chamados de subespagos triviais),
o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o préprio espago vetorial.

Um exemplo cléssico de subespaco vetorial é tomar V. = R3e W C V,
um plano passando pela origem, pois, pode-se verificar as condi¢des (¢) e (i7) do
conceito 5.

Comenta-se agora, uma das mais importantes caracteristicas de um espaco
vetorial, a obtencdo de novos vetores a partir de vetores dados (BOLDRINI et al.,

1980).

Conceito 6 (Combinacdo Linear). Seja V um espaco vetorial sobre o corpo

K, comvy,va,...,vy, € Veay,ag, ..., a, € K. Entdo, o vetor

vV =a1Vy] +agvy + ...+ a,vy

é um elemento de V, chamado de combinacdo linear de vi,va, ..., V.

Fixando os vetores v, va, ..., v, em 'V, o conjunto [M] de todos os vetores
de V que s@o combinagdes lineares destes € um subespaco vetorial denominado

subespaco gerado por vi,Va, ..., Vy, denotado como

M] = [v1, Ve, ..., Vy]

ou, simplesmente, [M].
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Demonstra-se, entdo, que [M], assim caracterizado, ¢ um subespaco veto-
rial.
Demonstragdo:
Para que [M] seja um subespaco vetorial, conforme Conceito 5, deve-se verificar

2 propriedades:
(i) Para quaisquer u,v € [M],u+ v € [M];
(i) Para quaisquer k € K eu € [M], ku € [M].

Fixando v, va, ..., v, € V, tomando quaisquer u, v € [M], tal que

u=ayvy +agvo + ... +a,vp

vV =>0vy+bavo+ ...+ byv,

Yay,asg, ...,aneby, by, ..., b, € Kefazendo u+v, conforme definido para espagos

vetoriais, tem-se

u+v=(a1v1 + agva + ... + apvy) + (b1vi + bava + ... + b, vy,)

u+v=_(ar+bi)vi+ (a2 +b2)va+ ... + (an + bp)vn € [M],

o que verifica (7). Para verificar (iz), pode-se tomar qualquer k = (a1, ag, ..., a,) €
K que satisfaz ku € [M] pela prépria definicdo de combinagéo linear. Logo, se
[M] € o conjunto de todos os vetores de V que sdo combinagdes lineares destes,
[M] é um subespaco vetorial. ¢

Luenberger (1969) comenta sobre uma caracteristica interessante do su-

bespago gerado [M]. Como se sabe, um subespago vetorial deve conter o ve-
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tor nulo (dito “passar pela origem’) para receber essa caracteriza¢do, porém, um
plano que ndo passa pela origem pode gerar um espago vetorial (basta tomar
a; = ag = ... = a, = 0 para resolver o problema do vetor nulo, por exemplo).

Com base nessa caracteristica, pode-se definir um importante conceito.

Conceito 7 (Variedade Linear). Seja N um subespaco vetorial. A translagcdo
de N consiste em deslocar este subespaco vetorial de forma que o conjunto
resultante 'V ndo contenha o vetor nulo, denotada por V.= x¢ + N, com

xg # 0. Diz-se, entdo, que V é uma variedade linear.

Pela Figura 15, tomando N = R? como exemplo, pode-se obter uma va-
riedade linear V adicionando um vetor ndo nulo x( a cada vetor n de N, tal que

vV =X + n.

Figura 15 Representacio geométrica de uma variedade linear para N = R?

Até agora, no estudo de espagos vetoriais, ndo aparecem conceitos como

“comprimento” e “angulo” (importantes para discutir a ortogonalidade) de vetores,
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e, finalmente, otimizacdo. Assim, deseja-se introduzir mais uma estrutura sobre

um espago vetorial V com o intuito de formalizar tais conceitos.

Conceito 8 (Produto Interno). Seja V um espaco vetorial. Um produto in-
terno, denotado por (v, vs) sobre V é uma fungdo que associa a cada par de
vetores vy e Vo de V um niimero real, denotado por (vi,va) : VXV — R,

satisfazendo as propriedades:
(i) (vi,vi) > 0,Vv; € V,e(v;,v;) =0<=v; =0;
(ii) (kvi,va) =k (vi,va),Vk € ReVvy, vy € V;
(iii) (v1+ va,vs) = (vi,v3) + (va,v3), Vv, Ve, vy € V;

(iv) (v1,va) = (ve,v1),Vvy,vo € V.

Bierens (2007) afirma que um espago vetorial V com um produto interno
€ chamado de espaco com produto interno.

Entre os exemplos citados por Boldrini et al. (1980), destaca-se dois: o
primeiro com V = R3, em que vi = (z1,¥1,21) € V2 = (¥2,%2,22). Entdo
(v1,va) = w122 + Y1y2 + 2122 € 0 segundo com V sendo o espago de fungdes

continuas no intervalo [0, 1], com vi = f1,ve = fo € V, entdo (vi,vy) =

1
(f1, fo) = | fu(t) fa(t)dt.
/

O produto interno € usado para, finalmente, caracterizar a no¢@o de orto-

gonalidade de vetores. Formalmente, pode-se fazer a seguinte definicao:
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Conceito 9 (Ortogonalidade de Vetores). Seja V um espaco vetorial com pro-
duto interno (-,-). Diz-se que dois vetores vi,vy de V sdo ortogonais (em
relagdo a este produto interno) se (vi,va) = 0. Tal condi¢do é denotada por

vilwva.

Boldrini et al. (1980) apresentam 5 propriedades da ortogonalidade de

vetores. Sao elas:
(i) 0Lv,Vv €V,
(i) viLlvy = volvy;
(iii) se viLvy,Vve € V, entido vy = 0;
(iv) se viLlwe volw,entdo vi + vo Lw;
(v) se viLvg ek éum escalar, entdo kvy Lvs.

Quanto ao desejo de formalizar o conceito de comprimento de um vetor

em um espago vetorial com a estrutura de produto interno, conceitua-se norma.

Conceito 10 (Norma). Seja V um espaco com produto interno (-,-). Diz-se

que a norma (ou comprimento) de um vetor v de V em relacdo a este produto

interno é dado por |v|| = \/ (v, V).

Segundo Boldrini et al. (1980), se ||v|| = 1, isto é, (v,v) = 1, v é
chamado vetor unitdrio, ou, que v estd normalizado. Assim, todo vetor ndo nulo
v € V pode ser normalizado, através de u = W

v

Bierens (2007), Boldrini et al. (1980) e Luenberger (1969) apresentam as

propriedades da norma, generaliza¢do formal da no¢do de comprimento.
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Conceito 11 (Propriedades da norma). Seja V um espago vetorial com pro-

duto interno. Para quaisquer v,w € V e k € R, valem:
(i) |v[|>0el|v|]|=0<=v=0;

(ii) kvl = [K] - |lv

s

bl

(iii) |(v, w)| < [lv]|-[lw

(iv) [lv+wl < [[vi[ +[[wl|.

A propriedade (7i7) do conceito 11 é chamada de desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Essa desigualdade pode ser demonstrada da seguinte forma:
Seja v e w dois vetores em V. Se v = 0, vale a igualdade de (ii¢). Para provar a

desigualdade toma-se v # 0. Para qualquer t € R,

(tv+w,tv+w)>0=
= (tv,tv) + (tv,w) + (w,tv) + (w,w) > 0=
= (v,v)t? + (v,w)t + (w, V)t + (w,w) > 0 =

= (v,v)t? +2(v,w)t+ (w,w) >0

Como obteve-se um trindmio de 2° grau e o coeficiente (v,v) de 2 é sempre
positivo (v # 0), A deve ser negativo, A = 4 (v, w)? — 4 (v, v) (w,w) < 0, ou
seja, 4 (v, w)? — 4 ||v|? [|[w|?® < 0. Logo |(v,w)| < ||v] - |[w]|| (BOLDRINI et
al., 1980). ¢

Ja a propriedade (iv) é conhecida na literatura como desigualdade trian-

gular, que Bierens (2007) demonstra assim:
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[v+w|?=(v+w,v+w)
=(v,v+w)+ (w,v+w)
= (v,v) + (v,w) + (W, V) + (W, W)
= |[vI* +2 (v, w) + [|w]||?
< vI* + 2| v, W) + [|wlf?
< VI + 20wl - flwll + [fwlf?

2
< (VI +lwlD™ = [lv + wil < V]| + [[wl] . ¢

Boldrini et al. (1980) observam que a desigualdade de Cauchy-Schwarz
possibilita a defini¢do de dngulo entre dois vetores nao nulos em um espaco veto-
rial V com produto interno. Entdo, sejam v, w € V, ndo-nulos. A desigualdade

|(v,w)| < |v|l||w] pode ser escrita como

[vw)| _ | (v,w)

- <1
[l - fTwl]

vl - fwlf]

e, portanto, existe um angulo # entre 0 e 7 radianos tal que

cosf = M
[Vl - [[w]

Este angulo 6 ¢ chamado de angulo entre v e w.
Bierens (2007) e Lipschutz (1994) definem espacos vetoriais normados

com base nas propriedades da norma, conforme Conceito 12.



64

Conceito 12 (Espacgo Vetorial Normado). Seja V um espaco vetorial em que
a cada vetor de V esteja associado um niimero real, denotado por ||v||. O
espago vetorial dotado com essa fungdo ||| : V — [0, 00), satisfazendo as

4 propriedades da norma, é chamado de espago vetorial normado.

Lipschutz (1994) comenta que, sendo V um espago com produto interno e
anorma em V definida por ||v|| = \/W pode-se verificar as propriedades da
norma. Assim, todo espaco com produto interno € um espaco vetorial normado.
Por outro lado, pode haver normas em um espaco vetorial V que nao vem de um
produto interno em V.

Para exemplificar, cita-se dois casos apresentados por Barata (2009) utili-

zando espacos vetoriais complexos. Seja C" = {(z1, ..., 2p),
Vz1,...,2n € C"},n > 1, 0 espago vetorial complexo das n-uplas de nimeros
complexos. Paraz = (z1,...,2,) € C", a expressdo

n
lzll, = |kl
k=1

define uma norma em C”. Outra expressio que também define uma norma em C"
¢ dada por

|1z == maz{|z1], ..., |zn|}

Bierens (2007), com base neste conceito 12, mostra que a func@o ||-|| define
um métrica d(v,w) = |[[v — w|| em V, isto é, uma fun¢io que mede a distancia

entre v e w. Ento, surge a necessidade do conceito a seguir.
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Conceito 13 (Espago Métrico). Seja V um espaco normado. Uma métrica é

afungdo d(-,-) : V. x V. — [0, 00) que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) d(v,w) =d(w,Vv);
(i) d(v,w) > 0, se v # w;
(iii) d(v,v) = 0;
(iv) d(v,u) < d(v,w) + d(w,u) (desigualdade triangular).

Diz-se, entdo, que um espaco normado com uma métrica definida é chamado

de espaco métrico.

Domingues (1982) resume as 4 propriedades do Conceito 13 em 3 e de-
nota um espago métrico pelo par (V,d). Além disso, apresenta alguns exem-

plos de espagos métricos. Cita-se nesse trabalho apenas dois, a saber: (R, d) com
1

n 2
d(v,w) = [v — w| e (R, d) com d(v,w) = (Z lv; — wi|2> .
i=1
Luenberger (1969) apresenta um conceito fundamental para o estudo das
propriedades da topologia (ramo da matemaética que estuda os espagos topologicos,

sendo considerado uma extensao da geometria e onde se enquadra o estudo dos

espacos de Hilbert).

Conceito 14 (Conjunto aberto). Seja P um subconjunto de um espago nor-
mado V. O vetor p € P é um ponto interior de P se existir ¢ > 0 tal que todo
vetor v de V que satisfaz a ||v — p|| < € pertence a P. O conjunto de todos
os pontos interiores é denotado por PeseP =P, entdo P é um conjunto

aberto.
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Uma notacdo valida para a compreensdo do Conceito 14 é S(v,€), que
simboliza uma bola “sem fronteira” de centro v e raio € que contem pontos (veto-
res) p que também pertencam a P, conforme exemplo representado na Figura 16,

tomando V = R2.

,\\Pv'j—:v‘J _f’:‘
- \
u
Figura 16 Representacio geométrica de um conjunto aberto para V. = R?

Dai, apresenta-se o conceito de conjunto fechado, apresentado por Sallum,

Murakami e Silva (1999), como um conjunto complementar do conjunto aberto.

Conceito 15 (Conjunto fechado). Seja Q um subconjunto de um espago nor-

mado V. Q € fechado, se seu complementar Q° é aberto.

Representa-se na Figura 17 um exemplo de conjunto fechado, tomando
V =R2%
Luenberger (1969) apresenta duas proposi¢des (P;) e (F») consequentes

dos conceitos 14 e 15, a saber:

P : aintersec¢do finita de conjuntos abertos € aberta;
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Figura 17 Representacio geométrica de um conjunto fechado para V. = R?

P, : aintersec¢do finita de conjuntos fechados € fechada.

Para chegar em um importante conceito, passa-se antes pelas definicoes de

sequéncias e sequéncias de Cauchy, apresentadas a seguir.

Conceito 16 (Sequéncia). Seja {ay} uma funcdo cujo dominio é o conjunto
dos niimeros inteiros positivos e contradominio um conjunto numérico qual-
quer, representada por [ : N* — B, ou seja, cada niimero inteiro positivo n
estd associado com um niimero f(n), (n — f(n)). A fungdo, assim definida,

é chamada de sequéncia.

Observa-se, pelo Conceito 16, que a,, pode ser inclusive um vetor v,,.

Comumente, o conjunto B = R e se, quando n cresce, a,, se torna cada
vez mais préximo de um nimero real L, diz-se que a sequéncia {a,, } tem limite L,
ou converge para L, denotado por nhﬁngo an = L. Observa-se que uma sequéncia

que ndo é convergente, € chamada de divergente.
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Luenberger (1969), porém, define assim: Seja V um espaco normado.
Uma sequéncia infinita de vetores {v,,} é dita convergir para um vetor v se a
sequéncia {||v — v, ||} de nimeros reais convergir para zero, denotado por v,, —»

V.

Conceito 17 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia {v,} em um espaco
normado é dito ser uma sequéncia de Cauchy se ||v, — vp,|| — 0 quando
n,m — 00, isto é, dado ¢ > 0, existe um inteiro positivo N tal que

|Vin — vin|| < €,¥n,m > N.

Luenberger (1969) comenta que em um espaco normado, toda sequéncia

convergente € uma sequéncia de Cauchy, visto que, se v,, —> Vv, entio
Vi =Vl = Ve = v+ v = V| < |[ve =]+ [[v = V| — 0.

Entretanto, uma sequéncia de Cauchy pode ndo convergir.
Barata (2009) apresenta um exemplo cldssico de uma sequéncia de QQ (con-
junto dos nimeros racionais) que é uma sequéncia de Cauchy em relagdo a métrica

d(-,-), mas que ndo converge em Q. E o caso de

_ 1 1 1
{Sn}— +F+§++E

Neste trabalho, hd um interesse particular em espacos normados em que as
sequéncias de Cauchy sdo convergentes.
De forma geral, um espago normado em que toda sequéncia de Cauchy é

convergente € chamado de espaco completo ou de Banach (BARATA, 2009).
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Conceito 18 (Espaco de Banach). Um espago vetorial normado V é completo
se toda sequéncia de Cauchy de V tem um limite em V. Entdo, um espago

vetorial normado completo é chamado de espaco de Banach.

Apesar da necessidade de certo cuidado em se utilizar espacos de Banach,
por exemplo, em problemas de otimizag@o, afirma Luenberger (1969), a principal
vantagem em sua utilizagc@o é que, buscando um vetor 6timo (o que maximiza um
dado objetivo), frequentemente uma sequéncia crescente de vetores é construida.
Portanto, o vetor 6timo desejado é o limite da sequéncia. Quando o limite da
sequéncia € desconhecido, verificar se o espago vetorial é completo pode ser um
teste de convergéncia da sequéncia de Cauchy.

Sabe-se dos fundamentos da geometria, conforme ja citado, que a menor
distancia entre um ponto e uma reta é dada por um segmento de reta perpendicular
que une os dois e que isso pode ser generalizado para a menor distincia entre um
ponto e um plano. Isso é, de fato, um caso especial de um dos mais importantes
principios da otimizacio, o teorema da projecdo.

O conceito de ortogonalidade é fundamental para este objetivo (otimizar
via projecdo), porém, é um conceito que ndo estd disponivel em espacos normados
gerais, onde a norma € definida de forma geral.

Assim, o espaco de Hilbert possibilita tal andlise, pois € um caso especial
dos espacgos normados, aqueles com a estrutura de produto interno definida. Entdo,
conforme ja citado, dois vetores sdo definidos como ortogonais se seu produto
interno € zero (LUENBERGER, 1969).

Este autor afirma ainda que os espacos de Hilbert, dotados com produto

interno, possuem uma “riqueza” de propriedades que possibilitam a generalizacio



70

do espaco Euclideano R"”, implicando em anélises em diversas areas do conheci-

mento.

Conceito 19 (Espaco de Hilbert). Um espaco de Hilbert H é um espaco veto-
rial dotado de um produto interno com norma e métrica associadas, tal que

toda sequéncia de Cauchy em H tem um limite em H.

Pode-se perceber, salienta Bierens (2007), o espaco Euclideano R™ é um

espaco vetorial dotado de um produto interno (x,y), com norma, ||x|| = /(x,x),

e métrica, , associadas, tal que toda sequéncia de Cauchy tem um limite

X-y
em R". Entdo, isso faz de R™ um espaco de Hilbert.

Este autor apresenta também, basicamente, qual a diferenga entre um es-
paco de Banach e um espaco de Hilbert. Assim, a diferenca € a definicdo de norma,
ou seja, em um espacgo de Hilbert a norma € definida via produto interno, ao passo

que em um espaco de Banach a norma € definida de forma geral. Logo, um espaco

de Hilbert é um caso particular de um espaco de Banach.

2.3.2 O teorema da projecao

A definicdo de ortogonalidade de vetores, apresentada no Conceito 9, tem
muitas consequéncias diretas em espacos de Hilbert, sob o aspecto geométrico.
Conforme exemplifica Luenberger (1969): o teorema de Pitdgoras € uma dessas
consequéncias porque € valido também nesses espacos, ou seja, se v_Lw, entdo

v+ wif* = [[v]]* + | wl]*.
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Essa afirmacdo pode ser provada da seguinte forma:

Iv+wl?=(v+w,v+w) =
=(v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w) =

= vIP+2 (w,v) +[w|*=
——
como v1w

2 2
= [[v[I” 4 flwil-

¢
Entdo, basicamente o que se deseja ao lidar com a otimizac¢io sob os as-
pectos de projecdo é: dado um vetor v que pertence a um espago de Hilbert H

e um subespago [M] C H, deseja-se encontrar um vetor m € [M] que mais se

aproxima de v, ou seja, |[v — m|| minima.

Barata (2009) e Luenberger (1969) apresentam, de forma peculiar, 3 im-
portantes questdes que devem ser levantadas para se encontrar uma solugdo com-
pleta desse problema. Primeira, existe um vetor m € [M] que minimiza ||v — m)|
(ou, existem vetores melhores que outros)? Segunda, a solucdo € unica? E, ter-

ceira, qual € a solu¢do ou como € caracterizada?

Apresenta-se, entdo, dois teoremas essenciais para responder tais questoes.

Teorema 2 (Vetor de Minimizagdo). Seja H um espago de Hilbert, [M] um
subespago de H e v um vetor arbitrdrio de H. Se existir um vetor mg € [M]
tal que |[v — my|| < ||v —m||,Vm € [M], entdo my é iinico. Uma condi¢do
necessdria e suficiente para que my € [M] seja o vetor iinico de minimizagdo

em [M] € que o vetor de residuo v — my seja ortogonal a [M].
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Demonstragdo:

Mostra-se, primeiro, que se mgy é o vetor desejado, entdo v — myg € ortogonal a
[M]. Para fazer isso, supde-se que existe um m € [M] que ndo seja ortogonal
av — mg. Entdo sem perda de generalidade e (v — mg, m) = § # 0, pode-se
assumir que ||m| = 1. Seja o vetor m; € [M] definido como m; := mg + dm.

Entao

[v—my|* = |[v —mg — dm]|* =
= ||v —mg|* = (v —mg,m) — (v — mg, dm) +
N——
6(v—myg,m)

— (6m, v —myg) 4 ||0m, || =
—_—

6(v—myg,m) |6]2

= |lv — mol|* =[5> < ||v —mo]*.

Assim, se v — my ndo é ortogonal a [M], mg néo é o vetor desejado.
Mostra-se, agora, que se v — my é ortogonal a [M], entdo mg € o vetor tnico de

minimizagdo. Para qualquer m € [M], o teorema de Pitdgoras mostra que

lv—m[* = v — mg + mo — m|* =

= ||v — mo||* + |lmp — m|*.

Assim, ||[v —m|| > ||v — myg]|, para m # my,. ¢

Esta demonstracdo ndo comprova a existéncia do vetor dnico de minimi-
zacdo. Mas, que, se existir, este € Unico e que v — mg € ortogonal ao subespaco
[M]. A Figura 18, ilustra o teorema para H = R3.

Um conceito necessdrio a continuidade da abordagem do tema é o con-
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L_______________‘

Figura 18 Representagio do teorema da proje¢io quando H = R?

Fonte: adaptado de Luenberger (1969)

ceito denominado lei do paralelogramo, que diz: em um espago de Hilbert, vale a
igualdade

v 4wl + [[v = wl® = 2|v][* +2 [ wl]*.

Entdo, utilizando a expansdo das normas em termos de produto interno,

demonstra-se:

HV+WH2 =(v+w,v+w) =
=(v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w) =

2 2
= VIl +2{v,w) +[[w]".

Analogamente,

2

2
v —=w| = vl

—2{v,w) + [[wl*.

Dai

v+ Wl + [[v = wl* = 2|v][* + 2 [wl]*.
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Teorema 3 (Projecdo - Classica). Seja H um espago de Hilbert e [M| um
subespaco fechado de H. Para qualquer vetor v € H, existe um tinico vetor
my € [M] tal que |[v—mg| < ||[v—m]|,Vm € [M]. Além disso, uma
condi¢do necessdria e suficiente para que my € [M] seja o vetor tinico de

minimizagdo em [M] é que o vetor de residuo v — my seja ortogonal a [M].

Demonstragdo:

A unicidade e ortogonalidade foram provadas no Teorema 2. Entdo, prova-se so-
mente neste teorema a existéncia do vetor de minimizagao.

Se v € [M], my = v e a demonstragdo estd completa. Assume-se, entdo,

que v ¢ [M] e define-se § = inf ||v—m]|. Logo, deseja-se encontrar um
me

|
(M]
mg € [M] com ||[v — myg|| = .
Com este objetivo, seja {m; } uma sequéncia de vetores de [M] tal que ||v — my||

— 6. Pela lei do paralelogramo

1(m; =) + (v = my)[* + || (m; —v) = (v —my)|[* =

2 2
= 2my — v|["+ 2 |v — my[”.

Trabalhando s6 o primeiro membro da igualdade, tem-se

(m; =) + (v = my)[* + || (m; —v)—
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= ||(m; — v)? +2(m; — v)(v — m;)+

+ (v=m)? + [ (my = v)? = 2(m; — v)(v = my) + (v - my)° | =
= |m? - 2vm; + v? + v? — 2vm; + m} || +

+ [|m? — 2vm; + v* + v? — 2vm; + m?|| =
= ||2m? — 4vm; + 4v* — 4vm; + 2m7|| =
= ||4v? — 4v(m; + m;) + 2m7 + 2m] | =

= [|4v? — 4v(m; + m;) + m? + m? + m? + m? + 2m;m; — 2m;m;|| =

= [[[2v — (my +m;)]” + (m; + my)*|| =

m; +m,
- H[Qv =2 )P + (my +my)?|| =
2
m; +m;
=4 V—% + [lmy —my|.

Entéo, rearranjando a lei do paralelogramo, obtem-se

2
_Inj+mi

o 2 = 2y = vl 2 v

Pode-se perceber que my + mi € [M], Vi, j, desde que [M] seja um subespago
m; + m;

vetorial linear. Portanto, pela defini¢do de 4, ||v —

Iy — my|* < 2 jmy = v[[* + 2 v — my|* - 46%.

Uma vez que ||v — m;||* — §2 quando i —» oo, conclui-se que ||m; — my||* —
0, quando %, j — o0.
Portanto, {m;} é uma sequéncia de Cauchy e uma vez que [M] é um subespaco

vetorial fechado de um espago vetorial completo, a sequéncia {m;} tem um limite
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mg em [M], logo ||v — myg|| = 4. ¢

Deve-se observar, que, nem o texto do teorema nem a demonstracdo da
existéncia do vetor de minimizacgao, faz referéncia explicita a estrutura do produto
interno, pois apenas a norma ¢ utilizada. Porém, a demonstracdo faz uso frequente
da lei do paralelogramo, logo, esta estrutura estd implicita na existéncia do vetor,
o que exige que H € um espago de Hilbert e ndo um espaco de Banach arbitrario.

O Teorema 3 ¢é utilizado também para estabelecer algumas propriedades
estruturais adicionais em espacos de Hilbert. O objetivo principal é mostrar que,
dado qualquer subespacgo fechado de um espaco de Hilbert, qualquer vetor pode
ser escrito como uma soma de outros 2 vetores, sendo o primeiro pertencente ao
subespaco dado e o outro ortogonal ao primeiro. Assim, surge o conceito de Com-

plementos Ortogonais.

Conceito 20 (Complemento Ortogonal). Dado um subconjunto S de um es-
pago de Hilbert, o conjunto de todos os vetores ortogonais a S é chamado de

Complemento Ortogonal de S, denotado por S*.

Lipschutz (1994) e Luenberger (1969) comentam que o complemento or-
togonal S+ (1&-se: ““S perp”) de um conjunto S que consiste apenas do vetor nulo é
todo o espago vetorial. Além disso, para qualquer conjunto S, S é um subespaco
fechado.

Outras propriedades sdo apresentadas por Luenberger (1969), resumindo
as relacdes bdsicas existentes entre um conjunto S e seu complemento ortogonal

S+ (Proposicio 1).
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Proposicao 1 (Propriedades). Sejam S e T subconjuntos de um espaco de

Hilbert H. Entdo,
(i) St é um subespaco fechado de H;
(i) S C S+,
(i) Se S C T entdo T+ C S*;
(iv) StLL — gL,

(v) S+ é 0 menor subespaco fechado que contém S.

Demonstragdo:

®

(i)

(iii)

S+ ¢ um subespaco porque 0 € S, pois 0 é ortogonal a todo vetor em
H e uma combinagdo linear de vetores ortogonais a um conjunto também
é ortogonal ao conjunto. Supondo v,w € S+, quaisquer escalares a e
b e qualquer vetor s € S, tem-se: (av + bw,s) = (av,s) + (bw,s) =
a({v,s) +b(w,s) = a.0 +b.0 = 0. Assim, av + bw € S+, e, portanto,
S+ ¢ um subespaco de H. Além disso, S* é fechado, pois se {x,} é uma
sequéncia convergente de S* (x,, — x), entdo 0 = (x,,,s) — (x,s), Vs €

S, logo x € St.

Sejas € S. Entédo (v,s) = 0,Vv € S+, logos € S*. Consequentemente,

S C S+t

Seja w € T+ e v qualquer vetor de T, entdo (w,v) = 0. Como S C T,

entdo (w,v) = 0,Vv € S. Assim, w € St implicando em TL C s+
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(iv) De (i7) sabe-se que St C 8ttt es C St que de (vi1), stil c s.

Entdo, S+ = S+++.

¢

Para apresentar o teorema que motiva a expressao Complemento Ortogonal

de um conjunto de vetores ortogonais a um conjunto, deve-se antes conceituar
soma direta de dois subespacos vetoriais. Ressalta-se, porém, que, doravante,
denota-se os subespagos gerados por letras maidsculas apenas (e ndo [M]), visando

a simplicidade na notagdo.

Conceito 21 (Soma Direta). Seja X um espaco vetorial. Diz-se que X é a
soma direta de dois subespacos M e N se cada vetor x € X tem uma tinica
representacdo dada por x = m + n, onde m € M e n € N. A soma direta é

denotada por X = M & N.

Teorema 4 (Projecdo Ortogonal). Se M é um subespaco linear fechado de um

espaco de Hilbert H, entdo H = M @ ML eM = ML,

Demonstragdo:

Seja x € H. Pelo Teorema 3 sabe-se que existe um tnico vetor mg € M
tal que [|[x —my|| < |x —ml|, Vm € Meny = x — myg € M*. Dai, x =
mg + ng commgy € Meny € ML,

Para mostrar que a representacio H = M@ M- é tinica, supde-se que x =
m;+n; comm; € Men; € M. Entio, fazendo x—x, 0 = m; —mg+n; —ny,
mas m; — mgy € n; — ng sdo ortogonais. Consequentemente, pelo teorema de

Pitdgoras, [|0]|* = ||(m; — mg) + (n1 — ng)||* = |m; — mg|* + |0y — ng %,

que implica em my = m; e ng = n;. Logo, a representagdo € Unica.
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Para mostrar que M = M-+, é suficiente mostrar que M-++ C M, uma
vez que, pela Proposicio 1, item (i7), tem-se M C ML, Supondo que x € M+
em € M, comn € M', deseja-se mostrar que n = 0 para que M = M. Se
n € Mt entio m € ML, Mas, x — m € M1, isto é, n € M1+, Portanto,
n_Ln porque pertence a M+ e a M+, o que implican = 0. ¢

Luenberger (1969) faz dois comentdrios importantes sobre este teorema.
O primeiro é: se o conjunto M é um subespaco em um espaco de Hilbert, seu
complemento ortogonal M contém os demais vetores necessarios para gerar o
espaco. O segundo: dado um vetor x € H, M um subespacgo fechado de H e o
vetor my € M, x — my € M- é entdio uma projecio ortogonal de x em M.

Lipschutz (1994) destaca também que um conjunto S de vetores em um es-
paco de Hilbert € chamado de ortogonal se cada dois vetores em S sdo ortogonais;
e S é chamado ortonormal se S for ortogonal e cada vetor em S tem comprimento
unitdrio. Isto é, S = {u;,uy, ..., u,} é ortogonal se (u;,u;) =0, Vi # je S ¢

0, parati # j
ortonormal se (u;, u;) =

1, parat =7
Como os conjuntos ortogonais sdo de grande importancia neste trabalho,

apresenta-se a Proposicao 2.

Proposicao 2. Um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos é um conjunto

linearmente independente.

Nota:
Entende-se conjunto linearmente independente (LI) como o conjunto cuja equa-
cdo, envolvendo seus vetores, resulte no vetor nulo, ou seja, dado o conjunto

{V1,...,vp}, diz-se ser LI se a;vy + ... + a,v, = 0, 0 que implica em a; =
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az = ... = a, = 0. Caso existe algum a; # 0, diz-se que {vy, ..., v, } é linear-
mente dependente (LD) (BOLDRINI et al., 1980).
Demonstragdo:

Seja {v1, ..., v, } um subconjunto finito de um dado conjunto ortogonal e
escalares a;, ¢ = 1,2, ..., n, tais que i‘laivi = 0. Aplicando o produto interno de

n
ambos os lados desta equacdo com o vetor nao nulo vy, tem-se < > aivi, vk> =
i=1

(0,v) = <iaivi,vk> =0 = (a1vy + aava + ... + ap vy, vi) = 0. Entdo,
de acordo cofn_ o Conceito 8, item (iii), esta igualdade sé serd vélida se cada
a; =0, Vi =1,2,...,n. Logo, o conjunto é LI ¢
Luenberger (1969) comenta que, em espagos de Hilbert, conjuntos orto-
normais sdo desejdveis, em relagdo a outros conjuntos LI, principalmente porque
facilmente sdo obtidos.
Segundo Ferreira (2008), uma forma de se obter um conjunto ortonormal a

partir de qualquer conjunto ortogonal é chamado de Ortonormalizacdo de Gram-

Schmidt, conforme Teorema 5.

Teorema 5 (Gram-Schmidt). Seja {x;} uma sequéncia finita ou enumerdvel
de vetores LI em um espaco de Hilbert H. Entdo, existe uma sequéncia or-
tonormal {e;} tal que cada espaco gerado pelos primeiros vetores €;, i =
1,2,...,n, éigual ao espaco gerado pelos primeiros vetores X;, 1 = 1,2, ..., n,

ou seja, a cada n, [e1,€a, ...,€,| = [X1,X2, ..., Xp).

Demonstracdo:

——, que obviamente gera 0 mesmo

Para o primeiro vetor, toma-se e; = H
X1

espaco que Xj.
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Para conceber o segundo vetor € necessdrio passar por duas etapas, ou
. . Z .
seja, atribuir xg — (X2, €1) €] = zg e tomar ez = W De forma direta, pode-se
V)
verificar que z2 Lej e ea Le;. O vetor z3 ndo pode ser nulo uma vez que X2 € €1
sdo LI; além disso, e; e e3 geram 0 mesmo espago que X; € X2, ja que Xo pode ser
expresso como uma combinag¢do linear de e; e es.

Os demais vetores e;’s sdo definidos por inducdo, ou seja,

n—1 z
Xy, — Z(xn,ei>ei =7z, €ce, = ﬁ
i=1 n

Analogamente, pode-se verificar que z, le;, Vi < n, e z, é ndo nulo
j4 que é uma combinacdo linear de vetores LI. Também por inducio e;, i =
1,2,...,n, gera o mesmo espago que X;, ¢ = 1,2,...,n.

Se {x;} é finito, a ortonormalizagdo termina, caso contrario o processo
continua produzindo uma sequéncia infinita de vetores ortonormais. ¢

Segundo Luenberger (1969) este procedimento € melhor compreendido
através do diagrama em R? (Figura 19).

Adaptando um exemplo apresentado por Ferreira (2008) com H = R? e

um conjunto LI {x;,x2,x3} = {(1,0,0),(1,0,1),(0,—1,0)}, inicia-se, entdo,

o processo de ortonormalizagdo fazendo e; = ﬁ = 1x; = (1,0,0). Em
X1
seguida, zo = x5 — (x2,e1) e; = (1,0,1) — 1.(0,0,1) = (0,0,1) e ey = ”22” -
2

1.zo = (0,0, 1). E, finalmente, z3 = x3 — (x3,€2) €3 — (x3,€1) e; = (0,—1,0) —
0.(0,0,1) — 0.(1,0,0) = (0, —1,0) e e3 = Hz—gn = 1.3 = (0,—1,0).
z3

Assim, [x1, X2, X3] = [e1, €2, €3], ou seja, [(1,0,0),(1,0,1),(0,—1,0)] =
[(1,0,0),(0,0,1),(0,—1,0)], 2z, Le;, Vi <nee,le; Yi<n.

De forma natural surge um questionamento: supondo que yi,y2, ..., Vn
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—(x;,ey)e,

€y

Figura 19 Diagrama em R? da ortonormalizacdo de Gram-Schmidt

Fonte: adaptado de Luenberger (1969)

sdo vetores de um espaco de Hilbert H e que esses vetores geram um subespaco
finito e fechado M de H, dado um vetor qualquer x € H é possivel encontrar o
vetor x em M que mais se aproxima de x?

Luenberger (1969), comentando sobre este problema, afirma que se x pode
ser expresso como combinacdo linear dos vetores y;, isto é, X = a1y] + a2y2 +
...+, ¥y, o problema é equivalente a encontrar os escalares «;, Vi = 1,2,...,n,
que minimiza ||x — (a1y1 + a2y2 + ... + anyn)||-

Conforme apresentado nos Teoremas 2 e 3, o Gnico vetor que resolve este
problema € a projecdo ortogonal de x em M, ou, de forma equivalente, é o vetor

diferenga (x — x), ortogonal a cada vetor y;. Portanto,

(x —a1y1 — @2y2 — ... — Qpyn,yi) = 0. (15)
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A equacdo (15) pode ser expressa também por

(yi,y1) o0 + (y2,y1) a2+ ... + (¥n, y1) an = (X, ¥1)

(y1,y2) a1 + (y2,¥2) a2 + ... + (¥n, ¥2) o = (X, ¥2)

(Y1, ¥n) o1+ (y2,¥n) @2+ ... 4+ (Yn: Yn) n = (X, ¥n) -

Essas equacgdes sdo chamadas de equacées normais de minimizacao.

Uma matriz de grande importancia é a Matriz de Gram-Schmidt, dada por

(yiy1) (yuy2) - Y1,¥n)
G = Gyrs oy = | DY R e
i <YTL7YI> <Y’ruy2> T <Yn7Yn> |

composta pelos coeficientes das equacdes normais, em sua forma transposta.

Ressalta-se também que o determinante g = ¢g(y1,y2,---,Yn) dessa matriz, de-
nominado Determinante de Gram-Schmidt, indica a possibilidade de o conjunto
de equagdes ter solugdo tunica, isto é, g # 0, condicdo necessdria e suficiente

(LUENBERGER, 1969).

Proposicao 3. O determinante g(y1,y2,...,yn) € diferente de zero, se e so-

mente se, 0S vetores Y1,Y2, - .., Yn Sdo linearmente independentes.

Demonstragdo:
Considerando a afirmag@o contréria, g(y1,y2,...,¥n) = 0, se e somente
se, o vetores yi,yo, ...,y sdo L.D., supde-se a principio que y;’s sejam L.D.,

n
isto é, existem constantes «; diferentes de zero, tal que Y a;y; = 0. Entdo fica
i=1
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claro que as linhas do determinante g tem uma dependéncia correspondente e,
consequentemente, o determinante € zero.

Assumindo agora que o determinante € zero. Nesse caso existem cons-
tantes «;, diferentes de zero, tal que i a; (yi,y;) = 0,Vj. Aplicando (i7) do
i=1

Conceito 8, tem-se

> ilyiy;) =0
<i aiYivyj> =0

n n
Oéi}’ian> => ;0
=1

s
I
—

@
I
MR

= 5 j=1
n n

Zaz}% Zajv}’] =0

i=1 j=1

Como <i aj,yj> # 0 entdo i a;y; = 0 e os vetores y1,y2,...,¥n
sdo L.D.. ! -
Diante do exposto, conclui-se que g(y1,y2,---,¥n) Z0 < y1,¥2,-- -, ¥n
sio L.I.. ¢
O Teorema 6 apresenta um importante resultado na tarefa de buscar uma

distancia minima entre um vetor x e o subespaco M.
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Teorema 6. Seja yi,yo,...,yn linearmente independentes e § a menor dis-

tdncia entre um vetor X e o subespago gerado pory;’s, i.e.,
d=min||x —a1y; — a2y2 — ... — apyal = |lx — x||.

Entdo

62 _ g(y17y27"-7Y717X)
g(ylay27"'7yn)

Demonstragdo:

Por definicio (Conceito 10), 62 = ||x — %|* = (x — %, x — %)

= (x —X,x) — (x — X, X).
Pelo Teorema 3, x — x é ortogonal a M, entdo, em particular, (x — X, X)

¢é zero. Portanto,

82 =(x—-%x)=(x,x) — (X,x) =

= (x,X) — a1 (y1,X) — a2 (y2,X) — ... — @ (Yn, X)

e, ainda,

a1 (y1,X) + ag (y2,X) + ... + ap (yn, X) +6% = (x,X) . (16)

Juntando a equacgio (16) com as equagdes normais, tem-se n + 1 equacdes

lineares de n + 1 termos desconhecidos, a1, o, . . ., au, 6.
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Pela regra de Cramer pode-se determinar 62 por

yuy1) (yo,y1) - (Yny1) (Xy1)

(yi,y2) (y2.y2) -+ (Yo, ¥2) (X,¥2)

Yiyn) Yoo ¥n) 0 (Yno¥n) (X¥n)

52: <y1,X> <y27X> <yn,X> <X7X> _ g(yl,yg,...,yn,X)

yi,y1) (yo.y1) - {(yny1) 0 91,25 yn)
(yi,y2) (y2,¥2) -+ (yn.y2) O
Y1 ¥n) Y2.¥n) - (Yn,¥Yn) O
<y17X> <y2,X> e (yn,x> 1

¢

Avaliando este teorema, pode-se perceber que, embora o interesse tedrico
por 0 seja grande, a pratica depara-se com a inviabilidade de se calcular determi-
nantes de matrizes muito grandes. Calcular um determinante de uma matriz de

dimensdo n + 1 é, em geral, tdo dificil como inverter uma matriz de dimensao n.
9(}’1aY27--»,YnaX)

Portanto, a razdo dada por 6% =
g (Y17Y27 s 7Yn)

ndo apresenta vantagens,
sobretudo, computacionais.

Luenberger (1969) apresenta uma alternativa para essa dificuldade encon-
trada, ou seja, ao invés de se obter X de uma combinacdo linear de y;’s pela reso-
lucdo das equagdes normais, pode-se utilizar a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
juntamente com séries de Fourier.

Elucidando, aplica-se, primeiramente, o procedimento de Gram-Schmidt
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ao conjunto {yi,y2,...,¥n}, obtendo assim um conjunto ortonormal
{e1,e,...,e,}, logo, gera-se M. Em seguida, o vetor X é dado por séries de
Fourier,

n
X = Z (x,ei> €e;

i=1
ja que x — % é ortogonal a M.

Assim, X pode ser facilmente obtido, ja que os vetores independentes y;’s
estdo ortonormalizados.

Essas ressalvas sdo importantes porque mostram que o procedimento de
Gram-Schmidt pode ser usado para resolver o problema de obtencio de §2, usando
o teorema da projecdo. Além disso, € interessante notar que o procedimento pode

ser visto também como uma aproximagdo. Por exemplo, dada uma sequéncia

{¥1,¥2,-..,¥n} de vetores independentes, o procedimento de Gram-Schmidt de-
fine
k—1
YE— 2 (Yr €i)e;
e]_:Lek: i=1
[N h— kel ’
Yi— > (YK ei)e;
i=1
k—1
em que o vetor yx — » . (yk,€i)€e; € o erro 6timo (min |y — X||), minimo de
i=1
todos os X no subespago [y1,y2,...,Yk—1] = [e1,e2,...,er_1]. O vetor e, por

sua vez, € a normalizacdo desse erro.

Por conseguinte, a minimizacdo de distancia entre qualquer vetor X e o
subespaco [y1,y2,.-.,¥n| pode ser encontrada pela ortogonalizagdo de Gram-
Schmidt aplicada a uma sequéncia do tipo {y1,y2, ..., ¥n, X}, onde o erro 6timo

(min ||x — X||) é encontrado na tltima etapa do procedimento.
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Contudo, apesar da obten¢do do erro 6timo, ou seja, a menor distancia
entre um vetor qualquer de um espaco de Hilbert e um vetor de um subespacgo de
dimensdo finita, através da solu¢c@o de equagdes normais, em algumas situacdes
o subespaco ndo € finito, tornando, geralmente, impossivel reduzir as equacdes
normais a um conjunto finito.

Porém, Luenberger (1969) apresenta, uma importante classe de problemas
que podem ser reduzidos a um conjunto finito de equagdes lineares similares as
equacdes normais. Dessa forma, apresenta-se, primeiramente, o Teorema 7 que,
com uma modificacio trivial do Teorema 3, torna-se aplicdvel a variedades linea-

Ies.

Teorema 7 (Projecdo - Modificada). Seja N um subespaco fechado de um
espaco de Hilbert H, x um vetor de H e V a variedade linear x + N. Entdo,

hd um tinico vetor xog € V de norma minima. Além disso, xy € ortogonal a

N.

Demonstragdo:
Prova-se este teorema adicionando —x a V, para que se torne um subespaco fe-
chado e assim, valer o teorema da projecao cldssica. ¢
Observa-se aqui, que a solu¢do xg ndo é ortogonal a variedade linear V,
mas, ao subespaco IN em que V € obtido.
Além disso, s@o de interesse particular dois tipos de variedade linear. O
primeiro tipo € aquele que consiste de elementos na forma x + Zn: @;X;, onde
i=1
{x1,%2,...,%X,} é um conjunto LI em H e x é um vetor fixo em H. Este tipo

¢ interessante porque pode-se reduzir uma variedade linear n-dimensional em um

sistema de equagdes normais n-dimensional. J4 o segundo tipo consiste de todos



&9

os vetores x em um espago de Hilbert H que satisfazem as condic¢des

<X7 Y1> =0
<X7 YQ> = C2
<X7 yn> = Cp
onde y1,y2,...,¥yy sdo vetores LIem H e ¢, co, ..., c, sdo constantes fixas. Se

N for denotado como um subespago gerado [IN], fica evidente que cada ¢; = 0
(Conceito 6), entdo a variedade linear é um subespaco, ou, mais especificamente,
N-. Este tipo de variedade linear ¢ interessante porque o subespaco em questio
tem dimensdo n e a variedade ¢é entdo denominada de variedade linear de codi-
mensdo n (CHONG; ZAK, 2001; LUENBERGER, 1969).

Entdo, pode-se analisar a questdo da norma minima, neste caso, procu-
rando por um vetor bem préximo da origem que pertenca a uma variedade linear

de codimensdo finita.
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Teorema 8 (Norma minima em variedade linear). Seja H um espaco de Hil-
bert e {y1,y2,...,¥n} um conjunto de vetores independentes em H. Entre

todos os vetores x € H, que satifazem

<X7 Y1> =
<X7 Y2> = C2
<X7 yn> = Cn

X € 0 que tem norma minima. Entdo

n
xo =Y _ Biyi
i=1

onde os coeficientes [3; satisfazem as equacoes

(yi,y1) 61+ (y2,¥1) Bo + .. + (¥n, ¥1) Bn = 1

(¥y1,¥2) b1+ (y2,¥2) B2+ ... + (¥n.¥2) Bn = 2

<YIaYn> B1+ <YQaYn> Po+ ...+ <YmYn> Bn = cn.

Demonstragdo:

Seja N o subespaco n-dimensional gerado pelos vetores y; e a variedade linear
V uma translacio do subespaco N-. Uma vez que N é fechado, a existéncia e
a unicidade de uma solug@o 6tima decorre do Teorema 7. Além disso, a solugdo
otima xg é ortogonal a N- e, portanto, Xg € N-LL. Entretanto, uma vez que N

é fechado, N1+, N++ = N. Conclui-se, entio, que xg € N1+ ou, equivalente-
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mente,
n
Xg = § Biyi-
i=1

Os coeficientes 3; sdo escolhidos de modo que xq satisfaca as n restricdes das

equacdes apresentadas no teorema. ¢

2.4 Espacos de Hilbert de variaveis aleatérias

Para a compreensdo dessa secdo, alguns conceitos elementares sao neces-
sdrios, tais como: varidveis aleatorias, distribuicdo de probabilidade, valor espe-
rado, matriz de covaridncia, etc.

Revisando brevemente tais conceitos, destaca-se autores como Gnedenko

(2008), Magalhaes (2006) e Mood, Graybill e Boes (1974).

Conceito 22 (Varidvel Aleatéria). Para um dado espago de probabilidade
(Q, A, P), uma varidvel aleatoria, denotada por Y, é uma fungdo com do-
minio em €) e contradominio em R (reta real) tal que o conjunto A,, definido

por A, = {w : Y(w) < r}, pertenca a A para cada niimero real r.

Ressalta-se a convencao de que as varidveis aleatdrias sdo, em geral, repre-
sentadas por letras maidsculas do fim do alfabeto, sendo que para cada elemento
w € Q) tem-se um nimero real Y (w) e que o calculo de probabilidades é garantido
ao se exigir que qualquer intervalo de R tem um conjunto associado em ) que seja
um evento (matematicamente, diz-se que a varidvel aleatdria é uma funcio real

mensuravel em A).
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Conceito 23 (Fungdo de Distribui¢do). Uma fungdo de uma varidvel aleatéria
Y, denotada por Fy(.), tendo como dominio a reta real e contradominio o
intervalo [0, 1], satisfazendo Fy (y) = P[Y <y| = P{w: Y(y) < y}] para

cada niimero real y, recebe o nome de fungdo de distribuigdo.

Uma fungdo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria Y em (€2, A, P) deve

obedecer as seguintes propriedades:

a) lim Fy(y)=0e lim Fy(y) =1,

y——00 y—00

b) Fy(.) é continua a direita;

¢) Fy(.) éndodecrescente, isto é, Fy (y) < Fy(z) sempre quey < z,Vy, z €

R.

Outro conceito importante e que merece destaque por ser uma quantidade
frequentemente utilizada como resumo do comportamento de uma varidvel aleaté-
ria é o valor esperado, também chamado de média ou esperanca de uma varidvel

aleatoria.
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Conceito 24 (Valor esperado). Seja Y uma varidvel aleatoria. O valor espe-

rado de Y, denotado por E[Y|, € definido por

E[Y] = Z vify (yi)

se Y é discreto com valores y1,vya, - Ui, -+
oo
EY] = / yfy(y)dy
—0o0

se Y é continuo com funcdo densidade de probabilidade fy (y).

Um resultado muito util que permite calcular o valor esperado de uma fun-
cdo de variavel aleatdria, sem ser necessario obter a distribuicdo de probabilidade

dessa fungdo é dado pelo Teorema 9.

Teorema 9 (Esperanca de fungao de varidvel aleatéria). Seja 'Y uma varidvel
aleatdria cujo valor esperado existe e Y = g(X) uma funcdo de uma varidvel

aleatoria X no mesmo espago de probabilidade. Entdo

o) 0
Blo(X)) = [11 - Fx(@lde — [ Fx(oyir
0 —00

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em Magalhaes (2006),
para os casos em que Y ¢ discreta ou continua, € em Ash (1972) para o caso geral.
Conforme citado acima, g é uma fun¢@o de uma varidvel Y que tem fun-

¢do de distribuicdo Fy, logo, interessa-se em E[g(Y)], que poderia ser obtida
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do modo usual, se a fungdo de distribui¢do da varidvel g(X), isto é, Fg(y) =
P[g(X) < y] fosse conhecida. Como tal conhecimento demandaria muito esforco,
o Teorema 9 pode ser utilizado na obtencdo do valor esperado.

Como exemplo dessa afirmagdo, cita-se o caso de uma varidvel aleatéria

Y, cuja fun¢do densidade de probabilidade é dada por

1(x+2), —2<y<0;
x@) =4 3 0<y<1;
0, cc.

Considerando g(X) = X2, para obter F[g(X)], tem-se:

Blg(X) = B[X? = [ g)fx(@)da

1
0

1 1

:f:c2($+2)d$+/:r2d:v

R 2
0

at 223\ [ 3

<4+ 3>

+$
-2 60

DO = | =

Portanto, o uso do Teorema 9 evitou o conhecimento da densidade de X2,
facilitando o resultado desejado.

Com base no valor esperado, pode-se conhecer outras medidas (em relacio
a origem) de varidveis aleatérias unidimensionais, tais como: F[X?] - o segundo
momento ordindrio de X; F[(X — F(X))?] - a variancia de Y.

Considerando uma colec@o finita de varidveis aleatérias { Y1, Yo, -+ , Y, },

pode-se definir sua distribui¢do conjunta de probabilidade.



95

Conceito 25 (Fungéo de Distribui¢do Conjunta). Seja {Y1,Ysa, -+, Y, } va-
ridveis aleatdrias definidas no mesmo espaco de probabilidade (), A, P).
A fungdo de distribuicdo conjunta de {Y1,Y2,- -, Y}, denotada por
Fv, v.(...,-), € definida como P[Y1 < y1, Y2 < y2,---, Y, < yp]

para todo (y1,- - ,Yn)-

Pode-se perceber, entdo, que uma funcio de distribui¢do conjunta é uma
funcdo com dominio no espago euclideano n-dimensional e contradominio igual
ao intervalo [0, 1].

Jd o valor esperado de qualquer fung¢do g de {Y1, Yo, - ,Y,} édefinida

como
Elg({Y1, Y2, Ya})] =
e} o0
= [ oo J 9y )y Y (W Yn)dyn - dyn
—00 —00
e a matriz (n X n) de covariancia cov(Y1, Ya, -+ ,Y,) cujo ij-€simo elemento

¢é definido como

E{[Yi - E[Yill[Y; — E[Y;]]}

para i # j que, em casos de média zero, reduz-se a E[Y;Y]. Lembrando tam-
bém que duas varidveis aleatdrias sdo ditas ndo correlacionadas se E[Y;Y ;] =
EY;]E[Y ] ou se o ij-ésimo elemento da matriz de covaridncia é nulo.

Assim, com base nesses conceitos, pode-se abordar o tema da presente

secdo, Espacos de Hilbert de varidveis aleatdrias.
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Conceito 26 (Espacos de Hilbert de varidveis aleatérias). Seja
{Y1,Y2,---, Y} um conjunto finito de varidveis aleatérias com
E[Y? < oo para cada i. Pode-se entdo definir um espago de Hilbert
H consistindo de todas as fungdes g({Y1,Yo, - ,Y,}) = G, onde o pro-

duto interno de dois elementos em H é definido como (G1,G2) = E [G1G2).

Vale ressaltar também que, se nos espacos de Hilbert H cada varidvel ale-
atéria tem valor esperado igual a zero, entdo dois vetores GG1, Gy de H sdo ortogo-

nais se forem nao correlacionados, ou seja,

(G1,Ga) = E[G1Go] = B[G1] E[Ga] = 0.

O estudo da otimizagdo, pela abordagem geométrica, ndo deve ser vista
como uma exclusividade da Matemdtica, pois, os conceitos relacionados a espacos
vetoriais resultam da fusdo da Geometria, Algebra Linear, Anilise e, por que nio
citar a Estatistica, que, por sua vez, dd um significado pratico a muitos desses
conceitos.

Muitos sdo os problemas, em diversas dareas do conhecimento que a abor-

dagem geométrica configura-se como solugdo ideal e/ou factivel.
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3 METODOLOGIA

Divide-se este capitulo em Materiais (descri¢do dos recursos utilizados
para a corroboracdo dos resultados obtidos geometricamente) e Métodos (descri-

cdo da metodologia adotada na apresentacdo e discussdo dos resultados).

3.1 Materiais

Visando atingir os objetivos propostos neste trabalho, utiliza-se como ma-
teriais, dados provenientes de simulag¢des estocdsticas computacionais, de acordo
com a hierarquizagdo proposta.

Os dados foram simulados em grid’s (malhas) de varios tamanhos (144,
121, 100, 81, 64, 49, 25 e 16 realizacdes) em configuracdes regulares (conforme
recomenda Oliveira (1991) e representacdo de exemplo da Figura 20) em 2 grandes

grupos:

a) Com distribuic@o conjunta de probabilidade conhecida, a saber, um processo

gaussiano, dado por

fy(y) = (2n) 2 [Z  exp {—; ly — u(x)]' S [y — u(m)]}

em que: Y é o vetor de dados (Y (x1),..., Y(x,)) em n localizagdes;
m(x;) é uma tendéncia de 1* ordem em relacdo as coordenadas, cujo mo-
delo é m(x;) = f(z,y) = 100 — 22 4 0, 3y; ¥ é uma matriz n x n de vari-
ancias e covariancias, em que as covariancias sio estabelecidas pelo modelo

esférico, dado pela equacdo (10).

b) Sem o conhecimento da distribui¢do conjunta de probabilidade, porém, com
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média conhecida e dados com uma tendéncia em relacdo as coordenadas,

conforme descricdo acima. Para que a distribuicdo conjunta fosse desco-

nhecida, primeiramente, considera-se 0 mesmo processo gaussiano e, em

seguida, adiciona-se exp{ N (0, 1)} aos dados.

Grid de 150 pontos

o [1013 993 995 991 983 989 99.8 1006 99.1 984 98 98.1
- . . L] L] L] . . . . .
1005 996 999 989 991 988 983 997 984 97.8 968 982
. . L] L] . . L] .
1001 100.2 100.3 98 965 97.8 983 986 985 984 972 973
@ . . . L] L] L] . . .
© 1003 1016 998 976 974 962 985 995 989 97.3 985 97.2
L] . L] . L] . . L] L]
> 99.8 1004 991 97.6 97.2 974 984 100 992 982 998 99.3
g © L] . L] L] L] . L] L]
€ o T[1001 993 991 993 98 988 993 991 995 994 996 993
o . . L] L] . . . L] L]
t 994 995 996 994 996 988 993 995 992 984 997 99.9
o . . L] L) L] L] . L) L]
© < {989 100.3 992 995 1006 99.4 100 992 99.4 985 982 996
< e o o o o o o . e o
985 995 994 987 986 995 100 992 991 991 995 98
e o o o o o o . e o
o _[1002 995 971 976 987 997 996 991 985 989 991 98.6
S e e e e e o e o e o
983 991 982 98 1006 994 984 97.3 983 97.9 99 989
e o o e o o o o o o o
o [100.1 100 996 991 997 995 983 97.4 97.9 984 989 984
S e o o o o o o o o o o o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Coordenada X
(a) P.G. com tendéncia
Grid de 110 pontos
o [1011 1003 1003 100 994 1003 998 982 983 97
- 1 °® L] L] L] L] . . . . .
1009 1009 986 992 995 999 988 976 976 974
L] L] . L] . . . . .
o _|100 985 974 978 998 999 978 97.6 974 971
S e e e e e o o o e o
> 988 984 984 964 999 1001 985 976 99 975
- . e e e e o e e e o
® 2 410 92 988 988 99 984 98 983 97.9 988
5 . . . . . . .
g 1007 100 989 993 984 992 986 997 97.8 994
Q L] L] L] . . . . . L]
o =
S Thot1 998 993 99 999 999 1007 999 996 99.6
. . e e o o o o o
1006 100 999 979 1001 996 998 1005 993 991
N | e L] . L] . . . . .
S
999 1003 996 985 987 997 987 988 989 994
. e e e e o e o e o
o |96 993 93 986 994 978 983 974 986 9838
S e e e e o o o o o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Coordenada X

(¢) P.G. com tendéncia

Coordenada Y

Coordenada Y

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Grid de 130 pontos

Coordenada X

(d) P.G. com tendéncia

993 988 998 997 1007 992 995 989 978 98 984
-1 e . L] L] L] . . . L]
98.8 993 1002 995 1012 1007 979 972 97 983 979
e o o o e o o o o
99.8 99.8 100.3 100.2 100.7 99.2 978 972 97 984 981
1o o e o o 6 o o o o e
1007 1001 991 993 983 985 989 982 983 977 986
L] . L) L] L] . L] L] . L)
1001 989 1006 988 988 983 985 993 985 986 98.8
. . L] . . . L] . . . L]
994 996 999 986 989 976 98 974 984 993 100.1
e o e o & o e o o o o
100.4 100.1 99.7 99.2 988 983 973 977 978 988 994
e o e o o o e o o o o
100.2 101.1 99.1 1004 987 981 973 969 981 985 995
L] . L) L] . . L) L] . . L)
998 994 995 989 1002 989 978 97.3 984 993 988
. . L] L] . . L] L] . . L]
100 992 1002 994 998 992 99 978 984 986 989
L] . L] . L] . L] L] L] . L]
99.9 988 1016 1006 99.9 100 998 100 99.1 983 979
1o o e o o o e e o o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Coordenada X
(b) P.G. com tendéncia
Grid de 90 pontos
1015 985 99 993 988 999 999 993 973
. . L] . . . . . L]
996 988 994 996 996 991 999 997 964
. . . . . . . . .
993 987 100 1001 999 1009 100 994 984
. . . . . . . . .
988 994 998 991 1001 1002 1005 991  98.1
. . . . . . . .
1006 1001 988 986 993 978 999 973 987
. . . . . . . . .
101.8  100.2 99.1 99.1 99.5 97.5 97.9 98.7 97.2
. . . . . . . . .
101.9  100.9 99.6 99.4 98.7 98.6 98.6 98.9 98.2
. . . . . . . .
101.5 100.2 100.4 99.2 99.2 100 99.1 99.4 99.5
. . . . . . . . .
100.9 99.6 98.9 99.8 100.8 99.3 99.1 98.8 99.5
. . . . . . . .
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 20 grid’s regulares de dados simulados, considerando um Processo Gaus-
siano de média zero e com tendéncia
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Como critério de comparagdo entre as krigagens, utiliza-se a variancia de
krigagem, tomando o valor médio dos valores krigados.
Todas as simulacdes e analises foram feitas no software R (R Development

Core Team, 2010) - pacote geoR (RIBEIRO JUNIOR; DIGGLE, 2001).

3.2 Meétodos

Quanto aos métodos utilizados no trabalho, adota-se as demonstracdes
geométricas dos preditores, visando sempre a projecdo ortogonal da funcido-vetor
Y (xp) no subespaco vetorial resultante, aplicando as restricoes impostas pelos
mesmos.

Para cada preditor apresentado, discute-se a sua hierarquizacdo, quanto
a precisdo da predi¢do. Dessa forma, aquele preditor que se aplicar a condi¢do
imposta na hierarquizagdo e tiver o menor subespago de proje¢ao deverd apresentar
maior variancia de krigagem. Corroborando com a hierarquizagao, simulacdes, de
varios tamanhos e seguindo as restricdes impostas, foram feitas.

Para cada tamanho de amostra, simulacdes foram feitas até que um com-
portamento de estrutura de dependéncia espacial fosse percebido para todo o pro-
cedimento exigido no estudo. Por exemplo, ndo era suficiente simular um processo
gaussiano com parametros claramente estimaveis no primeiro variograma, a estru-
tura de dependéncia espacial deveria ainda existir apds a remocao da tendéncia dos
dados.

Em seguida, uma andlise exploratéria e variografica foi feita. Adotando o
método de ajuste de variogramas, denominado simplesmente como wls (minimos
quadrados ponderados pela variancia), conforme recomenda Cressie (1993) e Wal-

ler e Gotway (2004), os parametros foram estimados para que as krigagens fossem
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feitas.

Salienta-se, porém, que por falta de softwares estatisticos (ou até mesmo
pacotes) implementados para a predicao usando a Esperanca Condicional, a apre-
sentacdo do preditor ficou restrita a teoria (demonstragdo). Além disso, ainda pelo
mesmo motivo, a Krigagem Linear Universal foi realizada conforme recomendada
por Diggle e Ribeiro Junior (2007), ou seja, retira-se a tendéncia e analisa-se o0s
residuos pela Krigagem Linear Ordindria.

Tanto a hierarquizacdo tedrica quanto os resultados da simulagdo estdo

apresentados em tabelas-resumo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresenta-se, basicamente, este capitulo em duas abordagens: tedrica,
apresentando a predi¢do geoestatistica com o enfoque geométrico, e pratica, apre-

sentando os resultados de simulag¢des estocasticas.

4.1 Funcao de predicao

Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade, e {Y(x) : x € D C RP}, um
processo estocdstico, em que Y (x) é uma varidvel aleatéria definida sobre (£2, A, P).

Define-se uma amostra A desse processo estocdstico como
A=Y (x1), Y (%5), 00, Y (x0)}

em que cada Y (x;) pertence ao processo estocdstico considerado e que pode-se
observar suas realizagdes {y(x1), y(x2), ..., y(xn) }.

Com base nisso, o que se pretende é predizer a realiza¢do y(xo) de Y (xp),
usando a amostra A, ou seja, construir uma fung¢do real g(xo; A) =

= g(x0;Y(x1),...,Y(xy)) que implica em
9(x0; A) = g(x0; Y (x1), ..., Y (xn)) = §(x0).

A maneira como se constréi a funcdo de predicao Y (xo) = g(.,...,.) =
g(.), em Geoestatistica, € baseada no esfor¢o de minimizar o erro quadratico médio
do preditor, ou seja,

R 2
Y(x0) = 9(x0; Y (x1), Y (x2),.... Y(xp)) = E { [Y(xo) - Y(xo)} } minima.
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4.2 Predicao 6tima

Dado um ponto X e uma amostra A = {Y(x1),...,Y(x,)}, 0 que se
deseja é predizer Y (x() usando as informacdes de A (observa-se que, para fazer a
predicéo de Y (xp) ndo é necessdrio, a principio, usar uma amostra, pois até a opi-
nido de um especialista pode ser utilizada, mas, conforme a objetividade buscada
na ciéncia, adota-se a utilizacdo de uma amostra e nao outro método subjetivo).

Para a predicao nesses moldes, constrdi-se uma fung¢io

g(x0; A) = g(x0; Y (x1),...,Y (xn)) = Ga(x0) = Ya(x0) = Y (xo)

que predird Y (xq), isto é, Y (xq) ¢ preditor de Y (xq).
Para fazer o calculo de probabilidade sobre Y(xo) sem inconsisténcias es-
senciais, pressupde-se que tal fungio g é Borel-mensurével para o espaco (€2, A, P),

isto €, pode-se aplicar a funcdo P desse espago sobre eventos do tipo

[9(x0; Y (x1),...,Y(x,)) < yl,Vy € R.

Nota: A funcdo criada acima € dita, matematicamente, fun¢do mensuravel que,
segundo Bartle (1995), é aquela que apresenta comportamento suficientemente
simples para que se possa desenvolver uma teoria de integracdo. O entendimento
de uma teoria de integracdo depende do entendimento dos fundamentos do cdl-
culo. Nos cursos bésicos de Cdlculo, aprende-se que a integral estd intimamente
relacionada com a nocdo de drea. A teoria da integragcdo tem suas raizes nos tra-

balhos dos matematicos gregos Eudoxo! e Arquimedes?, cujos calculos de dreas

"Eudoxo Cnido, 390 — 338 a.C. - astrdnomo, matemitico e filésofo grego
2Arquimedes de Siracusa, 287 — 212 a.C. - matematico, fisico e inventor grego
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e volumes eram por meio do método de exaustdo (decompor um todo em infinitas
partes até que a drea e o volume se tornassem conhecidas). No século XVII, com
a descoberta do teorema fundamental do célculo, feita de forma independente por
Newton® e Leibniz*, a teoria da integracdo teve um grande avango. J4 no século
XIX, Riemann® foi quem formalizou a nogdo de integral através do uso de limi-
tes. Porém, apesar de sua popularidade, esta teoria tem algumas deficiéncias que
se tornam evidentes no estudo de sequéncias de fungdes integriveis. Preenchendo
as lacunas da teoria de integracdo de Riemann, Henri Lebesgue® desenvolveu em
1902 uma teoria de integracao, denominada Integracdo de Lebesgue. Isnard (2007)
afirma que um conceito sempre presente, quando se fala em mensurabilidade, € o
de fun¢do continua (aquela que a imagem inversa de qualquer conjunto aberto do
seu contradominio € um conjunto aberto do seu dominio). Em contrapartida, no
desenvolvimento da teoria da integracdo, um conceito importante, e com caracte-
risticas em comum com as fun¢des continuas, é o de fungdo mensurdvel (aquela
que considera o comportamento em relagcdo a conjuntos abertos do contradominio
e subconjuntos especificos do dominio, conhecidos como conjuntos mensurdveis -
elementos de A).

Assim, diz-se que o processo estocdstico é Borel-mensuravel para o espaco

de probabilidade (2, A, P) quando possibilita o cdlculo de probabilidades do tipo

PYi (x1) < y1,-- Y5, (3%0) Syl = Fyy (), ) (55 0)

Yy, € D,Vr = 1,2,3,... . Em outras palavras, o cdlculo de probabilidade de

3Isaac Newton, 1643 — 1727, cientista inglés

4Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646 — 1716, cientista alemio
SGeorg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866, matematico alemao
“Henri Léon Lebesgue, 1875 — 1941, matematico francés
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qualquer evento composto ou elementar F relacionado ao processo estocdstico é
possivel, pois £ pode ser construido a partir de eventos do tipo [V;,(x;) < y;] €
A.

Dessa forma, pode-se equivaler a Borel-mensurabilidade a ideia de que os
eventos podem ser obtidos (ou decompostos), por eventos de A, ou seja, existe
FY (xo) (y(x0)) e com essa fun¢do acumulada pode-se calcular qualquer probabili-
dade envolvendo Y(xo). Ressalta-se que, como ndo se pode vislumbrar facilmente
fendmenos espaciais que nao tratem de varidveis aleatdrias discretas e/ou (abso-
lutamente) continuas, entdo a Borel-mensurabilidade do processo estocdstico as-
sumido neste trabalho serd sempre atendida para algum espaco de probabilidade
(Q, A, P), adequadamente definido.

O conjunto de todas as fung¢des-vetores g Borel-mensuraveis sobre (2, A, P)
forma um espaco vetorial B , pois se g1 e g2 sdo Borel-mensuraveis entdo a1g; +
asgs também é varidvel aleatoria.

Para a predi¢do 6tima do processo estocdstico {Y'(x) : x € D C RP},
sob abordagem geométrica, define-se um espago vetorial associado que consiste
de todas as fungdes-vetores h Borel-mensurdveis para (£2, A, P) com argumento
sobre os subconjuntos do tipo
{Y(x0),Y(x1),...,Y(xn)},Vn € N,Vx;,i = 0,1,2,...,n. Este espaco veto-
rial € denominado de U (de “universo”).

De acordo com o Conceito 2 e suas propriedades, pode-se verificar que
de fato U é um espago vetorial. Assim, vale observar que Y (x¢) € U (Con-
forme Figura 21 para U = R3), isto &, Y'(x() é um vetor de U porque Y (xg) =
MY (x%0),Y (x1),...,Y (%)) =1xY(x0) +0x Y (x1)+...+0x Y(x,), para

uma funcdo h que suprime as varidveis aleatdrias Y (x1),...,Y (x,) e identifica
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h(Y (x0), Y (x1),..., Y (xp)) com Y (x0). Observa-se, ainda, que B é um subcon-
junto de U e que Y (x) ndo pertence necessariamente a2 B, mas sempre pertence

aU.

‘---------------\

Figura 21 Representacio do vetor-funcio Y (xg) € U para U = R3

Para evitar que sejam considerados U e B inadequados, limita-se a espagos
vetoriais que permitam otimizacdo segundo uma norma quadratica. Além disso,
uma pressuposicao adicional € suposta vélida sempre: que o processo estocastico
fundamental seja de 2% ordem (existéncia do 2° momento estatistico de qualquer

varidvel Y (x) desse processo estocdstico), representado por

E[(Y(x))?] < 00,¥x €D

necessidade justificada pelas hipéteses apresentadas na visdo geral da Geoestatis-
tica.
Com isso, fica implicito também que U é dotado de um produto interno,
dado por
(Hy, Hy) = E[H1H>],

onde Hi = hi(Y(Xo), Y(Xl), ey Y(xn)),Vn
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Em particular, (Y (x), Y (x)) = E[Y (x)Y (x)] sempre existe, pois, a norma

do vetor Y (x) é dada por

Y ()l = +V{Y(x),Y(x)) = +VE[Y (x))?]

e o processo € de 2% ordem.

Lidando com este processo estocdstico, pode-se mostrar que U é um es-
paco de Hilbert. Como B € um subespago completo e fechado de U, entdo B ¢
um espago de Hilbert também. Pelo Teorema 2 e 3 sabe-se que existe um dnico

elemento garrn(%0; Y (x1),...,Y (xy)) € B tal que

Eflgmin (x03Y (x1), ., Y (%n)) = V(x0)*} <
< E{[g(x0; Y (1), ... Y (xn)) = Y (x0)*}

Vg € B. A fun¢io g7y € a projeco ortogonal de Y (xg) sobre B, e ainda, garrn

€ dada por

g]\/[]N(XO; Y(Xl), e ,Y(Xn» = E[Y(X0)|Y(X1), - ,Y(Xn)]. (17)

A equagdo (17) é denominada Esperanca Condicional de Y (xg) dado a
amostra A.

Assim, gprry € um preditor Y(xo) especial, a qual representa-se aqui
por ?EC(XO) (EC de “esperanca condicional”). Portanto, pode-se afirmar que
Yic(xo) é o melhor (sem aspas) preditor possivel para Y (xg), obtido a partir da
amostra A = {Y(x1),..., Y (xp)}.

Este preditor Y (xp) € reconhecido como melhor porque:
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a) E naturalmente nao tendencioso,

E[Ygo(xo)] = E{E[Y (x0)[Y (x1),... Y (xa)]} = E[Y (x0)];

b) E, por ser a projecdo ortogonal, de menor erro quadratico médio possivel, e,
devido (i), também é de varidncia minima em relag¢@o ao erro de predigdo.
Essa variancia mfnima é dada por E[(Yzc(x0) — Y (x0))?] = 0%0(x0)-
Geometricamente, pode-se fazer a representacio através da Figura 22 para
U =R3.

Y(Xo)

! ggc(Xo)

/ >
B\

L---------------\

Figura 22 Representacdo da projecdo ortogonal do melhor preditor YEC(XO) para
U=R3

Este resultado tem o potencial de resolver definitivamente o problema da
predicdo, tornando, portanto, desnecessdria a busca por outros preditores, con-
forme passa-se a demonstrar.

Na busca pelo melhor preditor € suficiente restringir a busca ao conjunto

das funcdes que sdo de quadrado integravel, denotado por

/ / P (y(x1), y(x2), ..., y(xn))dxy...dz, < 0. (18)

Baseando-se entdo em Journel (1977) e Luenberger (1969), toma-se como
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critério de otimalidade a minimizagao de

E{[Y (x0) — 9(x0; Y (x1), Y (x2), ..., V(%2))]*} (19)

para todas as fungdes g(.) em H, e o método para se fazer essa inferéncia pode ser
visto como uma otimiza¢do (minimizagao por projecao) em um Espaco de Hilbert,
com norma (definida em fun¢do de produto interno) adequadamente definida de tal
forma que a minimiza¢do da norma ou da esperanga (equacdo (19)) se equivalem.

Entdo, a formulacdo e demonstracdo de que a EC é a melhor funcio de
predicdo ¢ feita no intuito de encontrar uma forma geral para a mesma, indepen-
dente de classe (como a classe das “fun¢des lineares” ou a classe das “funcdes
quadrdticas”, entre outras), conforme passa-se a descrever.

Dada a fun¢do g7y (%0;Y (x1),...,Y (x,,)) definida como a melhor
funcéo de predigdo de Y (x¢) baseada em A = {Y (x1),...,Y (x,)}, tem-se
que gaprrn [X0; Y (x1),...,Y (x,)] apresenta o erro quadratico médio minimo, se

e somente se,

E {[Y (x0) — gurn (%0;Y (%1) 5., Y (xn))]Q} <
< E{IY (x0) = g (x0s Y (31, Y (xa))}

para qualquer funciio g (xo; Y (x1),...,Y (xn))%

Para tanto, utiliza-se o seguinte Teorema:
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Teorema 10 (Esperanca Condicional). Seja
Iy (x0),Y (x1)000Y (x0) [V(X0), Y(X1); -, y(Xn)] @ fungdo  densidade  de
probabilidade de n + 1 varidveis aleatérias Y (xp),Y (x1), ..., Y (Xp).
A melhor fun¢do de predicio de Y (xq), dado A =
{Y (x1),...,Y (xn)}, € dada por gyin[x0;Y (x1),...,Y (x,)] =
ElY (x0) /Y (x1) = y(x1),...,Y (%) = y(xn)], para todo

Y(X1), ry Y(Xp).

Demonstrac¢do:
Admitindo que as func¢des sejam de quadrado integravel, o problema consiste em
achar uma funcéo gprrn [X0; Y (x1),...,Y (x,)] tal que

E {[Y (x0) — gnrn (x0:Y (x1),...,Y (xn))]Z} seja minima. Entdo,

B (x0) = garn (503 Y (x1), Y (o))} =
= B{Y (x0) = B (Y (x0) [Y (x1) -, Y (xa)) +
+E (Y (x0) |Y (x1),...,Y (xp)) +

—gmIn (x03Y (x1) ..., Y (%))} =

= B{Y (x0) = E(Y (x0) [Y (x1) -, ¥ (xa))]*} +
~E{E(Y (x0) Y (x1) ... Y (x4)) + (20)

—9MIN (Xo; Y (Xl) yoen ,Y (Xn))]g}

A equacdo (20) s6 € vdlida se o termo do produto cruzado for nulo. Para

mostrar isso, recorre-se a um resultado de Teorema apresentado e demonstrado por
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Graybill (1976) onde

EY (x0)] = Ey(xy),.. Y (xn) X EY(x0),Y(x1),....Y (xn) (X0) =
= By (x)),..Y (xn) X {E (Y (x0) [V (x1),...,Y (x0))}

entdo E (Y (x0) [V (x1) -, Y (Xn)) = Ey(x),¥ (x1),..Y (xn) (¥0). LOgo, 0 pro-

duto cruzado da equagdo (20) fica

E{Y (x0) = E(Y (x0) [V (x1),...,Y (xn))} x
X {E (Y (x0) Y (x1),...,Y (%)) — gm1n (X0; Y (x1),...,Y (%)) }] =

—gmiIN (X3 Y (x1),...,Y (x4)).
2D

Contudo, o segundo termo,
{E(Y (x0) [Y (x1) .-, Y (xn) = gmin (X0; Y (x1) .-+, Y (%n))}

ndo depende da varidvel aleatéria Y (xg) (o que resulta em uma diferenca de cons-

tantes). Assim, examina-se somente 0 outro termo,

By (x0),Y (x1),.Y (x0) 1Y (%0) = E (Y (x0) [V (x1),...,Y (x0))} =
= By (x0),Y (x1),...Y (xn) Y (%0)] = E (Y (%0) [Y (x1),...,Y (%)) = 0.
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Entdo, da equacdo (20) pode-se afirmar que

B {[Y (%0) — gm1n (x0;Y (x1),...,Y (xn))]2} >
=) {[Y (x0) — E (Y (x0) [Y (x1) ..., Y (xn))]°

em que a igualdade vale se, e somente se,
E{[B(Y (x0) [Y (x1) -, Y (50)) = gara (x0; Y (x1) - Y (xa))]} = 0
isto é,

gminN (x0;Y (X1) ..., Y (%)) = E(Y (x0) |Y (x1),...,Y (xp)) (22)

¢

Com base nestes resultados apresentados, pode-se fazer uma associa¢io
destes com os comentdrios geométricos da EC que Journel (1977) faz. Segundo
este autor, o subespaco vetorial da EC, denotado por Hgc, contém todos os su-
bespacgos dos preditores lineares da Geoestatistica. Entdo, como Hpc € o mais
abrangente subespaco de proje¢do de Y (xg), chegando a ser o préprio espago H,
entdo Y (xg) é o melhor de todos os preditores da Geoestatistica.

Ressalta-se ainda, que a EC € ndo viesado, pois quando o subespaco Hrc
for o proprio espaco H, onde estd Y (xq), E[Y (x0)] = E[Y (x0)] (demonstrado
algebricamente por Graybill (1976)).

Entdo, dado qualquer elemento de
Hge, Yi(xo) = g; (Y (x1),...,Y (x,)), a projecio Y (xo) de Y (xq) em Hgc é

caracterizada por uma das 2 relagdes:
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) [|¥ (x0) = Vo (x0) | = min Y (x0) = ¥i (x0)I|, VY (x0) € Hic
b) (¥ (x0) — Y (x0) . Y; (x0) ) = 0, VY; (x0) € Hpc.

Ocorre, porém, que essa esperanca, na quase totalidade dos casos, nio
pode ser obtida, visto que o célculo exigiria o conhecimento da distribui¢do con-

junta (n + 1)-variada, necessidade verificada para expressar

<Y (x0) = Ve (x0), Y (XO)> _
= E{[Y (x0) — gmin (x0; Y (x1) 5+, Y ()] [gi (Y (x1) -+, Y (%))}

ou seja, € uma quantidade de informacdo inexistente, na maioria das situacdes
préticas.

Isso corrobora com o que Journel (1977) afirma sobre a EC, ou seja, para
se obter o melhor preditor deve-se atender a pré-requisitos bem dificeis de serem
cumpridos.

Entdo, devido a problemas de ordem pratica, deve-se avancar na busca de
preditores mais factiveis, ou seja, preditores restritos a fungdes lineares. E € neste

subconjunto que estd a maior parte dos preditores da geoestatistica.

4.3 A krigagem em termos de projecao

Usar a vizinhanga amostrada é uma caracteristica dos preditores da Geo-
estatistica, pois dessa forma pode-se reduzir a variancia de predi¢do. Por isso é
que muitos s@o os estudos, e em diversas areas do conhecimento, que t€m usado
os procedimentos de predi¢do, denominados de Krigagem.

Andriotti (2003) afirma também que a forma como a ponderagdo é feita na

krigagem vem a ser a sua principal vantagem, pois elimina em média os erros de



113

estimacdo. Isso acontece porque a krigagem leva em consideracgao:
a) O numero de amostras utilizadas;
b) As posi¢des das amostras na drea a ser avaliada;
¢) As distancias entre as amostras;
d) A continuidade espacial da varidvel em estudo.

Conforme apresenta-se nessa secio, a krigagem € também um preditor
linear, pois é formado por uma combinag¢do linear das realizagdes de uma varidvel
aleatéria. Assim, seja A = {Y(x),x € D} um conjunto de varidveis aleatdrias
Y (x) e S um espago vetorial definido como o conjunto de todas as combinagdes
lineares dos elementos de A, S = {3_A\iY (x;); Y (x;) € 4, A € R}

Destaca-se que este espago V;torial S € dotado de um produto interno defi-
nido como uma covariancia nao central (e ndo necessariamente estacionaria), dado
por (Y (x),Y(y)) = E[Y(x)Y(y)]. Na prética, afirma Journel (1977), essa co-
varidncia caracteriza a correlagdo espacial entre duas varidveis aleatdrias Y (x) e
Y (y) localizadas em pontos x e y diferentes.

Define-se também E[Y (x)] = m(x) como a esperanga de Y (x) e
E{[Y (x) =mX)][Y (y) —m(y)l} = EY (¥)Y (y)] = m(x)m(y) = oxy

a covariancia centrada na média.

Journel (1977) define a norma de um vetor Y (x) como a raiz quadrada po-
sitiva do produto interno (Y'(x), Y (x)), isto &, ||V (z)|* = (Y (x), Y (x)) e a dis-
tancia entre dois elementos Y (x) e Y (y) é definida como anorma || Y (x) — Y (y)||

do vetor Y(x) — Y(y).
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Dessa forma, pode-se trabalhar com a krigagem em termos de projecao, ou
seja, dado Y'(x0) € S uma varidvel aleatéria desconhecida e B C S um subespaco
vetorial qualquer de S (ou até mesmo uma variedade linear), pode-se provar que

existe um tinico elemento Y (x¢) € B que satisfaz HY(X()) — Y (x0)/||, onde Y (xq)

¢ chamado de proje¢do de Y (x() no subespago B.

Portanto, pode-se perceber que a krigagem nada mais é do que uma pro-
jecdo de um vetor desconhecido em um subespacgo especifico, onde a busca pelo
preditor ?(Xo) ¢ realizada. Além disso, o que se espera é que a distincia entre

Y (x0) e Y (x¢) seja minima,

£ |veo -y} = { [re0 - 7]}

, denominada na literatura como varidncia de krigagem.

Conforme citado anteriormente, sabe-se que existem vdrios preditores de-
nominados krigagens e existem vdarios subespagos vetoriais que estdo contidos em
S, e até mesmo a B, ou seja, pode existir B; C B, parai = 1,2,...,n. Logo,
os preditores podem pertencer a subespacos diferentes, conforme representagio
da Figura 23. Como B; C B com Y (x¢) € By e Y(x¢) € B, aceita-se que a
projecdo Y (xo) é mais préxima de Y (xq) que Y} (xq) porque B é maior que B,
permitindo entdo uma estimagao melhor.

Essa percepg¢do cria uma possibilidade de classificacdo geométrica dos va-

rios preditores existentes na Geoestatistica (objetivo principal deste trabaho).
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Y (Xq

L---------_-----\

Figura 23 Diagrama em R? de duas projecdes de Y (xq)

Fonte: adaptado de Journel (1977)

4.4 Preditores lineares

Considerando, primeiramente, a classe dos preditores lineares, ou seja, o
subespago vetorial de dimensdo (n + 1), B(,, 1) C B, gerado pelas combinagdes

lineares
n

Z /\ZY(XfL) + Xo-1,

i=1
de n variaveis aleatérias mais uma constante, destaca-se a Krigagem Linear Sim-
ples, definida como a projegdo do vetor Y (xg) no subespago By, ) ou em qual-

quer variedade linear V- C By, 1), conforme Figura 24.

Y (xo)

1 e st g b T N
/ ! \
/ I~ \
p —
LB2+2 B - - - - . a. YﬂS(-xD)- L ] :

Figura 24 Diagrama em R? da proje¢io de Y (x() em B(n41)

Fonte: adaptado de Journel (1977)
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4.4.1 Krigagem linear simples

Conforme definido, a krigagem linear simples projeta Y (x) no subespago

vetorial B, | 1), entdo representa-se tal preditor como

Yirs(x0) = Xo + > AY(xi), (23)
i=1

pois B, 11y = {g(.) : g = 21 AiY (%;) + Ao}
1=
Obviamente, o intuito dessa proje¢do é minimizar [Y (xg) — Yrrs(X0)].
entdo, sabe-se que ela € tinica e ortogonal a B(,,, 1) C B C H.

Como (g;,9;) = Elgigj] e {1,Y (x1),Y (x2), ..., Y (xy,)} é uma base ge-

radora de B, | 1), tem-se:

<Y(x0) — Virs(xo), 1> -0

<Y(x0) - YKLS(XO),Y(X1)> =0

(¥ (x0) = Yics(x0), ¥ (xa)) = 0
E { [Y(xo) - <)\0 Y /\Z-Y(xi))} y 1} —0

=1
n

N E{ :Y(xo) - (Ag + /\iY(xi)>: x Y(xl)} =0

E{ :Y(xo) _ (Ao + ixy@)) x Y(xn)} —0

i=1



E[Y(x0)] [)\0 4 é ME [Y(xi)]] —0
E{Y@@Y@ﬁ—(MY&ﬂ+§;MY@0Y@ﬁ)}

E {Y(XO)Y(xn) - ()\OY(Xn.).-F i /\iY(Xi)Y(Xn)> }

Lembrando que

Cov [Y(x0), Y (x:)] = E[Y (x0)Y (x:)] — p(x0)pu(xi) = 00

e substituindo no sistema,

(o) — Ao — :il/\iﬂ(xi) =0

oo1 + p(xo)p(x1) — Aop(x1) — f:l/\i [oi1 + p(xi)p(x1)] = 0

o + 1(%0) (%) — Mofi(Xn) — ; A [0in + () ()] = 0

2

Trabalhando a primeira equacdo e usando tal resultado com as demais
equagdes do sistema, obtem-se

(o) = Ao + é&ﬂ(%)

oo1 + [Aop(z1) + D0 Nip(z)p(zi) | — dop(xr)+
=1

—iM%—iMMmMmzo (24)
i=1 i=1

n
O0on — Z )\io-ln =0
=1

117



118

A primeira equacdo do sistema (24) apresenta uma caracteristica impor-
tante do preditor de krigagem simples, abordada pelo aspecto geométrico, a “nao-

tendenciosidade”, ou seja,

E[Y (x0) — Yr1s(x0)] = 0 =
= E[Vkrs(xo)] = E[Y (x0)] =

n
= pu(x0) = Ao+ D Aip(xi),
1=1

0 que garante a precisdo de Y 1,5(xo) em predizer Y (xg).

Este resultado € importante porque a grande maioria dos preditores lineares
necessita da verificacdo dessa propriedade para que sejam considerados “6timos”,
0 que € “nativo” em YiLs (x0).

O sistema de equagdes (24) pode ser representado também matricialmente,
onde padroniza-se neste trabalho o termo vetor para a matriz coluna (dimensao
n X 1) e para a matriz linha (dimensdo 1 X n) simplesmente o vetor transposto.

Entdo,

w(xp) = Ao + é)\i#(xi)

Aio1; =0
1 =

n
o1 —

)

n
Ton — 2 Aioin =0
i=1

Ao+ Arp(x1) + Aap(x2) + -+ -+ App(Xn) = p(x0)

A1011 4+ X012 + - -+ Ao = o0t

)\10'77,1 + )\2Un2 4+ )\nann = 00n
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1 0 o .- 0
w(x1) o o2 - ol .
= Qo d) | T T T = (k) B ovh ) =
L M(Xn) Oln O2n **° Onn ]

=>()\05)\t) 12; :(u(xo)fvé)i

:>()\of)\t):(,u(xo)fv6> Lo

wl'Vv
Segundo Searle (1982),
—1
1|0 1 ‘ o
w|'V —Vfl,u‘Vfl
logo,
| | e
(o 2 ) = (o) 23 ) || =
-V |V
= < Ao 1A ) _ ( p(xo) — vV =iy o vivT! )
Ao At

Dessa forma, o preditor Yz 1s(xo) fica denotado matricialmente por

Yirs(xo) = Ao + MY = pu(xo) — viV iu +vivly. (25)

Oliveira (1991) e Journel (1977) afirmam que o termo “krigagem” (kri-
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ging em inglés e krigeage em francés) € um procedimento de predi¢do, dentre uma
determinada classe de possiveis preditores, que estima com varidncia minima, tam-
bém chamada de varidncia de krigagem ou erro quadrdtico médio do preditor.

Vieira (2000) ratifica esta afirmacgao, pois diz que o simples fato de po-
der conhecer também a variincia da estimativa diferencia a krigagem de qualquer
outro método de predi¢cdo espacial. Essa propriedade € interessante porque, além
de permitir a estimativa de valores sem tendéncia para os locais ndao amostrados,
pode-se ainda conhecer a confianca associada a essas estimativas.

Geometricamente, a varidncia de krigagem para o preditor de krigagem
simples E{[Y (x0)— Y 5(%0)]?} ndo é nada além da distdncia minima quadratica
HY(XO) — Yirs(xo) HZ, denotada por 0%, ; 5(xo).

Assim,

Ofps(o) = var [Y (x0) = VLs (Xo)} =
=E { {Y (x0) — VkLs (xo)r} =
— | Y (x0) = Yirs (Xo)H2

= ||V (x0) — {)\o + i AY (xz’)}

=1

2

n n 2
:Y@w{mm—gymm+§&wm}=
o HCORTICORS SEVICO RS SPRED) I
- Y@w—u@w—gpnywa—mMn -

3

=HY@w—u@wW—2<Y@w—ﬂ&w, AAY@»—n@m>+
2

-
Il
—

n

YA Y (%) — p(x4)]

i=1

+
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= ||Y (x0) — p (x0)|I” — 2 é&' (Y (x0) = p(x0), Y (xi) — pu(x4)) +

n 2

YA Y (%) = (x4)]

i=1

+

Adotando a notacio ||Y (x) — 11 (x0)|* = oo € lembrando que

(u+v,w) = (u,w) + (v,w), 0% 5(x0) pode ser denotada por

O'%(LS(XU) =

= ogo — 2 ;A¢00i + 21)\1' 21 A (Y (%) = p(xq), Y (x5) — p(x5)) =
" w0

=090 — 2 Z Niooi + Z A Z )\jaij.
i=1 i=1  j=1

n n
Sabe-se, do sistema de equagdes (24), que Y A\; > Ajojj = oo, logo
i=1 =1

0%, 5(xo) fica
orers(%X0) = 000 — 2 Z Aioo; + Z Ai0oi = 000 — Z Xiooi-  (26)
i=1 i=1 i=1

Analogamente ao preditor, pode-se representar a varidncia de krigagem

0%, ¢(x0) matricialmente,
021 5(x0) = 000 — Avi(x0) = var [Y (x¢)] — vi(x0)V'v(xq). 27)

Percebe-se que até aqui, nenhuma pressuposicdo foi imposta além de o
processo estocdstico ser de 2¢ ordem. Outrossim, na dedugdo da variancia de

2
, pode parecer estranho quando se

krigagem, % 1 ¢(x0) = ||Y'(x0) — Viczs(x0)
fala em diferencas entre valor estimado e medido, pois o propdsito da krigagem é

justamente estimar valores para locais em que estes ndo foram medidos. Contudo,
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o raciocinio é que, caso o valor em x( fosse conhecido, o que poderia acontecer
com a variancia, ou, em outras palavras, o objetivo é que a estimativa da variancia
represente da melhor forma possivel tal diferenca. Para tanto, um mecanismo
bastante eficaz pautado neste principio € o jackknife (também conhecido como
autovalidacido), discutido na fundamentacdo tedrica.

Conforme apresentado, uma varidvel aleatéria € intrinseca quando, além
de satisfazer a estacionariedade de 1¢ ordem (primeiro momento estatistico), a
diferenca {Y (x;) —Y (x;)} tem varincia finita e ndo depende de x;, para qualquer

distancia entre x; e x;. Algebricamente, denota-se por

var [V (xi) =V ()] = B{[Y (x:) = Y (x;)° } =
= var[Y (x;)] + var[Y (x))] = 2eov [Y (1), Y (x;)] =
Ny 204 = 202 — 200 = 2vij =

— 52
= Oij = 0~ — Yij,

em que 02 = g € Vi = Y(X; — X;).
Aplicando, entdo, a hipdtese intrinseca ao Sistema de Equagdes (24), tem-
se um Sistema de Equagdes em funcdo de semivariancias,

Ao + il A (x5) = p(Xo0)
=

n n
> Ajvig — o (Z Aj— 1) =01
j=1 =1 (28)

> Ajvig — o (Z Aj— 1) = Yon
j=1 j=1

Aplicando apenas na segunda equagdo do Sistema (24), ressalta-se que a
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aplicacdo da hipdtese se d4 da seguinte forma:

n n
Yoo =001 = >, A (02 —%j) =0 — 01 =
j=1

5=1
n n
= > Aot = 3 Ny =02 — o1 =
j=1 5=1
9 n n
= o | A1 = 2 Ny = o =
7=1 7j=1
n n
= Z /\]'YU 9 Z )‘] — 1| =n0-
j=1 Jj=1

4.4.2 Krigagem linear ordinaria

Segundo Journel (1977), o termo “ordindria” indica que, na prética, € o tipo
de krigagem mais utilizado, pois, ndo exige o conhecimento da fun¢do média do
processo, mas, em contrapartida, deve-se impor a necessidade de aceitd-la como

constante,

EY(x)] = p(xi) = p. (29)

Partindo do preditor de krigagem linear simples e considerando a estacio-
nariedade de primeira ordem e a ndo tendenciosidade, o que impde uma restri¢ao

a0s Pesos Ao, A1, - - , A ao preditor YKLO(XO), tem-se

E [YKLO(XO)} -y {)\0 n fjl )\iY(xi)] — =

:>/\O+Z/\z’,uz:/$$)\o+,uz}\i:‘ué
i=1 i=1

:>/\0:M_NZ>‘1':>)\0:,U<1_Z)\1‘>:0-
=1 i=1

1
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Como g é desconhecida, esta igualdade € valida para todo u € R, se

A =0

n
SN =1
=1

Entéo, diante disso, o preditor fica

n

Yiro(xo) = > Y (xi), (30)
=1

n
com arestricdo de Y \; = 1.
i=1
Dessa forma, acontece a introdug@o de duas restri¢gdes ao subespaco onde

Y (x0) é projetado:

a) Ag = 0 = o subespaco de projecdo B,,+1 perde uma dimensdo, tornando-o
By, ou seja, o subespago linear que consiste de todas as funcdes lineares de

(Y(x1),Y(x2),--- , Y (xs)} do tipo ix\iY(xi);

b) Xn: Ai = 1 = o subespaco de proje¢do B,, perde uma dimensdo porque
;:ci)ntece a variedade linear de dimensdo n — 1, ou seja, qualquer vetor de
By, pode ser escrito como A1 Y (x1) + A2Y (x2) +- - - + A\, Y (x,,), desde que
{Y(x1),Y(x2), -+ ,Y(x,)} seja uma base de B,. Como no subespago,

A1, -+, Ap, podem ser quaisquer reais, entdo os vetores de B,, em que 0s

vetores somam 1 formam um subconjunto. Assim, pegando um vetor de B,
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e impondo a restricdo, tem-se

MY (x1) 4+ o+ MY (x,) Y +Y =
=AY (x) 4+ FNY (X)) = (A X)) Y Y =
Ly

= MY (x1) 4+ AY (x0) = (MY + .+ AY) +Y =

=M [Y(x) = Y]+ 4+ 0 [Y(x) - Y] +7Y,

em que Y é um vetor de B,,. Logo, \1Y (x1) + AoY (x2) + - - - + A\, Y (x,)
sob a restricdo citada, pode ser entendido como um vetor pertencente ao
espago gerado por {[Y(x1) — Y], ..., [Y(x,) — Y]} que estd contido em

By, mas ndo tem dimensao n, pois conta apenas com n — 1 vetores.

A segunda restri¢do acima, apresenta {[Y (x1) — Y], ..., [Y(x,) — Y]}
como um espaco gerado, mas, por definicdo, B,,_1 deve conter o vetor nulo (au-
sente em uma variedade linear), o que pode ser resolvido por a; [Y(Xl) — }7] +
ot an_1 [Y(xp—1) = Y] =0,coma; = az = ... = a,, = 0. Consequentemente,
percebe-se também que { [V (x1) — Y], ..., [Y(x,) — Y]} é L.L.

Entéo, pela Proposi¢do 2 do Teorema 4, Y 0 (x0) € a projecdo ortogonal
de Y (xg) em B,_;. De forma similar & krigagem linear simples, essa proje¢ao
minimiza a variancia de krigagem.

Sendo assim, essa projecdo € caracterizada pelas condicdes:

A~ n n
a) Yrro(xo) = >, NiY(x;), com > A\, = 1, resultado vastamente encon-
i=1 i=1

trado na literatura sob abordagem algébrica;

b) Y(xg) — YKLO(XO) é ortogonal a todas as diferengas Y (x;) — Y,Vi =
_ _ n
1,...,neY € B,_1, tomando, por exemplo, Y = % > Y(x;), corrobo-

i=1
rando com o que Journel (1977) apresenta.
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Assim,
<?KLO(XO) — Y (x0),Y(x1) — Y> =0
<YKLO(XO) — Y (x0), Y (xn) — Y> =0
Fazendo ¢ = <YKLO (x0) — ), > a condig@o (7i) torna-se
<YKLO(X0 Y (x0) 37>
<YKLO(X0 > (Y( > =9 =
<YKLO(XU), Y(x1)> = (Y (x0), Y (x1)) + ¢ (31)
).

<§A/KL0(XU), Y(Xn>> = <Y(X0)a Y(Xn)> + w

Como (g;,g;) = F [gig;] e operando de forma andloga a krigagem linear

simples, o sistema (31) fica

<
I
—

<
Il
—

-

\jo1j = oo1 + ¢
(32)

s
Il
N

n
> Ajonj = oon + ¥
j=1

O sistema de equagdes (32) pode ser representado matricialmente, con-
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forme Petenate (1983) demonstra,

. n
YKLO(XO) = Z )\iY(Xi) = )\tY =
1=1
1-1'V-lvi(x)] x 1'VlY
1'v-11 ’

(33)

=vl(x) VY + [

Adequando o processo estocdstico para a aplicacdo da krigagem linear or-

dindria, pode-se obter a variancia de krigagem,

var [YKLo(Xo) — Y(xo)} =F { [YKLO(XO) - Y(XO)F} —

= B{NY =Y (x0)]*} = E{AYY'A = 20YY (x0) + [V (x0))2} =

Y(x)Y(x1) -+ Y(x1)Y(xp)
=B\ : : A+
Y)Y (x1) - Y(x0)Y ()
Y (x1)Y (x0)
—2)f : +[Y(x0))? p =
Y (x0)Y (x0)

=F {)\1Y(X1)Y(X1)A1 + ...+ )\nY(Xn)Y(Xl)Al + ...+
MY (x)Y (%) A\ + - ALY (%)Y (X)) A+
“2[AY (x1)Y (x0) + -+ AnY (k)Y (x0)] + [¥ (o))}

Aplicando cov [Y (z;), Y (z;)] = E[Y (2;)Y (x;)] — u? = 03 ao resultado
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acima, tem-se

A (o + ) M4+ A (o + ) M+ A+

A1 (O1n + 12) M+ X (Onn + 12) At

—2[A1 (001 4+ #2) + ... + An (00n + 112)] + (000 + 12) =
= ANV + 12 — 200t (z0) — 22 + 000 + 11

que resulta em

MV =2\ (x0) + o00. (34)

Fazendo com que a equacdo (34) fique em termos do sistema de equacdes

lineares (sistema (31)), tem-se

n
2 Z
JKLO(XO) = 000 — )\j(Toj + 1/1 (35)
j=1
em que v € o multiplicador de Lagrange, pois, por se tratar de uma variancia e,
ainda, conforme a condi¢@o de varidncia minima imposta pela projecao ortogonal,
faz-se necessdrio este artificio para se obter o minimo da funcdo, cuja restricdo
n
¢ >  A; = 1. Pode-se notar ainda que 1) é positivo, tornando a varidncia de
J=1
. . 2 . 2
krigagem deste preditor, 0% ,(X0), maior que o, ¢(X0).
Geometricamente, o preditor Yy 1,0(x() é menos preciso (isto €, varidncia

de krigagem maior) do que Yirs (x0), pois a projec@o acontece em um subespago

menor (B,_1 vs By4+1). Entdo,
H?KLO(XO) - Y(XO)H > HYKLS(XO) - Y(XO)H (36)

mostrando que Y (xg) estd mais distante de Yi ro(xo) do que de Yi 1s(xp). Por-
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tanto, algebricamente,
var [YKLO (x0) — Y(Xo)} > var [YKLS(XO) — Y(Xo)} (37)

em média, validando a percepg¢do pratica de que “menos informacao resulta em

menos certeza’.

4.4.3 Krigagem linear universal

O preditor da KLU é uma proposta para situacdes onde a fun¢do média
do processo € desconhecida e, ainda, ndo estaciondria. Encontra-se na literatura
especializada uma hip6tese para esses casos, denominada “hipdtese de tendéncia”.
Nessa hipétese, a fungio aleatéria Y (x;), em qualquer posi¢do x;, consiste de trés
componentes:

Y(x;) = m(x;) + &' (x;) +&”

em que m(x;) apresenta uma tendéncia que pode ser modelada por uma fungio
polinomial.

Dessa forma, pode-se atribuir uma estrutura linear do tipo

L
m(x;) = Z ar fi(xi)
=1

em que f;(-) sdo L fung¢des conhecidas e a; sdo L desconhecidos coeficientes.
Um exemplo dessa combinacdo linear, € considerar a regido de estudo D =

R2, em que f;(-) podem ser as fungdes lineares

filz,y) =1, fa(w,y) = e f3(z,y) =y.
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Sempre que possivel, essas fungdes devem ser parcimoniosas, onde neste caso sao

em relacdo as coordenadas onde as realiza¢des foram feitas. Assim,

m(x;) = a1 fi(z,y) + azfo(x,y) + az f3(z,y) = a1 + a2z + azy.

Ressalta-se que foi uma fungéo como essa (m(x;) = 100 —2x+0, 3y) que
foi usada para perturbar o processo gaussiano de média zero, gerado na simulagdo
deste trabalho.

Com as pressuposicdes citadas acima, o subespaco de projecdo fica mais
restrito ainda, pois, uma variedade linear, assim definida, tem dimensdo n — L.

Sob a hipétese de tendéncia e em busca da ndo tendenciosidade, parte-se

do preditor da KLS,

EY(x) - ?KLU(XU)} 0=

n
= ,u(Xo) —F )\0 + Z )\jY(X]‘) =0=
=1

J

L n L (38)
= lZl ar fi(xo0) — Ao — Zl Aj 121 afi(xj) = 0=
= j= =

L n
= Ao + Z aj Zl /\jfl(Xj) — fl(Xo):| =0
j=

=1

A expressdo (38) so serd verdadeira se
a) \g=0;¢
n
b) fi(xo0) = Y. Ajfi(x;), VI=1,2,.... L.
j=1

Isso introduz L + 1 restri¢des sobre o sistema, restringindo entio o subes-

paco vetorial de B, para B,,_r.
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Como YK v (x0) é uma combinagio linear que pertence a subespagos de
um espago de Hilbert, pode-se afirmar que % Lu(xg) é a projecdo ortogonal de
Y (xg) sobre B,,_y. Assim, Yi LU (x0) € o elemento de B,,_;, que estd mais pro-

. 2
ximo de Y (x¢) entdo 0%, ;(xq) = HY(XO) - YKLU(X())‘ ¢ minima.

De forma andloga aos outros preditores lineares, o preditor da KLU, dado

por
n
Yicru(xo) = Y NY(x;), (39)
j=1
L
comY (x;) = [Z a fi (xj)] +¢'(x;) +¢”, surge da solugédo do sistema de equa-
=1
¢oes lineares, dado por
A =0

i Ajfi(x5) = fi(xo)
Jj=1

e

Aifr(x;) = fr(xo) (40)

<
Il
—_

M=

L
Aoy — > Uifi(x1) = oot
=1

—_

RN

-

L
AjOnj — z; Y1fi(xn) = oon

<
Il
_

em que 1; sdo L multiplicadores de Lagrange.

Para obter a variancia da KLU, a%( LU(XO), pode-se recorrer as demonstra-

coes algébricas, disponiveis na literatura. Geometricamente, entretanto, deve-se
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partir de

Ty (X0) = HY(XO) — YKLU(XO)HZ =

= Yool + Frao ool - 2 (Yool Tral) .

Da equacio (41), conforme mostra Journel (1977), chega-se na expressao

n L
orrv(X0) =000 — Y _ Njooj + Y vifi(xo). (42)
=1

Jj=1

Como em todos os outros preditores da Geoestatistica, pode-se substituir a
funcdo de covaridncia pela fungdo de semivariancia.

Diante do exposto sobre os preditores lineares geoestatisticos, pode-se ve-
rificar que, considerando um processo estocdstico com a fun¢io média conhecida
ou com a f.d.p. (funcdo densidade de probabilidade) conjunta conhecida, o preditor
da KLU € menos preciso do que KLS. Tal conclusio € justificada pela dimensdo
do subespaco de projecdo de Y (xg), o que limita a busca por projecdes Y (xq)

mais proximas de Y (xo).

4.5 Hierarquizacao

Na Tabela 1 apresenta-se o resumo da hierarquizacdo geométrica dos pre-
ditores lineares geoestatisticos, sendo que:
a) EC: € a esperancga condicional, cuja dimensdo do subespaco de projecao é

o0,

b) KLS: é a krigagem linear simples, cuja dimensao do subespacgo de projecao

én+1;
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c¢) KLU: € a krigagem linear universal, cuja dimensao do subespaco de proje-

¢do én — L (L é o nimero de pardmetros do modelo de tendéncia);

d) KLO: € a krigagem linear ordindria, cuja dimensao do subespaco de proje-

cdoén —1;

e) NAD: significa “ndo se aplica por defini¢do”.

Tabela 1 Hierarquizacdo dos principais preditores geoestatisticos considerando
aspectos geométricos.

Principais E [Y (x;)] com tendéncia E [Y (x;)] constante
Preditores Dist. F() | E[Y(x;)] | E[Y(xi)] E[Y (x;)]
Geoestatisticos | conhecida | conhecida | desconhecida Desconhecida
EC 1° NAD NAD NAD
KLS 20 1° NAD NAD
KLU 30 20 1° NAD
KLO NAD NAD NAD 1°

Pode-se perceber que, uma vez que as pressuposi¢des sdo consideradas, a
ado¢do de um preditor cujo subespaco de projecdo tem dimensao inferior leva a
predi¢cdes menos precisas, ou seja, as predigdes terdo variancia de krigagem maior,
do que a adog¢@o do preditor correto.

No intuito de validar tal hierarquizacdo, procede-se simula¢des computa-
cionais, em que considera-se a classificacdo adotada quanto ao conhecimento da
distribui¢io conjunta de probabilidade com a adi¢do de uma tendéncia parcimoni-

osa em relacdo as coordenadas.
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4.6 Simulacao

A corroborag@o da hierarquizacdo geométrica dos preditores lineares se
deu em forma de simulagdes computacionais (conforme script apresentado nos

Anexos) divididas em 2 grandes grupos, conforme apresentado na Metodologia:

a) Com distribui¢do conjunta de probabilidade conhecida, a saber, um processo
gaussiano, com média conhecida, com o acréscimo de uma tendéncia em

relacdo as coordenadas, cujo modelo é dado por

m(x;) = f(x,y) =100 — 2z + 0, 3y;

b) Sem o conhecimento da distribui¢do conjunta de probabilidade, porém, com
média conhecida e dados perturbados com uma tendéncia em relacdo as

coordenadas, cujo modelo é o mesmo descrito no item acima.

Como critério de comparagao entre as krigagens, estabelece-se a variancia
de krigagem, 0%, 5(x0) € 0% ;7 (x0), conforme resumo na Tabela 2.

Graficamente, pode-se avaliar as diferencas entre as simulagdes através das
figuras dos Anexos.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 2, pode-se verificar que
as diferencas entre as variancias de krigagens foram razoavelmente pequenas, o
que pode ser explicado pela parcimonia do modelo de tendéncia, pois, quanto
maior o nimero de parametros do modelo de tendéncia (associado ao nimero L),
menor serd a dimensdo do subespaco de predicdo (n — L), consequentemente,
maior serd a variancia de krigagem, porque a proje¢do se dd em subespagos de

dimensoes cada vez menores.
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Tabela 2 Resultados das simulagdes que ratificam numericamente a hierarquiza-
¢ao geométrica dos principais preditores geoestatisticos.

Dist. F(.) conhecida Dist. F(.) desconhecida
KLS KLU KLS KLU

grid | dim | 0% o(xo) | dim | o/ (x0) | 0% g(x0) | 0% 1y (%0)
144 | 145 0,1427 141 0,3369 0,1955 0,3606
121 | 122 0,1047 118 0,3229 0,4639 0,6723
100 | 101 0,1836 97 0,3945 0,1841 0,4086
81 82 0,0941 78 0,3610 0,7670 2,2942
64 | 65 0,2077 61 0,4496 0,2143 1,9756
49 | 50 0,2708 46 0,5944 0,4076 1,3983
25 26 0,3566 22 0,6137 0,2343 1,4474
16 17 0,4586 13 0,8022 0,4398 0,7452

Outrossim, como as simulacdes, em cada um dos grandes grupos, foram

repetidas para tamanhos diferentes de amostras (144, 121, 100, 81, 64,49, 25e 16

realizagdes), percebe-se um crescimento acentuado na varincia de krigagem ao

reduzir do tamanho amostral, o que ratifica a influéncia do nimero de informagdes

em uma predicao (ou estimagdo) estatistica.

Vale salientar que as krigagens EC e KLO ndo foram apresentadas por

questdes de limitacdes praticas (como é o caso da EC, pois na prética dificilmente

se conhece a distribui¢do conjunta do fendmeno em estudo) e por ndo haver outra

krigagem linear com as mesmas restri¢des para uma comparagdo de precisao.
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5 CONCLUSAO

Problemas envolvendo a teoria da predi¢c@o espacial apresentam natural-
mente uma complexidade que analiticamente € de dificil compreensdo, gerando
assim sucessivos e grotescos erros de utilizacdo de metodologias criadas para se-
rem Otimas (como € o caso dos preditores geoestatisticos).

A abordagem feita neste trabalho de tese apresenta uma grande vantagem:
a de possibilitar a “visualizacdo” dos métodos geoestatisticos de predi¢do, favore-
cendo o entendimento dos mesmos, além de classificd-los quanto as restri¢des e
pressuposicdes impostas.

Acredita-se que, conhecendo a perda de precisdo existente na escolha equi-
vocada dos preditores geoestatisticos, devido a ndo observancia dessas restricdes
e pressuposi¢des impostas ao processo estocdstico (o que reduz a dimensao dos
subespacos de projecdo), a comunidade cientifica ficard alerta em verificar de an-
temao tais fatores limitantes.

Com isso, recomenda-se como trabalhos futuros, a criacdo de uma me-
todologia que, a partir da hierarquizacdo geométrica (por ter se mostrado uma
abordagem apropriada) dos preditores geoestatisticos, possa testar as restri¢cdes e
pressuposicdes que o processo estocdstico venha estar submetido.

Quanto a hipétese adotada neste trabalho de tese, conclui-se que a aborda-
gem geométrica dos preditores geoestatisticos se mostrou apropriada para a hierar-
quizacdo dos mesmos quanto a precisdo na predicao espacial, desde que os fatores

limitantes sejam observados. Em outras palavras:

a) A esperanga condicional (apresentada como uma krigagem) apresenta-se

como a melhor predicdo geoestatistica possivel devido a dimensdo infinita
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do subespaco de projecdo, porém, com exigéncias de dificil cuamprimento

na pratica;

b) A krigagem linear simples apresenta-se como o melhor preditor linear ge-
oestatistico devido a dimensdo (n + 1) do subespaco de projecao, porém,

exige o conhecimento pontual das médias do processo;

¢) A krigagem linear ordindria apresenta-se como o segundo melhor preditor
linear geoestatistico devido a dimensdo (n — 1) do subespaco de projecao,

porém, exige a estacionariedade da média (sem necessidade de conhecé-la);

d) A krigagem linear universal apresenta-se como o pior dos preditores linea-
res geoestatisticos devido a dimensado (n — L) do subespago de projecdo, em
que L € o nimero de fungdes utilizadas na modelagem da tendéncia exis-
tente na parte estrutural do modelo, logo, a média do processo estocdstico é

desconhecida e ndo estacionaria.

Ressalta-se que tal hierarquizacdo foi demonstrada e corroborada computacional-

mente.
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ANEXOS

Processo gaussiano

FHEH A A R R R R R R R R A R R R A R R R R R
### SIMULACAO E ANALISE DOS GEODADOS PARA A TESE - HIERARQUIZACAO ###
FHEH A A A R A R R R R R R R R R
require (geoR)

FHAFHA AR R A R R R R R R R R
FHAFH A AR R A R R R R R R R R R
## Simulacédo 1:

simu <- grf(150,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

plot (variog(simu, max.dist=.8+max (dist (simu$coords))))

simu$data <- 100 - 2xsimuScoords[,1] + .3*simu$Scoords[,2]+ simu$Sdata
vl <- variog(simu,max.dist=.8+max (dist (simu$coords)),trend="cte")
plot (v1)

sink ("simulado_1l.txt",type="output", append=T)

simu

sink ()

FHAF A R R A R A A
FHAF A R A A R A
## Simulacédo 2:

simu <- grf (130,grid="reg", cov.model="sph",cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

plot (variog (simu, max.dist=dist.max))

simu$data <- 100 - 2xsimu$coords[,1l] + .3xsimuS$coords[,2]+ simu$data
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (vl)
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sink ("simulado_2.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

FHAFHFE AR A R R R R R R
FHEFHF AR R R R S R R R R
## Simulacdo 3:

simu <- grf(110,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

plot (variog (simu, max.dist=dist.max))

simu$data <- 100 - 2xsimuScoords[,1] + .3*simu$Scoords[,2]+ simu$Sdata
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (vl)

sink ("simulado_3.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

B R R R R R A R R A R R R
FHAFA A R A R R A R R R A R R R
## Simulacdo 4:

simu <- grf(90,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

plot (variog (simu, max.dist=dist.max))

simu$data <— 100 - 2xsimu$coords[,1] + .3xsimuScoords|[,2]+ simuSdata
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (vl)

sink ("simulado_4.txt",type="output", append=T)

simu

sink ()

FHEH A AR A R R R A R R R A R R R A R R R R
FHEH A AR R A R R R R R R R R R R

## Simulacédo 5:
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simu <- grf(70,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

plot (variog (simu, max.dist=dist.max))

simu$data <- 100 - 2xsimu$coords[,1] + .3xsimuScoords|[,2]+ simuSdata
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (v1)

sink ("simulado_5.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

FHAH AR A A A A A R A R R
FHAF A A R R A A A R A R A
## Simulacgao 6:

simu <- grf (50,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

plot (variog (simu, max.dist=dist.max))

simu$data <- 100 - 2xsimu$coords[,1l] + .3xsimu$coords[,2]+ simu$data
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (v1)

sink ("simulado_6.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

B A R R R R R R R R A R R R A R R R R R R
B A R R R A R R R R A R R R R A R R R R R
## Simulacdo 7:

simu <- grf(30,grid="reg",cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

plot (variog(simu, max.dist=dist.max))

simu$data <— 100 - 2xsimu$Scoords[,1] + .3xsimuScoords|[,2]+ simuS$Sdata
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (vl)
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write.table (simu, "simulado7.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

d30a=read.csv2 ("simulado7.csv",sep="\t")

attach (d30a)

is.data.frame (d30a)

d30=read.geodata ("simulado77.txt", head=T)

sink ("simulado_7.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

FHA AR R R R R
FHAH AR R R R
## Simulacgao 8:

simu <- grf(20,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

plot (variog(simu, max.dist=dist.max))

simu$data <— 100 - 2*simu$coords[,1] + .3xsimuScoords|[,2]+ simuSdata
vl <- variog(simu,max.dist=dist.max,trend="cte")

plot (vl)

write.table (simu, "simulado8.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col .names=T,

na="NA", gnethod = "double")

d20a=read.csv2 ("simulado8.csv",sep="\t")

attach (d20a)

is.data.frame (d20a)

d20=read.geodata ("simulado8.txt", head=T)

sink ("simulado_8.txt", type="output", append=T)

simu

sink ()

FHAH AR A R A R R R
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FHEHHFH AR A R R A R R
FHAHHEE AR R A R R R R R R R R
# Analise Simulacdo 1 - KLS

#library (geoR)

dl50 <- read.geodata ("simuladol.txt",head=T)

d150

plot (d150$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 150 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d150$coords|[,1],d150%coords[,2], round(d150%data,1l),ad =0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d150)

mean (d150$data)

var (d150$data)

dist.max = .8*max (dist (d150Scoords))
v150=variog(d150,max.dist=dist .max)

plot (v150, main="Variograma - 150 pontos",
xlab="Distancias",ylab="Semivariancias™")

wlsl50 = variofit (v150,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls150)

gridl50 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigl50 <- krige.conv(dl50,loc=gridl50,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",

trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsl50Scov.pars))

image (krigl50, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krigl50$krige.var)

FHAH A AR R R A R R R R R R

# Andlise Simulacdo 1 - KLU
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dist.max = .8*max (dist (d150Scoords))

v150u = variog(dl50,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v150u, main="Variograma - 150 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsl50u = variofit (v150u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls150u)

gridl50u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigl50u <- krige.conv(dl50,loc=gridl50u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsl50u$cov.pars))

image (krigl50u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krigl50u$krige.var)

var (d150Scoords [, 1])

var (d150Scoords [, 2])

(var.result=mean (krigl50u$krige.var)+var (d150S$coords[,1])+

var (d150Scoords[,2]))

B R R A R R R A R R R R R R R
B A R R R R R A R R R R A R R R S
B A R R R R R R A R R R R A R R R R S
# Andlise Simulacdo 2 - KLS

#library (geoR)

dl30 <- read.geodata("simulado2.txt",head=T)

dl30

plot (d130Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 130 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d130$coords([,1],d130$coords[,2],round(d130$data,1l),ad’=0,
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cex=0.8,pos=3)

summary (d130)

mean (d130Sdata)

var (dl130$data)

dist.max = .8xmax (dist (d130$coords))
v130=variog(dl30,max.dist=dist.max)

plot (v130,main="Variograma - 130 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsl1l30 = variofit (v130,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls130)

gridl30 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seqg(0,1,1=100))
krigl30 <- krige.conv(d130,loc=gridl130,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsl30Scov.pars))

image (krigl30, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krigl30Skrige.var)

FHA AR A A A A R R R R R R R
# Andlise Simulacgdo 2 - KLU

dist.max = .8*max (dist (d130Scoords))

v130u = variog(dl30,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v130u,main="Variograma - 130 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wlsl30u = variofit (v130u,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls130u)

gridl30u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigl30u <- krige.conv(dl130, loc=gridl30u,
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krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsl30u$cov.pars))

image (krigl30u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krigl30uSkrige.var)

var (d130S$coords [, 1])

var (d130S$Scoords [, 2])

(var.result=mean (krigl30uS$krige.var)+var (d130S$coords[,1])+

var (d130$coords[,2]))

FHAHHFE AR A R R S
FHAHHF AR R R S
FHAHHF AR AR
# Andlise Simulagdo 3 - KLS

#library (geoR)

dl10 <- read.geodata("simulado3.txt",head=T)

dl1o0

plot (d110S$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 110 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d110$coords[,1],d1l10Scoords[,2], round(dl10Sdata,1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d110)

mean (d110Sdata)

var (dl110Sdata)

dist.max = .8*max (dist (d110Scoords))
v110=variog(dll0,max.dist=dist .max)

plot (v110,main="Variograma - 110 pontos",
xlab="Disté&ncias",ylab="Semivaridncias")

wlsll0 = variofit (v110,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
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lines (wlsl110)

gridl1l0 <- expand.grid(seqg(0,1,1=100), seqg(0,1,1=100))
krigll0 <- krige.conv(dl110,loc=gridll10,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsllOS$cov.pars))

image (krigll0, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco ¢é mais forte

mean (krigll0s$krige.var)

FHHHH AR R R S
# Andlise Simulacdo 3 - KLU

dist.max = .8*max (dist (dl110Scoords))

v110u = variog(dl10,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (vl11l0u,main="Variograma - 110 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsllOu = variofit (v1l1l0u,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls110u)

gridll0u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krigllOu <- krige.conv(dl110,loc=gridl10u,
krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsllOu$cov.pars))

image (krigllOu, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krigllOuSkrige.var)

var (d110Scoords[,1])

var (d110Scoords[,2])
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(var.result=mean (krigllOu$krige.var)+var (dl1l0$coords[,1])+

var (d110S$Scoords[,2]))

FHAFHEE AR R A R R R R R R R R R R
FHAHHEE AR R R R R R R
FHEFHEE AR R R R R
# Andlise Simulacdo 4 - KLS

#library (geoR)

d90 <- read.geodata ("simulado4.txt",head=T)

do0

plot (d90$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 90 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d90$coords[,1],d90$coords([,2], round (d90S$data, 1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d90)

mean (d90Sdata)

var (d90Sdata)

dist.max = .8*max (dist (d90Scoords))
v90=variog (d90, max.dist=dist .max)

plot (v90,main="Variograma - 90 pontos",

xlab="Distéancias", ylab="Semivariadncias™")

wls90 = variofit (v90,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls90)

grid90 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig90 <- krige.conv (d90, loc=grid90,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",

trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls90Scov.pars))

image (krig90, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte
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mean (krig90S$krige.var)

FHAHHEE AR R A R R R R R R R R
# Analise Simulacao 4 - KLU

dist.max = .8*max (dist (d90Scoords))

v90u = variog(d90,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v90u,main="Variograma - 90 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls90u = variofit (v90u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls90u)

grid90u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig90u <- krige.conv(d90,loc=grid90u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls90u$cov.pars))

image (krig90u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig90u$krige.var)

var (d90$coords[,11])

var (d90$coords [,2])

(var.result=mean (krig90uSkrige.var)+var (d90Scoords[,1])+

var (d90Scoords[,2]))

B A R R A R R A R R R A R R R
FHAA A A R R R A R R A R R R R A R R R
FHEA AR R R R A R R R A R R R A R R R R
# Andlise Simulacdo 5 - KLS

#library (geoR)

d70 <- read.geodata ("simulado5.txt",head=T)

d70
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plot (d70$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 70 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d70$coords[,1],d70$coords[,2], round (d70$data, 1l),adi=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d70)

mean (d70$data)

var (d70$data)

dist.max = .8xmax (dist (d70$coords))

v70=variog (d70,max.dist=dist .max)

plot (v70,main="Variograma - 70 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls70 = variofit (v70,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls70)

grid70 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig70 <- krige.conv(d70,loc=grid70,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls70$cov.pars))

image (krig70, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig70$krige.var)

FHEFFH A AR A A A R R R R R
# Andlise Simulacdo 5 - KLU

dist.max = .8*max (dist (d70Scoords))

v70u = variog(d70,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v70u,main="Variograma - 70 pontos - U",
xlab="Disté&ncias",ylab="Semivaridncias")

wls70u = variofit (v70u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
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lines (wls70u)

grid70u <- expand.grid(seqg(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig70u <- krige.conv(d70,loc=grid70u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls70u$cov.pars))

image (krig70u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco ¢é mais forte

mean (krig70u$krige.var)

var (d70$coords [, 1])

var (d70$coords[,2])

(var.result=mean (krig70u$krige.var) +var (d70$coords [, 1]) +

var (d70$coords[,2]))

FHAHHHE AR R R
FHAHHAE AR R R
FHAF AR AR A A R R R A R A R R A
# Andlise Simulagdo 6 — KLS

#library (geoR)

d50 <- read.geodata ("simulado6.txt",head=T)

d50

plot (d50S$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 50 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d50$coords[,1],d50%coords [, 2], round (d50$data, 1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d50)

mean (d50$data)

var (d50Sdata)

dist.max = .8*max (dist (d50Scoords))

v50=variog (d50, max.dist=dist .max)
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plot (v50,main="Variograma - 50 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls50 = variofit (v50,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls50)

grid50 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig50 <- krige.conv(d50,loc=grid50,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls50$cov.pars))

image (krig50, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig50$Skrige.var)

FHAHHF AR AR
# Andlise Simulagdo 6 — KLU

dist.max = .8xmax (dist (d50$coords))

v50u = variog(d50,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v50u, main="Variograma - 50 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls50u = variofit (v50u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls50u)

grid50u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig50u <- krige.conv (d50,loc=grid50u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1st",

cov.model="sph", cov.pars=wls50u$cov.pars))

image (krig50u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte
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mean (krig50u$krige.var)

var (d50Scoords [, 1])

var (d50$coords [, 2])

(var.result=mean (krig50u$krige.var) +var (d50$coords[,1])+

var (d50$coords|[,2]))

E R i i
R i
E i i
# Andlise Simulacdo 7 - KLS

#library (geoR)

d30 <- read.geodata("simulado7.txt",head=T)

d30

plot (d30S$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 30 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d30$coords[,1],d30$coords[,2], round (d30S$data, 1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d30)

mean (d30S$data)

var (d30Sdata)

dist.max = .8*max (dist (d30Scoords))

v30=variog (d30,max.dist=dist .max)

plot (v30,main="Variograma - 30 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls30 = variofit (v30,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls30)

grid30 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig30 <- krige.conv (d30, loc=grid30,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",

trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls30$cov.pars))
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image (krig30, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig30S$Skrige.var)

FHEFHEE AR R R R R
# Andlise Simulacdo 7 - KLU

dist.max = .8*max (dist (d30Scoords))

v30u = variog(d30,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v30u,main="Variograma - 30 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls30u = variofit (v30u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)

lines (wls30u)

grid30u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig30u <- krige.conv(d30, loc=grid30u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls30u$cov.pars))

image (krig30u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig30uSkrige.var)

var (d30Scoords [, 1])

var (d30Scoords [, 2])

(var.result=mean (krig30uSkrige.var) +var (d30Scoords [, 1])+

var (d30Scoords[,2]))

FHAA AR A R R A R R A R R A R R R R
FHEA AR R R A R R A R R A R R R R
FHAH A AR R R A R R R R R R

# Andlise Simulacdo 8 - KLS
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#library (geoR)

d20 <- read.geodata("simulado8.txt",head=T)

d20

plot (d20$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 20 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (d20$coords [, 1],d20$coords[,2], round (d20$data, 1),adi=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (d20)

mean (d20$data)

var (d20$data)

dist.max = .8xmax (dist (d20$coords))

v20=variog (d20,max.dist=dist .max)

plot (v20,main="Variograma - 20 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls20 = variofit (v20,cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls20)

grid20 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig20 <- krige.conv(d20,loc=grid20,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls20$cov.pars))

image (krig20, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig20$krige.var)

FHERHH AR A AR A R R R R R
# Andlise Simulacdo 8 - KLU

dist.max = .8*max (dist (d20Scoords))

v20u = variog(d20,max.dist=dist.max,

trend="1st")
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plot (v20u,main="Variograma - 20 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls20u = variofit (v20u, cov.model="sph", fix.nug=T, nug=0.1)
lines (wls20u)

grid20u <- expand.grid(seqg(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig20u <- krige.conv(d20, loc=grid20u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls20u$cov.pars))

image (krig20u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig20u$krige.var)

var (d20$coords [, 1])

var (d20Scoords [, 2])

(var.result=mean (krig20uskrige.var) +var (d20Scoords [, 1]) +

var (d20Scoords|[,2]))
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Figura 25 Grid’s regulares de dados simulados, considerando um Processo Gaus-
siano de média zero e com tendéncia
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Figura 26 Grid’s regulares de dados simulados, considerando um Processo Gaus-
siano de média zero e com tendéncia
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Figura 27 Anilise geoestatistica de um grid regular de 150 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 28 Anilise geoestatistica de um grid regular de 130 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 29 Anilise geoestatistica de um grid regular de 110 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 30 Andlise geoestatistica de um grid regular de 90 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 31 Anidlise geoestatistica de um grid regular de 70 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 32 Anilise geoestatistica de um grid regular de 50 pontos simulados, con-
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Figura 33 Andlise geoestatistica de um grid regular de 30 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Figura 34 Anilise geoestatistica de um grid regular de 20 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma
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Processo desconhecido

S S5 85555555555 08888555555558555588855555555555SSSS8888555S5SSSH#HH
## Simulacdo 1 - Perturbacdo:

simu <- grf(150,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simus$data),0,1))

for (i in 1l:length(simu$data))

{result[i]=simu$Sdatal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$Scoords[, 1], Y=simuS$Scoords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords))))

total$data <- 100 - 2*totalS$Scoords[,1] + .3*xtotalS$coords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturbal.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

pl50=read.csv2 ("perturbal.csv", sep="\t")

attach (pl150)

is.data.frame (pl150)

pl50=read.geodata ("perturbal.txt", head=T)

pl50

FHAHA AR R R
FHAHSH AR R R

## Simulagcdo 2 - Perturbacédo:
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simu <- grf(130,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simu$data),0,1))

for (1 in l:length(simu$data))

{result[i]=simuS$datal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$coords[,1],Y=simu$coords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog(total,max.dist=.8*max (dist (totalS$coords))))
total$Sdata <- 100 - 2xtotalS$coords[,1l] + .3xtotalS$Scoords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (totalS$coords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

v2 = variog(total,max.dist=dist.max,trend="1st")

plot (v2,main="Variograma - 130 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wlsu = variofit (v2,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wlsu)

write.table (total, "perturba2.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA",gmethod = "double")

pl30=read.csv2 ("perturba2.csv", sep="\t")

attach (p130)

is.data.frame (p130)

pl30=read.geodata ("perturba2.txt", head=T)

130

FHEH A A A A R R A R R R A R R R R R
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FHEFHF A A R R R R R R R R
## Simulacdo 3 - Perturbacdo:

simu <- grf(110,grid="reg",cov.model="sph",cov.par=c(.65,.35),
nug=.1l,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simu$data), 0,1))

for (1 in 1:length(simuS$data))

{result[i]l=simu$datal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$coords[,1],Y=simu$coords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog (total,max.dist=.8+max (dist (totalS$coords))))

total$Sdata <- 100 - 2xtotalS$Scoords[,1l] + .3xtotalS$Scoords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8xmax (dist (total$coords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturba3.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col .names=T,

na="NA",gmethod = "double")

pll0=read.csv2 ("perturba3.csv", sep="\t")

attach (pl110)

is.data.frame (p110)

pllO=read.geodata ("perturba3.txt", head=T)

pl10

FHEA A A R R A R R R A R R R A R R R R
FHEH A A R R R A R R A R R R A R R R R
## Simulacdo 4 - Perturbacgdo:

simu <- grf(90,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
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nug=.1l,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simu$data),0,1))

for (1 in l:length(simu$data))

{result[i]=simu$Sdatal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$coords[,1],Y=simu$coords|[, 2],
Dados=result+norm) )

plot (variog(total,max.dist=.8+max (dist (totalS$Scoords))))

total$data <- 100 - 2xtotalScoords([,1] + .3xtotalS$coords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (totalS$Scoords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturbad.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col .names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

p90=read.csv2 ("perturbad.csv", sep="\t")

attach (p90)

is.data.frame (p90)

p90=read.geodata ("perturbad.txt", head=T)

P90

FHEFHH AR A A A A R R R R
FHEFHH AR A A A A R R R
## Simulacdo 5 - Perturbacéo:

simu <- grf(70,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simu$data),0,1))
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for (1 in l:length(simu$data))

{result[i]=simuSdatal[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$coords[,1],Y=simu$coords[, 2],
Dados=result+norm) )

plot (variog(total,max.dist=.8*max (dist (totalS$coords))))

total$data <- 100 - 2+totalScoords([,1] + .3xtotalS$coords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (totalS$Scoords)),trend="cte")
plot (v1)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturba5.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA",gmethod = "double")

p70=read.csv2 ("perturbab.csv",sep="\t")

attach (p70)

is.data.frame (p70)

p70=read.geodata ("perturba5.txt", head=T)

p70

B A R R A R R R R R R R R A R R R
B A R R R R R R R R R A R R R R A R R R R
## Simulacdo 6 - Perturbacgdo:

simu <- grf(50,grid="reg", cov.model="sph", cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simu$data),0,1))

for (i in 1l:length (simu$data))

{result[i]=simu$Sdatal[[i]]

}
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total=as.geodata (data.frame (X=simu$coords[,1],Y=simu$coords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords))))

total$data <- 100 - 2xtotalScoords([,1] + .3xtotalS$coords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (totalS$Scoords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturbab6.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

p50=read.csv2 ("perturbab.csv", sep="\t")

attach (p50)

is.data.frame (p50)

p50=read.geodata ("perturbab.txt", head=T)

P50

FHA A A A A R R R R R R R R R R
FHA A R R R R R R R R R
## Simulagdo 7 - Perturbacéo:

simu <- grf(30,grid="reg",cov.model="sph", cov.par=c (.65, .35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simus$data),0,1))

for (i in 1l:length (simu$data))

{result[i]=simu$Sdatal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$Scoords[, 1], Y=simuS$Scoords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords))))
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total$Sdata <- 100 - 2*totalS$Scoords[,1] + .3xtotalS$Scoords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords)),trend="cte")
plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturba7.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

p30=read.csv2 ("perturba7.csv", sep="\t")

attach (p30)

is.data.frame (p30)

p30=read.geodata ("perturba7.txt", head=T)

r30

FHAHS AR R R R
FHAF AR A A R R A R R R A R R A
## Simulacdo 8 - Perturbacdo:

simu <- grf(20,grid="reg",cov.model="sph", cov.par=c(.65,.35),
nug=.1,mean=0, RF=T)

result = vector (mode="numeric")

norm=exp (rnorm(length (simus$data),0,1))

for (1 in 1l:length (simu$data))

{result[i]=simu$datal[[i]]

}

total=as.geodata (data.frame (X=simu$Scoords[, 1], Y=simuS$Scoords|[, 2],
Dados=result+norm))

plot (variog(total,max.dist=.8xmax (dist (totalScoords))))

total$data <- 100 - 2*totalS$Scoords[,1] + .3xtotalS$coords[,2]+
total$data

vl <- variog(total,max.dist=.8+max (dist (total$coords)),trend="cte")
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plot (vl)

wls = variofit (vl,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls)

write.table (total, "perturba8.csv", append=FALSE,

sep="\t", quote=F, row.names=T, col.names=T,

na="NA", gmnethod = "double")

p20=read.csv2 ("perturba8.csv", sep="\t")

attach (p20)

is.data.frame (p20)

p20=read.geodata ("perturba8.txt", head=T)

p20

FHAHHFE AR A R R S
FHAHHF AR R R S
FHAHHF AR AR
# Andlise Simulagdo 1 - KLS - perturbagéo

#library (geoR)

pl50 <- read.geodata ("perturbal.txt",head=T)

pl50

plot (pl50S$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 150 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (pl50$coords[,1],pl50Scoords[,2], round(pl50$data,l),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (pl50)

mean (pl50$data)

var (pl50S$data)

dist.max = .8%max (dist (pl50$coords))
v150=variog (pl50, max.dist=dist .max)

plot (v150, main="Variograma - 150 pontos",
xlab="Disté&ncias",ylab="Semivaridncias")

wlsl50 = variofit (v150, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
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lines (wls150)

gridl50 <- expand.grid(seqg(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krigl50 <- krige.conv(pl50,loc=gridl50,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsl50$cov.pars))

image (krigl50, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco ¢é mais forte

mean (krigl50$krige.var)

FHHHH AR R R S
# Andlise Simulagdo 1 - KLU - perturbagéo

dist.max = .8%max (dist (pl50$coords))

v150u = variog(pl50,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (vl150u, main="Variograma - 150 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsl50u = variofit (v150u,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls150u)

gridl50u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krigl50u <- krige.conv(pl50,loc=gridl50u,
krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsl50u$cov.pars))

image (krigl50u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krigl50uSkrige.var)

var (pl50$coords([,1])

var (pl50$coords|[,2])
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(var.result=mean (krigl50uS$krige.var)+var (pl50$coords[,1])+

var (pl50$coords|[,2]))

B R i i
B R i
B R i i
# Andlise Simulagdo 2 - KLS - perturbagéo

#library (geoR)

pl30 <- read.geodata ("perturbaZ.txt",head=T)

pl30

plot (pl30$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 130 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (pl30$Scoords[,1],pl30Scoords[,2], round(pl30$data,l),ad’=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (pl30)

mean (pl30$data)

var (pl30$data)

dist.max = .8%max (dist (pl30$coords))

v130=variog (pl30,max.dist=dist.max)

plot (v130,main="Variograma - 130 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wlsl30 = variofit (v130,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls130)

gridl30 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigl30 <- krige.conv (pl30,loc=gridl130,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",

trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsl30Scov.pars))

image (krigl30, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte
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mean (krigl30$krige.var)

FHAHHEE AR R A R R R R R R R R
# Analise Simulacdo 2 - KLU - perturbacgéo

dist.max = .8xmax(dist (pl30$coords))

v130u = variog(pl30,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v130u,main="Variograma - 130 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsl30u = variofit (v130u, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls130u)

grid130u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigl30u <- krige.conv(pl30,loc=gridl30u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsl30u$cov.pars))

image (krigl30u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krigl30u$krige.var)

var (pl30Scoords [, 1])

var (pl30Scoords [, 2])

(var.result=mean (krigl30uSkrige.var)+var (pl30Scoords([,1])+

var (pl30S$Scoords[,2]))

B A R R A R R A R R R A R R R
FHAA A A R R R A R R A R R R R A R R R
FHEA AR R R R A R R R A R R R A R R R R
# Andlise Simulacdo 3 - KLS - perturbagéo

#library (geoR)

pll0 <- read.geodata ("perturba3.txt",head=T)

pll0
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plot (pll0Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 110 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (pll0Scoords[,1],pll0$coords[,2],round(pll0S$data,l),ad’=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (pl10)

mean (pll0$data)

var (pll0$data)

dist.max = .8xmax (dist (pll0$coords))

v1ll0=variog(pll0, max.dist=dist.max)

plot (v110,main="Variograma - 110 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wlsll1l0 = variofit (v110,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wlsl110)

gridl1l0 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krigll0 <- krige.conv(pl1l0,loc=gridll0,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wlsllOScov.pars))

image (krigll0, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krigll0S$Skrige.var)

FHEFFH A AR A A A R R R R R
# Andlise Simulagdo 3 - KLU - perturbacgéo

dist.max = .8%max (dist (pll0$Scoords))

v110u = variog(pll0,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v11l0u,main="Variograma - 110 pontos - U",
xlab="Disté&ncias",ylab="Semivaridncias")

wlsllOu = variofit (v110u, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
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lines (wls110u)

gridl1l0u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seqg(0,1,1=100))

krigllOu <- krige.conv(pll0,loc=gridl10u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wlsllOu$cov.pars))

image (krigll0Ou, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco ¢é mais forte

mean (krigllOuSkrige.var)

var (pll0$coords[,1])

var (pll0$coords[,2])

(var.result=mean (krigllOuS$krige.var)+var (pl10$coords[,1])+

var (pll0S$Scoords[,2]))

FHAHHHE AR R R
FHAHHAE AR R R
FHAF AR AR A A R R R A R A R R A
# Andlise Simulagdo 4 - KLS - perturbagéo

#library (geoR)

P90 <- read.geodata ("perturba4d.txt",head=T)

P90

plot (p90Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 90 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (p90Scoords[,1],p90Scoords[, 2], round(p90S$data, 1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (p90)

mean (p90$data)

var (p90Sdata)

dist.max = .8%max (dist (p90$coords))

v90=variog (p90, max.dist=dist .max)
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plot (v90,main="Variograma - 90 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls90 = variofit (v90,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls90)

grid90 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig90 <- krige.conv(p90,loc=grid9o0,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls90$cov.pars))

image (krig90, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig90S$Skrige.var)

FHAHHF AR AR
# Andlise Simulagdo 4 - KLU - perturbagéo

dist.max = .8xmax (dist (p90S$Scoords))

v90u = variog(p90,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v90u,main="Variograma - 90 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls90u = variofit (v90u, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls90u)

grid90u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig90u <- krige.conv (p90, loc=grid90u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1st",

cov.model="sph", cov.pars=wls90u$Scov.pars))

image (krig90u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte



184

mean (krig90u$krige.var)

var (p90Scoords[,1])

var (p90$coords|[,2])

(var.result=mean (krig90u$Skrige.var) +var (p90Scoords[,1])+

var (p90Scoords|[,2]))

E R i i
R i
E i i
# Andlise Simulagdo 5 - KLS - perturbacgéo

#library (geoR)

P70 <- read.geodata ("perturbab.txt",head=T)

p70

plot (p70S$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 70 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (p70$coords[,1],p70$coords([,2], round (p70$data, 1) ,adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (p70)

mean (p70S$data)

var (p70$data)

dist.max = .8%max (dist (p70$coords))

v70=variog (p70,max.dist=dist .max)

plot (v70,main="Variograma - 70 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls70 = variofit (v70,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls70)

grid70 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig70 <- krige.conv (p70,loc=grid70,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",

trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls70$cov.pars))
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image (krig70, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig70$Skrige.var)

FHEFHEE AR R R R R
# Andlise Simulagdo 5 - KLU - perturbagéo

dist.max = .8xmax (dist (p70S$coords))

v70u = variog(p70,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v70u,main="Variograma - 70 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls70u = variofit (v70u, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls70u)

grid70u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krig70u <- krige.conv (p70, loc=grid70u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls70u$cov.pars))

image (krig70u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig70us$krige.var)

var (p70Scoords [, 1])

var (p70$coords|[,2])

(var.result=mean (krig70uSkrige.var)+var (p70Scoords[,1])+

var (p70Scoords[,2]))

FHAA AR A R R A R R A R R A R R R R
FHEA AR R R A R R A R R A R R R R
FHAH A AR R R A R R R R R R

# Andlise Simulagdo 6 - KLS - perturbacéo
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#library (geoR)

p50 <- read.geodata ("perturba6.txt",head=T)

p50

plot (p50$coords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",
main="Grid de 50 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (p50$coords [, 1],p50$coords([,2], round (p50$data, 1) ,adi=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (p50)

mean (p50S$data)

var (p50$data)

dist.max = .8xmax (dist (p50S$coords))
v50=variog (p50, max.dist=dist .max)

plot (v50,main="Variograma - 50 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls50 = variofit (v50,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls50)

grid50 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig50 <- krige.conv (p50,loc=grid50,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls50$cov.pars))

image (krig50, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig50$krige.var)

FHERHH AR A AR A R R R R R
# Andlise Simulagdo 6 - KLU - perturbacéo

dist.max = .8%max (dist (p50$coords))

v50u = variog (p50,max.dist=dist.max,

trend="1st")
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plot (v50u,main="Variograma - 50 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls50u = variofit (v50u, cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls50u)

grid50u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))

krigb50u <- krige.conv (p50,loc=grid50u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "1lst",

cov.model="sph", cov.pars=wls50uS$cov.pars))

image (krig50u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig50u$krige.var)

var (p50Scoords[,1])

var (p50Scoords [, 2])

(var.result=mean (krig50uSkrige.var)+var (p50$coords[,1]) +

var (p50Scoords[,2]))

B A R R A R R R A R R R A R R R
B A R R R R R R A R R R A R R R
B A R R R R R R R R R R A R R R S
# Andlise Simulacdo 7 - KLS - perturbacédo

#library (geoR)

p30 <- read.geodata ("perturba7.txt",head=T)

P30

plot (p30Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 30 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (p30Scoords[,1],p30Scoords[, 2], round(p30S$data, 1),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (p30)

mean (p30S$data)
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var (p30$data)

dist.max = .8xmax (dist (p30S$coords))

v30=variog (p30,max.dist=dist .max)

plot (v30,main="Variograma - 30 pontos",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls30 = variofit (v30,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls30)

grid30 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig30 <- krige.conv(p30,loc=grid30,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls30S$cov.pars))

image (krig30, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco é mais forte

mean (krig30S$Skrige.var)

FHAF AR A A R R R R A R A R A
# Andlise Simulagdo 7 - KLU - perturbagéo

dist.max = .8%max (dist (p30$coords))

v30u = variog(p30,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v30u,main="Variograma - 30 pontos - U",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls30u = variofit (v30u,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1,
ini=c(1.5,0.2))

lines (wls30u)

grid30u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig30u <- krige.conv (p30,loc=grid30u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1lst", trend.l = "1lst",
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cov.model="sph", cov.pars=wls30u$cov.pars))

image (krig30u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig30uskrige.var)

var (p30S$Scoords[,1])

var (p30$coords|[,2])

(var.result=mean (krig30u$Skrige.var) +var (p30Scoords[,1])+

var (p30S$Scoords|[,2]))

FHEHHF AR A R
FHHHH AR R R S
FHAHHFE AR A R R S
# Andlise Simulagdo 8 - KLS - perturbagéo

#library (geoR)

P20 <- read.geodata ("perturba8.txt",head=T)

p20

plot (p20S$Scoords, xlab="Coordenada X", ylab="Coordenada Y",

main="Grid de 20 pontos",pch=19,ylim=c(0,1.1))

text (p20Scoords[,1],p20Scoords [, 2], round (p20$data, 1l),adj=0,
cex=0.8,pos=3)

summary (p20)

mean (p20$data)

var (p20S$data)

dist.max = .8%max (dist (p20$coords))

v20=variog (p20,max.dist=dist .max)

plot (v20,main="Variograma - 20 pontos",
xlab="Disténcias",ylab="Semivaridncias")

wls20 = variofit (v20,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)

lines (wls20)

grid20 <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
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krig20 <- krige.conv(p20,loc=grid20,

krige=krige.control (type.krige = "SK", trend.d = "cte",
trend.l = "cte",

beta=100, cov.model="sph", cov.pars=wls20$cov.pars))

image (krig20, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y", main = "Krigagem Simples")

# O Branco ¢é mais forte

mean (krig20S$krige.var)

FHAHA A R R S
# Andlise Simulagdo 8 - KLU - perturbagéo

dist.max = .8xmax (dist (p20S$Scoords))

v20u = variog (p20,max.dist=dist.max,

trend="1st")

plot (v20u,main="Variograma - 20 pontos - U",
xlab="Distéancias",ylab="Semivaridncias")

wls20u = variofit (v20u,cov.model="sph", fix.nug=F, nug=0.1)
lines (wls20u)

grid20u <- expand.grid(seq(0,1,1=100), seq(0,1,1=100))
krig20u <- krige.conv (p20,loc=grid20u,

krige=krige.control (type.krige = "OK",

trend.d = "1st", trend.l = "1st",

cov.model="sph", cov.pars=wls20u$cov.pars))

image (krig20u, col=terrain.colors(10), xlab="Coordenada X",
ylab="Coordenada Y")

# O Branco é mais forte

mean (krig20uSkrige.var)

var (p20Scoords ([, 1])

var (p20Scoords|[,2])

(var.result=mean (krig20uSkrige.var) +var (p20Scoords [, 1])+

var (p20$coords|[,2]))
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Figura 35 Grid’s regulares de dados simulados, considerando um Processo Gaus-
siano com perturbag¢do e tendéncia
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Figura 36 Grid’s regulares de dados simulados, considerando um Processo Gaus-
siano com perturbagao e tendéncia
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Figura 37 Anilise geoestatistica de um grid regular de 150 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma e perturbacao e tendén-

cia em um Processo Gaussiano
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Figura 38 Anilise geoestatistica de um grid regular de 130 pontos simulados, con-
siderando o modelo esférico de semivariograma e perturbacao e tendén-

cia em um Processo Gaussiano
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Figura 39 Anilise geoestatistica de um grid regular de 110 pontos simulados, con-

siderando o modelo esférico de semivariograma e perturbacao e tendén-
cia em um Processo Gaussiano
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Figura 40 Andlise geoestatistica de um grid regular de 90 pontos simulados, consi-
derando o modelo esférico de semivariograma e perturbacio e tendéncia

em um Processo Gaussiano
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Figura 41 Andlise geoestatistica de um grid regular de 70 pontos simulados, consi-
derando o modelo esférico de semivariograma e perturbacio e tendéncia
em um Processo Gaussiano
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Figura 42 Andlise geoestatistica de um grid regular de 50 pontos simulados, consi-

derando o modelo esférico de semivariograma e perturbacio e tendéncia

em um Processo Gaussiano
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Figura 43 Andlise geoestatistica de um grid regular de 30 pontos simulados, consi-
derando o modelo esférico de semivariograma e perturbacio e tendéncia

em um Processo Gaussiano
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Figura 44 Anilise geoestatistica de um grid regular de 20 pontos simulados, consi-
derando o modelo esférico de semivariograma e perturbacio e tendéncia
em um Processo Gaussiano



