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RESUMO

O emaranhamento ndo € apenas um conceito fundamental na Mecanica Quantica, mas, também
¢ uma ferramenta extremamente importante para informagao quantica, sendo bastante sensivel
principalmente as variacdes de campo magnético, temperatura e dos parametros de interagdo de
uma cadeia. Por outro lado, a coeréncia quantica também é um importante recurso quantico,
enquanto que o teletransporte quantico € um impressionante processo de informacao que utiliza
canais emaranhados. Neste trabalho € proposto o estudo dos efeitos de uma impureza na cadeia
Ising-XXZ tipo diamante na medi¢dao de algumas correlagdes quanticas (emaranhamento), na
coeréncia quantica e, também, os efeitos sobre o teletransporte quantico de informagdo. Neste
modelo, a plaqueta fundamental da cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante é formada pela
interacdo XXZ entre os dimeros de Heisenberg intersticiais e o acoplamento de Ising entre os
spins nodais e intersticiais, respectivamente. A impureza em nosso modelo € uma plaqueta com
todos os parametros de interacao diferentes do resto da cadeia. NGs obtemos a solug@o exata do
modelo usando o método da matriz de transferéncia. Demonstramos que o emaranhamento
quantico pode ser controlado e ajustado variando-se os parametros de impureza. Nossos
resultados mostram que o emaranhamento térmico do modelo exibe uma clara melhoria de
desempenho quando controlamos e manipulamos as impurezas em comparacdo com o modelo
original anisotrépico. Além disso, verificamos que os efeitos da impureza geram ganhos na
coeréncia quantica e aumenta fortemente a eficiéncia do teletransporte quantico.

Palavras-chave: Emaranhamento Térmico; Coeréncia Quantica; Teletransporte Quantico;
Impurezas.



ABSTRACT

Entanglement is not only a fundamental concept in Quantum Mechanics, but it is also an
extremely important tool for quantum information, being quite sensitive mainly to variations
in the magnetic field, temperature and the interaction parameters of a chain. On the other hand,
quantum coherence is also an important quantum resource, while quantum teleportation is an
impressive information process that uses entangled channels. In this work it is proposed the
study of effects of an impurity in an Ising-X XZ diamond type chain in the measurement of some
quantum correlations (entanglement), in quantum coherence and, also, the effects on quantum
information teleportation. In this model, the fundamental platelet of the Ising-XXZ spin-1/2
diamond type chain is formed by the XX Z interaction between the interstitial Heisenberg dimers
and the Ising coupling between the nodal and interstitial spins, respectively. The impurity in our
model is a tag with all the interaction parameters different from the rest of the chain. We obtain
the exact solution of the model using the transfer matrix method. We demonstrate that quantum
entanglement can be controlled and adjusted by varying the impurity parameters. Our results
show that the thermal entanglement of the model exhibits a clear improvement in performance
when we control and manipulate impurities in comparison with the original anisotropic model.
In addition, we found that the effects of impurity generate gains in quantum coherence and
greatly increase the quantum teleportation efficiency

Keywords: Thermal Entanglement; Quantum Coherence; Quantum Teleportation; Impurities.
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1 INTRODUCAO

A origem do magnetismo possui algumas divergéncias entre os historiadores. Alguns
autores defendem que o magnetismo surge com a descoberta da pedra magnetita (quimicamente
conhecida hoje como Fe304) pelo grego Magnes, porém, outros autores defendem que
o magnetismo surge com chineses (2637-1100 a.C.), os quais deram finalidade pratica a
magnetita com a criacdo da bussola, apesar da primeira referéncia desta aplicacdo ter sido
apenas em 215 a.C.(BASSALO, 1994; RIBEIRO, 2000). Mesmo havendo controversas
sobre a origem do magnetismo, € inegdvel que suas propriedades sdo fascinantes e seria
inevitdvel o estudo cientifico das propriedades magnéticas dos materiais. Dentre os diversos
contribuintes para a consolidagdo da teoria magnética temos Petrus Peregrinus de Maricourt
(1240-7), William Gilbert (1544-1603), Michal Faraday (1791-1867), Hans Christian Oersted
(1777-1851), André-Marie Ampere (1775-1836), Jean-Baptiste Biot (1774-1862), Félix Savart
(1791-1841) e James Clerk Maxwell (1831-1879), entre outros (BASSALO, 1994; RIBEIRO,
2000; NUSSENZVEIG, 2006).

No entanto, apesar das propriedades magnéticas serem observadas desde a antiguidade,
somente com a formulagdo da Mecanica Quantica foi possivel descrever detalhadamente
as propriedades magnéticas dos materiais bem como suas propriedades termodinidmicas
(SAKURALI, 2013; COEY, 2010). Neste sentido, conhecer estas propriedades (como calor
especifico, magnetizacao, por exemplo) sao de extrema importancia para a ciéncia, pois, a partir
delas pode-se estabelecer a utilidade de cada material e, mais especificamente, com o advento
da Fisica da Matéria Condensada, foi possivel modelar diferentes materiais e suas respectivas
caracteristicas, bem como predizer suas propriedades magnéticas e termodinamicas (SALINAS,
1997; COEY, 2010).

Neste contexto, hd varios modelos que utilizam a interacdo entre as particulas atdmicas
para caracterizar os materiais. Dentre os diversos modelos de caracterizacdo dos materiais,
utilizaremos a cadeia de spin-1/2 com intera¢do hibrida Ising-Heisenberg com estrutura tipo
diamante (JASCUR; STRECKA, 2004; ANANIKIAN; LAZARYAN; NALBANDYAN, 2012),
que pode ser tida como um modelo aproximado de representagdo do mineral natural Azurite
ou Azurita (JESCHKE et al., 2011; KANG et al., 2009). Este modelo hibrido engloba a
simplicidade do modelo de Ising (ISING, 1925) e a generalidade do modelo de Heisenberg
(HEISENBERG, 1928). Além disso, propriedades e efeitos termodinamicos desse tipo de
cadeia foram analisados (ROJAS et al., 2011; GALISOVA, 2013; ROJAS; SOUZA, 2011),
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bem como o emaranhamento térmico (ROJAS et al., 2012; CHENG et al., 2017; TORRICO
et al., 2014; TORRICO et al., 2016; ROJAS et al., 2017) e, recentemente, o teletransporte de
informacao (ROJAS; SOUZA; ROJAS, 2017).

Em particular trabalharemos com a cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante
com uma unica plaqueta impura. NOs comparamos nosso modelo com o modelo original
anisotropico da cadeia de spin-1/2 Isin-XXZ tipo diamante (ROJAS et al., 2012) e publicamos
em 2019, na revista Annalen der Physik, os efeitos causados por essa impureza no
emaranhamento, na coeréncia quantica e no teletransporte quantico (FREITAS; FILGUEIRAS;
ROJAS, 2019). Quando se trata de "impurezas presentes em cadeias” € comum imaginar
que pelo menos um dos elementos pertencentes a cadeia original serd substituido por outro
elemento, contudo, a impureza sobre a qual tratamos aqui se dad através de pequenas
deformagdes mecanicas na estrutura, com tragao e compressdao da cadeia de spins, tornando
as interacdes entre os spins "impuros" diferentes das demais interacdes da cadeia.

Logo, apesar de muitas vezes ser interpretada como substituicdo de elementos, a
impureza pode ser entendida, também, como varia¢des estruturais (até mesmo magnéticas)
na cadeia, de modo que podem alterar todas as propriedades dos sistemas quanticos, como a
termodinamica e as correlagdes quanticas, dessa forma, as cadeias de spin com impureza vem
sendo bastante estudadas (FUKUHARA et al., 2013; HUANG; SI; YANG, 2015; XI et al.,
2002; APOLLARO et al., 2013; FU; SOLOMON; WANG, 2002; CHENG et al., 2007; LI; XU
JING-BO T. K. LIU, 2005) e, mais recentemente, foi investigado o emaranhamento térmico
em uma cadeia Ising-XXZ tipo diamante com duas impurezas de origem mecanica intercaladas
por um dimero puro, focando no estudo do efeito das impurezas no dimero puro entre elas
(CARVALHO et al., 2019).

Por outro lado, o emaranhamento quantico (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935;
BELL, 1964) é uma das caracteristicas quanticas mais fascinantes da Fisica Moderna por
apresentar um tipo particular de correlagdo nao local, com aplicabilidade na informacgao e
computacao quantica (BENNETT; DIVINCENZO, 2000; NIELSEN; CHUANG, 2010), sendo
considerado um recurso fisico essencial nestas areas, além disso, o emaranhamento esta
presente em fendmenos biolégicos como a fotossintese (SAROVAR et al., 2010; BRADLER
et al., 2010; FASSIOLI; OLAYA-CASTRO, 2010). Dessa forma, este trabalho tem como
foco inicial estudar o emaranhamento quéntico da impureza do nosso modelo. Cabe salientar

que nés obtemos a solucdo exata do modelo e o roteiro para quantificar o emaranhamento
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térmico € usar a técnica da matriz de transferéncia para obter a funcao de particio (SALINAS,
1997), o operador densidade do sistema (WANG; FU; SOLOMON, 2001), consequentemente,
calcular a concorréncia quantica (WOOTTERS, 1998), bem como a coeréncia quintica
(BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014) do nosso modelo e, fundamentalmente, a
eficiéncia do teletransporte quantico de dois qubits através da fidelidade média (BOWEN;
BOSE, 2001; JOZSA, 1994; HARDY; SONG, 2001b), utilizando como canal quéntico os
dimeros de Heisenberg impuros.

A coeréncia quantica, por sua vez, assim como o emaranhamento, é consequéncia do
principio da superposi¢cdo da Mecanica Quantica (SAKURAI, 2013; GRIFFITHS, 2011b).
Contudo, enquanto o emaranhamento € definido em sistemas interagentes, ou seja, de no
minimo duas parte, a coeréncia quantica pode ser definida a partir de um sistema simples (um
unico sistema). Além de funcionar como fronteira de sistemas quanticos, a coeréncia quantica
também € um importante recurso para a computacao e informacio quantica (BAUMGRATZ;
CRAMER; PLENIO, 2014) e também encontra-se presente na Biologia (ENGEL et al., 2007;
COLLINI et al., 2010). Por outro lado, o teletransporte quantico € um processo de teleporte
de informacdes, de estados quanticos através de canais quanticos emaranhados (BENNETT et
al., 1993; BOWEN; BOSE, 2001) e a eficiéncia do teletransporte é obtida através da fidelidade
média (JOZSA, 1994; HARDY; SONG, 2001a).

O presente trabalho € dividido da seguinte forma: no capitulo 2 introduzimos o
magnetismo através do formalismo da fisica moderna; no capitulo 3 apresentamos uma breve
revisdo dos modelos de interacdo de spin de Ising e Heisenberg; no capitulo 4 apresentamos
as correlacdes quanticas e os quantificadores de emaranhamento, a coeréncia quantica, o
protocolo de teletransporte quantico de informacdo e a fidelidade desse teletransporte; no
capitulo 5 introduzimos o modelo hibrido Ising-Heisenberg, mais especificamente, o0 modelo
original anisotrépico da cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante e destacamos a andlise
do diagrama de fases e do comportamento da concorréncia; no capitulo 6 serdo apresentados
nossos resultados originais e inéditos dos esfeitos da introducdo de uma unica impureza na
cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante, analisando, inicialmente, o efeito da impureza
no emaranhamento térmico, posteriormente, o efeito na coeréncia quantica e no teletransporte
quantico, estes efeitos sdo expostos e comparado com o modelo original através de graficos
da concorréncia, da coeréncia quintica e da fidelidade média; no capitulo 7 apresentamos a

conclusdo dos resultados obtidos e as perspectivas do nosso trabalho.
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2 MAGNETISMO

2.1 Momento Magnético

Mesmo os fendmenos magnéticos sendo conhecidos desde a antiguidade, sua origem
ndo pode ser explicada com a fisica cldssica e somente com o advento da mecanica quantica
pdde-se ter conhecimento detalhado sobre tais fenomenos. Hoje sabe-se que a caracteristica
magnética dos materiais € proveniente das particulas atdmicas, do momento magnético do
elétron e do nucleo. Este ultimo, apesar de sua utilidade na fisica nuclear, ndo influencia as
propriedades magnéticas do material devido seu valor insignificante (GRACA, 2012).

Dessa forma, auxiliados pela interpretacao cldssica, temos os elétrons contribuindo para
as caracteristicas magnéticas do material através do seu movimento orbital de translacdo e do
seu movimento de rotagcdo, os quais reproduzem um momento magnético semelhante ao dipolo
magnético /m de uma carga g, de massa M e momento angular L (NUSSENZVEIG, 2006).

e -

T 2.1
LYY 2D

Figura 2.1 — Configuracido cldssica do momento dipolo magnético (a esquerda) e 0 momento magnético
gerado por uma carga em movimento circular (a direita).

~\ S )
~ox ,-fi/,:/ - my

/o~ \\ ,}’f/::\ L

Y\ %

Fonte: Adaptado (FERREIRA, 2018)

Na primeira forma de contribui¢do magnética temos o elétron em movimento ao redor do
nucleo atdmico, o qual gera uma corrente elétrica que, por sua vez, gera um campo magnético
perpendicular ao movimento do elétron (NUSSENZVEIG, 2006). Assim, temos o chamado
momento magnético orbital. O momento magnético orbital possui uma dependéncia com
o raio da 6rbita do elétron de modo que podemos associd-lo com o momento angular do
elétron e escrevé-lo em funcdo de g, chamado de fator-g de Landé ou, simplesmente, fator-g

(NUSSENZVEIG, 2006; COEY, 2010)
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. e - -
Hr = —gr>—L=gLYL, (2.2)
2m,
onde [i; é o momento magnético orbital, L é o momento angular orbital do elétron, y = — 25» é

o fator giro magnético, m, € e sdo a massa e o modulo da carga do elétron, respectivamente.
Note que o momento dipolo magnético orbital € antiparalelo a0 momento angular do
elétron, conforme a figura 2.2. A equacdo 2.2 pode ser escrita em termos de /& da seguinte

forma (NOLTING; RAMAKANTH, 2009)

— 1 -
H = —7gLupL, (2.3)
onde lp = 26—,:1 ¢ o chamado magneton de Bohre i = % = 1,05457168.103*J.s, com h sendo

a constante de Planck.

Figura 2.2 — Configuragdo cléssica do dipolo orbital do elétron.

Hy, Hy,

Fonte: Adaptado (GRACA, 2012)

Por outro lado, a segunda forma de contribui¢do do elétron para 0 momento magnético
atomico se dd devido ao seu momento de magnetizacdo intrinseco, chamado de "spin" do
elétron (veja a figura 2.3). De forma andloga ao [y, o momento magnético intrinseco é dado

por (NOLTING; RAMAKANTH, 2009)

Ts = g5YS, (2.4)
ou
. 1 -
Us = _ﬁgSHBS; (2.5)

em que Ls é 0 momento magnético intrinseco e S é o operador de spin, que sio definidos da

seguinte forma:
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S= "o, (2.6)

| S

onde ¢ sdo as matrizes de Pauli, de modo que as componentes de S sdo S$* = %Gx, S = %Gy e

N gcz, com

o' = , 07 = eo’= ) 2.7

Figura 2.3 — Configuracio cléssica do spin up (a esquerda) e spin down (a direita) do elétron.

N !
5 N

Fonte: (FERREIRA, 2018)

Assim, podemos escrever 0 momento magnético total da seguinte forma:

Il = [z + ds = gugJ, (2.8)

em que J é 0 momento angular eletronico total e o fator-g € definido conforme a equacdo 2.9, de
modo que g = 1 para o momento magnético orbital e g = 2 para o elétron livre (COEY, 2010;

PEREIRA, 2008).

2.9

2.2 Magnetizacao e Suscetibilidade Magnética

Dispondo do que foi visto anteriormente, temos que a caracteristica magnética dos
materiais dependerd de como o momento magnético orbital e de spin se organizario para definir
o momento magnético do 4tomo que, por sua vez, pode interagir com 0 momento magnético

dos dtomos vizinhos, originando uma regido chamada de dominios magnéticos.
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No ambito macroscépico, a caracteristica magnética do material é representada pela
magnetizacdo M, definida como momento magnético por unidade de volume (NOLTING;

RAMAKANTH, 2009),

O
M= Y i (2.10)
i

onde u; € o momento magnético total do 4tomo i. Em uma outra configuragdo temos os
momentos magnéticos dos materiais interagindo com um campo magnético externo B, de modo

que podemos escrever a magnetizacdo da seguinte forma (GRIFFITHS, 2011a)

M = x,H, (2.11)

onde ), é chamada de suscetibilidade magnética e H é o campo auxiliar, que se relaciona com

o campo magnético externo da seguinte maneira (GRIFFITHS, 2011a)

B = po(1+ xm)H = puH, (2.12)

em que 1 = Uo(1+ ) é definido como a permeabilidade do material, de modo que, no vicuo,
U = Up pois X, = 0, assim, o é conhecido como permeabilidade do viacuo (GRIFFITHS,
2011a).

De posse dessas informacdes micro e macroscopicas, podemos agora explanar de forma
conceitual as diversas configuracdes magnéticas que definem cada material. Tais configuracdes
classificam o comportamento do material como: diamagnético; paramagnético; ferromagnético;

ferrimagnético e antiferromagnético.

2.3 Classificacao Magnética dos Materiais

Apesar de geralmente serem classificados por suas caracteristicas visuais de atracio
ou ndo atracdo, todo material possui um comportamento magnético quando submetidos a
um campo magnético externo, mesmo que seu momento magnético total seja nulo, devido
principalmente ao torque que o campo externo exerce sobre o momento magnético dos materiais
(GRIFFITHS, 2011a; NUSSENZVEIG, 2006). Veremos a seguir uma breve descri¢cao desses
comportamentos e suas respectivas suscetibilidades magnéticas que identifica a classificacao

dos materiais.
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e Diamagnetismo

Presente em todo material, o diamagnetismo é uma forma magnética muito fraca. Os
materiais diamagnéticos apresentam suscetibilidade magnética independente da temperatura e
negativa (ver tabela 2.1), devido a tendéncia dos momentos magnéticos orbitais se alinharem no
sentido oposto do campo externo aplicado (COEY, 2010).

Este antiparalelismo dos momentos magnéticos orbitais com o campo externo pode ser
entendido conforme a Lei de Lenz do eletromagnetismo, a qual estabelece que quando ha
uma variacdo do campo magnético em uma circunferéncia cria-se uma corrente induzida de
forma que o fluxo do campo gerado por esta corrente € oposto ao fluxo do campo original
(NUSSENZVEIG, 2006; GRIFFITHS, 2011a).

Por outro lado, os argumentos da Mecanica Quantica podem esclarecer este fendmeno
através do principio de exclusdo de Pauli, que permite que dois elétrons de spin contrério
ocupem o mesmo estado, conforme a figura 2.4 a seguir (SAKURAI, 2013; GRIFFITHS,
2011b; GRIFFITHS, 2011a).

Figura 2.4 — Interpretagdo cléssica do principio de exclusdo de Pauli com os elétrons se agrupando aos
pares no mesmo orbital e movimentando-se em sentidos opostos. Os momentos magnéticos
orbitais [iz, e iz, sdo devido ao movimento do elétron e| e e, , respectivamente. No lado
direito o campo magnético externo B é numo e no lado direito B é diferente de zero.

it '
L1 [l
| iy
- 1
.\ B=o0 I ul B L4 B#0
f [+ ] Vo, 4, =0 V| [+ ) V0, i, £ 0
.t"‘{._-.,_ -7 " .t"‘*a.'-,_ ==
RS e [ R RbS
e . . €2 -
My I Hrz

Fonte: Adaptado (GRACA, 2012)

Na auséncia do campo magnético externo o momento magnético € nulo. Enquanto que
na presenca de campo magnético externo altera a frequéncia de rotacdo dos elétrons, acrescendo
em um e decrescendo no outro elétron (GRACA, 2012). Portanto, teremos que os materiais
diamagnéticos ndo t€ém magnetiza¢do permanente e sua magnetizacao ocorre no sentindo oposto

do campo magnético externo.
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e Paramagnetismo

Vimos com exemplo acima, figura 2.4, que os elétrons de spin contrdrios tendem a
se agrupar em pares, de modo que a magnetizacdo total seja nula. Portanto, em atomos
que possuem numero impar de elétrons, o elétron sem par definird o momento magnético
atdmico e ird interagir com o campo magnético externo (GRIFFITHS, 2011a). Assim, os
materiais paramagnéticos possuem dtomos com momento magnético permanente. Porém,
devido a disposicao desordenada dos momentos magnético atdmicos na auséncia de um campo

magnético externo esses materiais t€m momento magnético nulo (figura 2.5).

Figura 2.5 — Configuracio esquematica dos momentos magnéticos de um material paramagnético.

NS |-y
2NN« |/
Ny N—/
NLZANY N

Fonte: (FERREIRA, 2018)

A presenca do campo magnético externo gera um torque nesses momentos magnéticos
que tendem a se alinhar com o campo. Entretanto, este alinhamento nao é perfeito devido a
temperatura. Os materiais paramagnéticos t€ém uma suscetibilidade magnética pequena, positiva
e dependente da temperatura. Esta dependéncia com a temperatura é chamada de Lei de
Curie (NUSSENZVEIG, 2006). Vejamos, na tabela 2.1, a suscetibilidade magnética de alguns

materiais diamagnéticos e paramagnéticos.

Tabela 2.1 — Suscetibilidade Magnética de alguns materiais diamagnéticos e paramagnéticos

Material Suscetibilidade | Material Suscetibilidade
Diamagnéticos: Paramagnéticos

Bismuto —1,6.107* | Oxigénio 1,9.1076
Ouro —3,4.107° | Sédio 8,5.107°
Prata —2,4.107° Aluminio 2,1.107
Cobre —9,7.107% | Tungsténio 7,8.1073
Agua —9,0.107® | Platina 2,8.107*
Di6xido de Carbono ~ —1,2.10~% | Oxigénio Liquido (—200°C) 3,9.1073
Hidrogénio —2,2.107% | Gadolinio 4,8.107!

Fonte: (GRIFFITHS, 2011a)
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e Ferromagnético

Materiais ferromagnéticos possuem magnetizagao atdmica permanente, assim como os
paramagnéticos. O que os difere € o fato de que 0 momentos magnéticos atomico dos materiais
ferromagnéticos interagem com seus vizinhos de modo que tendem a se alinhar, formando
pequenas regides chamada de dominios magnéticos. Porém, apesar desse alinhamento dos
momentos magnéticos atdmicos, os dominios magnéticos ficam orientados de forma aleatdria
(figura 2.6), de modo que ndo hd magnetiza¢@o na auséncia de campo magnético (GRIFFITHS,

2011a).

Figura 2.6 — Configuracdo dos dominios magnéticos dos materiais ferromagnéticos

Quando submetidos a um campo magnético externo, os dominios magnéticos dos
materiais ferromagnéticos tendem a se alinhar com o campo e quanto mais se intensifica
este campo, maior serd o alinhamento dos dominios magnéticos, até que atinjam a saturagao.
Entretanto, diferentemente do diamagnetismo e do paramagnetismo nos quais se tem a perda
da magnetizacdo quando se retira o campo magnético externo, no ferromagnetismo ao se
retirar/desligar o campo magnético externo, os dominios magnéticos continuam alinhados por
um determinado tempo (GRIFFITHS, 2011a).

Esta magnetizacdo tempordria € consequéncia do atrito entre as paredes dos dominios
magnéticos que tendem a retornar a sua orientacao de origem ao se retirar 0 campo magnético
externo, assim mantém-se uma magnetizacao residual, conhecida como remanéncia, ocorrendo

o chamado efeito de histerese (GRACA, 2012).
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o Antiferromagnético e Ferrimagnético

Semelhante aos materiais ferromagnéticos, os materiais antiferromagnéticos e
ferrimagnéticos possuem interacao entre os spins dos elétrons. Todavia, essa interacdo acarreta
em um ordenamento diferente dos momentos magnéticos desses materiais.

Os materiais antiferromagnéticos, proposto por Néel (NEEL, 1936; NEEL, 1952) tém
uma organizacdo antiparalela dos momentos magnéticos, como mostra a figura 2.7. Como os

momentos magnéticos sao iguais e opostos acarreta em uma magnetizacio nula.

Figura 2.7 — Configuracdo esquematica dos spins dos materiais antiferromagnéticos
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Fonte: (FERREIR

>

,2018)

No caso dos materiais ferrimagnéticos, assim como no antiferromagnetismo, o0s
momentos magnéticos estdo alinhados antiparalelamente, porém, estes momentos magnéticos
ndo sdo iguais, como ilustrado na figura 2.8. Dessa forma, tem-se uma magnetizag¢do diferente
de zero. Esta interpretacio também foi proposta por Néel (NEEL, 1948) para descrever o

magnetismo natural.

Figura 2.8 — Configuracdo esquematica dos momentos magnéticos dos materiais ferrimagnéticos
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Fonte: (FERREIRA, 2018)
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3 MODELOS MAGNETICOS DE BAIXA DIMENSIONALIDADE

3.1 Modelo de Ising

O Modelo de Ising foi proposto inicialmente por Wilhelm Lenz para o estudo de
fendmenos magnéticos em materiais (ISING et al., 2017). Em 1922, Lenz sugere o problema
ao estudante de doutorado Ernst Ising, que resolve este problema para uma unica dimensio e
publica seus resultados em 1925 (ISING, 1925). O Modelo de Ising Unidimensional consiste
em uma cadeia linear de N sitios equidistantes de spin interagentes entre os primeiros vizinhos.

Na presenca de um campo magnético, o Hamiltoniano que representa esta cadeia é dado por:

N N
H=-J) cic;—h) o 3.1)
(i) i=1

O primeiro termo aponta que o somatdrio deve ser feito sob os pares interagentes de
vizinhos mais préximos e o segundo termo indica a interacao dos spins com o campo magnético
externo aplicado a cadeia (SALINAS, 1997), onde h € o campo magnético externo ao qual a
cadeia estd submetida; o; indica o spin de cada sitio e podem assumir os valores discretos +1/2
(spin up) ou —1/2 (spin down); o parAmetro J representa a interacdo entre os spins vizinhos,
de modo que J < 0 corresponde a um alinhamento antiparalelo dos momentos magnéticos
(antiferromagnetismo), enquanto J > 0 corresponde a um alinhamento no mesmo sentido dos
momentos magnéticos (ferromagnetismo).

A resolucdo do modelo de Ising unidimensional pode ser feita considerando a cadeia

ciclica, de modo que oy = 01, conforme a figura 3.1. Dessa forma, o Hamiltoniano fical:

N N
h
H=—J) 0i0i1—5 ) (0i+0ip1). (3.2)
i=1 i=1
Com a utilizacdo da funcdo de particdo do ensemble candnico podemos obter diversas

grandezas termodinamicas do Modelo de Ising (SALINAS, 1997).

Zy =Y exp(—BH), (3.3)
{oi}

! note que %Zﬁv(c& +0i41) = % [(o1+02)+ (02 +03)+--+ (on—1 +0N) + (On + On41)] €, devido a
cadeia ser ciclica, ou seja, Oy41 = Op, teremos %Zﬁv(ci—i- Oiy1) = %(26] +20,+---+20y). Portanto,
byN(oi+0im1)=hE o



24

Figura 3.1 — Cadeia ciclica com N sitios com interagao tipo Ising entre os primeiros vizinhos

g1
On 0z

JON—1 g3 T

Fonte: Adaptado (HUANG, 1987)

em que 3 = 1/kgT, com T sendo a temperatura absoluta, kg a constante de Boltzmann e {0;}

indica que a soma deve ser feita sobre todos os spins (01,02, ...,0y), assim,

Ze ¥\ [J0i011— (0 t0111)] ZHe /6101145 (0i+0141)] (3.4)
{oi} {oi}i=1

Esta equacdo pode pode ser escrita da seguinte forma:

N
zy =Y [Jo(ci,0i11), (3.5)
{0} i=1

h
onde o termo ®(0;,0;11) = eBlroioi+3(ortoi)]

Podemos resolver a equagdo 3.5 expandindo o somatério (NOLTING; RAMAKANTH,

€ conhecido como peso de Boltzmann.

2009), o que ndo é muito usual. Outra forma de resolucdo € adotar a técnica de
matriz de transferéncia (BAXTER, 2016; SALINAS, 1997, HUANG, 1987), a qual é mais

simples e mais utilizada. Esta técnica serd discutida a seguir.
e Matriz de Transferéncia

A técnica da matriz de transferéncia (W) é bastante aplicada em modelos de interagdo
entre spins vizinhos. Os elementos w;; da matriz de transferéncia sdao definidos a partir dos

pesos de Boltzmann, de modo que, com base no modelo de Ising unidimensional exposto

anteriormente, vamos considerar @ (3,3) =w i, 0(3,-3) =wi, o(-5 ) =w_ i e

0} (—%, —%) = w__. Assim, temos a seguinte forma da matriz de transferéncia:

W w(%;%l) a’(%l’—%l) _ | W e | (3.6)
®(=3.2) ©(=3,-3) Vet W

Dessa forma, podemos escrever a equacdo 3.5 como:
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N
Zy =Y [[(cilWiloir1) = Y (c1|Wi|02) (02| W2 |3) - (on| Wi |01) (3.7)
{oi}i=1 {oi}
em que (0j| e |0j+1) sdo os possiveis valores de estado dos spins (1/2 ou —1/2) e
(Gi|W|oi) = P oioi1 5 (ortor)] Aplicando o somatério e utilizando a propriedade de

completeza (ou clausura) ¥ |0;) (0;| = 1, a equagdo 3.7 fica

Zy =) (a1|W1 Y |02) (02| Wa|G3) - - (On—1| Wn—1 }_ |ow) (On| Wi |071) (3.8)
(o] (e ON
Zy =Y (01|W) - Wy Wy_y-Wy|o1) =Y (01| W o), (3.9)
(o] (]
e, portanto,
Zy =Tr(W"). (3.10)

Consideramos que W seja uma matriz diagonalizdvel e que U seja a matriz que
diagonaliza W, de modo que UU —1' =1, onde U~! é a matriz inversa de U e 1 é a matriz

identidade. Logo, temos

AL 0O
D=UWU ! = 0* L (3.11)

onde D € a matriz diagonalizada e A+ sdo os autovalores de W os quais, para este modelo de

Ising, sdo definidos da seguinte forma

Wip+w__+ \/(w++ +w__)—4 (Wig oW —wi_)
Ay = . , (3.12)

ou, de forma explicita

AL = e% cosh <%> + [eﬁ; cosh? (%) — 2sinh (%)} ’ . (3.13)

Portanto, utilizando a propriedade ciclica do trago, a equagao 3.10 pode ser escrita como

D=
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Zy =Tr(UU'WiUU "W, - UU'WyUU ™) =Tr (DY) = AT+ AY, (3.14)

agora, tomando o limite termodindmico N — oo e sabendo que Ay > A_, teremos:

Zy = AY. (3.15)

Assim, com a obtencdo da fun¢do de particdo do sistema, podemos encontrar as
grandezas termodinamicas como a energia livre de Helmholtz - f (equacdo 3.16) e, por
conseguinte, outras grandezas como a magnetizacdo M (equacdo 3.17), suscetibilidade

magnética ), (equacdo 3.18), entre outras (SALINAS, 1997).

. 1 . anN
f“ﬁ;&‘i‘;( N ) (3.16)
Jdf
M —5 (3.17)
oM 9*f

Apesar da grande expectativa e simplicidade, Ising ndo conseguiu obter transi¢do de fase
a temperaturas finitas com o seu modelo unidimensional, ao contrdrio do proposto por Pierre
Wiess, o qual indicava transicao de fase independentemente da dimensdo. Assim, o modelo de
Ising entra em desuso, até que em 1936 Peierls apresenta argumentos que ddo suporte para o
modelo de Ising bi e tridimensional apresentarem transicdo de fase (PEIERLS, 1936). Apds
cinco anos, Kramers e Gregory Wannier encontram a temperatura dessa transicao (Temperatura
de Curie - T¢) em uma rede quadrada (KRAMERS; WANNIER, 1941) e Lars Osanger soluciona
analiticamente o modelo de Ising bidimensional sem campo magnético externo (ONSAGER,
1944). Dessa forma, o modelo de Ising retoma seu prestigio. Contudo, o modelo bidimensional

na presenca de campo magnético externo e o tridimensional continuam sem solu¢do analitica.
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3.2 Modelo de Heisenberg

Com o intuito de aperfeicoar o modelo de Ising, em 1928 Heisenberg propdem um
modelo similar, porém a interac¢do leva em consideracao os operadores de spin (HEISENBERG,
1928), figura 3.2, ao invés de apenas seus valores discretos como no caso do modelo de
Ising. Dessa forma, o Modelo de Heisenberg pode ser interpretado como uma generaliza¢do
do modelo de Ising, o qual apresenta o seguinte Hamiltoniano de interagdo entre os primeiros

vizinhos e na presenca de campo magnético externo (SALINAS, 1997)

N N
H=—Y Ji;Si-S;—gug Y hS;, (3.19)
(i) i=1

onde & € o campo magnético externo atuante em cada spin, tp € o magneton de Bohr, g é o
fator-g de Landé, J € o parametro de interacdo entre os spins vizinhos ou parametro de interagao

de troca (COEY, 2010) e §i € o operador de spin dos elétrons de cada sitio.

Figura 3.2 — Cadeia linear de Heisenberg com spins S; localizados e pardmetro de interagao J.

- -

5i Si+1

Fonte: Adaptado (NOLTING; RAMAKANTH, 2009)

Os operadores de spin S; = (8%,57,5%) sdo definidos da seguinte forma para spin-1/2

5=, (320)

onde 0; = (o7, Gl-y ,07) sdo as matrizes de Pauli (equacdo 2.7), de modo que as componentes de
S sdo §¥ = gcx, S = goy e S — %GZ.

Por outro lado, o pardmetro de interacao entre os spins podem assumir valores distintos
em cada diregdo, definindo a anisotropia da direcdes x, y e z, de forma que J = (Jy,Jy,J;).

Assim, podemos escrever a equagao 3.19 da seguinte forma

=

N
H=—) (xS f+1 +JyS?).S?}+l +JZS§'S§+1) —8HUB ZhS" (3.2
. i=1

I
—

l
Conforme os valores anisotrépicos, o modelo de Heisenberg é comumente chamado

de modelo XYZ quando J; # J, # J;, cujo Hamiltoniano é dado pela equagdo 3.21, ou de
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modelo XXZ quando J, = J, # J, cujo o Hamiltoniano € dado pela equacdo 3.22, entre outras

configuracdes. Dessa forma, teremos

N
(87871 + 87 Siy) + 0257 5544] — gs Z hSi, (3.22)
i=1

=

I
_

H=—

1
Por conseguinte, podemos escrever o Hamiltoniano do modelo de Heisenberg de forma

simplificada conforme a equagao 3.23

=

H=—Y (JS;-Sir1 +hS?), (3.23)
=1

l
em que considerou-se g € Up iguais a um, a isotropia do sistema, ou seja J, = J, = J,, € campo

magnético externo atuando na direcao z e igualmente em todos os sitios (CARVALHO, 2018).
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4 CORRELACOES QUANTICAS

4.1 Estados Puros e Estados Misturados

Tradicionalmente os estudos iniciais sobre a Mecanica Quantica estdo associados a
sistemas bem conhecidos, ou seja, sistemas nos quais as particulas quanticas sdo descritas por
um vetor de estado definido. Entretanto, € bastante comum lidar com sistemas quanticos que
ndo possuem vetor de estado perfeitamente conhecido, ou seja, que ndo podem ser representados
por um vetor de estado. Logo, é necessdrio a utilizagdo de um formalismo mais abrangente para
descrever esses sistemas quanticos.

O formalismo em questao € o chamado formalismo operador densidade criado por J.Von
Neumann em 1927 (SAKURALI, 2013), ou matriz densidade (NOVAES; STUDART, 2016). O
operador densidade é uma ferramenta matematica capaz de descrever tanto sistemas quanticos
com estado bem definido (estados puros) quanto os que ndao podem ser definidos por um vetor

de estado (estados misturados).
e Estados Puros

Sistemas quanticos puros ou estados puros sdo tidos de forma que podem ser

representados como uma fun¢do de estado

[y (1)) :Zci(t)|ui>a 4.1
em que |u;) sdo vetores que formam uma base ortonormal completa e ¢;(7) obedecem a seguinte
condicdo

Yle)P=1. 4.2)

Consequentemente, (y(z)|y(t)) =1
Introduzimos o formalismo operador densidade p(¢) para o estado puro, o qual é

definido como

p(t) = ly(®)) (w()l, (4.3)

e os elementos desta matriz densidade na base {|u;) } sdo dados por
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pii(0) = (wl p(1) [uy) = clej, (44)

os elementos da diagonal do operador densidade, ou seja, quando i = j, p;;(t) = cc; = |ci]?.

Dessa forma, conforme a equacio 4.2, € notdrio que

Trip(1)] =Y pii(t) = 1. (4.5)

i

Outras propriedades importantes de serem salientadas no caso puro sdo as seguintes:

p(t) = p?(t), ou seja, p(t) — p?(t) = 0 ou p(t)[1 — p(¢)] = 0 logo, apenas um autovalor é nio
nulo, enquanto que os demais sio iguais a zero e p(¢)" = p(¢). Além disso, o valor esperado de

uma certa quantidade Q, nesse formalismo é dado por:

(Q) =Trp(1)Ql. (4.6)
o Estados Misturados

Enquanto os estados puros tém a fun¢do de estado bem definida, conforme a equacao 4.1,
os sistemas quanticos ditos como misturados ou estados misturados nao podem ser definidos
desta mesma forma. O operador densidade que define estes tipos de estados quanticos € dado

por:

=) pipi (4.7)

onde p; = |y;(2)) (w;(1)|, |wi(r)) é cada estado que compdem a mistura quintica e p; é a
probabilidade de se obter cada um desses estados, de modo que ) ; p; = 1.

Analogamente ao caso puro, neste contexto do operador densidade de estados
misturados, o valor esperado de uma quantidade Q e o traco de p(r) é dada pelas equagdes
4.6 ¢ 4.5, respectivamente. Além disso, p(¢)" = p(t), entretanto, p(t) # p>(t), o que possibilita

autovalores de p(¢) entre 0 e 1. Além disso, Tr[p?(¢)] < 1.

4.2 Emaranhamento Quantico

Apesar da maioria dos postulados ou principios fundamentais da mecanica quantica
estarem bem estabelecidos e conhecidos até a terceira década inicial do século XX, algumas

caracteristicas de sistemas quanticos ainda intrigavam os estudiosos, como € o caso do
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emaranhamento qudntico, uma das caracteristicas mais fascinante da Mecanica Quantica por
apresentar uma impressionante correlagdo nao-local.

Baseando-se na pressuposicdo de que € impossivel transmitir sinais super luminosos
(RIGOLIN, 2005), ou seja, de que nenhuma informagdo se propaga com velocidade maior
que a velocidade da luz, conhecido como principio da localidade (GRIFFITHS, 2011b), Albert
Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen (EPR), em 1935 (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN,
1935), através de argumentos exclusivamente tedricos, defendiam que a teoria da mecanica
quantica estaria incompleta, disseminando a ideia de que um sistema quantico deveria ser
caracterizado ndo apenas pela fun¢ao de onda ¥ mas, também, por mais uma quantidade A,
a qual € conhecida como varidvel oculta (GRIFFITHS, 2011b).

Apesar da teoria EPR ser bastante plausivel, esta ndo possui nenhuma predicao
quantitativa e, em 1964, John S. Bell (BELL, 1964) demonstra uma previsdo quantitativa
da existéncia da ndo-localidade da Mecanica Quantica e, no inicio de 1980, Alain Aspect
e colaboradores (ASPECT; GRANGIER; ROGER, 1981; ASPECT; DALIBARD; ROGER,
1982) obtiveram os resultados empiricos previstos pela teoria de Bell, confirmando que a
"prépria natureza é fundamentalmente nao-local" (GRIFFITHS, 2011b).

Naturalmente encontrado nos sistemas quanticos e sendo consequéncia da superposicao
quantica, os estados emaranhados possuem grande importiancia no ambito da informacdo
quantica (NIELSEN; CHUANG, 2010), com aplicabilidade nas dreas de computacdo quantica
(BENNETT; DIVINCENZO, 2000), criptografia quantica (EKERT, 1991), teletransporte
(BENNETT et al.,, 1993; YEO, 2003; SANTOS, 2017), estando presente até mesmo na
Biologia, como em sistemas de fotossintese (SAROVAR et al., 2010; BRADLER et al., 2010:;
FASSIOLI; OLAYA-CASTRO, 2010). Dessa forma, torna-se natural estudar quais sistemas sao
e 0 quanto estdo emaranhados.

A caracterizacdo de estados emaranhados pertencentes ao espaco de Hilbert pode ser
realizada através do método de separabilidade. De forma simplificada, um estado € dito como
emaranhado (ndo separdvel) quando ndo podemos escrevé-lo na forma de um produto tensorial.

Como exemplo, temos os seguintes estados emaranhados
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D) = f (]00) £[11)), (4.8)

) = \f (]01) £110)), (4.9)

(nesse caso, os chamados Estados de Bell)!. Do contrério, se for possivel escrevé-lo na forma
de um produto tensorial, dizemos que o estado € ndo emaranhado (separavel), como no exemplo
abaixo:

o) =

100) +101)) = —=0) ® (|0) +[1))]. (4.10)

= =
V2 V2
No contexto do operador densidade, os estados separdveis, ou seja, ndo emaranhados,

sdo aqueles que podem ser escritos na forma (PERES, 1996)

p=Y ripl @pf, (4.11)

onde ¥;p; = 1, enquanto p# e p5

~ s@o operadores densidade dos subsistemas A e B,

respectivamente.
o Emaranhamento de Formacdo e Concorréncia

Agora, nosso interesse estd em quantificar o emaranhamento, ou seja, identificar o quao
emaranhado um sistema quantico estd. Para isso, hd diversos quantificadores de emaranhamento
na literatura, como a Entropia Relativa de Emaranhamento (Eg) (VEDRAL et al., 1997b;
VEDRAL et al., 1997a), a Emaranhamento Destildvel (Ep) (BENNETT et al., 1996) e o
Emaranhamento de Formagdo (EoF) (HILL; WOOTTERS, 1997). Nosso interesse parte da
escolha do EoF como quantificador do emaranhamento, o qual € definido através do minimo
das médias das entropias dos estados puros que compdem o estado misto, conforme equacao a

seguir (HILL; WOOTTERS, 1997),

EoF (p) =min)_ piE(Y), (4.12)

onde p =Y, pi|w;) (vi| e E(y;) é a entropia de von Neumann para o estado puro ;.

! Daqui por diante, com o intuito de simplificar a escrita, adotaremos a seguinte notacio de produtos
tensoriais |00) = |0) ® |0), |000) = |0) ® |0) ® |0) e assim sucessivamente.
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Note que quando p representa estados puros, o E,F reduz-se a entropia de von Neumann
E(¥), a qual também é um quantificador de emaranhamento e definida como (BENNETT et

al., 1996)

E(y) = —Tr[pilogy(p1)] = —Tr[p2log;(p2)], (4.13)

onde p; = Try(p) e po = Tri(p) sdo as matrizes densidades reduzidas do sistema bipartite.

A solucdo analitica desta equacdo 4.12 pode se tornar invidvel devido os diversos estados
puros contidos em p. Porém, para sistemas bipartites e cuja dimensao no espaco de Hilbert é 2 x
2, como o de particulas de spin-1/2, foram obtidas solugdes exatas para o E,F (WOOTTERS,

1998). Para este caso, o E,F é dado por

E,F(p) = —xlog,(x) — (1 —x)log, (1 —x), (4.14)

em que

_C2
(/I .

onde C € conhecido como concorréncia, a qual é a quantidade geralmente utilizada para
quantificar o emaranhamento devido este ser uma fun¢do mondtona de C (equagdes 4.14 e

4.15). A concorréncia € obtida através da matriz R, definida conforme a equacdo abaixo

R=p-(6c"®0”)-p" (6’®0"), (4.16)

onde p, p* e 0¥ sdo o operador densidade, seu complexo conjugado e a matriz de Pauli,
respectivamente. Dessa forma, a concorréncia de sistemas bipartites é dada pela equagao

(WOOTTERS, 1998)

¢(p) =max{0.v/4 — VAo — /I~ V2, (4.17)

em que A; sdo os valores proprios da matriz R em ordem decrescente, ou seja, satisfazem a
condi¢do A; > Ay > A3 > A4. E, assim, teremos sistemas ndo emaranhados quando C = 0,

parcialmente emaranhados quando 0 < C < 1 e maximamente emaranhado quando C = 1.
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o Emaranhamento Térmico

Cadeias de spin de dois qubits em equilibrio térmico com um reservatério de temperatura
T (ARNESEN; BOSE; VEDRAL, 2001) podem apresentar emaranhamento térmico. Neste
contexto, o emaranhamento térmico pode ser analisado através do operador densidade p dado
por (WANG; FU; SOLOMON, 2001)
e BH

p=Z (4.18)

sendo Zy a funcdo de particdo do sistema definida pela equagdo 3.3, H é o Hamiltoniano do
sistema e B = 1/kgT, onde kp é a constante de Boltzmann e T ¢ a temperatura.

E notdrio que o operador densidade p é uma funcdo de T e, portanto, 0 emaranhamento
neste caso é conhecido como emaranhamento térmico, o qual pode ser quantificado de modo

andlogo ao que foi exposto anteriormente, de acordo com a equacio 4.17.

4.3 Coeréncia Quantica

No contexto da fisica cldssica a coeréncia estd associada a fendmenos ondulatérios
de interferéncia de modo a estabelecer uma correlagdo entre as fases das ondas envolvidas
e de definir as fontes como coerentes, parcialmente coerentes e incoerentes (HALLIDAY;
RESNICK; WALKER, 2009).

Por outro lado, a formulacdo e consolidagdo da mecanica quéntica ampliou ainda
mais o conceito da coeréncia (sendo conhecida como coeréncia quantica nesse contexto), o
fendmeno ocorre quando um sistema quantico existe numa superposicao de dois ou mais
estados simultineos. Diferente da Mecanica Classica, a Mecéanica Quéantica admite uma
superposicdo contendo mais informacdes. A correlacdo quintica e a coeréncia quantica
representam caracteristicas estruturais da superposicao quantica (STRELTSOV et al., 2015;
STRELTSOV et al., 2018; STRELTSOV; ADESSO; PLENIO, 2017).

Enquanto a correlagdo quantica € definida em um sistema que envolve pelo menos
duas partes, a coeréncia quantica pode ser definida para um unico sistema.Uma das possiveis
correlagdes quantica é o emaranhamento e uma outra € a discoérdia quantica, que pode até existir
em um estado separdvel com emaranhamento nulo. A discérdia quantica (OLLIVIER; ZUREK,
2001) também € um recurso crucial para o desenvolvimento de tecnologias quénticas, como

comunicacao quantica, computacao quantica, entre outras.
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Dessa forma, a coeréncia quantica vem sendo bastante estudada em diversas dreas como
a termodindmica de baixa temperatura (ABERG, 2014; NARASIMHACHAR; GOUR, 2015;
CWIKLINSKI et al., 2015; LOSTAGLIO; JENNINGS; RUDOLPH, 2015; LOSTAGLIO et al.,
2015) e fisica em nanoescala (VAZQUEZ et al., 2012; KARLSTROM et al., 2011), além de
estar presente em ramos da Biologia, sendo até mesmo detectado experimentalmente (ENGEL
et al., 2007; COLLINI et al., 2010; ROMERO et al., 2014).

Apesar de a coeréncia quantica ser conhecida desde o inicio da formulacdo da teoria
quantica, sua utilidade ainda ndo estd bem definida. Porém, devido a coeréncia quantica carregar
informacdes sobre a superposi¢do dos sistemas quantico, sobre as correlagdes quanticas nao
emaranhadas (discérdia quintica) e sobre o emaranhamento quantico, a coeréncia quantica
e as correlacdes quanticas sdo importantes recursos quanticos para a computacao quantica e
informacao quantica.

Neste sentido muito vem sendo feito com o intuito de estabelecer uma rigorosa descri¢ao
para a coeréncia quantica (em analogia ao que se desenvolveu para o emaranhamento).
E a primeira tentativa para estabelecer uma teoria de recurso de coeréncia quantica foi
proposta recentemente por Baumgratz, Cramer e Plenio, em 2014, os quais propuseram
alguns quantificadores da coeréncia quantica, entre elas, a da entropia relativa de coeréncia

(BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014):

Cent.rel.(@diag) = S(@diag) - S(@)v 4.19)

onde § ¢ a entropia de von Neumann e 9y,, expressa a matriz densidade obtida através do
operador densidade o excluindo os elementos fora da diagonal. Além disso, esses autores

também definiram outro quantificador, a norma-/; da coeréncia quantica

Cr(o) =Y |oijl- (4.20)
i#j

Aqui a coeréncia quantica € obtida através da soma dos elementos fora da diagonal da
matriz operador densidade p. Tanto a equagdo 4.19 quanto a equacdo 4.20 sdo medidas de

coeréncia quantica.
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4.4 Teletransporte Quantico

Quando se trata de teletransporte (ou teleporte) € inevitdvel ndo se deslumbrar com
os ideais disseminados pelas literaturas de ficcao cientifica, com a desmaterializa¢do de algo
em um determinado local e a materializacdo deste em outro local, independente da distancia
(RIGOLIN, 2005). Pelo contrario, para a decepcdo de alguns idealistas (ou leigos nesse
assunto), ndo € possivel teletransportar elementos portadores de massa ou, pelo menos, ainda
nao € possivel (GOMES, 2016). No processo de teletransporte, o que € teleportado sio estados
quanticos (qubits) ou informacdes quanticas (no contexto da teoria quantica de informacao),
sem que haja a necessidade da existéncia de um meio continuo entre as partes envolvidas no
teletransporte ¢ nem mesmo uma dependéncia quanto a distncia entre essas partes (GOMES,
2012).

No ano de 1993, Charles Bennet e colabores, publicaram, pela primeira vez, o que
hoje conhecemos como teletransporte quantico, uma das mais incriveis aplicacdoes da Mecanica
Quantica (BENNETT et al., 1993). Basicamente, esses autores mostraram a possibilidade de
transmissdo de toda informagdo que um qubit |¢) = o |0) + B |1) contém, através do estado
de Bell (0 chamado canal EPR), em que uma possivel configuragdo é |®) = %(|00> +|11)),
conforme a equagdo 4.8. O caminho a ser seguido para que haja o sucesso deste teletransporte
€ chamado de protocolo original. Além disso, outros trabalhos foram desenvolvidos quanto
ao teleporte de informacdes, como o teletransporte quantico utilizando canais parcialmente
emaranhados (BOWEN; BOSE, 2001) e o quantificador de teletransporte, a fidelidade (JOZSA,
1994; BOWDREY et al., 2002), bem como a generalizagdo para o caso de N qubits de
informac@o a ser teleportada (RIGOLIN, 2005).

e Protocolo Original

Como mencionado acima, o protocolo original consiste no teletransporte de um qubit
|¢) através do canal quintico emaranhado formado pelos estados de Bell (BENNETT et al.,
1993). Este teleporte (figura 4.1) estd configurado da seguinte forma: um emissor (Alice), de
posse do qubit a ser teletransportado (|¢)), utiliza o canal quantico emaranhado (|®)) de modo
que |¢) passa ser descrito como uma mistura estatistica no qubit do receptor (Bob).

Apesar desse processo ser instantdneo, a informagdo ainda ndo foi transmitida
completamente, o protocolo ainda nao se concluiu, pois, o estado descrito no espaco de Bob

¢ composto por uma mistura estatistica. Para que o protocolo seja finalizado, Alice necessita
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Figura 4.1 — Representacdo esquemdtica do protocolo original de teletransporte de informagdo. A
linha vermelha refere-se ao canal quantico emaranhado, enquanto as casa azul e vermelha
representam, respectivamente, Bob e Alice. Os qubits de Bob e Alice também estdo em
destaque nessa ordem de cores.

Qubitde Bob
]

Canal
emaranhade o

>

e
Qoubitde Alice

)

-

Fonte: (GOMES, 2012)

realizar uma medida no sistema e enviar, através de um canal classico (telefone, e-mail, entre
outros) o resultado desta medida para Bob e, como a informacao cldssica nao € transmitida com
velocidade maior que a velocidade da luz, se preserva a causalidade relativistica. Dessa forma,
de posse da informacdo cldssica emitida por Alice, Bob realiza uma operacdo local no qubit de
sua posse, finalizando o protocolo, conforme a figura 4.2 (RIGOLIN, 2005).

Vale ressaltar, também, que o ato de medir acarreta no colapso da fun¢do de onda, ou
seja, o emaranhamento € destruido, Alice e Bob ndo mais compartilham estados emaranhados,
estes estados sdo consumidos durante o teletransporte (RIGOLIN, 2005; GOMES, 2016).
Essa caracteristicas da comunicagdo quantica faz com que esta possua vantagem sobre as
comunicacoes cldssicas, pois, apesar de ambas permitirem que a informacgdo seja transmitida,
o protocolo quantico ndo permite que o contetido transmitido seja copiado quando submetido
a alguma medida externa, ao contrdrio do protocolo cldssico, caracteristica conhecida como
teoria da ndo-clonagem (DIEKS, 1982).

Vamos, agora, descrever o protocolo original explicitamente. A informacao original a

ser transmitida por Alice é

¢)=0c|0);+B|1),,em que o e B podem assumir valores diversos,
desde que a condicdo |ot|*+ |B|> = 1 seja preservada. Enquanto que o canal quintico é formado

pelo estado de Bell, cujas possiveis configuracdes sdo, conforme as equagdes 4.8 € 4.9,
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Figura 4.2 — Representacdo esquematica das operacdes realizadas por Alice (lado esquerdo) e Bob (lado
direito). As bolinhas amarela e vermelha sdo os qubits de Alice, em que a amarela é a
informag@o original |@) e a vermelha forma o canal quantico com o qubit de Bob (bolinha
azul). Em (a) Alice faz uma medida em seus qubits, em (b) Alice envia classicamente a
informag@o obtida para Bob e em (c¢) Bob realiza a operagdo local em seu qubit apds receber

a informacdo cléssica de Alice, recuperando a informacao original.

(@)

(b)

(c)

___________________

Informacdo Quéntica
.\/\/\/\/\/\/ WAVAN

Informacéo Classica

L %%

Operacdo
Local

Fonte: Adaptado (RIGOLIN, 2005)

1
‘q’+>2,3 = 72(\00>2,3 +[11)53),

_ 1
@7 ),5= % 3= [11),3),
1
|‘P+>2,3 = ﬁ(|01>2,3 +110)53),
|‘P_>2,3 ~ 5 237 |10>2,3),

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

aqui, os indices 1, 2 e 3 representam as particulas envolvidas, ou seja, o qubit original a ser

teletransportado (1), um dos pares do canal quantico na posse de Alice (2) e o outro par do

canal quantico que Bob possui (3).

Definindo o canal quantico como sendo |<I>+>2 3=

%(|OO>273 +[11), 3), o estado geral

do sistema composto pelo qubit original e o canal quantico € expresso pelo produto tensorial

|©) =

assim,

[9)1®|®7), 5=

(a0}, +l3|1>1)®%(|00>2,3+I11>2,3),

(4.25)
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o B
|©) = —=(]000), , 3 +[011), 5 3) +

V2 V2

Note que, somando as equagdes 4.21 e 4.22 teremos |00) = %(Mﬁ) +|®7)), enquanto

(1100); 55 +[111); 5 3)- (4.26)

que subtraindo essas equagdes temos [11) = \%(!dﬁ) — |®7)). Por outro lado, somando
as equagdes 4.23 e 4.24 tem-se [01) = %(|‘P+) +|¥7)) e, subtraindo-as, se tem |10) =
\/LE(|‘P+> —|¥7)). Dessa forma, a equagdo 4.26 fica

1 1
©) = % [_2( q)+>172+ ‘q>*>172)® ’0>3+E(‘T+>172+ ‘T>172)®|1>3] + 2
1 _ 1 _ '
+% {E(‘T+>1,2_|T >1,2)®|0>3+E(‘q’+>1,2_|‘b >1,2)®’1>317
ou, ainda,
©) = ’¢+>12+}q’ >12 ©10)3 }IP+>12+|lP >12 )®[1);+
(4.28)
|T+>12 |lP >12 ®10) ‘q>+>12 |q) >12 ®[1);-

Reescrevendo esta equacdo de modo que os estados de Bell fiquem em evidéncia,

teremos

0) = |9, , @ (@l0)3 + BI1)3) + 5[ ®7), ,® (@0}~ B 1))+
(4.29)
\‘P+>12 ®(Bl0)3+e]1)3) \‘P )12®@(=B10)3+all)s),

E notério que Bob ainda ndo tem nenhum conhecimento bem definido sobre a
informagdo transmitida, como estd evidente na equacdo 4.29 do estado estado |®). Logo, é
necessdrio que Alice realize uma medida (e envie classicamente o resultado a Bob), sobre a qual
ndo tem nenhum controle, afinal, Alice tem a mesma probabilidade (1/4) de obter qualquer um
dos quatro estados de Bell (RIGOLIN, 2005; GOMES, 2016).

Finalmente, de posse do resultado da medicao feita por Alice, Bob pode realizar a
operacoes locais em seu qubit, resgatando a informacdo enviada. A tabela a seguir mostra

os possiveis resultados de Alice, os respectivos qubits de Bob e as correcdes, operacdes feitas

por Bob.
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Tabela 4.1 — Os possiveis resultados das medidas de Alice, os respectivos qubits de Bob e as corre¢des,
operacdes feitas por Bob.

Resultado de Alice | Qubit de Bob | Correcao Operacao Local
) [0)+ B 1) 1 La|0)+B 1)) =19)
[7) a[0) =B 1) o o*(al0)—B[1)) =|¢)
[¥F) a[1)+B|0) o o*(a[1)+B0)) = [¢)
W) a[l)=B0) | ic” oucc” | ic*(a[l)—B0)) =|¢)

Fonte: (GOMES, 2012)

Aqui, os seguintes resultados utilizando as matrizes de Pauli (equacéo 2.7) 6*|0) = |1);

c*|1) =10); 67 |0) =i|1); 6”|1) = —i|0); 6%|0) = |0); 6%|1) = — |1) foram considerados.
o Teletransporte Quanticos através de Canais Parcialmente Emaranhados

A formulagdo do protocolo original (BENNETT et al., 1993) proporcionou uma gama
de trabalhos envolvendo distintas caracteristicas do sistema quantico que compde o processo de
teletransporte, como a utilizagio de canais quanticos parcialmente emaranhados e a transmissao
de dois qubits (LI; LI; GUO, 2000; AGRAWAL; PATI, 2002; RIGOLIN, 2009; RIGOLIN,
2005).

Nosso interesse aqui € expor o trabalho de Garry Bowen e Sougato Bose (BOWEN;
BOSE, 2001). Neste trabalho os autores propuseram uma forma generalizada do protocolo de
teletransporte quantico, de modo que pode-se utilizar um canal quantico arbitrdrio (puro ou
misturado) no processo, bem como qualquer quantidade de qubits (1, 2, ou mais qubits) podem

ser teleportados. De forma explicita, temos a seguinte definicilo (BOWEN; BOSE, 2001):

3
Pous = Y, Tr[E'pes] 0" pinG', (4.30)
i=0

onde, p,,; € o operador densidade de saida (a informag¢do transmitida ao final do processo),
E' sdo os operadores projecio dos estados de Bell (equacdes 4.8 e 4.9) definidos a partir das
matrizes de Pauli 67 (equagio 2.7), de modo que E = 6'EG’, em que E° é o operador projetor

arbitrario definido a partir da medicdo de Alice, por exemplo, E® = |®~) (®~|. Além disso,
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o’ =1, 6! =% 6% =0’ e 6% = 6% enquanto que p,; é o operador densidade do canal
quantico e p;, o operador densidade de entrada formado pelo estado a ser transmitido.
Tomemos, agora, o protocolo original descrito no topico anterior como exemplo. Neste
protocolo definimos que o qubit a ser teleportado por Alice seria |¢) = o/ [0) + B ]1) (com |et|* +
B |2 = 1 e, para simplificar, & e  sdo reais), logo, pi, = |@) (¢|. Digamos que o canal quantico
seja pep, = |P7) (¥~ |. Dessa forma, conforme a equagéo 4.30, o estado recebido por Bob p,,;

sera

Pour = Tr[E°pep]6°pinc® + Tr[E' po] 0! pinc! + @)
+ Tr[E?pep) 62 pin0? + Tr[E3p ) 0 pin ™. .
Novamente, Bob nada pode afirmar sobre a informacdo recebida enquanto Alice nao
realizar a medida e informa-lo classicamente. Seja, entdo, a medida de Alice realizada de forma
que defina E® = |®~)(®~|, E! = [¥7) (¥ |, E? = |[¥T) (¥*] e E? = |®F) (®F|. Alem do
mais, teremos Tr[E°pu] = Tr[E?pe] = TrlE3pes) = 0 enquanto que Tr[E'p.,] = 1, logo, a
equacdo 4.31 fica

Pour = Glpina1 - prin0x7 (432)

e a operacdo local feita por Bob para recuperar a informagao enviada € operar esta expressao

através de o*, pois 6*c* = 1. Dessa forma,

Pour = 070”6 0" = pip. (4.33)

A tabela a seguir mostra as possiveis medi¢des de Alice, o qubit de Bob e as correcdes
para o canal quntico p, = [¥7) (¥7|.
Quando se trata da transmissdo de dois qubits, que serd o caso que iremos adotar no

capitulo 6, a equagdo 4.30 é reescrita na forma (PERES, 1996; YEO, 2002; ZHANG, 2007)

Pou = Y, pipj (0’ @06’)pin (0’ ®07), (4.34)
i,j=0

onde, p; =Tr [Eipch] ,em que E! = (Gi ® 1) E° (Gi ® 1). Podemos escrever estes operadores

de projecio E' da seguinte forma: E' = (1 ® Gi) E° (1 ® Gi).
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Tabela 4.2 — Os resultados possiveis das medidas de Alice que definem E°, os respectivos qubits de Bob
Pour € as correcdes, operacdes feitas por Bob. Sendo 6*¢* = 670” = 6*c* = 1.

Resultado de Alice | Qubit de Bob Operacao Local

EY=[¥)(¥| | pour = 06°pin0° | 1= pou =10%0;,6%1 = pyy
EO=|®7)(®7| | powr = 0'pinc! | 6% = pous = 076! pinc'6* = pin
EO=[@T) (DT | pour = 62Pin0? | 6% = Pous = 07 02PjnG>0” = Pin

EO= ¥ (P | pow = 62pin0> | 0= pous = 6°6°p;nG30% = piy

Fonte: (GOMES, 2012)

o Fidelidade

Ao que se refere a teoria e aos processos de comunicagao, espera-se que toda informacao
transmitida seja bem sucedida, ou seja, que a informagao recebida seja o mais fiel possivel a
informacdo enviada. Nesse contexto, basicamente, a fidelidade € o ente fisico que carrega a
informacao sobre a probabilidade do sucesso da transmissdo, ou seja, € através da fidelidade
que identificamos o qudo eficiente ¢ o meio de comunicacdo. Juntamente a fidelidade
tem-se, também, os ruidos (SHANNON; WEAVER, 1998), os quais sdo interpretados como
perturbacdes que distorcem a mensagem transmitida, interferindo diretamente na fidelidade.

Como a fidelidade F nos mostra a probabilidade de obter o sucesso de se transmitir
informacdes por um determinado meio de comunicacdo, teremos 0 < F < 1. Dessa forma,
podemos utilizd-la no contexto do teletransporte quantico. Nesse caso, utilizaremos a
quantizacdo da fidelidade introduzida em 1994 por Richard Jozsa, a qual ¢ uma generalizagdo
para estados puros ou mistos, e definida como (JOZSA, 1994, SCHUMACHER; NIELSEN,
1996)

F = <len| Pout |\Pm> . (435)

Por outro lado, temos a fidelidade média Fy, a qual deve ser 2/3 < F4 < 1 para que
a transmissao seja efetivada como bem sucedida (HARDY; SONG, 2001b; HARDY; SONG,

2001a) e € definida da seguinte forma
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1 2n @
Fy= —/ / F sin0d0dg. (4.36)
dr Jo Jo

Note que, utilizando os dados desenvolvidos no topico acima sobre o procolo original de
teletransporte quantico, teremos |¥;,) = |¢) = a|0) + B |1) enquanto que Py, = Pin, conforme

a equacdo 4.33. Portanto, poys = |9) (¢| = [¥in) (Pin|. Dessa forma, a equagio 4.35 fica

F= <lPin|lPin> <lPin|lPin> = 1, (437)
e, a equagdo 4.36 fica
1 2 T
Fy— —/ d¢/ §in6 do — 1. (4.38)
41 Jo 0

Logo, toda informacdo teletransportada utilizando protocolo original € transmitida sem

que haja perda de informacao, ou seja, este protocolo ¢ maximamente eficiente.
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S MODELO DE ISING-HEISENBERG

5.1 Exemplos de Modelos com Interacio Ising-Heisenberg

Modelos magnéticos de baixa dimensionalidades vém sendo bastante estudados nas
ultimas décadas de modo que sejam capazes de explicar as diversas caracteristicas apresentadas
pelos materiais magnéticos. Nesse sentido, os modelos hibridos com interacdo tipo Ising e
Heisenberg ou, simplesmente, modelo de Ising-Heisenberg tem grande relevancia, pois, além
de unir a simplicidade do modelo de Ising com a riqueza do modelo de Heisenberg, este modelo
hibrido apresenta resultados que possuem boa aproximagdo com os dados experimentais, das
diversas propriedades térmicas, entre elas, a magnetizacao e a suscetibilidade magnética.

Dentre os diversos modelos hibridos existentes, citamos aqui, de forma bastante sucinta,
alguns exemplos. Primeiramente, o modelo referente ao composto heterotrimetdlico cuja
férmula abreviada é Fe-Mn-Cu com interagc@o entre os primeiros vizinhos (SOUZA et al., 2019).
Neste trabalho os autores utilizaram o método de matriz de transferéncia para obter a solucao
exata do modelo heterotrimetalico com interagdo Ising-XXZ, além disso, esta técnica permitiu
quantificar o emaranhamento térmico através da concorréncia. Esquematicamente, temos o

composto heterotrimetdlico na figura 5.1 e o Hamiltoniano do sistema na equagao 5.1.

Figura 5.1 — Configuracdo esquemdtica do composto heterotrimetdlico com interacdo Ising-XXZ. J;
representa a interacao Ising entre os fons de Fe e Mn, enquanto J, representa a interagio
Heisenberg entre os fons Cu e Mn.

Cu Cu
U
. 1, .
= Fe --eeaaa Mn ------= Fe -===-=-- Mn -=--—-- Fe -------
-0 Sir . O

Fonte: (SOUZA et al., 2019)

N
L. h
H=—NY S (67 +0 ) =Y (Si1-Siz)a— =L Z(Gf +0%)

i=1 i=1

N N
—hZZSil — I3 Zsiz.

i=1 i=1

(5.1)
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Outro modelo a ser citado € o referente a estruturas tipo diamante como o mineral
azurite, cuja composi¢do é Cuz(CO3),(OH ). Num trabalho recentemente publicado (ROJAS
et al., 2017), considerou-se interacdes entre segundos vizinhos e, também fazendo uso da
técnica de matriz de transferéncia, foi analisado o emaranhamento através da concorréncia.
O Hamiltoniano e a configuragdo esquemadtica desse modelo sdo dados pela equacdo 5.2 e pela

figura 5.2, respectivamente.
Figura 5.2 — Representacdo da estrutura tipo diamante com interacdo tipo Ising-XYZ. Os parametros

Jo, J1 e J representam a interacdo tipo Ising, por outro lado, o pardmetro J, representa a
interacdo tipo Heisenberg.

Fonte: (ROJAS et al., 2017)

N
H=Y [ J(1+7)85,Spi +I (L= 1), 1Sy i + 8555+ 011 S5 ; + 255 )
ey (5.2)

h
—|—Gi+1(./25 +J1$Z )+J06,G,+1 h(sz7i+Si7,')_§(Gi+Gi+l)

Finalmente, como tultimo exemplo, citaremos o primeiro modelo com impurezas
inseridas em uma cadeia Ising-Heisenberg tipo diamante, em particular, a cadeia Ising-XXZ
com duas impurezas € um dimero puro isolado entre elas (CARVALHO et al., 2019).
Neste trabalho, desenvolvido no Departamento de Fisica (DFI) da Universidade Federal
de Lavras (UFLA), o interesse foi investigar o efeito que a inser¢do destas impurezas
geravam no emaranhamento térmico no dimero puro isolado e, assim como nos exemplos
anteriores, basearam-se no método de matriz de transferéncia para obter as caracteristicas do
emaranhamento térmico através da concorréncia. A figura 5.3 representa esquematicamente

esse modelo e o seu Hamiltoniano é dado por

H=

'MZ

(Hhost +HlmP +H1S0> (5.3)
1

onde,
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Figura 5.3 — Configuracdo da estrutura tipo diamante com interacdo tipo Ising-XXZ. Os parametro J; e
J1 representam a interacao tipo Ising com e sem impureza, respectivamente, e os parametros
J e J representam a interacdo tipo Heisenberg com e sem impureza, nessa ordem.

g Hr+l 4 P42 ™

Ja o J|a o o ,,J
J."E"‘-';v.r |

Fonte: (CARVALHO et al., 2019)

. h
Hl.host =J(Sa,i,Spi)a+ 1 (Sf”- + Si,i) (Wi + Miy1) — h(SfLi + Si,i) — E(Ni + Mit1), (5.4)

parai=1,2,...,r—2,r+2,..,N, além disso, (S, Sp)a=S ;S5 ; + 55 Sy ; + A(S% ;55 ),

; A, ~ h
H;"™ = J(Sa,i,Sp,i) g +1(S5;+ ) (Wi + Mier) — h(SG; +53,) — Wit pi),  (55)

parai=r—1,r+1,em que (§a’i,§b7l~)Z:S§7i bi +Sfl’iSZ7i —|—Z(sz’l~Si’i) e

HP = J(Sai Sp.i)a+ 1 (Sq;+85,) (i + Hiv1) = h(Sq;+S85 ;) — 5 (i + Hiv1), (5.6)
parai=r.

5.2 Cadeia Ising-XXZ com Estrutura tipo Diamante Anisotrépica

O azurite, ou azurita, ¢ um mineral natural de coloracdo azul, de composi¢ao quimica
Cuz(CO3)2(OH), (UNIVERSIDAD DE MALAGA, 1999) e que pode ser representado em
forma aproximada por uma cadeia tipo diamante com interacdo Ising-Heisenberg. Utilizando
este modelo, algumas propriedades desse mineral foram analisadas, como sua dindmica,
termodinamica, platds de magnetizacdo e efeito magnetocalérico (HONECKER et al., 2011;
PEREIRA; MOURA; LYRA, 2008; PEREIRA; MOURA; LYRA, 2009). Além disso, os

resultados tedricos do modelo hibrido Ising-Heisenberg apresentam grande concordancia com
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os resultados experimentais dos platds de magnetizacdo, suscetibilidade e calor especifico
(RULE et al., 2008; KIKUCHI et al., 2005a; KIKUCHI et al., 2005b).

Dentro desse contexto, vamos focar no modelo de uma cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ
com estrutura tipo diamante (ROJAS et al., 2012). Aqui nds refizemos e apresentamos com mais
detalhes os passos que esses autores apresentado em seu trabalho. Os autores consideraram
a cadeia tipo diamante com interacdo tipo Ising entre as particulas nodais e as particulas
intersticiais, enquanto que as particulas intersticiais sdo acopladas através da interagdo tipo

Heisenberg, conforme a figura 5.4, na presenca de campo magnético externo.

Figura 5.4 — Representagdo da cadeia tipo diamante com interagdo Ising-XXZ. J; indica as interagdes
Ising e J as interacdes Heisenberg.

site-¢

Fonte: (ROJAS et al., 2012)

O Hamiltoniano desse modelo pode ser expresso como

N
H=Y M, (57

onde

- o h
Hi = (SuisSpi) 1 (S5485,) (i pie) —ho (85,4 55,) =5 (i), (59

aqui temos (§a7i,§b7i)A:S’é7i bi +SZ,iSi,i + A(S;,;S;,)- O pardmetro A corresponde ao fator
de anisotropia dos spins de Heisenberg, J € o parametro desta interacdo, enquanto ; e Jy
representam os spins e a interagdo de Ising, respectivamente. Neste Hamiltoniano tem-se,
também, a interacdo dos spins Ising e Heisenberg com o campo magnético externo h e hy,

respectivamente, e por simplicidade consideramos /g = h.



Na forma matricial temos

A

)

S 0

(Sa,isSpi)a=

0

0

e
1
Z Z 0
Sai+Sp; =

0
0

&>

S NI=

0
0
0
0

0
0
0
0

D=
&>

K> © O O
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) (5.9)

(5.10)

Consequentemente, via diagonaliza¢do, obtém-se os autovalores em fun¢ao dos valores

de spin p; e it

JA h
&1 (Wi, Hit1) = 7T (Jl —5
J A

h

) (L + His1) — h, 5.11)

& (Wi, tit1) = E—T——(Hﬂrﬂzﬂ) (5.12)
J JA h
& (Wi Mit1) = —E—T——(.Ul‘f’.uzﬂ) (5.13)
JA h
& (Wis Hiv1) = T (Jl + 5) (i + Mig1) + (5.14)
e seus respectivos autovetores, na base {|00),|01),|10),|11)}, sdo dados por
[@1) =100, (5.15)
@) = —=(|01) +10)), (5.16)
|P2) = \/—(! ) +110))
¢3) = —=(01) —110)), (5.17)
|3) \/—(! ) —110))
|a) = [11). (5.18)



49

e Diagrama de Fases

O interesse inicial é estudar os diagramas de fases dessa cadeia de Ising-XXZ tipo
diamante foi discutido no capitulo 2. A figura 5.5 mostra dois estados (emaranhado e nao
emaranhado) nos diagramas de fases a temperatura zero. Os estados de minima energia sdao

expressos como (ROJAS et al., 2012)

:]2

IENT) =] ]les); @ |u);, (5.19)
i=1
N

ENQ) =[]los):®|+), (5.20)
=1
N

UFL) =]Tle1);®1-), (5.21)
i=1
N

UFM) =[Tlg1);@1+), (5.22)

N
I
—_

onde |u); representa os valores £1/2 do i-ésimo sitio. Além disso, a partir do autovetor da
equagdo 5.17, verifica-se que |[ENT) é um estado emaranhado e frustrado, por outro lado,
|[ENQ) é um estado emaranhado ferrimagnético, enquanto que |UFI) e [UFM) sdo estados

nao emaranhados ferrimagnético e ferromagnético, respectivamente.

Figura 5.5 — Diagramas de fases a temperatura zero. O estado emaranhado na fase frustrada é indicado
por ENT, enquanto que o estado emaranhado na fase ferrimagnética é denotado por ENQ. O
estado ndo emaranhado na fase ferrimagnética é indicado por UFI e o estado ferromagnético
ndo emaranhado é representado por UFM. Em (a) h/J = hoJ =0,em (b) J;/J =1eh/J =
hoJeem (c) A=1eh/J = hyJ.

3

2 ENO

1
J 0 J
1 A 1
J -1 UFI UFM | 7

2

-4 : %
0 1 2 3 0 1 2 3
hiJ hiJ

Fonte: (ROJAS et al., 2012)

Na figura 5.5 (a) é plotado o diagrama de fases J; /J versus A para h/J = 0. A energia do

estado fundamental do estado emaranhado |[ENT) é dada por Egyr = —1/2 — A/4, por outro
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lado, para o estado |UFI) é Egny = —J1/J+A/4 e para o estado [UFM) é Egny = J1 /J +A/4.
O limite entre as fases UFI e UFM se dd simplesmente para J; /J = 0, por outro lado, o limite
entre as fases UFI e ENT é expresso por J; /J =A/2+1/2 e o limite entre as fases UFM e ENT
¢ dado por J; /J = —A/2—1/2.

Agora, na figura 5.5 (b), é ilustrado o diagrama de fases A versus h/J para J;/J = 1.

Nesse caso, a energia minima dos estados [UFM), |[ENQ) e |UFI) é, respectivamente, Eypy =
14+A/4—=3h/2], Egyg = —1/2—A/4—h/2J e Eyr; = —1+A/4—h/2J. Também temos que
o limite entre as fases UFI e UFM é dado por h/J = 2, enquanto que o limite entre as fases
ENQ e UFI € inticado por A = 1, ao passo que o limite entre as fases ENQ e UFM ¢é expresso
por A=2h/J—3.

Por fim, na figura 5.5 (c) é esbocado o diagrama de fases J; /J versus h/J para A = 1
(linha continua), A = 0,5 (linha pontilhada), A = 1,5 (linha tracejada) e h/J = ho/J. Aqui,
as energias Egyg = —3/4—h/2J, Eypr = 1/4—J1/J —h/2J e Eypy = 1/4+J1/J —3h/2]
sdo as energias minimas dos estado |[ENQ), |[UFI) e [UFM), respectivamente. As fases ENQ
e UFI sdo limitadas por J;/J = 1 quando A = 1 (ou por J; /J = 0,75 quando A = 0,5, ou por
J1/J = 1,25 quando A = 1), por outro lado, as fases UFI ¢ UFM s@o limitadas por J; = h/2

para qualquer um dos trés valores de A, enquanto que as fases ENQ e UFM sao limitadas por

J1/J=h/J—1paraA=1 (ouporJ;/J=h/J—0,75paraA=0,5, ouporJ; =hparaA=1,5).
e Funcao de Particdo e Operador Densidade

Tendo como foco a andlise das grandezas térmicas, primeiramente faz-se necessaria a
obtencdo da func¢do de particdo (equagdo 3.5), a qual € solucionada a partir do método da matriz
de transferéncia (equagdo 3.6). Os pesos de Boltzmann em funcdo dos spins Ising @ e seu

primeiro vizinho u’ sdo definidos por

N
o(u, ') =Y e Palti), (5.23)
i=1

a funcdo de particdo da cadeia Ising-XXZ tipo diamante ¢ dada em termos dos pesos de

Boltzmann como

Zy =Y o, t2) O, 13)...0(Uy, 1) (5.24)
{u}

Assim, utilizando a matriz de transferéncia W, de acordo com a equacgdo 3.10, teremos

Zn =Ygy (| W 2) - (un | W pg) = Tr (WV).
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Agora, apds diagonalizar W, conforme a equacdo 3.14, obtemos

AY 0
In=Tr| o= AY + AN, (5.25)
0 AV

em que Ay e A_ s@o os autovalores da matriz de transferéncia W dados por

Wiy +w__£Q

A:i: ) )

(5.26)

1 1 1

1/2 1
} Wi = 0(33), woo = 0(—3,73), Wy =

onde Q = [(w++ —w__)2+4w%r_
0) (%, —%) EW_L =0 (—%, %) Como A4 > A_, no limite termodindmico N — oo, finalmente

a func¢do de particdo serd

Zy = AV, (5.27)

O préximo objetivo € obter o operador densidade. Para atingir este objetivo, inicialmente

é definido o operador ¢ (i, ') em fungdo dos spins Ising it e seu vizinho mais préximo g’

N
o (u,p') =Y e Pali) | o) (g (5.28)
=1

1

e sua forma matricial é

0 0
o= 022 023 , (5.29)

0 02 033 O
0 0 0 o044

aqui, os elementos da matriz sdo dados por

o1y = e Parlini) (5.30)
1 ' '

0= [e*ﬁez(l%u ) 4 o Bes(un )} —033, (5.31)
1 / !

023=7 [e—ﬁez(ll# ) _ e~ Bes(up )} =032, (5.32)

044 = o Bea(uu) (5.33)
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A seguir, utilizando o valor médio de cada elemento do operador o (i, '), é possivel
construir o operador densidade reduzida p. Explicitamente, os elementos do operador densidade
reduzido para um bloco localizado no r-ésimo sitio sdo dados pela seguinte expressdo (equagao

4.18)

1
Pij= 70 Y o, 1) 01, 1) 0 (Hrs M 1) O (Mg, iy y2)-. 0(Hy, ). (5.34)
{u}

Semelhantemente ao que se foi feito para a fungdo de parti¢do na secdo 3.1, utilizando a

técnica da matriz de transferéncia, chega-se a equacgdo a seguir

1 — —r
p,-7j:Z—NTr(Wr P Wiy, (5.35)

onde

Fij= 11 11 (5.36)
0ij(=2:2) @eij(=3:72)
A correspondente matriz U que diagonaliza a matriz de transferéncia € dada por
A+ —w__ A_—w__
U= , (5.37)
Wy Wq—
€ sua matriz inversa é
1 _A—w )
ul=| ¢ Owee || (5.38)
_l A.Q_*W__
0 Owy
finalmente a equagdo 5.35 pode ser escrita da seguinte forma
1 _ 1 _ _
pij==Tr(D\..D,\U 'P;UD,y1..Dy) = ——Tr (U~ 'P;UD" 1), (5.39)
ZN ZN
A0
Tr{U-'PU | T
0 AV
Pi,j = (5.40)

AN+ AN ’
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Vamos, agora, efetuar gradativamente os produtos entre estas matrizes presentes nesta

equacao 5.40, de modo que, inicialmente, utilizando as equagdes 5.38 e 5.36 teremos

U™'Rj= QQ(++) fw =) QQ(+ )_ /?M i (=) ; (5.41)
i —W__ i —W__
N JQ - 6W+7 9i.j (=+) - jQ T 6W+* 9ij (=

onde denotamos g; ; (++) =¢; ; (%,%), 0i,j (+—) =oi,; (%,—%) oij (—+) =0 (_%7%) ¢
0i.j (—) =i (—%, —7) agora, utilizando a equagdo 5.37, obtemos

K
Uflpl.jU — g , (5.42)

O L

onde

IC = |:Qi7j (+‘|‘) _ (A_ —W——) 0] ( +):| (A+ —W__)+
Q Ow— (5.43)
+ |:QiJ (+_) (A* _W**) 0 (__):| "
Q QW+_ i,j +—>
G— [Qi,j (++) (A —w ) o (_+)} (A —w )t
Q Ow-— (5.44)
+ |:Qi7j (+_) (A— _W——) 0 (__):| "
Q QW ~ i,] +—>
O — [ 0i,j (++) Ay —w__ ois ( +)] (A+ —W__)—|—
Q O (5.45)
N [ 0ij (+=) A —w___ ( )] y
0 Qw,— o
L= {— 0 (++) + Ay — W 0i,j (—-l—)} (A —w__)+
Q Ow— (5.46)
n [_ 0i,j (+-) Al o (__)] W
0 owy_ 7 o

substituindo a equacao 5.42 na equagdo 5.40 teremos
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N—-1 N—-1
(] At oAt
B ONY™ LANTU | ] oAM=t 4 LA 547
Pij= AY +AN AN AT '

Partindo das devidas dlgebras a serem efetuadas nas equacdes 6.68 e 6.71 para

expandirmos os elementos K e L, respectivamente, obteremos

/C:M(A+_W__)_M(A__W__)(AJF_W__)JF
0 Ow,—
0 (1) oy (=) 049
T Ly, T (A —w ),
o "t 0 ( )
P (FH)wip—we+0  0ij (=) Wiy =W —Owyy —w__+ Q+
0 2 Ow,_ 2 2
(5.49)
+ 0ij (+—)W+ o () way—w__—Q
0 Qo 2 ’
observe que a partir da equagio 5.26, AL —w__ = % e, dessa forma, teremos
o =0 (++) L 0 () wir —w—— 0ij (=) (wes—w -0+
2 0 2 40w, _ 5.50)
4 0ij (+_)w n 0ij (——) i (=) Wi —w__ .
+— B Q D) ’
a [ _ 2 _ 2] — A2
gora, como (W —w__)"— Q7| = —4w_,
Qi (HH e (=) 2o (Fo)we
2 0
(5.51)
" [0ij (++H)— 01j (=) (Wi —w__)
20 '
Analogamente,
[—_ Oi,j (++) (A_ W__) + Oi,j (_+) (A+ —W__) (A_ —W__)+
0 Ow,—
G ) (5.52)
05 W+_+Ql’] (Ay—w__),
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0 () way—we =0 0ij () Wiy —w—+ 0wy —w__ — 0

L= ) 2 * Ow._ 2 > + 55
_ G (+_)w n Oij (== )wiy—w__+0 :
o 0 2 ’
r _Gij (++) _0ij (FH)wigp —w__ L+ 0i.j (—+) (s —W__)2 oy
] ¢ : o (5.54)
- MW + 9i,j (—) _Gij (——)wip —w__
o T 2 0 2
=2 (+H)+0ij (=) 20 (+=)we N
; ¢ (5.55)
_ [inj (++)_ 0i,j (__)} (W++ —W,,) ’
20 :

Logo, ap0s este drduo calculo algébrico e tomando o limite termodindmico (N — o), 0
valor médio dos elementos do operador densidade reduzidos sdo dados por, conforme a equagao
547,

KAV K

PU= T = A (5.56)

logo, utilizando a equacdo 5.51, finalmente teremos

(5.57)

Desse modo, o operador densidade reduzido p imerso na cadeia diamante pode ser

construido como
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pii 0 0 O

o

0
p= P22 P23 . (5.58)

0 p3s2 P33
0 0 0 pus

=)

o Emaranhamento Térmico

O préximo objetivo é quantificar o emaranhamento existente na cadeia Ising-XXZ tipo
diamante. Para isso, serd utilizada a concorréncia, a qual € construida através da matriz R
(HILL; WOOTTERS, 1997; WOOTTERS, 1998; ROJAS et al., 2012). A matriz R definida em
equacdo 4.16 € dada por

R=p-(6’®0”)-p* - (6c?®0”), (5.59)

onde p é o operador densidade, p* seu complexo conjugado e ¢ a matriz de Pauli. E a

concorréncia € definida em termos dos autovalores da matriz R como (equagio 4.17)

C(p) =max{0.v/Ai = Vao— v/l V. (5.60)

onde A; sdo os valores proprios em ordem decrescente da matriz R. Como o operador densidade
p € uma "matriz tipo X", a concorréncia pode ser reescrita, em geral, da seguinte forma

(WOOTTERS, 1998; TORRICO et al., 2014)

C(p) =2max{0, |p14|—/P22P33, P23 —/P1.1Ps4} - (5.61)

Logo, a correspondente concorréncia para o modelo estudado pode ser reduzida a

C(T) :2max{0, \P2,3\—«/P1,1P4,4}. (5.62)

De posse da concorréncia € possivel plotar diversos graficos para analisar o
comportamento do emaranhamento térmico. Com o intuito de realizar comparagdes como
0o mesmo modelo com uma impureza mostrado no capitulo 6, estudaremos os graficos da
densidade da concorréncia e da concorréncia em func¢io da temperatura 7'/J com um valor
fixo de J;/J = 1 e para alguns valores de campo magnético &, conforme mostrado nas figuras

5.6 e 5.7, respectivamente.
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e Concorréncia

Figura 5.6 — Gréfico de densidade de concorréncia C como fungdo de T'/J e A. A cor preta corresponde
a regido maximamente emaranhada, enquanto a cor branca representa a regido nao
emaranhada e a regido cinza expressa uma regifo parcialmente emaranhada. Em (a) exibe-se
a concorréncia C na auséncia do campo magnético i e em (b) mostra-se C para h/J = 1.

3

C
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
(a) (b)
0 : ‘ : : : ‘ : : : ‘ : : ‘ :
0.2 04 06 08 10 1.2 1.4 0.2 04 06 08 10 1.2 1.4
/7 /]

Fonte: Adaptado (ROJAS et al., 2012)

A densidade de concorréncia mostrada na figura 5.6 estd em fungdo de 7'/J e A, com o
valor fixo de J; /J = 1. A regido em preto sinaliza o emaranhamento maximo (C = 1), enquanto
o branco € a regido ndo emaranhada (C = 0) e a regido em cinza corresponde aos diferentes
graus de emaranhamento (0 < C < 1). Para altas temperaturas a regido difusa aumenta, enquanto
que para baixas temperatura a fronteira entre a regido emaranhada e ndo emaranhada torna-se
mais nitida. Na figura 5.6 (a) mostra-se que o emaranhamento ¢ maximo apenas para A > 1,
em 7 = 0, na auséncia de campo magnético, enquanto que a concorréncia é sempre menor
que 1 para A < 1 em baixas temperaturas. A concorréncia C torna-se menor com o aumento
da temperatura e o emaranhamento desaparece em altas temperaturas. Agora, a figura 5.6 (b)
mostra a concorréncia C para h/J = 1, a concorréncia tem um comportamento semelhante ao da
figura 5.6 (a), exceto que o emaranhamento é maximo para A = 1 até temperaturas 7 /J =~ 0, 2,
isso indica o fortalecimento do emaranhamento na presenca do campo magnético.

A concorréncia como fungéo da temperatura 7' /J para o valor fixo J; /J = 1 é mostrado
na figura 5.7 para vdrios valores do campo magnético. Na figura 5.7 (a) ilustramos a
concorréncia para A = 2,0, a concorréncia atinge o valor maximo C = 1 para campo magnético
nulo em baixas temperaturas, enquanto que em altas temperaturas o emaranhamento desaparece

subitamente, a temperatura limiar ocorre em 7;,/J ~ 1,1, como visto na linha tracejada por



58

Figura 5.7 — Concorréncia em fungio da temperatura 7' /J para um valor fixo de J; /J = 1. Em (a) exibi-se
a concorréncia para A =2 e em (b) exibe-se a concorréncia para A =0,9.

—-—h=10 —h=24J——h=25T —-—h=1 —h=24T——h=25T
----- ho2.6J

N A=0.9

02 04 06 08 10 12 14
T/

Fonte: (ROJAS et al., 2012)

pontos. Por outro lado, para campo magnético forte, o emaranhamento diminui e, na maioria
dos casos, € menor que na auséncia do campo magnético. No caso da linha continua, onde
h/J = 2,4, a concorréncia atinge o valor maximo C = 1 somente em temperaturas muito
baixas, embora a temperatura limiar 7, /J seja ligeiramente maior de que na auséncia do campo
magnético. Para campo magnético h/J = 2,5, o valor médximo atingido pela concorréncia
¢ por volta de C = 0,5 a temperatura nula, como indica a linha tracejada. No caso em que
h/J = 2,6, representado pela linha pontilhada, o sistema é ndo emaranhado a temperatura zero
e, em seguida, a temperatura baixa préxima de 7' /J = 0,3 a concorréncia atinge o valor maximo
de C ~ 0,38. J4 na figura 5.7 (b) mostra-se o comportamento da concorréncia em rela¢do a
temperatura 7 /J para o valor do pardmetro de anisotropia A = 0,9 e de diferentes valores para
o campo magnético. Nesta configuracdo o sistema é fracamente emaranhado e o pico gira em
torno de T'/J ~ 0, 3. A temperatura zero tem-se o sistema ndo emaranhado para todos os valores
de campo magnético considerado e a temperatura limiar é de T;;,/J ~ 0,64 para o intervalo

0 <h/J < 2,4, por outro lado, para campos k& 2 2,5 a temperatura limiar é T;;,/J ~ 0,75.
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6 ESTUDO DOS EFEITOS DE UMA IMPUREZA NAS CORRELACOES
QUANTICAS EM UMA CADEIA ISING-XXZ TIPO DIAMANTE

As teorias de recursos quanticos (STRELTSOV et al., 2018; STRELTSOV; ADESSO;
PLENIO, 2017) desempenham um papel central no processamento de informacao quantica. Em
particular, o emaranhamento e a coeréncia quéntica sdo recursos para aplicacdes em tecnologias
quanticas, isto é, comunicagdo e computacao quantica (BENNETT et al., 1993; AMICO et al.,
2008). Por outro lado, o emaranhamento quantico € uma das caracteristicas mais fascinantes
da teoria quantica, e este € considerado como um recurso fisico essencial para computagdo
quantica e informagdo quantica. A cadeia de Heisenberg ¢ um dos sistemas quanticos mais
simples que exibe emaranhamento. Por esta razdo, os modelos de spin Heisenberg foram
extensivamente estudados em sistemas de matéria condensada (KAMTA; STARACE, 2002;
ARNESEN; BOSE; VEDRAL, 2001; WANG, 2001; MAZIERO et al., 2010; CAKMAK;
KARPAT; FANCHINI, 2015).

Neste capitulo apresentamos os resultados originais e inéditos da dissertacdo, a
investigacdo detalhada da influéncia de uma tnica impureza inserida na cadeia de spin-1/2
Ising-XXZ com estrutura tipo diamante, resultados que publicamos em 2019 (FREITAS;
FILGUEIRAS; ROJAS, 2019). O spin impuro € definido por uma mudanca local nos
acoplamentos dos primeiros vizinhos. Nosso estudo abrangerd, inicialmente, o emaranhamento
térmico e a coeréncia quantica. Posteriormente, faremos um estudo sobre o efeito da impureza
incorporada na cadeia de spins no teletransporte quantico. Mostraremos que os parametros
de impurezas incorporados em nosso modelo podem gerar um significativo aumento do
emaranhamento e da coeréncia quantica e do teletransporte quantico quando comparado com o

modelo original anisotrépico.

6.1 O Modelo

Nesta secdo, apresentamos o hamiltoniano do modelo spin-1/2 Ising-XXZ em uma
cadeia tipo diamante com uma impureza e sob um campo magnético externo 4. O modelo
consiste em spins Heisenberg intersticiais (§a,,~, §b7,-) e spins Ising (U;, Ui+1) nos nodos locais,

como mostra a figura 6.1. O hamiltoniano total do modelo pode ser escrito como

N
H=Y M, (6.1)
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Figura 6.1 — Representacdo esquemdtica da cadeia Ising-X X Z tipo diamante com uma impureza inserida
no i-ésimo bloco da célula unitaria primitiva. Os parametros A, J; e J representam,
respectivamente, a anisotropia do sistema, a interagdo tipo Ising e a interagdo tipo
Heisenberg. Por outro lado, A, Ji e J indicam esses mesmos parametros porém para a
plaqueta com a impureza. S, ; sdo os spins de Heisenberg e y; sdo os spins de Ising.

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

7z

aqui, H; = H" +H!"", onde H*" ¢ o Hamiltoniano da cadeia hospedeira, o qual pode ser

expresso da seguinte forma

h
%host (Sa i Sb l) +Ji (S;l' + Si,i) (,uz + .uvi—i-l) —h (S;l' + Sii) - E (.ul + .ui—H) ) (6.2)

parai=1,2,....,r—1,r+1,...,N.

Enquanto, o Hamiltoniano que representa a impureza ;" é definido por

~ h
H" = T (S Soi) a1 (S5 85,) (it ptisn) =R (5,+55,) = 3 (Wi pin), (63)

aqui fixamos i = r. Os pardmetros J e A denotam a interacdo XXZ dentro do dimero de
Heisenberg, enquanto as interagdes entre os spins nodais-intersticiais estao representadas pelos
parametros Ji. Além disso, 4 denota o campo magnético longitudinal na direcio z.

Por outro lado, os parimetros de impurezas sio fornecidos por J = J (1+a), A=
A(l+7y)e fl =J;(14+n), onde ¢, y e  denotam a intensidade da impureza, de modo que, se
o =7y =mn =0 temos o modelo original visto na se¢do 5.2. Apds calculo direto, os autovalores

para o dimero XXZ do hamiltoniano ’Hf?"s’ acima pode ser obtido como



&1 (Mis Mit1) =
€ (Mis Mit1) =
€3 (Ui Mit1) =

€4 (Mis Mit1) =

E_T_E(“i+“i+l)’
_Z_‘E_ﬁ( U )
) 4 ) .ul .ul+l 9
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(6.4)
(6.5)
(6.6)

6.7)

e os correspondentes auto-estados em termos da base {|00),|01),(10),[11)} sdo dados por

|(Pi1> = ’00>17

02) = 5 (101, +[10),),

1
|¢;3) = E(|Ol>i —[10),),
|@ia) = [11);.

(6.8)

(6.9)

(6.10)

6.11)

Analogamente, para o dimero impuro, os autovalores de H;"” podem ser obtidos por

€n (Wi fiv1) = JjTZ + (ﬂ - g) (Wi + Mit1) —h (6.12)
éz(ui,uiﬂ):;—JjTZ—g(uﬂrum), (6.13)
€3 (Wi, Miv1) :—g—JjTZ—g(IJMLHiH); (6.14)
€ (iy Miv1) = JjTZ - (fl + g) (i + Mit1) +h, (6.15)

e 0s respectivos auto-estados sao
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|@i1) = [00);, (6.16)
N 1
|Pn) = —2(|01>,- +110),), (6.17)
N 1

3) = ——(|01). — [10).), 1
|@i3) \/E(IO )i —110),) (6.18)
1Gia) = [11);, (6.19)

onde i = r, em que r corresponde a posi¢do do dimero com a impureza.

6.2 Funcao de Particiao e Operador Densidade

Para estudar o emaranhamento térmico (que foi medido através da concorréncia
quantica) primeiramente precisamos obter a funcdo de particdo do nosso modelo de cadeia de
spins tipo diamante. Este modelo pode ser resolvido exatamente através do método de matriz de

transferéncia. Analogamente a se¢do 5.2, definimos os pesos de Boltzmann da impureza como

4 .
(i, pi1) = ) e Pailkokicn), (6.20)
i=1

onde U; e U; representam os spins vizinhos mais proximos. Logo, a fung¢do de particao da
cadeia Ising-XXZ tipo diamante com uma impureza pode ser escrita em termos dos pesos de

Boltzmann,

Zy =Y oy, 12)...0(fr—1, ) O (M, tr1) Ot hrs2)-. O (U, M) (6.21)
{0}

Usando a notag@o de matriz de transferéncia, podemos escrever diretamente a funcdo de

parti¢do da cadeia como

Zy =Y (| W ) (o W pz) - (i [ W) (| W g1 ) (et |[W |y -
{n} (6.22)

(Un—1| W ) (un| W | n—r) ,

como Y, |ti) (i| = 1 e 1y = Uy, teremos, a exemplo da equagdo 3.10,
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Zy =Y (WY (o) (ol W [13) -+ (e [ WY (1) (el WY (i) (|

My Ha Hr Hrt1 (6 23)
Wt go) - (-1 [W Y un) (W [y —r)
HN
Zy =Y (| WiWa - W,y W Wy g -+ Wy Wiy |11 (6.24)
H
Zy =Y (W WW N ), (6.25)
H
Zy=Tr (WHWrWN *’) , (6.26)
onde a matriz de transferéncia € expressa como
11 11
o (5,5 O(5,—» w Wi
W = (2121) (21 21) S A (6.27)
®(=3,3) ©(=3,-3) Wt W—-—

De forma semelhante, também pode ser derivada a matriz de transferéncia W para

impureza dada por

D=
~—

&
—~

5(-} T e e

| —
SN—"
&
|
=

vale lembrar que os elementos da matriz de transferéncia sao denotados como w4 = @ (%, %),

wi—=w(3,-3),w_y =0(-3,3) ew__ = o(—%,—3), analogamente, para os elementos

da matriz de transferéncia da impureza, w, . = @ (%, %) W= (%, —%) W = (—%, %)

~ =/ 1 _1
eEw__ = (_7’ —z)
Apoés realizar a diagonalizagdo da matriz de transferéncia W, equacdo 6.27, os
autovalores dessa matriz sdo dados pela equagcdo 5.26. Portanto, a funcdo de particdo para

cadeia finita sob condi¢des de contorno periddicas é dada por

Zy=Tr (UU—1W1UU—1...UU—leUU—lvT/rUU—IW,HUU—l...UU—IWNUU—1> . (6.29)
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sendo U e U~! definidos pelas equagdes 5.37 e 5.38, respectivamente. Assim,

Iy =Tr (UDI...Dr_lU_lvT/,UDrH...DNU_1> —Tr (DF—IU—IW,UDN—’> . (6.30)
_ ~ AY- o
Iy =Tr (U*IWrUDN*1> —rrluv-'wu| . 6.31)
0 AN!

Realizando o produto de maneira gradativa dessas matrizes da equacdo 6.31 até

alcancarmos o trago, teremos, primeiramente utilizando as equagdes 5.38 e 6.28,

B (A ow )= @ (A w )

U-'w = Q T ows W TN_ Owy— W (6.32)
B e
agora, dispondo da equagdo 5.37, teremos o seguinte produto
e a b
U WU = , (6.33)
c d
onde
B (A —wo) } {m (Ao —w_) }
a= Wi | (Ar—w__)+ — w__|wi_, (6.34)
[ 0 ow. | e ow, i
e (Ao—w_)_ 1 {m (Ao —w_) }
b= — Wi | (Ao—w__)+ — w__|wi_, (6.35)
{ 0 o, ") e Ow,_ i
W...... A+ —W__ _ ) ( W+_ A_|_ —W__ _ )
c=|— + w_ Ar—w__ )+ | — + w__ |wyi_, (6.36)
( 0 " ow )M ) 0 ' Ow._ i
W++ A+ —W__ _ 1:174__ A_|_ —W__ _
d=|— + w_ ) A —w__ —I—(— + w)w -, (6.37)
< 0 " ow. )l ) 0 ' Ow._ i
finalmente, substituindo a equagdo 6.33 na equacdo 6.31, teremos,
a1 pAN-!
Zy=Tr N = aAN "t dANT (6.38)

N—-1 N—-1
cA dAY
Agora, realizando as devidas dlgebras para expandir os elementos a e d (equagdes 6.34

e 6.37, respectivamente), teremos, primeiramente para a equacao 6.34,



Wi wW—+
= Ay —w__)— A —w__)(Af—w__)+
S5 (A= o J(As )
Wy Wy w__
+ — A_—w__),
0 0 ( )
utilizando equacdo 5.26, obtemos Ay —w__ = w, logo,
a:W++ Wip—=w——+0Q Wy Wiy —w— —Qwip—w_—+0
0 2 Oow._ 2 2
W+_W+_ . W__ Wiy — W — Q
Q Q 2 ’
Wi |~ Wiy —WwW—— Wy [ _ 2 2
A==+ Wit 20 40w, Wiy —w_ )" =07 +
Wi Wi Wyp—W__ n w__
—_— — W__
0 20 2’

2 2 =
— Q7 = —4w? _, entdo,

_ Wi W n Wy —w )Wy —w_)

2\71\//+7 Wy

N 2 20

portanto,

Q(Wig W)+ (Wi —wo) (Wi — W) Hawywy

20
e, analogamente para a equacgdo 6.37,
Wit W
d=———NA_—w__)+ Ay —w__) (A —w__)+
o G (A=) )
Wy Wy w__
— + Ay —w__),
de— Wip Wip —w =0 n Wegp Wiy —woe —Qwygp—w__+0
0 2 Owy 2 2

W+_W+_ W__ Wiy —W__ + Q

Q Q 2 ’
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(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)
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W W —w w_
- N = (6.46)
Wi Wy Wy =W W
0 R 2
d— Wiy +Ww__ (W—|—+ - W__) (W++ — W__) 2W+_W+_ , (6.47)
2 20 Q
e, finalmente,
g Qs+ ) = (Wi =W ) (Wi — W) — AW W (6.48)

20
No limite termodindmico (N — o) a fun¢do de parti¢do serd simplificada. Assim, a
partir da equacgdo 6.38, obtemos Zy = aAfvfl.
Nosso interesse inicial estd focado no emaranhamento. Para atingir nosso objetivo é
essencial obter o operador densidade reduzido p do dimero Heisenberg com a impureza. A fim
de resumir esta abordagem, vamos definir o seguinte operador como uma fun¢do das particulas

de spin Ising 1; e seu primeiro vizinho ;1

4 ~
O(ki 1) = Y e Paitte) 16, (@], (6.49)
i=1
em que B = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta.
Na forma matricial temos ¢ como

o1 0 0 0

0 0, 0 0
o= G2z 023 , (6.50)

0 03p 033 0
0 0 0 044

onde os elementos deste operador sdo dados por
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O11= e*ﬁ'én(m,um), (6.51)
Br2 = % [e—ﬁazmhuim +e—ﬁag<uhmm} = Bis (6.52)
By = % [e—ﬁéz(unum) _e_ﬁEB(.ui’/JiH)} — D32, (6.53)
Uas= o BEia(bitiv1) (6.54)

O valor médio de cada elemento do operador Heisenberg (equacdo 6.50) serd usada
para construir o operador densidade reduzido. Desse forma, a partir da equacdo 4.18, os
elementos do operador de densidade reduzida p para impureza localizado no r-ésimo bloco

(célula unitaria), podem ser definidos por

_ 1 N
Pij=7- Y (i, t2) - @ (-1, 1) 0; j(Bry Mg 1) O(Mpg 1, Hyri2) -+ Oy, 1) (6.55)
{u}

Usando a abordagem de matriz de transferéncia, p; ; pode ser alternativamente reescrito

como

~ 1 ~
Pij ==Y (W lpa) (ol W [z - (et [ W) e Py} (it [ W [ g2) -+
Nul (6.56)

(Un—1| W ) (un| W | un—r) ,

onde

com 0y ; (++4) = 03, (3:3)s 0 (+=) = 01 (3:=3)> 0ij (=) =01 (—2.3) e 0 (=) =
i (—=3,—13)- Seja Yy [1i) (1] =1 e g = py—, teremos
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1 _
Di.j ZZ—NZ<N1|WZ|H2> (2 W luz) - (et | WY (i) (| P Y 1) (et |
H Hr

Ha Hr+1 (658)
W lttri2) -+ (un—1 W Y n) (uw | W v
un
~ 1 ~
Pzpj:Z—NZWMWle“'quP@erH---WNf1WN!u1>, (6.59)
H
- 1 1= _
Pij ==Y (WP WY ), (6.60)
Zy i
finalmente,
- 1 1~ —r
pw-:Z—NTr(Wr B W) 6.61)

De modo similar ao que foi feito para a funcio de parti¢do (equagdo 6.29), podemos

escrever os elementos do operador densidade da seguinte forma

I | N
pij=5-Tr (UU"WlUU_1W2UU_] LUUT'w uUuT B uUT WL U
N

(6.62)
W,UU - U 'Wyuu ™),
1 . .
pij= 7T (UDIDs Dy U B jUD 1 Dy DU ) (6.63)
1 _ I _
pii=—Tr (D’_lU_lPijUDN_r> S <U_1P,~jUDN_1> . (6.64)
b ZN b ZN b

Finalmente, usando a equacdo 6.38, o valor médio dos elementos de matriz do operador

densidade reduzido da impureza definidos na equagdo 6.55 devem ser expressos por

A0
0 AV
al !+ dAN!

Tr(U~'P U
(6.65)

Pij =

Novamente, realizando gradativamente o produto entres essas matrizes, teremos,

primeiramente utilizando as equagdes 5.38 € 6.57,
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0ij(++)  (A_—w__)~ 0 (=) (A—w_ )~
U—]ﬁj: JQ( )_ Owy— 0ij(—+) JQ( )— ow,; _ ii(——) (6.66)
! 0ij(++ —w__~ 0ij(+— W~ ’ '
A AT () A A=)
agora, utilizando a equacao 5.37, obtemos
- K G
T (6.67)
O L
onde
~ o i(++) (A_—w__)_
K=~ ! )Qi,j( +)} (A —w——)+
o Ow—
N (6.68)
N i j(+=) (A—w_)_ ] w
0 QW+7 i,j +—>
g bl <++) A_—w__)_
g |2 s (A
Q Owy—
N (6.69)
Ql,](+_) (A——W__)~
Q - QW+_ 1,]( ) Wi—,
~ 0ij(++) AL —wo
6 |- ) (A
0 Ow,—
~ (6.70)
N 0; j(+-) Ap—w_ )| w
0 Ow, i,j +—
~ 0; (++) A —W__ _
r-|- ST (A
0 Owy—
G(+=) A (6.71)
i,] 4+ —W_— _ B
+|: Q + QW+_ Qlj( ):| Wi—,
finalmente, substituindo a equacdo 6.67 na equacdo 6.65 teremos
’EAN_] gAN—l
Ir A ; 1 7 1:/ 1
OAT™" LAT™ CAN-1 4 FAN-1
. _ KA LA (6.72)

P T AT T A aA T AN
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Vamos agora realizar as devidas dlgebras das equacgdes 6.68 e 6.71 para expandirmos os

elementos K e Z respectivamente. Assim, da equagdo 6.68 teremos,

~ N V- (6.73)
+Qi,j(+_)w B 0 j(——) (A —w )

=~ :bl,j(++) Wiy —W__ + Q . El,j(_+) Wiy —wW__ — QW_|__|_ —W__+ Q

K
© 2 oW 2 2 " (6.74)
+§i,j(+—)w 0 (=) wp—wo_ =0
o 0 2 ’
e :Qi,j(++) 0 j(++) wiy —w__ B 0i,j(—+) [(W++ ) Qz] n
’ ¢ ? 0w 6.75)
+Ei7j(+_) +Ei7j(_ ) _Ei,j(__)w++—w__
0 - 2 0 2 ’
g 0 j(++) +0; (=) n [0 j(+4) =0 j (=) (wip —w_) N 2Ei7j(+_)W+_7 676)

2 20 Q

e, finalmente,

T 0 [0 j(++)+ 0 (=) + [0 ;(++) =0 j(—)] (W —w__) +2f§i,j(+_)w+f‘

20
(6.77)
Analogamente, da equagdo 6.71 obtemos
~ 0; i(++ 0; i(—+
L=— ij(H+) (A_—w__)-I-QZ’Q]v(V ) (Ay—w__)(A_—w__)+
A (6.78)
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_ O () wir w0 O (—H)wi—w _+Qwii—w _—Q

L=

+ +

Q 2 QW+7 2 2
- - 6.79
B Qi,j(+—)w n 0ij(——)wip—w__+Q 7
o T 0 2 ’
R B e (RS
Wy
- - - (6.80)
CG0) B Gy we
Q +— D) Q 2 )
=~ 0 j(++)+0;;(—) _ [5i,j(++) _Ei,j(__)] Wiy —w__) B 20; j(+=)wi—
L= . 20 5 . (6.81)
e, por fim,
Fo 0 [§i7j(++)+5i,j(——)} - [5i,j(++) —51‘7]'(——)] (Wi —w) —4g; j(+—)wy—

20
(6.82)

Este resultado € valido para o nimero arbitrario N de células na cadeia tipo diamante.

No limite termodindmico (N — ), como Ay > A_, o valor médio dos elementos do operador

densidade reduzido, apds esta d&rdua manipulagdo algébrica, tornam-se, a partir da equacao 6.72
_ KAV K

Pij=—"N—T= > (6.83)

al’y a

explicitamente, através das equagdes 6.43 e 6.77, teremos

Q [Ei,j(++) +§i,j(__)} +(wip—w_) [Ei,j(++) _Ei,j(__)} +a4w0; j(+-)
Q(Wag W)+ (Wi =W ) (Wi =W ) Haw_w ‘

pij =
(6.84)
De posse de todos os elementos do operador densidade reduzido, podemos escrevé-lo

na forma matricial como
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P 0 0 0

~ 0 P22 p23 O
B(T) = . (6.85)

0 ps2 p33 O
0 0 0 pug

Vale notar que este operador densidade reduzido da impureza € o operador Heisenberg

médio-térmico de dois qubits, imerso na cadeia de diamantes e pode-se verificar que Tr(p) = 1.

6.3 O Emaranhamento Térmico e a Coeréncia Quintica da Impureza de Dois Qubits

Heisenberg

Nesta secdo, pretendemos estudar os efeitos da impureza de nosso modelo no
emaranhamento térmico e na coeréncia quantica. O emaranhamento € um tipo especial
de correlacdo quantica que surge somente em sistemas quanticos. Para quantificar o
emaranhamento de qubits anisotropicos de Heisenberg no modelo de Ising-Heisenberg em uma
cadeia tipo diamante, usaremos a Concorréncia (emaranhamento) dos dois qubits de Heisenberg
(dimero), que interage com dois spins de Ising nodais. A Concorréncia C de Wootters € usada
para medir o emaranhamento (HILL; WOOTTERS, 1997; WOOTTERS, 1998) e ¢ fornecida

pela equagdo 4.17, assim temos

C(ﬁ):max{O, \/771—\/{2—\/773—\/{4}7 (6.86)

onde os Ii (i=1,2,3,4) s@o autovalores, em ordem decrescente, do operador R que € dado por

R=p-(0”®0”)-p*- (6”00, (6.87)

aqui p é o operador de densidade da impureza, p* denota o complexo conjugado desta matriz e
o” é a matriz de Pauli.
Em nosso modelo, substituindo a equagao 6.85 na equagdo 6.87, obtemos a concorréncia

da impureza de dois qubits de Heisenberg na forma (analogamente a equagao 5.62)

C(p) szax{(), |5273|—\/51,154,4}- (6.88)
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e Concorréncia

O emaranhamento térmico em uma cadeia tipo diamantes Ising-XXZ sem impureza foi
investigado em (ROJAS et al., 2012). Neste nosso trabalho estamos preocupados principalmente
em investigar os efeitos e possiveis ganhos sobre o emaranhamento térmico causados pelo
dimero impuro isolado na cadeia Ising-XXZ tipo diamante. Daqui em diante plotaremos
as curvas do modelo original com linhas sélidas, enquanto para a cadeia Ising-XXZ tipo
diamante com impureza usaremos linhas tracejadas. Além disso, com o intuito de obter
um aprimoramento do emaranhamento, da coeréncia quantica e do teletransporte, fixamos os
parametros da impureza como & =0, y=0,8 e n = —0, 8, os quais influenciam nos paradmetros
de Heisenberg (J), de anisotropia (A) e de Ising (J1), respectivamente.

Vale lembrar que J = J(14+a), A=A(1+7) e J; = J; (1+17), consequentemente,
teremos J = J, A= 1,8A ¢ fl = 0,2J], portanto, ao fixarmos esses valores de ¢, ¥ e 1, estamos
indicando que nossa impureza consiste na deformacdo mecanica de uma Unica plaqueta situada
na posicao r, de modo que a interacdo Heisenberg (dimero intersticial na posi¢ao r) no eixo z
seja mais forte, ou seja, os spins estdo mais préximos, enquanto que a interacdo Ising (spins

nodal-intersticial) seja mais fraca, ou seja, os spins U,_1 € U+ estdo mais afastados.

Figura 6.2 — Gréfico da densidade de concorréncia C como fungdo de 7/J e A, enquanto os parametros
de impureza sdo fixados ¢ =0, y=0,8 e n = —0,8. Em (a) exibimos a concorréncia C na
auséncia do campo magnético e em (b) expressamos a concorréncia C para h/J = 1.

3 3
¢ (¢
1.0 1.0
2 0.8 0.8
0.6 0.6
Al
0.4 0.4
0 0.2 0 0.2
0 0
(a) (b)
-1 ‘ -1

02 04 06 08 10 12 14 16 02 04 06 08 10 12 14 16
T/] I/

Fonte: Adaptado (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

Primeiramente, na figura 6.2, temos o grifico da densidade de concorréncia C em
funcdo de T /J e A, para valor fixo de J;/J = 1. Nesta figura temos as regides em preto,

branco e cinza indicando, respectivamente, a regido de emaranhamento méximo (C = 1), regido
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sem emaranhamento (C = 0) e regido com diferentes graus de emaranhamento (0 < C < 1),
além disso, a linha continua em amarelo denota o limite de regides emaranhadas para o caso
original. Dessa forma, é notdrio que hd um ganho de regides emaranhadas com a inser¢cdo de
uma impureza, como indica as regides sombreadas abaixo da linha amarela. Além do mais,
tanto na figura 6.2 (a) quanto na figura 6.2 (b) temos uma regido em diversas tonalidades
de cinza, a qual expressa um comportamento difuso para temperaturas elevadas. Na figura
6.2 (a) € mostrado o emaranhamento para campo magnético nulo, esta figura indica que o
emaranhamento é maximo (C = 1) em baixas temperaturas para A pequeno (A = —0,3), por
outro lado, 0 < C < 1 em altas temperaturas para esses mesmos valores de A. Na figura 6.2 (b)
fixamos o campo magnético i/J = 1, esta figura mostra emaranhamento méximo C = 1 para
A 2 0,7 a baixas temperaturas, por outro lado, para A < 0,7 ndo ha emaranhamento em baixas
temperaturas. E interessante observar que, nesse contexto, conforme aumenta-se a temperatura,
subitamente surge um emaranhamento de baixa intensidade até que desaparece novamente em
altas temperaturas (reentrancia). Note, também, que a impureza permite sistemas maximamente
emaranhados para A < 1, enquanto que no caso original tem-se emaranhamento maximo apenas

para A > 1.

Figura 6.3 — Concorréncia C em fungéo de 7'/J com J; /J = 1. Para o modelo Ising-XXZ sem impurezas
(curva sélida), temos ¢ =0, y=0e 1 = 0. Por outro lado, quando consideramos a impureza
em nosso modelo (curva tracejada), fixamos ¢ =0, y=0,8e n = —0,8. (a) A=1,0. (b)

A=1,3.

(a) (b)
=1 A=13
h=0.5J h=02J
h=10J h=08J
h=2.0J h=22J

~<\
\§\ \\\
1 1.2 12 14

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)
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Na figura 6.3 (a), a concorréncia C em fungio da temperatura 7' /J é plotada para A = 1
(modelo isotrépico Ising-XXX no caso original) e vérios valores do campo magnético h/J.
Mostra-se que, para baixas temperaturas (0 < 7'/J < 0, 1) e campos magnéticos fracos (h = 0,5/
e h = 1,0J), o dimero de Heisenberg com impureza é maximamente emaranhado (C = 1), em
contraste com o modelo original em que € parcialmente emaranhado (C = 0,5), portanto, o
comportamento de concorréncia € mais robusto na impureza. Por outro lado, para campo
magnético forte (h = 2,0J) a concorréncia € nula para baixas temperaturas no modelo com
impureza. Contudo, quando a temperatura aumenta, temos um nascimento subito (reentrancia)
do emaranhamento até o valor maximo C ~ 0,22 e, finalmente, desaparece completamente na
temperatura 7 /J ~ 1,12. Deve-se notar, nesse caso, que o modelo original é parcialmente
emaranhado a baixas temperaturas e decai com o aumento da temperatura, em contraste com
o modelo com a impureza, onde o emaranhamento € criado/reforcado com o aumento da
temperatura (0,1 < 7/J < 0,4), além disso, note que a temperatura limiar no caso original
e com impureza é 0,7 < T;;,/J < 0,8 e Ty;,/J ~ 1,12, respectivamente, ou seja, a impureza
nos permite o emaranhamento em temperatura limiar maior. Na figura 6.3 (b), plotamos a
concorréncia C como uma fun¢do da temperatura T /J para o pardmetro anisotrépico A = 1,3 e
vérios valores do campo magnético. Para campo magnético fraco (h = 0,2/ e h =0,8J) e para
a temperatura no intervalo 0 < 7/J < 0,2, o emaranhamento térmico é maximo para ambos
os modelos (com e sem impureza), porém, quando a temperatura aumenta, é possivel observar
uma forte influéncia da impureza, o emaranhamento é mais robusto e a temperatura limiar
aumenta no modelo com impureza atingindo o valor 7;;,/J ~ 1,27, enquanto que no modelo
original 0,82 < 7;;,/J < 0,92. Para campos magnéticos fortes (A = 2,2J), a concorréncia é
nula para ambos os modelos. Entretanto, pode-se observar que, a medida que a temperatura
aumenta, ocorre o fendmeno de reentrancia do emaranhamento e, no modelo com impureza, a
concorréncia atinge o valor maximo C = 0,26, desaparecendo subitamente em 7'/J ~ 1,27.

Cabe ressaltar que a implementacdo da impureza de spin neste modelo é gerado por

processo de deformagdo mecanica, seja tensdo ou compressao, na estrutura da cadeia.
e Norma-l| da Coeréncia

A fim de quantificar a coeréncia quantica em nosso modelo, a norma-/; C;, versus a
temperatura 7' /J é plotada na figura 6.4 para diferentes valores do campo magnético e para
0 parametro anisotrépico A=1e A= 1,3, em (a) e (b), respectivamente. Na figura 6.4 (a),

observamos um aumento dramético na norma-/; C;, para campos magnéticos fracos (h = 0,5/
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Figura 6.4 — A norma-/; da coeréncia C;, em fungdo da temperatura 7'/J para J;/J = 1,0 e diferentes
valores do campo magnético 7. Em (a) A= 1,0 e em (b) A =1,3. Os pardmetros de
impureza sdo definidos como & =0, y=0,8 e n = —0,8. As curvas sélidas e tracejadas
representam o modelo original e com impureza, respectivamente.

1-—‘§ 11
\\\ A=1.0 @
0.5 N\ h=05J
\ \ h=1.0J
h=2.0J

0 02 04 06 08 1 12

TJ

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)
e h = 1,0J), tornando-a maxima (C;, = 1) quando a impureza € incluida no modelo. Por outro
lado, para o caso do campo magnético forte, # = 2,0/, a cadeia diamante com impureza tem um
comportamento singular na coeréncia quintica. Neste caso e para baixas temperaturas (0 <7 <
0,06), a coeréncia quantica € nula e, subitamente, o sistema aumenta a coeréncia, atingindo o
valor méximo C;, ~ 0,25 e diminuindo monotonicamente a medida que 7'/J aumenta. Na figura
6.4 (b), os resultados para C;, indicam que, para baixas temperaturas (0 < 7 < 0,05) e campos
magnéticos fracos (h = 0,2J e h = 0,8J), a coeréncia quantica é maxima (C;, = 1,0) para ambos
os modelos (com e sem a impureza). No entanto, para temperaturas 7 /J 2 0,15, a coeréncia
quantica com a impureza € mais robusta para o caso de campo magnético fraco (h = 0,2/ e
h = 0,8J) em comparacdo com o modelo original. Por outro lado, para campo magnético forte,
h =2,2J, o comportamento da coeréncia quantica € muito semelhante ao da concorréncia, ver
figura 6.3 (b), no inicio, é nulo e logo ocorre um nascimento stbito até atingir o valor C;, ~
0,28, em seguida diminui monotonicamente com o aumento da temperatura. E interessante
notar que tanto a concorréncia quanto a coeréncia quantica ttm o mesmo comportamento em
baixas temperaturas, mas quando a temperatura aumenta, a coeréncia quantica predomina sobre

a concorréncia, ou seja, sobre o entrelacamento quantico (ver figuras 6.3 € 6.4).
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e Temperatura Limiar

Figura 6.5 — A concorréncia C, dependendo do pardmetro de anisotropia e da temperatura limiar, quando
Ji/l=1lea=0,y=0,8en=-0,8 Asregides verde e lilds indicam a regido em
que o sistema estd emaranhado (E), enquanto que a regido em branco representa o sistema
ndo emaranhado (D). Em (a) #/J = 2,0 e A = 1,0 (linha azul tracejada), enquanto em (b)
h/J =2,2 e A= 1,3 (linha verde tracejada).

A A
D
-1 S — -1 N —
002 08112 1.8 002 08112 1.8
S T
J J

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

Também investigamos os efeitos da temperatura no comportamento da concorréncia e
da coeréncia quantica na presenca de um forte campo magnético externo. As figuras 6.3 € 6.4
mostram um comportamento de reentrancia na concorréncia e na coeréncia quantica (norma-/;)
para campos magnéticos fortes (h/J = 2,0 e h/J = 2,2). Na Figura 6.5, exibimos o diagrama
de fases da regido emaranhada (E) e da regido ndo emaranhada (D), em fun¢do do pardmetro
de anisotropia A e da temperatura limiar 7;;,/J para alguns valores do campo magnético & e do
valor fixo J;/J = 1, além disso, definimos os parimetros da impureza como @ =0, y=10,8 e
n = —0,8. Aqui, a temperatura limiar delimita o regime dos spins emaranhados (concorréncia
finita) e dos spins ndo emaranhados (concorréncia nula). A regido emaranhada (E) é o
estado emaranhado na fase ferrimagnética quantica, que foi indicada por "ENQ", enquanto
a regido ndo emaranhada (D) € o estado ferromagnético ndo emaranhado que € indicado por
"UFM", como visto na se¢do 5.2 (ROJAS et al., 2012). Observa-se na figura 6.5 (a), para um
campo magnético forte (h/J = 2,0), o fendmeno de reentrincia do emaranhamento térmico
quando o parametro de anisotropia (A = 1) estd suficientemente préximo, mas, ligeiramente
abaixo do limite do estado fundamental entre o fase "ENQ" e "UFM". Sob essa condigao,

a concorréncia/coeréncia come¢a do zero (ver linha tracejada azul) na fase "UFM" (ndo
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emaranhada), depois transita do estado nao emaranhado para o emaranhado na fase "ENQ", ou
seja, um aumento na temperatura favorece a criacdo de um sistema emaranhado termicamente
(o surgimento repentino de coeréncia quantica) para finalmente retornar a fase "UFM" nao
emaranhada. Na Figura 6.5 (b), exibimos o diagrama de fases para a regido emaranhada e a ndo
emaranhada em fung¢@o do pardmetro de anisotropia (A) e da temperatura limiar 7;;,/J, para um
valor fixo do campo magnético h/J = 2,2 e A = 1,3 (linha tracejada verde). Nesta figura, a
linha tracejada verde mostra a transi¢do que vai da regido ndo emaranhada para a emaranhada e
depois volta para a anterior (D-E-D). Essa transi¢do é possivel apenas devido ao fenomeno de

reentrancia presente no modelo com impureza.

6.4 Teletransporte

Nesta secdo, implementamos o protocolo de teletransporte em um estado misto
emaranhado (BOWEN; BOSE, 2001; PERES, 1996) e investigamos a influéncia da impureza
presente na cadeia Ising-XXZ tipo diamante no teletransporte quéntico. Estudamos o
teletransporte quantico via estados emaranhados de um par de dimeros de Heisenberg impuros
presentes na cadeia Ising-XXZ com estrutura tipo diamante. Consideramos dois qubits em um

estado arbitrrio desconhecido |y;,) como uma entrada, ou seja

|Win) = cos (g) 110) + ¢ sin (g) 01) (6.89)

onde 0 <0 <meO0< ¢ <2m Aqui, 0 descreve o estado arbitrdrio e ¢ é a fase
correspondente desse estado. No formalismo operador densidade p;, = |Win) (Win|, pode ser

escrito explicitamente como

0 0 0 0
0 sin? (& e?®sin (2)cos (&) 0
o e ()cos (9) .
0 e ?sin (%) cos (%) cos? (g) 0
I 0 0 0 0 |

a concorréncia do estado de entrada C;,, conforme a equagdo 5.62, é dada por

Cin =2 | sin (g) cos (g) ' = |sin (6)] (6.91)




79

Figura 6.6 — A representagdo esquemadtica para o teletransporte do estado de entrada p;, através de um
par de dimeros de Heisenberg independentes com impureza (linhas verdes) em uma cadeia
Ising-X X Z tipo diamante. O estado de saida teleportado € indicado por P,y;.

Quantum Channel

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

Quando o estado quantico p;,, representado na figura 6.6, € teleportado através do canal
quantico misto p,;, o estado da réplica de saida p,,, pode ser obtido aplicando uma medi¢do
conjunta e a transformacdo unitdria local ao estado de entrada p;,, conforme a equagdo 4.34

(BOWEN; BOSE, 2001; PERES, 1996; YEO, 2002; ZHANG, 2007)

3 . . . .
Pou = Y, pir;j (6'®07) pin (0’ ® 07) (6.92)
i,j=0
na qual, p; = Tr [E‘pg], onde E' = (6'® 1) E® (6'® 1), em que definimos E® = [¥~) (¥,

2-0Yeo?

além disso, 6° =1, 0! = 0%, o = 0%, lembrando que 6*, 67 e 6° s@o as matrizes
de Pauli definidas na equacio 2.7. Dessa forma, teremos E! = |®~) (®~|, E? = |®1) (d*]| e
E3 = |¥F) (¥*], onde |®F) = Lz 100) £|11) e |P*) = Lz |01) & |10) sdo os estados de Bell
(equagdes 4.8 € 4.9). Aqui consideramos o operador densidade do canal p., = p(T) obtido na
equacao 6.85.

Expandindo o somatério da equagdo 6.92, teremos



Pour =PoPo (G ®GO) Pin (
+pop2 (6° @ 6?) pin (
+p1po (6! @6°) pin
+p1p2 (6! ®67) pin (
+p2po (G ®60) n(
+p2p2 (62 @ 67) pin (
+p3p0 (07 @ 6°) pin
+p3p2 (07 ®67) pin

onde os produtos p;p; sdo

Finalmente, o operador densidade de saida p,,,, € descrito por

-~ 2
popo = (P22 —p23)",

pop3

popP1

P1p1

P1p3

pP3D3

= Pp1P2 = p2D1

= p3P1 = p2P3
-~ 0

= (p22+p23)".

Pour =

G®G

G®G

O'®G

G®G

G®G

G®G

G®G

") (6" @0')pi
) (c°@0”) pi
’) (c'@o')pi
’) (c'@0”)pi
0> ®0°) +pap1 (6*®@0') pi
) (6*@0”) pi
’) (c*@o')pi
?) (0 @0”)pi

~2 ~2
= P3P0 = P22~ P23;
= P1P0 = pop2 = p2po =

c

(x]

0
0
0

+pop1(0°®O

+pip1(0°&®0

+p1p3

+p3p1 (0RO

N = A= 0| =

~ O

*

+pop3 (0RO

G®G

+pap3(0° R0

+p3p3(0°®O

(P11+Pa4) (P22 —P23),

(P11 +54,4)2,

(P11 +P44) (P22+P23)

[x]

0
0
0

8
0 ¢
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(6.93)

(6.94)
(6.95)

(6.96)
(6.97)
(6.98)

(6.99)

(6.100)

(E* € o complexo conjugado do elemento Z) os elementos dessa matriz densidade podem ser

eXpressos por
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¢ =2p22(P1,1+Paa), (6.101)
~ < 0 (6 ~ .0

f=(P1,1+pPag4)"cos ) +4p2281n 5 ) (6.102)

g =4paacos ) + (P1,1 + Paa)”sin 5 ) (6.103)

E=2¢p37 ;sin 6. (6.104)

Usando a equacdo 6.100 na definicdo da concorréncia (equagdo 4.17), obtemos a

concorréncia de saida Cout (Pour ), que € dada por

Cour (ﬁout) = 2max { }5014[2,3} 1/ 50ut|71 -Eoum‘ymo} ) (6.105)

agora, Como Pour, ; = e Pout;;, = Pouty 4 = Cs obtemos

Cout (Pour) = 2max {2]522,3Cm —2|p22||P1,1 + Paal.0}. (6.106)

Mais recentemente, o teletransporte do mesmo estado teletransporta foi estudado no

modelo original, sem impurezas (ROJAS; SOUZA; ROJAS, 2017).
e Fidelidade do Teletransporte

Agora, focamos principalmente em quanto de informacao foi teleportada, ou seja, na
eficiéncia do teletransporte quantico. Para isso, utilizamos a fidelidade entre p;; € Pous, a
qual caracteriza a qualidade do estado teleportado. A fidelidade € definida por (JOZSA, 1994;
SCHUMACHER; NIELSEN, 1996), conforme a equagao 4.35,

F= <lPin| 50ut |\Pin> . (6.107)

Utilizando as equacdes 6.90 e 6.100 esta equacdo 6.107 fica

0 5 S1n 0 5 SIn 0 0
_ - 2 _ = —id ok id 2 _
F = fsin (2)+ue — +E%e — + gcos (2>, (6.108)
1— : ‘o S 1
F = pL=cosb) (Ze® 4 z%e?P) Slge gt +;°SG), (6.109)
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_ . . in 6
F:_g-l- 48 fcos@+(Ee_'q>+E*elq)) = ; (6.110)

2 2 2

4p3 )+ (P11 +Paa)*  4P35— (P11 +Pag)’ =
b P32+ (P1,1+ Paa) n Py~ (P1,1+Pas) C0829+2P2273Sin267 (6.111)

2 2

b 4p3 5+ (P11 +Pag)? N 43, — (P11 +Ps4)?
B 2 2

(1—sin®0) +2p3,sin°0,  (6.112)

(P11 +Paa)® —4p3,

F =4p3, > sin> @ +2p3 3sin” 6, (6.113)
e, finalmente,
Sin2 9 ~ ~ 2 ~ ~ ~2
F=— [(Pl,l +P44)" +4p23 — 4Pz,2] +4p3,. (6.114)

A fidelidade média Fy do teletransporte € dada de acordo com a equacdo 4.36,
1 2 T
FA:—/ dq>/ Fsin0d6 6.115)
4m Jo 0
Substituindo a equagdo 6.114 nesta equacdo 6.115, pode-se obter a expressdo analitica

para Fy. Explicitamente temos

1 /2= T (sin®O [ ~ ~ ~ ~ .
. / b / (P11 +Paa)’ +4p23 — 4p20| +4p2, psin0d6,  (6.116)
4w Jo 0 2

1 [(51,1 Paa)’ +4Prs— 45272]
=3 2

/4 T
/sin29smed9+45§2/ §in0do S, (6.117)
0 =Jo

1 [(51,1 +Paa)’ +4Prs— 45272]

Fy= -
479 2

T
| (1=co?6)sinbas +853, 5. (6.118)
0 )
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utilizando o método de substituicao de varidveis, em que u = cos 8, logo, du = —sin0d0 e

1 [(51,1 +Paa)’ +4P23 —45272] -1 ) o
Fa=34— 5 / (1—u”)du+38p5, ¢, (6.119)
1

1 [(51,1+5474)2+45273—452,2} Bl
54— ) {u—?] ‘1 +8p2, ¢, (6.120)

)=

112 [(51’1 + 5474)2 + 452,3 - 452,2} —
Fy = 3 3 +8p32 ¢ (6.121)

e, finalmente,

Fy=~ (P11 +Pas)’ +4p23 — 452,2] +4p3 5. (6.122)

W —

Figura 6.7 — A densidade da fidelidade média F4 em funcdo de A e T/J. Em (a) h/J =0 e em (b)
h/J = 1,0. Nestas figuras, a curva sélida amarela é o contorno de F4 = 2/3 no modelo
com impureza e a branca correspondente ao modelo sem impureza. As regides preta e
branca correspondem a F4 = 1 e F4 = 0, respectivamente, e as regides cinza indicam uma
fidelidade média 0 < Fy < 1.
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Fonte: Adaptado (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

(2)

A fidelidade média depende dos parametros do canal quantico. Para transmitir o
estado de entrada |¥;,) com melhor fidelidade do que qualquer protocolo de comunicagido

classico, F4 deve ser maior que 2/3 (HARDY; SONG, 2001b; HARDY; SONG, 2001a).
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Levamos em consideragao os efeitos da impureza na fidelidade do teletransporte de informagao
e comparamos com o indicado no modelo original (ROJAS; SOUZA; ROJAS, 2017). Na
figura 6.7, ilustramos a densidade da F4 em fungdo de 7'/J e A, para os dois valores fixos do
campo magnético h/J =0e h/J = 1,0. A regido preta corresponde a fidelidade média maxima
F4 = 1, enquanto a branca corresponde a Fy = 0. Além disso, as curvas branca e amarela
indicam o limite em que teremos sucesso do teletransporte no caso original e com impureza,
respectivamente, de modo que a regido cercada pela curva branca indica onde o teletransporte
quéntico terd sucesso (F4 > 2/3), enquanto que abaixo dessas curvas o teletransporte quintico
falha (F4 < 2/3) em ser observado no caso original, andlise idéntica quanto a regido cercada
pela linha amarela (com impureza), ou seja, acima da linha amarela teremos sucesso do
teletransporte, enquanto que abaixo desta linha o teletransporte ndo é bem sucedido. Na figura
6.7 (a), é representado o gréfico de densidade de F4 em relacdo a A e T/J, para o campo
magnético nulo. Como pode ser observado, ha uma ampla regido onde o teletransporte de
informacdes é bem sucedido além da regido permitida (curva limitada em branco) no caso
com impureza. Isso significa que a introdugdo da impureza permite uma eficiéncia aprimorada
para o teletransporte quantico. Observa-se, também, que o teletransporte quantico do modelo
isotropico (A = 1) € possivel apenas em 7 = 0, enquanto na presenca de impureza € possivel
para T > 0. Na figura 6.7 (b), temos o grifico de densidade F4 em fungdo de A e T/J, agora
para o campo magnético 1/J = 1,0. Nele, também observamos um aumento na eficiéncia do
teletransporte (fidelidade média) devido a impureza inserida, evidenciado pela regido entre a
curva em branco e a curva em amarelo.

Além disso, para entender os efeitos do campo magnético 4 e do parametro anisotropia
A na fidelidade média, na figura 6.8 plotamos F4 como uma fun¢io da temperatura 7 /J nas
condi¢des A =2,0 e h/J = 0, onde a linha tracejada horizontal denota F4 = 2/3. Na figura
6.8 (a), definimos o pardmetro anisotrépico como A = 2,0 e adotamos valores distintos de
campo magnético. A partir disso, € facil ver que a fidelidade média aumenta para campos
magnéticos fracos (h = 0,0 e 7 = 1,0J/) em relacdo ao modelo original, mesmo que nio haja
diferenga a baixas temperaturas (0 < 7' /J < 0, 1). Para campos magnéticos mais intensos (h/J =
2.45) pode observar-se que a impureza nao influencia no teletransporte de informacdo. Na
Figura 6.8 (b), fixamos & = 0,0 e alteramos os valores do pardmetro de anisotropia A, notamos
que para A = 0,5 ou A = 1,0, a fidelidade média F4 permanece abaixo de 2/3 para o modelo

original, impossibilitando o teletransporte de informagao. No entanto, quando consideramos a
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Figura 6.8 — A fidelidade média do teletransporte é plotada em rela¢@o a temperatura 7' /J. Consideramos
o=0vy=08 n=-08¢e¢J;/J=10. Em (a) A=2,0e em (b) h/J =0. A
linha tracejada horizontal indica fidelidade média constante Fy = 2/3. As demais linhas
tracejadas representam o modelo com impureza e as linhas solidas representam o modelo
original.
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Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

inclusdo da impureza, temos um aumento drastico em tal quantidade, e, a baixas temperaturas
(0 <T <£0,13), atingem seu maximo e logo depois diminui monotonicamente assim que a
temperatura aumenta. Considerando a anisotropia elevada (A = 3,0), a fidelidade média € a
mesma em ambos os modelos em baixas temperaturas (0 < 7" < 0,13), mas, aumentando-se a
temperatura, observamos uma clara vantagem do modelo com impureza sobre o caso original.
Esses resultados mostram que podemos obter um aprimoramento significativo da fidelidade pela
inclusdo de impurezas na estrutura do modelo. Finalmente, na Figura 6.8 (b), a fidelidade média
exibe um intrigante decaimento ndo monotonico na dependéncia da temperatura para A = 0,5
na regido de comunicacao cléssica (linha continua vermelha).

Para entender esse comportamento da fidelidade média, reescrevemos a equacdo 6.122

como Fy = f,+ f., onde

O .
fo =3 |(Pra+Pas)’ +8P22] (6.123)

4
fo= 3P (6.124)
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Figura 6.9 — A fidelidade média do teletransporte Fy, f,, f. em fungdo da temperatura 7' /J para o modelo
original (@ =0,y=0,1=0)com J;/J =1,0,h=0e A=0,5. A linha tracejada vertical
magenta indica o minimo da fidelidade e a linha tracejada vertical marrom vertical indica o
minimo do termo f,.

0.3

Fonte: (FREITAS; FILGUEIRAS; ROJAS, 2019)

O termo f}, € uma fungio dos elementos da populagdo do operador densidade, enquanto
o termo f. € uma func@o da coeréncia quantica. Na figura 6.9, observamos o termo f, decai
para o minimo em 7'/J ~ 0, 18, enquanto f ¢ inicialmente nulo para 7 = 0 até T ~ 0.05, entdo
a coeréncia quantica f. aumenta a uma taxa maior que o decaimento do termo f,. Dessa forma,
a fidelidade média atinge o minimo em 7 ~ 0, 14, em seguida aumenta até atingir 0 maximo
e depois diminui monotonicamente. As curvas da fidelidade média mostram comportamento

semelhante em 0 < A < 1.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Em resumo, investigamos os efeitos da inclusao de uma tnica plaqueta impura na cadeia
de spin-1/2 Ising-XXZ com estrutura tipo diamante. Essa impureza consiste na deformacado
mecanica dessa plaqueta, de modo que os dimeros de Heisenberg (intersticiais) estejam mais
proximos e os spins de Ising estdo mais afastados em comparagdo com as demais plaquetas da
cadeia, o que ficou evidente ao fixarmos os parametros & =0, Y= 0,8 e n = —0,8, de modo
que os parametros da impureza ficaram na forma J=J, A= 1,8A e Ji = 0,2J; em que J, A
e J; denotam, respectivamente, a interagdo tipo Heisenberg (spins intersticiais), a anisotropia
e interacdo tipo Ising (spins nodais-intersticiais). A concorréncia quantica e a norma-/; da
coeréncia sdo escolhidas como quantificadores do emaranhamento e da coeréncia quantica,
respectivamente, e sdo obtidas por meio do operador densidade de um sistema em banho térmico
através do método da matriz de transferéncia.

Descobrimos que a cadeia Ising-XXZ tipo diamante com uma impureza incorporada
pdde induzir um aumento significativo no emaranhamento quantico e na coeréncia quantica.
Verificamos que a concorréncia € mais robusta para campos magnéticos fracos ou fortes, sendo
que para campos magnéticos intensos, observamos o nascimento subito do emaranhamento.
Comportamento similar apresentada na coeréncia quantica.

Também discutimos o teletransporte de dois qubits de um estado arbitrario através
de um par de canais quanticos compostos por dimeros de Heisenberg impuros em uma
cadeia infinita com interacdo Ising-XXZ e estrutura tipo diamante. Observamos como o
teletransporte de informagdes é bem-sucedido além da regido permitida pelo caso livre de
impurezas. Assim, mostramos que a fidelidade média do teletransporte poderia ser aprimorada
para alguns parametros adequados de impureza. A influéncia da impureza é mais evidente na
fidelidade média quando consideramos campo magnético nulo. Vimos que € possivel teleportar
informacdes em uma ampla variedade de modelos anisotrépicos. Isso € impossivel no modelo
original.

Portanto, afirmamos que através da inser¢do de uma tnica impureza na cadeia
de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante pode ser alcancado um aprimoramento considerdvel
do emaranhamento, da coeréncia quantica e do teletransporte quantico. Pois, ajustando
mecanicamente os parametros de impureza, podemos obter um emaranhamento mais robusto

(bem como a coeréncia) e fidelidade média (eficiéncia do teletransporte) aprimorada. Isso
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pode ser usado localmente para controlar os recursos quanticos e o teletransporte quantico das
informacdes, diferentemente do modelo original onde € feito globalmente.

Além disso, nossos resultados langcam algumas luzes sobre o controle local do
emaranhamento térmico, coeréncia quantica e teletransporte quantico, manipulando os

parametros das impurezas inseridas na cadeia.

7.1 Perspectivas

Como mencionado ao longo deste trabalho, a impureza sobre a qual tratamos aqui
consiste em uma deformac¢ao mecanica (estrutural). Como perspectivas, pretendemos investigar
os efeitos de uma impureza magnética na cadeia de spin-1/2 Ising-XXZ tipo diamante e
compara-lo com o modelo original e com o modelo com uma impureza estrutural apresentados
neste trabalho. A impureza magnética a ser implementada serd a mudanca do campo magnético
externo em um unico dimero de Heisenberg, de modo que este campo magnético externo sera
diferente do campo aplicado nos demais spins pertencentes a cadeia. Além disso, pretendemos
estudar o comportamento dessas cadeias em contato com 0 meio ambiente (sistemas quanticos

abertos).
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