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RESUMO

Estudamos as propriedades magnetoelásticas de uma cadeia de diamante Ising-Heisenberg
com spin-1

2 , cuja célula unitária elementar consiste de dois spins Heisenberg decorados e um
spin Ising nodal. É assumido que os átomos dos spins Heisenberg decorados vibram harmo-
nicamente, perpendicular ao eixo da cadeia, enquanto os átomos nodais envolvendo os spins
Ising, são rígidos e ignorados quando a cadeia vibra. O efeito do acoplamento magnetoelástico
no estado fundamental e nas propriedades de temperatura finita é particularmente investigado
nas vizinhanças do ponto triplo, dependendo da constante de rigidez da mola atribuída à inte-
ração tipo Heisenberg. A natureza magnetoelástica dos dímeros Heisenberg é refletida através
de um platô não nulo da entropia emergente em uma região de baixas temperaturas, enquanto
o calor específico exibe um pico anômalo ligeiramente abaixo da região de temperatura cor-
respondente ao platô da entropia. A magnetização também exibe um platô na mesma região
de temperatura com um valor quase saturado, antes de gradualmente tender a zero quando a
temperatura aumenta. A suscetibilidade magnética exibe na região do platô uma dependên-
cia inversa da temperatura, que falha levemente acima desse platô, enquanto para temperaturas
suficientemente altas uma dependência inversa da temperatura é novamente recuperada.

Palavras-chave: Modelo Ising-Heisenberg. Propriedades magnetoelásticas. Ponto triplo.



ABSTRACT

We study magnetoelastic properties of a spin-1/2 Ising-Heisenberg diamond chain, whose
elementary unit cell consist from two decorating Heisenberg spins and one nodal Ising spin. It is
assumed that each couple of the decorating atoms including the Heisenberg spins harmonically
vibrates perpendicularly to the chain axis, while the nodal atoms involving the Ising spins are
placed at rigid positions when ignoring their lattice vibrations. An effect of the magnetoelastic
coupling on a ground state and finite-temperature properties is particularly investigated close to
a triple coexistence point depending on a spring-stiffness constant ascribed to the Heisenberg
interaction. The magnetoelastic nature of the Heisenberg dimers is reflected through a non-null
plateau of the entropy emergent in a low-temperature region, whereas the specific heat displays
an anomalous peak slightly below the temperature region corresponding to the entropy plateau.
The magnetization also exhibits a plateau in the same temperature region at almost saturated
value before it gradually tends to zero upon increasing of temperature. The magnetic suscepti-
bility displays within the plateau region an inverse temperature dependence, which fails slightly
above this plateau, whereas an inverse temperature dependence is repeatedly recovered at high
enough temperatures.

Keywords: Ising-Heisenberg Model. Magnetoelastic properties. Triple point.
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1 INTRODUÇÃO

O magnetismo é um fenômeno que fascina o ser humano desde sua descoberta na An-

tiguidade Grega, embora haja relatos anteriores na China (TONIDANDEL; ARAÚJO; BOA-

VENTURA, 2018). Diz-se que um pastor na região da Magnésia - vem daí o nome atual do

minério magnetita - observou que havia um tipo de pedra que atraía outras do mesmo tipo e

alguns metais. Desde então a curiosidade que este fenômeno gera possibilitou muitos avanços

científicos, e os materiais magnéticos desenvolvidos movem um mercado bilionário. Porém,

entre a descoberta da magnetita até as aplicações do magnetismo gerarem bilhões houve um

longo percurso. A primeira aplicação conhecida é a bússola, embora muito antes tivesse sido

inventado na China um aparelho semelhante em forma de colher (COEY, 2010).

Muitas pessoas tentaram explicar o magnetismo, e por muito tempo não houve qualquer

explicação que poderia ser considerada "científica". Foi apenas no séc. XIX, por meio de cien-

tistas como Ampère, Faraday, Oersted, Curie, etc. que começou-se a entender este fenômeno.

No ano de 1873, Maxwell, em seu "Treatise on eletricity and magnetism", sintetizou as quatro

equações do eletromagnetismo (MAXWELL, 1873).

Já no século XX com o surgimento da teoria quântica e o interesse pelo mundo su-

batômico, possibilitaram o melhor entendimento do magnetismo.Nesse mesmo período houve

a proposição dos primeiros modelos magnéticos, destacando-se os de Ising e Heisenberg, que

estudamos nesse trabalho (COEY, 2010).

Há alguns anos o magnetismo em sistemas de baixa dimensionalidade vem se desta-

cando, em parte devido aos materiais que vem surgindo desde então, com várias aplicações

tecnológicas, que são usados para fabricar transistores, transmitir dados etc. e também por ser

relativamente menos complicado encontrar as soluções analíticas (BAXTER, 2016).

As vibrações atômicas dos materiais cristalinos podem influenciar o ordenamento mag-

nético e vice-versa. A aplicação de um campo magnético externo pode induzir deformações nas

redes através das interações magnetoelásticas e consequentemente as propriedades magneto-

termodinâmicas e materiais ferromagnéticos também poderão ser alteradas (HENRIQUES; SA-

LINAS, 1987; MASSIMINO; DIEP, 2000; BOUBCHEUR; MASSIMINO; DIEP, 2001). Um

estudo termodinâmico rigoroso dos cristais magnéticos envolvendo suas propriedades magnéti-

cas, vibracionais e elásticas ainda permanece um problema desafiador de interesse da pesquisa

atual devido a dificuldades computacionais decorrentes de um acoplamento mútuo dos graus de

liberdade da parte magnética e da rede, através da interação magnetoelástica.
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As mudanças magnetoelásticas são tipicamente muito pequenas, a taxa de deformação

é, por exemplo, de ordem entre 10−5 e 10−4 para ligas a base de Fe−, Ni- e Co−, embora

alguns materiais específicos, como Tb0.3Dy0.7Fe1.9 pode exibir grandes alterações magnetoe-

lásticas com medidas de taxa de deformação de 10−3 (ARMSTRONG, 1997). Um novo tipo de

magnetostrição foi encontrado nos materiais posteriormente chamadas de ligas ferromagnéticas

com memória de forma, como Ni2MnGa (TICKLE et al., 1999).

O efeito do acoplamento magnetoelástico foi previamente investigado em uma classe

de modelos Ising mistos de spin-(1/2,S) em redes planares decoradas (STREČKA; ROJAS;

SOUZA, 2012; STREČKA et al., 2019). Os graus de liberdade magnéticos e da rede foram,

neste caso particular, foram desacoplando através da transformação canônica local (ENTING,

1973), a qual deu origem a uma interação efetiva de primeiros vizinhos para o caso de spin

S = 1/2 (STREČKA; ROJAS; SOUZA, 2012) ou a uma interação efetiva de três sítios com

quatro spins mais uma anisotropia uniaxial de um único íon para o caso de spin S > 1/2

(STREČKA et al., 2019). Tem sido evidenciado que o acoplamento magnetoelástico impõe

uma frustração de spin notável nos átomos de decoração, o que tem sido amplamente analisado

em redes de Ising de spins mistos com a interação de três sítios com quatro spins em redes

decoradas planares (JAŠČUR et al., 2016; ŠTUBŇA; JAŠČUR, 2017) com a ajuda de mape-

amentos (transformações) exatas (FISHER, 1959; ESSAM; DOMB; GREEN, 1972; ROJAS;

VALVERDE; SOUZA, 2009; STREČKA, 2010; ROJAS; SOUZA, 2011).

Por outro lado, o comportamento magnético das redes unidimensionais chamou atenção

devido a influência da compressibilidade da rede. No início dos anos sessenta, Mattis e Schultz

(MATTIS; SCHULTZ, 1963) apresentaram uma solução exata para o modelo de Ising compres-

sível com condição de contorno livre e concluíram que não há efeito devido ao acoplamento

spin-rede. Posteriormente Enting (ENTING, 1973) considerou a condição de contorno perió-

dica e verificou que a Hamiltoniana efetiva do spin é equivalente a uma cadeia Ising rígida com

interações de primeiro e segundo vizinhos. Salinas (SALINAS, 1973) obteve a energia livre

da cadeia Ising compressível sujeita a forças fixas por uma transformação padrão de Legendre,

que a relaciona à energia livre da cadeia Ising compressível confinada em um comprimento

fixo. No início dos anos 80, Kneževič e Miloševič (KNEZEVIC; MILOSEVIC, 1980) conside-

raram a cadeia Ising compressível com valores de spin mais altos S = 1 e S = 3/2, que podem

ser mapeados para uma Hamiltoniana efetiva de spin rígido, com uma interação biquadrática

adicional.
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Mais recentemente, vários aspectos das cadeias de spins compressíveis foram investiga-

dos, como por exemplo, o efeito de dois campos independentes na cadeia Ising compressível

(LEMOS et al., 2019), propriedades termodinâmicas do modelo de Ising, levando em consi-

deração os graus de liberdade elástico e vibracional (BALCERZAK; SZAŁOWSKI, 2020) e

as propriedades magnetocalóricas da cadeia Ising (QI et al., 2016). A contribuição seminal

neste campo de estudo foi feita por Derzhko e colaboradores ao resolver rigorosamente um

conjunto de quatro modelos de cadeias de spin deformáveis (DERZHKO; STREČKA; GÁLI-

SOVÁ, 2013). Entre outros assuntos, Derzhko et al. provaram que a compressibilidade (inversa)

da cadeia Ising em um campo longitudinal e a cadeia XX quântica em um campo transversal

mostra um salto repentino na transição de fase quântica acionada por campo, enquanto diminui

gradualmente perto de pontos críticos quânticos da cadeia Ising em um campo transverso e a

cadeia Ising-Heisenberg (DERZHKO; STREČKA; GÁLISOVÁ, 2013).

Ultimamente, diferentes versões das cadeias diamante Ising-Heisenberg têm proporcio-

nado um playground útil, cheio de características intrigantes e descobertas inesperadas, como

por exemplo a existência de platôs de magnetização intermediários (LISNYI; STREČKA, 2016;

ANANIKIAN; STREČKA; HOVHANNISYAN, 2014), expoente e superestabilidade de Lya-

punov (ANANIKIAN; HOVHANNISYAN, 2013), não conservação da magnetização e estados

fundamentais gelo e fogo (TORRICO; OHANYAN; ROJAS, 2018), efeito magnetocalórico pro-

nunciado (GÁLISOVÁ, 2013), comportamento pseudo-crítico imitando uma transição de fase

(SOUZA; ROJAS, 2018; GÁLISOVÁ; STREČKA, 2015; TORRICO et al., 2016; CARVALHO,

2018) ou a pseudo-universalidade (ROJAS et al., 2019). Mais importante ainda, Derzhko e co-

laboradores (DERZHKO et al., 2015) evidenciaram de forma convincente que a solução exata

para a cadeia de diamante de Ising-Heisenberg pode ser usada como um ponto de partida útil

para o tratamento perturbativo do modelo homólogo completo de Heisenberg. Foi demonstrado

que esse tipo de teoria da perturbação de muitos corpos pode até trazer informações sobre esta-

dos quânticos exóticos, como um líquido quântico de spin não capturado pelo modelo original

de Ising-Heisenberg (DERZHKO et al., 2015).

Além disso, o efeito magnetoelástico tem sido muito utilizado na construção de sensores,

com as mais diversas aplicações, que incluem desde detecção de doenças a caracterização de

materiais (ROMBALDI, 2019), (TORMES et al., ), (FELIZARI, 2016).
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Tendo tudo isso em vista, com este trabalho, objetiva-se estudar o magnetismo e os

diversos efeitos gerados na associação das partes mecânica e a magnética na rede tipo diamante

de spin 1/2 Ising-Heisenberg XXZ.

Esta dissertação está organizado da seguinte maneira. Os Capítulos 2 a 4 temos um

referencial teórico, abordando pequenas oscilações, magnetismo, o modelo de Ising e a matriz

transferência, e o modelo de Heisenberg. No Capítulo 5 temos os resultados originais da disser-

tação. A Seção 5.1 é dedicada a uma definição e solução da cadeia diamante Ising-Heisenberg

spin-1/2 com o caráter vibratório dos dímeros Heisenberg. O diagrama de fases do estado

fundamental em função da rigidez da mola, constante magnetoelástica e estrutura geométrica

são exploradas na Seção 5.2. Na Seção 5.3 apresentamos a termodinâmica do modelo, onde a

magnetização, a entropia e o calor específico são analisados em detalhes. Finalmente, nossas

conclusões são relatadas no Capítulo 6.
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2 PEQUENAS OSCILAÇÕES

Movimentos oscilatórios estão presentes em diversos fenômenos e situações do cotidi-

ano. Para citar alguns temos os pêndulos, as cordas de instrumentos musicais, circuitos com

corrente elétrica alternada, etc. (NUSSENZVEIG, 2018). O oscilador harmônico é um dos

problemas mais importantes da física (WATARI, 2004), visto que com ele é possível modelar

diversas situações de forma aproximada. Um desses casos, que é de especial interesse nesse

trabalho, é o estudo de moléculas. Uma boa forma de obter uma medida da agitação térmica

ou da energia cinética média dos átomos e moléculas é a temperatura absoluta. Temperatura

termodinâmica é um outro nome dado a temperatura absoluta, o conceito consiste em medir a

temperatura em uma escala que comece em zero, a escala absoluta mais conhecida é a Kelvin

(K). Próximo ao zero absoluto (T = 0K) o movimento térmico arrefece e os átomos estão em

seu menor estado de energia, ou seja, quanto menor a temperatura, menor é o grau de agitação

(BLUNDELL; BLUNDELL, 2009).

Neste trabalho consideramos temperaturas muito baixas, próximas ao zero absoluto.

Dessa forma, podemos considerar as vibrações, mencionadas no Capítulo 1, como pequenas

oscilações. Em sistemas conservativos, ao deslocá-lo ligeiramente da sua posição de equilíbrio

estável, ele experimenta oscilações. O que ocasiona a oscilação são as forças restauradoras.

O trabalho dessas forças pode ser positivo, quando transformam energia potencial em energia

cinética, ou negativo, ao transformar energia cinética de volta em energia potencial. Quando

o sistema não está muito longe do equilíbrio, existe uma relação de proporcionalidade entre o

deslocamento x e a força restauradora F (F = −kx). Este é o chamado oscilador harmônico

simples. No caso unidimensional, se a energia potencial passa por um mínimo num certo ponto

x0, Figura 2.1, esse ponto x0 é um ponto de equilíbrio da partícula e se a energia da partícula for

um pouco maior que a energia potencial no ponto de equilíbrio x0, então a partícula executará

pequenas oscilações em torno da posição de equilíbrio.
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Figura 2.1 – Esquematização de ponto de equilíbrio.

Fonte: Autora (2020).

Sistema massa-mola

O modelo da Figura 2.2 pode representar uma molécula diatômica. Também é uma boa

representação de uma célula da cadeia com que trabalhamos. Consideremos que as massas

m1 e m2 representam as partículas com spins tipo Heisenberg, que são livres para se mover,

as paredes representam partículas com spins tipo Ising que são rígidos, e, por fim, as molas

representam as ligações entre eles.

Figura 2.2 – Oscilador harmônico com duas massas iguais e constantes de mola também iguais. Esse
sistema pode ser visto como uma aproximação de uma célula unitária da cadeia trabalhada.

Fonte: Autora (2020).
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O Hamiltoniano H representa a energia do sistema, sendo construído a partir da soma

da energia cinética e da energia potencial, nesse caso temos energia potencial elástica, portanto

o Hamiltoniano desse sistema é dado por

H =
p1

2

2m1
+

p2
2

2m2
+

1
2
(k+ k1)x1

2 +
1
2
(k+ k2)x2

2− kx1x2, (2.1)

os termos cruzados representam a interação do sistema, e se essa interação for desligada, ou

seja, se fizermos k = 0, o Hamiltoniano será o mesmo de dois osciladores independentes. A

partir do Hamiltoniano podemos obter as equações de movimento,

∂H

∂x1
=−ṗ1 =−m1ẍ1 = (k+ k1)x1− kx2, (2.2)

∂H

∂x2
=−ṗ2 =−m2ẍ2 = (k+ k2)x2− kx1, (2.3)

onde H é o Hamiltoniano (2.1), p1, p2, ṗ1 e ṗ2 são os momentos das partículas 1 e 2 e suas

derivadas, x1, x2, ẋ1 e ẋ2 são seus deslocamentos e suas derivadas, k, k1 e k2 são as constantes

das molas.

Reescrevendo as equações (2.2) e (2.3) na forma matricial:

 ẍ1

ẍ2

=−

 (k+k1)
m1

−k
m1

−k
m2

(k+k2)
m2

 x1

x2

 . (2.4)

De forma simplificada:

R̈ =−ÃR, (2.5)

onde Ã =

 (k+k1)
m1

−k
m1

−k
m2

(k+k2)
m2

, R e R̈ são as matrizes coluna

 x1

x2

 e

 ẍ1

ẍ2

, respectiva-

mente.
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A equação (2.5) tem a mesma forma de um oscilador harmônico simples, F = −kx.

Portanto, tem soluções do tipo:

x = Asin(ωt)+Bcos(ωt), (2.6)

R = Xeiωt , (2.7)

em que A e B são coeficientes. Ao substituirmos (2.7) em (2.5), temos

Xω
2 = ÃX . (2.8)

Esta é uma equação de autovalores, sendo assim pode-se usar

det | Ã−1ω
2 |= 0, (2.9)

de onde segue

∣∣∣∣∣∣
(k+k1)

m1
−ω2 −k

m1

−k
m2

(k+k2)
m2
−ω2

∣∣∣∣∣∣= 0.

Supondo que as massas são iguais m1 = m2 = m, e também que as constantes das molas

sejam iguais k1 = k2 = k, temos que

∣∣∣∣∣∣
(2k)

m −ω2 −k
m

−k
m

(2k)
m −ω2

∣∣∣∣∣∣= 0.

Calculando este determinante, encontra-se as quatro raízes:

ω1 =±
√

3k
m
, (2.10)

ω2 =±
√

k
m
. (2.11)

Como a equação de autovalores (2.8) só depende de ω2 e não de ω , apenas duas raí-

zes são fisicamente distinguíveis. Substituindo ω1 na equação (2.8) para encontrar o primeiro

autovetor, temos
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 2k
m −ω2 −k

m ,

−k
m

2k
m −ω2.

 x1

x2

=

(√
3k
m

)2
 x1

x2

 . (2.12)

Resolvendo (2.12), encontramos

X1 =

 1

−1

 , (2.13)

substituindo ω2 na equação (2.8) encontra-se o segundo autovetor:

X2 =

 1

1

 . (2.14)

A primeira solução apresenta as duas massas oscilando com uma defasagem π e frequên-

cia ω1 =

√
3k
m

. Enquanto que a segunda solução tem uma defasagem 0 e frequência ω2 =

√
k
m

.

Estes são os chamados modos normais de vibração do sistema em que ω1 e ω2 são as

frequências do sistema. Esses modos são linearmente independentes e qualquer movimento de

m1 e m2 pode ser descrito por uma superposição destes modos normais. E quando o sistema se

move em um destes modos ele se comporta como um oscilador simples.

Um sistema com N graus de liberdade possui, no máximo, N modos normais de vibra-

ção; no caso duas partículas, dois modos normais de vibração.
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3 MAGNETISMO

Como citado no Capítulo 1, o magnetismo atrai atenção há milênios. Durante muito

tempo questionou-se como tal fenômeno ocorreria. Hoje sabemos que as propriedades magné-

ticas dos materiais têm sua origem na estrutura eletrônica dos átomos. Com o desenvolvimento

do estudo da estrutura do átomo e descoberta das partículas foi possível determinar que o elé-

tron é a entidade responsável pelo magnetismo das partículas elementares. O elétron ao entrar

em movimento dá origem ao momento magnético ou momento de dipolo, e torna-se um pe-

queno magneto. Sendo assim, todo material tem o magnetismo como uma propriedade básica,

ou seja, toda substância em qualquer estado da matéria, sólido, líquido ou gasoso, em qual-

quer temperatura, possui alguma característica magnética, já que esta é relacionada à carga

elétrica em movimento. Podemos considerar que são, do ponto de vista clássico, basicamente

dois movimentos, relacionados aos elétrons, que possibilitam explanar a origem dos momentos

magnéticos: o momento angular orbital do elétron, e o momento angular do “spin” do elétron.

Quando uma camada eletrônica está completa, a soma de seus momentos magnéticos é

igual a zero, dessa forma, apenas camadas incompletas contribuem para a magnetização (LO-

PES, 2017), o que pode ser observado na Figura 3.3. O magnetismo é muito estudado por

grupos teóricos e experimentais nas mais diversas abordagens, visando maior entendimento

do fenômeno e também suas aplicações que gera uma movimentação de grande quantidade de

dinheiro todos os anos. Quanto a possibilidade ou o tipo de aplicação tecnológica que um mate-

rial magnético pode ter depende diretamente da resposta que esse material dá quando um campo

magnético é aplicado (3.7). Neste Capítulo serão abordados conceitos básicos concernentes à

magnetização dos materiais.

3.1 Momento Magnético Orbital

O momento magnético orbital está relacionado ao movimento translacional do elétron

em torno do núcleo, como pode ser visto na Figura 3.1. Tal movimento provoca o surgimento de

uma corrente elétrica, que dá origem a um campo magnético de direção perpendicular ao mo-

vimento do elétron. O campo originado é o mesmo do dipolo magnético (FERREIRA, 2018).

Para que haja um momento magnético não nulo, os momentos dependem que a camada eletrô-

nica esteja incompleta (BLUNDELL, 2003).
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Figura 3.1 – Movimento do elétron ao redor do núcleo.

Fonte: Autora (2020)

O momento magnético orbital de um átomo é dado pela soma dos momentos angulares

orbitais de todos os seus elétrons, ou seja, através dessa soma podemos obter as propriedades

magnéticas macroscópicas de um determinado material:

~µl = ∑
1

~L. (3.1)

Um elétron de momento angular orbital~L tem um momento magnético ~µ associado:

~µl =−
e

2me
~L, (3.2)

onde ~µl é o momento magnético orbital, me é a massa do elétron, e é o módulo da carga do

elétron,~L é o momento angular orbital. Tem-se que ~µl e~L são proporcionais mas em sentidos

opostos. Sabemos, pela teoria quântica, que a componente orbital do momento angular do

elétron em uma determinada direção é quantizada em termos de n}, com n = 1,2,3, .... Se

escolhermos uma direção, por exemplo z, o menor valor de~L associado à esta direção é Lz = }

(BLUNDELL, 2003). O menor valor do módulo de ~µl é definido a partir deste resultado, é o

chamado magneton de Bohr. Ele é dado por

µB =
e}

2me
, (3.3)

em outras palavras o magneton de Bohr é o quantum de momento magnético para o elétron e

seu valor é µB = 9,27x10−24A.m2.
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A equação (3.2) pode ser reescrita em função do fator g de Landé, ou fator giromagné-

tico, da forma

~µl = g~L, (3.4)

onde, para o elétron, g = 2,0023.

Um fator g é uma quantidade adimensional ligada ao momento magnético e ao mo-

mento angular de um átomo ou partícula, estabelece uma proporcionalidade entre o momento

magnético observado de uma dada partícula com o seu número quântico de momento angular e

também uma unidade de momento magnético, para garantir a adimensionalidade, no caso usa-

mos o magneton de Bohr. O fator de Landé é um exemplo, é chamado assim em homenagem a

Alfred Landé, o primeiro a descrevê-lo no ano de 1921.

3.2 Momento Magnético de Spin

Esta grandeza está associada a partículas elementares, como por exemplo o elétron, que

possuem spin ou momento angular intrínseco veja a Figura 3.2. É uma propriedade intrínseca

e exclusivamente quântica, sem nenhum análogo clássico.Em termos do magneton de Bohr,

citado na seção 3.1, podemos escrever que o momento magnético de spin é ±µB.

Figura 3.2 – Momento angular intrínseco do elétron.

Fonte: Autora (2020)

Ao aplicar-se um campo magnético podemos obter duas respostas, usualmente up e

down, indicando as duas orientações distintas. Este resultado foi obtido inicialmente por Otto

Stern e Walther Gerlach, quando chegaram a importante constatação de que o momento angular

de um átomo é quantizado (GERLACH; STERN, 1922). O momento magnético de spin é dado

por
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~µs =−
e

2me
~S, (3.5)

onde podemos ver que ~µs e~S são proporcionais mas em sentido oposto.

As componentes do operador ~Sα podem ser escritas em termos de Sα = }
2 ~σα , em que:

σx =

 0 1

1 0

 ;σy =

 0 −i

i 0

 ;σz =

 1 0

0 −1

 . (3.6)

Estas são as chamadas matrizes de Pauli. Em mecânica quântica cada uma das três

matrizes de Pauli está ligada a um operador de momento angular, que por sua vez corresponde

a um observável que descreve o spin de uma dada partícula com spin 1
2 em todas as direções do

espaço tridimensional.

3.3 Momento Magnético Atômico

O momento magnético atômico, momento magnético total ou acoplamento spin-órbita

de um sistema é a soma entre o momento orbital e o momento intrínseco dos elétrons, visto que

estes são os principais responsáveis pelo magnetismo dos átomos (GRIFFITHS, 2005). Assim

podemos escrevê-lo da forma

~µ = ~µl + ~µs = g~L+g~S, (3.7)

à vista disso, a magnetização depende totalmente dos momentos magnéticos, podendo esses se-

rem induzidos por um campo magnético externo ou não. Veremos nas próximas seções que al-

guns materiais, chamados ferromagnéticos, apresentam magnetização espontânea, mesmo sem

a aplicação de um campo magnético externo (PEREIRA et al., 2008).
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3.4 Magnetização

Ao aplicar um campo magnético externo em um determinado material, ele tende a ali-

nhar os momentos magnéticos dos átomos deste material, neste caso ele pode ser dito como

magnetizado. De forma que a sua resposta ~M ao campo externo~h é

~B = µ0(~M+~h). (3.8)

onde ~B é a indução magnética e µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo. Em materiais

paramagnéticos e ferromagnéticos (ver seção 3.7), ~M e ~h estão na mesma direção, nos dia-

magnéticos estão em direções opostas. Na maioria das vezes, para materiais paramagnéticos e

diamagnéticos, a magnetização ~M é proporcional ao campo magnético aplicado.

A magnetização, a nível microscópico, surge pela ordenação dos momentos magnéticos

atômicos, como falado anteriormente, sendo definida como a quantidade de momentos magné-

ticos por unidade de volume do material (OLIVEIRA; JESUS, 2005)

~M = lim
∆V→0

1
∆V ∑

{i}
~µi. (3.9)

É possível calculá-la também por meio da energia livre de Helmholtz f de um sistema

M =−∂ f
∂h

, (3.10)

onde h é o campo magnético aplicado.

Para que haja magnetização é necessário que os momentos magnéticos estejam, na mé-

dia, apontando para a mesma direção; para que isto ocorra é preciso que haja um campo magné-

tico atuando no sistema e/ou se a temperatura for suficientemente baixa (OLIVEIRA; JESUS,

2005).

Cada material tem um dado limite de temperatura que, se atingido, ele deixa de ser

magneticamente ordenado. Esta temperatura é chamada temperatura crítica, Tc. A do ferro, por

exemplo, é de cerca de 1000K.
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3.5 Susceptibilidade

A susceptibilidade é uma grandeza adimensional que quantifica qual a parcela de um

material pode ser magnetizado quando submetido a um campo magnético externo, ou seja,

descreve o comportamento da magnetização em função do campo aplicado, e é muito usada

para classificar as propriedades magnéticas

χ =
∂M
∂h

=−∂ 2 f
∂h2 . (3.11)

Em materiais diamagnéticos, por exemplo, a susceptibilidade é pequena e negativa. Em

outros casos a susceptibilidade magnética varia com a intensidade de campo magnético, pois a

relação entre magnetização e campo aplicado é não linear. Dependendo de alguns fatores como

a origem microscópica de sua magnetização e interações internas, podemos classificar os mate-

riais em uma das categorias (ver seção 3.7) listadas na Tabela ?? (COEY, 2010) (CARVALHO,

2018)

Tabela 3.1 – Susceptibilidade e comportamentos magnéticos.

Materiais χ

Paramagnético > 0
Diamagnético < 0

Ferromagnético >> 0
Ferrimagnético >> 0

Antiferromagnético > 0

Quando ~M e~h são linearmente relacionados podemos escrever

~M = χ~h, (3.12)

nesses casos diz-se que o material teve uma resposta linear ao campo aplicado (OLIVEIRA;

JESUS, 2005), e também podemos escrever

~B = µ0(1+χ)~h, (3.13)

onde (1+ χ) é a permeabilidade relativa, que é a razão entre a permeabilidade absoluta do

material e a permeabilidade do vácuo µ0.
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3.6 Interação de troca (Exchange)

Outro conceito importante para este trabalho é a interação de troca, também é exclusiva-

mente quântico, é decorrente do princípio de exclusão de Pauli, que nos diz que dois férmions

idênticos não podem ocupar um mesmo estado quântico, ou seja, devem ter spins contrários. Ele

ocorre quando as funções de onda do mesmo átomo, com elétrons desemparelhados, se sobre-

põem. A sobreposição de orbitais atômicos parcialmente localizados é o principal mecanismo

da interação de troca em metais, ferromagnéticos e antiferromagnéticos. A interação de troca

também ocorre pela interação de elétrons puramente deslocalizados ou de elétrons localizados

e deslocalizados no metal (COEY, 2010).

Figura 3.3 – Interação de troca.

Fonte: Autora (2020) adaptado de (FERREIRA, 2018)

Os spins alinhados paralelamente não podem ocupar o mesmo orbital atômico. Neste

caso os dois não podem realizar o hopping, ou seja, um saltar para o orbital do outro. O mesmo

não ocorre se os spins estiverem alinhados antiparalelamente. A figura 3.3 ilustra essas afir-

mações. Para a maioria dos materiais magnéticos o estado de menos energia ocorre quando o

alinhamento é antiparalelo, originando materiais antiferromagnéticos. Para alguns outros ocorre

o oposto, o estado de menor energia é quando o alinhamento é paralelo, originando materiais

ferromagnéticos. Por isso, os materiais antiferromagnéticos são mais comuns na natureza.
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3.7 Tipos de comportamento magnético

Quando se fala em magnetismo a maioria das pessoas tem em mente os materiais fer-

romagnéticos, no entanto essa não é a única forma que o fenômeno se apresenta. Nessa seção

serão apresentados os principais tipos de comportamentos magnéticos conhecidos.

• Diamagnetismo

Um material diamagnético possui magnetização nula na ausência de um campo magnético

em temperatura finita e são repelidos na presença de campo magnético. Seu efeito só

é observado enquanto o campo magnético externo é aplicado, quando os momentos se

alinham na direção oposta à do campo aplicado. Na figura 3.4 vemos a manifestação

desse efeito.

É um efeito quântico existente em todos os materiais que têm cargas em movimento

quando sujeitos a um campo externo ou a sua variação; porém é muito fraco, o tipo

mais fraco de resposta magnética e não é notado se o material possui outras propriedades

magnéticas. Os dipolos elementares não são permanentes, sendo que esses materiais não

são afetados com a mudança de temperatura e o valor da sua susceptibilidade magnética

é tipicamente próximo de milionésimo 10−6 e é sempre negativo.

Figura 3.4 – Levitação diamagnética.

Fonte: htt ps : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c9/Diamagneticgraphitel evitation. jpg
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• Paramagnetismo

Nos materiais paramagnéticos (Figura 3.5) a uma temperatura finita seus spins apresen-

tam uma disposição aleatória, devido à agitação térmica, resultando em um momento de

dipolo médio nulo. A magnetização é nula na ausência de campo magnético externo.

O valor da susceptibilidade é pequeno e positivo. Se for aplicado um campo magnético

externo em um material paramagnético, os momentos magnéticos tendem a se alinhar a

este, porém o alinhamento deve competir com a agitação térmica.

Figura 3.5 – Estrutura paramagnética.

Fonte: Autora (2020)

• Ferromagnetismo

Neste tipo de material os momentos magnéticos estão orientados paralelamente entre si,

na mesma direção e sentido, como pode ser visto na Figura 3.6. A magnetização é es-

pontânea abaixo da temperatura de Curie e não cessa na ausência do campo magnético

externo. Acima da temperatura crítica, esses materiais têm uma dependência linear en-

tre a susceptibilidade e o inverso da temperatura, obedecendo a lei de Curie-Weiss. Ao

aumentar a temperatura o alinhamento dos spins é modificado devido à agitação térmica,

até que atinja um valor crítico que resulta no anulamento da magnetização espontânea; é

quando ocorre a transição de fase de ordem ferromagnética para a paramagnética.

As substâncias ferromagnéticas possuem um momento magnético espontâneo, oque sig-

nifica que ele não muda mesmo na ausência de campo magnético aplicado.
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Figura 3.6 – Estrutura ferromagnética.

Fonte: Autora (2020)

• Antiferromagnetismo

Nos materiais antiferromagnéticos existem regiões onde os momentos estão na mesma

direção, mas em sentidos opostos (alinhamento antiparalelo) em pares, tornando a mag-

netização por sítio nula, ou seja, não há um momento magnético total líquido se não

houver a aplicação de um campo externo, ainda que as interações entre seus spins sejam

fortes. Uma esquematização pode ser vista na Figura 3.7.

Figura 3.7 – Estrutura antiferromagnética.

Fonte: Autora (2020)
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• Ferrimagnetismo

O comportamento dos materiais ferrimagnéticos é de certa forma semelhante aos materi-

ais ferromagnéticos por terem magnetização espontânea, abaixo de temperaturas críticas,

mesmo na ausência de campo magnético externo. Os momentos magnéticos estão alinha-

dos antiparalelamente, porém a magnetização por sítio é não nula, ainda que menor que

no caso ferromagnético, como pode ser visto na Figura 3.8.

Figura 3.8 – Estrutura ferrimagnética.

Fonte: Autora (2020)

Em resumo, nos materiais diamagnéticos o campo de magnetização opõe-se ao campo

aplicado e desaparece quando o campo é retirado, alguns exemplos são zinco, cobre e estanho.

Nos ferromagnéticos a susceptibilidade é grande e a magnetização não desaparece quando o

campo é retirado, ferro, níquel e cobalto são exemplos de materiais ferromagnéticos. Em ma-

teriais paramagnéticos como o alumínio, platina e titânio a magnetização desaparece quando

cessa a aplicação do campo. Ferrites, magnetites são exemplos de materiais ferrimagnéticos,

nesses materiais sempre haverá um momento resultante.

Podemos também classificar estes comportamentos magnéticos em relação à magnitude

da magnetização ~M. Nessa classificação são considerados de intensidade fraca o diamagne-

tismo, o antiferromagnetismo e o paramagnetismo, e são considerados de forte intensidade o

ferromagnetismo e o ferrimagnetismo.
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4 MODELOS DE BAIXA DIMENSIONALIDADE

4.1 Modelo de Ising

Ernst Ising estudou em seu doutorado um modelo proposto por seu orientador Wilhelm

Lenz (LENZ, 1920), cujo objetivo era estudar uma cadeia linear de spins que poderiam assumir

apenas os estados up e down, em que a posição de cada spin influencia na posição de seus

vizinhos, conectados pelas interações com os spins mais próximos. A motivação era estudar o

fenômeno do ferromagnetismo, Ising queria encontrar uma transição de fase para poder explicar

estatisticamente o magnetismo natural dos ímãs, pois até aquele momento não havia qualquer

indicação se o fenômeno era resultante da estatística do problema ou de alguma propriedade

atômica desconhecida (ISING et al., 2017). Em sua tese publicada em 1924 Ising resolveu o

caso unidimensional, ele concluiu que não haveria transição de fase em qualquer dimensão, tal

conclusão o frustrou, porém mais tarde provou-se não ser verdade, a transição de fase ocorre

para duas ou mais dimensões, e ainda no caso unidimensional há transição no zero absoluto

(ISING et al., 2017).

O químico norueguês Lars Onsager - ganhador do Nobel em 1968 - resolveu o modelo

de Ising bidimensional sem campo magnético em 1944, e em 1949 anunciou a fórmula para a

magnetização espontânea para o mesmo modelo (ONSAGER, 1944).

Apesar de existirem soluções matemáticas para os casos uni e bidimensional, o pesquisa-

dor Sorin Istrail da Brown University, à época ligado ao Sandia National Laboratories, mostrou

que a solução do modelo de Ising não pode ser estendida a três dimensões para qualquer rede,

e assim soluções exatas para três ou mais dimensões não existem (ISTRAIL, 2000).

Foi apenas em 1949 que Ising tomou conhecimento da importância e abrangência de seu

trabalho. Atualmente cerca de 800 artigos relacionados a este modelo são publicados todos os

anos nas mais variadas áreas, como a própria física, economia, redes neurais, enovelamento de

proteínas, comportamento flocking, criminalística entre outras (SILVA, 2003; ALVES, 1999;

TEIXEIRA, 2018; JÚNIOR, 2014; ZHOU; SORNETTE, 2007; MUÑOZ, 2001).

O modelo de Ising quantifica a transição de fase entre o ferromagnetismo e o antifer-

romagnetismo, esta ocorre na temperatura crítica. A interação entre os spins se dá através da

interação de troca (exchange) J, a energia de interação. Como essa energia diminui com a

distância, neste trabalho somente as interações com primeiros vizinhos são consideradas.
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O modelo de Ising unidimensional trabalhado aqui considera cadeias de spins cíclicas,

em que σN+1 = σ1, veja a Figura 4.1, e é descrito matematicamente na presença de um campo

magnético externo como evidenciado no Hamiltoniano abaixo, e assumem apenas os valore 1 e

−1 (BARBOZA, 2017):

H =−
N

∑
i=1

(
σiσi+1 +

h
2
(σi +σi+1)

)
, (4.1)

Figura 4.1 – Cadeia de spins cíclica.

𝜎1 𝜎2

𝜎𝑁−1

𝜎𝑁
𝜎3

Fonte: Autora (2020).

em que J é o termo de interação entre os spins, também é chamado de interação de troca (ex-

change).

É possível descrever o papel de cada termo do Hamiltoniano da equação (4.1). A pri-

meira parte indica quando a energia do sistema é máxima, os spins dos átomos vizinhos estão

alinhados paralelamente, ou mínima, quando os spins dos átomos vizinhos estão alinhados an-

tiparalelamente. No primeiro caso, J é positivo e é propício ao ferromagnetismo, no segundo

caso J é negativo e favorece o antiferromagnetismo, quando J é nulo não há interação. Na

segunda parte temos a constante h, que é o campo magnético externo, a qual tem a função de

descrever o diamagnetismo para h negativo ou o paramagnetismo para h positivo (BARBOZA,

2017; PEREIRA et al., 2008).
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Para estudar a termodinâmica do modelo de Ising unidimensional é necessário obtermos

sua função de partição (SALINAS, 1997), dada por

ZN = Z(β ,N,h) = ∑
{σi}

e−βH , (4.2)

onde β = 1
kBT , kB é a constante de Boltzmann, o hamiltoniano H é dado por (4.1) e a soma é

efetuada em todas as configurações possíveis das variáveis de spin. Assim, substituindo (4.2)

em (4.1), temos

ZN = ∑
{σi}

eβJσ1σ2+
βh
2 (σ1+σ2)eβJσ2σ3+

βh
2 (σ2+σ3)...eβJσN−1σN+

βh
2 (σN−1+σN)eβJσNσ1+

βh
2 (σN+σ1).

(4.3)

onde foi usado a condição de contorno σN+1 =σ1. Assim, pode-se escrever a função de partição

(4.3) de uma forma mais compacta, chegando a

ZN = ∑
σ1...σN

N

∏
i=1

V(σi,σi+1), (4.4)

onde V(σi,σi+1) = eβJ(σiσi+1)+
βh
2 (σi+σi+1), que nos dá os chamados pesos de Boltzmann. Pela

mecânica estatística, em um sistema em equilíbrio térmico a probabilidade de que ocupe um

estado com energia E é proporcional a e−
E

kBT , em que T é a temperatura absoluta.
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4.2 Matriz Transferência

Um método muito utilizado para resolver o modelo em questão (NETO, 2009; GRANDE,

2009; KAYA; TAMBAŞ, 2020), assim como diversos modelos em uma e duas dimensões com

interações entre primeiros vizinhos, é a técnica da matriz transferência. Este método pode ser

usado na análise de propagação de ondas de partículas quânticas, como o elétron, assim como

ondas eletromagnéticas, elásticas e acústicas (MARKOš; SOUKOULIS, 2008). Ela é cons-

truída a partir dos pesos de Boltzmann, que são obtidos dos autoestados, permitindo escrever

a função de partição em termos de seus autovalores. A ordem da matriz vai de acordo com o

alcance da interação dos spins assim como o número de estados de cada variável de spin. Os

pesos de Boltzmann são dados por

V(σi,σi+1) = eβJ(σiσi+1)+
βh
2 (σi+σi+1). (4.5)

A função de partição pode ser reescrita como

ZN = ∑
σ1...σN

N

∏
i=1

V(σi,σi+1) = ∑
σ1...σN

N

∏
i=1

eβJ(σiσi+1)+
βh
2 (σi+σi+1) = tr(VN). (4.6)

Considerando que σi =±1
2 , as configurações possíveis para (σi,σi+1), são (1/2,1/2),(1/2,

−1/2),(−1/2,1/2),(−1/2,−1/2).Com isso a matriz transferência fica

V =

 e
βJ
4 + βh

2 e−
βJ
4

e−
βJ
4 e

βJ
4 −

βh
2

 .

Para uma matriz 2×2, como é o caso, temos

ZN = tr(VN) = ∑
{i}

λ
N
i = λ

N
+ +λ

N
− , (4.7)

com λ± sendo os autovalores da matriz transferência V dados por

λ± = e
βJ
4

[
cosh

(
βh
2

)
±
√

sinh2
(

βh
2

)
+ e−

βJ
2

]
. (4.8)
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A partir da obtenção dos autovalores é possível utilizar a equação da energia livre de

Helmholtz para obter os resultados termodinâmicos e magnéticos do modelo em questão. Para

N muito grande a função de partição dependerá apenas do maior autovalor de V (SANTRA,

2013), ou seja

ZN = λ
N
+

[
1+
(

λ−
λ+

)N
]
, (4.9)

como
λ−
λ+

< 1, então temos que
(

λ−
λ+

)N

→ 0 quando N→ ∞. Sendo assim temos

ZN ≈ λ
N
+ , (4.10)

onde λ+ é dado pela equação (4.8), ou seja, a função de partição ZN depende apenas do maior

autovalor da matriz transferência.

4.3 Termodinâmica do Modelo

Energia livre de Helmholtz

Energia livre de Helmholtz é a denominação dada à porção de energia interna do sistema

que pode ser utilizada na realização de trabalho, sendo dada por (BLUNDELL; BLUNDELL,

2009)

f = lim
N→∞

[
1

βN
ln(ZN)

]
=−kBT ln(λ+) (4.11)

onde ZN é a função de partição de um sistema cuja cadeia tem N sítios. A partir do cálculo

da energia livre de Helmholtz f podemos obter a maioria das propriedades termodinâmicas do

sistema. Além disso a probabilidade de encontrar um sistema num dado nível com energia E é

P = e−β
E
ZN . Geralmente f depende de diversos parâmetros, vamos assumir aqui a dependência

da temperatura T e do campo magnético h.
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Magnetização

Como vimos na seção 3.4 também podemos escrever a magnetização em função da

energia livre de Helmholtz a temperatura constante como

M =−
(

∂ f
∂h

)
T
. (4.12)

Entropia

É associada à desordem do sistema e à porção de energia que não pode mais ser revertida

em trabalho, ela define quais processos são reversíveis e quais são irreversíveis. Nos processos

reversíveis a entropia é mantida constante; e nos processos irreversíveis há um aumento da

entropia. uma observação importante é que o equilíbrio térmico é atingido quando o sistema

chega ao estado de entropia máxima. De maneira geral é uma grandeza que fornece uma medida

da quantidade de microestados possíveis para uma dada configuração do sistema. A entropia

com campo h constante, em termos de f , é dada por

s =−
(

∂ f
∂T

)
h
. (4.13)

Calor Específico

O calor específico é uma medida da variação da temperatura em relação a quantidade de

calor injetado em um sistema, e ele nunca é menor que zero. Temos a descrição de um calor

específico medido (experimentalmente) a pressão contante CP, e uma medida teórica feira a

volume constante CV , podemos calcular tanto CP quanto CV em termos da entropia:

CP = T
(

∂ s
∂T

)
P
, (4.14)

e

CV = T
(

∂ s
∂T

)
V
, (4.15)

também podemos obtê-lo em função da energia livre de Helmholtz f

CV =−T
(

∂ 2 f
∂T 2

)
V
. (4.16)
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4.4 Modelo de Heisenberg

O objetivo de Ising com seu modelo, como visto, era explicar de maneira estatística o

magnetismo natural de alguns materiais. Para isso ele tinha basicamente dois desafios. Um deles

era configurar o modelo para a interação dos momentos magnéticos, mas tal desafio requeria

um conhecimento até então muito novo e pouco desenvolvido, a mecânica quântica. O outro

era calcular analiticamente a magnetização utilizando métodos de mecânica estatística (ISING

et al., 2017).

O primeiro artigo publicado por Heisenberg (HEISENBERG, 1928), após ser indicado

para a Universidade de Leipzig, foi um trabalho no qual considerou os operadores de spin ~Si, ao

invés dos momentos magnéticos σi, usando o princípio de exclusão de Pauli e a superposição

das funções de onda, levando em conta a característica quântica dos spins (PEREIRA et al.,

2008; ISING et al., 2017). Neste trabalho ele respondeu à primeira parte do desafio enfrentado

por Ising. A segunda parte coube a Onsager em 1942 (ONSAGER, 1944).

O caráter quântico do modelo de Heisenberg é a principal diferença entre os dois mode-

los supracitados, resultando em uma grande dificuldade para resolvê-lo tanto analítica como nu-

mericamente (YEOMANS, 1992). Entretanto, também é muito utilizado no estudo de materiais

magnéticos (TORELLI; OLSEN, 2020; HUCHT; MOSCHEL; USADEL, 1995; RESTREPO-

PARRA et al., 2011). É um exemplo teórico importante para a aplicação da renormalização da

matriz de densidade (DZIUBYNA, 2020; WENG et al., 2006; ÖSTLUND; ROMMER, 1995).

Analogamente ao modelo de Ising temos que para J > 0 as interações são do tipo fer-

romagnéticas, se J < 0 temos interações do tipo antiferromagnéticas. E, se o parâmetro J for

igual em todas as direções, temos o chamado modelo isotrópico. E podemos obter caso mais

geral do modelo de Heisenberg fazendo com que as interações nos três eixos de coordenadas

sejam diferentes, chegando ao modelo de Heinseberg anisotrópico. O Hamiltoniano em sua

forma mais geral fica

H =−
N

∑
1
(JxSx

i Sx
i+1 + JySy

i Sy
i+1 + JzSz

i S
z
i+1). (4.17)
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onde, Ji = Jx,Jy,Jz são as interação de troca (exchange) entre os spins Heisenberg e primeiros

vizinhos nas três componentes, esses parâmetros definem as anisotropias ao longos dos eixos x,

y e z, e Si são dados por Si =
}
2 σi, em que σi

σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −i

i 0

 , σz =

 1 0

0 −1

 ,

O modelo com anisotropia em todas direções, em que Jx 6= Jy 6= Jz comumente é abrevi-

ado como modelo XYZ. No caso no qual apenas uma direção possui anisotropia, por exemplo

Jx = Jy 6= Jz, o modelo é chamado XXZ. Se o modelo é isotrópico, Jx = Jy = Jz, chamamos de

XXX.
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5 RESULTADOS

5.1 Cadeia diamante Ising-Heisenberg com acoplamento magnetoelástico

Vamos considerar a cadeia diamante de spin-1/2 Ising-Heisenberg representada esque-

maticamente na Fig. 5.1, a qual contém na célula unitária, dois spins de Heisenberg Sa, j e Sb, j e

um spin nodal Ising σ j. Será assumido ainda que os átomos decoradores que envolvem os spins

de Heisenberg vibram harmonicamente perpendicularmente ao eixo da cadeia, enquanto os áto-

mos nodais que envolvem os spins de Ising são considerados suficientemente rígidos, ignorando

as vibrações da rede.

Sob essa condição, a cadeia diamante spin-1/2 Ising-Heisenberg pode ser definida atra-

vés da Hamiltoniana

H =
N

∑
j=1

H j =
N

∑
j=1

(
H

(p)
j +H

(me)
j

)
, (5.1)

onde H
(p)
j corresponde a parte puramente relacionada ao fônon e H

(me)
j é referente a parte

magnetoelástica da Hamiltoniana, explicitamente dado a seguir.

Uma especificação dos deslocamentos dentro da célula unitária do diamante é mostrada

na Fig. 5.2(a), onde x0 é a distância de equilíbrio entre os spins Ising, y0 corresponde a dis-

tância de equilíbrio entre os spins Heisenberg e d0 é a distância de equilíbrio entre os spins

Ising e Heisenberg. Supõe-se que os átomos decoradores a e b, incluindo os spins Heisenberg,

estão realizando oscilações harmônicas em torno de suas posições de equilíbrio na rede, que

podem ser caracterizadas por pequenos deslocamentos ya e yb. Consequentemente, as distân-

cias instantâneas entre os spins de Heisenberg e Ising são alteradas para da = d0 + ya sin(θ

2 ) e

Sb,i

σi
σi+1

Sa,i

(J
x
,J

z
)

Ja

Jb

Figura 5.1 – Uma representação esquemática da cadeia diamante de spin −1
2 Ising-Heisenberg com

acoplamento magnetoelástico. Os spins Ising σ j estão localizados em posições rígidas na
rede, enquanto os spins Heisenberg Sa, j e Sb, j vibram harmonicamente em uma direção
perpendicular em relação ao eixo da cadeia.

Fonte: Autora (2020).
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a) b)

Figura 5.2 – Uma especificação da célula unitária do diamante sob deformação geométrica através dos
deslocamentos (a) e das interações de troca (b).

Fonte: Autora (2020).

db = d0 + yb sin(θ

2 ), embora a distância x0 entre os spins Ising permaneça inalterada. Na parte

b) temos a representação das interações de troca.

Sob a aproximação linear, a parte magnetoelástica da Hamiltoniana de ligação (5.1) pode

ser escrita desta forma

H
(me)
j =−Jx, j(Sx

a, jS
x
b, j +Sy

a, jS
y
b, j)−Jz, jSz

a, jS
z
b, j− (Ja, jSz

a, j +Jb, jSz
b, j)(σ j +σ j+1)

−hH(Sz
a, j +Sz

b, j)−
hI

2
(σ j +σ j+1), (5.2)

onde as interações de troca [ver Fig. 5.2(b)] são dadas por

Jx, j = Jx
[
1−κ(ya, j + yb, j)

]
, Jz, j = Jz

[
1−κ(ya, j + yb, j)

]
,

Ja, j = J0
[
1−ηya, j sin(θ

2 )
]
, Jb, j = J0

[
1−ηyb, j sin(θ

2 )
]
. (5.3)

Aqui, Jx e Jz correspondem às componentes xy e z da interação de troca Heisenberg

ao assumir os átomos decoradores nas suas posições de equilíbrio. Da mesma forma, J0 cor-

responde a interação de troca de Ising com os spins Heisenberg e Ising em suas posições de

equilíbrio. Finalmente, κ é o coeficiente de expansão linear do acoplamento magnetoelástico

nos dímeros de Heisenberg e η é o coeficiente de expansão linear do acoplamento magnetoe-

lástico entre os spins de Ising e Heisenberg.
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A parte puramente elástica da Hamiltoniana de ligação (5.1) pode ser definida da se-

guinte forma

H
(p)
j =

p2
a, j

2m
+
p2

b, j

2m
+

K̄
2

(
y2

a, j+y2
b, j

)
+
kH

2
(ya, j+yb, j)

2, (5.4)

onde pa, j e pb, j são os momentos dos átomos decoradores com a massa m, ya, j e yb, j K̄ =

2kI sin2(θ

2 ) denotam seus deslocamentos das posições de equilíbrio, kH é a constante de rigidez

da mola atribuída ao acoplamento Heisenberg é a constante efetiva de rigidez da mola do aco-

plamento Ising quando kI é a verdadeira constante de rigidez da mola atribuída ao acoplamento

Ising.
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5.1.1 Transformação canônica local

O Hamiltoniano (5.1) envolve contribuições magnetoelásticas e elásticas puras (fônon),

que são acopladas através dos coeficientes de expansão linear κ e η pertinentes aos acopla-

mentos magnetoelásticos. No entanto, ambas as contribuições podem ser dissociadas através da

transformação de coordenadas canônicas locais

q j =
1√
2

(
ya, j + yb, j

)
e q̄ j =

1√
2

(
ya, j− yb, j

)
, (5.5)

que define as posições de duas partículas fictícias, uma o centro de massa q j do dímero Hei-

senberg e outra é associada à posição relativa q̄ j dos átomo decoradores. Analogamente, os

momentos nas coordenadas canônicas assumem a forma

p j =
1√
2

(
pa, j +pb, j

)
e p̄ j =

1√
2

(
pa, j−pb, j

)
, (5.6)

que possuem significado físico do momento geral p j e do momento relativo p̄ j do dímero Hei-

senberg. Assim, o Hamiltoniano (5.4) nas coordenadas canônicas pode ser reescrito da seguinte

maneira

H
(p)
j =

p2
j

2m
+

p̄2
j

2m
+

K̄
2
(
q2

j + q̄2
j
)
+kH q2

j . (5.7)

Podemos ver que a parte do fônon da Hamiltoniana de ligação (5.4) permanece invari-

ante sob a transformação canônica (5.5) e (5.6).
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5.1.2 Diagonalização da parte magnetoelástica

Como a relação de comutação [H
(me)

i ,H
(me)
j ] = 0 é satisfeita, a parte magnetoelástica

da ligação Hamiltoniana (5.2) pode ser diagonalizada localmente para cada célula unitária. Os

autovalores do Hamiltoniano (5.2) podem ser expressos em função da coordenada canônica do

centro de massa q j da seguinte forma

εk, j =e
(0)
k, j + e

(1)
k, j q j, (5.8)

com o primeiro índice sendo k = {1,2,3,4} e o segundo índice especificando a célula unitária.

Os autovalores (5.8) foram decompostos em dois termos, enquanto os primeiros termos e
(0)
k, j

correspondem a uma cadeia de diamante rígida

e
(0)
1, j =−

Jz

4
−hH− (

hI

2
+ J0)µ j, (5.9)

e
(0)
2, j =−

Jz

4
+hH− (

hI

2
− J0)µ j, (5.10)

e
(0)
3, j =

Jz

4
+

Jx

2
− hI

2
µ j, (5.11)

e
(0)
4, j =

Jz

4
− Jx

2
− hI

2
µ j, (5.12)

que podem ser interpretados como os autovalores de energia quando os átomos decoradores

estão em posições de equilíbrio ya, j = yb, j = 0 e, por simplicidade, denotamos µ j = (σ j+σ j+1).

Os segundos termos e
(1)
k, j determinam uma contribuição vibracional para a energia, que é dada

por

e
(1)
1, j =

√
2

4
(
Jzκ +2J0ηµ j sin(θ

2 )
)
, (5.13)

e
(1)
2, j =

√
2

4
(
Jzκ−2J0ηµ j sin(θ

2 )
)
, (5.14)

e
(1)
3, j =−

√
2

4
κ(2Jx + Jz), (5.15)

e
(1)
4, j =

√
2

4
κ(2Jx− Jz). (5.16)
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Os autovetores, que correspondem aos autovalores (5.8), podem ser expressos da se-

guinte maneira

|ϕ1〉 j =|++〉 j, (5.17)

|ϕ2〉 j =|−−〉 j, (5.18)

|ϕ3〉 j =sin(ϑ j)|+−〉 j− cos(ϑ j)|−+〉 j, (5.19)

|ϕ4〉 j =cos(ϑ j)|+−〉 j + sin(ϑ j)|−+〉 j, (5.20)

com

tan(2ϑ j) =
Jx(1−κ

√
2q j)√

2J0η sin( θ

2 )q̄ j
. (5.21)

A partir de agora, assumiremos a igualdade das constantes magnetoelásticas η = κ e os

campos magnéticos locais h = hI = hH atuando nos spins de Ising e Heisenberg, que corres-

pondem fisicamente a igualdade de seus fatores g de Landé. Vale ressaltar que os dois últimos

autovetores dependem da posição relativa q̄ j e da posição do centro de massa q j dos átomos

decoradores.
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5.1.3 Diagonalização da parte do fônon

Após realizar a transformação de coordenadas canônicas e diagonalizar a parte magne-

toelástica, a Hamiltoniana assume a forma

H j = e
(0)
k, j + e

(1)
k, j q j +

p2
j

2m
+

p̄2
j

2m
+

K̄
2
(
q2

j + q̄2
j
)
+kH q2

j . (5.22)

A Hamiltoniana de ligação (5.22) pode ser subsequentemente desacoplada e diagonali-

zada, completando o quadrado através de uma transformação adicional na posição do centro de

massa dos dímeros Heisenberg

q j = q′j−
e
(1)
k, j

K
, (5.23)

em que a constante da mola efetiva é definida como

K = K̄ +2kH e K̄ = 2kI sin2(θ

2 ). (5.24)

Substituindo o deslocamento da coordenada canônica para o centro de massa (5.23)

na Eq. (5.22) efetivamente se obtém um desacoplamento das partes puramente do fônon e

magnetoelástica na Hamiltoniana de ligação. A parte efetiva do fônon se torna

H
(p)
j =

p2
j

2m
+

p̄2
j

2m
+

K
2
(q′j)

2 +
K̄
2

q̄2
j , (5.25)

enquanto a parte magnetoelástica efetiva resulta em

H
(me)

k, j =e
(0)
k, j −

(
e
(1)
k, j

)2

2K
. (5.26)

Para prosseguir, introduzimos os operadores bosônicos de aniquilação b j e de criação b†
j

para descrever os fônons do centro de massa, que satisfazem os relações de comutação bosônica

padrão [b j,b
†
j′] = δ j, j′ e [b j,b j′] = 0. A posição deslocada do centro de massa q′j e o operador

de momento geral p j do dímero Heisenberg podem ser consequentemente reescritos em termos

dos operadores bosônicos de criação b†
j e aniquilação b j (em unidades de }= 1)

q′j =
1√

2mω
(b†

j +b j) e p j = i
√

mω

2 (b†
j −b j), (5.27)
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onde ω =
√

K/m é a respectiva frequência do fônon. Da mesma forma, pode-se também intro-

duzir os operadores bosônicos de aniquilação b̄ j e criação b̄†
j que descrevem o termo do fônon

pertinente ao deslocamento relativo dentro dos dímeros Heisenberg, que também satisfazem as

tradicionais relações de comutação bosônicas [b̄ j, b̄
†
j′] = δ j, j′ e [b̄ j, b̄ j′] = 0. Como resultado, a

posição relativa q̄ j e momento relativo p̄ j também podem ser reescritas no seguinte formato

q̄ j =
1√

2mω̄
(b̄†

j + b̄ j) and p̄ j = i
√

mω̄

2 (b̄†
j − b̄ j), (5.28)

onde ω̄ =
√

K̄/m é a respectiva frequência do fônon. A parte do Hamiltoniano do fônon (5.25)

pode ser consequentemente expressa em termos dos operadores número n j e n̄ j para os dois

tipos de fônons descritos anteriormente

H
(p)
j =(1

2+b†
jb j)ω+(1

2+b̄†
j b̄ j)ω̄ =

(1
2+n j

)
ω+

(1
2+n̄ j

)
ω̄. (5.29)

Dessa maneira, diagonalizamos a parte do Hamiltoniano (5.29) em termos dos opera-

dores número n j e n̄ j como seguinte conjunto de autovalores n j e n̄ j ∈ {0,1,2, ...}. Por úl-

timo, mas não menos importante, vale a pena observar que a Hamiltoniana de ligação Hk, j =

H
(me)

k, j +H
(p)
j agora é expressa em uma forma totalmente diagonal as partes magnetoelástica

(5.26) e do fônon (5.29), que adicionalmente comutam mutuamente entre si, o que será da maior

importância para o cálculo da função de partição apresentada na seção 5.3.
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5.2 Diagrama de fase no estado fundamental

Antes de explorar as propriedades magnetoelásticas, primeiro analisemos um diagrama

de fases no estado fundamental da cadeia tipo diamante de spin-1/2 Ising-Heisenberg comple-

mentada com o acoplamento magnetoelástico, que exibe três estados fundamentais na suposição

de que kH = kI e κ = η . O primeiro estado fundamental pode ser classificado como o estado

paramagnético saturado (SA) fornecido pelo autovetor

|SA〉=
N

∏
j=1
|++〉 j| ↑〉 j, (5.30)

enquanto o primeiro (segundo) vetor de estado define um estado dos spins do dímero Heisenberg

(o spin do Ising) da j-ésima célula unitária. O estado paramagnético saturado possui a seguinte

energia do estado fundamental

ESA =−Jz

4
−hH−

hI

2
− J0−

(
Jzκ +2J0η sin θ

2

)2

16K
. (5.31)

O segundo estado fundamental pode ser interpretado como a fase ferrimagnética clássica (FI1)

fornecida pelo autovetor

|FI1〉=
N

∏
j=1
|++〉 j| ↓〉 j, (5.32)

enquanto a energia correspondente se torna

EFI1 =−
Jz

4
−hH +

hI

2
+ J0−

(
Jzκ−2J0η sin θ

2

)2

16K
. (5.33)

A magnetização da sub-rede dos spins Ising é de MI = −1/2 por célula unitária, a magnetiza-

ção da sub-rede dos spins Heisenberg resulta em MH = 1 por célula unitária, de modo que a

magnetização total por célula unitária se torna Mt = 1/2.

O terceiro estado fundamental pode ser classificado como a fase ferrimagnética quântica

(FI2) fornecida pelo autovetor

|FI2〉=
N

∏
j=1

(
cos(ϑ j)|+−〉 j + sin(ϑ j)|−+〉 j

)
| ↑〉 j, (5.34)



46

Figura 5.3 – Diagrama de fase no plano Jz− h para J0 = −1, Jx = 1 e: (a) - (b) κ = 0,5, θ = π/2
e kH = {25,50,200,1000};(c) κ = 0,5, kH = 50 e θ = {2π/3,π/2,π/3,π/4,π/8}; (d)
θ = π/3, kH = 50 e κ = {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}.

Fonte: Autora (2020).

cuja energia fundamental é dada por

EFI2 =
Jz

4
− Jx

2
− hI

2
− κ2(2Jx− Jz)

2

16K
. (5.35)

A magnetização da sub-rede dos spins Heisenberg é de MH = 0 devido a um caráter

singleto dos dímeros Heisenberg e, portanto, a magnetização da sub-rede dos spins Ising MI =

1/2 fornece a única contribuição diferente de zero para a magnetização total por célula unitária

Mt = 1/2.
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Alguns diagramas de fases típicos do estado fundamental são plotados na Fig.5.3 no

plano Jz− h para valores fixos das constantes de acoplamento J0 = −1 e Jx = 1. É evidente

que as fronteiras da fase no estado fundamental são gradualmente alterados devido a alteração

da rigidez da cadeia ao assumir valores realistas (suficientemente grandes) das constantes de

rigidez da mola (consulte a referência. (ČANOVÁ; STREČKA; JAŠČUR, 2006) para uma

comparação). De fato, as alterações no diagrama de fases do estado fundamental mostradas

na Fig.5.3 (a) para os valores fixos de κ = 0,5 e θ = π/2 devido à variação da constante de

rigidez de mola kH = {25,50,200,1000} são quase indistinguíveis dentro da escala exibida,

enquanto se tornam evidentes apenas em uma escala ampliada, como ilustrado na Fig.5.3 (b).

Podemos observar efeitos semelhantes quando alternamos os outros parâmetros de interação

[veja Fig.5.3(c)-(d)].

O efeito da geometria na rede pode ser verificado na Fig.5.3(c), onde os diagramas de

fases do estado fundamental são plotados para valores fixos de κ = 0,5, kH = 50 e vários valores

do ângulo θ = {2π/3,π/2,π/3,π/4,π/8}. Finalmente, a contribuição da constante magneto-

elástica nos diagramas de fase do estado fundamental é ilustrado na Fig.5.3 (d) assumindo o

valor fixo de θ = π/3, kH = 50, e variando de κ = {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}. A fronteira entre

duas fases ferrimagnéticas FI1 e FI2 é dada por

Jz =

[
4(2J0+Jx)kH−J2

0 κ2](sin2 θ

2 +1
)
+
(
J2

0+J2
x
)
κ2

κ2
(
Jx− J0 sin θ

2

)
+4kH

(
sin2 θ

2 +1
) , (5.36)

o qual é independente do campo magnético h, como pode ser verificado por uma linha vertical

das fronteiras de fase na Fig. 5.3. Enquanto a fronteira entre as fases FI1 e SA pode ser dada

pela fórmula

h =−2J0−
J0Jzκ

2 sin θ

2

4kH
(
sin2 θ

2 +1
) . (5.37)
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Embora essa fronteira seja para um modelo perfeitamente rígido (κ = 0) completamente

independente de Jz, o modelo com constante de acoplamento magnetoelástico diferente de zero

κ 6= 0 mostra uma leve dependência da constante de acoplamento Jz porque κ geralmente é

uma quantidade muito pequena (κ� 1), enquanto a constante de rigidez de mola kH � e
(1)
k, j [ie

kH ggJ0Jz, veja a Fig. 5.3 (b) - (d) para ilustração]. De modo similar podemos encontrar uma

função na fronteira entre as fases FI2 e SA, fornecidas por

h =
1
2
(Jx−2J0− Jz)+κ

2

(
Jx + J0 sin θ

2

)(
Jx− Jz− J0 sin θ

2

)
8kH

(
sin2 θ

2 +1
) . (5.38)

Nesta região a fronteira da fase depende da constante de acoplamento Jz mesmo quando a fron-

teira é perfeitamente rígida (κ = 0), mas parece haver uma pequena correção nessa dependência,

já que a constante de acoplamento magnetoelástico é diferente de zero (κ 6= 0).
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5.3 Termodinâmica

Como comentado anteriormente as Hamiltonianas do fônon H
(p)
j e magnetoelástica

H
(me)

k, j , (5.26) e (5.29), comutam entre si. A Hamiltoniana de ligação correspondente a duas

células unitárias diferentes também satisfazem a relação de comutação [H j,H j′] = 0. Tendo

isso em mente, a função de partição da cadeia diamante de spin-1/2 Ising-Heisenberg, respon-

sável pela interação magnetoelástica, pode ser obtida usando a abordagem da matriz de trans-

ferência. Devido ao caráter desacoplado do fônon e da parte magnetoelástica do Hamiltoniano,

isto permite fatorar a função de partição em um produto de dois termos

ZN = Z
(p)

N Z
(me)

N , (5.39)

considerando que o primeiro Z
(p)

N indica a contribuição do fônon e o último Z
(me)

N corresponde

à contribuição magnetoelástica.

Vale ressaltar que os fônons correspondentes ao centro de massa e deslocamento relativo

dos dímeros de Heisenberg são independentes um do outro e, portanto, a parte do fônon da

função de partição pode ser expressa mais explicitamente da seguinte maneira

Z
(p)

N = (uū)N , (5.40)

onde contribuições individuais decorrentes de dois tipos de fônons envolvidos no Hamiltoniano

(5.26) seguem uma soma sobre todos os valores acessíveis dos números quânticos n j e n̄ j

u =
∞

∑
n j=0

e
−β

(
1
2
+n j

)
ω

=
1

2sinh(βω

2 )
,

ū =
∞

∑
n̄ j=0

e
−β

(
1
2
+n̄ j

)
ω̄

=
1

2sinh(βω̄

2 )
. (5.41)

A parte magnetoelástica da função de partição pode ser calculada usando a matriz de transfe-

rência

W =

 w1 w0

w0 w−1

 , (5.42)
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que envolve os fatores de Boltzmann do j-ésimo dímero Heisenberg definido da seguinte forma

wµ j =
4

∑
k=1

e−β

[
e
(0)
k, j− 1

2K

(
e
(1)
k, j

)2]
. (5.43)

Acima, as contribuições da energia e(0)k, j e e(1)k, j são dadas pelas Eqs. (5.9) - (5.12) e (5.13)

- (5.16), respectivamente. Após uma diagonalização direta da matriz de transferência (5.42),

obtém-se dois autovalores

λ± =
1
2

(
w1 +w−1±

√
(w1−w−1)2 +4w2

0

)
. (5.44)

A parte magnetoelástica da função de partição pode ser expressa em termos dos autova-

lores da matriz de transferência

Z
(me)

N = λ
N
+ +λ

N
− . (5.45)

Nesse estágio, pode-se substituir as partes do fônon e magnetoelástica das funções de

partição (5.40) e (5.45) na Eq. (5.39) para obter o resultado final da função de partição, e

consequentemente obtemos a energia livre associada, que no limite termodinâmico se reduz à

forma

f =− 1
β

lim
N→∞

1
N

lnZN =− 1
β

ln(uū)− 1
β

ln(λ+) . (5.46)

Com a energia livre em mãos, podemos discutir as propriedades magnetoelásticas da

cadeia diamante spin-1/2 Ising-Heisenberg em temperaturas diferentes de zero. A seguir, nossa

atenção particular será dedicada ao comportamento magnetoelástico em um ponto triplo e pró-

ximo a ele, onde todas as três fases SA, FI1 e FI2 coexistem juntas à temperatura zero. No caso

do modelo completamente rígido (κ = η = 0), as três fases coexistem juntas para parâmetros

fixos J0 = −1, Jx = 1, Jz = −1 quando o campo magnético h→ 2 [veja na Fig.5.3 (a)]. Após

algumas manipulações algébricas, obtém-se a seguinte expressão assintótica para a energia livre

do modelo rígido f0 =−kBT ln(λ+) no limite de temperatura zero T → 0

f0 =E0−T ln

(
3+
√

5
2

)
−
√

5
10

(hI−2)− 1
2

(
1+

√
5

5

)
(hH−2) , (5.47)
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onde E0 = EFI2 = EFI1 = ESA define a energia do estado fundamental correspondente em um

ponto triplo. Agora, pode-se derivar a energia livre (5.47) para calcular a entropia

S0 =−
(

∂ f0

∂T

)
h
= kB ln

(
3+
√

5
2

)
≈ 0.962423kB, (5.48)

A magnetização da sub-rede dos spins Ising é dada por

MI,0 =−
(

∂ f0

∂hI

)
T
=

√
5

10
, (5.49)

e a magnetização da sub-rede dos spins Heisenberg resulta em

MH,0 =−
(

∂ f0

∂hH

)
T
=

1
2

(
1+

√
5

5

)
, (5.50)

enquanto a magnetização total por célula unitária fica

Mt,0 = MI,0 +MH,0 =
1
2
+

√
5

5
≈ 0.9472136. (5.51)

Este resultado exato será confirmado futuramente em um outro trabalho, por computação

numérica, a temperaturas finitas.



52

Figura 5.4 – Entropia e Calor específico em função da temperatura.
Fonte: Autora (2020).
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Na figura 5.4 temos em (a) a entropia em função da temperatura em uma escala semi-

logarítmica para valores fixos de kH = 100, κ = 0,5, J0 = −1, Jx = 1, Jz = −1, θ = π/2 e

h = 2. A linha azul corresponde ao modelo rígido, a linha verde descreve a contribuição do

fônon e a linha vermelha informa a entropia geral do modelo com o acoplamento magnetoelás-

tico; em (b) a entropia geral em função da temperatura em uma escala semi-logarítmica para

valores fixos de κ = 0,5, J0 =−1, Jx = 1, Jz =−1, θ = π/2, h = 2 e quatro valores diferentes

de kH = {25,50,100,200}; em (c) Variações de temperatura do calor específico correspondente

ao painel (a). Observamos aqui um pico anômalo, chamado Anomalia de Schottky, que ocorre

quando o calor específico tem um pico a baixas temperaturas, isso porque geralmente o calor es-

pecífico aumenta com a temperatura ou permanece constante; em (d) Variações de temperatura

do calor específico correspondente ao painel (b).

Agora, vamoscomparar um comportamento magnético do modelo magnetoelástico in-

vestigado nas proximidades do ponto triplo com o do modelo totalmente rígido, a fim de desco-

brir diferenças decorrentes do acoplamento magnetoelástico. Para esse fim, a entropia é plotada

na Fig.5.4 (a) em função da temperatura em escala semi-logarítmica, enquanto a linha azul cor-

responde ao modelo totalmente rígido, a linha verde descreve a contribuição do fônon e a linha

vermelha informa a entropia para os valores fixos kH = 100, κ = 0,5, J0 =−1, Jx = 1, Jz =−1,

θ = π/2 e h = 2.

Pode-se observar que a entropia acompanha muito bem a entropia do modelo rígido a

temperaturas suficientemente baixas, enquanto para temperaturas suficientemente alta aproxima-

se da contribuição do fônon. A Fig.5.4 (c) representa as dependências de temperatura do ca-

lor específico correspondente à Fig.5.4 (a). Fig.5.4 (b) ilustra a entropia do modelo respon-

sável pelo acoplamento magnetoelástico para os valores fixos de κ = 0,5, J0 = −1, Jx = 1,

Jz =−1, θ = π/2, h = 2 e para quatro valores diferentes da constante de rigidez de mola kH =

{25,50.100.200}. É evidente nesta figura que a entropia exibe um platô em S0 = kB ln
(

3+
√

5
2

)
independentemente de a constante de rigidez da mola na faixa de temperaturas moderadas

10−3 . T . 10−1 antes da entropia tender a zero no limite assintótico T → 0. Note que o

modelo totalmente rígido (kH → ∞) exibe uma entropia residual S0 = kB ln
(

3+
√

5
2

)
para o

conjunto de parâmetros considerado, que, no entanto, é elevado para valores finitos da cons-

tante de rigidez da mola devido a uma mudança nas fronteira de fase no estado fundamental.

Finalmente, a Fig.5.4 (d) representa variações de temperatura do calor específico correspon-
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Figura 5.5 – (a) A magnetização total por célula unitária em função da temperatura em uma escala semi-
logarítmica para valores fixos de κ = 0,5, J0 = −1,Jx = 1, Jz = −1, θ = π/2, h = 2 e
para quatro valores diferentes de kH = {25,50,100,200}; (b) Um gráfico semi-logarítmico
da suscetibilidade magnética pela temperatura(χT ) para o mesmo conjunto de parâmetros
usado na Fig. 5.5 (a) para a magnetização.

Fonte: Autora (2020).

dente à Fig.5.4 (b), onde uma formação do pico pequeno adicional pode ser observado em uma

região de baixa temperatura devido às respectivas alterações da entropia de um platô diferente

de zero para nulo.

A magnetização total é representada na Fig.5.5 (a) versus a temperatura em uma escala

semi-logarítmica, assumindo valores fixos de κ = 0,5, J0 =−1 , Jx = 1, Jz =−1, θ = π/2, h= 2

e quatro valores diferentes da constante de rigidez de mola kH = {25,50,100,200}. Observa-

mos que a magnetização total por célula unitária tende no limite de temperatura zero ao valor

inicial Mt = 0,5, que é independente da constante de rigidez da mola, e aumenta de acordo com

a fórmula (5.51) para o valor Mt ∼ 0.947 na faixa de temperaturas moderadas 10−3 . T . 10−1

antes que finalmente tenda a zero na região de altas temperaturas. Fig.5.5 (b) ilustra as res-

pectivas variações da susceptibilidade magnética vezes a temperatura (χT ) como função da

temperatura para o mesmo conjunto de parâmetros usado na fig.5.5 (a). É óbvio que o produto

desaparece χT → 0 quando a temperatura chega a zero, um platô intermediário em torno do

valor χT ∼ 0.18 é encontrado em temperaturas moderadas 10−3 . T . 10−1 e o produto tende

ao valor assintótico χT ∼ 0,8 no limite de altas temperaturas.
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6 CONCLUSÃO

No presente trabalho, examinamos detalhadamente as propriedades magnetoelásticas da

cadeia de diamante Ising-Heisenberg com spin-1/2, que envolve dois spins Heisenberg e um

spin Ising nodal em cada célula unitária. Supõe-se que os átomos decorados que envolvem os

spins de Heisenberg vibram harmonicamente perpendicularmente ao eixo da cadeia, enquanto

os átomos nodais que envolvem os spins de Ising são colocados em posições rígidas na rede

ao ignorar completamente suas vibrações da rede. Em particular, investigamos primeiro o di-

agrama de fase no estado fundamental, como função da constante magnetoelástica e da cons-

tante de rigidez da mola atribuída ao acoplamento Heisenberg, principalmente focando numa

região próxima a um ponto triplo de duas fases ferrimagnéticas e uma fase paramagnética satu-

rada. Vimos que quanto menores os valores de kH temo valores maiores de Jz, também vimos

que, quanto a geometria da rede, Jz assume valores maiores conforme θ assume valores meno-

res. Em seguida, examinamos em detalhes também as propriedades termodinâmicas em baixas

temperaturas. Verificou-se que a natureza magnetoelástica dos dímeros Heisenberg é refletida

através de um platô diferente de zero da entropia em uma região de baixas temperaturas, en-

quanto o calor específico exibe um pico anômalo ligeiramente abaixo da região de temperatura

correspondente ao platô de entropia. Em detalhes observamos que a entropia geral a baixas tem-

peraturas acompanha o modelo rígido, quando T aumenta ela acompanha a entropia do fônon.

Já em T = 0, devido a configuração de spins, há uma frustração de spin que gera uma entropia

residual. Também observamos que quanto mair o valor de kH menor influência da temperatura

e o platô também aumenta. Além disso, quando o calor específico vai a zero não há absorção

de calor, os picos do calor específico coincidem com os da entropia, então há absorção de calor.

A magnetização exibe um platô com valor quase saturado na mesma região de temperatura,

como mencionado acima, a entropia gradualmente tende a zero quando aumentamos a tempe-

ratura. A suscetibilidade magnética exibe na mesma região do platô uma dependência inversa

da temperatura, a qual falha levemente acima desse platô, enquanto uma dependência inversa

da temperatura é novamente recuperada em temperaturas suficientemente altas.
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LISNYI, B.; STREČKA, J. Exactly solved mixed spin-(1, 1/2) ising–heisenberg distorted
diamond chain. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, Elsevier, v. 462, p.
104–116, 2016.

LOPES, F. A. Produção hidrometalúrgica de óxidos magnéticos a partir de concentrado de
pirita proveniente de rejeitos da mineração de carvão. 2017.

MARKOš, P.; SOUKOULIS, C. M. Wave propagation: from electrons to photonic crystals
and left-handed materials. [S.l.]: Princeton University Press, 2008.

MASSIMINO, P.; DIEP, H. Effect of magnetoelastic interactions on the phase transition
of two-dimensional ising spin system. Journal of Applied Physics, American Institute of
Physics, v. 87, n. 9, p. 7043–7045, 2000.

MATTIS, D.; SCHULTZ, T. Theory of magnetothermomechanics. Physical Review, APS,
v. 129, n. 1, p. 175, 1963.

MAXWELL, J. C. A treatise on electricity and magnetism. [S.l.]: Oxford: Clarendon Press,
1873. v. 1.

MUÑOZ, V. What can we learn about protein folding from ising-like models? Current
opinion in structural biology, Elsevier, v. 11, n. 2, p. 212–216, 2001.

NETO, E. M. d. C. O modelo de ising na cadeia linear com interações competitivas de longo
alcance. Programa de Pós-Graduação em Educação da UFBA, 2009.

NUSSENZVEIG, H. M. Curso de Física Básica: fluidos, oscilações e ondas, calor. [S.l.]:
Editora Blucher, 2018. v. 2.

OLIVEIRA, I. S.; JESUS, V. L. D. Introdução à física do estado sólido. [S.l.]: Editora
Livraria da Física, 2005.

ONSAGER, L. A two-dimensional model with an order–disorder transition (crystal statistics
i). Phys. Rev, v. 65, p. 117–49, 1944.

ÖSTLUND, S.; ROMMER, S. Thermodynamic limit of density matrix renormalization.
Physical review letters, APS, v. 75, n. 19, p. 3537, 1995.



59

PEREIRA, M. S. S. et al. Platô na magnetização e efeito magnetocalórico na cadeia diamante
cineticamente frustrada. Universidade Federal de Alagoas, 2008.

QI, Y. et al. Magnetocaloric effect in ferroelectric ising chain magnet. Solid State
Communications, Elsevier, v. 233, p. 1–5, 2016.

RESTREPO-PARRA, E. et al. Magnetic phase diagram simulation of la1- xcaxmno3 system
by using monte carlo, metropolis algorithm and heisenberg model. Journal of Magnetism and
Magnetic Materials, Elsevier, v. 323, n. 11, p. 1477–1483, 2011.

ROJAS, O.; SOUZA, S. D. Direct algebraic mapping transformation for decorated spin
models. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, IOP Publishing, v. 44, n. 24,
p. 245001, 2011.

ROJAS, O. et al. Universality and quasicritical exponents of one-dimensional models
displaying a quasitransition at finite temperatures. Physical Review E, APS, v. 99, n. 4, p.
042117, 2019.

ROJAS, O.; VALVERDE, J.; SOUZA, S. D. Generalized transformation for decorated spin
models. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, Elsevier, v. 388, n. 8, p.
1419–1430, 2009.

ROMBALDI, F. B. Avaliação do efeito protetivo de revestimentos de silano aplicados sobre
sensores magnetoelásticos metglas 2826mb3. 2019.

SALINAS, S. On the one-dimensional compressible ising model. Journal of Physics A:
Mathematical, Nuclear and General, IOP Publishing, v. 6, n. 10, p. 1527, 1973.

SALINAS, S. R. Introdução a física estatística vol. 09. [S.l.]: Edusp, 1997.

SANTRA, S. B. Advanced Statistical Mechanics. 2013. Disponível em: <<nptel.ac.in/
courses/115103028/26>>.

SILVA, J. M. N. Redes Neurais Artificiais: Rede Hopfield e Redes Estocásticas. [S.l.]:
Niterói, 2003.

SOUZA, S. de; ROJAS, O. Quasi-phases and pseudo-transitions in one-dimensional models
with nearest neighbor interactions. Solid State Communications, Elsevier, v. 269, p. 131–134,
2018.
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