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RESUMO

Nesta tese investigamos a implementação do AMMI bayesiano para dados ordinais. Inici-
almente fizemos uma revisão sobre aspectos teóricos de inferência bayesiana, da análise de
ensaios multi ambientais (MET) e de modelos de limiar. Em seguida apresentamos dois arti-
gos para submissão a revistas científicas. O primeiro é um artigo de revisão sobre o AMMI-
bayesiano com exemplificação numérica de sua implementação tecnicamente mais atualizada.
O modelo se mostra muito flexível para ajustar dados desbalanceados, não ortogonais e hete-
roscedásticos, mas depende de respostas contínuas em que se possa supor aproximação normal.
O segundo artigo é sobre a análise de dados ordinais na estrutura do modelo AMMI-bayesiano.
Um conjunto de dados MET foi artificialmente transformado em respostas ordinais a partir de
uma variável observada contínua. Este recurso foi usado para gerar um padrão ouro como refe-
rência de análise, que não existe nas aplicações reais. O uso de uma variável latente contínua,
usando funções de ligação acumuladas probit permitiu implementar a análise e mostrou-se efici-
ente em separar genótipos estáveis de instáveis. Com os dados ordinais a interpretação é menos
poderosa, porém mais rigorosa e consistente com a análise de dados contínuos.

Palavras-chave: AMMI-Bayesiano, Ensaios Multi Ambientais, Modelos de Limiar, Variáveis
Ordinais.



ABSTRACT

In this thesis we study the implementation of Bayesian AMMI for ordinal data. Initially we re-
visited theoretical aspects of Bayesian analysis, Multi Environment Trials (MET) and threshold
models. In the last two sections are presented papers for scientific journals. The first is a review
on Bayesian-AMMI literature folowed by a case study of the state of the art implementation.
The model has shown flexibility to fit unbalanced, non-orthogonal and heteroscedastic data, but
depends on continuous response in which Gaussian assumption is reasonable after scaling. The
second deals with Bayesian AMMI to ordinal data. An ordinal data set on MET was artificially
generated from continuous responses. This allows for a gold standard on ordinal data analysis,
that is not available in actual ordinal data. A latent underlying continuous variable modeled with
cumulative probit link allows for a suitable implementation of the analysis. This has shown to
be efficient in telling stable from unstable genotypes. Using ordinal models interpretation is
less powerful but more rigorous and consistent with continuous data analysis.

Keywords: Bayesian-AMMI, Multi Environment Trials, Ordinal variables, Threshold models.
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1 INTRODUÇÃO

Um das classes de modelos de maior aplicabilidade na análise da interação entre dois fa-

tores qualitativos são os chamados modelos lineares-bilineares. Em especial, quando se modela

os efeitos principais de forma aditiva e a interação de forma multiplicativa, temos os chamados

AMMI (Additive Main Effects and Multiplicative Interaction Model). Neste caso, os parâmetros

que modelam a matriz de interações são construídos a partir de sua decomposição em valores

singulares.

Estes modelos foram inicialmente aplicados a ensaios não repetidos em que o primeiro

parâmetro da interação era associado à estimativa do erro experimental. Mais recentemente

foram estendidos para identificar potenciais padrões de interação entre tratamentos e ambientes

em experimentos repetidos.

Um tipo especialmente importante de experimento montado em diferentes ambientes

são competições de cultivares em fases finais de seleção, com o objetivo de selecionar e re-

comendar cultivares para diferentes ambientes. Este conjunto de experimentos aleatorizados,

repetidos e independentes, mas com o mesmo conjunto de tratamentos em diferentes ambientes,

são referidos em genética e melhoramento de plantas como MET (Multi-Environmental Trials).

O modelo AMMI vem sendo bastante utilizado para interpretar tais situações, pois permitem

identificar grupos de genótipos adequados para ambientes específicos (adaptabilidade), além de

identificar os que são relativamente estáveis (estabilidade).

As vantagens oferecidas pela utilização dos modelos lineares-bilineares foram potenci-

alizadas pela aplicação da modelagem bayesiana. A análise bayesiana do modelo AMMI foi

proposta, aproximadamente, a duas décadas atrás, mas só recentemente adquiriu maior reper-

cussão na literatura com importantes contribuições. Contudo, os trabalhos conduzidos até o

momento, utilizando tais modelos, são para dados com respostas contínuas e pressuposição de

normalidade. Nesse sentido, seria interessante e útil estender o método a outros contextos.

Em diversos programas de melhoramento, a atribuição de notas ordenadas em escalas

subjetivas associadas a caracteres de interesse do melhorista tem um papel muito importante.

Como exemplos, podemos destacar o uso de escalas de cinco ou nove pontos para avaliação

visual de lesões de doenças em folhas de hortaliças, avaliação de forma comercial ou intensidade

de cor de raízes e frutos, estimativa grosseira do grau de cobertura vegetal e parâmetros de

propagação em gramíneas forrageiras, avaliação do porte ou outros parâmetros da arquitetura de

plantas anuais ou perenes, com objetivos de mecanização ou de aumentar a insolação, avaliação
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de qualidades organolépticas dos alimentos processados ou dos frutos in natura de espécies

alimentares, dentre outras aplicações.

Nestes casos, dois erros de aproximação podem prejudicar a análise, o primeiro seria

abusar do uso do teorema central do limite ao se tomar médias de notas em escalas discretas, o

que leva a uma estimação imprecisa da distância relativa na população entre estas notas. Para

evitar este problema alguns autores recomendam aumentar o número de classes na avaliação,

o que nem sempre é conveniente. O segundo problema é a aproximação da proporção popu-

lacional em cada classe de nota, que é tão mais precisa quanto menor o número de classes

considerado. Para tentar solucionar estes problemas, aprimoraram-se os modelos de análise

paramétrica de dados ordinais utilizando variáveis latentes.

Embora o uso de modelos ordinais com variáveis latentes esteja bastante desenvolvido,

não vimos aplicações desta técnica na literatura de MET para o estudo de padrões na GEI. Para

cobrir esta lacuna, esta tese tem por objetivo estender o modelo AMMI bayesiano para dados

ordinais, modelando variáveis latentes tanto para dados simuladas quanto para um ensaio real

envolvendo respostas contínuas discretizadas em variáveis ordinais.

No capítulo seguinte apresentamos uma revisão da literatura que embasa a análise baye-

siana de dados ordinais e sua possível ligação com o AMMI bayesiano. Nos capítulos subse-

quentes são apresentados dois artigos, o primeiro consiste em uma revisão da literatura recente

sobre o AMMI bayesiano e o segundo trata da análise de MET com dados ordinais utilizando o

AMMI bayesiano.
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2 REFERÊNCIAL TEÓRICO

2.0.1 Interação Genótipo x Ambiente

A influência do ambiente sobre características fenotípicas tem sido pesquisada continu-

amente em programas de melhoramento genético com o objetivo de obter as melhores com-

binações possíveis de genótipos ou cultivares nos ambientes em que se expressa sua mais alta

produtividade e também recomendar genótipos com maior adaptabilidade às mais variadas con-

dições ambientais (MALOSETTI; RIBAUT; EEUWIJK, 2013; SILVA; DUARTE, 2006).

As variações nas respostas dos genótipos aos diferentes ambientes (anos, locais, etc) é

a origem da chamada interação entre genótipos x ambientes (genotype-environment interaction

- GEI ). Sua existência dificulta a seleção e a recomendação dos melhores genótipos, mesmo

após a realização de experimentos repetidos com a mesma estrutura de tratamentos em vários

ambientes, denominados ensaios multiambientais (Multi Environment Trials - MET ) (YAN;

KANG, 2002).

Segundo Crossa (1990), os ensaios multiambientais desempenham um papel fundamen-

tal no processo de melhoramento de plantas, sendo possível alcançar uma melhor precisão nas

estimativas e predições de rendimentos, a partir da combinação de dados obtidos de experimen-

tos individuais. Além de elucidar padrões de respostas e estabilidade dos genótipos (tratamen-

tos) em diferentes ambientes, pode-se obter informações para auxiliar os melhoristas na seleção

de genótipos mais bem adaptados na fase de plantio dos anos seguintes e em novos locais.

Quando a GEI é importante, os efeitos dos genótipos e ambientes não são estatistica-

mente explicados por modelos aditivos, o que significa que o ranqueamento e desempenho

relativo dos genótipos pode ser diferente entre os ambientes.

Na Figura 2.1 são ilustradas 3 situações que podem ocorrer quando dois genótipos (G1

e G2) são avaliados em dois ambientes diferentes (A1 e A2). A figura 2.1a representa o caso

onde não há interação, os genótipos se comportam de forma proporcional quando comparados

nos diferentes ambientes (paralelismo, que pode no entanto ser afetado pela escala). Na figura

2.1b já observa-se interação onde o desempenho dos genótipos variam, mas sem a mudança na

classificação de rendimentos dos genótipos aos diferentes ambientes. Já na figura 2.1c observa-

se interação complexa (ou cruzada), em que ocorreu mudança na classificação de rendimentos

dos genótipos, sendo esse cenário o mais complicado em termos de seleção e recomendação

de genótipos superiores com ampla adaptabilidade aos diferentes ambientes de teste. O mesmo

padrão pode ser estendido na presença de vários níveis para cada fator.
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Figura 2.1 – Rendimento médio (Rend.) observado para a interação entre genótipos (G) x ambientes (A)

2.1 Inferência Bayesiana

A inferência estatística tem o objetivo de fazer afirmações sobre as características po-

pulacionais (não observáveis ou subjacentes) com base em medidas observáveis associadas de

uma amostra desta população. Existem vários paradigmas ou estratégias de inferência diferen-

tes, por exemplo a inferência frequentista que considera os parâmetros populacionais constantes

fixas desconhecidos e utiliza as informações observadas como a única forma quantificável para

o ajuste de distribuições probabilísticas. A generalização neste contexto se dá em imaginar as

distribuições de estatísticas em potenciais amostras aleatórias associadas a estes dados. Probabi-

lidades neste paradigma de inferência são interpretadas como frequências relativas em infinitas

observações destas amostras (BERNARDO; SMITH, 1994; KOCH, 2007).

Já na inferência bayesiana distribuições de probabilidade não estão associadas apenas a

observações serem eventos aleatórios, mas também a declarações ou proposições prévias sobre

os próprios parâmetros populacionais que se deseja conhecer. Desta forma é possível quantificar

a distribuição conjunta de parâmetros e observações e, mais importante, combinar o conheci-

mento prévio ao experimental sobre o fenômeno investigado por meio do teorema de Bayes

(KOCH, 2007).

2.1.1 Teorema de Bayes

Seja y′= (y1, ...,yn) um vetor de n observações, e p(y|θ) a probabilidade condicional de

y dados os k parâmetros do vetor θ = (θ1, ...,θk). Seja p(θ) a distribuição (caso discreto) ou de

densidade (caso contínuo) de probabilidade (a priori) de θ e p(y,θ) a probabilidade conjunta

entre y e θ , podemos obter as seguintes relações:

p(y|θ)p(θ) = p(y,θ) = p(θ |y)p(y). (2.1)
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Então, por meio do teorema de Bayes, conhecidas as observações y, a probabilidade

condicional de θ é:

p(θ |y) = p(y|θ)p(θ)
p(y)

, (2.2)

em que

p(y) = E[p(y|θ)] = c−1 =


∫

p(y|θ)p(θ)dθ , θ continuo

∑ p(y|θ)p(θ) , θ discreto
(2.3)

Assim, utilizando o teorema de Bayes, a (2.3), pode ser escrita da seguinte forma:

p(θ |y) ∝ p(y|θ)p(θ), (2.4)

Ou seja, p(θ |y) é chamada de distribuição a posteriori dos parâmetros dadas as observações,

que é proporcional tanto ao conhecimento a priori quanto ao conhecimento trazido pelo experi-

mento. É possível calcular a constante normalizadora c, necessária para assegurar que a função

p(θ |y) seja uma distribuição de probabilidades.

A função p(y|θ) é a verossimilhança, função de evidência obtida ao se mapear a proba-

bilidade de se encontrar y para o domínio dos valores paramétricos θ .

2.1.2 Informação a priori e a posteriori

A inferência condicional usando o teorema de Bayes pode ser considerada como uma

atualização da informação prévia promovida pela observação de novos dados. A quantificação

do valor relativo destas informações prévias é feita por distribuições de probabilidade. Desta

forma torna-se crítica a escolha de quais distribuiçõe usar: tanto para representar a informação

prévia quanto para modelar a ocorrência dos dados. Geralmente esse processo tenta conciliar

motivações filosóficas e necessidades práticas. A verossimilhança depende da natureza dos da-

dos, de sua forma de medida, de seu delineamento amostral ou experimental e das possíveis

distribuições que podem modelar a ocorrência de tais observações, mas também da facilidade

algébrica ou computacional em lidar com tais distribuições. As distribuições a priori dependem

fundalmentalmente do conhecimento prévio sobre os processos do pesquisador (ou seu grau

de crença nos valores paramétricos), do desejo do pesquisador em informar sobre o conheci-

mento prévio (para muitos fins o pesquisador deseja ignorar o conhecimento prévio e escolher
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distribuições a priori que reflitam isso, bem como das propriedades algébricas e, ou numéricas

resultantes da combinação das probabilidades e da natureza dos parâmetros da verossimilhança

(PRESS, 2002).

A definição da distribuição de probabilidade a priori a ser utilizada é, portanto, um

passo crucial. Como essa função expressa informações em relação ao grau de conhecimento

dos parâmetros, é relativamente difícil caracterizar qual deve ser a distribuição não-informativa,

ao passo que se existir alguma informação disponível sobre esses parâmetros (histórica ou de

especialistas), é importante utilizar distribuições de probabilidade que reflitam adequadamente

este conhecimento (KOCH, 2007).

Duas estratégias muito utilizadas para o estabelecimento de prioris não-informativas,

são o Princípio da Razão Insuficiente de Bayes-Laplace que considera a mesma probabilidade

para todas as quantidades envolvidas no estudo (priori uniforme) e o método de Jeffreys que

minimiza a medida da informação de Fisher (GELMAN et al., 2004). Há também métodos

baseados na maximização da distância entre a priori e a posteriori ou maximização da entropia

da própria priori (JAYNES, 2003; BERNARDO; SMITH, 1994; PRESS, 2002).

Por outro lado, é muito utilizada a estratégia de se procurar distribuições a priori que

pertencem a famílias conjugadas, que possuam a característica de preservar a distribuição a pos-

teriori na sua mesma classe. Isto leva a uma facilidade algébrica definida como ”conjugação”

e facilita a inferência pois os parâmetros da posteriori são apenas atualizações dos hiperparâ-

metros da priori na mesma forma algébrica. Sendo assim uma família de distribuições H é

conjugada com um modelo observacional F = p(y|θ) : θ ∈Θ se a relação é dada da seguinte

forma:

h(θ) ∈ H⇒ h(θ |y) ∝ h(θ) f (y|θ) ∈ H

A conjugação traz propriedades bastante interessantes por facilitar o tratamento analítico

da distribuição conjunta a posteriori e portanto, facilitar a obtenção de seus resumos (GAMER-

MAN; LOPES, 2006; PAULINO; MURTEIRA; TURKMAN, 2018).

2.1.3 Monte Carlo Via Cadeia de Markov (MCMC)

É frequente que ao se usar inferência bayesiana em problemas complexos não se con-

siga obter estimadores algébricos e se procure montar amostras da distribuição a posteriori

conjunta. Isso pode acarretar sobrecarga de cálculos na implementação computacional quando
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técnicas mais simples de integração não podem ser utilizadas. O método de Monte Carlo via

cadeias de Markov visa gerar valores de amostras da posteriori em cadeias de Markov. Isto é

feito simulando observações com o método Monte Carlo nas distribuições convenientes para

a implementação da posteriori. Frequentemente este processo é subdividido aproveitando-se

propriedades de distribuições condicionais para facilitar a amostragem conjunta.

Suponha que se queira gerar uma amostra de uma distribuição a posteriori p(θ |y) para

θ ∈Θ⊂ℜk, cuja amostragem direta é difícil de se obter. Pode-se, no entanto, gerar uma cadeia

de Markov a partir de um estado inicial θ0 no domínio conveniente e construir a cadeia em um

processo iterativo que segue até se obter a distribuição de equilíbrio para p(θ |y), considerando

eventualmente critérios de parada (BERNARDO; SMITH, 1994).

Sob condições de regularidades adequadas, pode-se verificar por meio de resultados

assintóticos, que a saída da amostra de uma cadeia com distribuição de equilíbrio pode ser usada

para simular uma amostra aleatória de p(θ |y) ou para estimar o valor esperado, em relação a

p(θ |y), de uma função g(θ) de interesse.

Seja (θ
(t)
1 ,θ

(t)
2 ,θ

(t)
3 , ...) um ponto amostral da cadeia. A avaliação assintótica da cadeia

com t→ ∞ possui as seguintes propriedades:

i) θ → θ ∼ p(θ |x), em distribuição,

ii) 1
t ∑

t
i=1 g(θ (i))→ Eθ |x[g(θ)]

Como amostras sucessivas da cadeia θ (t) são correlacionadas, o processo de estabeleci-

mento de resumos da posteriori conjunta fica simplificado se estabelecerem amostras indepen-

dentes. Isso é feito interrompendo-se a passos arbitrários a série temporal de amostras da cadeia

para construir a distribuição conjunta de interesse p(θ |y). Além disso, funções de interesse dos

parâmetros amostrados nas cadeias ganham também distribuições nas quais se pode realizar a

inferência (BERNARDO; SMITH, 1994).

Para a construção de cadeias e realização de amostras das distribuições de equilíbrio,

existem dois algoritmos bastante utilizados em aplicações da estatística bayesiana. São eles: o

algoritmo Metropolis-Hasting e o amstrador de Gibbs, que serão detalhados a seguir.



15

2.1.4 Algoritmo Metropolis-Hasting

O algoritmo de Metropolis-Hasting é frequentemente utilizado no processo de obtenção

de distribuições a posteriori na estatística bayesiana. Ele é mais usado quando não se consegue

obter uma amostragem direta da distribuição de destino. A idéia desse algoritmo é gerar valores

a partir de distribuições auxiliares (geradoras de propostas) e aceitá-los com uma dada proba-

bilidade. Esse mecanismo de correção é utilizado para que os valores gerados se comportem

assintoticamente como observações aleatórias da distribuição alvo.

Cada estado da cadeia de Markov produzida pelo algoritmo Metropolis-Hastings é ge-

rado alternando-se dois passos: 1) a etapa de proposição e 2) a etapa de transição. Estas etapas

estão associadas, respectivamente à distribuição geradora de proposições de pontos amostrais e

ao cálculo da probabilidade de transição do algoritmo Metropolis-Hastings. A seguir, apresenta-

se a descrição dos passos do algoritmo (SORENSEN; GIANOLA, 2002; PRESS, 2002)

Seja θ (0) o valor inicial da cadeia e suponha que o algoritmo foi executado para obter os

valores θ (0),θ (1), ...,θ ( j−1).

O próximo item da cadeia θ ( j) é produzido pela alternância das duas etapas:

Etapa de proposição: amostre um valor θ da distribuição proposta q(θ ( j−1),θ |y) e

calcule o valor:

α(θ ( j−1),θ |y) = min

{
1,

h(θ |y)
h(θ j−1|y)

q(θ ,θ ( j−1)|y)
q(θ ( j−1),θ |y)

}
(2.5)

em que h(·) é a distribuição de interesse.

Etapa de transição: amostre um valor u∼U(0,1). Se u6α então θ ( j) é igual a θ , caso

contrário, mantenha θ ( j) igual a θ ( j−1) e assim, repita as etapas novamente até a convergência

da cadeia.

Quando as densidades das distribuições geradoras de propostas são simétricas e q(θ ,θ ( j−1)|y)=

q(θ ( j−1),θ |y), a probabilidade de aceitação reduz-se a

α(θ ( j−1),θ |y) = min
{

1,
h(θ |y)

h(θ j−1|y)

}
(2.6)

que corresponde ao caso originalmente considerado por Metropolis et al. (1953).

2.1.5 Algoritmo Gibbs Sampling

O amostrador de Gibbs é um dos algoritmos de mais simples implementação computaci-

onal para os métodos MCMC, embora envolva maior complexidade teórica. Este método pode
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ser considerado um caso particular do algoritmo Metropolis-Hastings no qual a etapa de pro-

posição é feita escolhendo distribuições a posteriori condicionais completas convenientes. Isto

leva a probabilidade de aceitação a 100% e potencialmente acelera o processo de amostragem.

A seguir apresentam-se os passos para implementação deste algoritmo..

Considere o vetor de parâmetros de um modelo (θ1,θ2, ...,θp), com densidade a pos-

teriori conjunta h(θ1,θ2, ...,θp|y). Sejam os valores iniciais arbotrários (θ (0)
1 ,θ

(0)
2 , ...,θ

(0)
p ) no

domínio da densidade conjunta h(θ (0)
1 ,θ

(0)
2 , ...,θ

(0)
p )> 0. Simula-se sequencialmente cada ele-

mento do vetor de parâmetros a partir de cada uma das distribuições a posteriori condicionais

completamente condicionadas, não impostando a ordem da amostragem, ou seja:

θ
(1)
1 ∼ h(θ1|θ

(0)
2 , ...,θ

(0)
p ,y),

θ
(1)
2 ∼ h(θ2|θ

(1)
1 ,θ

(0)
3 , ...,θ

(0)
p ,y),

θ
(1)
3 ∼ h(θ3|θ

(1)
1 ,θ

(1)
2 ,θ

(0)
4 , ...,θ

(0)
p ,y),

...

θ
(1)
3 ∼ h(θ3|θ

(1)
1 ,θ

(1)
2 ,θ

(0)
4 , ...,θ

(0)
p ,y),

θ
(1)
p ∼ h(θp|θ (1)

1 ,θ
(1)
2 ,θ

(1)
4 , ...,θ

(1)
p−1,y),

θ
(2)
1 ∼ h(θ1|θ

(1)
2 ,θ

(1)
2 ,θ

(1)
4 , ...,θ

(1)
p ,y),

...

Segue-se o processo iterativo até estabilizar a distribuição dos valores de (θ1,θ2, ...,θp),

quando se pode assumir que se toma amostras da distribuição alvo h.

2.2 Modelo AMMI

Dentre os muitos modelos de estudo da interação entre dois fatores, destacam-se no

melhoramento de plantas os do tipo aditivo para efeitos principais com interação multiplicativa

(AMMI). No contexto de melhoramento de plantas, o objetivo é generalizar conclusões sobre

genótipos em vários ambientes, com ênfase na interpretação de possíveis interações. Uma

classe de modelos comumente utilizada para descrever a resposta média de genótipos sobre
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ambientes é a dos modelos lineares-bilineares, que permitem incorporar covariáveis ambientais

e genotípicas diretamente, além da interação na mesma representação.

Gollob (1968) e Mandel (1969), Mandel (1971) foram um dos primeiros trabalhos a

desenvolver um modelo com termo bilinear (multiplicativo), a partir de um conjunto de dados

dispostos em uma tabela de dupla entrada. A partir de Gauch (1988), Gauch e Zobel (1988)

e Zobel, Wright e Gauch (1988) esse modelo passou a ser denominado de modelo de efeitos

principais aditivos e interação multiplicativa (AMMI). Generalizações foram realizadas poste-

riormente por CORNELIUS, CROSSA e SEYEDSADR (1996), descrevendo outras classes de

modelos lineares bilineares, por exemplo, modelo de regressão de colunas (CREG), modelo

de regressão de linhas (SREG) geralmente chamado de biplot GGE e Modelo Completamente

Multiplicativo (COMM).

Por usar menor número de parâmetros para modelar a interação entre os fatores, o

AMMI tem sido aplicado em diversas áreas de estudo em busca de obter maior parcimônia, pre-

cisão e eficiência. Além disso, análises uni e multivariadas, como a ANOVA do modelo linear

fixo, decomposições do tipo PCA e análises de regressão podem ser consideradas como casos

particulares da aplicação do AMMI (GOLLOB, 1968; MANDEL, 1969; MANDEL, 1971; GA-

BRIEL, 1978). Por exemplo, se concluirmos ao realizar a análise AMMI, que apenas efeitos

principais são relevantes, o modelo pode ser simplificadao para acomodar uma ANOVA. Por

outro lado, caso a característica dos dados seja de apresentar apenas a estrutura multiplicativa,

o modelo PCA tenderia a ser bem ajustado.

No AMMI, a resposta média de um genótipo i em um ambiente j ( yi j) é modelada por:

yi j = µ + τi +δ j +
t

∑
k=1

λkαikγ jk + εi j (2.7)

sendo,

µ é uma constante, geralmente a média geral;

τi o efeito do i-ésimo genótipo, efeito linha da matriz GEI, para i = 1, ...,r;

δ j o efeito do j-ésimo ambiente, efeito coluna da matriz GEI, para j = 1, ...,c;

λk o k-ésimo valor singular obtido a partir da decomposição por valores singulares

(DVS) da matriz GEI′GEI ou GEIGEI′, com k = 1, ..., t, sendo t ≤ min(r− 1,c− 1) (posto

da matriz de interação GEI).

αik o i-ésimo elemento relativo ao genótipo i, do k-ésimo vetor singular referente à

matriz GEIGEI′;
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γ jk o j-ésimo elemento relativo ao ambiente j, do k-ésimo vetor singular referente à

matriz GEI′GEI;

εi j o erro experimental admitido ser identicamente e normalmente distribuído,

εi j ∼ N(0,σ2).

Com GE modelado por ∑
t
k=1 λkαikγ jk, satisfazendo ainda as seguintes restrições:

• λ1 > λ2 > ... > λt > 0

• identificabilidade: ∑i τi = ∑ j δ j = ∑i αik = ∑ jk γ j = 0;

• ortonormalização: ∑i α2
ik = ∑ j γ2

jk e ∑i αikαik′ = ∑ j γ jkγ jk′ = 0 com k 6= k′;

Originalmente se ajusta modelos AMMI estimando os efeitos principais (a parte aditiva:

média geral, efeitos de genótipos e de ambientes) por um modelo linear fixo aplicado à matriz

de médias (Y(r×c)) e depois se aplica a decomposição de valores singulares (DVS) à matriz de

resíduos (GEI(r×c) = [(gei)i j], com característica de não-aditividade), que permanecem após o

ajuste do efeito principal (PIEPHO, 1995).

A matriz GEI é a matriz de interação entre genótipos e ambientes (resíduo dos efeitos

principais), que é obtida a partir do desvio relacionado a cada combinação gei j da GEI:

ε̂i j = ĝei j = Yi j− Ŷi.− Ŷ. j + Ŷ.. (2.8)

em que Yi j é a matriz de médias das repetições do genótipo i no ambiente j, Ŷi. é a média

de cada a genótipo i, Ŷ. j é a média de cada ambiente e Ŷ.. é a média geral.

A partir dessa matriz de interação é realizada a decomposição em valores singulares

(DVS), uma técnica da álgebra linear que consiste em uma fatoração de matrizes na forma:

USV′ =
t

∑
k=1

λkαααkγγγ
′′′
k (2.9)

sendo S uma matriz diagonal contendo os t valores singulares, em ordem decrescente, e as

matrizes U e V′ contendo os vetores singulares αααk eγγγ ′′′k respectivamente. Uma importante pro-

priedade desse método, é a construção de uma soma de t matrizes de posto unitário e ortogonais

entre si, que ao realizar a soma de quadrado de cada elemento, reproduz a soma de quadrados

da interação genótipos por ambientes SQG×E .

O objetivo desse desdobramento é obter uma aproximação da SQG×E que explique bem

a variabilidade inerente à interação (genótipo x ambiente). Como λ 2
1 > λ 2

2 > ... > λ 2
t , é possí-
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vel que os primeiros termos possam explicar uma alta proporção da SQG×E , e assim obter um

modelo mais parcimonioso, que possa determinar padrões de resposta importantes e descartar

termos de mais alta ordem de mais difícil interpretação como sendo "ruído"ou resíduo do mo-

delo, obtendo assim uma melhor precisão (GAUCH, 2013). De acordo com Duarte e Vencovsky

(1999), a interação entre genótipo e ambiente ainda pode ser representada separando o padrão

do resíduo adicional, da seguinte maneira:

yi j = µ + τi +δ j +

padrão︷ ︸︸ ︷
t∗

∑
k=1

λkαikγ jk+

termos residuais (ruído)︷ ︸︸ ︷
t

∑
k=t∗+1

λkαikγ jk (2.10)

Sendo o índice k (k = 1,2, ..., t), referente ao número de termos na interação. Tomando-

se os t termos iniciais da DVS para produzir uma aproximação de mínimos quadrados, sendo

os demais termos descartados, já que não teriam interpretação prática.

Outra vantagem da utilização dos modelos linear-bilineares, é sobre o uso da análise

biplot como ferramenta de estatística descritiva, representando os escores genotípicos e ambi-

entais referente aos termos multiplicativos no modelo. Esses escores plotados, são obtidos a

partir da decomposição de valores singulares, da matriz GEI. E auxiliam na visualização de pa-

drões existentes, identificando genótipos e ambientes estáveis, além de adaptações específicas

de genótipos entre os ambientes.

O método biplot proposto por Gabriel (1971), consiste na aproximação de matrizes de

alta dimensinalidade, em matrizes com baixa dimensão (em geral dois eixos). Cada elemento

da matriz é representado pelo produto interno dos vetores linhas
(

US1/2
)

e colunas
(

S1/2V′
)

da matriz de interação GEI = USV′ =
(

US1/2
)(

S1/2V′
)

. Sendo que para interpretação no

gráfico, os genótipos ou ambientes considerados estáveis são aqueles cujos escores estão pro-

ximos à origem, e para estudo de adaptações específicas, é de acordo com os ângulos formados

pelos vetores relacionados aos escores genotípicos e ambientais, que se forem menores que 90◦

indicam adaptações especificas dos genótipos aos ambientes. O modelo AMMI-bayesiano será

revisado em detalhes no capítulo seguinte, que incluirá um exemplo numérico de sua imple-

mentação.

2.3 Modelo de Threshold (limiar)

Características qualitativas são frequentemente empregadas no melhoramento genético

animal e de plantas. E são utilizados para representar estados subjetivos das características de
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interesse por respostas ordinais, geralmente com múltiplas categorias. Exemplos clássicos são o

grau de dificuldade no parto em animais domésticos e resistência a pragas e doenças em animais

e plantas (SORENSEN et al., 1995).

Geralmente quando se estuda dados ordinais, a estrutura utilizada é organizada de acordo

com a Tabela 2.1. A dimensão n× c, indica que nas linhas são representadas as observações

(individuos), como combinações dos níveis dos fatores (com r e w supondo o número de níveis

de 2 fatores), e as colunas representam as categorias de resposta (1, ..,C), com ni j sendo o

número de observações em cada categoria.

Tabela 2.1 – Tabela de entrada de dados em cada combinação dos níveis de fatores, que pertencem a uma
dada categoria de resposta

Observações
(Indivíduos)

Categorias

C1 C2 C3 · · · C j · · · Cc TOTAL

1 n11 n12 n13 · · · n1 j · · · n1c n1.
2 n21 n22 n23 · · · n2 j · · · n2c n2.
3 n31 n32 n33 · · · n3 j · · · n3c n3.
...

...
...

... . . . ... . . . ...
...

i ni1 ni2 ni3 · · · ni j · · · nic n1.
...

...
...

... . . . ... . . . ...
...

n = rw nn1 nn2 nn3 · · · nn j · · · nnc nn.

Muitas vezes se utiliza técnicas desenvolvidas para modelos lineares contínuos (aproxi-

mações normais) para analisar dados ordinais, mesmo que a estrutura da medida não justifique

tal aproximação. Os problemas relatados quando se utiliza de tal estratégia para estudo, dizem

respeito à inflação dos os erros de medida quando se observa um número de categorias menor,

ou problemas de aproximação da distribuição da classe, quando o tamanho da amostra não é

suficientemente grande, ou ainda, quando se tem um excesso de classes e se observa poucos

elementos em algumas classes (GIANOLA, 1982; GIANOLA; FOULLEY, 1983). Sabe-se, no

entanto, que este tipo de aproximação é muito comumente empregado, devido à relativa robus-

tez e simplicidade dos modelos lineares clássicos (ATKINSON, 1988; MONTESINOS-LÓPEZ

et al., 2015).

Na busca por alternativas para análises com dados ordinais, os geneticistas quantitati-

vos introduziram o modelo de Threshold no melhoramento genético, para relacionar uma es-

cala contínua subjacente a fenótipos (respostas categorias observadas) (DEMPSTER; LERNER,
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1950). Os primeiros conceitos foram utilizados por Wright (1934) em estudos do número de

dígitos em cobaias. A partir de Falconer (1965), essa “variável latente”, passou a ser conhe-

cida também como “liability”, na genética de doença. Com o modelo de Threshold é possível

pontuar ou dimensionar as categorias de resposta, de modo que se uma resposta cair entre os

limites que definem a categoria apropriada é possível relacionar a intervalos da distribuição

normal (GIANOLA; FOULLEY, 1983).

No modelo de Thresholds, as variáveis latentes são representadas pelo vetor l = {li}

(i = 1,2, ...,n), em que cada li é obtido a partir da associação a cada i-ésima resposta ordinal

observável pertencente ao vetor Y = {yi}, sendo expressa da seguinte forma:

li = x′iβ + z′ia+ ei (2.11)

Em que n é o tamanho da amostra, β representa o parâmetro de efeitos de locação,

a, representa valores genéticos aditivos e ei é o resíduo associado a cada observação, ei ∼

N(0,σ2). Os elementos x′ e z′ são os vetores de incidência em relação aos parâmetros β e a

respectivamente. Os elementos do vetor l são independente e identicamente distribuídos, sendo

representado condicionalmente por:

(l|β ,a,σ2
e )∼ N(Xβ +Za,Iσ

2
e ) (2.12)

Como a variável latente é uma variável não-observável, utiliza-se uma pressuposição

sobre a variância a fim de se obter a identificabilidade na verossimilhança, sendo σ2 = 1. En-

tretando Bernardo e Smith (1994) comentam que se forem utilizados procedimento adequados

para a escolha das prioris para cada parâmetro, a utilização dessa restrição já não é necessária

para a realização de inferências sobre as posteriores. Mas como a sua utilização é padrão nesse

tipo de análise, ela geralmente é adotada Sorensen e Gianola (2002).

Considerando o y = yi ( i = 1,2, ...,n), um vetor de respostas categóricas, em que cada yi

representa uma resposta, pertencente a uma dentre várias categorias independente e mutuamente

exclusiva, elas se relacionam em uma escala subjacente as variáveis latentes, de acordo com

a definição hipotética de thresholds, tal que τmin < τ1 < τ2 < ... < τc−1 < τmax, sendo c a

quantidade de categorias consideradas. Além disso, também são definidas que, τmin = −∞ e

τmax = ∞, para que os c− 1 thresholds restantes possam assumir qualquer valor dentro deste

intervalo. Um exemplo dessa relação entre as variáveis observáveis e não-observáveis, pode
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ser visto na Figura 2.2, em que l segue uma distribuição gaussiana, e se li for obtida a partir

do intervalo de τ1 e τ2, a atribuição dessa variável estará na segunda categoria (C2) de resposta,

yi = 2.

Figura 2.2 – Representação de variáveis categóricas na escala subjacente (variável latente)
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ARTIGO 1

Flexible multi-environment trials analysis via Bayesian-AMMI: A review



Flexible multi-environment trials analysis via Bayesian-AMMI: A review 

Abstract 

Multi-Environment Trials (MET) are of paramount importance in recommending cultivars. 

Detecting genotypes that are superior and stable and those that are adapted to specific 

environments is done finding patterns in genotype x environment interaction (GEI). Additive 

Main Effect and Multiplicative Interaction (AMMI) models have been widely used for this 

purpose as it allows visual representation via biplots. Recent advances in AMMI analysis, 

especially in the Bayesian perspective, with the contribution of inferential regions for the 

interpretation of biplots are reviewed in this paper and an example is simulated with a 

controlled scenario with stable and unstable genotypes in different environments is include to 

illustrate your characteristics and capabilities.  

 

Additional key words: Bayesian analysis, credibility regions, quantitative genetics, selection. 

Abbreviations used: AMMI (Additive Main Effect and Multiplicative Interaction); BLUP  

(Best Linear Unbiased Prediction); BOA (Bayesian Output Analysis); GEI (genotype x 

environment interaction); HPD (Highest Posterior Density); MET (Multi-Environment Trials 

); MCMC (Markov Chain Monte Carlo); OLS (Ordinary Least Squares); PC1 (first principal 

component); PC2 (second principal component); REML (restricted maximum likelihood); 

SVD (singular value decomposition); VMF (von Mises-Fisher). 
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Introduction 

Additive Main Effect and Multiplicative Interaction (AMMI) models are widely used to 

analyse cross classified data. Main effects are estimated using information from the margins 

and we search for patterns in the remaining interaction, that is of paramount importance 

(Cornelius & Seyedsadr, 1997). One of the most important applications of it is on Multi-

Environment Trials (MET) used to evaluate genotype x environment interactions (GEI).  

AMMI combines linear and nonlinear techniques in a single analysis. Model fitting is 

usually done in two steps. First we adjust main effects (mean squares or more sophisticated 

methods). Remaining GEI matriz, residuals of the first step, goes into Singular Value 

Decomposition (SVD) to detect patterns (usually linear combinations).     

This approach allows for more parsimonious models reducing the number of bilinear 

terms kept from the initial model, through statistical criteria to describe GEI (Piepho, 1995; 

Dias & Krzanowski, 2003; Hadasch, et al. 2017). Interaction patterns can be directly depicted 

in biplot graphs (Gabriel, 1971; Kempton, 1984; Greenacre, 2010 ). 

Despite its advantages over previous (linear) methods, usual AMMI shares the 

drawbacks of fixed effect models specifications. In this case, inference on distribution of 

statistics for nonlinear parameters as variance components and singular values are very 

cumbersome and usually approximated. Yang et al. (2009) alert for the abuse of interpretation 

of biplots as most published applications bring no uncertainty measures for plotted scores.  

The first proposed methods, both fiducial and pure frequentist to draw confidence 

regions on biplots are problematic. The first uses strong assumptions on parametric models 

for scores distributions (Dennis & Gower, 1994). The second relies on computer intensive 

sampling that could fail to restore patterns in line and columns of the interaction matrix 

(Maya, 2006, Lavoranti, 2007; Yang et al., 2009;  Yan et al., 2010). However, more recent 

studies (Hu & Yang, 2013a,b) have proposed new methods of bootstrapping in an attempt to 

remove deficiencies in the classical methods prior to Yang et al. (2009).In the Bayesian 

perspective, the characteristic of this approach can partially help on this problems as MCMC 

(Markov Chain Monte Carlo) sampling from posterior distributions allows for greater 

flexibility on complex parametric models, thus preserving desired patterns in GEI.  

First proposal of Bayesian AMMI (Viele & Srinivasan, 2000), that in a groundbreaking 

paper solves the main problem of correct specification of bilinear parameters distribution 

assuring orthonormality to singular values. Liu (2001) PhD thesis expanded on many aspects 

of conjugate models for priors for direct implementation of Gibbs Sampling, reducing 
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computational time and making for reliable and stable posterior samples. Crossa et al. (2011) 

and Perez-Elizalde et al. (2012) has shown how to make inferential biplots using bivariate 

credibility regions and how to use previous experiments to elicit prior parameters. 

Recent advances in Bayesian-AMMI application to unbalanced data, heterogeneous 

variance and model selection can be found in (Oliveira et al., 2015; Silva et al., 2015; Jarquin 

et al., 2016; Silva et al., 2019; Romão et al., 2019). The technique is not yet widely used and a 

clear presentation of its capabilities is needed to make its use routine to MET analysis.  Note 

that despite the publication of a specific R package (bayesammi, from Yaseen et al., 2018) 

allowing for point estimates of biplot using posterior averages, credibility regions are still 

difficult to draw. 

In this paper we review Bayesian-AMMI, it's strengths, pitfalls and implications, aiming 

to amplify the application of the method. We illustrate its flexibility with a simulated 

example, with controlled scenario (stable and unstable genotypes known), that could help 

breeders on cultivar recommendation.  

Development 

Bayesian-AMMI model specification 

In what follows, we rewrite Viele & Srinivasan (2000) and Liu (2001) model 

specification. The conditional expected value of the realizations can be written as:  

  1 2

1

| , , , , ( )
t

k k k

k

E diag


   yy β g λ α γ μ X β Zg Zα X γ     (1) 

where y  represents n rl phenotypic responses, related to r  genotypes and l  repetitions, 

being l bc  are b (blocks) effects nested in c  (environments). Vector β  represents 

hierarchical effects of blocks within environments and g  the genotype effect. The parameters 

that describe the multiplicative components of the model allows the single value 

decomposition of the matrix r cGEI 
, where k is the k -th singular value and, kα  and kγ  are 

to be k -th singular vectors related to genotypes and environments respectively, with 

1,...,k t  and min ( , )t r c  being the rank of matrix r cGEI  . Matrices 1X , 2X and Z  are 

design matrices (known 0 or 1 constants). Singular value decomposition is strictly 

orthonormal and there is an eigenvalues are ordered  1 0t   . 

Following the usual experimental assumptions for a continuous variable in randomized 

experiments, conditional distribution for realizations follows a Gauss-Markov Normal model: 

2 2| , ( , )n ne eN y yy μ μ I      (2) 
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where nI  is an identity matrix of order n 

Prior density: 

In order to complete the Bayesian specification of the model, the prior distributions will 

be the same as those presented in Oliveira et al. (2015): 

~β  constant; 

2 2| , ~  ( , );g g gN μ 0 Ig  in which 
2

2

1
~ ;g

g




 

~k  constant; 

~ k spherical uniform on the correct subspace; 

~kγ  spherical uniform on the correct subspace; 

  

These prior specifications are non-informative for environmental effects and experimental 

variance, and minimally informative for bilinear parameters. For effects of genotypes, a 

hierarchical prior distribution was used, being assigned a multivariate normal distribution for 

g with uncertainty assigned in relation to the variance, the same prior specification that would 

yield restricted maximum likelihood/ Best Linear Unbiased Prediction (REML/BLUP) type of 

random effects in mixed models fiducial inference. For the components variance, genotypic 

and residual, non-informative priors were assigned, proportional to Jeffreys' priors. Note that 

Viele & Srinivasan (2000), Liu (2001), Crossa et al. (2011) and Perez-Elizalde et al. (2012) a 

common constant (general average) is estimated. The authors also used prior distributions 

with large values for scale parameters and degrees of freedom equal to one for scaled inverse 

chi-square distributions, so that the whole process is presented as non-informative. In our case 

there is no need for it. It is debatable whether breeders would like to use available information 

a priori (on averages and relatedness of genotypes and also on environments). However, our 

presentation allows for a clean comparison with classic or frequentist AMMI analysis. 

Posterior complete conditional distributions: 

The likelihood function for the model described in (2) is: 

 
 

   1 2
2 22

1 1
| exp

2
2

n
e

e

L

I


 

 
    

 
y y yμ μ μy y y  

And the joint distribution is given by: 



5 
 

   2 2 2 2 2 2 2

2

1

| | , ( | , ) ( | , ) ( | , ) ( | , )

( | , ) ( ) ( )
k k

e g g g g g e e e

t

k k k

k

p p p p p v S p v S

p p p

 

 

    

 


 



yθ y y g μ

α

μ β μ

μ γ
 

where 2 2( , , )g e θ α, γ,λ,g,β . 

The simplified expression of the joint posterior distribution, after the substitutions of the 

appropriate expressions of the prior distributions for hyperparameters, is given by: 

   2 22 2
2 2 2 2

1 1 1 1
( | ) ( ) ( )

2 2

gnn

e g

e g g e

p exp exp 
   

      
        

    
y yθ y y y g gμ μ  

After some algebraic manipulations, the posterior complete conditional distributions for 

each of the model parameters can be written as: 

1 1 2

1 1 1 1 1| ~ ( ) ( ), ( ) eN     β X X X y Zg Θ X X , where 
2

1

( ) .
t

k k k

k

diag Z X  


Θ           (2)

 

1 1
2 2

2

12 2
| ~ ( ),e e

e

g g

N
 


 

     
               

g Z Z I Z y X β Θ Z Z I                                            (3) 

2 2| ~ Scaled , .g gn      g g                                                                                                (4) 

   2 2| ~ Scaled , .e n    
  

  y yμyμy                                                                           (5)
 

   
1 1

2

'| ~ ,Δk k k k k k eN      
 

  
  

                                                                                 (6)
 

where ' 1 2( )k kΔ y X β Zg Zα X γ
t

k k

k k

diag   



     and 2( )Zα X γk k kdiag  .  

2
( | )  

k

k
k k

e

p exp 





 
  

 
α α μ , where  1k k  μ Λ y X β Zg  and  2Λ X γ Zk kdiag . 

2
( | )  

k

k
k

e

kp exp




 
  

 
γμγ γ , where  1k k   μ Ω y X β Zg  and   2Ω Zα Xk kdiag . 

One of the main difficulties with respect to the application of the Bayesian method is to 

correctly sample the singular vectors since the supports of the a posteriori conditional 

distributions are not trivial. Vielle & Srinivasan (2000) showed how to get around this 

difficulty by sampling the vectors in the corrected subspace from orthogonal linear 

transformations.  

Sampling of singular vectors is performed using auxiliary variables *α H αk k k  and 

*γ R γk k k  defined in the corrected subspace, being kH  and 
kR  linear transformation 



6 
 

matrices. Those variables follow a von Mises-Fisher (VMF) full conditional distribution as 

demonstrated in Liu (2001), given by: 

*

2
| ~ , , ,

k

k k
k

e

c
VMF r m





 
 

 
αα μ  

where 2

k k ec    is the concentration parameter, 1

αμ H μ
k kk kc 

  the directional average with 

( )
kk k k kc   H μ H μ  = 

k ka k k μ H H μ , being r-m, the corrected subspace dimension 

 1m t   and 

*

2
| outros ~ , , .

k

k k
k

e

d
VMF c m





 
 

 
γγ μ  

where 2

k k ed    is the concentration parameter, 1

γ γR μμ
k kk kd   the directional average 

with
k kk a k kd  μ R R μ . 

MCMC sampling  

To draw samples from the joint posterior distribution for all parameters we used the 

Gibbs sampler in MCMC (Markov chain Monte Carlo). Algorithm is described in Oliveira et 

al. (2015) and Silva et al. (2015). First 4,000 were discarded (burn-in) and samples were 

drawn at a jump interval of 10 observations (thinning). Resulting effective chain has 14,000 

realizations. Raftery & Lewis (1992) diagnostics and Heidelberger & Welch (1983) 

convergence criterion were used to check sample quality of the resulting chains. Those 

methods are implemented in the BOA (Bayesian Output Analysis) package. For all data 

analysis we used R (TEAM, R CORE, 2019). The script is available at the UFV 

(Universidade Federal de Viçosa) and Crop Science Journal repositories. 

Biplot analysis 

To infer about the adaptability (specific and broad) of genotypes to environmental 

diversity, based on the results of the biplot in the AMMI model, we used the internal product 

between genotypic and environmental scores. For those, we built credibility regions 

considering only the first two principal components (PC1 and PC2). 

It is possible to form subgroups of scores whose regions overlap and that belong to the 

same quadrants in the Cartesian plane represented in Figure 1. Those subgroups are evidence 

of positive and negative interactions between genotypes and environments. In most cases, 

however, interactions are more complex and this pattern is not so clear (Denis & Gower, 
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1994). Ellipses that contain the origin indicate stability of genotypes and environments that 

share such scores estimates, and are evidence of not relevant interaction (Junior et al., 2018). 

 
Figure 1. Cartesian plane representation of potential outcomes for inner product of genotypes 

and environments scores. 

a) Example 

Simulated data 

In this study we simulated a dataset with 12 genotypes (G1-G12) in 20 environments 

(E1-E20), each in complete randomized block designs with 3 replications (blocks). The main 

effects of genotypes (G) and environments (E) were generated from Gaussian distributions,  

N(0,5)  and N(0,1) , respectively. For the effect of interaction, were simulated 2 response 

patterns. Of the 12 genotypes, 8 were evaluated in environments generated from Gaussian 

distributions N(0,1)  (G1 to G8, stable genotypes), and the other group formed by genotypes 

generated from Gaussian distributions N(5,11)  (G9 to G12, unstable genotypes), thus 

defining the stability and instability of this dataset so that a clearer comparison can be made 

(observed in Figure S1 [suppl], representing the effects on the GE interaction). Figure S2 

[suppl] shows a summary of the average yield  y generated for genotypes in the different 

environments. 
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Evaluating posterior chains 

Figure 2 shows the traces of the chains of the residual 2

e  and genotypic 2

g  variance 

components and their respective a posteriori marginal densities, visually reinforcing the 

convergence of the chains, corroborating the results obtained by the convergence tests. For the 

other parameters, were also carried out and verified convergence tests  in the chain. 

 
Figure 2. Graph of the traces and densities of the variance components. 

 

Results  

Caterpillar plot in Figure 3 shows Highest Posterior Density (HPD) regions with 95% 

credibility for genotype effects. Overlaps indicate similar effects. It is possible to highlight the 

G1 and G7 genotypes as those substantially above population mean for the simulated trait. 

Those are of greatest interest in terms of selection and recommendation, but we still need to 

analyze the stability and adaptability, i.e., GEI. 
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Figure 3. 95% credibility regions for highest posterior density (HPD) of genotype effects. 

 

Point and interval posterior summaries for singular values and variance components are 

presented in Table 1. Ordinary Least Squares (OLS) estimates referring to the application of 

frequentist AMMI analysis are also presented for comparisons purposes (for those we used R 

package agricolae (Mendiburu, 2020). Note that despite noninformative prior distributions 

chosed for singular values, there is a substantial shrinkage of eigenvalue estimates in 

Bayesian predictions as compared to OLS estimates, especially from 4λ ( being almost four 

times larger than 5λ ). This fact was also reported by several authors using Bayesian-AMMI 

(Liu, 2001; Oliveira et al., 2015; Silva et al., 2015; Crossa et al., 2011). 75% of GEI variance 

were explained by Bayesian-AMMI with the first two axes as opposed to 68.5% by OLS. 

Another representation of the variability decay and shrinkage in estimates is depicted in 

Figure S3 (represents the densities of the accumulated proportions of the explanation of the 

variability of the data, 
2

k ). 

Table 1. Least squares estimates and summaries of marginal posterior distribution for singular 

values and variance components. 

Parameters 
OLS 

estimates 

Bayesian estimates 

Mean SD LL UL 
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1  67.539 66.019 2.68 60.657 71.121 

2  50.391 48.461 2.745 43.229 54.029 

3  39.116 36.769 2.728 31.465 42.109 

4  30.521 27.595 2.798 22.263 33.128 

5  16.684 7.706 4.336 0.009 14.853 

6  14.317 3.218 2.681 <0.001 8.534 

7  12.079 1.417 1.509 <0.001 4.572 

8  8.368 0.671 0.879 <0.001 2.575 

9  8.091 0.325 0.515 <0.001 1.352 

10  4.817 0.159 0.297 <0.001 0.719 

11  3.521 0.079 0.176 <0.001 0.374 

2

g  - 4.269 2.7283 1.365 10.099 

2

e  - 21.25 1.366 18.618 23.974 

SD: Standard deviation, LL: Lower limit, UL: Upper limit, k : k-th singular value, 

2

g : genotypic variance, 2

e :residual variance. 

 

In Figure 5 we show the marginal posterior distributions for singular values from 

Bayesian-AMMI. For the initial values  1 4λ  a λ  the distributions are approximately 

symmetric. From 
5λ on, densities are skewed to the right as modes, medians and averages 

increasingly approaching zero as i  increases in λi
, which agrees with the theory of principal 

component analysis. An interpretation in terms of directional data is that hyperspheres from 

just the initial eigenvalues explain most of the variability in the data. 
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Figure 5. Marginal posterior distribution approximation for singular values from the 

interaction of 12 genotypes in 20 environments. 

 

A cornerstone of AMMI interpretations is the biplot analysis of GEI. In Figure 6 (a) are 

depicted genotypic and environmental scores that represent GEI and their 95% credibility 

regions (that are not present in figure 6-b). Interpretation is easy on overlappings of regions 

within quadrants drawn with the two principal components (PC1 e PC2). The farthest the 

region is from the origin, the greater the contribution of the genotype and environment to the 

interaction. Genotypes or environments whose credibility region contains the origin  0,0  are 

stable and were not plotted to simplify the interpretations.  
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Figure 6. 95% credibility regions for genotypic (G) and environmental (E) scores. AMMI-2 

biplot: (a) Bayesian and (b) frequentist. 

Using Bayesian-AMMI we identify the subgroup {G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7, G8} of 

stable genotypes, as well as stable environment E14. Credibility regions for scores that do not 

contain the origin can have the foccus in remaining interesting GEI. Genotypes G9, G10, G11 

and G12 are very different in their GEI patterns, being adapted to contrasting environments.  

For environments we could identify the following subgroups: {E14}, {E1, E6, E12, 

E19}, {E3, E20}, {E18}, {E2, E4, E11, E13, E16}, {E9, E15}, {E5, E7, E10, E17}, {E8}. 

Suggestions for the formation of homogeneous subgroups are represented in more detail in 

Table S1. 

Frequentist AMMI from Figure 6 (b) is almost the same, showing similar patterns in a 

simulated / controlled scenario (no missing data, many times difficult to observe with data 

from real experiments), beyond the disadvantage of not having inferential regions for easy 

interpretation of scores, as emphasized by Yang et al. (2009). 

Combining information and inference presented in Figures 3 and 6 could help the 

breeder in critical decisions for many stages of the breeding program. Best cultivars G1 and 

G7 are also considerably stable in biplot and should be recommended. Genotypes G9, G10, 

G11 and G12 are not stable but could be well adapted to some environments. On the other 

hand, G10, G11 and G12 in general should not be recommended.  

General Remarks   

Bayesian-AMMI is still not widely used to multi-environment trials and cultivar 

recommendations. Methodological tools as described by Crossa et al. (2011) and Perez-



13 
 

Elizalde et al. (2012) could be more explicit on how to use resulting biplots. Junior et al. 

(2018) and Oliveira et al. (2017) presented a practical and useful way to interpret those 

graphs. Complex overlapping of regions in more than a single quadrant and large imprecision 

in evaluating regions has also been a problem (Perez-Elizalde et al., 2012). Enhancing the 

power of those methods is of course, based on better designed experiments and their 

precisions, but also could use some prior information on historical data and genotypic 

similarities. 

Josse et al. (2014), used normal priors for singular vectors and rescaled them for 

orthonormality. Silva et al. (2015), on the other hand, used Jeffrey's priors for eigenvalues 

(variance components) yielding shrinkage similar to those verified by Cornelius  & Seyedsadr 

(1997) and Cornelius & Crossa (1999). This allows for more parsimonious models. 

Heterogeneous variances could as well be modelled in a relatively straightforward fashion as 

described by Silva et al. (2019). All those contributions could enhance the precision of 

biplots, increasing their power.   

Methods presented here could be extended to other bilinear models by just deleting 

main effects in linear terms and relaxing corresponding assumptions. 

Conclusion  

Bayesian-AMMI deals with a plethora of parametric methods to make posterior 

inference on biplots, being an advantage in the use of this approach, in addition to the use of 

information obtained in previous experiments, leading to a gain in the precision of the 

parameter estimates.  

We used non-informative priors to make things comparable, but practical breeding 

programs could make it better by using well elicited proper priors for main effects and their  

covariances. 

Computational costs used to be a disadvantage on using Bayesian methods, however, 

computers and algorithms have been developed that makes all this analysis feasible in 

personal computers in minutes. 
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Supplementary material 

 

Table S1. Genotype to environment adaptability suggestions based on biplot analysis 

(Bayesian-AMMI).  

Grupos Genótipos Ambientes 

(0,0)  G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7, G8 E14 

( , )   G10 E1, E6, E12, E19 

(0, )  - E3, E20 

( , )   - E18 

( ,0)  G11 E2, E4, E11, E13, E16 

( , )   - E9, E15 

(0, )  G9 - 

( , )   G12 E5, E7, E10, E17 

(0, )  - E8 

 

 

 

 



19 
 

 

Figure S1. Graphical representation of the GEI interaction effect used in the simulation, 

separating the genotypes into two subgroups (stable and unstable) in the environments. 
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Figure S2. Graphical representation of the relationship of each genotype in the environments 

by means of the average yield response  y . 
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Figure S3. Aggregate proportion of GEI variance explained by adding a new dimension 
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ARTIGO 2

Amostragem adequada para o AMMI Bayesiano com dados ordinais

O artigo será traduzido e submetido à uma revista na área de estatística com enfase em

análise de dados multiambientais (versão preliminar)



Amostragem adequada para o AMMI Bayesiano com dados ordinais 

 
RESUMO 

Neste trabalho apresentamos o AMMI bayesiano aplicado a dados ordinais em 

experimentos realizados em vários ambientes (MET). Foram utilizadas uma simulação 

de dados ordinais e dados reais de MET com uma variável contínua, discretizada após 

padronização para fins de referência de análise. A implementação da variável latente 

com função de ligação acumulada probit e a amostragem da posteriori condicional 

conjunta de parâmetros threshold e desta variável (seguindo Cowles, 1996) permitiram 

aplicar o AMMI e reconhecer padrões na interação consistentes com o que se esperava 

na simulação e na variável real de referência. O método proposto se mostrou 

relativamente menos poderoso, mas mais rigoroso do que análises tradicionais supondo 

que dados ordinais são contínuos. A implementação aqui apresentada é mais complexa 

do que se poderia esperar para contagens ou proporções, e pretendemos em trabalhos 

futuros estender a análise AMMI em tais configurações de modelos não normais.  

 

Palavras-chave: AMMI-bayesiano, Dados Ordinais, Modelos de Limiar. 

 

INTRODUÇÃO 

 O estudo da interação genótipo x ambiente (GEI) é parte importante de 

programas de melhoramento genético de plantas, dado que procura-se não apenas altos 

rendimentos, mas também estabilidade e adaptabilidade fenotípica de genótipos em 

relação ao ambiente de destino. A presença de GEIs significativas acarreta 

complicações na seleção e recomendação dos genótipos em diversos ambientes, 

podendo reduzir a correlação entre os valores fenotípicos futuros e valores genotípicos 

estimados e até mesmo provocar mudanças do seu ordenamento e dos genótipos 

selecionados para cada ambiente. Neste caso, é preciso investigar as causas e 

implicações destas interações (KANG; GORMAN,1989; ROMAGOSA; FOX, 1993)

 Diversas técnicas estatísticas foram desenvolvidas e empregadas ao longo dos 

anos, para o estudo de dados de ensaios multiambientes (MET), como a análise da 

variância conjunta de experimentos, a análise de regressão em indicadores ambientais e 

técnicas não paramétricas que, no entanto, são limitadas na identificação de padrões de 

interação (FINLAY; WILKINSON, 1963; LIN; BINNS, 1988; CROSSA, 1990). Dentre 

estas técnicas destaca-se o modelo de efeitos principais aditivos e interação 



multiplicativa (AMMI), que combina técnicas uni e multivariadas para estimação dos 

parâmetros e permite avaliar estabilidade e adaptabilidade em uma unica abordagem 

(ZOBEL et al., 1988; CROSSA, 1990). Além disso, o padrão de respostas de genótipos 

a diferentes ambientes é organizado graficamente em biplots e pode ser interpretado 

com base nas propriedades de produtos internos entre escores genotípicos e ambientais 

(GABRIEL, 1971; KEMPTON, 1984). 

 Apesar destas vantagens, a análise AMMI clássica apresenta as reconhecidas 

limitações de modelos de efeitos fixos, como as dificuldades em acomodar dados 

desbalanceados ou com heterogenidade de variâncias e dificuldades de quantificação e 

de interpretação da incerteza nos escores do biplot. Isto motivou a busca por métodos 

mais flexíveis, inicialmente com versões de modelos lineares-bilineares mistos e com a 

adoção de estruturas fator-analíticas na matriz de variância-covariância genética para 

ambientes (PIEPHO, 1997, 1998; SMITH et al, 2001; PIEPHO; MOHRING, 2006). 

Nestes modelos a heterogeneidade de variância dos erros entre os ambientes, e a 

correlação espacial dentro de cada ambiente podem ser modeladas sem grandes 

dificuldades. Além disso, conjuntos de dados incompletos podem ser analisados de 

forma mais direta.  

Outra opção interessante é a utilização da inferência bayesiana com suas 

diversas possibilidades de adicionar informações a priori às analises. Embora haja 

evidência de pouca utilização prática, a literatura sobre o uso da inferência bayesiana no 

melhoramento de plantas já tem mais de uma década, sendo que alguns trabalhos 

apontam vantagens expressivas de sua aplicação (EDWARD; JENNINK, 2006; COTES 

et al., 2006; ORELLANA; EDWARDS; CARRIQUIRY, 2014; NUVUNGA et al., 

2019). Especificamente para os dados de MET, podemos citar (CROSSA et al., 2011; 

JOSSE 2014) que abordaram análises bayesianas para modelos lineares bilineares 

(AMMI-Bayesiano) como um procedimento paramétrico flexível para incorporar 

inferência ao biplot. 

 A primeira versão bayesiana do modelo AMMI foi apresentada por Viele e 

Srnivasan (2000) que mostraram como lidar com as restrições paramétricas e amostrar 

corretamente os vetores singulares utilizando metodos de Monte Carlo via cadeias de 

Marcov (MCMC). Contribuições importantes ao método foram dadas por Liu (2001), 

que derivou um conjunto completo de densidades condicionais a posteriori permitindo a 

amostragem do tipo Gibbs Sampling de todos os parâmetros, tornando o algoritmo mais 

rápido e estável. Crossa et al. (2011) e Perez-Elizalde et al. (2012)  deram continuidade 



aos trabalhos pioneiros de Viele e Srinivasan (2000) e Liu (2001), mostrando como 

elicitar distribuições a priori de experimentos anteriores e, especialmente, incorporar 

elementos de inferências aos biplot. Outros trabalhos surgiram trazendo novas 

contribuições visando o aperfeiçoamento do método (JOSSE et al, 2014; de OLIVEIRA 

et al., 2015; da SILVA et al., 2015; JARQUIN et al., 2016; da SILVA et al., 2019; 

JÚNIOR et al., 2018).  

Exemplos encontrados na literatura sobre o AMMI Bayesiano pressupõe 

respostas contínuas em delineamentos aleatorizados, com boa justificativa para a 

aproximação normal dos dados experimentais. Por outro lado, uma parte importante da 

atividade de pesquisa no melhoramento vegetal se baseia em atribuição de notas 

subjetivas em escalas ordinais, como por exemplo, o grau de resistência ou de 

suceptibilidade das cultivares a pragas e doenças, notas visuais para a arquitetura da 

planta, escores subjetivos associados à propagação ou à produtividade da parcela em 

gramíneas, notas para o formato de tubérculos e raízes, notas para o formato e, ou, a 

aparência de frutos que serão consumidos in natura, dentre outras. Todos estes 

caracteres podem ser analisados com aproximações normais das escalas originais e, ou, 

com transformações de dados, mas acreditamos que da mesma forma que em outros 

aspectos do melhoramento, isto pode levar a perdas de informação (CORRÊA et al, 

2016) . Abordagens utizando método linear generalizado para os modelos lineares-

bilineares foram desenvolvidas (VAN EEUWIJK, 1995; GABRIEL, 1998).  Nossa 

hipótese de trabalho é que no caso do AMMI bayesiano, a incorporação de distribuições 

adequadas aos dados de natureza ordinal pode ser vantajosa.   

Uma forma direta para a análise bayesiana de dados ordinais é a utilização de 

modelos de variáveis latentes (comumente referidos na literatura de doenças de plantas 

como liability, do Inglês suscetibilidade) divididas por thresholds (limiares) em que as 

respostas ordinais saltam degrais de uma escala discreta (GIANOLA; FOULLEY, 

1983). O modelo indica que o valor observado pertence a uma categoria determinada 

pela ocorrência do valor da variável latente entre os seus limites (SÖRENSEN et al., 

1995). Trabalhos pioneiros na utilização desse modelo foram abordados no 

melhoramento animal por Dempster e Lerner (1950) e na suscetibilidade a doenças 

genéticas humanas por Falconer (1965, 1967). Algoritmos para a implementação desse 

método podem ser encontrados em diversos trabalhos (ALBERT; CHIB, 1993; 

COWLES, 1996; NANDRAM; CHEN, 1996).  



Este trabalho tem por objetivo desenvolver a análise AMMI bayesiana para 

dados ordinais e verificar o seu poder no reconhecimento de padrões no estudo da GEI, 

comparando esta análise com a aproximação normal. Exemplificaremos o uso e 

verificaremos o poder do método com um conjunto de dados simulados e outro exemplo 

de uma variável contínua discretizada proveniente de experimentos reais. 

 

MATERIAL E MÉTODOS 

Conjunto de dados simulados 

O conjunto de dados ordinais foi simulado de acordo com os seguintes passos: 

i) Inicialmente foram simulados dados contínuos, com efeitos principais de genótipos 

(G) e ambientes (E) geradas de distribuições gaussianas, N(0,5)  e N(0,1) , 

respectivamente. Foram simulados efeitos de 15 genótipos (G1-G15) avaliados em 11 

ambientes (E1-E11), utilizando delineamento em blocos completos casualizados com 

três repetições. 

ii) Para o efeito de interação, foram simulados 2 padrões de resposta de acordo com a 

figura 1. Genótipos foram avaliados em ambientes originados de distribuições 

Gaussianas N(0,1)  com/sem a restrição de possuírem sinais negativos (G1-G10, 

genótipos estáveis), e outro grupo formado por genótipos avaliados em ambientes, 

gerados a partir distribuições Gaussianas N(5,11) (G11-G15, genótipos instáveis). 

 

Figure 1: Esquema de simulação dos padrões de conjunto de dados da interação GE 

 

iii) O passo seguinte foi a categorização da resposta, feita com atribuição de limiares em 

pontos da distribuição Normal Padrão. Para esse estudo, foram considerados 4 

categorias. Os dados do experimento simulado foram padronizados e os quartis (0.25, 

0.5, 0.75) da normal padrão foram tomados como limiares. 



  

Conjunto de dados reais 

 

 O conjunto de dados multiambientais, foi obtido no site do Indian Agricultural 

Statistics Research Institute (IASRI, 2021). Foi realizado um estudo com 12 variedades de 

mostarda (G1-G12), em 6 localidades na Índia (A1-A6), em um delineamento em blocos 

casualizados completos com três repetições. O rendimento de sementes foi medido em 

t/ha. Para a produção de dados ordinais, efetuou-se a padronização dos dados e a 

atribuição de quatro categorias com o mesmo procedimento descrito para os dados 

simulados. 

 

Modelo AMMI-Bayesiano para dados ordinais 

Seja o vetor {y }iy (i 1,2,..., n)  com n rw  respostas categóricas ordinais e 

mutuamente exclusivas, sendo r  indicando os níveis do efeito de genótipos repetidos e 

w bd  vezes, sendo b o número de blocos e d o número de ambientes, 

respectivamente. O vetor {l }il (i 1,2, , n)  composto por n valores da variável 

latente (liability) representando em uma escala subjacente o vetor y  com base em 1c  

thresholds min 1 2 1 máx( )c          em que min    e máx   , é equivalente 

à: 
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O modelo AMMI para l  com notação vetorial é dado por:  

1 2

1

( ) 


    k

s

k

diag k kl X β Zδ Zα X γ                                            (1) 

sendo 1wβ  e 1rδ  os vetores contendo os efeitos de blocos hierarquizados dentro de 

ambientes e o vetor de efeitos principais de genótipos, respectivamente. Os parâmetros

k , kα  e kγ  representam, respectivamente, valores singulares e vetores singulares, 

genotípicos e ambientais, associados ao k-ésimo componente principal da 

decomposição por valor singular (DVS) da matriz de interação r wGEI  , com 1, ,sk    

sendo s min (r,w) . 



Os termos bilineares do modelo (1) estão sujeitos à restrição de ordem em 

relação a 1 2( 0)     s , e também a restrição de ortonormalidade dos vetores 

singulares, ou seja, ' ' 0k k k k γ γα α , para 'k k  e ' ' 1k k k k γ γα α  para 'k k . As 

matrizes de delineamento 1( )n lX  e ( )n rZ  estão associadas aos vetores β  e δ . O vetor 

de erros aleatórios 2~ ( , )n eN ε 0 I , em que 
nN é normal multivariada com vetor de 

médias igual a zero e matriz de variância e covariância igual a 2

e I , em que 2 1e  , 

valor adotado aqui por ser padrão em análises de dados ordinais. Ressaltando que se 

forem adotadas prioris adequados a todos os parâmetros, essa restrição não seria 

necessariamente obrigatória para convergências a posteriori (BERNARDO; SMITH, 

1994; SORENSEN; GIANOLA, 2002). 

 

Distribuições a priori  

Para os parâmetros lineares e bilineares do modelo AMMI, as prioris são as 

mesmas utilizadas em Oliveira (2016), já para o Threshold foi atribuido uma priori não 

informativa: 

constanteτ ; 

constanteβ ; 

2 2| , ~  ( , )N   δ μ 0 I  sendo que 2 2~ 1   (priori de Jeffreys);  

 2 8| , ~   ,10
k kk N     0 , sendo constantek ; 

~ uniforme esférica no subespaço corrigido;k  

~  uniforme esférica no subespaço corrigido;kγ     

 Para os parâmetros representando os thresholds, efeito principal de ambiente e 

valores singulares foram definidos prioris não informativas, proporcionais a uma 

constante. Para os vetores singulares atribuíram-se prioris esféricas uniformes, com 

objetivo de declarar um conhecimento vago sobre esses parâmetros. Para efeito de 

genótipos considerou-se uma priori hierárquica em dois níveis, sendo que a incerteza 

sobre a componente de variância 2

  é declarada por uma priori de Jeffreys, com essa 

escolha admite-se uma distribuição comum para genótipos semelhante ao que ocorre em 

modelos mistos em que efeitos de genótipos são considerados aleatórios. 

 



 

Distribuição conjunta a posteriori 

Dada a observação yi j  com  1,2,...,j c , pertencente a uma determinada 

categoria condicionada aos thresholds,  min 1 2 1 máx' c        τ , e aos 

parâmetros lineares e bilineares, a função de verossimilhança é expressa 

hierarquicamente pelo seguinte produto: 

     | , , , , , , | , | , , , ,p p py l τ α γ λ δ β y l τ l α γ λ δ β                   (1) 

em que a primeira componente      1

11

| , l y
n c

j i j i

ji

p I I j 



 
    

 
y l τ  (sendo 

 I   uma função indicadora  1,0 , que assume 1, caso o valor da observação pertença a 

uma determinada categoria, e atribui zero para as demais). Na segunda componente, a 

variável latente, dado os parâmetros do modelo, é condicionalmente independente e 

identicamente distribuída. O vetor l  segue uma distribuição normal multivariada dada 

por:  

             2| , , , , ,n n eN yl α γ λ g β Iμ                                   (2) 

com    1 2

1




   k k k

k

s

E diagy = l X β Zδ Zα X γμ , sendo a esperança do modelo (1) e a 

variância residual com restrição, 2 1e  .  

Sendo assim, a distribuição conjunta a posteriori para os parâmetros a partir da 

atualização das informações a priori por meio da função de verossimilhança é dada por: 

               , , | | , | ,p p p pl τ η y y l τ l η τ η  
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y l τ η δ μ β μ

μ α γ

 

em que  2, η α, γ,λ,δ,β . 

 

Distribuições a posteriori condicionais completas  

 As distribuições a posteriori para os parâmetros l  e τ  do modelo, foram obtidas 

de acordo com a proposta de Cowles (1996) em relação ao trabalho de Albert e Chib 



(1993), em que a convergência da cadeia ocorre de forma mais objetiva quando 

realizada conjuntamente. Esse procedimento requer um número menor de iterações para 

a obtenção das estimativas dos parâmetros, sendo defina a distribuição a posteriori 

condicional conjunta para l  e τ  a partir da equação:   y

11

, | ( ,1)


  i

n c

ji

p l τ μ  (mais 

detalhes em Apêndice S1). 

As distribuições a posteriori condicionais completas para os parâmetros lineares 

e bilineares do modelo são fornecidos a seguir, para mais detalhes sobre os 

desenvolvimentos algébricos, consultar de Oliveira et al. (2015).  

 

Distribuições condicionais completas a posteriori para os parâmetros lineares:  

1 1

1 1 1 1 1| ~ ( ) ( ), ( )N     β X X X l Zδ Θ X X , onde 
2

1

( ) .
t

k k k

k

diag Z X  


Θ   (3)

 
1 1

12 2

1 1
| ~ ,N

 

     
       
     δ δ

δ Z Z I Z l X β Θ Z Z I .                                 (4)                                       

 
2 2| ~ Escalada , .n      δ δ δ δ                                                                                   (5) 

Distribuições condicionais completas a posteriori para os parâmetros bilineares: 

   
1 1

'| ~ ,k k k k k kN     
 

  
  

Δ              (6)                                                                 
 

em que 
' 1 2( )

t

k k

k k

diag   



    k kΔ l X β Zδ Zα X γ , 2( )Zα X γk k kdiag   e 

1 2 0    t .  

 ( | )  
kk k kp exp α α μ , em que  1k k  μ Λ l X β Zδ  e  2Λ X γ Zk kdiag  

 ( | )  
kk kkp exp  γμγ γ , em que  1k k   μ Ω l X β Zδ  e   2Ω Zα Xk kdiag . 

Para amostrar os vetores singulares 
kα  utiliza-se transformações lineares 

ortogonais devido a dificuldade nos suportes das condicionais a posteriori que não são 

triviais de serem obtidas (VIELLE; SRINIVASAN, 2000). Assim, utiliza-se da 

transformação linear *

k k kα H α , em que *αk
 é amostrado em uma esfera unitária no 

subespaço corrigido r m dimensional, sendo que o vetor singular é obtido no correto 

subespaço r dimensional, utilizando-se da matriz Hk
(ortornormal e ortogonal aos 

demais vetores 'αk  ( ' )k k ) (LIU, 2001). Para amostrar  *αk
 segue: 
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2
| ... ~ , , ,

k

k k
k

e

c
VFM r m





 
 

 
αα μ

 

em que 2

k k ec    é o parâmetro de concentração 1

αμ H μ
k kk kc 

 com 

( )
kk k k kc ' ' 

 H μ H μ  = 
k ka k k' ' μ H H μ e 1 m s . 

Analogamente, para amostrar 
kγ , obtêm-se a distribuição de *γ R γk k k  no 

subespaço corrigido c m  como:  

*

2
| ... ~ , , .

k

k k
k

e

VMF
d

c m




 
 

 
γγ μ  

sendo 2

k k ed    o parâmetro de concentração e 1

γ γR μμ
k kk kd  , em que Rk

 é 

ortonormal e ortogonal aos demais vetores  
'γk
 com 

k kk a k kd  μ R R μ , de forma que 

*γ R γk k k . 

Algoritmo: Gibbs Sampling com passo de Metropolis-Hasthings 

 

A estimação dos parâmetros do modelo AMMI Bayesiano aqui proposto é 

realizada tomando uma amostra considerada suficientemente grande da distribuição a 

posteriori. Utilizou-se o Amostrador de Gibbs de forma direta para amostrar os 

parâmetros lineares e bilineares de acordo com o trabalho de Oliveira et al. (2015) e o 

passo de aceitação/rejeição do algoritmo Methropolis-Hastings para amostras da 

distribuição conjunta da variavel latente e dos thresholds, condicionados aos demais 

parâmetros do modelo, (conforme Cowles, 1996). 

 

 As cadeias de Markov (MCMC) são obtidas de acordo com os seguintes passos: 

 

Primeira Etapa: Amostragem dos Parâmetros Lineares e Bilineares  

A1 - atribuir valores iniciais aos parâmetros 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0[ , , ( ) , , , ,, ] Φ β δ τ lα γ . 

A2- A partir desses valores iniciais a -ésimat iteração pode ser obtida da seguinte 

forma: 

a) Gerar 1 2 1 1 1 1 1 1| , ( ) , , ,, ,       t t t t t tt t

δβ δ α τ lγ  a partir da condicional a posteriori (3); 

b)Gerar 2 1 1 1 1 1 1| , ( ) , , ,, ,      t t t tt t t t

δδ β lα τγ a partir da condicional a posteriori (4); 

c) Gerar 2 1 1 1 1 1( ) | , , , , , ,      t t t t t t t t

δ β δ α τ lγ  a partir da condicional a posteriori (5); 

d) Gerar a -ésimat observação dos parâmetros bilineares por meio da sequência d1), 

d2) e d3) abaixo, para 1,2,...,sk : 



d1) Gerar 2 1 1 1 1| , , ( ) , , ,,     t t tt t

g

t

k

t tβ δ lα γ τ  a partir da condicional a posteriori (6); 

d2) Gerar 2 1 1 1( ) | , ) , ,, ( ,,    tt t t t

k g k

t t

k

t τβ lα δ γ : 

d2-i) Gerar  *
l

kα   da  , , 
kk

t

kVFM r s c μ ; 

d2-ii) obter    *k k

t

k

t

α H α .
 

d3) Gerar 2 1 1( ) | , , ( ) , , , ,   l l l l l l l l

k k kδγ β δ α τ l :  

d3-i) Gerar  *
t

kγ  da  , , 
kk

t

kVFM c s d μ ;

 

            d3-ii) obter  *( ) t
t

k k kγ D γ . 

Segunda Etapa: Amostragem da variavel latente e thresholds 

A ideia está na escolha da densidade alvo e da densidade apropriada que seja 

fácil de amostrar e com boa probabilidade de aceitação. Amostra-se a distribuição 

conjunta a partir do produto de uma distribuição independente e outra condicional: 

     , | | | ,p p pl τ l l τ . A amostra  , |p l τ  é aceita com um passo 

Metropolis-Hastings. Após manipulações algébricas (mais detalhes em Cowles (1996)). 

O algoritmo é expresso da seguinte forma: 

f) Gerar o t -ésimo candidato newτ  para 
tτ . 

f1) Para  2, , 1j c  , gerar candidato a partir 
( 1)

( ) new ( ,1)  t

j jNT , truncada em 

( ) ( 1)

( 1) new ( 1)( , )  

 

t t

j j  com  min   , Q( / )1 1
 

c
 e c máx    , obtida pela condicional a 

posteriori (4), (sendo 
(1/ )Q c

, quantil da normal padrão). 

f2) Obter a probabilidade de aceitação min(1,R)   para o vetor τ , em que R é obtido 

de acordo com a expressão, considerando 1  : 
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f3) A partir da probabilidade  definida, se aceito, 
newtτ τ , caso contrário, 

1t tτ τ . 

g) Gerar 2| , ( ) , ,,, , t t t t t t tt

δl β δ α τγ  a partir da condicional a posteriori (2) 

 

 



RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Para as amostras de todas as cadeias simuladas verificaram-se boas 

propriedades, segundo os critérios de monitoramento utilizados. O fator de 

Independência (I) foi sempre menor que um (I<1) (RAFTERY; LEWIS, 1995) e todas 

as cadeias passaram no teste de estacionaridade (HEIDELBERGER; WELCH, 1983). 

 

Dados simulados 

Na Figura 2 são apresentados os traços e as respectivas densidades para os 

thresholds 2  e 3  que em conformidade com os resultados dos critérios de 

monitoramento utilizados, sugerem que as amostras são provenientes de distribuições a 

posteriori marginais estacionárias (para os dados reais os gráficos de traços das cadeias 

dos threshold são apresentados na Figura S1 (em Apêndice) o que também indica 

estacionariedade das distribuições). Padrões semelhantes foram observados para as 

cadeias de todos os parâmetros amostrados. 

 

 

 
Figura 2: Gráfico de traços e densidades dos thresholds 2 e 3  

No algoritmo empregado, apenas são amostrados k-2 thresholds, para k 

categorias, isso porque o 1  é fixado. Existem outras opções de algoritmos para a 

amostragem dos thresholds na literatura. Um desses algoritmos foi apresentado por 



Gianola e Foulley (1983) em uma análise aplicada ao melhoramento genético animal 

com ênfase na predição do mérito genético representados em uma escala subjacente, 

sendo utilizado informações a priori sobre a população do qual a amostra foi 

selecionada. Albert e Chib (1993), por sua vez, desenvolveram uma metodologia para 

obter os parâmetros do modelo threshold utilizando regressão probit para modelar os 

dados latentes para duas ou mais categorias de respostas ordinais. Sorensen et al. (1995) 

também desenvolveu um algoritmo de Gibbs Sampling para inferências em modelos de 

threshold em um contexto de genética quantitativa, derivando as distribuições 

condicionais a posteriori para parâmetros do modelo de threshold. 

Aqui utilizamos o algoritmo de Cowles (1996), que propôs um passo de 

Metropolis Hasting no algoritmo de Albert e Chib (1993), em que a geração dos dados 

latentes e estimativas dos parâmetros de thesholds são realizados conjuntamente, 

acelerando o processo de amostragem. Um algoritmo mais rápido foi proposto por 

Nandram e Chen (1996), mas a variável latente resultante gera interpretações mais 

complexas sobre os parâmetros genéticos por estimar uma componente extra para a 

variância da liability (CORRÊA et al., 2016). Adotamos o algoritmo de Cowles (1996), 

no entanto, pois embora não seja o mais rápido permite uma conjugação relativamente 

direta e boa adaptação a algoritmos pré-existentes de análise AMMI bayesiana (da 

SILVA et al. (2015); de OLIVEIRA et al. (2015)). 

Na Figura 3 são apresentadas as médias a posteriori e as respectivas regiões de 

máxima densidade a posteriori (HPD) (a 95% de credibilidade) para efeitos principais 

de genótipos (G1-G15), em ordem crescente de magnitude para os dados simulados 

categorizados. Regiões HPD que se sobrepõem indicam efeitos semelhantes. Destaca-se 

neste grupo os genótipos G10, G2 e G15, em que  os intervalos não incluem o valor 

zero (a uma probabilidade 95%) indicando que os mesmos possuem efeito médio 

superior a média geral. Entretando, para seleção e recomendação, é preciso estudar os 

efeitos da GEI. 



 
Figura 3: Regiões de máxima densidade a posteriori (HPD) a 95% de credibilidade para 

efeitos principais de genótipos para os dados simulados categorizados. 

 

Os histogramas das distribuições a posteriori de valores singulares, para os 

dados simulados categorizados, exibidos na Figura 4, como pode ser visto, têm 

densidades consistentes com as restrições impostas no modelo 1( )k k   . Visto que 

para os primeiros valores singulares  1 4 à  , a forma das distribuições são 

aproximadamentes simétricas (se assemelhando ao formato de sinos). Para 'sk

subsequentes, as distribuições tendem a aproximar-se cada vez mais do valor zero, o 

que sinaliza que eles contribuem cada vez menos para explicar a variabilidade dos 

dados.  Efeitos de encolhimento mais acentuado são observados a partir do 6 indicando 

que esse componente principal e os demais subsequentes não são importantes para 

explicar o efeito da GEI. Os dois primeiros componentes principais explicaram 71,55% 

da soma de quadrado total da GEI recuperada pelo modelo. Essas informações são 

apresentadas na Tabela S1 que mostra resumos a posteriori para valores singulares e 

para o componente da variância genotípica. 



 
Figura 4: Histogramas das distribuições marginais a posteriori dos valores singulares 

para os dados simulados categorizados. 

 

Ao invés de considerar todos os componentes principais que, neste exemplo, 

seriam 11 (grau de liberdade da matriz da GEI), optamos por não amostrar o 11  

componente, como ocorre na análise padrão do modelo AMMI, em que se perde um 

grau de liberdade na matriz da interação pelas restrições marginais incorporadas para se 

ter identificabilidade na estimação. Viele e Srinivasan (2000), Crossa et al. (2011) e 

Perez-Elizalde et al. (2012) assumem essas mesmas restrições ao estimarem uma média 

geral no modelo. A nossa motivação é diferente, pois hierarquizamos blocos dentro de 

ambientes e não consideramos uma média geral em nosso modelo de forma que o 

mesmo não tem as restrições de que os efeitos devam ter soma igual a zero nas linhas e 

colunas. Entretanto, a estimação do vetor singular ambiental correspondente ao último 

componentes principal tem apenas um grau de liberdade para ser amostrado, ou seja, 

teríamos apenas uma mudança de sinal na cadeia e isso pode tornar o algoritmo mais 

lento e instável, o que procuramos evitar (VIELE; SRINIVASAN, 2000; CROSSA et 

al., 2011; de OLIVEIRA et al., 2015). Os últimos componentes geralmente não têm 

contribuição importante para explicar os dados, o que é uma das principais propriedades 

da análise de componentes principais. 

Na Figura 5, regiões bivariadas (a 95% de credibilidade) foram incorporadas 

para os escores genotípicos e ambientais que descrevem a GEI no biplot AMMI-2 ((a) 

dados simulados, (b) dados categorizados e (c) dados transformados utilizando função 

logarítmica). As interpretações são realizadas de acordo com posições e sobreposições 

dessas regiões no plano determinado pelos eixos PC1 e PC2 (JUNIOR et al., 2018). 



Regiões de credibilidade que englobaram a origem (0,0) sinalizam que os respectivos 

genótipos e ambientes não tem contribuição importante para explicar a GEI (definidos 

como estáveis) e não foram plotados para simplificar as interpretações. Nestes gráficos, 

observam-se sobreposições complexas (regiões se estendendo por mais de um 

quadrante, subgrupos sobrepondo parte de outros subgrupos, ou ainda, mais de uma 

configuração aceitável de formação de subgrupos). Como pode ser constatada a 

complexidade é mais acentuada para os biplots exibidos nas Figuras (a) e (b). 

 

 

 

Figura 5: Representação gráfica de escores genotípicos e ambientais e regiões 

bivariadas a 95% de credibilidade para dados (a) simulados (b) categorizados (c) 



utilizando transformação logarítmica nos dados ordinais. (d) Agrupamento em 

categorias a partir dos dados simulados. 

 

Vale ressaltar que a configuração exibida na Figura 5c foi incluída para fins de 

comparação, já que a aproximação normal com ou sem a transformação de dados é 

comumente utilizada. Como observado na Figura 5d, os dados foram categorizados de 

forma que a quantidade de observações nas categorias foram semelhantes e também não 

houve uma variação mais acentuada dentro de cada categoria. Isso favorece uma 

aproximação da distribuição dos dados transformados a distribuição normal, e assim 

apresentando certas semelhanças no padrão biplot com dados reais. Argumentamos, 

entretanto, que a imprecisão se deve mais a distinção das amplitudes das regiões de 

credibilidade, bem como amplitudes relativamente menores quando comparado com o 

biplot para dados categóricos (Figura 5b). 

Visualizando com mais cuidado é possivel perceber, por exemplo, que as 

posições para escores ambientais são melhores preservadas no biplot categórico e isso é 

mais nítido para os ambientes E1, E2 e E15 e o mesmo é percebido em relação aos 

genótipos G12, G3 e G5. Uma diferença clara é observada em relação ao genótipo G10, 

que na análise de dados categóricos saiu da origem e isso poderia ser indício de um 

aumento do erro tipo 2; contudo isso parece ter sido um fato mais isolado e a região de 

credibilidade se manteve bem próximo a origem e com amplitude relativamente menor. 

Fora essas constatações, as posições relativas entre genótipos e ambientes foram, de 

forma geral, preservadas tanto no caso dos dados transformados, como para os dados 

categóticos, tomando o biplot para dados contínuos (Figura 5a) como o padrão. A 

menor amplitude das regiões para o biplot da Figura 5c pode ser questionado, já que o 

erro na categorização deveria ser propagado (Figura 5d).  

Resultados para conjuntos de dados não tão bem comportados, diferentemente 

do nosso exemplo, poderiam levar a resultados mais discrepantes. Uma vantagem para o 

método threshold aqui apresentado é que essa análise seria mais robusta para conjuntos 

de dados em que as distribuições de frequência são assimétricas ou com poucas 

categorias.  Nesses casos muitos autores recomendam que as variáveis ordinais devam 

ser modeladas diretamente como ordinais, evitando quaisquer transformações 

(RHEMTULLA et al., 2012; Li, 2016; ROBITZSCH, 2020). Além disso, segundo 

Corrêa et al. (2016), a análise de threshold é robusta em relação a assimetria ou 

superdisperção dos dados, mais ainda, se a variável latente segue pressuposição de 

normalidade. Com o auxilio dos thresholds, os modelos podem ser utilizados em 



diversas situações experimentais, mesmo se a variavel observavel não seja normal, 

obtendo estimativas precisas. 

Quanto à categorização de uma variável contínua, o primeiro problema causado 

por esse procedimento seria a perda de informações, sendo essa perda menor quando se 

consideram vários grupos e muito mais grave com apenas duas categorias. Outro grande 

problema da dicotomização é a não utilização das informações dentro da categoria em 

que todas as quantidades acima ou abaixo do ponto de corte são tratadas como iguais; o 

que pode distorcer as relações e comprometer resultados e interpretações. Naggara et al. 

(2011) enfatiza essa ideia e ressaltam que o principal obstáculo imposto à categorização 

de variáveis contínuas pode não apenas perder a informação, mas sobretudo cometer 

erro, gerando resultados tendenciosos. Em nosso trabalho, verificamos que a análise 

biplot preservou, de forma geral, os padrões da análise com dados contínuos, ou seja, 

não verificamos a ocorrência sistemática de erros do tipo 1 ou tipo 2, como observado 

em Vargha et al. (1996), o que justificaria de certa forma nossa abordagem. Contudo, 

ressaltamos que esse exemplo foi apenas ilustrativo e não estamos incentivando 

pesquisados a modelarem dados contínuos de MET categoricamente, mas sim 

apresentando um método com justificativa teórica para tratar dados ordinais. Mais 

detalhes e implicações em análise de variáveis contínuas categorizadas podem ser 

encontrados, por exemplo, em Ragland, (1992), Taylor e Yu, (2002), Selvin (2004) e 

Royston et al. (2006).  

Para exemplificação das interpretações práticas no biplots considera-se a análise 

a Figura 5(b) (biplot para dados categorizados), que de forma geral se estende aos 

demais biplots. Não obstante a complexidade das sobreposições das regiões de 

credibilidade, subgrupos de genótipos e ambientes semelhantes com relação aos efeitos 

da GEI (aqui referidos por subgrupos homogêneos) podem ser sugeridos. Esses 

subgrupos homogêneos baseiam-se em propriedades do produto interno, ou seja, na 

observação de ângulos formados entre os vetores determinados pelos escores 

(sobreposições entre as elipses e posições nos quadrantes). Destacam-se assim os 

subgrupos homogêneos de ambientes: {E1, E2}, {E3, E4, E9}, {E6}, {E10, E11} e 

subgrupos de genótipos, {G3, G15}, {G10, G12}, {G11, G14} e {G13}. Além disso, 

genótipos e ambientes não representados no biplot compõem subgrupos homogêneos 

separáveis de genótipos e ambientes estáveis. 

A possibilidade de utilizar um método paramétrico flexível para fazer inferência 

no biplot como apresentado na Figura 5 foi, justamente, o que motivou o resgate dos 



trabalhos pioneiros de Viele e Srnivasan (2000) e de Liu (2001). Argumentações da 

necessidade de se considerar a incorporação de incerteza aos escores que descrevem a 

interação, e as soluções do método frequentista para esse problema, bem como as 

críticas a esses métodos, podem ser consultados em Denis Gower (1994), Yang et al. 

(2009), Yan (2014) e de Oliveira et al. (2015).  

Existem abordagens conduzidas com modelos lineares generalizados para o 

AMMI (VAN EEUWIJK, 1995; GABRIEL, 1998; ACORSI et al., 2017). Mas, para 

essas propostas ainda não foram apresentadas regiões de confiança tal qual apresentadas 

para modelos frequentistas usuais e, como já enfatizado, esses métodos tem sido 

controversos na literatura. Modelos lineares mistos são flexíveis e eficientes, como já 

ressaltado, e abordagens considerando limiares e utilizando uma variável latente foram 

utilizada por Foulley e Gianola (1996) e Montesinos-López et al. (2016), motivando a 

nossa abordagem. Trabalhos recentes utilizando essa modelagem em dados 

multiambientes foram desenvolvidos, apresentando como finalidade de estudo, obter 

modelos para representar interação genotipo x ambiente além da interação por 

caracteristícas, na predição genômica utilizando abordagem bayesiana (MONTESINOS-

LÓPEZ et al., 2015). Entretando para o estudo de padrões da GEI não foi encontrado até 

o momento nenhum trabalho relacionado com resposta ordinal. 

Além disso, considerar um modelo linear, ainda com efeito aleatório para GEI 

não seria o mais adequado, e, nesse ponto, concordamos com Cornelius, Crossa e 

Seyedsadr (1996) de que essa suposição implica que a interação de qualquer célula não 

informa sobre a resposta observada em qualquer outra (não contém informações 

transferíveis). Exceto a sua contribuição para a estimação da variância desconhecida 

como argumentam esses autores. Então nossa ideia foi utilizar o modelo de threshold e 

propor um procedimento que explore tanto as propriedades dos modelos de 

reconhecimento de padrões, quanto as flexibilidades que a modelagem bayesiana 

oferece, tal como a possibilidade de incorporar incerteza diretamente aos escores no 

biplot. 

Na figura 6 são representadas as médias a posteriori e regiões HPD das normas 

dos vetores genotípicos (a) e ambientais (b), determinados pelos escores em relação aos 

dois primeiros componentes principais (PC1 e PC2) para dados simulados 

categorizados. Essa é uma medida proposta para avaliar a contribuição dos respectivos 

genótipos e ambientes para o efeito da GEI. Pontos mais afastados da origem são 

próprios de genótipos ou ambientes que possuem maior contribuição para GEI, 



refletindo as informações apresentadas na Figura 5. Genótipos com médias mais 

próximas ao valor zero (estáveis) apresentaram menor variabilidade e o inverso também 

é observado para os genótipos que mais contribuem com a interação. Esse 

comportamento, de forma geral, também é observado para ambientes com exceção ao 

ambiente E8.  

 

Figura 6: Médias a posteriori e regiões HPD das normas dos vetores genotípicos (a) e 

ambientais (b) determinados pelos escores em relação aos dois primeiros componentes 

principais (PC1 e PC2) para dados simulados categorizados. 

 

Conectando as informações sobre os efeitos principais de genótipos (Figura 3) e 

análise da GEI (Figuras 5b e 6a), constata-se que um dos genótipos com melhores 

rendimentos marginais, G2 é o que menos contribui com a GEI e tem recomendação 

ampla para o conjunto de ambientes alvo. O genótipo G10 também não mostrou 

contribuição tão contundente com a interação (Figura 6a), mas a região de credibilidade 

para os escores genotípicos não inclui a origem do biplot (Figura 5b). Por sua vez, G15 

apresenta contribuição expressiva para o efeito da GEI (Figura 6) e possui 

recomendação específica para os ambientes E2 e E1.  

Esse mesmo comportamento, em geral, também foi observado em relação aos 

ambientes. Como representado na figura 6, ambientes mais instáveis tendem a ter maior 

variabilidade para as normas vetoriais (a exceção fica para E8). Dos ambientes o 

subgrupo {E5, E7, E8} são os que menos contribuem para a GEI, sendo interpretados 

como estáveis pela análise biplot (Figura 5b).   

 

Dados reais categorizados 

 Densidades dos efeitos principais dos genótipos e suas respectivas HPD (a 95% 

de credibilidade) são apresentadas na Figura 7 ( (a) dados continuos e (b) dados 

categorizados). Essas densidades estão em concordância com as distribuições a 



posteriori propostas aos efeitos principais de genótipos, sendo aproximadamente 

simétricas e com curvas se assemelhando ao comportamento gaussiano. Destaca-se, que 

a mudança de ranqueamento após a transformação foi mínima, sendo mantido o padrão 

dos genótipos superiores formado pelo sugrupo (G10, G8, G11), tanto para os dados 

reais quanto para os dados categorizados, embora se observem amplitudes maiores para 

os intervalos do modelo AMMI ordinal. É preciso ressaltar que na análise AMMI da 

Figura 7a os dados originais são contínuos distribuídos normalmente e a análise com os 

dados categorizados tende a perder informações, sendo esse apenas um exemplo 

ilustrativo. Contudo, os resultados mostram que o padrão do ranqueamento, de forma 

geral, foi mantido. 

 

Figura 7: Densidades para efeitos principais de genótipos com HPD a 95% de 

credibilidade para os (a) dados reais (b) dados categorizados. 

 

Na Tabela 2 são apresentados resumos pontuais e intervalares das distribuições a 

posteriori para valores singulares e componentes da variância dos dados categorizados e 

dos dados reais. Os dois primeiros componentes principais explicaram 94.95% da soma 

de quadrado total da GEI para dados ordinais, e 88.40 % para os dados reais e, portanto, 

capturaram informações substanciais em ambas as análises. 

Tabela 2: Resumos pontuais (média e desvio padrão) e intervalos HPD a 95% de 

credibilidade para as distribuições a posteriori dos valores singulares e componentes de 

variância para dados reais e categorizados. 

 

Dados Reais 

Parâmetros Média 
Desvio 

Padrão 

HPD a 95% de credibilidade 

Limite Inferior Limite Superior 

1  2.419 0.122 2.183 2.655 

2  1.515 0.124 1.277 1.754 

3  0.841 0.13 0.574 1.087 



4  0.493 0.146 0.201 0.777 

5  0.256 0.131 <0.001 0.471 
2

g  0.098 0.06 0.0334 0.223 
2 e  0.044 0.006 0.0338 0.056 

Dados Categorizados (Ordinais) 

Parâmetros Média 
Desvio 

Padrão 

HPD a 95% de credibilidade 

Limite Inferior Limite Superior 

1  12.044 2.276 8.432 17.113 

2  6.779 1.448 4.054 9.689 

3  2.531 1.469 0.003 5.131 

4  1.059 0.901 <0.001 2.846 

5  0.486 0.517 <0.001 1.557 
2

g  3.251 2.441 0.833 8.377 

 

 Na figura 8 são apresentados histogramas das distribuições marginais a 

posteriori dos valores singulares para os dados reais ordinais. Percebe-se, como já 

ressaltado para dados simulados, que as distribuições se deslocam para cada vez mais 

para a direita e são mais simétricas para os dois primeiros valores singulares. Aqui não 

utilizamos nenhum critério para seleção do número de eixos a serem mantidos para 

explicar a GEI. Na análise bayesiana de modelos multiplicativos, isso tem sido feito a 

partir de critérios de informação como AIC, AICM e BIC, além do fator de Bayes como 

apresentado em Liu (2001), Jarquim et al. (2014) e da Silva et al., (2015). Mas, 

observando as distribuições dos valores singulares (Figura 8) e os resumos a posteriori 

(Tabela 2) acreditamos que o modelo com dois componentes (AMMI2) seria o mais 

adequado. Cabe ressaltar, entretanto, que embora modelos mais complexos possam ser 

selecionados, a análise biplot usual (AMMI ou GGE) tem sido aquela considerando os 

dois primeiros eixos e isso tem sido justificado pela interpretação biológica ou ainda por 

questão de parcimônia (YAN et al., 2000; YAN et al., 2007; GAUCH; PIEPHO; 

ANNICCHIARICO, 2008). Se o objetivo fosse predizer a resposta ou rendimento 

nominal de um genótipo em um determinado ambiente, a etapa de seleção de modelos 

seria essencial. 

 



 

Figura 8: Histogramas das distribuições marginais a posteriori dos valores singulares 

para dados reais categorizados. 

  

O biplot AMMI-2  (para (a) dados reais e (b) dados categorizados, (c) 

categóricos transformados utilizando função logaritmica) compostos pelos escores 

genotípicos e ambientais são apresentados na Figura 9. Regiões bivariadas, a 95% de 

credibilidade, foram incorporadas e permitem considerar as incertezas sobre esses 

escores. Observa-se que o padrão na representação biplot foi, relativamente, mantido 

após a categorização, como aconteceu com os dados simulados, apesar da perda de 

informação, ocasionando em um aumento da variabilidade (amplitude das regiões são 

maiores, Figura 9b). As regiões de credibilidade que incluiram a origem também não 

foram plotados, indicando que os respectivos genótipos (ou ambientes) não possuem 

efeito importante para a GEI. 



 

Figura 9: Representação gráfica de escores genotípicos e ambientais e regiões 

bivariadas a 95% de credibilidade para dados (a) reais (b) categorizados (c) utilizando 

transformação logarítmica nos dados ordinais.  (d) Agrupamento em categorias a partir 

dos dados reais. 

   

Como observado, os genótipos G4 e G8 foram para origem nos biplots para 

dados transformados e categórico, o que representaria a ocorrência de erro tipo 2, se 

considerássemos que análise para dados contínuos se constituísse o padrão verdadeiro. 

Maiores discrepâncias sobre interpretações relativas à adaptabilidade e estabilidade não 

são observadas em relação a dados transformados e categorizados, a não ser pelas 

amplitudes das regiões de credibilidade. Como já argumentado, o problema na 

categorização de uma variável contínua está na perda da informação e a Figura 9d 

exemplifica essa situação. Embora se observe variação dos dados, em cada categoria, 



eles são considerados proporcionalmente com mesma quantidade. Mesmo assim, a 

análise, salvo algumas discrepâncias, foi robusta para identificar padrões. 

Para explorar melhor as possibilidades da proposta deste trabalho, apresentamos 

na Figura 10 as distribuições dos valores preditos (B+G+GEI) dos genótipos (G10, G8 e 

G11) que são os mais produtivos em média (Figura 7), limitados ainda em categorias 

pelas estimativas médias à posteriori dos Thresholds (-0,64; 1,97 e 4,22). Destaca-se 

que o genótipo G10 obteve maior densidade na categoria 4 (categoria mais alta), nos 

ambientes E2, E3 e E5. O genótipo G8 foi o melhor classificado nos ambientes E3 e E5. 

Por fim, G11 teve densidades mais amplas nos ambientes E2 e E5, ou seja, seriam mais 

adaptados a estes ambientes. 

Figura 10: Rendimento nominal dos genótipos superiores {G10, G8 e G11} 

relacionados a todos os ambientes{E1 à E8} juntamente com as estimativas médias à 

posteriori dos thresholds (-0,67; 1,97 e 4,22), para dados reais categorizados. 

 

CONCLUSÃO 

 

Neste trabalho apresentamos um método que permite o reconhecimento de 

padrões aplicado em escalas ordinais, e exemplificamos sua funcionalidade com dados 

simulados e dados categorizados (a título de comparação). No cenário controlado, o 

método foi eficiente para identificar os genótipos que foram simulados como estáveis 

ou instáveis. Para dados reais, efeitos principais de genótipos e biplots também 

apresentaram padrões semelhantes. Esses resultados mostram que o método se mostrou 

relativamente menos poderoso, mas, mais rigoroso do que análises tradicionais supondo 

que dados ordinais são contínuos.  



A implementação do modelo ordinal com funções de ligação acumuladas probit 

é mais complexa do que se poderia esperar para contagens ou proporções, e 

pretendemos em trabalhos futuros estender a análise AMMI em tais configurações de 

modelos não normais.  
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APÊNDICE 

Apêndice S1: Distribuição a posteriori conjunta para l  e τ condicionada aos demais 

parâmetros: 

 

     , | , | , , | ,p p pl τ y η l τ y η τ y η     (2) 

 

a distribuição condicional para τ (segunda expressão) é proporcional ao produto da 

probabilidade de cada observação pertencer a uma categoria e da informação a priori 

sobre τ  dada por: 

     | , | ,p p pτ y η y η τ τ
           (3) 

 

Se a variável categórica ordinal yi j   1,2, ,j c , a sua probabilidade de pertencer 

a uma categoria especifica é   ,yi i jp j    (probit), sendo: 

     
1

, y

j

i
j

i j j idl



  



  μ  

       1j i jp l     

                              y 1 yi ij j     μ μ  

em que     representa a distribuição normal padrão e     a distribuição normal 

padrão acumulada. Se as probabilidades 
,i j  forem independentes entre si, a 

distribuição amostral para os dados observados é dada por uma distribuição 

multinomial, e possuindo a seguinte forma (FIENBERG; LIEVESLEY; ROLPH ,1999):  

     

  ,

11

| ,
n c

i j

ji

p 


 y η τ

 

           
   y 1 y

11
i i

n c

j j

ji

  



     μ μ

 

Retornando a expressão (3), assumindo uma priori não informativa para τ , a 

distribuição condicional torna-se: 

   ( | , ) | ,p p pτ y η y η τ τ

     y 1 y

11

| ,
i i

c

j j

ji

n

p   



     
  μτ μy η          (4) 

Para a variável latente l  (primeira expressão em (2)), a distribuição condicional a 

posteriori dada o restante dos parâmetros segue: 



 

                                     | , , | , ( | , )p p p p pl τ y η y l τ l τ η τ η  

 

Se l  segue uma distribuição gaussiana, e seus elementos são condicionalmente 

independentes, a distribuição para cada il , dado os dados observados y  e ao restante 

dos parâmetros  2, η α, γ,λ,δ,β , segue uma NT (normal truncada) com média igual 

a yi
μ  e variância 2 1e  , limitada pelos thresholds 

1j 
 e 

j : 

 

      | (y j | , ) ( | , , , , , )i i i ip l p l p l  τ α γ λ δ β τ  

           1

1

| ( l ) (y ) | , , , , ,
c

i j i j i

j

p l I I j 



 
    
 
 α γ λ δ β τ                  

     
   

y

11 y 1 y

( ,1)
i

i i

n c

ji j j



  


   


μ

μ μ
                                (5) 

 

Como (y j | , )i ip l τ  é conhecida, essa expressão é absorvida pela constante de 

normalização, restando apenas a condicional da variável latente (GIANOLA,1982; 

SORENSEN; GIANOLA, 2002). 

 Assim, voltando a expressão (2), a distribuição a posteriori conjunta para l  e τ

segue: 
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Figura S1: Gráfico de traços e densidades dos thresholds 2 e 3  para dados 

categorizados. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tabela S1: Resumos pontuais (média e desvio padrão) e intervalos HPD a 95% de 

credibilidade para as distribuições a posteriori dos valores singulares e componentes de 

variância para dados simulados categorizados.  

Parâmetros Média 
Desvio 

Padrão 

HPD a 95% de credibilidade 

Limite Inferior Limite Superior 

1  12.649 1.758 9.568 16.311 

2  9.861 1.209 7.393 12.126 

3  7.439 1.029 5.491 9.571 

4  5.571 0.945 3.735 7.428 

5  3.396 1.02 1.169 5.249 

6  1.321 0.86 <0.001 2.862 

7  0.534 0.481 <0.001 1.499 

8  0.24 0.269 <0.001 0.811 

9  0.112 0.155 <0.001 0.424 

10  0.057 0.095 <0.001 0.243 
2

g  0.917 0.48 0.325 1.944 
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CONCLUSÃO GERAL

• No primeiro artigo fica claro que o modelo AMMI bayesiano é muito flexível e poderia

acomodar desbalanceamentos, ausências de ortogonalidade e heterogeneidade de variÂn-

cias, mas depende de respostas contínuas em que se possa supor aproximação normal.

• No segundo artigo construimos uma variável latente contínua usando funções de ligação

acumuladas probit para respostas ordinais e verificamos que o AMMI bayesiano permite

interpretação menos poderosa, mas mais rigorosa e consistente com a análise de dados

contínuos que em geral não existirão nas aplicações.


	INTRODUÇÃO
	REFERÊNCIAL TEÓRICO
	Interação Genótipo x Ambiente
	Inferência Bayesiana
	Teorema de Bayes
	Informação a priori e a posteriori
	Monte Carlo Via Cadeia de Markov (MCMC)
	Algoritmo Metropolis-Hasting
	Algoritmo Gibbs Sampling

	Modelo AMMI
	Modelo de Threshold (limiar)

	  REFERÊNCIAS
	 SEGUNDA PARTE
	 ARTIGO 1 Flexible multi-environment trials analysis via Bayesian-AMMI:   A review
	 ARTIGO 2 Amostragem adequada para o AMMI Bayesiano com dados ordinais
	 CONCLUSÃO GERAL


