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RESUMO

Neste trabalho, descreve-se a proposta de uma heuristica para re-
dugoes de largura de banda e de profile de matrizes simétricas e assimé-
tricas por mapa auto-organizavel unidimensional. Foram realizados expe-
rimentos e comparacoes dos resultados obtidos com resultados de heuristi-
cas importantes para reducoes de largura de banda e de profile: Variable
neighbourhood search for bandwidth reduction e Cuthill-McKee reverso. Par-
ticularmente, foram realizadas simulagoes com a heuristica Cuthill-McKee
reverso com e sem a utilizacao de um método para se encontrar um vértice
pseudo-periférico. Sao mostradas simulagdes com essas heuristicas para re-
ducoes de largura de banda e de profile de matrizes em dois conjuntos de ins-
tancias da base Harwell-Boeing e simulagoes em trés conjuntos de instancias
com sistemas de equagoes lineares oriundos de discretizagoes das equagoes de
condugao de calor e de Laplace por volumes finitos. Mais especificamente,
os sistemas de equagoes lineares sao resolvidos pelo método dos gradientes
conjugados precondicionado por Jacobi. Verificou-se que a melhor heuris-
tica nas simulagoes realizadas com as matrizes da base Harwell-Boeing foi a
heuristica Variable neighbourhood search for bandwidth reduction. A melhor
heuristica nas simulagoes com sistemas de equacoes lineares foi a heuristica
Cuthill-McKee reverso iniciada por um vértice pseudo-periférico. A heuris-
tica proposta nao obteve resultados competitivos com os resultados obtidos
pelas demais heuristicas avaliadas.

Palavras-chave: Largura de banda. Profile. Mapas auto-organizaveis.
Redes neurais artificiais. Redes de Kohonen. Resolucao de sistemas de
equacoes lineares. Método dos gradientes conjugados precondicionado por
Jacobi.



ABSTRACT

In this work, we described the proposal of a heuristic for reductions
of bandwidth and profile of symmetric and asymmetric matrices using one-
dimensional self-organizing map. Experiments and comparisons of results
obtained here were performed in relation to results of important heuristics,
namely, Variable neighbourhood search for bandwidth reduction and re-
verse Cuthill-McKee. Simulations were performed with the reverse Cuthill-
McKee, using and not using a method of finding a pseudo-peripheral ver-
tex. Simulations performed with these heuristics were shown for two sets
of Harwell-Boeing Collection instances, and for three sets of instances with
systems of linear equations obtained from discretization of the equations of
heat conduction and of Laplace by finite volumes. The systems of linear
equations were solved using the Jacobi preconditioned conjugate gradient
method. According to results, the best heuristic in the simulations perfor-
med with Harwell-Boeing Collection was the Variable neighbourhood search
for bandwidth reduction. The best heuristic in the simulations performed
with systems of linear equations was the reverse Cuthill-McKee, begun by
a pseudo-peripheral vertex. Therefore, the heuristic proposed here did not
show competitive results when compared to results obtained from other as-
sessed heuristics.

Keywords: Bandwidth. Profile. Self organizing maps. Artificial neural
networks. Kohonen network. Solving a linear equation system. Jacobi
preconditioned conjugate gradient method.
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1 INTRODUCAO

Diversos problemas cientificos, na engenharia ou industriais, como
em dinamica de fluidos ou modelagem de objetos e jogos 3D, sao descritos
por equagoes diferenciais parciais. O método dos elementos finitos é, atu-
almente, um dos mais populares para a resolucao de equacoes diferenciais
parciais e consiste em transformar uma equacao diferencial continua em um
sistema de equagoes algébricas. Sistemas de equagdes lineares desse tipo,
também, podem ser obtidos pelo método dos volumes finitos, por exemplo.

Tal sistema de equagoes lineares (SEL) possui a forma Ax = b, em que
A é a matriz de coeficientes, x é o vetor de incognitas e b é o vetor de termos
independentes. SELs desse tipo, geralmente, possuem uma representacao
matricial de grande porte e esparsa. Dessa forma, o custo computacional
exigido para se armazenar e processar tais matrizes é elevado. A resolucao
de tais sistemas lineares esparsos é a etapa que mais demanda tempo de
processamento computacional.

Sistemas lineares esparsos, também, sao oriundos de outras aplica-
¢oes que nao tém origens em equacoes diferenciais parciais. Como exemplos,
desenho e andlise de circuitos digitais, sistemas de redes de energia elétrica,
processos de engenharia quimica, modelos econémicos e sistemas de produ-
¢ao industrial (BENZI, 2002).

A resolugao de um SEL pode ser feita por métodos diretos ou ite-
rativos. Como exemplos de métodos diretos, temos as decomposicoes LU e
de Cholesky. Métodos diretos sao usados em cédigos industriais em razao
de sua confiabilidade. Além de robustos, os métodos diretos tendem a de-
mandar uma quantidade previsivel de recursos de memoéria e processamento

computacional. No geral, métodos diretos tém sido utilizados em problemas
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como em dinamica de fluidos e outros exemplos ja citados nao oriundos de
equagoes diferenciais parciais (BENZI, 2002).

Como os métodos diretos tém baixa escalabilidade em relacdo ao
processamento e a utilizacdo de memoria, principalmente, em problemas
tridimensionais, advindos de equagoes diferenciais parciais (BENZI, 2002),
os SELs, representados por matrizes esparsas de grande porte sdo, geral-
mente, resolvidas por métodos iterativos.

Métodos iterativos requerem menos recursos de meméria e de pro-
cessamento, principalmente, em situagoes em que a precisao desejada é rela-
tivamente pequena. Benzi (2002), entretanto, ressalva que tais métodos nao
possuem a confiabilidade dos métodos diretos. Em alguns casos os métodos
iterativos falham e o precondicionamento é necessario, apesar de nao ser
suficiente, para garantir a convergéncia em um tempo razoavel.

Os limites entre métodos diretos e iterativos tém se tornado cada
vez menos claros com a utilizacao de diversas ideias e técnicas dos métodos
diretos no campo dos métodos iterativos. Como consequéncia, os métodos
iterativos tém se tornado cada vez mais confidveis (BENZI, 2002). O mé-
todo dos gradientes conjugados (MGC) é um exemplo de método iterativo
eficiente muito utilizado na pratica (SAAD, 2003).

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, sao
introduzidos os assuntos envolvidos nesse trabalho, a justificativa e os obje-
tivos do mesmo. O referencial tedrico necessario a um melhor entendimento
desse trabalho é apresentado no capitulo 2.

No capitulo 3, as metodologias de pesquisa e desenvolvimento deste
trabalho sao descritas. Sao apresentados os detalhes de implementacao de

uma heuristica para reducoes de largura de banda e de profile baseada em
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mapa auto-organizavel. Os resultados e as andlises dos experimentos re-
alizados sao apresentados no capitulo 4. Finalmente, no capitulo 5, sao
apresentadas algumas conclusoes sobre este trabalho e proposicoes de tra-
balhos futuros.

A seguir, na secao 1.1, sdo apresentadas as justificativas que mo-
tivaram o desenvolvimento deste trabalho. Em seguida, na secao 1.2, sao

apresentados os objetivos gerais e especificos deste trabalho.

1.1 Justificativa

A resolucao de sistemas lineares esparsos ¢ a etapa que mais de-
manda tempo de processamento computacional em problemas diversos.
Para grandes estruturas mecanicas, encontradas em situagoes praticas, en-
tre 30% e 50% do custo computacional, estd em se resolver os sistemas de
equagoes lineares; esse custo pode chegar a 80% em problemas dinamicos
ou de otimizagao estrutural (KAVEH, 2004).

Métodos para resolucao de SELs diretos sao, geralmente, baseados
na eliminacao gaussiana. A eliminagdo de Gauss, que é um método direto
para resolucao de sistema de equacoes lineares, pode ser realizada em tempo
O(n- B?) para uma matriz com largura de banda f8, quando B << n, que é
significativamente melhor do que o tipico algoritmo O(n®) para uma matriz
de coeficientes n x n. Veja Lim et al. (2006) e Lim, Rodrigues e Xiao (2006)
para detalhes sobre esse assunto.

Papadimitriou (1976) demonstrou que o problema da minimizacao
da largura de banda é um problema NP-Dificil, para mais detalhes veja
Oliveira e Chagas (2014, p. 6). Encontrar a menor largura de banda por

forga bruta, por exemplo, torna-se uma tarefa impraticavel. Seriam n! so-
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lugbes possiveis para uma matriz de ordem n. Por isso, “desde a década
de 1960, foram propostas, provavelmente, centenas de heuristicas aplicadas
nos problemas de reducao de largura de banda ou de profile” (OLIVEIRA;
CHAGAS, 2014, p. 7).

As heuristicas realizam permutacoes nas linhas e colunas das ma-
trizes na intencao de que a estrutura da matriz resultante se torne mais
compacta, com os coeficientes nao nulos préximos a diagonal principal (OLI-
VEIRA; CHAGAS, 2014). Ao se resolver um sistema de equagoes lineares
permutado, é possivel que seja necessidrio um ntimero menor de operagoes
aritméticas e/ou de armazenamento do que o sistema original (LIU, 1976;
OLIVEIRA; CHAGAS, 2014). As permutagoes nas linhas e colunas das
matrizes simétricas sao equivalentes a se renumerar os vértices do grafo
correspondente sem alterar as adjacéncias.

Com as redugoes de largura de banda e de profile, pretende-se reduzir
o custo de armazenamento e processamento das matrizes que representam
os SELs, assim como reduzir o custo computacional necessirio para sua
resolucao. Nao se tem conhecimento, até o momento, de utilizacao de redes
neurais artificiais nos problemas de reducao de largura de banda ou de
profile. Neste trabalho, apresenta-se uma proposta de aplicacao de redes
neurais artificiais no problema em questdao. Com a utilizacdo de mapas
auto-organizaveis, pretende-se realizar as redugoes de largura de banda e de

profile com custo computacional baixo.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é propor e verificar o desempenho

computacional de uma heuristica, baseada em mapa auto-organizavel, para
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realizar reducoes de largura de banda e de profile de matrizes esparsas simé-
tricas e assimétricas que representam sistemas de equacoes lineares. Para
se alcancar esse objetivo, necessita-se que sejam alcancados os seguintes

objetivos especificos.

1.2.1 Objetivos especificos

Os objetivos especificos estao divididos nos tépicos seguintes.

e Estudo dos problemas de reducao de largura de banda e de profile para
melhor entendimento do problema. Esse estudo envolve a pesquisa e
a compreensao dos principais algoritmos e meta-heuristicas utilizados

na resolucao desses problemas.

e Estudo de técnicas de aprendizado nao supervisionado, principalmente

redes neurais artificiais.

e Desenvolvimento e investigagao da viabilidade de utilizacao de mapa
auto-organizéavel para realizar reducoes de largura de banda e de pro-
file de matrizes esparsas simétricas e assimétricas que representam

sistemas de equacoes lineares.

e Realizagao de experimentos e comparagoes dos resultados obtidos com
uma heuristica classica e o possivel estado da arte para o problema de

reducao de largura de banda.

e Avaliar, experimentalmente, a reducao do custo computacional envol-
vido na resolucao de sistemas de equacgoes lineares proporcionado por

cada método de reducao de largura de banda e de profile.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, sdo introduzidos alguns conceitos para melhor en-
tendimento deste trabalho. Primeiramente, é apresentada a relagao entre
grafo e matriz de adjacéncia e alguns conceitos basicos, na secao 2.1. Na
sequéncia, sao apresentados os conceitos de largura de banda na secao 2.2
e de profile na secao 2.3.

Duas meta-heuristicas cldssicas para o problema de minimizacgao de
largura de banda e de profile sdo apresentadas na se¢ao 2.4. Na secao 2.5, sao
apresentados alguns conceitos sobre vértice pseudo-periférico e uma forma
de encontra-lo. Sao apresentadas algumas meta-heuristicas recentes para o
problema de minimizacao de largura de banda, na secao 2.6.

O método dos gradientes conjugados é apresentado na segao 2.7. O
precondicionamento de sistemas de equagoes lineares e assuntos relacionados
sao abordados na segao 2.8.

Na secao 2.9, sao introduzidos os conceitos de redes neurais e suas
relacoes com a computacao. Sao apresentadas as definigdes de redes neurais
artificiais e suas especificagoes. A seguir, na subsecao 2.9.3, sdo introduzidos
os conceitos de treinamento de redes neurais artificiais e os processos de
aprendizado supervisionado e nao supervisionado. Ao final deste capitulo,

na subsecao 2.9.5, sdo abordados os mapas auto-organizaveis.

2.1 Grafo, matriz de adjacéncia e conceitos basicos

Pode-se representar um grafo, por meio de uma matriz de adjacéncia,
como na Figura 1. Nessa representacao, cada linha 1 <i <n de uma matriz
A de dimensao n x n, corresponde a um vértice v; do grafo G(V,E), nao

direcionado e nao ponderado, em que V ={v;,vs,...,v,} é um conjunto finito
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de vértices e E = {ey,ea,...,e,} € um conjunto finito de arestas representadas
por pares nao ordenados de vértices. Em um grafo nao direcionado, uma
aresta pode ser representada por e; = {vi,v2}, por exemplo.

As colunas 1 < j <n da matriz A representam as adjacéncias, ou
seja, a existéncia de uma aresta entre os vértices v; e v;, caso a; j # 0. Por
exemplo, na Figura 1, o vértice 1 é adjacente aos vértices 2 e 3 somente.
Entao, a matriz de adjacéncia que o representa possui elementos nao nulos
nas colunas 2 e 3 da linha 1. A diagonal principal sempre contera elementos
nao nulos. Os elementos nao nulos sao representados por quadrados pretos

e os elementos nulos por quadrados brancos na Figura 1.

Adjacéncias

€ € €3

Figura 1 Grafo nao direcionado e sua representacao por matriz de adjacéncia.

Considere o grafo G(V,E) descrito acima. Seguem as seguintes defi-

ni¢oes (OLIVEIRA; CHAGAS, 2014):

Definicao 1 (adjacéncia) Dois vértices sao adjacentes se existe uma
aresta entre eles. O conjunto de vértices adjacentes a v é Adj(G,v) ={u €

V:{vu} € E}.

Definicao 2 (grau de um vértice) O grau de um vértice v é a quan-

tidade de wvértices em seu conjunto de wvértices adjacentes, ou seja,
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Grau(G,v) = |Adj(G,v)|.

Definicao 3 (caminho) Caminho é uma sequéncia de vértices, de forma
que existe uma aresta entre esses vértices desde o primeiro até o utimo

vértice dessa sequéncia.

Definicao 4 (tamanho de um caminho) O tamanho de um caminho é

a sua quantidade de arestas.

Definicao 5 (distancia) A distancia d(u,v) entre u e veV € o tamanho

do menor caminho entre esses vértices.

Defini¢ao 6 (excentricidade) A excentricidade ¢:V — N de um vértice
v eV € definida como ¢(v) = ma‘}(d(v, u)).
ue

Definigao 7 (didmetro do grafo) O diametro ®(G) = ma&&(f(v)) € a
ve

maior excentricidade encontrada em um grafo G(V,E).

Definigao 8 (vértice periférico) Um vértice v € periférico se ®(G) =

L(v), ou seja, sua excentricidade € igual ao diametro do grafo.

Definigao 9 (estrutura de nivel enraizada) A estrutura de nivel en-
raizada em v € o particionamento £ (v) = {Lo(v), Li(v), ..., Ly (v)}, de
profundidade £(v), em que Lo(v) = {v} e Li(v) =Adjc(Li—1(v)) — 3-_:10Lj(v),
para i=1,2,....0(v) e Adjc(.) € o conjunto de vértices adjacente ao vértice

do argumento.

Definicao 10 (largura de nivel) A largura de nivel é o nimero de vér-
tices do mivel com mais vértices e pode ser definida como b(ZL(v)) =

max |L;(v)].
Ogg(v)l i(v)]
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A estrutura de nivel enraizada é o particionamento de V em niveis
de vértices com a mesma distancia para o vértice raiz. Como exemplo,
considere o grafo da Figura 1. Escolhendo-se o vértice 1 arbitrariamente,
tem-se que £(1) =2. O particionamento dos vértices em niveis, partindo-se
do vértice 1, é Lo(1) = {1}, Li(1) = {2,3} e Ly(1) = {4}. Percebe-se que o
numero de parti¢oes, ou niveis, de .Z(v) é £(v)+ 1. Nesse exemplo, a largura
de nivel é b(Z(v)) = |Li(1)| = 2.

A seguir, sdo apresentadas as definicoes de largura de banda e de

profile nas segoes 2.2 e 2.3, respectivamente.

2.2 Largura de banda

Pode-se definir a largura de banda de uma matriz como a maior
distancia de um atributo nao nulo até a diagonal principal. A largura de

banda  de uma matriz A, de dimensoes n x n, pode ser definida como

B =B(A) =max{Bi(A) | 1 <i<n}, (1)

Bi(A) = i—min{j | aij # O}. (2)

Bi(A) é denominada largura de banda da i-ésima linha da matriz A. Na
Figura 1, a largura de banda B3(A) =3 —1=2 é a maior distancia de um
elemento nao nulo até a diagonal principal, que ocorre na linha 3.

A largura de banda pode ser encontrada diretamente em um grafo

G(V,E), considerando-se a fungao f:V — {1,2,...,n} que rotula os vértices,
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em que |V|=n, da seguinte forma:

B(f) = max{|f(u) = fF(v)| V(u,v) € E}. 3)

No exemplo da Figura 1, temos B(f) =3 —1 =2 se considerarmos a

rotulagao f: f(vi) =1,f(v2) =2,f(v3) =3, f(v4) = 4.
O problema de minimizacao da largura de banda pode ser definido

como a busca por uma rotulagao f* que minimize B(f), ou seja:

B(f7) =min ﬁ(f)Zm}n(ﬁggE\f(u)—f(V)L (4)

O problema de minimizacao de largura de banda é um problema NP-Dificil
(PAPADIMITRIOU, 1976). Para um grafo G(V,E) em que |V| = n, existem

n! rotulagoes possiveis.

2.3 Profile

O profile pode ser definido como a soma da largura de banda de
todas as linhas de uma matriz. Formalmente, pode-se definir o profile de

uma matriz A de dimensao n X n como:
n
profile(A) = Z Bi(A). (5)
i=1

O profile da matriz presente na Figura 1, por exemplo, é profile(A) =
Bi(A)+ B2(A)+ B3(A)+ Bs(A) =0+ 1+2+1 =4. Analogamente & largura de

banda, pode-se definir o profile de um grafo da seguinte forma:

profile(G) =} max((f(u) = f(v)) | (u,v) € E,f(u) > f(v)). ~ (6)

ucV
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A seguir sao apresentados dois métodos cldssicos para as redugoes de
largura de banda e de profile, os métodos Cuthill-McKee e Cuthill-McKee re-

verso. A descrigao desses métodos foi baseada em Oliveira e Chagas (2014).

2.4 Heuristicas Cuthill-McKee e Cuthill-McKee reverso

Cuthill e McKee (1969) propuseram um método que reduz a lar-
gura de banda de um grafo que pode ser representado por uma matriz de
adjacéncias simétrica. Esse método, conhecido como Cuthill-McKee (CM),
é semelhante & busca em largura que pode ser realizada em um grafo. A
diferenga entre a busca em largura convencional estd na ordem em que os
vértices sao visitados na heuristica CM. A heuristica CM visita os vértices
por ordem crescente de grau de cada vértice. O grau de um vértice é a
quantidade de vértices adjacentes a este. Ou seja, com base em um vér-
tice inicial, a heuristica CM visitara o seus vértices adjacentes comecando
com o de menor grau. Depois visitard os adjacentes a esses vértices e, as-
sim, sucessivamente até percorrer todo o grafo, sempre respeitando a ordem
crescente de grau. A ordem, em que cada vértice é visitado, representara
sua rotulag@o. Assim, o vértice inicial serd rotulado como 1, o seu adjacente
de menor grau serd rotulado como 2 e, assim, sucessivamente.

Foi constatado por Cuthill e McKee (1969) que a escolha do vértice
inicial influencia na largura de banda e no profile do resultado final. Os
autores propuseram que o vértice inicial fosse o vértice de grau minimo. Com
essa abordagem, obtém-se uma configuracao matricial na qual os vértices
de maior grau ficam posicionados no centro da matriz.

O algoritmo presente na Figura 2, apresentado por Liu (1976), mos-

tra a heuristica CM. Seus parametros de entrada sao um grafo conexo
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G = (V,E), em que V é o conjunto de vértices e E é o conjunto de ares-
tas, e um vértice inicial v € V. Sua saida serd uma sequéncia de vértices

presente no vetor «.

Algoritmo: Cuthill-McKee
Entrada: grafo conexo G = (V,E) e vértice inicial v € V.
Saida: vetor o ordenado de dimensao |V|.
i+ 1;
j< L
o(1) < v;
enquanto (i< |V|) faga
para cada ( {vértice w € adj(a(j))} - {a(l),...,o(i)},
em ordem crescente de grau ) faga
i+—i+1;
o(i) « w;
fim-para-cada;
J=JitL
10 fim-enquanto;
11 retorna o; // Retorna a sequéncia no vetor «

[ U S

© o N o

Figura 2 Pseudocddigo da heuristica Cuthill-McKee.

Inicialmente, o algoritmo inicializa as varidveis i e j nas linhas 1
e 2, respectivamente. Na linha 3, o vértice inicial v é atribuido a primeira
posicao de a. O lago de repeticao das linhas 4 a 10 repetird |[V|— 1 vezes,
em que |V| é a quantidade de vértices do grafo. Na linha 7, insere-se em
o os vértices adjacentes a o(j) que, ainda, nao foram inseridos, em ordem
crescente de grau. Isso serd feito |V|—1 vezes, pois o os adjacentes do tltimo
vértice ja estarao presentes em o, desde que o grafo seja conexo.

A heuristica Cuthill-McKee reverso (CMr) é uma modificagdo no
método Cuthill-McKee proposta por George (1971). A diferenca da heu-

ristica CM para a heuristica CMr estd apenas na ordem final dos vértices.
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Na heuristica CMr, ordena-se os vértices em ordem inversa. Com a heu-
ristica CMr, a largura de banda é a mesma encontrada na heuristica CM;
porém, muitas vezes, o profile é reduzido utilizando-se a heuristica CMr.
Mais detalhes podem ser encontrados em Oliveira e Chagas (2014).

Na subsecao 2.6, sao apresentadas algumas meta-heuristicas recentes
para o problema de minimizacao de largura de banda e de profile. A seguir,

sao apresentados alguns conceitos sobre vértices pseudo-periféricos.

2.5 Vértice pseudo-periférico

A solugao encontrada pela heuristica CM, CMr e outras heuristicas,
pode ser influenciada pela escolha do vértice inicial. Inicialmente, Cuthill
e McKee (1969) propuseram que o vértice inicial fosse um vértice de grau
minimo. Essa escolha nem sempre era a melhor. Posteriormente, Gibbs,
Poole e Stockmeyer (1976) constataram que o melhor vértice inicial é um
vértice periférico. Um vértice é periférico se sua excentricidade é igual ao
diametro do grafo, ou seja, maxima.

Quanto maior a excentricidade de um vértice, menos vértices estarao
presentes em um nivel de uma estrutura de nivel desse vértice (CUTHILL;
MCKEE, 1969). Cuthill e McKee (1969), também, apontaram que a lar-
gura de banda esta relacionada com a quantidade de vértices presentes na
estrutura de nivel com maior niimero de vértices.

Um vértice periférico é um étimo vértice inicial para algumas heuris-
ticas de redugao de largura de banda (OLIVEIRA; CHAGAS, 2014). Para
se encontrar um vértice periférico, pode-se realizar uma busca em largura em
todos os vértices do grafo. O custo dessas operacoes é de O(|V| . (|V|+|E|)),

que é um custo relativamente alto. Por isso, Gibbs, Poole e Stockmeyer
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(1976) apresentaram um algoritmo para se encontrar um vértice cuja ex-
centricidade é proxima ao diametro do grafo. Esse vértice é considerado um
vértice pseudo-periférico.

Neste trabalho, utilizou-se o algoritmo de George e Liu (1979) para
se encontrar um vértice pseudo-periférico utilizado como vértice inicial para
a heuristica CMr. Esse algoritmo é uma modificagao do algoritmo de Gibbs,
Poole e Stockmeyer (1976). Uma das melhorias que compdem o algoritmo
final de George e Liu (1979) esté na utilizagdo de um vértice qualquer para
a construcao da primeira estrutura de nivel enraizada. Outra melhoria
proposta foi que apenas o vértice folha de menor grau é utilizado para
montar a nova estrutura de nivel enraizada.

O algoritmo de George e Liu (1979) inicia por um vértice v € V qual-
quer. Gera-se, entao, a estrutura de nivel enraizada .Z(v). Escolhe-se um
vértice de menor grau u € Ly(,(v) e gera-se a estrutura de nivel enraizada
Z(u). Entao, verifica-se se ¢(v) < {(u); em caso positivo, o vértice u passa
a ser o vértice v e o processo é repetido, em caso negativo, v serd o vér-
tice pseudo-periférico encontrado. Uma melhor descricao do algoritmo de
George e Liu (1979) e de outros algoritmos, para se encontrar um vértice

pseudo-periférico, é encontrada em Oliveira e Chagas (2014).

2.6 Heuristicas recentes para o problema de minimizagao de lar-

gura de banda e de profile

A seguir, sao abordadas trés heuristicas recentes para o problema
de minimizacao de largura de banda. Uma dessas heuristicas, pode ser

considerada o possivel estado da arte no problema de minimizagao de largura

de banda.
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A busca em sistema carregado, Charged System Search (CSS), é
uma meta-heuristica desenvolvida por Kaveh e Talatahari (2010a), para a
resolugao de problemas estruturais. Veja Kaveh e Talatahari (2010b), para
detalhes. Os autores utilizaram as leis de Coulomb e Gauss, da eletrostatica,
e as leis da mecanica de Newton para desenvolver essa meta-heuristica. A
utilizacao de tais leis pela meta-heuristica CSS prové um modelo que pode
ser utilizado em problemas de otimizacao discretos e continuos. Kaveh e
Sharafi (2012) utilizaram um modelo baseado nessas leis para criar uma
proposta para a renumeracao dos vértices de um grafo. Com isso, utilizaram
essa meta-heuristica para a reducao de banda de matrizes esparsas.

Boutora et al. (2007) propuseram um método de redugao de banda
que funciona para renumeracao de malhas triangulares. Uma de suas carac-
teristicas é que o processo de renumeracao é aplicado antes da construcao
da matriz esparsa. O método apresenta bons resultados e funciona de forma
parecida com um algoritmo de busca em largura em grafos, que foi uma das
primeiras estratégias utilizadas para a reducao de banda.

Outra heuristica aplicada no problema de minimizacao de largura
de banda é o Variable neighbourhood search for bandwidth reduction (VNS-
band), proposta por Mladenovic et al. (2010). Grosso modo, a heuristica
VNS-band realiza uma busca por um minimo local para os vértices contidos
em um determinado raio de vizinhanca. Para isso, realiza a troca de vizi-
nhancga entre os vértices e verifica se a solucao encontrada é melhor do que
a anterior. O raio de vizinhanca aumenta durante a execugao do algoritmo.

A heuristica VNS-band pode ser dividida em quatro etapas: inicia-
lizacao, perturbacao, busca local e permutagao de vizinhanga. Na primeira

etapa, constréi-se uma solugao inicial de numeracao dos vértices de G(V,E),
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por meio de uma busca em largura, com base em um vértice v € V qualquer.
Essa busca leva em consideragao uma ordem aleatodria de vértices, em cada
nivel, ao contrario da heuristica CMr, por exemplo, que considera a ordem
crescente de vértices.

Na segunda etapa, procura-se escapar do vale de um minimo local
por meio de perturbacao. Define-se Ni(S), que é a vizinhanca dentro de um
raio k para uma solugao S. Uma solugao S’ pertence & vizinhanga Ni(S) se S’
e S diferem entre si em K + 1 renumeragoes. Gera-se uma solucao S’ € Ni(S) e
realiza-se uma troca sistematica das numeracoes dessa solugao que pode ser
feita de duas formas diferentes. A primeira consiste em selecionar os vértices
com maior largura de banda e trocam-se suas numeracoes. A segunda forma
realiza uma rotacao nas numeracoes dos vértices. KEssa rotacao consiste
em determinar um intervalo [b, f] e trocar as numeragoes dos vértices que
pertencem a esse intervalo deslocando-os m posigoes. Ou seja, a numeracao
f(b) serd f(b+m), se b+m < f, em que ] <b<m< f<|V|. No caso de
um indice i em que i+m > f, a numeracao f(i) sera f(b+ |f — (i+m)]|).
Considere a fungao f:V — {1,2,...,n} que rotula os vértices de G(V,E), em
que |V| = n. Para definir qual forma de perturbagao sera utilizada, verifica-
se k < kyqx €, em caso afirmativo, utiliza-se a primeira forma de perturbacao
e, em caso negativo, a segunda forma.

A terceira etapa é a etapa de busca local, na qual o algoritmo tenta
encontrar o minimo local por meio de trocas de numeracao em um conjunto
definido de possibilidades. Para tal, seleciona-se um conjunto V, de vértices
criticos do grafo. Um vértice v € V ¢é considerado critico se pertence a uma
aresta (u,v) € E., em que E, é o conjunto de arestas criticas de G. Uma aresta

(u,v) é considerada critica se |f(u) — f(v) = B(f)],em que B(f) é a largura
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de banda de G definida na equagao 3. Define-se a vizinhanca reduzida
de v como N(u,S) ={u | (u,v) € E., |med(v) — f(u)| < |med(v) — f(v)|}, em

— Lfmin (V)"Ff;nax
2

que med(v) (V)J. O conjunto de vizinhangas reduzidas, que sera

utilizado para efetuar a troca de numeracao serd N(S) = | N(v,S). A busca
local é realizada em N(S'), por meio da troca de numervafgéo de um vértice
critico v com cada numeracao dos vértices u € N(v,S') C N(§'), até que se
encontre uma melhora em relagdo a solugado corrente.

Na quarta etapa, verifica-se se a solucao encontrada S, apds a etapa
de perturbacao é melhor que a solucdo corrente S. E em caso afirmativo,
S’ passa a ser a solugao corrente e k passa a ser ky, que é o valor inicial
de k. Caso a solucao encontrada nao seja melhor que a solucao inicial,
incrementa-se o raio de vizinhanca em Kyp. Os valores de kyin, kgep € kmax
sao parametros definidos de acordo com o problema.

Mladenovic et al. (2010) compararam os resultados da heuristica
VNS-band com algumas propostas anteriores, que poderiam ser considera-
das o estado da arte no problema de minimizagao de largura de banda.
As comparagoes de resultados de Mladenovic et al. (2010) indicam que a
heuristica VNS-band é uma das possiveis melhores meta-heuristicas para
o problema. Veja Oliveira e Chagas (2014) para maiores detalhes sobre a
heuristica VNS-band e outras heuristicas para reducao de largura de banda.

Aplicou-se redes neurais artificiais de treinamento supervisionado
para auxiliar o algoritmo profile-front minimization (PFM) de Hoit e Wilson
(1983) na resolucao do problema de minimizagao de profile. Mais detalhes
sobre essa aplicagao serdao apresentados na subsecao 2.9.4.

A seguir, na secao 2.7, é apresentado o método iterativo de resolugao

SELs conhecido como método dos gradientes conjugados.
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2.7 Meétodo dos gradientes conjugados

Os métodos iterativos sao muito utilizados na resolucao de sistemas
de equacoes lineares (SEL), pois demandam menos recursos de memoria e
processamento do que os métodos diretos. Portanto, SELSs oriundos de equa-
¢oes diferenciais parciais, por exemplo, que possuem representacao matricial
esparsa de grande porte sao, geralmente, resolvidos por métodos iterativos
(BENZI, 2002). O método dos gradientes conjugados (MGC) é um dos
melhores métodos iterativos para resolugao de sistemas lineares simétricos
e positivos-definidos (SAAD, 2003). O algoritmo para o MGC apresen-
tado nesta secao tem propdsito didéatico apenas. A implementacao realizada
neste trabalho utilizou a versdo do projeto computacional de Oliveira, Kis-
chinhevsky e Tavares (2013) que armazena apenas os coeficientes nao nulos
da matriz A por meio de listas de adjacéncias.

Considere o SEL simétrico, positivo-definido Ax = b, em que A €
R™" x e b€ R". Uma matriz A é positiva-definida se é possivel obter um
vetor x, tal que x7Ax > 0. A matriz A é simétrica se seus elementos a;; = aj;,
em que i é o indice referente a linha e j é o indice referente a coluna da
matriz.

A solugao desse SEL Ax = b pode ser encontrada por meio da mini-

mizagao da funcao quadratica f(x), em que x € R". Considere

7 =2 @)

entao x* é uma solucao do SEL se, e somente se, x* minimiza f. Deriva-se
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f em relagao ao vetor x na equagao 7 e iguala-se a zero, para obter
Vix")=Ax*"—b=0. (8)

Isso significa que o método dos gradientes conjugados soluciona o sistema
de equagdes quando Vf(x) =0.

No inicio do método dos gradientes conjugados, obtém-se uma so-
lucao inicial xy para Ax* = b. Tem-se, inicialmente, ro = b — Axy e d| = ry,
em que r; e di sao os vetores residuo e vetor de direcao de busca, respec-
tivamente, na iteragdo k com k=1,2,...,.n—1 e n= |x|. Os vetores r e d
auxiliam o método dos gradientes conjugados na busca do minimo da funcao
f fazendo com que a solugao x; se aproxime cada vez mais de x*. O vetor
d satisfaz a condicao de A-ortogonalidade (ou conjugada) diTAdj =0 para
i # j. Os vetores de diregdo d produzem o método de direcao conjugada.
Os resfduos sao ortogonais entre si, ou seja, ! r; =0 para i # j. Os vetores
residuo r; e direcao d; sao mutuamente ortogonais, de forma que, rl-Td i=0
para i # j.

Em cada iteragao os vetores ry e di sao preenchidos por

T = rr—1 — O Ady 9)

dit1 = rie — PrAdy, (10)
em que @ e f sdo valores escalares obtidos, respectivamente, por

T
11Tk
Oy = T

d; Ady
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e
T
r, Iy
B L (12)
Fe—1Tk—1
Finalmente, a solucao em cada iteracao k é obtida por
Xk = Xg—1 + Ody. (13)

O algoritmo do método dos gradientes conjugados é apresentado na
Figura 3. Na linha 1, é definida a precisao numérica desejada. Os vetores
x, r e d sao inicializados nas linhas 3, 4 e 5, respectivamente. A varidvel
contadora k ¢ inicializada na linha 5 e a varidvel erro é inicializa na linha
6. Essas varidveis sao utilizadas na estrutura de repeticao enquanto das
linhas 7 a 15. Nas linhas 8, 9 e 10 sdo computadas as férmulas 11, 13

e 9, respectivamente. O erro de cada iteragao é calculado na linha 11 por

[k =251 []o»

Mo em que 1%k |oo = max{|xi|,|x2],. .., |%s|}. Incrementa-se em 1 o valor

de k na linha 12. As férmulas 12 e 10 sao calculadas nas linhas 13 e 14,
respectivamente.

Caso a precisao desejada nao seja obtida em k < n iteracoes, o algo-
ritmo ¢é encerrado. Isso significa que o algoritmo dos gradientes conjugados
converge para a solugao em, no maximo, n iteracdes. Caso o erro obtido
seja menor que a precisao definida o algoritmo encerra.

Na prética, o método dos gradientes conjugados é geralmente utili-
zado em conjunto com alguma técnica de precondicionamento. A seguir, na

secao 2.8, sao apresentadas algumas técnicas de precondicionamento.
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Algoritmo: Método dos gradientes conjugados.

1 £+ 10716, // Precisdo numérica
2 x0 < 0; // Estimativa inicial

3 rg < b—Axy;

4 do < ro;

5 k< 1;

6 erro <+ £+1;

// n é a dimens&o de x
7 enquanto ( (k<n)A(erro>¢€) ) faga
USUSE
dTAd;
Xk ¢ Xp—1 + Ody;
10 T 4= re—1 + 0gAdy;

[k —xx—1]]oo .
elleo 7

Oy <—

11 erro <—
12 k+—k+1;

ﬁ pa r{rk
13 k rlz-,lrkfl !

14 dir < et Brd
15 fim-enquanto;

Figura 3 Algoritmo do método dos gradientes conjugados.

2.8 Precondicionamento de sistemas de equacoes lineares

Apesar da boa fundamentacao teérica do método dos gradientes con-
jugados e outros métodos iterativos, tais métodos geralmente possuem lenta
convergéncia em problemas comuns como dinamica de fluidos ou simulacao
de dispositivos eletronicos. O precondicionamento é o ingrediente chave
para o sucesso de métodos de subespaco de Krylov, como o método dos
gradientes conjugados, para essas aplicagoes (SAAD, 2003). Tanto a efici-
éncia quanto a robustez dos métodos iterativos podem ser melhoradas com
a utilizagao do precondicionamento. Saad (2003), também, afirma que, em

geral, a confiabilidade dos métodos iterativos, em se tratando de aplicacoes
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variadas, depende da técnica de precondicionamento utilizada.

Em termos simples, o precondicionamento pode ser definido como
uma forma de transformar um SEL em outro que seja mais facil de resolver
por meio de um método iterativo e que possua a mesma solucao que o origi-
nal. Esse SEL resultante poderd demandar menos iteragoes para convergir
do que o SEL original, embora isso nao seja garantido (SAAD, 2003).

O primeiro passo para se realizar o precondicionamento é encontrar
a matriz precondicionadora M. Essa matriz pode ser encontrada de diver-
sas formas, porém, precisa respeitar alguns requisitos minimos. Do ponto
de vista pratico, é necessario que o custo de se solucionar Mx = b seja mi-
nimo, pois em cada iteracdo do método iterativo M, precisard ser calculada.
Este custo, obviamente, serd adicionado ao método de resolucao de sistemas
lineares aplicado. Outro requisito é que M precisa ser nao singular. Isso sig-
nifica que M deverd admitir inversa. Em termos simples, a matriz M nao
pode possuir linha ou coluna linearmente dependente.

Existem trés formas de se aplicar o precondicionador ao SEL. O
precondicionador pode ser aplicado pela esquerda em que se gera o sistema
precondicionado

M 'Ax=M"'b. (14)

Analogamente, pode-se aplicar o precondicionado pela direita, da seguinte
maneira

AM'u=b, x=M"'u, (15)

em que u = Mx.
A terceira forma pode ser utilizada, quando o precondicionador esta

disponivel na forma fatorada M = M; Mg, em que M; e Mg sdo matrizes
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triangulares. Nesse caso, o precondicionador pode ser separado em
M 'AMR 'u =M 'b,  x= My u (16)

Esse tipo de precondicionador é conhecido como split.

E necessario preservar a simetria da matriz original, quando a mesma
é simétrica, para isso, pode-se utilizar um precondicionador do tipo split.
Todavia, existem outras formas de preservar a simetria ou, se possivel, ti-
rar vantagem da simetria mesmo se M nao esta disponivel na forma fato-
rada (SAAD, 2003). Esses detalhes sao discutidos na subsegao 2.8.1 para
o método dos gradientes conjugados. Em seguida, na subsegao 2.8.2, sao

apresentadas algumas técnicas de precondicionamento.

2.8.1 Meétodo dos gradientes conjugados precondicionado

Considere as matriz A e a matriz precondicionadora M que aproxima
A de certa forma, ambas simétricas positivo-definidas. Pode-se precondici-
onar o SEL das trés formas ja apresentadas nas equagoes 14, 15 e 16. As
duas primeiras equagoes nao sao simétricas em geral. Para manter a sime-
tria, pode-se utilizar uma das seguintes estratégias.

Se M esté disponivel na forma de uma fatoragao incompleta de Cho-
lesky, ou seja, M = LLT | pode-se preservar a simetria usando um precondi-
cionador do tipo split como na equacao 16. Tem-se, entao, a seguinte forma

de aplicar o precondicionador
L'AL Tu=L", x=L"Tu (17)

Entretanto, nesse caso, nao é necessario utilizar um precondicionador do
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tipo split para manter a simetria. Pode-se utilizar o gradiente conjugado

precondicionado apresentado na Figura 4. Utiliza-se a matriz precondicio-

nadora

M e a varidvel z; para alterar o algoritmo do gradiente conjugado

apresentado no algoritmo . Para mais detalhes sobre o gradiente conjugado

precondicionado, veja Saad (2003).

Algoritmo: Método  dos  gradientes  conjugados
precondicionado.

1 £+ 10716, // Precis&o numérica

2 x0 < 0; // Estimativa inicial

3 1y < b—Axy;

4 20=M""rp;

5 dy < rp;

6 k< 1;

7 erro <+ €+ 1;

8

9
10
11
12

13
14

15
16
17

// n é a dimensdo de x
enquanto ( (k<n)A(erro>¢) ) faga
Tj—1%k=1,
dTAdy
Xp 4= X1 + Oid;
T 4= 11 + 0gAdy;
w=M"rg
[l —xe 1o .
Mol

Oy <—

erro <
k+—k+1;

T
I, 2k
B ¢ k
k rT 9
k—1%k—1

div1 < 2+ Brdi;
fim-enquanto;

Figura 4 Método dos gradientes conjugados precondicionado.

A seguir, sdo apresentadas algumas técnicas de precondicionamento

comumente utilizadas.
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2.8.2 Técnicas de precondicionamento

Uma técnica muito simples para se efetuar o precondicionamento é

a matriz diagonal definida por

mij = “L"/J ser=y (18)
0, sei#j
que é conhecida como precondicionador de Jacobi (BENZI, 2002). Pode-
se utilizar esta técnica de precondicionamento sem que seja necessaria a
utilizacao extra de memoria. Para isso, basta utilizar o inverso da diagonal
principal de A diretamente.

Pode-se obter um precondicionador utilizando a fatoracao incom-
pleta de Cholesky da matriz A. Esta fatoragao baseia-se na decomposicao
de Cholesky, utilizada na resolugéo de SELs, decompondo-se a matriz A em
A=LL", em que L é uma matriz triangular inferior.

No processo de decomposicao da matriz A, elementos nulos podem
tornar-se nao nulos, modificando o padrao de distribuicao de zeros da matriz.
Para contornar essa situacao, utiliza-se a fatoragdo incompleta e garante-
se que os elementos nulos na matriz A permanecam nulos em M. Esse
precondicionador é conhecido por precondicionador incompleto de Cholesky
com zero preenchimento ou IC(0) (LEW et al., 2009). Mais detalhes sobre
0 IC(0) podem ser encontrados em Benzi (2002).

Outra técnica baseada em uma fatoragdo incompleta é a fatoracao
incompleta LU com zero preenchimento conhecida como ILU(0). A fato-
racao incompleta calcula as matrizes triangulares inferior L e superior U,
ambas esparsas. Pode-se definir um limiar de tolerancia 7 > 0 de forma

que os elementos a;; < 7; sao descartados em M. O valor de 7; é obtido



40

multiplicando-se T pela norma da i-ésima linha da matriz original A. Neste
trabalho utilizou-se a norma euclidiana [|A;.|| = (X, |aij|?) 1/2, como indi-
cado em Saad (2003). Ainda, uma outra regra de descarte pode ser apli-
cada mantendo-se apenas os p maiores elementos nas linhas das matrizes L
e R. Com isso, obtém-se a técnica de precondicionamento conhecida como
ILUT(p, 7).

Para Benzi (2002), existe uma certa dificuldade em se definir o valor
do limiar T. Geralmente, isso pode ser feito por meio de tentativas e erros.
Bons resultados podem ser obtidos para valores no intervalo 107* < 7 < 1072,

porém o valor étimo ¢ fortemente atrelado ao problema (BENZI, 2002).

2.9 Redes neurais

Por mais que a computacao tenha evoluido a passos largos nas tulti-
mas décadas, o cérebro humano, ainda, é o mais fascinante e incompreensivel
processador. O mesmo é complexo e efetua processamento, naturalmente,
paralelo; seu armazenamento é adaptativo; possui controle de processos dis-
tribuido e capacidade para efetuar o processamento de, aproximadamente,
10" a 10'* operacoes por meio de mais de 10* ligacoes entre elementos pro-
cessados (BARRETO, 1997). Em contrapartida, um computador, a priori,
efetua processamento sequencial; seu armazenamento € estatico; possui con-
trole centralizado de processos e capacidade para efetuar o processamento
de aproximadamente 10 a 10% operacoes por meio de menos de 10 ligacdes
entre os elementos processados.

Apesar de o processo de formacao de pensamentos e de interagao
entre os neuronios nao estarem totalmente decifrados, o conexionismo (con-

nectionism) introduziu a ideia de que o cérebro é um sistema altamente
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distribuido. E baseado nesse conceito que a atividade de formagao do pensa-
mento é estabelecida entre os neurénios (RUMELHART; RAMSEY; STICH,
1991). A quantidade de neur6nios que compoe tais conexoes, em nosso cé-
rebro, sao da ordem de 10° (BARRETO, 1997). Outro ponto positivo para
as redes neurais € a sua robustez e tolerancia a falhas, pois a eliminacao de
neur6nios nao afeta a sua funcionalidade global (RAUBER, 1998). Pode-se
dizer que todas as funcgodes, inclusive o pensamento e movimentos do orga-
nismo, estao intimamente relacionados ao funcionamento dessas pequenas
células que compoem nosso sistema nervoso.

Os neurdnios conectam-se uns aos outros por meio de sinapses e
formam uma grande rede, chamada de rede neural. As sinapses transmi-
tem estimulos por meio de diferentes concentracoes dos elementos quimicos
Na+ (Sédio) e K+ (Potéssio). Esse processo pode ser estendido por todo
o corpo humano, como exemplo, tem-se a transmissao de um estimulo sen-
sorial quando queimamos a ponta do dedo. A rede neural garante uma
fabulosa capacidade de processamento e armazenamento de informacao.

O sistema nervoso, formado por um conjunto extremamente com-
plexo de neurdnios, realiza comunicacdo por meio de impulsos. Quando
um impulso é recebido, o neurénio o processa e, caso seja atingido um
limite de acao, dispara um segundo impulso que produz uma substancia
neurotransmissora que flui do corpo celular para o axonio, que por sua vez
pode, ou nao, estar conectado a um dendrito de outra célula. O neurénio
que transmite o pulso pode controlar a frequéncia de pulsos aumentando ou
diminuindo a polaridade na membrana pés-sinaptica.

Os neurodnios e suas conexoes, segundo Rumelhart, Hinton e Willi-

ams (1986), sdo os responsaveis pela determinagao do funcionamento, com-
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portamento e do raciocinio do ser humano. Ao contrério das redes neurais
artificiais, redes neurais naturais nao transmitem sinais negativos, sua ati-
vacao é medida pela frequéncia com que se emitem os pulsos continuos e
positivos. As redes neurais naturais nao sdo uniformes, exceto em alguns
raros pontos do organismo. Em redes neurais naturais, os pulsos nao sao
sincronos nem continuos, o que as difere de redes neurais artificiais.

Os neuro6nios sao, basicamente, compostos por:

e dendritos, que recebem os estimulos transmitidos pelos outros neur6-

nios;

e corpo do neur6nio, também chamado de somma, que é responsavel

por coletar e combinar informagoes vindas de outros neuronios;

e axonio, composto de uma fibra tubular que pode alcancar até alguns

metros e é responsavel por transmitir os estimulos para outras células.

A seguir, é apresentada a técnica de redes neurais artificiais que se

baseia no conceito biolégico das redes neurais.

2.9.1 Redes neurais artificiais

Uma rede neural artificial (RNA) pode ser entendida como uma
técnica computacional que apresenta um modelo matematico baseado na
estrutura neural de organismos inteligentes. Formalmente, é definida por

Vellasco (2007), da seguinte forma:

Uma rede neural € um sistema computacional constituido
por unidades conhecidas como neurénios. Os neuronios
sao elementos processadores interligados, trabalhando em
paralelo para desempenhar uma determinada tarefa. Os
modelos RNAs formam uma tmportante técnica estatis-
tica nao linear capaz de resolver uma gama de problemas
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de grande complexidade. Por isso, sao modelos iteis em
situagoes que mao € possivel definir explicitamente uma
lista de regras. Em geral, isso acontece quando o ambi-
ente gerador dos dados muda constantemente. As prin-
cipais dreas de atuacdo sao para classificagao de padrées
e previsao.

Uma RNA pode ser definida como uma técnica de aproximacao de

fungoes por regressao nao linear.

2.9.2 Especificacoes

O neurdnio é a unidade fundamental de uma RNA. Na Figura 5, é
apresentado um esquema funcional de um i-ésimo neurénio em uma rede,
ou seja, sua estrutura esquemaética interior. As entradas do neurénio estao

representadas por x; (1 < j<n), que sdo as saidas dos neurdnios da camada

anterior.
i W,
"\5‘ X ® il
T w, S
i2
R X2 @ Uu; A
A . Vi i
: D
D :
A W; A
g Xn ®
PESOS

b;

bias

Figura 5 Esquema do i-ésimo neurénio de uma RNA, adaptado de Vellasco
(2007).

Os pesos W;; sao os parametros da rede, em que 1 <j<nenéa
quantidade de entradas do neur6nio i. Os parametros representam a “memo-
ria” da rede, ou seja, a experiéncia ganha como resultado das apresentacoes

dos padroes a rede. Sao os pesos que combinam a nao linearidade da rede
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neural. Na modelagem, recorre-se ao artificio de tratar o bias b; como uma
entrada, de modo que, durante o processo de treinamento, a atualizacao dos
pesos acontega para todos os parametros.

u; representa a combinacao das entradas e dos pesos. Corresponde
a soma ponderada das entradas e é utilizado como entrada para a funcao
de ativacao ¢.

y; € a saida do i-ésimo neuronio que depende do nivel de ativacao
aplicado ao neurénio pela funcéo de ativacao. Ressalta-se que a funcao de
ativagao refere-se a parte nao linear de cada neurénio, sendo o unico local
onde ocorre tal nao linearidade.

Em uma rede neural, os parametros a serem estimados sao os pesos.
Como em cada neur6nio chegam todas as entradas, entao, o bias aparecera

associado a uma entrada fixa +1 ou —1 (VELLASCO, 2007).

2.9.3 Treinamento de redes neurais artificiais

Uma caracteristica importante das RNAs é a sua capacidade de ge-
neralizagao. Isso significa que, apds o treinamento, a rede é capaz de en-
contrar bons resultados para entradas que ndo foram apresentadas a rede
durante seu treinamento. A capacidade de generalizagao da RNA é adqui-
rida durante o seu aprendizado. Os dois principais processos de aprendi-
zagem sao: aprendizado supervisionado e aprendizado ndao supervisionado
(BENINTI, 2008).

O aprendizado supervisionado é um dos processos mais comuns de
aprendizagem. Utiliza-se o aprendizado supervisionado quando se tem dis-
poniveis as amostras de entrada e o resultado esperado. Isso significa que

é possivel apresentar a rede um conjunto de entradas e o resultado que se
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deseja obter. Dessa forma, pode-se calcular o erro pela diferenca entre a
saida desejada e o resultado atual da rede. O aprendizado ocorre a medida
que os pesos sao atualizados por meio do erro obtido na iteracao anterior
do processo de treinamento da RNA.

O aprendizado nao supervisionado pode ser utilizado quando nao se
pode estabelecer um conjunto de amostras de entrada e o resultado esperado.
Nesse caso, o treinamento da RNA nao pode ser feito por um algoritmo que
utiliza o erro para ajustar os pesos da rede.

Segundo Zuben e Attux (2007), o aprendizado nao supervisionado é
predominante no cérebro humano. E verificado que as propriedades estru-
turais e fisioldgicas das sinapses no cortex cerebral sdo influenciadas pelos
padroes de atividade que ocorrem nos neurénios sensoriais. No entanto, em
esséncia, nenhuma informagao prévia acerca do contetido ou significado do
fendmeno sensorial estd disponivel. A implementacdo de modelos compu-
tacionais, para ajuste de pesos sindpticos, via treinamento nao supervisio-
nado, deve recorrer apenas aos dados de entrada, tomados como amostras
independentes de uma distribui¢ao de probabilidade desconhecida (ZUBEN;
ATTUX, 2007).

No aprendizado nao supervisionado, os pesos se agrupam de acordo
com as caracteristicas dos subconjuntos dos estimulos apresentados as re-
gides da camada de entrada (BENINI, 2008). Assim, os pesos se ajustam
gradualmente de acordo com as entradas da rede neural. Benini (2008) con-
clui que quanto mais evidentes forem as particularidades da populacao de
entrada, melhor sera o aprendizado da rede, e vice-versa.

Em ambos tipos de treinamento, supervisionado e nao supervisio-

nado, existem alguns problemas que precisam ser observados durante o trei-
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namento. Um exemplo, conhecido como overfitting, ocorre quando a rede é
treinada excessivamente e perde sua capacidade de generalizagao passando
a memorizar os dados de entrada (VELLASCO, 2007). Em contrapartida,
abortar o treinamento de uma RNA, de forma prematura, pode prejudi-
car seu desempenho, pois a rede terd valores sensiveis aos valores iniciais
aleatérios. Nesse caso, temos uma situacao de underfitting.

Na subsecao 2.9.5, é abordado um tipo de RNA que utiliza o aprendi-
zado nao supervisionado, conhecido como mapa auto-organizavel de Koho-

nen ou, simplesmente, mapa auto-organizavel.

2.9.4 Redes neurais artificiais e reducgao de profile

Até o presente momento, nao se encontrou algum tipo de aplica-
¢ao direta de RNAs aos problemas de reducao de largura de banda e de
profile. Porém, os autores Hoit, Stoker e Consolazio (1994) utilizaram de
RNA para determinar os parametros (ranking parameters) do algoritmo
profile-front minimization (PFM) de Hoit e Wilson (1983). Como entrada
para a rede, utilizaram de dez parametros que representam razoes das ca-
racteristicas estruturais do grafo, por exemplo, nimero minimo de vértices
conectados dividido pelo ntimero maximo de vértices conectados. Os auto-
res utilizaram uma rede neural de trés camadas, também conhecida como
multi-layer perceptron (MLP), que utiliza a técnica de treinamento super-
visionado conhecida como back propagation. Por isso, nao é capaz de obter
resultados satisfatérios para estruturas diferentes daquelas que foram usa-
das no treinamento. Isso ocorre em virtude da utilizagao de uma rede neural

de treinamento supervisionado.
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2.9.5 Mapas auto-organizaveis

Os mapas auto-organizdveis (MAQ), ou redes de Kohonen, foram
inicialmente desenvolvidos por Kohonen (1981) e consiste de uma rede neu-
ral artificial interconectada. Em razao da propriedade de auto-organizacao,
0s MAOs podem ser aplicados a problemas de clusterizacao e de ordena-
¢ao espacial de dados. Nesse caso, havera um mapeamento dos dados de
entrada para o arranjo de neurénios do MAO (ZUBEN; ATTUX, 2007).
Como exemplo, tem-se a aplicacdo de MAO para solucionar o problema do
caixeiro viajante apresentado por Brocki (2007).

Uma rede de Kohonen é um arranjo de neuronios, geralmente res-
trito a espacos de dimensao 1 ou 2, em que se procura estabelecer e preservar
nogoes de vizinhanga (ZUBEN; ATTUX, 2007). No caso de um MAO uni-
dimensional, tem-se uma sequéncia ordenada de neurtnios e o nimero de
pesos ¢ igual ao niimero de entradas.

Na Figura 6, tem-se um exemplo de topologia de um mapa auto-
organizavel unidimensional. Os valores de entrada e saida para o MAO sao,
respectivamente, xi,X2, -+, Xgim € Y1,Y2, " ,Yn.- O8 pesos dos neurénios sao
representados por W;;, que ¢ a conexao do peso da entrada x; com o neurénio
i, em que 1 < j<dim, 1 <i<n, dim é a quantidade de entradas e n é a
quantidade de neurénios do MAO.

Uma abordagem competitiva de aprendizado nao supervisionado
muito utilizada é a winner takes all (WTA). Quando um vetor de entrada
é passado para o MAQO, executa-se o processo de aprendizagem. Somente o
neuronio vencedor terd seu peso sinaptico atualizado. O neur6nio vencedor
serd o que tiver pesos mais correlacionados aos valores de uma determinada

entrada, definida aleatoriamente. Correlacao é o produto escalar do vetor
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de entrada com os pesos sindpticos considerados (BROCKI, 2007).

Figura 6 Exemplo de topologia de mapa auto-organizavel, adaptado de Zuben e
Attux (2007).

O processo de aprendizado nao supervisionado para o MAO é des-
crito por

Wi =W, +n(x—W). (19)

O processo de aprendizado consiste na atualizagao dos pesos W; do neurénio
vencedor i, com 0 <i<n, em que n é a quantidade de neurénios, x é valor
de entrada e a taxa de aprendizado é 0 <1 < 1. A taxa de aprendizado é
um parametro do algoritmo.

Uma variagdo do WTA que, geralmente, apresenta melhor conver-
géncia é o winner takes most (WTM), pois permite a ativagao de neurénios
que, raramente, seriam ativados (BROCKI, 2007). Ativagao é o processo de
modificagdo dos pesos sindpticos de um neurénio. A diferenca entre os dois

algoritmos é que no WTM mais neurdnios tém seus pesos modificados em
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uma unica iteracao. Nesse caso, o vencedor e seus vizinhos serao ativados.
Uma forma simplificada de implementar o WTM é acrescentar a

equagao 19 as seguintes equagoes de ativagao:

Wii=Wi i +nkx—-Wiy), (20)

Wit1 = Wip1 +10(x = Wiyg). (21)

O algoritmo presente na Figura 7 é um exemplo dos passos para o
treinamento de um MAO. A taxa de aprendizado 1 ¢ utilizada na linha
7 para modificar os pesos sindpticos do neurénio vencedor e seus vizinhos

pelas equacoes 19, 20 e 21.

Algoritmo: Algoritmo de treinamento de um MAO.

Entrada: vetor de entrada, iter_max e taxa de aprendizado 7).
Saida: rede neural de Kohonen treinada.

1 iter < 1;

2 atribuem-se pesos aleatorios aos neuronios;

3 enquanto ( iter < iter_max ) faga

4 seleciona-se um valor aleatério do conjunto de
treinamento;
5 encontra-se o neurénio vencedor;

encontram-se os vizinhos do vencedor;
modificam-se os pesos sindpticos dos neurénios,
considerando-se a taxa de aprendizado 1;

8 reduza o valor de n;

9 iter < iter+ 1;

10 fim-enquanto;

11 retorna rede neural de Kohonen treinada;

Figura 7 Pseudocédigo de um algoritmo de treinamento de um MAO.
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3 MAPA AUTO-ORGANIZAVEL APLICADO AOS PROBLE-
MAS DE REDUCAO DE LARGURA DE BANDA E DE
PROFILE

Neste capitulo, descrevem-se as metodologias de pesquisa, de desen-
volvimento e as ferramentas utilizadas para a aplicacdo dos mapas auto-
organizaveis no problema de redugoes de largura de banda e de profile. Na
secdo 3.1, é apresentada a metodologia de pesquisa. A metodologia e os
detalhes de desenvolvimento sao apresentados na secao 3.2.

Desenvolveu-se uma heuristica, baseada em mapa auto-organizavel,
para realizar redugoes de largura de banda e de profile. Os detalhes de
implementacao e um exemplo de funcionamento sao apresentados na secao
3.3. As ferramentas utilizadas sdo apresentadas na secao 3.4. A metodologia

empregada na realizacao das simulacoes é apresentada na secao 3.5.

3.1 Metodologia de pesquisa

A metodologia de pesquisa utilizada neste trabalho iniciou-se com
um estudo do problema de reducgoes largura de banda e de profile. Este es-
tudo envolveu a pesquisa e a compreensao dos principais algoritmos e meta-
heuristicas utilizados na resolugdo desses problemas e semelhantes. Um
exemplo de problema semelhante é o problema do caixeiro viajante (PCV).
Estudou-se uma proposta de solugoes para estes problemas envolvendo redes
neurais artificiais e mapa auto-organizavel. Em especifico, estudaram-se téc-
nicas de aprendizado nao supervisionado, como redes neurais de Hopfield e
Tank (1985) e mapas auto-organizaveis (KOHONEN, 1981).

Optou-se pela utilizacdo de rede neural de treinamento nao super-

visionado, em virtude de sua capacidade de utilizagao em instancias de
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estruturas desconhecidas. Isso possibilita que a meta-heuristica seja mais
genérica e possa ser aplicada em diversos tipos de matrizes, inclusive ma-
trizes assimétricas. Apesar de as redes neurais de Hopfield e Tank (1985)
terem sido as primeiras a serem utilizadas para solucionar o PCV, os resulta-
dos estavam aquém dos obtidos por outras heuristicas na época (BENINI,
2008). Ha uma similaridade entre o problema de reducdo de largura de
banda e o PVC, se for considerado que a renumeracao dos vértices no pro-
blema de reducao de largura de banda é similar a ordenacdo dos vértices
que precisam ser percorridos no PCV. Sendo assim, utilizou-se mapa auto-
organizével (MAO), por causa de sua capacidade de ordenacdo espacial e
por ter obtido melhores resultados no PCV do que os outros tipos redes
neurais citados no presente trabalho.

Por dltimo, avaliou-se o possivel estado da arte para o problema
de reducao de largura de banda. N&o se encontrou um estudo especifico
realizado nesse sentido. Essa revisdo foi 1til para se decidir qual método
para redugao de largura de banda seria utilizado para as comparagoes com o
método desenvolvido neste trabalho. Escolheu-se o Cuthill-McKee reverso
(CMr) por ser um método classico e eficiente e o wvariable neighbourhood
search for bandwidth reduction (VNS-band) de Mladenovic et al. (2010),
pois, segundo os autores, os resultados indicam que o referido método pode

ser o estado da arte no problema de redugao de largura de banda.

3.2 Metodologia de desenvolvimento

A implementacao da heuristica CMr, em linguagem C++, foi reali-
zada conforme o algoritmo presente na subsegao 2.4. Utilizou-se, também,

a implementacao em C++ utilizada em Oliveira e Chagas (2014) do algo-
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ritmo de George e Liu (1979) para encontrar um vértice pseudo-periférico.
A escolha de um vértice pseudo-periférico foi utilizada para se encontrar
o vértice inicial para a heuristica CMr. A utilizagdo da heuristica CMr,
utilizando como vértice inicial um vértice pseudo-periférico, nao pode ser
considerada um nova heuristica. Conforme descrito em Oliveira e Chagas
(2014), para simplificar, é utilizada a sigla CMr-pseudo, para indicar a
utilizagao da heuristica CMr, juntamente com o algoritmo de George e Liu
(1979), para encontrar um vértice pseudo-periférico. Foi utilizado o método
dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi de Oliveira (2014).

Implementou-se como precondicionadores do método dos gradientes
conjugados (MGC), a fatoracao incompleta de Cholesky (IC(0)) e a fatora-
¢ao incompleta LU com limiar (ILUT(p, 7)). Os precondicionadores, assim
como o MGC, foram implementados em linguagem C++. Os precondicio-
nadores IC(0) e ILUT(p, 7) nao foram utilizados neste trabalho porque suas
implementagoes ficaram ineficientes. Devido a utilizacao de uma estrutura
de dados baseada em listas de adjacéncias, os custos computacionais de se
realizar as fatoracoes incompletas de Cholesky e LU ficaram muito altos se
comparados com o custo do MGC. Como exemplo, o tempo, para realizar
a fatoracao incompleta de Cholesky, em um grafo com 10728 vértices, foi
de, aproximadamente, 962 segundos. A resolucao do sistema de equacoes
lineares (SEL), representado por esse grafo, pelo MGC sem precondiciona-
mento e sem reducoes de largura de banda e de profile, demora menos de
26 segundos, em média.

Um esquema de armazenamento que pode ser utilizado é a matriz
skyline (FELIPPA, 1975), também conhecida como matriz de banda varidvel

ou matriz profile. Na matriz skyline, armazenam-se apenas as entradas a
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partir do primeiro elemento nao nulo até a diagonal principal em forma
de coluna. Se a matriz é simétrica, apenas a matriz triangular inferior é
armazenada.

Um vantagem da matriz skyline estd no fato de que o acesso pode ser
realizado com custo O(1). Esse esquema de armazenamento é importante
para métodos diretos e é adequado para as decomposi¢bes de Cholesky e
LU (DUFF; ERISMAN; REID, 1986). Porém, pode haver uma ocupagao
desnecessdria de memoria ao se armazenar os elementos nulos presentes
na banda da matriz. Para minimizar esse problema, costuma-se realizar a
reducao de largura de banda antes de utilizar essa forma de armazenamento.

Neste trabalho, utilizam-se listas de adjacéncias, pois, em muitas
situagobes praticas, a malha tem sua estrutura modificada constantemente.
Computacionalmente, modificar uma estrutura, baseada em listas de adja-
céncias, tem menor custo do que modificar matrizes ou vetores. Em uma
estrutura matricial, baseada em vetores simples (arrays), ao se inserir ou
remover elementos, as estruturas precisam ser devidamente duplicadas e
apoés, a estrutura original deve ser completamente desalocada da memo-
ria. O mesmo acontece para estruturas mais avangadas, como o Vector na
linguagem C++. Nas listas de adjacéncias, essas operacoes sao feitas na
estrutura ja existente via ponteiros.

Utilizou-se o arquivo executdvel da implementacao da heuristica
VNS-band, originalmente implementado para redugao de largura de banda
apenas, compativel com sistema operacional Linuz. Esse executavel foi im-
plementado em linguagem C. Especificamente, o executavel do VNS-band
foi gentilmente fornecido pelo professor Dr. Dragan Urosevic. Esse execu-

tavel, enviado por um dos autores da heuristica VNS-band, sé executa com
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instancias de, no maximo, 500 mil vértices. O calculo do profile foi possivel,
aplicando-se a ordenacao encontrada pela heuristica VNS-band, na matriz
original e utilizando a matriz reordenada para efetuar o calculo, nos experi-
mentos realizados com a base Harwell-Boeing, mostrados na se¢ao 4.1, nas
paginas 67 e 76.

Nos demais experimentos, envolvendo resolucao de sistemas de equa-
¢Oes lineares, o projeto computacional principal gerava um arquivo de en-
trada para o executavel da heuristica VNS-band, com base no grafo original.
O executavel da heuristica VNS-band era executado e escrevia a renume-
ragao encontrada em um arquivo de saida. Com base nesse arquivo de
saida, o grafo original era renumerado no projeto computacional principal
e efetuava-se o cdlculo da nova largura de banda e do profile.

Os tempos de escrita e leitura de arquivos nao foram considerados
nos experimentos. A execucao do executavel da heuristica VNS-band requer
os seguintes parametros, na seguinte ordem: arquivo de entrada contendo
a matriz de coeficientes, arquivo de saida de resultados, tempo limite para

execucao e tipo do arquivo de entrada.

3.3 Detalhes da implementagao da heuristica M AO-band

Desenvolveu-se uma heuristica, baseada em mapa auto-organizavel,
para realizar reducoes de largura de banda e de profile, denominada MAO-
band. Implementou-se a heuristica MAO-band em linguagem C++. FEssa
decisao levou em consideragao as facilidades, como orientacao a objetos,
que a linguagem proporciona e o fato de que os resultados serao comparados
com os resultados da heuristica VNS-band que, também, estd implementado

nessa linguagem. Para facilitar na implementacao da heuristica MAO-band,
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utilizou-se o framework KNNL (HABDANK-WOJEWODZKI; RYBARSKI,
2006). Esse framework, desenvolvido em C++, é gratuito e possui diversos
métodos que auxiliam na implementagao de mapas auto-organizaveis.

A heuristica MAO-band requer, como parametros, um arquivo de
entrada, a taxa de aprendizado M e a quantidade méxima de épocas para
treinamento da rede neural. O arquivo de entrada deve conter apenas ca-
racteres textuais em que cada linha contém os indices de um valor nao nulo
da matriz esparsa. Esses indices representam uma aresta do grafo que a
matriz representa. Um parametro opcional do algoritmo é o tempo méaximo
de execugao. Caso esse parametro seja fornecido, o treinamento pode ser
encerrado precocemente se o tempo de execucao ultrapassar o valor desse
parametro.

Para cada instancia, a heuristica MAO-band gera um MAO unidi-
mensional de vizinhanca simples em que cada neuronio recebe dois valores
que representam os indices i e j nao nulos da matriz de entrada.

A heuristica MAO-band foi desenvolvida para que possa ser execu-
tada em matrizes simétricas e assimétricas. Caso a matriz represente um
grafo nao direcionado, cada neurdnio representard uma aresta {v;,v;} do
grafo. Assim como nos neurdénios de uma rede Adaptive Linear Element
(ADALINE), proposta por Widrow e Hoff (1960), os neurénios da heuris-
tica MAO-band nao possuem funcao de ativagao. Utilizou-se a abordagem
de aprendizado winner takes most (WTM), pois possui melhor convergéncia
que o winner takes all (WTA).

A Figura 8 apresenta, em alto nivel, os passos executados pela heu-
ristica MAO-band. Seus parametros de entrada sdo um conjunto E de ares-

tas, taxa de aprendizado 1, quantidade maxima de épocas de treinamento
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max_epocas e o parametro opcional de tempo limite de execucao tempo_max.

A saida do algoritmo sera composta pelo conjunto de vértices renumerados

vertices_renumerados, a largura de banda B e o profile final.

Algoritmo: MAO-band.

w N

[o I = L RN

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

20

21

22

23
24

Entrada: conjunto de arestas E, 1, max_epocas, tempo_max.

Saida: vértices renumerados, f3, profile.

B + E.calculaBandal();

profile < E.calculaProfile();

MAO « criarMAOVizinhancaSimples(1,E); // cria MAO unidimensional

de vizinhanga simples

ce < Nx0.025+5;

epoca + 1;

encerra_execucao < false;

enquanto ( (epoca < max_epocas) e (encerra_execucao # true) ) faga

MAO.wtm(n,ce); // Executa algoritmo de aprendizado WIM ce
vezes
n=n%0,98; // Reduz 1 em 2J, para refinar o aprendizado
e < MAO.retornaArestas();
B_atual < e.calculaBanda();
profile_atual < e.calculaProfile();
se ( (B_atual < B) ou (profile_atual < profile) ) entao
B < B_atual;
profile <— profile_atual;
fim-se;
senao
encerra_execucao < true; // Encerra a execugdo caso ndo
haja reducdo de largura de banda
fim-se;
se (tempo_max >0 ) entao
tempo_exec < tempoExecucao(); // Obtém o tempo de execug&o
atual
se ( tempo_exec > tempo_max ) entao encerra_execucao <— true;
// Encerra a execugdo caso ultrapasse o tempo mdximo
de execugéo
fim-se;
epoca < epoca+-ce;

25 fim-enquanto;
26 vertices_renumerados < MAO.verticesRenumerados|);
27 retorna vertices_renumerados, 3, profile;

Figura 8 Pseudocédigo da heuristica MAO-band.
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Nas linhas 1, 2 calculam-se, respectivamente, a largura de banda f
e o profile do grafo inicial. Um mapa auto-organizdvel unidimensional de
vizinhanga simples é criado na linha 3. Um conjunto ce = (N %0,025) +5
de épocas é definidos na linha 4, em que N é a quantidade de vértices do
grafo. O célculo de ce foi definido empiricamente com o intuito de que seu
valor aumente proporcionalmente em relacao a quantidade de vértices da
instancia. Nas linhas 5 e 6 sao definidas a varidvel contadora de épocas e
de controle de execucao, respectivamente.

O algoritmo executard o lago de repeticao das linhas 7-25 enquanto
nao for atingido o nimero maximo de épocas ou a variavel encerra_ezrecucao
nao tiver seu valor alterado para true. Antes de atingir a quantidade ma-
xima de épocas de treinamento, a heuristica MAO-band pode encerrar seu
treinamento caso nao haja melhora no resultado apds uma quantidade ce de
épocas de treinamento ou caso o tempo maximo de execucao seja atingido.
Para isso, a heuristica MAO-band executa ce épocas de treinamento nao
supervisionado WTM com taxa de aprendizado n na linha 8. O algoritmo
7, presente na subsecao 2.9.5, mostrado na pagina 48, é um exemplo de
algoritmo WTM. Na linha 9, o valor da taxa de aprendizado 1 é reduzido
em 2% para refinar o aprendizado no decorrer das épocas de treinamento.

Atribui-se a variavel e as arestas presentes em E renumerados. Caso
os valores obtidos pela rede neural nao representem exatamente uma aresta,
é feito um ajuste nos valores dos neuronios. Esse ajuste é um arredonda-
mento para os inteiros mais préximos que representem uma aresta, que ainda
nao possui um neurénio no MAO que a represente. Por exemplo, caso o va-
lor obtido por um neurénio seja (v; =2,v; = 3,94, o seu valor serd ajustado

para v; =2,v; = 4, caso nenhum outro neurénio represente essa aresta.
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Os resultados parciais para largura de banda e profile encontrados
sao verificados nas linhas 10 e 11, respectivamente. Caso a largura de banda
atual seja menor que a largura de banda ja obtida ou o profile encontrado
seja menor que o j4 obtido, atualizam-se os valores de B e profile nas linhas
14 e 15. Caso nao ocorra reducao de largura de banda ou de profile, define-
se o valor da varidvel encerra_execucao como true na linha 18 para que
o treinamento seja finalizado. Caso o parametro opcional tempo_max seja
fornecido e seja maior que 0, a condicional da linha 20 sera verdadeira.
Nesse caso, obtém-se na linha 21 o tempo atual de execugao e na linha
22 verifica-se este é maior do que tempo_max. Em caso afirmativo, o valor
da variavel encerra_execucao é definido como true, pois se deve encerrar o
treinamento. Na linha 24, incrementa-se ce ao valor da varidvel epoca.

Finalmente, na linha 26, atribui-se a variavel vertices_renumerados
os vértices em sua nova numeracao que serao retornados pelo algoritmo
junto com os valores de B e profile na linha 27. A nova numeragao dos vér-
tices é feita ordenando-se sequencialmente os vértices do primeiro neuronio,
depois do segundo e assim por diante até que todos os vértices tenham sido
numerados.

A Figura 9 é um exemplo de um MAO-band apds seu treinamento
com as arestas E do respectivo grafo nao direcionado G(V,E) e a renume-
ragao final do mesmo. Ainda, na Figura 9, sdo apresentadas as matrizes
de adjacéncia que representam G antes e depois da renumeragao. Seja a
funcao f:V — {1,2,...,n} que rotula os vértices, em que |V|=n. Nesse
exemplo, tem-se f: f(vi) =1,f(v2) =2, f(v3) =3, f(v4) =4, f(vs) =5. Con-
sidere E = {e; = (v1,vs), e2 = (vs,v2), €3 = (v2,v3), ea = (v3,v5), es = (vi,va),

es = (vs,v1), e7 = (v2,vs), eg = (v3,v2), eg = (v5,v3), €10 = (v4,v1)}.
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Figura 9 Exemplo de renumeragao dos vértices de um grafo e de reordenamento
da matriz de adjacéncia correspondente feito pela heuristica MAO-band.

Inicialmente um MAO-band é criado com |E|/2 =5 neuronios, pois
para um grafo nao direcionado um tnico neurénio é criado para representar
as arestas (v;,v;) e (vj,vi). No processo de criacao dos neurénios, seus pesos
iniciais sdo aleatdrios. Apds o seu devido treinamento, sua configuracao
serd semelhante a apresentada do lado esquerdo superior da Figura 9. Cada
neurénio, representado por um circulo cinza, estard associado a uma aresta

de E.
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Nesse exemplo, apds o treinamento, os neurénios possuem os seguin-
tes valores: n; =(2,5), no =(2,3), n3=(3,5), na = (1,4), ns =(1,5). Entao,
a nova rotulacdo dos vértices de G serd f: f(v2) =1, f(vs) =2, f(v3) =
3, f(vi) =4, f(v4) =5. Pois 2, 5, 3, 1 e 4 é a ordem, em que os vértices
estao, desconsiderando-se as repeticoes, na representacao das arestas dos
neurdnios da heuristica MAO-band. O resultado da nova rotulagao de G é
apresentado do lado superior direito da Figura 9.

Ainda no exemplo da Figura 9, temos que a largura de banda inicial
de G é B =4 e o seu profile inicial é profile = 8. Apds a renumeracao
realizada pela heuristica MAO-band, a largura de banda de G é B=2 ¢ o
seu profile é profile = 6. Houve uma pequena reducgao na largura de banda
e no profile.

Esse exemplo, além de apresentar o funcionamento da heuristica
MAO-band, é util para apontar uma limitagdo da heuristica. A heuris-
tica MAO-band nao leva em consideracao informagoes importantes para o
problema de reducao de largura de banda, como o grau de cada vértice,
a excentricidade do grafo ou mesmo se haverd uma ligacao entre vértices
com grande diferenga em suas numeragoes finais. Por nao considerar esses
detalhes, o desempenho da heuristica MAO-band pode ser prejudicado.

A heuristica MAO-band tenta encontrar uma ordenacao nas arestas,
como um caminho no problema do caixeiro viajante. A intencao é fazer
com que os vértices adjacentes fiquem com numeracao proxima, assim a
largura de banda do vértice sera pequena. Como os mapas auto-organizaveis
trabalham com a organizacao dos dados, nao se encontrou uma forma de

utilizar informacgoes como o grau dos vértices.
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Caso haja uma ligacao entre vértices com grande diferenca em suas
numeracoes finais, isso s6 podera ser verificado ao término do treinamento
da heuristica MAO-band. Por causa disso, o treinamento é feito em conjun-
tos menores de épocas para que seja possivel avaliar a solucao encontrada.
Porém, para instancias grandes o tempo méximo pode ser ultrapassado logo

no primeiro conjunto de treinamento.

3.4 Ferramentas utilizadas

Utilizou-se o sistema operacional Slackware 14.1 64 bits, o editor de
textos Kate 3.10.5 para auxiliar na escrita dos codigos em linguagem C++
e o framework KNNL (HABDANK-WOJEWODZKI; RYBARSKI, 2006)
para auxiliar na criacdo dos MAQOs. Para que fosse possivel utilizar maior
precisao nos calculos, utilizou-se a biblioteca GNU MPFR com precisao
de 256 bits. O compilador utilizado foi o G++ 4.8.2 e para ajudar na
compilacao utilizou-se o GNU Make 3.82.

O computador utilizado na implementacao e execucao das simula-
¢oes continha um processador Intel(R) Core(TM) i5-3570 CPU @ 3.40GHz

com 6144 KB de memoria cache e 16GB de memdria principal.

3.5 Metodologia utilizada nas simulagoes

Nas simulagoes com matrizes da base Harwell-Boeing, apresentadas
na secao 4.1, cada uma das quatro heuristicas CMr, CMr-pseudo, MAO-band
e VNS-band foram executadas dez vezes para todas as instancias. Para a
heuristica VNS-band, foram utilizados 2 segundos de tempo méaximo nas
execucoes com as 33 instancias bastante pequenas e 20 segundos para as

80 instancias pequenas. Para a heuristica MAO-band, foram utilizadas 500
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épocas como limite maximo. A taxa de aprendizado utilizada foi 1 =0,9
pois, no geral, obtiveram-se melhores resultados em varios testes empiricos
utilizando esse valor.

Nas simulagoes com SELs, oriundos da discretizagao das equagoes de
condugao do calor e de Laplace por volumes finitos resolvidos pelo método
dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi, apresentadas nas
secoes 4.2 e 4.3, respectivamente, cada uma das quatro heuristicas CMr,
CMr-pseudo, MAO-band e VNS-band foram executadas de trés a dez vezes
para todas as instancias. O parametro utilizado para a heuristica MAO-
band e para a heuristica VNS-band foi o tempo maximo de execucao de 1
segundo. Como a heuristica CMr executou sempre em tempo menor que
1 segundo, utilizou-se esse valor, pois o parametro precisa ser inteiro por
causa de uma restricdo do executavel da heuristica VNS-band. Utilizou-se
a taxa de aprendizado 1 = 0,9, definida empiricamente, para a heuristica

MAO-band.
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4 RESULTADOS E ANALISES

Neste capitulo, descrevem-se os detalhes, resultados e analises das
simulagoes com matrizes da base Harwell-Boeing e com trés conjuntos de
sistemas de equacoes lineares (SEL) oriundos das discretizagoes das equagoes
de conducao de calor e de Laplace por volumes finitos.

Na secao 4.1, sao apresentados os resultados obtidos nas simulacoes
com as heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band realizadas em
113 instancias da base Harwell-Boeing (DUFF; GRIMES; LEWIS, 1989).
Essa base contém matrizes muito pequenas, tanto simétricas quanto assimé-
tricas. As instancias sao mostradas em 33 instancias (bastante pequenas),
de 30 a 237 vértices e 80 instancias (pequenas), de 207 a 1104 vértices.

Na secao 4.2, sao apresentados resultados e analises de simulacoes
preliminares na resolucao de SELs resultantes da discretizagao da conducao
do calor por volumes finitos. Na secao 4.2.2, sdo apresentados resultados
e andlises das simulagoes com SELs oriundos da discretizacao da condugao
do calor por volumes finitos resolvidos pelo método dos gradientes conju-
gados precondicionado por Jacobi. Esses SELs foram gerados pelo projeto
computacional de simulagoes da dissertacao de Oliveira (2014).

Na secao 4.3, sao apresentados resultados e andlises das simula-
¢oes com SELs em que as linhas das matrizes sao numeradas aleatoria-
mente. Esses SELs sdo oriundos da discretizacao da equacao de Laplace
por volumes finitos e sao resolvidos pelo método dos gradientes conjuga-
dos precondicionado por Jacobi (OLIVEIRA, 2014). Na secao 4.3.2, sao
apresentados resultados e analises das simulagoes com SELs numerados por
uma curva de preenchimento de espaco e oriundos da discretizacao da equa-

¢ao de Laplace por volumes finitos resolvidos pelo método dos gradientes
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conjugados precondicionado por Jacobi (OLIVEIRA, 2014).

4.1 Simulacgoes com as heuristicas CMr, CMr-pseudo, VINS-band

e MAO-band com matrizes da base Harwell-Boeing

Cada uma das quatro heuristicas CMr, CMr-pseudo, MAO-band e
VNS-band foram executadas dez vezes com cada uma das 113 instancias. A
variancia e o desvio padrao para o tempo de execucao, de todas as quatro
heuristicas, foram menores do que 0,0081 e 0,0953, respectivamente.

Para a heuristica VNS-band, foram utilizados 2 segundos de tempo
maximo nas execugoes com as 33 instancias bastante pequenas e 20 segundos
para as 80 instancias pequenas. Para a heuristica MAO-band, foram utili-
zadas 500 épocas como limite maximo; porém, a execucao termina antes,
caso nao haja melhora no resultado, conforme explicado na subsecao 3.3, na
pagina 56. A taxa de aprendizado utilizada foi n = 0,9 para que o aprendi-
zado seja mais rdpido no inicio das iteracoes e, no decorrer do aprendizado,
seu valor é decrementado para refinar o aprendizado, conforme descrito no
algoritmo , mostrado na pagina 55.

Nas tabelas presentes nesta subsecao, a dimensao da matriz de en-
trada serd representada por Dim., a menor largura de banda encontrada
serd representada por B, a maior largura de banda encontrada serd repre-
sentada por B, € a largura de banda média encontrada seré representada
por B. Analogamente, o menor profile encontrado serd representada por
profiley,, o maior profile encontrado serd representada por profile, .. € o
profile médio encontrado serd representada por profile. No caso da heu-
ristica CMr, iniciando por um vértice pseudo-periférico ou por um vértice

qualquer, o resultado encontrado é sempre o mesmo, pois o vértice inicial
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nao muda nas execuc¢oes com uma mesma instancia. Portanto, a largura
de banda é representada nas tabelas por B e o profile é representado por
profile. O tempo de execugao é apresentado em segundos.

A melhor heuristica, em relacao as redugoes de largura de banda e de
profile, nesse conjunto de matrizes foi a heuristica VNS-band. Apesar de nao
ter executado tao rapido quanto as heuristicas CMr, CMr-pseudo ou MAO-
band, a heuristica VNS-band reduziu mais a largura de banda e o profile
nessas instancias da base Harwell-Boeing. Em relagao ao custo computa-
cional, a heuristica CMr foi a melhor. As heuristicas CMr e CMr-pseudo
executaram de maneira bastante rapida. Nota-se que estes experimentos
sao preliminares porque a intencao de se realizar as redugoes de largura de
banda e de profile é obter reducao do custo computacional na resolugao de
sistemas de equagoes lineares.

A seguir, na subsegao 4.1.1, sao apresentados os resultados e as ana-
lises das simulagGes com as 33 instancias bastante pequenas. Os resultados
e as andalises das simulacdes com as 80 instancias pequenas sao apresentados

na subsecao 4.1.2.

4.1.1 Resultados e analises das 33 instancias bastante pequenas

Nas Tabelas 1, 2, 3 e 4, sao apresentados os resultados das execu-
¢oes das heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band, respecti-

vamente, com as 33 instancias bastante pequenas da base Harwell-Boeing.



Instancia  Dim. B profile  Tempo (s)
arc130 130 121 4812 0,00005996
ash85 85 10 589 0,00003017
bcspwr01 39 8 161 0,00003751
bcspwr02 49 13 240 0,00007858
bcspwr03 118 21 805 0,00004184
bcsstk01 48 26 672 0,00023370
bcsstk04 132 65 4278 0,00013490
bcsstk05 153 24 2254 0,00007824
bcsstk22 138 14 873 0,00011299
can_144 144 18 1074 0,00008968
can_161 161 30 3085 0,00004933
curtisb4 54 14 360 0,00007208
dwt_234 234 21 856 0,00016224
fs_183_1 183 155 7357 0,00001778
gent113 113 27 1406 0,00006491
gre_115 115 36 2387 0,00009222
gre_185 185 29 3898 0,00003787
ibm32 32 15 265 0,00005367
impcol_b 59 34 972 0,00009279
impcol_c 137 47 2813 0,00007885
Ins_131 131 39 1447 0,00012903
lund_a 147 23 2303 0,00015350
lund_b 147 23 2299 0,00009696
mcca 180 85 6559 0,00004147
nosl 237 3 78 0,00002856
nos4 100 16 918 0,00007117
pores_1 30 9 179 0,00003264
steam3 80 7 424 0,00005881
west0132 132 61 3521 0,00011363
west0156 156 72 9613 0,00008969
west0167 167 93 7394 0,00011741
will199 199 115 11386 0,00016854
will57 57 14 279 0,00004452
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Tabela 1 Simulac¢oes com a heuristica CMr para as instancias bastante pequenas.
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Tabela 2 Simulagoes com a heuristica CMr-pseudo para as instancias bastante

pequenas.
Instancia  Dim. B profile Tempo (s)
arcl30 130 119 6898 0,000700176
ash85 85 10 589 0,000284660
bcspwr01 39 8 131 0,000166511
bcspwr02 49 12 222 0,000201434
bcspwr03 118 20 866  0,000391971
bcsstk01 48 26 672  0,000233132
bcesstk04 132 o4 3717 0,001531624
bcsstk05 153 24 2290 0,000875630
bcsstk22 138 14 838 0,000481941
can 144 144 18 1076 0,000618853
can_161 161 34 3651 0,000606810
curtis54 54 14 360  0,000217049
dwt_234 234 25 871  0,000346127
fs_183_1 183 155 7903  0,000789483
gentl1l3 113 27 1406 0,000291095
gre_115 115 36 2385 0,000373544
gre_185 185 27 3697 0,000506343
ibm32 32 16 264 0,000163571
impcol b 59 38 1071 0,000426192
impcol_c 137 46 3014  0,000579822
Ins_131 131 32 1226 0,000458155
lund_a 147 23 2303  0,000966124
lund_b 147 23 2303 0,001005767
mcca 180 3 6 0,000572762
nosl 237 3 78 0,000253914
nos4 100 22 1012 0,000317033
pores_1 30 9 179 0,000149436
steam3 80 7 424 0,000311363
west0132 132 59 3262  0,000589935
west0156 156 74 5741  0,000719277
west0167 167 66 5414 0,000696500
will199 199 107 11038 0,000756329

will57 57 14 295 0,000226325
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Tabela 3 Simulac¢oes com a heuristica VNS-band para as instancias bastante pe-
quenas.

Instancia Dim. Buin Buax B profilemin profilemq. profile Tempo (s)
arcl30 130 63 63 63 2607 2607 2607 2,021671

ash85 8 14 14 14 542 542 042 2,147214
bcspwr01 39 7 07 94 94 94 2,153311
bcspwr02 49 9 9 9 170 170 170 2,232932
bcspwr03 118 10 10 10 304 304 304 2,024756
bcesstk01 48 24 24 24 592 592 592 2,340587
besstk04 132 23 23 23 1024 1024 1024 2,024362
besstk05 153 34 34 34 1787 1787 1787 2,025727
besstk22 138 52 52 52 1375 1375 1375 2,013647
can_144 144 13 13 13 1043 1043 1043 2,016136
can_161 161 18 18 18 1791 1791 1791 2,016942
curtisb4 54 16 16 16 514 514 514 2,218309
dwt_234 234 28 28 28 712 712 712 2,024691
fs_183_1 183 81 81 81 6534 6534 6534 2,019108
gent113 113 27 27 27 1406 1406 1406 2,020292
gre_115 115 23 23 23 1502 1502 1502 2,021816
gre_185 185 21 21 21 2822 2822 2822 2,024613

ibm32 32 17 17 17 240 240 240 2,157805
impcol b 59 25 25 25 694 694 694 2,445159
impcolc 137 30 30 30 1684 1684 1684 2,021948

Ins_131 131 20 20 20 1149 1149 1149 2,020778

lund_a 147 16 16 16 921 921 921 2,022756

lund_b 147 23 23 23 2532 2532 2532 2,033406

mcca 180 85 85 85 6559 6559 6559 2,022809

nosl 237 b5 5 5 11 11 11 2,025822

nos4 100 10 10 10 639 639 639 2,027258
pores_1 30 7 77 149 149 149 2,376064

steam3 80 11 11 11 600 600 600 2,372114
west0132 132 34 34 34 2214 2214 2214 2,022329
west0156 156 57 57 57 4122 4122 4122 2,021465
west0167 167 48 48 48 4006 4006 4006 2,020496

will199 199 65 65 65 7972 7972 7972 2,025605

will57 57 9 9 9 265 265 265 2,182894
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Tabela 4 Simulac¢oes com a heuristica MAO-band para as instancias bastante pe-
quenas.

Instancia Dim. By Buae B profilemin profilemq, profile Tempo (s)

arc130 130 107 115 107 6806 7714 6934 0,593

ash85 8 53 69 59 1465 1911 1642 0,073
bcspwr01 39 24 30 25 283 395 305 0,008
bcspwr02 49 27 38 29 419 461 441 0,015
bcspwr03 118 87 101 89 3179 3474 3267 0,105
bcesstk01 48 37 40 38 845 876 859 0,030
besstk04 132 111 115 112 7764 8037 7860 0,777
bcesstk05 153 133 135 133 9673 10268 9841 0,586
besstk22 138 108 112 108 5304 5781 5590 0,161
can_144 144 117 124 118 7983 8531 8299 0,328
can_161 161 131 134 131 9482 10261 9546 0,384
curtisb4 54 37 45 37 805 1033 814 0,044
dwt_234 234 186 207 190 13095 13920 13111 0,435
fs_183_1 183 152 163 153 9582 12714 10106 0,688
gent113 113 89 97 92 4181 4332 4221 0,222
gre_115 115 89 96 89 4339 4753 4371 0,147
gre_185 185 152 159 154 12483 12830 12525 0,633
ibm32 32 22 24 22 341 370 356 0,011
impcol_b 59 44 49 44 1184 1299 1204 0,054
impcol.c 137 107 117 107 5546 5958 5767 0,182
Ins_131 131 106 109 107 4474 4884 4546 0,229
lund_a 147 125 126 125 9243 9507 9354 0,542
lund_b 147 120 127 124 9068 9508 9144 0,601

mcca 180 143 159 146 11732 12710 12026 1,570

nosl 237 196 198 196 15791 15950 15825 0,505

nos4 100 75 85 76 2931 3466 2966 0,096
pores_1 30 21 23 21 333 349 345 0,014
steam3 80 63 71 64 2452 2600 2474 0,226
west0132 132 105 110 106 6120 6529 6204 0,166
west0156 156 124 136 125 7652 8790 7917 0,180
west0167 167 139 144 139 9660 10467 9772 0,278
will199 199 167 174 167 15088 15517 15184 0,482

will57 57 41 48 42 721 868 756 0,048
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As execugoes das heuristicas CMr e CMr-pseudo foram bastante ra-
pidas para todas as 33 instancias bastante pequenas. Em média, a heuristica
CMr executou em um tempo 6 vezes menor do que a heuristica CMr-pseudo.
A heuristica VNS-band foi a heuristica mais demorada para essas instan-
cias. Se comparados os tempos de execucao totais das heuristicas VNS-band
e MAO-band, a heuristica MAO-band executou, em média, 6,64 vezes mais
rapido.

Na subsecao 4.1.1.1, sao apresentadas algumas analises dos resulta-
dos em relacao a reducgao de largura de banda. Na subsecao 4.1.1.2, sao

apresentadas algumas andlises dos resultados em relagao a reducao de pro-

file.

4.1.1.1 Reducao de largura de banda

No geral, a heuristica VNS-band obteve resultados melhores para as
reducoes de largura de banda e de profile se comparado as heuristicas CMr,
CMr-pseudo e MAO-band. Para redugao de largura de banda, a heuristica
VNS-band obteve resultados melhores em 22 instancias e empatou em 3 ins-
tancias com a heuristica CMr. A heuristica CMr foi melhor que a heuristica
VNS-band em 8 instancias.

Se comparado a heuristica VNS-band, a heuristica CMr-pseudo ob-
teve mais redugao de largura de banda em 9 instancias. A heuristica VINS-
band foi melhor que a heuristica CMr-pseudo em 22 instancias e houve
empate em 2 instancias, nas redugoes de largura de banda.

A heuristica CMr-pseudo obteve maior reducao de largura de banda
em 11 instancias e empatou em 16 instancias, se comparado com a heuristica

CMr. A heuristica CMr reduziu mais a largura de banda em 6 instancias,
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se comparado com a heuristica CMr-pseudo.

A heuristica MAO-band obteve melhores redugoes de largura de
banda em apenas 2 instancias se comparado com a heuristica CMr, que
obteve melhores resultados nas outras 31 instancias. A heuristica MAO-
band foi melhor do que a heuristica CMr-pseudo em apenas 2 instancias,
em termos de redugdo de largura de banda. A heuristica VNS-band foi
melhor do que a heuristica MAO-band em todas as 33 instancias bastante
pequenas.

Em média, a heuristica VNS-band reduziu 28,2% mais a largura de
banda se comparado & heuristica CMr, 20,16% se comparado & heuristica
CMr-pseudo e 71,7% se comparado & heuristica MAO-band. A heuristica
CMr reduziu 60,7% mais largura de banda se comparado & heurfstica MAO-
band. No geral, a heurfstica CMr-pseudo reduziu 9,5% mais largura de
banda do que a heuristica CMr. Em média, as reducoes de largura de
banda obtidas pela heuristica CMr-pseudo foram 64,6% melhores do que as

redugoes obtidas pela heuristica MAO-band.

4.1.1.2 Reducao de profile

A heuristica VNS-band conseguiu maior reducao de profile em 29
instancias se comparado a heuristica CMr. Este obteve maior reducao que
a heuristica VNS-band, em apenas 2 instancias e houve empate das duas
heuristicas em 2 instancias. Em relacao a reducgao de profile, a heuristica
CMr-pseudo obteve resultados melhores do que a heuristica VNS-band em 5
instancias e empatou em 1 instancia. A heuristica VNS-band reduziu mais

o profile em 27 instancias, se comparado com a heuristica CMr-pseudo.
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A heuristica CMr-pseudo obteve maiores redugoes de profile em 12
instancias e empatou com a heuristica CMr em 8 instancias. A heuristica
CMr foi melhor do que a heuristica CMr-pseudo em 13 instancias, em termos
de reducao de profile. Todas as heuristicas reduziram mais profile do que a
heuristica MAO-band em todas as instancias bastante pequenas.

A heuristica VNS-band reduziu, em média, 28,1% mais profile se
comparado & heuristica CMr, 22,1% se comparado & heuristica CMr-pseudo
e 71,2% se comparado a heurfstica MAO-band. A heurfstica CMr reduziu,
em média, 60% mais profile se comparado & heurfstica MAO-band. No geral,
a heuristica CMr-pseudo reduziu 7,8% mais profile do que a heuristica CMr.
Em média, a reducao de profile obtida pela heuristica CMr-pseudo foi 63%
melhor do que a obtida pela heuristica MAO-band.

4.1.2 Resultados e andlises das 80 instancias pequenas

Nas Tabelas 5, 6, 7 e 8, sao apresentados os resultados das execu-
¢ao das heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band, respecti-
vamente, com as 80 instancias pequenas da base Harwell-Boeing. As heu-
risticas CMr e CMr-pseudo executaram em menor tempo para todas essas
instancias, se comparadas com as heuristicas VNS-band e MAO-band. Em
média, a heuristica CMr executou em tempo 5,2 vezes menor do que a heu-
ristica CMr-pseudo. A heuristica VNS-band foi a heuristica mais demorada
para essas instancias. Se comparados os tempos de execugao totais das
heuristicas VNS-band e MAO-band, a heuristica MAO-band executou, em

média, 2 vezes mais rapido.



Tabela 5 Simulagoes com a heuristica CMr para as instancias pequenas.

Instancia Dim. B profile Tempo (s)
494 bus 494 85 16107 0,0002216
662_bus 662 112 29950 0,0003203
685_bus 685 93 24192 0,0003738
ash292 292 40 6451 0,0001925

bcspwr04 274 55 4224 0,0001849

bcspwr05 443 83 13377 0,0002461

bcsstk06 420 50 13238 0,0004548

bcsstk19 817 22 9594 0,0005239

bcsstk20 485 17 4725 0,0002377

bcsstmO07 420 58 14151 0,0004110

bp_0 822 406 170541 0,0007090
bp__200 822 441 188910 0,0008221
bp_400 822 530 200178 0,0008941
bp_600 822 541 206356 0,0008987
bp_800 822 525 210650 0,0009944
bp_1000 822 532 214324 0,0010590
bp-1200 822 547 217056 0,0010710
bp_1400 822 536 217101 0,0010690
bp_1600 822 533 217735 0,0010960
can 292 292 60 9573 0,0001795
can 445 445 92 23808 0,0002653
can_ 715 715 145 48632 0,0004203
can_838 838 184 40402 0,0008816
dwt_209 209 42 4063 0,0001340
dwt_221 221 27 3334 0,0001261
dwt_245 245 40 3929 0,0001440
dwt_310 310 24 4408 0,0001494
dwt_361 361 25 5139 0,0001578
dwt_419 419 55 12666 0,0002771
dwt_503 503 64 14816 0,0003704
dwt_592 592 42 10983 0,0002849
dwt_878 878 37 21163 0,0004367
dwt_918 918 72 24088 0,0004973
dwt_992 992 63 36296 0,0017700
fs_ 5411 541 535 123121 0,0005737
fs_680_1 680 24 5128 0,0003239
fs_760_1 760 62 27899 0,0005719

gr_30_30 900 59 33872 0,0004065
gre_343 343 28 7186 0,0001628
gre_ 512 512 36 13820 0,0002348
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Tabela 5 Conclusao.

Instancia Dim. B profile Tempo (s)
gre_216a 216 21 3383 0,0001109
hor_131 434 101 22686 0,0002895
impcol_a 207 69 6911 0,0001662
impcol.d 425 70 13648 0,0002413
impcol_e 225 78 7562 0,0001743
jagmeshl 936 27 21817 0,0003332
jpwh_ 991 991 177 82508 0,0005904
Insp_511 511 59 12529 0,0002916
mbeacxc 496 480 112372 0,0286300
mbeaflw 496 480 112372 0,0273800
mbeause 496 472 107456 0,0160200
mcfe 765 16 136 0,0010393
nnc261 261 38 5070 0,0001732
nnc666 666 63 21910 0,0004142
nos2 957 3 1908 0,0001133
nos3 960 79 46171 0,0015790
nos5 468 93 26094 0,0003441
nos6 675 16 9305 0,0001970
nos7 729 65 34110 0,0002998
orsirr_2 886 160 73678 0,0003875
plat362 362 52 13366 0,0003380
plskz362 362 28 5374 0,0001525
pores_3 532 13 5319 0,0000835
saylrl 238 14 2499 0,0000788
saylr3 1000 81 33979 0,0000503
shermanl 1000 56 28970 0,0000548
sherman4 1104 36 16885 0,0000638
shl 0 663 422 126626 0,0004442
shl 200 663 437 125118 0,0004889
shl 400 663 432 132136 0,0004814
steaml 240 50 7395 0,0002331
steam?2 600 63 30852 0,0011490
str_0 363 183 35286 0,0003560
str_200 363 224 36030 0,0004364
str_600 363 224 39113 0,0005010
west0381 381 264 49724 0,0003525
west0479 479 236 48635 0,0003678
west0497 497 256 39916 0,0003530
west0655 655 342 102151 0,0005457
west0989 989 475 203984 0,0007728
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Instancia Dim. B profile Tempo (s)
494 bus 494 68 12442 0,015911160
662_bus 662 100 29000 0,001965659
685_bus 685 66 19678 0,002426655
ash292 292 34 4659 0,001266698

bcspwr04 274 57 4418 0,001134755

bespwr05 443 7 13018 0,001268915

bcsstk06 420 49 13116 0,002820024

bcsstk19 817 32 16347 0,003671967

besstk20 485 20 5036 0,001229999

bcsstmO07 420 50 13310 0,002527275

bp_0 822 470 174018 0,005489178
bp__200 822 512 177399 0,005809424
bp_400 822 499 196398 0,006853037
bp__600 822 517 195803 0,007150194
bp_800 822 473 200110 0,007669320

bp_1000 822 526 215552 0,007592031
bp_1200 822 545 221021 0,007560934
bp_1400 822 545 223213 0,007679831
bp_1600 822 550 222402 0,007677593
can_292 292 65 9706 0,001243380
can_445 445 98 23651 0,001810912
can_ 715 715 148 50407 0,003015681
can_838 838 163 41395 0,004452894
dwt_209 209 43 4605 0,000921899
dwt_221 221 27 2479 0,000940857
dwt_245 245 57 5626 0,000915688
dwt_310 310 13 2695 0,000953513
dwt_361 361 15 4714 0,001064964
dwt_419 419 73 15441 0,001943841
dwt_503 503 64 14816 0,002462600
dwt_592 592 42 10952 0,001913828
dwt_878 878 63 35024 0,003901760
dwt_918 918 72 24214 0,004722281
dwt_992 992 63 36296 0,006201804
fs 5411 541 533 124225 0,002881185
fs_680_1 680 23 4059 0,001620790
fs_760_1 760 63 23004 0,004050759
gr_30_30 900 59 33872 0,003535679
gre 343 343 28 7186 0,000874914
gre 512 512 36 13820 0,001353702

0]

Tabela 6 Simulagoes com a heuristica CMr-pseudo para as instancias pequenas.



Tabela 6 Conclusao.

Instancia Dim. B profile Tempo (s)
gre_216a 216 21 3383 0,000555402
hor_131 434 101 23394 0,003167495
impcol_a 207 59 6033 0,000824221
impcol d 425 70 13686 0,001595097
impcol_e 225 70 6454 0,001134907
jagmeshl 936 27 21817 0,003899640
jpwh 991 991 173 83954 0,003664203
Insp_511 511 59 12537 0,001531486
mbeacxc 496 418 90587 0,117503400
mbeaflw 496 418 90587 0,114604400
mbeause 496 445 89130 0,080851780
mcfe 765 16 136 0,005855626
nnc261 261 38 5121 0,000915924
nnc666 666 66 22058 0,002870332
nos2 957 3 320 0,001197334
nos3 960 79 46168 0,006488021
noss 468 94 26186 0,002696224
nos6 675 30 13799 0,001352586
nos7 729 65 34110 0,002117143
orsirr_2 886 160 73678 0,002695676
plat362 362 39 9520 0,002257130
plskz362 362 226 18240 0,000647885
pores_3 532 13 5319 0,000758541
saylrl 238 15 2538 0,000404804
saylr3 1000 62 26751 0,002200409

shermanl 1000 62 26751 0,002182426
sherman4 1104 36 16885 0,000721162

shl 0 663 423 131969 0,002511814
shl 200 663 445 129665 0,002842154
shl 400 663 435 130515 0,002797392
steaml 240 50 7395 0,001546063
steam?2 600 63 30852 0,004242573

str_0 363 221 35345 0,002721867
str_200 363 228 40413 0,003113790
str_600 363 234 39482 0,003799179

west0381 381 268 48362 0,002277668
west0479 479 254 54035 0,002519756
west0497 497 258 40351 0,002031894
west0655 655 324 102748 0,003887034

west0989 989 476 204468 0,005692289
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Tabela 7 Simulagoes com a heuristica VNS-band para as instancias pequenas.

Instancia Dim. By Buax B profilemin profilems. profile Tempo (s)
494 _bus 494 30 35 34 4654 5613 5421 20,05741
662_bus 662 51 51 51 12526 12526 12526 20,06107
685_bus 685 39 39 39 10335 10335 10335 20,04037
ash292 292 19 19 19 2159 2159 2159 20,05758
bcspwr04 274 24 25 24 2405 2710 2527 20,06426
bespwr05 443 29 29 29 4580 4580 4580 20,06072
bcsstk06 420 45 45 45 14078 14078 14078 20,06570
besstk19 817 14 14 14 5768 5768 5768 20,10831
bcsstk20 485 13 13 13 1314 1314 1314 20,07043
besstm07 420 45 45 45 13842 13842 13842 20,05539

bp_0 822 254 254 254 103522 103522 103522 20,07008
bp_200 822 273 273 273 117117 117117 117117 20,28890
bp_400 822 292 292 292 127701 127701 127701 20,06734
bp__600 822 342 342 342 146178 146178 146178 20,05442
bp_800 822 290 290 290 132325 132325 132325 20,06576
bp_1000 822 308 308 308 131267 131267 131267 20,07419
bp-1200 822 296 296 296 122734 122734 122734 20,08248
bp_1400 822 320 320 320 140033 140033 140033 20,20999
bp_1600 822 362 362 362 151668 151668 151668 20,07004
can_292 292 39 39 39 7911 7911 7911 20,05900
can_445 445 58 58 58 16523 16523 16523 20,06586
can_715 715 108 108 108 29481 29481 29481 20,07167
can_838 838 91 91 91 41679 41679 41679 20,08732
dwt_209 209 23 23 23 2126 2126 2126 20,05763
dwt_221 221 13 13 13 1833 1833 1833 20,04896
dwt_245 245 21 21 21 1527 1527 1527 20,07825
dwt_310 310 10 10 10 203 203 203 20,07183
dwt_361 361 16 16 16 4670 4670 4670 20,05744
dwt_419 419 28 28 28 5743 5743 5743 20,05848
dwt_503 503 48 48 48 14445 14445 14445 20,04280
dwt_592 592 29 29 29 8995 8995 8995 20,04082
dwt_878 878 27 27T 27 2471 2471 2471 20,07279
dwt_918 918 37 37 37 11316 11316 11316 20,06850
dwt_992 992 73 73 73 60682 60682 60682 20,07939
fs_ 5411 541 270 270 270 82803 82803 82803 20,08319
fs_680_1 680 18 18 18 10126 10126 10126 20,06852
fs_760_1 760 38 38 38 23996 23996 23996 20,06188
gr_30_30 900 59 59 59 36319 36319 36319 20,06512
gre_343 343 28 28 28 6850 6850 6850 20,05589
gre_512 512 38 38 38 14058 14058 14058 20,06809
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Instancia Dim. Buin Buax B profilemin profilema profile Tempo (s)
gre_216a 216 21 21 21 3223 3223 3223 20,05474
hor_131 434 55 55 55 18909 18909 18909 20,05672
impcol_a 207 32 32 32 3264 3264 3264 20,03790
impcol d 425 40 40 40 10491 10491 10491 20,04532
impcol_e 225 42 42 42 4133 4133 4133 20,08011
jagmeshl 936 31 31 31 11451 11451 11451 20,05716
jpwh_ 991 991 226 226 226 122646 122646 122646 20,08159
Insp_511 511 45 45 45 12808 12808 12808 20,06099
mbeacxc 496 437 437 437 85845 85845 85845 20,12536
mbeaflw 496 437 437 437 85845 85845 85845 20,10534
mbeause 496 417 417 417 80434 80434 80434 20,09914
mcfe 765 385 385 385 150623 150623 150623 20,05816
nnc261 261 24 24 24 4233 4233 4233 20,05256
nnc666 666 56 56 56 26099 26099 26099 20,06738
nos2 957 3 3 3 1908 1908 1908 146,3017
nos3 960 79 79 79 46502 46502 46502 20,06550
nos5 468 64 64 64 23567 23567 23567 20,67920
nos6 675 20 20 20 8956 8956 8956 20,05350
nos7 729 78 78 78 14789 14789 14789 20,04841
orsirr_2 886 95 95 95 67152 67152 67152 20,08723
plat362 362 36 36 36 5510 5510 5510 20,07728
plskz362 362 239 239 239 27491 27491 27491 20,07023
pores_3 532 13 13 13 5319 5319 5319 20,05096
saylrl 238 14 14 14 2977 2977 2977 20,05687
saylr3 1000 56 56 56 28970 28970 28970 20,07593
shermanl 1000 56 56 56 28970 28970 28970 20,05967
shermand4 1104 36 36 36 16885 16885 16885 25,02572
shl_0 663 231 231 231 56453 56453 56453 20,06478
shl_200 663 240 240 240 56999 56999 56999 20,03162
shl.400 663 237 237 237 57962 57962 57962 20,03568
steaml 240 47 47 47 8904 8904 8904 20,07940
steam2 600 63 63 63 31884 31884 31884 20,06241
str_0 363 120 120 120 20957 20957 20957 20,05703
str_200 363 127 127 127 25582 25582 25582 20,05792
str_600 363 133 133 133 25466 25466 25466 20,06190
west0381 381 153 153 153 35645 35645 35645 20,03501
west0479 479 124 124 124 30177 30177 30177 20,06934
west0497 497 86 86 86 22312 22312 22312 20,05587
west0655 655 253 253 253 82617 82617 82617 20,04390
west(0989 989 335 335 335 172238 172238 172238 20,03900
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Tabela 8 Simulagoes com a heuristica MAO-band para as instancias pequenas.

Instancia Dim. By Buax B profilemin profilems. profile Tempo (s)
494 _bus 494 406 434 415 56460 61624 57899 4,23
662_bus 662 553 579 568 114491 115393 115302 10,10
685_bus 685 585 607 587 136583 143048 137229 12,50
ash292 292 245 245 245 30269 30269 30269 2,35
bespwr04 274 234 242 234 23304 23449 23405 1,86
bespwr05 443 361 369 364 50212 51561 50603 4,07
bcsstk06 420 372 372 372 73219 73552 73252 13,00
bcsstk19 817 T18 724 718 244985 251012 246118 28,00
besstk20 485 412 428 415 75927 81131 77889 6,91
besstm07 420 368 372 370 72943 75216 73620 12,50
bp_0 822 708 734 715 243865 253150 244793 25,40
bp_200 822 725 734 727 254985 263961 257677 30,90
bp__400 822 722 735 T25 258853 261434 259111 31,30
bp__600 822 721 722 721 258426 275762 260982 32,80
bp_800 822 711 732 T15 266339 283989 272423 35,60
bp_1000 822 712 727 T16 265417 277897 266665 36,40
bp_1200 822 720 729 723 268313 272304 270308 36,90
bp_1400 822 720 T30 723 273355 281906 276805 34,10
bp_1600 822 721 729 722 271571 278094 274349 37,80
can_292 292 253 257 253 31522 31522 31522 2,96
can_445 445 385 396 386 74766 76722 74961 7,91
can_715 715 626 627 626 192899 202552 196219 24,10
can_838 838 738 748 739 287338 293679 288783 37,80
dwt_209 209 175 180 176 16368 16591 16390 1,41
dwt_221 221 189 196 193 17053 18000 17235 1,27
dwt_245 245 207 208 207 18878 19737 18963 1,56
dwt_310 310 262 262 262 34322 36542 34800 3,07
dwt_361 361 303 317 308 48218 48600 48396 4,15
dwt_419 419 354 364 358 65390 68086 66402 6,46
dwt_503 503 438 441 438 101074 101403 101238 13,50
dwt_592 592 513 517 516 131105 132578 131671 14,40
dwt_878 878 765 781 T70 290660 292215 291292 35,20
dwt_918 918 798 811 799 312033 318123 312642 38,10
dwt_992 992 875 882 878 427840 433546 430145 89,30
fs_541_1 541 471 483 474 110566 114507 111553 20,00
fs_680_1 680 592 606 594 141849 145013 143747 16,70
fs_760_1 760 668 675 669 231571 234797 232219 44,30
gr_30_30 900 791 804 792 303349 308550 304703 40,00
gre_343 343 288 300 292 41735 43185 42167 3,53
gre_512 512 446 454 448 94134 96623 94382 8,59
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Instancia Dim. Buin Buax B profilemin profileme profile Tempo (s)
gre_216a 216 176 176 176 16061 16061 16061 1,21
hor_131 434 374 375 374 73660 75377 74228 16,30
impcol a 207 175 177 175 14388 14821 14547 0,86
impcol_d 425 363 366 364 61230 63353 61601 4,53
impcol_e 225 188 198 194 19632 19698 19665 2,10
jagmeshl 936 803 828 810 304899 315938 308106 29,90
jpwh 991 991 869 881 872 332098 346453 334206 56,60
Insp_511 511 442 442 442 80405 81970 80689 12,00
mbeacxc 496 441 444 441 117204 117204 117204 206,00
mbeaflw 496 443 444 443 117462 118981 117932 194,00
mbeause 496 441 445 441 118382 121801 118723 160,00

mcfe 765 673 686 674 264899 264899 264899 167,00
nnc261 261 223 225 224 22691 22746 22729 3,24
nnc666 666 582 584 583 149606 157308 150376 22,30

nos2 957 823 823 823 268394 268865 268817 22,00

nos3 960 837 856 843 391071 394046 392558 82,20

nos5 468 411 416 412 86300 88769 86862 9,10

nos6 675 568 598 574 138814 142724 139748 12,80

nos7 729 631 635 631 184603 190029 187567 16,00
orsirr_2 886 756 787 T65 273696 277702 274096 48,50
plat362 362 315 321 316 55681 58288 56541 8,47
plskz362 362 309 309 309 43361 45864 43904 2,42
pores_3 532 452 452 452 100168 102349 100618 14,80
saylrl 238 202 207 202 17074 17562 17178 1,81
saylr3 1000 869 870 869 213129 222639 215214 38,40
shermanl 1000 877 880 877 211879 216197 213523 38,60
sherman4 1104 936 949 945 198926 209078 200956 48,10
shl_0 663 568 592 572 135349 189368 146468 9,71
shl_200 663 569 590 578 139972 143038 140585 9,95
shl.400 663 568 593 576 143320 187801 149969 9,91
steaml 240 206 206 206 24663 25131 24731 6,78
steam?2 600 529 538 530 161680 163992 162323 67,90
str_0 363 315 319 316 48960 48960 48960 6,29
str_200 363 317 320 317 52166 53964 52525 8,73
str_600 363 312 319 315 54450 54554 54543 8,80
west0381 381 333 339 334 56986 57845 57626 6,36
west0479 479 416 428 418 84049 84559 84202 7,04
west0497 497 418 441 429 84586 91906 87586 7,10
west0655 655 567 567 567 159756 163496 160130 14,50
west0989 989 855 882 861 347936 347936 347936 34,60
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Na subsecao 4.1.2.1, sao apresentadas algumas andlises dos resulta-
dos em relacao a reducao de largura de banda. Na subsecao 4.1.2.2; sao

apresentadas algumas andlises dos resultados em relagao a reducao de pro-

file.

4.1.2.1 Reducgao de largura de banda

Novamente, a heuristica VNS-band obteve resultados melhores do
que as heuristicas CMr, CMr-pseudo e MAO-band. A heuristica CMr foi
melhor que a heuristica VNS-band em apenas 8 instancias em termos de
reducao de largura de banda. A heuristica VNS-band obteve maior reducao
da largura de banda em 15 instancias e empatou com a heuristica CMr em
10 instancias.

A heuristica VNS-band foi melhor que a heuristica CMr-pseudo em
61 instancias, nas redugoes de largura de banda. A heuristica CMr-pseudo
obteve mais reducgao de largura de banda em 11 instancias e empatou em 8
instancias, se comparado & heuristica VNS-band.

A heuristica CMr-pseudo obteve mais redugao de largura de banda
em 26 instancias e empatou em 23 instancias, se comparado a heuristica
CMr. A heuristica CMr foi melhor que a heuristica CMr-pseudo em 31
instancias.

A heuristica MAO-band reduziu mais largura de banda, se compa-
rado a heuristica CMr, em 5 instancias. A heuristica MAO-band reduziu
mais a largura de banda do que a heuristica CMr-pseudo em apenas 1 ins-
tancia e houve empate em 1 instancia. A heuristica VNS-band reduziu mais
largura de banda do que a heuristica MAO-band em todas as instancias

pequenas.
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Em média, a heuristica VNS-band reduziu 30,4% mais largura de
banda se comparado & heuristica CMr, 30,9% se comparado & heuristica
CMr-pseudo e 77,4% se comparado & heuristica MAO-band. A heuristica
CMr reduziu 0,8% mais largura de banda do que a heuristica CMr-pseudo,
de uma forma geral. Os resultados médios para a reducdo de largura de
banda obtidos pela heuristica CMr-pseudo foram 67,3% melhores do que os
obtidos pela heuristica MAO-band.

4.1.2.2 Reducao de profile

A heuristica VNS-band reduziu mais profile do que a heuristica CMr
em 63 instancias. A heuristica CMr obteve menor profile em 13 instancias e
empatou com a heuristica VNS-band em 4 instancias. Em relacao a reducao
de profile, a heuristica CMr-pseudo obteve melhores resultados do que a
heuristica CMr em 30 instancia e empatou em 14 instancias. A heuristica
CMr obteve maior reducao de profile em 36 instancias, se comparado com
a heuristica CMr-pseudo.

A heuristica MAO-band reduziu mais profile do que a heuristica
CMr-pseudo em apenas 1 instancia. Os valores de profile, obtidos pela
heuristica MAO-band, foram maiores do que os obtidos pela heuristica VINS-
band e pela heuristica CMr em todas as instancias pequenas.

Em média, a heuristica VNS-band reduziu 25,9% mais profile se
comparado & heurfstica CMr, 25% se comparado & heurfstica CMr-Pseudo
e 72,9% se comparado a heuristica MAO-band. A heuristica CMr-pseudo
reduziu 1,13% mais profile do que a heuristica CMr, de uma forma geral.
Os resultados médios para a reducao de profile obtidos pela heuristica CMr-

pseudo foram 63,9% melhores do que os obtidos pela heuristica MAO-band.
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4.2 Simulagoes com SELs oriundos da discretizagao da condugao

do calor

As simulagbes, a seguir, foram aplicadas em SELs resultantes da
discretizacao da conducao do calor por volumes finitos, com malhas geradas
pelo refinamento de Delaunay e, consequentemente, diagramas de Voronoi
sao utilizados. Esses SELs foram gerados pelo projeto computacional de
Oliveira (2014). A equagao de condugao do calor é uma equagao diferencial
parcial parabdlica e pode ser definida, de forma generalizada, por

%(pq)) =V (iw) ,
em que ¢ é a temperatura, p é a massa volumétrica de um corpo sélido,
cp ¢ o seu calor especifico, k é a condutibilidade térmica e t ¢ o tempo.
As condigoes de contorno utilizadas foram as condig¢oes de contorno de Di-
richlet, conforme descrito em Oliveira (2014). O dominio discretizado foi
um quadrado unitario, com os valores das condicoes de contorno nos lados
superior, esquerdo e direto iguais a dez e, no lado inferior, igual a zero.

O parametro utilizado para a heuristica MAO-band e para a heuris-
tica VNS-band foi o tempo maximo de execugao de 1 segundo. Utilizou-se
a taxa de aprendizado 11 = 0,9 para a heuristica MAO-band.

Na subsecao 4.2.1, apresentam-se as simulagoes com resolucoes dos
SELs pelo método dos gradientes conjugados sem precondicionamento. Na
subsecao 4.2.2, apresentam-se as simulagoes com resolugoes dos SELs pelo
método dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi. Em ambas
subsecoes, sao apresentadas algumas andlises sobre os resultados obtidos. As

ocupacoes de memoria do projeto computacional desenvolvido e das heuris-
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ticas de redugoes de largura de banda e de profile utilizadas sao apresentadas

e analisadas na subsecao 4.2.3.

4.2.1 SELs resolvidos pelo MGC sem precondicionamento

Para as simulagoes mostradas nesta subsecao, os SELs foram re-
solvidos pelo método dos gradientes conjugados (MGC) sem precondicio-
namento. Estas simulagoes sdo preliminares, uma vez que o método dos
gradientes conjugados raramente é utilizado sem um precondicionador. Por
outro lado, estas simulacoes servem para que as ocupacoes de memoria das
heuristicas para redugoes de largura de banda e de profile possam ser estu-
dadas.

Foram executados experimentos sem reducao de largura de banda
e com as heuristicas CMr, VNS-band e MAO-band dez vezes para cada
instancia. A variancia e o desvio padrao para o tempo de execucao foram
menores do que 0,0088 e 0,0941, respectivamente.

Na Tabela 9, apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs
sem redugoes de largura de banda e de profile. Nas Tabelas 10, 11 e 12,
apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs com redugoes de lar-
gura de banda e de profile realizado pelas heuristicas CMr, VNS-band e
MAO-band, respectivamente. A coluna Iteragoes apresenta a quantidade
de iteragoes do MGC. Nas tultimas colunas dessas tabelas, apresentam-se
as reducoes dos tempos totais de execucao da heuristica correspondente,
mais os tempos de execucao do MGC, em relacao ao tempo de execucao
do MGCPJ sem redugoes de largura de banda e de profile. Os percentuais
positivos significam reducao do custo computacional e os percentuais nega-

tivos significam aumento do custo computacional. Os tempos de execucoes
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das heuristicas e do MGC sao apresentados em segundos.

Tabela 9 Resolugao dos SELs sem redugoes de largura de banda e de profile.

Vértices Bo profiley MGC (s) Iteracoes
942 918 337600 0,405 158
2165 2120 1818156 1,841 239
4846 4769 9116750 7,497 341
10728 10626 45314579 25,855 504
23367 23167 216212086 100,537 740
50592 50461 1020411959 383,359 1067
108683 108216 4725435534 1252,040 1547
232052 231672 21652820640  3802,335 2248
492853 492100 97893937993  9650,400 8832

Tabela 10 Resolugao dos SELs com redugdes de largura de banda e de profile
pela heuristica CMr.

Vértices B profile CMr (s) MGC (s) Iteragoes Redugao

942 60 34396 0,0018 0,433 158 -6,91%
2165 93 126101 0,0020 1,954 239 -6,25%
4846 161 468110  0,0020 7,517 341 -0,29%

10728 243 1653567  0,0070 24,882 504 3,74%
23367 420 5570921 0,0156 80,647 739 19,77%
50592 729 19268973 0,0440 313,347 1065 18,25%
108683 911 58863605 0,1479 1217,346 1545 2,76%
232052 1248 180479814  0,2381 3072,977 2245 19,18%
492853 2094 604703562 0,3004 7647917 3256 20,75%

A heuristica CMr obteve uma reducao média de 97,6% de largura de
banda e 96,3% de profile. As reducoes de largura de banda e de profile com
a heurfstica VNS-band, na média, foram de 92,1% e 95,2%, respectivamente.

A heurfstica MAO-band reduziu, em média, apenas 5,8% de profile
e a largura de banda aumentou, em média, 0,2%. Além das limitacoes cita-
das na secao 3.2, o treinamento pode ter sido interrompido precocemente,
em razao do tempo maximo de execucao, que pode causar underfitting e

prejudicar o desempenho da heuristica MAO-band.
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Tabela 11  Resolugao dos SELs com redugdes de largura de banda e de profile
pela heuristica VNS-band.

Vértices B profile VNS-band (s) MGC (s) Iteragoes Redugao

942 65 39395 1,032484 0,407 158 -255,43%
2165 94 143168 1,021301 1,532 239 -38,69%
4846 153 496101 1,045590 6,131 341 4,27%

10728 246 1490854 1,105813 24,664 504 0,33%
23367 3425 16625796 1,381177 101,781 736 -2,61%
50592 578 18984571 2,350518 355,387 1068 6,68%
108683 8354 75297775 7,821070 1263,160 1546 -1,51%

232052 28057 445824204 32,764600 3439,130 2253 8,69%
492853 89719 1226201509 112,504000 7814,150 3253 17,86%

Tabela 12 Resolugao dos SELs com reducoes de largura de banda e de profile
pela heuristica MAO-band.

Vértices B profile MAO-band (s) MGC (s) Iteragoes Reducao
942 913 319688 0,0081613 0,405 158 -2,02%
2165 2123 1722120 0,0340908 1,466 239 18,52%
4846 4804 8713715 0,1680248 5,245 341 27,80%
10728 10649 42911616 0,8604821 31,905 504 -26,73%
23367 23275 203965392 4,6147470 128,590 737 -32,49%

50592 50454 958821317 27,0875600 454,813 1067 -25,70%
108683 108567 4425760105 115,3464000 1379,734 1544 -19,41%
232052 231738 20191150501 541,6842000 4026,048 2247 -20,13%
492853 492677 91114577926 2489,565000 9810,660 3237 -27,46%

Para as duas menores instancias, as heuristicas CMr e VNS-band
nao conseguiram reduzir o tempo de execucao do método dos gradientes
conjugados. Apenas com a heurfstica MAO-band, houve redugao de 18,5%
para a instancia de 2165 vértices. Para a instancia de 4846 vértices, a
heuristica MAO-band obteve a maior redugao, considerando-se o tempo de
execucao da heuristica mais o tempo do MGC.

Para as instancias com mais de 10 mil vértices, houve reducao no
tempo de execucao do método dos gradientes conjugados, reduzindo-se a

largura de banda e o profile pelas heuristicas CMr e VNS-band. Com ex-
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cegao da instancia com 4846 vértices, a heuristica CMr obteve os melhores
resultados em termos de reducao do tempo necessario para solucionar os

SELs pelo método dos gradientes conjugados.

4.2.2 SELs resolvidos pelo MGC precondicionado por Jacobi

Para as simulacoes mostradas nesta subsecao, os SELs foram re-
solvidos pelo método dos gradientes conjugados precondicionado por Ja-
cobi (MGCPJ). Foram executados experimentos sem reducoes de largura
de banda e de profile e com as heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e
MAO-band dez vezes para cada instancia. A variancia e o desvio padrao
para o tempo de execucao foram menores do que 0,0804 e 0,2835, respecti-
vamente.

Na Tabela 13, apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs
sem reducoes de largura de banda e de profile pelo MGCPJ. Nas Tabelas
14, 15, 16 e 17, apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs com
reducoes de largura de banda e de profile realizadas pelas heuristicas CMr,
CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band, respectivamente. Nas tltimas colu-
nas dessas tabelas, apresentam-se as reducoes dos tempos totais de execucao
da heuristica correspondente, mais os tempos de execucao do MGCPJ, em
relagdo ao tempo de execucado do MGCPJ sem redugoes de largura de banda
e de profile. Os percentuais positivos significam reducao do custo computaci-
onal e os percentuais negativos significam aumento do custo computacional.
Os tempos de execucoes das heuristicas e do MGCPJ sdo apresentados em

segundos.
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Tabela 13 Resolugao dos SELs precondicionados por Jacobi sem redugoes de lar-
gura de banda e de profile.

Vértices Bo profiley MGCPJ (s) Iteragoes
942 918 337600 0,447 150
2165 2120 1818156 1,580 221
4846 4769 9116750 5,897 319
10728 10626 45314579 22,571 463
23367 23167 216212086 84,405 666
50592 50461 1020411959 280,458 973
108683 108216 4725435534 883,092 1411
232052 231672 21652820640 2913,121 2030
492853 492100 97893937993 8325,150 2942

Tabela 14 Resolugao dos SELs precondicionados por Jacobi com redugoes de lar-
gura de banda e de profile pela heuristica CMr.

Vértices B profile CMr (s) MGCPJ (s) Iteragdoes Redugao
942 60 34396  0,0001000 0,481 150 -7,63%
2165 93 126101  0,0003000 1,867 221 -18,18%
4846 161 468110  0,0050000 8,070 319 -36,93%
10728 243 1653567 0,0100000 30,479 463 -35,08%
23367 420 5570921  0,0199968 95,495 666  -13,16%
50592 729 19268973 0,0380032 285,577 973 -1,84%
108683 911 58863605 0,0697856 773,950 1410 12,35%
232052 1248 180479814 0,1642950 2835,922 2036 2,64%
492853 2094 604703562 0,3140270 7999,050 2952 3,91%

Tabela 15 Resolugao dos SELs precondicionados por Jacobi com redugoes de lar-
gura de banda e de profile pela heuristica CMr-pseudo.

Vértices f profile CMr-pseudo (s) MGCPJ (s) Iteragoes Redugao

942 60 37967 0,002000 0,414 150 6,94%
2165 98 142742 0,002000 1,480 221 6,20%
4846 158 548857 0,002000 4,908 319  16,74%

10728 300 1967041 0,008000 20,700 463 8,25%
23367 386 5727030 0,024006 73,398 666 13,01%
50592 560 18693169 0,079974 231,078 973  17,58%
108683 866 60896766 0,140032 713,633 1409  19,17%
232052 1197 190319855 0,343381 2195,710 2034 24,62%

492853 1990 680032614 0,636245 6811,613 2941  18,17%
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Tabela 16 Resolugao dos SELs precondicionados por Jacobi com redugoes de lar-
gura de banda e de profile pela heuristica VNS-band.

Vértices B profile VNS-band (s) MGCPJ (s) Iteragées Reducao

942 65 39395 1,05103 0,450 150 -235,80%
2165 94 143168 1,01666 1,621 221 -66,94%
4846 153 496101 1,03874 6,380 319 -25,81%

10728 246 1490854 1,37914 23,889 463 -11,95%
23367 3425 16625796 1,85177 84,683 666  -2,52%
50592 578 18984571 3,04496 263,354 973 5,01%
108683 8354 75297775 8,31570 792,340 1412 9,33%
108683 8354 75297775 36,93923 792,440 1412 6,08%
108683 8354 75297775 44,91960 792,313 1412 5,19%
232052 28057 445824204 31,06000 2848,496 2043 1,15%
232052 28057 445824204 52,37122 2848,420 2043 0,42%
492853 89719 1226201509 90,93720 6829,813 2946  16,87%

Tabela 17 Resolugao dos SELs precondicionados por Jacobi com redugoes de lar-
gura de banda e de profile pela heuristica MAO-band.

Vértices B profile MAO-band (s) MGCPJ (s) Iteragées Reducgao
942 929 325811 0,0113573 0,442 150  -1,42%
2165 2141 1737751 0,0404324 1,749 221 -13,26%
4846 4797 8727741 0,1905796 6,442 319 -12,47%
10728 10664 42851180 1,1421635 30,266 463 -39,15%
23367 23276 204059064 6,0100250 103,434 666 -29,67%
50592 50491 957689576 26,0013500 335,666 973 -28,96%

108683 108536 4425630101 117,7785000 1019,436 1408 -28,78%
232052 231829 20200695713 533,7337500 3354,255 2034 -33,46%
492853 492663 91172829064  2315,1150000 9432,782 2948 -41,11%
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A heuristica CMr-pseudo obteve reducao do custo computacional
para todas as instancias desse conjunto de teste. Para instancias de até
50592 vértices, nao houve redugao no tempo computacional para a heuris-
tica CMr. Para a heuristica VNS-band, nao houve redugdao no tempo com-
putacional para instancias de até 23367 vértices. Nao se obteve reducao no
custo computacional da heuristica MAO-band mais o gradiente conjugado
precondicionado por Jacobi nesse conjunto de testes.

Na simulacao com a instancia de 50592 vértices, apds a execucao
da heuristica VNS-band, houve reducao de 5% no custo computacional do
MGCPJ. Apés a execugao da heuristica CMr, para a mesma instancia de
50592 vértices, houve um aumento de 1,84% no custo computacional da
heuristica mais o MGCPJ. As reducoes de largura de banda e de profile da
heuristica VNS-band foram 26% e 1,5% menores do que as redugoes realiza-
das pela heuristica CMr, respectivamente, nessa instancia. Com a heuristica
CMr-pseudo, obteve-se uma reducao de 17,58% no custo computacional e
a largura de banda e profile obtidos foram 3,11% e 1,53% menores do que
os obtidos pela heuristica VNS-band, respectivamente. Portanto, com a ins-
tancia de 50592 vértices, a heuristica VNS-band foi melhor que a heuristica
CMr, mas pior do que a heuristica CMr-pseudo.

Aumentou-se o tempo maximo de execucao da heuristica VNS-band
para verificar se haveria maiores redugoes de largura de banda e de profile e,
consequentemente, redugao no custo computacional do MGCPJ. Para um
tempo maximo de 35 segundos e 44 segundos, nao se obtiveram as redugoes
desejadas para a instancia de 108683 vértices. Para a instancia de 232052
vértices, aumentou-se o tempo maximo de execucao da heuristica VNS-band

para 50 segundos. O custo da heuristica mais o custo do MGCPJ aumentou
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em 21,2 segundos. Para essas instancias, a heuristica CMr-pseudo foi a
heuristica que mais reduziu largura de banda e o tempo total necessario
para se resolver os SELs.

Para a instancia de 492853 vértices, a heuristica CMr obteve 99,5%
de reducao de largura de banda e 99,4% de reducao de profile. A heuris-
tica VNS-band reduziu 81,8% e 98,7% de largura de banda e de profile,
respectivamente, para a mesma instancia. Entretanto, o nimero de itera-
coes do MGCPJ executou 8 iteracées a menos na execugao com a heuristica
VNS-band do que com a heuristica CMr. Ainda, o custo computacional
com a heuristica VNS-band foi, aproximadamente, 13,5% menor do que o
custo computacional com a heuristica CMr. Para essa mesma instancia de
492853 vértice, a heuristica CMr-pseudo executou 5 iteragoes a menos do
que a heuristica VNS-band. Novamente, a heuristica CMr-pseudo foi a me-
lhor heuristica em termos de reducao do custo computacional e obteve uma
reducao de 1,6% em relacao & heuristica VNS-band.

Nas simulagoes com as instancias de 2165, 4846 e 10728 vértices,
a heuristica VNS-band obteve mais reducao de largura de banda do que a
heuristica CMr-pseudo. Nas simulagbes com as instancias de 4846 e 10728
vértices, a heuristica VNS-band obteve mais reducao de profile do que a
heuristica CMr-pseudo. Mesmo assim, nas simulagoes com as instancias de
2165, 4846 e 10728 vértices, a heuristica CMr-pseudo obteve custos compu-
tacionais menores do que os obtidos pela heuristica VNS-band. Percebe-se
que as redugoes de largura de banda e de profile nao sao diretamente pro-
porcionais & reducao do custo computacional do MGCPJ. Por isso, pode ser
melhor utilizar um método extremamente réapido, como a heuristica CMr-

pseudo e que reduza, razoavelmente, a largura de banda e o profile do que
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utilizar uma heuristica baseada em meta-heuristica, que demande maior
custo computacional para encontrar uma solucao préxima a solucao 6tima,
como ¢ o caso da heuristica VNS-band.

A heuristica CMr-pseudo reduziu mais largura de banda do que a
heuristica CMr em quase todas as instancias. As excegOes foram as ins-
tancias de 2165 e de 10728 vértices, em que a heuristica CMr reduziu mais
5% e 19% do que a heuristica CMr-pseudo, respectivamente. No geral, a
heuristica CMr reduziu mais profile do que a heuristica CMr-pseudo. Como
na heuristica CMr o vértice inicial pode ser qualquer vértice do grafo, caso
esse vértice inicial possua menor largura de nivel em sua estrutura de nivel,
a largura de banda podera ser menor do que a largura de banda encontrada
iniciando-se por um vértice pseudo-periférico. Essa constatacao foi feita por
Cuthill e McKee (1969).

Conclui-se que, no geral, a heuristica CMr-pseudo reduziu mais lar-
gura de banda e a heuristica CMr reduziu mais o profile do que as outras
heuristicas. A heuristica CMr-pseudo foi a tinica heuristica que obteve redu-
¢ao do custo computacional de resolugao dos SELs para todas as instancias.
Portanto, para esse conjunto de testes a heuristica CMr-pseudo foi a heu-

ristica que obteve os melhores resultados.

4.2.3 Ocupagoes de memoria

Em relagao as ocupagbes de meméria das execucoes mostradas nas
subsecgoes 4.2.1 e 4.2.2, a heuristica VNS-band ocupou, aproximadamente,
129,5MB, 371,1MB, 967,1MB, 2,24GB, 4,93GB e 10,59GB para as instan-
cias com 10728, 23367, 50592, 108683, 232052 e 492853 vértices, respecti-

vamente. Percebe-se que a ocupacao de memoria esperada da heuristica
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VNS-band é linear em relagao ao ntmero de vértices do grafo.

A heuristica MAO-band ocupou 141,4 MB de memoria para a ins-
tancia de 232052 vértices e 296,4MB de memoria para a instancia de 492853
vértices. As instancias com 10728, 23367, 50592 e 108683 vértices, ocupa-
ram 7,3MB, 16,1MB, 30,7MB e 65,7MB, respectivamente. Para instancias
menores, a ocupagao de memoria da heuristica MAO-band foi relativamente
pequena. A ocupagdo de memoria esperada da heuristica MAO-band, tam-
bém, é linear em relacdo ao nimero de vértices do grafo, mas a ocupacao
de memoéria da heuristica MAO-band foi de 17,7 a 36,6 vezes menor do
que a ocupacao da heuristica VNS-band. Essas informagcoes sao mostradas
na Tabela 18, cuja ultima coluna apresenta a razao entre a ocupacao de
memoria da heuristica VNS-band e a ocupacao de memoria da heuristica
MAO-band. Nas Figuras 10 e 11, pode-se observar as ocupagoes de memoria

da heuristica VNS-band e da heuristica MAO-band, respectivamente.

Tabela 18 Ocupacgoes de meméria das heuristicas VNS-band e MAO-band com
as instancias resultantes da discretizacao da equagao de condugao do
calor por volumes finitos.

Vértices VNS-band (MB) MAO-band (MB) VNS-band/MAO-band

10728 129,50 7,30 17,74
23367 371,10 16,10 23,05
50592 967,10 30,70 31,50
108683 2293,76 65,70 34,91
232052 5048,32 141,40 35,70
492853 10844,16 296,40 36,59

A ocupagao de memoria da heuristica CMr é bastante pequena, pois
nenhuma estrutura de armazenamento € utilizada na renumeracao dos vér-
tices que é feita via manipulacao de ponteiros no préprio grafo, isto é, o

método executa in place.
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Figura 10 Gréfico das ocupagoes de memoria da heuristica VNS-band com as
instancias resultantes da discretizacao da equagao de conducao do calor
por volumes finitos.
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Figura 11 Gréafico das ocupagoes de meméria da heuristica MAO-band com as
instancias resultantes da discretizacao da equacao de conducao do calor
por volumes finitos.
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Implementou-se um projeto computacional principal responsavel por
instanciar o grafo, realizar o calculo de largura de banda e de profile, execu-
tar as heuristicas de reducoes de largura de banda e de profile, o método dos
gradientes conjugados, entre outros. A ocupagao desse projeto computacio-
nal foi de aproximadamente 1,2GB de memoria para a instancia de 492853
vértices. Para se obter o consumo total de memoria, é necessario somar
o consumo da heuristica utilizada e o consumo do projeto computacional
principal.

As simulagoes descritas nas subsecoes 4.2.1 e 4.2.2 diferem apenas
na utilizagao do MGCPJ, como mostrado na subsecao 4.2.2, e da utilizacao
do MGC sem precondicionamento, como mostrado na subsecao 4.2.1. Como
a etapa de reductes de largura de banda e de profile é realizada antes da
resolucao do SEL pelo MGC ou MGCPJ, as ocupacoes de memoria das
heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile sao semelhantes

nos experimentos apresentados nas subsecgoes 4.2.1 e 4.2.2.

4.3 Simulagoes com SELs oriundos da discretizagao da equacgao

de Laplace

As simulagoes a seguir foram aplicadas em SELs resultantes da dis-
cretizacao da equagao de Laplace por volumes finitos (OLIVEIRA; KIS-
CHINHEVSKY; TAVARES, 2013). A equacao de Laplace é uma equacao
diferencial parcial eliptica. Considere o problema de Dirichlet representado

pela equacgao de Laplace e definido por

Vo =0em QeR? ¢ =fem IQ,
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em que ¢ é a variavel dependente da equacao diferencial parcial, Q é um
dominio limitado em R? e f é uma funcao suave definida no contorno 9.
As condicoes de contorno foram definidas nos lados superior, inferior e es-
querdo do quadrado unitario com um valor de fronteira definido tnico f e
no lado direito com um valor diferente (OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY;
TAVARES, 2013).

Na subsecao 4.3.1, apresentam-se as simulagoes com SELs numera-
dos aleatoriamente. Na subsecao 4.3.2, apresentam-se as simulagoes com

SELs numerados por uma curva de preenchimento de espaco.

4.3.1 Simulacoes com SELs numerados aleatoriamente

Nesta subsecao, sao descritas simulagoes com SELs oriundos da dis-
cretizagao da equacao de Laplace e resolvidos pelo método dos gradientes
conjugados precondicionado por Jacobi (MGCPJ). Entretanto, antes das
redugoes de largura de banda e de profile e resolu¢ao do SEL pelo MGCPJ,
essas instancias tiveram seus vértices numerados aleatoriamente.

Foram executados experimentos sem redugao de largura de banda e
com as heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band cinco vezes
para cada instancia. A variancia e o desvio padrao para o tempo de execucao
foram menores do que 0,00116 e 0,0334, respectivamente.

Utilizou-se a taxa de aprendizado 1 = 0,9 para a heuristica MAO-
band. Os tempos maximos de execugao utilizados para as heuristicas MAO-
band e VNS-band foram de 1 segundo. Para a heuristica VNS-band, mesmo
aumentando-se o tempo maximo de execugao para trés vezes o tempo de
execucao de cada instancia presente na Tabela 22, nao se obteve diferencga

na renumeracao dos vértices encontrada pela heuristica para instancias até
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75542 vértices. Para as demais instancias, o resultado da heuristica nao
modificou aumentando-se o tempo de execucao para o dobro do valor de cada
instancia presente na Tabela 22. Essas verificagoes foram feitas diretamente
com o executavel da heuristica VNS-band e os arquivos de entrada de cada
instancia gerados pelo projeto computacional principal.

A seguir, na subsecao 4.3.1.1, sdo apresentados os resultados dos
experimentos realizados e algumas andlises em relacao as reducgoes de lar-
gura de banda e de profile e resolucoes dos SELs pelo MGCPJ. Na subsecao
4.3.1.2, sao apresentadas e analisadas as ocupacoes de memoria do pro-
jeto computacional desenvolvido e das heuristicas de reducoes de largura de

banda e de profile utilizadas.

4.3.1.1 Reducoes de largura de banda e de profile e resolugoes

dos SELs pelo MGCPJ

Na Tabela 19, apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs
numerados aleatoriamente sem reducoes de largura de banda e de profile
pelo MGCPJ. Nas Tabelas 20, 21, 23 e 22 apresentam-se os resultados da
resolucao dos SELs numerados aleatoriamente com reducoes de largura de
banda e de profile realizadas pelas heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-
band e MAO-band, respectivamente. Nas tltimas colunas dessas tabelas,
apresentam-se as redugoes dos tempos totais de execugao da heuristica cor-
respondente, mais os tempos de execucdo do MGCPJ, em relacao ao tempo
de execugao do MGCPJ sem redugoes de largura de banda e de profile. Os
percentuais positivos significam reducao do custo computacional e os per-
centuais negativos significam aumento do custo computacional. Os tempos

de execugoes das heuristicas e do MGCPJ sao apresentados em segundos.
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Tabela 19 Resolugao dos SELs numerados aleatoriamente pelo MGCPJ sem re-
dugoes de largura de banda e de profile.

Vértices Bo profiley  MGCPJI (s)  Tteracses
1970 1960 1144370 1,182 257
7322 7248 16083808 12,264 498

15944 15902 76482022 49,246 745

34238 34059 357518296 156,072 1069
75542 75490 1744941733 497,228 1540
101780 101583 3169282786 797,200 2173
192056 191738 11329772559  1652,863 2383
277118 277019 23512579029  2831,510 2771

Tabela 20 Resolugao dos SELs numerados aleatoriamente pelo MGCPJ com re-
dugoes de largura de banda e de profile pela heuristica CMr.

Vértices B profile CMr (s) MGCPJ (s) Iteragdes Redugao
1970 42 54969 0,004000 1,118 257 5,08%
7322 78 396904  0,004000 9,018 498 26,44%

15944 118 1146108  0,006000 39,080 745 20,63%
34238 191 3413246 0,013994 135,492 1069 13,18%
75542 276 12096451 0,027965 434,972 1540 12,51%

101780 405 21403315 0,045960 827,164 2173 -3,76%

192056 360 42574333 0,076715 1729,330 2383 -4,63%

277118 424 74626367 0,106670 2862,997 2771 -1,12%

Tabela 21  Resolugao dos SELs numerados aleatoriamente pelo MGCPJ com re-
dugoes de largura de banda e de profile pela heuristica CMr-pseudo.

Vértices [3 prOfile CMr-pseudo (s) MGCPJ (s) Iteragses Redugao
1970 41 57016 0,00010 1,104 257 6,60%
7322 79 419510 0,00200 8,798 498  28,25%

15944 147 1744124 0,00800 40,664 745 17,41%
34238 268 5944221 0,02601 138,076 1069 11,51%
75542 354 16473744 0,07401 450,500 1540 9,38%

101780 413 28716475 0,11006 830,350 2173 -4.17%

192056 463 55315711 0,20668 1715,582 2383 -3,81%

277118 564 93997033 0,28979  2851,740 2771 -0,72%
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Tabela 22 Resolugao dos SELs numerados aleatoriamente pelo MGCPJ com re-
dugoes de largura de banda e de profile pela heuristica VNS-band.

Vértices B profile VvNS-tand (s) MGCPJ (s) Iteragses Redugao
1970 258 112853 1,0362 1,180 257 -87,50%
7322 1341 1111620 1,0608 10,910 498 2,39%

15944 1242 3021502 1,1754 44,946 745 6,34%
34238 5760 24187972 1,6368 143,136 1069 7,24%
75542 20916 44314478 3,5275 441,110 1540  10,58%

101780 4628 25638453 5,2884 1011,217 2173 -27,51%

192056 7107 55753142 15,1769 1979,810 2383  -20,70%

277118 1452 160565391 28,4754 2876,810 2771 -2,61%

Tabela 23 Resolugao dos SELs numerados aleatoriamente pelo MGCPJ com re-
dugoes de largura de banda e de profile pela heuristica MAO-band.

Vértices B profile MAO-band (s) MGCPJ (s) Iteragses Redugao
1970 1943 1168845 0,0328 1,232 257  -7,01%
7322 7253 16069995 0,4450 11,570 498 2,03%
15944 15832 77060810 2,1334 48,608 745 -3,04%

34238 34101 358010103 10,2024 169,860 1069 -15,37%
75542 75369 1745768985 52,0152 543,308 1540 -19,73%

101780 101658 3163501571 97,1522 1067,300 2173 -46,07%

192056 191803 11332807570 387,6390 2755,270 2383 -90,15%

277118 276424 23509884357  712,8293 3549,482 2771 -50,53%
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Nao se obteve reducao do custo computacional para instancias com
mais de 101780 vértices reduzindo-se a largura de banda e o profile pelas
heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band ou MAO-band. As heuristicas
CMr e CMr-pseudo foram as que mais reduziram o custo computacional
para as instancias com até 75542 vértices. A heuristica CMr-pseudo foi
a melhor heuristica para as instancias de 1970 e 7322 vértices. Para as
instancias de 15944, 34238 e 75542 vértices, a heuristica CMr reduziu mais
o custo computacional de resolucao dos SELs pelo MGCPJ do que as demais
heuristicas.

As heuristicas VNS-band e MAO-band nao foram melhores do que
as heuristicas CMr e CMr-pseudo. Com a heuristica VNS-band, obteve-se o
pior custo computacional para a instancia menor de 1970 vértice. Para essa
instancia, houve um aumento de 87,5% no custo computacional se com-
parado com a execucao do MGCPJ sem reducoes de largura de banda e
de profile. A heuristica MAO-band obteve reducao do custo computacio-
nal apenas para a instancia de 7322 vértices; porém, as outras heuristicas

obtiveram melhores resultados para essa instancia.

4.3.1.2 Ocupagoes de memoria

As ocupacoes de memoria da heuristica VNS-band para as instan-
cias de 1970, 7322, 15944, 34238, 75542, 101780, 192056, 277118, foram de
29,9MB, 75,9MB, 196,7MB, 490,5MB, 1,17GB, 1,6GB, 3,12GB e 4,51GB,
respectivamente. As ocupagoes de meméria da heuristica MAO-band para
as instancias de 1970, 7322, 15944, 34238, 75542, 101780, 192056, 277118
vértices, foram de 1MB, 3,1MB, 6,4MB, 18,1MB, 36,6MB, 47MB, 88,3MB,

141,2MB, respectivamente. Essas informacoes sao mostradas na Tabela 24,
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cuja ultima coluna apresenta a razao entre a ocupacao de memoria da heu-

ristica VNS-band e a ocupacao de memoéria da heuristica MAO-band.

Tabela 24 Ocupacoes de memoria das heuristicas VNS-band e MAO-band com
as instancias resultantes da discretizagao da equagao de Laplace por
volumes finitos numeradas aleatoriamente.

Vértices VNS-band (MB) MAO-band (MB)  VNS-band/MAO-band

1970 29,9 1,0 29,90
7322 75,9 3,1 24,48
15944 196,7 6,4 30,73
34238 490,5 18,1 27,10
75542 1198,1 36,6 32,73
101780 1638,4 47,0 34,86
192056 3194,9 88,3 36,18
277118 4618,2 141,2 32,71

As ocupagoes de memoria esperadas das heuristica VNS-band e
MAO-band sao lineares em relacdo ao nimero de vértices do grafo. To-
davia, o consumo de memoria foi de 24,5 a 36,2 vezes menor com a heu-
ristica. MAO-band do que com a heuristica VNS-band, para esse conjunto
de instancias. Por sua vez, as heuristicas CMr e CMr-pseudo executam in
place. Nas Figuras 12 e 13, podem-se observar as ocupacoes de memoéria
das heuristicas VNS-band e MAO-band, respectivamente.

Para esse conjunto de testes, a heuristica CMr foi a heuristica que
obteve melhores resultados para instancias de 15944 até 75542 vértices. Para
instancias até 7322 vértices, a heuristica CMr-pseudo obteve maior reducao
no tempo de resolugao dos SELs pelo MGCPJ. Para instancias com mais de
101780 vértices, nao foi vantajoso realizar as redugoes de largura de banda

e de profile.
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Figura 12 Gréfico das ocupagoes de memoria da heuristica VNS-band com as ins-
tancias resultantes da discretizagao da equacao de Laplace por volumes
finitos numeradas aleatoriamente.
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Figura 13 Grafico das ocupagoes de memoria da heuristica MAO-band com as ins-
tancias resultantes da discretizacao da equagao de Laplace por volumes
finitos numeradas aleatoriamente.



103

4.3.2 Simulagoes com SELs numerados por uma curva de preen-

chimento de espacgo

Nesta subsecao, sao descritas simulagoes com SELs oriundos da dis-
cretizagao da equacao de Laplace e resolvidos pelo MGCPJ. Essas instancias
foram numeradas pela curva de Sierpifiski modificada (VELHO; FIGUEI-
REDO; GOMES, 1999; OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY, 2008).

Foram executados experimentos sem redugao de largura de banda e
com as heuristicas CMr, CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band cinco vezes
para cada instancia até 192056 vértices. Para as demais instancias, os ex-
perimentos foram executados trés vezes. A variancia e o desvio padrao para
o tempo de execugao foram no méximo 0,82 e 0,9, respectivamente.

Utilizou-se a taxa de aprendizado 1 = 0,9 para a heuristica MAO-
band. Os tempos méximos de execucao utilizados para as heuristicas MAO-
band e VNS-band foram de 1 segundo. Para a heuristica VNS-band, mesmo
aumentando-se o tempo méximo de execugdo para cinco vezes o tempo de
execucao de cada instancia presente na Tabela 29, nao se obteve diferenga
na renumeracao dos vértices encontrada pela heuristica para instancias até
39716 vértices. Para as instancias de 68414 e 105764 vértices, o resultado
permaneceu inalterado para um tempo méaximo de execugao de até trés
vezes 0 tempo de cada instancia presente na Tabela 29. Para as demais
instancias, o resultado da heuristica ndo modificou, mesmo aumentando-se
o tempo de execucao para o dobro do valor de cada instancia presente na
Tabela 29. Essas verificagoes foram feitas diretamente com o executavel
da heuristica VNS-band e os arquivos de entrada de cada instancia gerados

pelo projeto computacional principal.
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Os resultados, obtidos nesse conjunto de testes, indicam que a heu-
ristica CMr-pseudo é, entre as heuristica utilizadas para reducoes de largura
de banda e de profile, a heuristica que pode obter maiores reducées no custo
computacional de resolugao dos SELs pelo MGCPJ. Ainda, os resultados
apontam que ha indicios de que pode nao compensar realizar reducoes de
largura de banda e de profile em SELs numerados por uma curva de pre-
enchimento de espago, como nas simulacoes mostradas por Oliveira, Kischi-
nhevsky e Tavares (2013), e resolvé-los pelo MGCPJ.

A seguir, na subsecao 4.3.2.1, sdo apresentados os resultados dos
experimentos realizados e algumas anédlises em relagdao as redugoes de lar-
gura de banda e de profile e resolucoes dos SELs pelo MGCPJ. Na subsecao
4.3.2.2, sao apresentadas e analisadas as ocupacoes de memoria do pro-
jeto computacional desenvolvido e das heuristicas de reducoes de largura de

banda e de profile utilizadas.

4.3.2.1 Reducgoes de largura de banda e de profile e resolugoes

dos SELs pelo MGCPJ

Na Tabela 25, apresentam-se os resultados da resolucao dos SELs
sem redugoes de largura de banda e de profile pelo MGCPJ. Nas Tabelas
26, 27, 28 e 29 apresentam-se os resultados da resoluc¢ao dos SELs com re-
ducoes de largura de banda e de profile realizadas pelas heuristicas CMr,
CMr-pseudo, MAO-band e VNS-band, respectivamente. Nas tltimas colu-
nas dessas tabelas, apresentam-se as reducoes dos tempos totais de execucao
da heuristica correspondente, mais os tempos de execucao do MGCPJ, em
relagdo ao tempo de execucado do MGCPJ sem redugoes de largura de banda

e de profile. Os percentuais positivos significam reducao do custo computaci-
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onal e os percentuais negativos significam aumento do custo computacional.
Os tempos de execucoes das heuristicas e do MGCPJ sdo apresentados em
segundos.

Tabela 25 Resolugao dos SELs numerados por uma curva de preenchimento de
espaco pelo MGCPJ sem redugoes de largura de banda e de profile.

Vértices Bo profileg MGCPJ (s)  Iteragdes
1874 1873 57765 1,0840 257
5882 5881 333971 7,7900 454

16922 16921 1710910 46,1420 767
39716 39715 6309342 166,3220 1144

68414 68413 14882117 375,8966 1514
105764 105763 29560801 705,5030 1846
192056 192055 80822936 1687,8002 2383
281954 281953 156196014 2946,8490 2812
373796 373795 256465457 4576,0367 3150
489068 489067 387216428 6380,9000 3519
740288 740287 838516571  11597,7233 4270

1015004 1015003 1580908606  17095,1000 4569
1485410 1485409 3181425530  28794,2000 5270

Tabela 26 Resolugao dos SELs numerados por uma curva de preenchimento de
espago pelo MGCPJ com redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica CMr.

Vértices B profile CMr (s) MGCPJ (s) Iteragdes Reducao
1874 41 51767 0,00001 1,0500 257 3,14%
5882 71 275020 0,00200 6,1880 454 20,54%

16922 115 1252527  0,00600 45,3800 767 1,64%
39716 195 4376986  0,01401 168,9060 1144 -1,56%
68414 238 9598308 0,02201 386,7980 1514 -291%
105764 311 18180951 0,04000 729,6400 1846  -3,43%
192056 360 42574333 0,08013  1734,5600 2383 -2,78%
281954 407 69777828 0,10991  2967,7833 2812 -0,71%
373796 427 99244903 0,17032  4652,7500 3150  -1,68%
489068 469 149352050 0,18910  6395,3200 3519  -0,23%
740288 469 236208613 0,29082 11746,5000 4270  -1,29%
1015004 462 316647386 0,40414 17256,3000 4569  -0,95%
1485410 469 491372577 0,57617 29445,4333 5270  -2.26%
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Tabela 27 Resolugao dos SELs numerados por uma curva de preenchimento de
espago pelo MGCPJ com redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica CMr-pseudo.

Vértices B profile cMr-pseudo (s) MGCPJ (s) Iteragses Redugdo
1874 38 51860 0,00001 1,044 257 3,69%
5882 76 325097 0,00001 6,262 454  19,61%

16922 152 1872378 0,00800 45,876 767 0,56%
39716 286 7557126 0,03400 168,812 1144 -1,52%
68414 397 16275773 0,06601 384,414 1514  -2,28%

105764 432 26637451 0,11334 734,037 1846  -4,06%

192056 463 55315711 0,19669  1699,760 2383 -0,72%

281954 565 96091953 0,28979  2949,933 2812 -0,11%

373796 570 130555143 0,38673  4429,383 3150 3,20%

489068 587 179902601 0,50100  6404,116 3519  -0,37%

740288 587 278024983 0,76732 11815,867 4270  -1,89%

1015004 462 363280959 1,03900 17458,400 4569  -2,13%
1485410 521 561183705 1,50733 29568,167 5270  -2.69%

Tabela 28 Resolucao dos SELs numerados por uma curva de preenchimento de
espago pelo MGCPJ com redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica MAO-band.

Vértices E profile MAO-band (s) MGCPJ (s) Iteragdes Redugao
1874 1844 1010425 0,0275 1,0680 257  -1,06%
5882 5821 10060410 0,2742 6,5260 454 12,71%

16922 16870 83773254 2,2759 48,0440 767  -9,05%

39716 39549 465224178 13,3085  200,5520 1144 -28,58%

68414 68267 1381895033 40,5791 470,3960 1514 -35,94%
105764 105497 3313239522 99,3210  906,4600 1846  -42,56%
192056 191661 10915862166 324,8073  2117,3200 2383 -44,69%
281954 281736 23513746884 702,4636  3691,4667 2812 -49,11%
373796 373512 41365091373  1245,7633  5651,6631 3150 -50,73%
489068 488681 70667989807  2134,4400 8052,7000 3519  -59,65%
740288 739318 161947149989  4622,6700 14639,5000 4270  -66,09%
1015004 1014083 304420871105 8071,1300 21463,7000 4569  -72,77%
1485410 1483781 652546694835 19135,0333 36480,9000 5270  -93.15%
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Tabela 29 Resolugao dos SELs numerados por uma curva de preenchimento de
espago pelo MGCPJ com redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica VNS-band.

Vértices B prOfile VNS-band (s) MGCPJ (s) Iteragdes Redugao
1874 363 105250 1,01259 1,1080 257  -95,63%
5882 887 529491 1,03764 7,6920 454 -12,06%

16922 4765 2328301 1,16345 47,1760 767  -4,76%
39716 8043 13261308 1,66940  172,3940 1144  -4,65%
68414 2542 17876119 2,78124  401,4400 1514 —7,54%

105764 15174 22202516 5,08892  732,4900 1846  -4,55%

192056 2888 71935018  14,22770 1869,6033 2383 -11,61%

281954 20891 109731059  28,40410 3067,0733 2812  -5,04%

373796 25580 145246396  49,23200 5079,4266 3150 -12,08%

489068 84473 531636561  84,66560 6441,1200 3519  -227%

As heuristicas VNS-band e MAO-band nao foram melhores que a
heuristica CMr ou a heuristica CMr-pseudo nesse conjunto de instancias,
ao utilizar o MGCPJ para resolver os SELs. Nas cinco instancias maiores
de 373796, 489068, 740288, 1015004 e 1485410 vértices, a heuristica MAO-
band aumentou o profile em 61%, 83%, 93%, 92% e 105%, respectivamente.
Como consequéncia, o custo computacional aumentou em mais de 50% para
essas cinco instancias.

Para a instancia de 489068 vértices, a heuristica VNS-band aumen-
tou o profile em 37,3%. Nao se obteve reducao no custo de resolucao dos
SELs pelo MGCPJ para nenhuma instancia desse conjunto de testes ao
realizar redugoes de largura de banda e de profile pela heuristica VNS-band.

A heuristica CMr reduziu mais o profile do que as demais heuristicas,
em todas as instancias. A heuristica CMr-pseudo obteve maior reducao
de largura de banda com a instancia de 1874 vértices do que as demais

heuristicas. Com a instancia de 1015004 vértices, as heuristicas CMr e
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CMr-pseudo empataram e reduziram mais a largura de banda do que as
demais heuristicas. Em todas as demais instancias, a heuristica CMr obteve
maiores reducgoes de largura de banda do que as demais heuristicas.

A heuristica CMr-pseudo foi a tnica heuristica que obteve reducao
do custo computacional para uma instancia com mais de 16922 vértices.
Além de obter a maior redugao para a menor instancia de 1874 vértices, a
heuristica CMr-pseudo obteve uma redugao de 3,2% no tempo de resolugao
do SELs pelo MGCPJ para a instancia de 373796 vértices. A heuristica
CMr foi a heuristica que obteve melhores resultados em termos de reducao

do custo computacional para as instancias de 5882 e 16922 vértices.

4.3.2.2 Ocupagoes de memoria

As ocupactes de memoéria da heuristica VNS-band para as instan-
cias presentes na Tabela 29 foram 29,5MB, 56,6MB, 144,7MB, 327,2MB,
557,4MB, 857,2MB, 1,5421GB, 2,26GB, 3,9GB, 5,01GB, nessa ordem. As
ocupacoes de memoéria da heuristica MAO-band para as instancias presen-
tes na Tabela 28 foram 0,8MB, 2,6MB, 9,3MB, 20,3MB, 36,4MB, 46,9MB,
87,1MB, 141,7MB, 172,9MB, 203,8MB, 336,9MB, 423,3MB e 678,8MB,
nessa ordem. Essas informagoes sdo mostradas na Tabela 30, cuja tultima
coluna apresenta a razao entre a ocupacao de memoria da heuristica VNS-
band e a ocupacao de memoria da heuristica MAO-band.

As ocupacoes de memoria esperadas de ambas as heuristicas sao
lineares em relagao ao nimero de vértices do grafo. Entretanto, o consumo
de memoria da heuristica MAO-band foi de 15,3 a 36,9 vezes menor do que o
consumo da heuristica VNS-band, para esse conjunto de instancias. Por sua

vez, as heuristicas CMr e CMr-pseudo executam in place. Nas Figuras 14 e
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15, podem-se observar as ocupacoes de memoria das heuristicas VNS-band

e MAO-band, respectivamente.

Tabela 30 Ocupacoes de memoria das heuristicas VNS-band e MAO-band com
as instancias resultantes da discretizagao da equagao de Laplace por
volumes finitos numeradas por uma curva de preenchimento de espaco.

Vértices VNS-band (MB) MAO-band (MB)  VNS-band/MAO-band

1874 20,5 0,8 36,38
5882 56,6 2,6 21,77
16922 144,7 9,3 15,56
39716 327.,2 20,3 16,12
68414 557,4 36,4 15,31
105764 857,2 46,9 18,28
192056 1579,1 87,1 18,13
281954 23171 141,7 16,35
373796 3993,6 172,9 23,10
489068 5130,2 203,83 25,17
740288 - 336.,9 -
1015004 - 423.3 -
1485410 - 678.,8 .
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Figura 14 Gréfico das ocupagoes de memoria da heuristica VNS-band com as ins-
tancias resultantes da discretizacao da equagao de Laplace por volumes
finitos numeradas por uma curva de preenchimento de espago.
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Figura 15 Gréfico das ocupagoes de meméria da heuristica MAO-band com as ins-
tancias resultantes da discretizacao da equagao de Laplace por volumes
finitos numeradas por uma curva de preenchimento de espaco.

A ocupagao de memoria do projeto computacional principal foi de,
aproximadamente, 2,96GB, para a instancia de 1485410 vértices. Como
descrito, a ocupacao de memoéria total é obtida somando-se a ocupagao do

projeto computacional principal e a ocupacao da heuristica utilizada.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, realizou-se uma verificagao de desempenho de heu-
risticas para as redugoes de largura de banda e de profile para a reducao do
custo computacional de resolucao de sistemas de equagdes lineares. Especifi-
camente, foi utilizado o método dos gradientes conjugados precondicionado
por Jacobi.

Uma das heuristicas avaliadas foi proposta e implementada utili-
zando mapa auto-organizavel. A heuristica MAO-band foi desenvolvida
para que possa ser executada em matrizes simétricas e assimétricas.

Foram avaliadas, também, as heuristicas CMr, CMr-pseudo e VNS-
band. A heuristica CMr é, possivelmente, a heuristica mais classica para
redugoes de largura de banda e de profile. A heuristica CMr-pseudo é o mé-
todo de redugoes de largura de banda e de profile disponivel no MATLAB
(The MathWorks Inc, 1994-2014). A heuristica VNS-band pode ser con-
siderada o estado da arte para redugao de largura de banda. Portanto,
comparou-se a heuristica proposta, MAO-band, com heuristicas importan-
tes para os problemas de reducao de largura de banda e de reducao de
profile.

Foram executados experimentos com cinco conjuntos de instancias.
Foram utilizadas instancias de diferentes tamanhos, que variaram de algu-
mas dezenas de vértices até quase um milhao e meio de vértices. Em par-
ticular, nao se encontraram testes publicados com essas heuristicas, para
reducoes de largura de banda e de profile, com instancias desse porte.

A seguir, na subsecao 5.1, sao feitas algumas consideragoes finais.

Na subsecao 5.2, sao apresentadas propostas de trabalhos futuros.
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5.1 Consideragoes finais

Nesta subsecao, sao enfatizadas as conclusées mais relevantes. Na
subsecao 5.1.1, sao feitas algumas consideracoes sobre a heuristica proposta,
baseada em mapa auto-organizavel, para as redugoes de largura de banda e
de profile de matrizes esparsas simétricas e assimétricas.

Na subsegao 5.1.2, sao apresentadas algumas consideragoes sobre os
experimentos com instancias da base Harwell-Boeing. Consideracoes so-
bre as ocupacoes de memoéria do projeto computacional desenvolvido e das
heuristicas para reducbes de largura de banda e de profile utilizadas sao
apresentadas na subsecao 5.1.3. Na subsecao 5.1.4, sdo sumarizadas algu-
mas consideragoes sobre as simulagoes de reducoes de largura de banda e

de profile com resolucao do SEL pelo MGCPJ.

5.1.1 MAO-band: proposta de uma heuristica para reducgoes de

largura de banda e de profile por mapa auto-organizavel

Apesar de ter executado de forma rdpida nos dois conjuntos de ins-
tancias pequenas da base Harwell-Boeing, a nova heuristica, MAO-band, nao
obteve resultados competitivos com os resultados obtidos pelas heuristicas
CMr, CMr-pseudo e VNS-band. Isso foi constatado tanto na aproximacao
da solucao do problema, quanto em relacao ao custo computacional para
apresentar uma solucao aproximada.

Nas execucoes com as instancias da base Harwell-Boeing e com SELS
até, aproximadamente, onze mil vértices, a heuristica MAO-band executou
mais rapido do que a heuristica VNS-band. Entretanto, de uma forma ge-
ral, a heuristica MAO-band nao conseguiu bons resultados nas simulacgoes

envolvendo resolucao de sistemas de equagoes lineares. Nessas simulagoes,
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o desempenho da heuristica MAO-band pode ter sido prejudicado pelo un-
derfitting causado pelo tempo méaximo de execucao estabelecido. Ainda,
a heuristica MAO-band nao considera informacoes importantes para as re-
ducoes de largura de banda e de profile, como o grau de cada vértice, a
excentricidade ou a estrutura de nivel do vértice inicial da renumeragao,

como exemplos.

5.1.2 Experimentos com instancias da base Harwell-Boeing

Nos experimentos preliminares realizados com instancias da base
Harwell-Boeing, a heuristica VNS-band foi a que apresentou as maiores re-
dugoes de largura de banda e de profile. No geral, a heuristica VNS-band
obteve maiores reducoes de largura de banda e de profile, apesar dos bons
resultados e das execugoes extremamente rdapidas das heuristicas CMr e
CMr-pseudo nessas instancias. A heuristica CMr foi a que apresentou os
menores custos computacionais nas reducoes de largura de banda e de pro-
file com matrizes da base Harwell-Boeing, em comparacao com as demais
heuristicas. A heuristica CMr-pseudo, também, obteve custos computa-
cionais bastante reduzidos se comparada com as heuristicas VNS-band e
MAO-band.

Esses experimentos com instancias da base Harwell-Boeing foram
simulagoes preliminares porque o objetivo principal de se realizar as redu-
¢oes de largura de banda e de profile foi para se obter redugdao do custo
computacional na resolucao de SELs. Nao se pode concluir qual é a melhor
heuristica a ser utilizada, em situacoes praticas, ao se analisar apenas as
reducoes de largura de banda e de profile, pois a finalidade é a redugao do

custo computacional de resolugao dos SELs. Devem-se analisar as reducoes
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de largura de banda e de profile e o custo computacional da heuristica em

conjunto com o custo computacional do método resolutor do SEL.

5.1.3 Ocupagoes de memoéria

Os crescimentos das ocupagoes de memoria esperadas das heuristi-
cas MAO-band e VNS-band sao lineares no ntimero de vértices da instancia.
Nos experimentos realizados, a ocupagao de meméria da heuristica VINS-
band foi cerca de 36 vezes maior do que a ocupacdo de memoéria da heuris-
tica MAO-band. Esse fator pode ser maior para instancias maiores. Como
exemplo, para a instancia oriunda da discretizagao da equacao de condu-
¢ao do calor por volumes finitos com quase 500 mil vértices, a ocupacao
do projeto computacional, em conjunto com a heuristica VNS-band, foi de
aproximadamente 12GB. Com isso, por exemplo, em um computador pes-
soal com 16GB de memoria principal, poderia ser executada uma instancia
com, no maximo, 670 mil vértices. Entretanto, o executavel do VNS-band,
gentilmente fornecido pelo professor Dr. Dragan Urosevic, s executa com
instancias de até 500 mil vértices. E importante notar que, atualmente,
nao é comum que computadores pessoais em empresas contenham 16GB
de memoria principal. Atualmente, pode-se afirmar que é comum que os
computadores pessoais em empresas tenham 4GB de meméria principal.
Ainda, ha de se mencionar que foram utilizadas listas de adjacéncias para
representar o grafo, para que se tivesse baixo custo de armazenamento. Caso
fosse utilizado um esquema skyline (FELIPPA, 1975), por exemplo, o custo

de armazenamento poderia ser ainda maior.
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A heuristica CMr, com ou sem a utilizagao do método de George e
Liu (1979) para encontrar um vértice pseudo-periférico, tem a vantagem de
executar in place. Portanto, as heuristicas CMr e CMr-pseudo sao mais van-
tajosas do que as heuristicas VNS-band e MAO-band em relacao a ocupacao

de memoria.

5.1.4 Simulagoes de redugoes de largura de banda e de profile

com resolucao do SEL pelo MGCPJ

Nas simulagoes com os sistemas de equagoes lineares (SEL) oriun-
dos da discretizacao da equacao de conducao de calor por volumes finitos,
a heuristica CMr-pseudo foi, entre as heuristicas utilizadas nas reducoes
de largura de banda e de profile, a que obteve maiores redugoes no custo
computacional do método dos gradientes conjugados precondicionado por
Jacobi (MGCPJ). A heuristica CMr-pseudo obteve até 24,6% de redugao
no custo computacional de resolugao desses SELs pelo MGCPJ.

Ainda, a heuristica CMr, iniciado por um vértice pseudo-periférico
ou por um vértice qualquer, foi a heuristica que obteve melhores resultados
nas simulagoes com SELs numerados aleatoriamente oriundos da discretiza-
¢ao da equacao de Laplace por volumes finitos; apesar de que, nas simulagoes
realizadas com essas instancias, sé foi vantajoso realizar redugoes de largura
de banda e de profile com grafos até cem mil vértices. Isso porque as re-
dugoes de largura de banda e de profile realizadas pelas heuristicas CMr,
CMr-pseudo, VNS-band e MAO-band nao resultaram em redugoes dos cus-
tos computacionais de resolugao dos SELs pelo MGCPJ, para as instancias
com mais de cem mil vértices. Verificou-se, nessas instancias, que as redu-

¢oes de largura de banda e de profile nao foram diretamente proporcionais
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a reducao do custo computacional do MGCPJ.

Em alguns dos SELs oriundos de discretizagoes de equagoes dife-
renciais parciais por volumes finitos, as reducoes de largura de banda e de
profile nao resultaram em reducao do custo computacional necessario para
resolucao do SEL pelo MGCPJ. Como descrito, as reducoes de largura de
banda e de profile nao sao diretamente proporcionais a reducao do custo
computacional do MGCPJ. Como exemplos, veja as simulagoes com as heu-
risticas CMr-pseudo e VNS-band com as instancias de 4846 e 10728 vértices,
nas Tabelas 15 e 16, mostradas na subsecao 4.2.2, na pégina 87.

Por 1ltimo, os resultados das simulacoes com SELs oriundos da dis-
cretizagao da equagao de Laplace por volumes finitos, presentes na subsecao
4.3.2, apresentam indicios de que pode nao compensar realizar redugoes de
largura de banda e de profile com grafos numerados por uma curva de pre-
enchimento de espaco e resolvé-los pelo método dos gradientes conjugados
precondicionado por Jacobi. Com isso, podem nao ser necessarias as re-
ducoes de largura de banda e de profile quando os politopos da malha sao
numerados por uma curva de preenchimento de espaco, como a curva de
Sierpiniski modificada (OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY, 2008). Isso porque
uma curva de preenchimento de espacgo ja pode fornecer uma numeracao
adequada dos vértices do grafo que representa a malha, de forma que o
profile da matriz de adjacéncias seja pequeno.

Em geral, a heuristica CMr-pseudo foi a que apresentou os melho-
res resultados na reducao do custo computacional da simulacdo completa,
em comparagao com as demais heuristicas. Conclui-se que, nas simulagoes
apresentadas, a melhor heuristica para redugoes de largura de banda e de

profile foi a heuristica CMr-pseudo, pois apresentou melhor relacao entre



117

as redugoes de largura de banda e de profile e o custo computacional da
heuristica, em conjunto com o custo computacional de resolucdo do SEL
pelo MGCPJ.

Os experimentos mostrados neste trabalho nao garantem qual das
heuristicas testadas é a melhor em reducoes de largura de banda e de pro-
file. Isso porque ha uma quantidade enorme de tipos de SELSs, oriundos
das mais diversas aplicacoes. Entretanto, com esses experimentos, pode-se
afirmar que hé indicios de que a heuristica VNS-band nao seja a heuristica
no estado da arte no problema de reducao de largura de banda, principal-
mente ao se utilizar listas de adjacéncias para representar a discretizacao
do problema. Isso porque utilizar uma heuristica que reduz razoavelmente
a largura de banda e o profile da matriz, com custo computacional muito
baixo, como é o caso da heuristica CMr-pseudo, pode ser melhor do que
utilizar uma heuristica que reduza muito a largura de banda e o profile da
matriz, mas com custo computacional alto. Por isso, os experimentos re-
alizados apresentam indicios de que a heuristica CMr-pseudo (GEORGE;
LIU, 1981) seja a heuristica no estado da arte nos problemas de reducao de

largura banda e de profile.

5.2 Trabalhos futuros

Como trabalho futuro, pretende-se implementar e avaliar o multi-
grid algébrico como precondicionador do método dos gradientes conjugados
e analisar seu desempenho em conjunto com as reducoes de largura de banda
e de profile. Pretende-se também, implementar e avaliar os métodos de pre-
condicionamento Successive Over-Relazation (SOR), Symmetric Successive

Over-Relazation (SSOR) e Gauss-Seidel. Essas técnicas serao utilizadas
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como precondicionador do método dos gradientes conjugados para avaliar
seu desempenho computacional em conjunto com as redugoes de largura de
banda e de profile.

Futuramente, pretende-se estudar e implementar um método efici-
ente de inversao de matrizes representadas por uma estrutura de dados
baseada em listas de adjacéncias. E necessério inverter a matriz precondi-
cionadora, de forma eficiente, antes de utiliza-la no método dos gradientes
conjugados.

Pretende-se implementar um método de busca local para a melhoria
do resultado encontrado pela heuristica CMr-pseudo. Esse método devera
apresentar custo computacional reduzido, pois seu desempenho sera avaliado
em conjunto com o MGCPJ para a resolugao de SELs. Como exemplos,
podem ser usadas as técnicas de hill climbing ou k-opt.

Pretende-se, ainda, implementar uma estrutura de dados baseada no
esquema skyline. Pode-se utilizar a estrutura Vector para armazenar pontei-
ros para outras estruturas do tipo Vector, contendo ponteiros para objetos
que representem as adjacéncias. Um Vector, em linguagem C++, é um con-
tainer para vetores (array) que podem ser alocados dinamicamente. Assim
como um array, um objeto do tipo Vector possui uma alocacao continua
de memoria; com isso, pode-se utilizar otimizagoes referentes a localidade
espacial de memoria e o acesso aos elementos pode ser feito com custo O(1).
Com as redugoes de largura de banda e de profile, o tamanho dos vetores de
adjacéncias e a quantidade de ponteiros nulos serao pequenas. Dessa forma,

o consumo desnecessario de memoéria serda minimizado.



119

Com essa nova estrutura de dados, sera necessario avaliar o desempe-
nho dos métodos de precondicionamento supracitados, inclusive os precon-
dicionadores IC(0) e ILUT(p, 7), em conjunto com o método dos gradientes
conjugados. Serd necessario também, avaliar a escalabilidade do custo de
processamento computacional e da ocupacao de memoria dessa estrutura.
Hipoteticamente, essa estrutura de dados deverd ser mais eficiente em um
cendrio em que o grafo é estatico. Por outro lado, o custo de se inserir,
ordenar e remover elementos nessa estrutura baseada em Vectors, é maior
do que em uma estrutura baseada em listas de adjacéncias. Essas opera-
¢oOes sao feitas via ponteiros em listas de adjacéncias. Via de regra, inserir
e remover elementos em um Vector requer alocar um novo Vector de ta-
manho adequado, mover todos os elementos para o novo Vector em suas
respectivas posicoes e destruir a estrutura original. Portanto, essa estrutura
de dados pode nao ser vantajosa em uma simulacao em que a malha do
método numeérico para a solucao da equagao diferencial parcial é adaptada
repetidamente.

Em suma, fica em aberto qual conjunto de técnicas demanda menor
custo computacional em simulagoes para a discretizagdao de equagoes dife-

renciais parciais por volumes finitos com refinamento adaptativo da malha:

1. redugoes de largura de banda e de profile em um esquema skyline im-
plementado com Vector, mais o método de precondicionamento IC(0)
ou ILUT(p, 7) ou SSOR ou SOR ou multigrid algébrico, e um mé-
todo de inversao de matriz triangular, em conjunto com o método dos

gradientes conjugados;

2. redugoes de largura de banda e de profile em uma estrutura de dados

baseada em listas de adjacéncias e resolucao dos SELs pelo método
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dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi.

Em particular, na primeira opc¢ao, uma heuristica como VNS-band,
que reduz bastante a largura de banda, pode ser vantajosa em relacao as
demais. Isso porque uma reducao maior de largura de banda fard com que
haja menor custo de armazenamento no esquema skyline e, consequente-
mente, menor custo computacional ao se percorrer essa estrutura de dados
implementada com Vector. A reducao de largura de banda nao influencia
na ocupagao de memoéria dos SELs representados por listas de adjacéncias,

porque os elementos nulos nao sao armazenados nessa estrutura de dados.
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