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RESUMO

Indústrias recebem diariamente diferentes tipos de insumos para abastecer linhas de produção, a
exemplo do aço. Entretanto, fornecedores nem sempre detalham as especificações do material, o
que pode gerar problemas futuros. Neste caso, torna-se necessário a realização de testes físicos
para obter informações sobre as propriedades mecânicas dos materiais, o que demanda tempo e
custos. Como alternativa, é possível realizar simulações numéricas no intuito de minimizar os
custos associados. Baseado nisso, este trabalho propõe a utilização do Método dos Elementos
Finitos (MEF) a partir de um modelo de viga em balanço com carga concentrada na extremidade
livre no intuito de se obter duas propriedades mecânicas de um aço, o módulo de elasticidade
e o coeficiente de Poisson. Para isso, utilizou-se uma análise inversa do MEF via superfície
de resposta para estimar valores das duas propriedades mecânicas de um aço ASTM A36, o
qual é comumente utilizado na indústria. A partir dos resultados simulados, obteve-se uma
diferença de 0,025% e −0,66% para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson,
respectivamente, em relação aos valores propostos na literatura para o mesmo tipo de material.
Isso demonstra o potencial da metodologia adotada para aplicações industriais.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Simulações numéricas. Otimização. Módulo
de elasticidade. Coeficiente de Poisson.



ABSTRACT

Industries receive daily different types of inputs to supply production lines, such as steel. Howe-
ver, suppliers do not always detail material specifications, what can generate future problems.
In this case, it is necessary to carry out physical tests to obtain information about the mechani-
cal properties of the materials, what demands time and costs. As an alternative, it is possible to
carry out numerical simulations in order to minimize the associated costs. Based on that, this
work proposes the use of the Finite Element Method (FEM) from a cantilever beam model with
concentrated load at the free end in order to obtain two mechanical properties of a steel, the
modulus of elasticity and the Poisson’s ratio. For this, an inverse analysis of the MEF via the
response surface was used to estimate the values of the two mechanical properties of an ASTM
A36 steel, which is commonly used in the industry. From the simulated results, a difference
of 0,025% and −0,66% was obtained for the modulus of elasticity and for the Poisson’s ratio,
respectively, in relation to the values proposed in the literature for the same type of material.
This demonstrates the potential of the methodology adopted for industrial applications.

Keywords: Finite Element Method. Numerical simulations. Optimization. Modulus of elasticity.
Poisson’s ratio.
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1 INTRODUÇÃO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico que possui grande uti-

lidade para resolver problemas que podem ser representados por meio de equações diferen-

ciais. Muito conhecidas no meio acadêmico e uma ferramenta útil para resolver problemas

de engenharia, as equações diferenciais parciais podem ser utilizadas para descrever diversos

fenômenos físicos. Muitas vezes, essas equações não possuem solução analítica, e sua discre-

tização viabilizam sua solução através de recursos computacionais, por meio de uma variedade

de softwares.

Com o passar do tempo e com o avanço da tecnologia, muitas técnicas e processos são

aprimorados, contribuindo com a evolução do conhecimento científico. Diversos problemas

no campo da engenharia não podem ser resolvidos de maneira direta ou exata, ou seja, não é

possível obter uma resposta imediata. Diante disso, é preciso buscar formas de solucionar os

problemas que diariamente surgem nos mais diversos tipos de empresas ou mesmo na academia,

buscando soluções alternativas, rápidas e precisas, para encontrar as respostas procuradas.

As tecnologias CAE (Computer Aided Engineering) podem ser combinadas a diversos

métodos numéricos e são ferramentas robustas que auxiliam significativamente no processo de

tomada de decisões. Otimizar significa escolher a melhor opção dentre uma gama de possí-

veis escolhas. Otimizar a solução de um problema pode ser uma tarefa complexa, devido ao

grande número de soluções que podem ser encontradas. Técnicas e métodos de otimização

são investigados constantemente para auxiliar na busca de soluções para muitos problemas na

engenharia.

Existem diversas estratégias para realizar o desenvolvimento de um produto, sendo pos-

sível desenvolvê-lo baseado em recursos experimentais ou em tecnologias CAE. Três etapas

norteiam o desenvolvimento de um produto. É necessário, primeiramente, defini-lo, depois

construí-lo e por último testá-lo. Tratando-se de recursos experimentais, pode-se associar um

longo ciclo da cadeia produtiva e a geração demasiada de custos com testes destrutivos. Por

outro lado, quando os recursos estão baseados em tecnologias CAE, além do tempo gasto com

a produção ser minimizado, os custos devido a construção de protótipos também são reduzidos.

Diariamente as indústrias recebem diferentes tipos de insumos, por exemplo, o aço, para

a manutenção de sua linha de produção. O fornecedor muitas vezes rotula o produto, porém

nem sempre especifica todas as informações referentes as propriedades mecânicas do material,

as quais são necessárias ao fabricante. Objetiva-se com este trabalho implementar simulações
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numéricas envolvendo otimização e análise inversa por elementos finitos para determinar o

módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de aços utilizados na confecção de diferentes

tipos de peças dentro das indústrias.

Esta Dissertação de Mestrado foi estruturada em 5 capítulos. No primeiro, introduziu-

se o assunto, apresentou-se a motivação para a idealização do projeto, a justificativa para tal

motivação e definiu-se os objetivos. No capítulo 2, uma revisão bibliográfica foi realizada a

fim de proporcionar ao leitor uma base teórica dos conceitos associados ao desenvolvimento

deste trabalho. O capítulo 3 tratou da metodologia utilizada para a execução dos objetivos.

No capítulo 4 os resultados obtidos por meio da implementação da técnica proposta foram

apresentados e no capítulo 5 descreveu-se as conclusões oriundas deste trabalho.

1.1 Motivação

O aço é um dos produtos mais utilizados na indústria mecânica, porém nem sempre os

fornecedores especificam todas as propriedades mecânicas deste material. O módulo de elasti-

cidade e o coeficiente de Poisson são duas propriedades mecânicas que precisam ser conhecidas

pelo fabricante, uma vez que tais propriedades influenciam diretamente em diversas caracterís-

ticas do produto, por exemplo, a sua fragilidade e sua ductibilidade ou maleabilidade, ou ainda,

sua rigidez ou sua dureza, entre muitas outras que são avaliadas durante o processo de produção.

Com a implementação da técnica proposta é possível diminuir significativamente o nú-

mero de testes que são realizados corriqueiramente nas indústrias, implicando em uma redução

dos custos que estão associados a tais testes e, conhecendo-se os valores referentes as proprie-

dades mecânicas do aço, a saber, o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, torna-se

possível que os produtos desenvolvidos a partir de tal material possuam com precisão certas

características que foram atribuídas como requisitos desejáveis ao produto durante a fase em

que o projeto foi elaborado.

1.2 Justificativa

Por meio de simulações numéricas é possível implementar uma análise inversa por ele-

mentos finitos e um processo de otimização baseado em uma superfície de resposta, de modo

a determinar o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de um aço de uma viga em

balanço, o que implica na redução do número de testes na indústria, contribuindo não só para
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a redução dos custos de produção, mas também para auxiliar na qualidade do produto final.

Para a aplicação da técnica proposta e sua validação um procedimento experimental deve ser

associado.

Neste estudo abrange-se diversas áreas da Matemática e da Engenharia, enfatizando a

importância da interdisciplinaridade entre estes dois campos da ciência. Recorrendo aos re-

cursos tecnológicos e ao conhecimento científico, busca-se demonstrar a aplicabilidade desta

pesquisa ao setor industrial e sua respectiva contribuição para comunidade acadêmica.

1.3 Objetivo geral

O objetivo deste trabalho é estimar valores para duas propriedades mecânicas de um

aço, combinando um teste mecânico não destrutivo e a implementação de uma análise inversa

de elementos finitos, recorrendo-se a um processo de otimização via superfície de resposta.

1.3.1 Objetivos específicos

1. Estudar a importância do processo de análise de convergência da malha na aplicação

do MEF, bem como técnicas e critérios que permitem a geração de malhas com boa

qualidade;

2. Desenvolver um processo de otimização recorrendo a ferramenta RSO (Response Sur-

face Optimization);

3. Utilizar dados experimentais para validar a metodologia e para avaliar os resultados de

simulações via MEF;

4. Analisar as propriedades mecânicas de um determinado aço a partir dos resultados obti-

dos de deslocamento máximo de uma viga em balanço com carga concentrada na extre-

midade livre e de uma mola de um banco de trator.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Contextualização

Métodos numéricos são constantemente combinados com algoritmos de otimização a

fim de investigar problemas que dificilmente seriam resolvidos de maneira analítica, uma vez

que a solução de determinadas equações, por exemplo, as equações diferenciais, só é possível

de ser obtida por meio de softwares, devido ao seu alto grau de complexidade. Em engenharia

é muito comum esta associação entre softwares e determinados algoritmos para encontrar a

solução de diversos tipos de problemas. Neste sentido, diversos trabalhos foram analisados no

intuito de se contextualizar a aplicação proposta para esta Dissertação de Mestrado.

Pinto et al. (2008) desenvolveram modelos de elementos finitos de vigas de madeira

reforçadas com lâminas de carbono, sujeitas à flexão em três pontos. Compararam-se os re-

sultados numéricos e experimentais para validar os modelos e ainda confrontam com três mo-

delos analíticos aplicados estimando as tensões na interface carbono/madeira. Estes modelos

calibrados foram usados na determinação das tensões na interface carbono/madeira, que é nor-

malmente considerada a zona crítica das vigas reforçadas. A comparação trouxe resultados

consistentes entre as duas abordagens referidas e as propriedades dos materiais foram obtidas

na literatura e aferidas através de ensaios mecânicos.

Para medir o módulo de elasticidade em uma viga de alumínio, Akhter et al. (2009) reali-

zaram um teste de ressonância sônica, baseado na interferometria eletrônica do padrão speckle.

Os autores afirmam que a técnica utilizada anteriormente para medir o módulo de elasticidade

tem algumas limitações em relação a sua aplicação em filme fino ou material polimérico, afe-

tando os resultados devido ao contato com a amostra. Com o intuito de visualizar as formas do

modo de vibração de ressonância em todo o campo, desenvolveu-se uma técnica de medição

óptica sem contato. A técnica proposta foi capaz de fornecer com alta precisão o módulo de

elasticidade do material e os resultados teórico e experimental foram comparados. As proprie-

dades mecânicas são fundamentais para a análise e determinação dos valores de tensão de um

material. A abordagem da interferometria eletrônica do padrão speckle pode ser aplicada como

um complemento para realizar diversos testes de medição, sendo possível determinar outras

propriedades do material, como módulo de cisalhamento e razão de Poisson, por exemplo.

No trabalho de Martínez-Celorio et al. (2010) foi proposta uma técnica para medir o

módulo de elasticidade do osso rádio usando a interferometria eletrônica de padrão de cisalha-
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mento. A técnica baseou-se na introdução de franjas transportadoras e no uso de um algoritmo

de desempacotamento de fase para obter um mapa de fases correspondente aos deslocamentos

fora do plano do osso. O estudo foi realizado com interferometria pontilhada e com o MEF

para comparação dos resultados. O tempo de aquisição do padrão de manchas pode ser redu-

zido, tornando a técnica ideal para o uso em pesquisas biomédicas, pois a técnica utiliza um

número mínimo de padrões de manchas. A frequência das franjas portadoras pode ser alterada

de acordo com o deslocamento aplicado ao objeto e é facilmente ajustada na configuração expe-

rimental proposta para evitar franjas fechadas. A técnica ainda permite ajustar a sensibilidade

do interferômetro por meio do cisalhamento no interferômetro do tipo Michelson.

Supondo a teoria de Euler-Bernoulli, Silva e Soares (2011) aplicaram o Método das

Diferenças Finitas para investigar o comportamento estático de uma viga biapoiada, de uma

viga engastada-livre e de uma viga biengastada. O Método das Diferenças Finitas foi aplicado

à equação diferencial governante das vigas e gerou sistemas de equações que permitiram a

determinação das flechas em qualquer ponto da viga.

Oliveira, Silveira e Silva (2013) compararam os resultados obtidos pelo método analítico

com os gerados pelo MEF, a fim de calcular o deslocamento vertical máximo de uma viga em

balanço com carga concentrada em sua extremidade livre. O resultado obtido por meio do MEF

difere em -0,23% do valor obtido analiticamente. Este pequeno erro garantiu a aplicabilidade

e eficiência do elemento triangular (Linear Strain Triangle) na utilização de deformações de

estruturas sob efeito de flexão.

Para realizar a análise modal de uma pá de turbina, Araújo et al. (2014) empregaram

o elemento de viga. Em uma turbina, as pás são constantemente submetidas a diversas for-

ças de diferentes naturezas, além de vibrarem ininterruptamente. Através da análise numérica

obtiveram-se os parâmetros dinâmicos e a modelagem da pá foi desenvolvida em software co-

mercial para simulações numéricas utilizando elementos de viga de Timoshenko com 6 graus

de liberdade por nó. Analisando-se a pá como elemento de viga, foi possível substituir uma

geometria com alta complexidade por uma estrutura mais simples. Ao comparar os seis primei-

ros valores das frequências naturais de vibração com os de Ferreira et al. (2013), foi verificado

que os resultados são semelhantes, mostrando que a modelagem utilizada é eficaz. Concluiu-

se também que não ocorreram mudanças expressivas ao se refinar consideravelmente a malha,

uma vez que tal refinamento influencia diretamente no custo computacional e na qualidade dos

resultados.
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No estudo realizado por Sánchez-A. et al. (2014), foi apresentado um interferômetro

holográfico digital em uma configuração 3D simultânea para detectar deformações superficiais.

Um interferômetro é um equipamento que pode ser utilizado para medir pequenas deformações

por meio da interferência de ondas electromagnéticas. O sistema usa um único sensor monocro-

mático e três lasers diferentes em um método de duas exposições, que pode medir com sucesso

a deformação superficial durante uma deformação controlada. Uma placa de alumínio com uma

geometria conhecida é usada como prova de princípio. A deformação e todas as variáveis físicas

são simuladas com um algoritmo de elementos finitos e as medições do sistema foram validadas

através da comparação entre os resultados experimentais e simulados.

Tonetto e Claeyssen (2015) investigaram o comportamento dinâmico de vigas empre-

gadas em nanotecnologia, por exemplo, na modelagem em microscopia de força atômica, ou

em nanotubos de carbono, ou ainda, em micro/nano dispositivos eletromecânicos. Quando fun-

damentado na teoria do gradiente de deformação, o modelo de Timoshenko sofre alterações,

a fim de capturar os efeitos da mudança de escala. Utilizando o método da decomposição de

Adomian, obtiveram-se as soluções espaciais e frequências naturais. Os resultados mostraram

que os efeitos não-locais tem mais influência sobre as frequências naturais quando pode-se

comparar a espessura com a medida característica de comprimento interno.

De acordo com Braga et al. (2016) quando é necessário medir micro-deslocamentos

no plano e fora do plano em objetos biológicos e não biológicos a escolha da interferometria

de cisalhamento de padrões de manchas digitais, ou cisalhamento de manchas é muito conhe-

cida e está baseada no interferômetro de Michelson, com o uso de um transdutor piezoelétrico,

do ingês piezoelectric transducer - PZT, a fim de proporcionar a mudança de fase das franjas

e, em seguida, melhorar a qualidade da imagem final. Algumas desvantagens desse procedi-

mento de análise são o alto custo atrelado à aparelhagem, as dificuldades em aplicar o mesmo

deslocamento no espelho repetidas vezes e quando a mudança de fase não pode ser usada na

medição dinâmica de objetos. Com o desenvolvimento do trabalho foi possível criar imagens

de mudança de fase digitalmente, evitando os ajustes mecânicos do PZT, testando-os com o

método de shearografia digital. A técnica proposta foi capaz de reproduzir a deformação da

viga cantilever na região intermediária entre o ponto de fixação e sua extremidade livre e os

resultados garantiram a capacidade de criar o mapa e as curvas de deformação com confiabili-

dade e sensibilidade, reduzindo o custo, melhorando a robustez e também a acessibilidade da

interferometria de cisalhamento do padrão de manchas digitais.



16

Embasados pelo método numérico de Runge-Kutta, Santos e Sousa (2017) determina-

ram as deflexões ao longo do eixo de uma viga demonstrando que o método é aplicável a pro-

blemas de engenharia regidos por equações diferenciais. Obtidos de forma analítica e numérica,

os resultados encontrados foram aceitáveis e precisos, uma vez que o erro absoluto variou en-

tre 10−5 a 10−6, o que demonstrou a aplicabilidade do método de Runge-Kutta ao problema

proposto.

Stramandinoli e Rovere (2017) apresentaram um modelo de elementos finitos de barra

bidimensional para análise não linear física e geométrica de vigas e pórticos planos de concreto

armado. A formulação do elemento foi baseada na teoria de Euler-Bernoulli, em que se despre-

zam as deformações por cisalhamento. Os elementos de barra possuíam três nós e um total de

sete graus de liberdade, sendo utilizados três pontos de Gauss para integração do elemento. Para

considerar a não-linearidade geométrica adotou-se a formulação Lagrangeana Total e podem-se

utilizar vários métodos para convergência de equilíbrio das equações não lineares. O modelo

foi implementado em um programa computacional denominado ANEST/CA e verificado atra-

vés da comparação dos resultados teóricos e experimentais obtidos na literatura, apresentando

excelentes resultados.

Castro (2018) analisou numericamente uma viga em balanço com seção transversal em

forma de “T” invertido, utilizando um software comercial como ferramenta computacional.

Um momento concentrado foi aplicado na extremidade livre e com base nos tópicos de ajuda

do programa, utilizou-se o modelo VM10 e considerou-se o domínio bidimensional para o

desenvolvimento da simulação. Baseado nas teorias da Resistência dos Materiais considerou-se

a solução analítica e em comparação com a solução apresentada pela modelagem verificou-se

que a diferença entre os resultados fornecidos pelo modelo numérico e os encontrados pelo

modo analítico é quase nula, demonstrando então a confiabilidade do software comercial para

simulações numéricas.

Utilizando métodos numéricos para determinar uma solução aproximada à analítica de

uma viga, Neiva et al. (2018) afirmam que na prática da engenharia estrutural é inviável a

realização de processos de cálculo analítico. Um programa para fins didáticos em linguagem

Matlab foi desenvolvido e por meio do MEF fundamentado. Uma análise estrutural de uma viga

foi realizada, de modo a permitir que estudantes entendessem o processo de cálculo do MEF

para vigas, bem como sua implementação em um ambiente de programação, pois tal programa

possui o seu código aberto e assim possibilitou aos estudantes e professores que trabalham em
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disciplinas introdutórias sobre o tema, obter uma ferramenta auxiliar no processo de ensino e

aprendizagem.

Em um estudo realizado por Silva, Agustini e Gelatti (2018), modelou-se em elementos

finitos, por meio de um software comercial para simulações numéricas, uma viga de concreto

armado, a qual possuía três apoios, dois rotulados móveis e um rotulado fixo. Inicialmente, a

viga analisada foi dimensionada conforme a ABNT (1978). Ao exceder as tensões de ruptura

além da tolerada, perdeu-se a convergência do modelo, identificando o mecanismo de ruptura

de uma viga hiperestática de três apoios e a formação de bielas comprimidas, as quais foram

esmagadas quando se excedeu a máxima tensão suportada pelo concreto. Ao redimensionar os

estribos da viga, agora de acordo com a ABNT (2014), as tensões que antes estavam concen-

tradas nas bielas foram redistribuídas, possibilitando que a viga suportasse carregamentos mais

elevados.

Kamel, Ibrahim e Ahmed (2019) desenvolveram um novo modelo dinâmico para o con-

trole de vibrações utilizando a análise de elementos finitos, comparando os efeitos de diferentes

controladores no desempenho do sistema. O MEF foi usado para derivar o modelo de viga fle-

xível. A análise de frequência do modelo foi realizada por meio de um software comercial para

simulações numéricas em 4 casos. Para obter melhor desempenho do sistema, foram considera-

dos mais três sistemas de controladores inteligentes: PD como Fuzzy, PID-AT (auto-ajuste PID)

e STFC (controlador Fuzzy com auto-ajuste). Compararam-se os controladores PID, PD, como

Fuzzy e PID-AT, mas o sistema sob efeito do STFC mostrou o menor overshoot, o menor tempo

de subida e o menor tempo de acomodação. Os três tipos de controladores inteligentes estuda-

dos com base na lógica Fuzzy (PD como Fuzzy, PID-AT e STFC) alcançaram um desempenho

significativo, com o STFC proporcionando melhor desempenho ao sistema.

Melo (2019) submeteu uma viga livre-livre a um ensaio de vibração e propôs um modelo

teórico para analisar a vibração transversal. A modelagem foi realizada a fim de comparar

resultados numéricos e experimentais para frequências naturais, modos de vibrar e respostas

em frequência. O estudo de vibração livre determina os quatro primeiros modos de vibrar da

viga. As Funções Resposta em Frequência (FRF) foram obtidas a partir do estudo da vibração

forçada. O modelo proposto mostrou-se aceitável em relação aos resultados experimentais e

foi eficiente na obtenção das frequências naturais de vibração e das Funções de Resposta em

Frequência da viga.
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No trabalho realizado por Miranda-Mendoza, Gutiérrez-Rivera e Celaya-García (2019),

considerou-se a teoria de Timoshenko para programar o modelo de uma viga no software Matlab

e ainda desenvolveu-se o mesmo modelo em um software comercial para simulações numéri-

cas, com o intuito de comparar os resultados fornecidos através de dois estudos de caso. No

primeiro, analisou-se uma viga cantiléver com uma carga pontual em sua extremidade livre. E

no segundo, uma viga simplesmente apoiada com carga distribuída constantemente ao longo de

todo o seu comprimento. Foram testados cinco modelos para cada um dos casos, variando-se o

comprimento da viga de cinco em cinco polegadas. Os resultados obtidos considerando a teoria

de Thimoshenko foram comparados com os resultados em relação à teoria de Euler-Bernoulli,

com os resultados da simulação utilizando elementos sólidos programa comercial (SOLID185)

e com a solução teórica para uma viga cantiléver e uma viga simplesmente apoiada. Conclui-

se que a teoria de vigas de Timoshenko gera menor erro em relação aos resultados numéricos,

com cerca de 1,8% na deflexão e 4,1% no esforço enquanto a teoria de Euler-Bernoulli apresenta

5,8% na deflexão e 6,5% no esforço.

Por meio do MEF, Souza e Silva (2019) analisaram vigas mistas de aço e concreto

protendidas por meio do software ABAQUS. A interação entre laje de concreto e viga de aço

foi modelada com conectores e elementos de contato, considerando somente o acoplamento

das redes de elementos finitos da laje e da viga. Validou-se o modelo numérico através da

correlação entre os resultados numéricos e experimentais disponíveis na literatura. O modelo

representou de forma satisfatória o comportamento observado experimentalmente em ambas as

formas de vinculação laje-perfil e para os casos em que os conectores de cisalhamento foram

modelados, as vigas apresentaram menor rigidez, aproximando melhor os resultados numéricos

dos experimentais.

Vilhena et al. (2019) utilizaram um programa comercial para simulações numéricas

como ferramenta auxiliar na avaliação de propriedades de compósitos poliméricos, com intuito

de simular as tensões normais nesses materiais e prever possíveis comportamentos mecânicos.

As amostras foram reforçadas com fibras de piaçava medindo 5, 10 e 15 mm e poliéster e

fabricadas segundo a norma ASTM D3039/D3039M (2014). Os ensaios e as simulações per-

mitiram comparar os resultados experimentais com um modelo estrutural de uma viga utilizada

em estruturas que sustentam telhados e considerou-se viável utilizar o software comercial como

ferramenta para simulação de características mecânicas quanto à tração de estruturas de vigas.
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2.2 Análise estrutural aplicada à vigas

Segundo a ABNT (2014), a finalidade da análise estrutural é determinar os efeitos dos

carregamentos agindo sobre uma estrutura, com o intuito de verificar os estados de limite e

de serviço. A análise estrutural admite colocar as repartições de esforços internos, tensões,

deformações e deslocamentos em uma parte ou em toda a estrutura (ABNT, 1978).

Uma viga, conforme Beer et al. (2012), consiste em um elemento estrutural projetado

para suportar carregamentos aplicados em toda sua extensão. Um elemento é considerado linear

quando o seu comprimento longitudinal é pelo menos três vezes maior que sua seção transver-

sal e, segundo ABNT (2014), as vigas são elementos lineares onde a flexão predomina e são

capazes de transmitir forças axiais, momentos fletores, forças cortantes e momentos torçores,

conforme observado na Figura 2.1.

Figura 2.1 – Viga no caso mais geral, transmitindo forças axiais, momentos fletores, forças cortantes e
momentos torçores.

Fonte: Alves (2006).

Diz-se que uma viga é engastada ou em balanço quando esta possui uma de suas extre-

midades fixadas por um apoio engastado (Figura 2.2). As reações de força e momento ocorrerão

na extremidade engastada (GERE; GOODNO, 2004).
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Figura 2.2 – Viga engastada.

Fonte: Do autor (2021).

A viga é um elemento estrutural importante e possui diversas aplicações em engenharia,

e segundo Meriam e Kraige (1999) é imprescindível que a parte teórica seja compreendida com

muita clareza para que o engenheiro possa dimensioná-la com segurança.

Com a evolução da tecnologia, o desenvolvimento de métodos numéricos e a criação

de softwares, os engenheiros passaram a ter acesso a equipamentos de alto desempenho que

possibilitaram analisar diversos modelos de vigas, variando-se o tipo de material, as dimensões,

os esforços sofridos, sendo possível tornar o modelo mais próximo do problema real.

2.2.1 Solução analítica para uma viga em balanço

Em Hibbeler (2010) foram investigados os princípios da resistência dos materiais que

são fundamentais para compreender matematicamente como se aplica o estudo de uma viga em

balanço com carga concentrada em sua extremidade livre.

Segundo Dias et al. (2016), ao considerar um material homogêneo, linear e isotrópico,

o deslocamento vertical de uma viga em balanço depende apenas da distância entre o ponto

de análise e o ponto de aplicação da carga, desde que o momento de inércia e módulo de

elasticidade do material sejam conhecidos.

Considere o modelo de uma viga em balanço com carga concentrada aplicada em sua

extremidade livre, conforme Figura 2.2.

Inicialmente, considere as equações do momento fletor (M):

M(x) =−Px (2.1)

M(x) = EI
d2v
dx2 (2.2)
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onde v é o deslocamento vertical, I é o momento de inércia da seção transversal da viga, E é o

módulo de elasticidade do material, P é a força aplicada na extremidade livre e x é a distância

entre a força aplicada e o ponto de análise.

Substitui-se a Equação 2.1 na Equação 2.2, integra-se duas vezes e desta forma obtêm-se

como resultado as Equações 2.3 e 2.4:

EI
dv
dx

=−P
x2

2
+C1 (2.3)

EIv(x) =−P
x3

6
+C1x+C2 (2.4)

Ao definir as condições de contorno como dv
dx = 0, v = 0 e x = L, obtêm-se as seguintes

Equações 2.5 e 2.6:

0 =−P
L2

2
+C1→C1 = P

L2

2
(2.5)

0 =−P
L3

6
+C1L+C2→C2 =−

PL3

3
(2.6)

onde C1 e C2 são constantes e L é a distância entre a força aplicada e a posição de fixação.

Substitui-se a Equação 2.5 e a Equação 2.6 na Equação 2.4 e assim, o deslocamento

vertical na linha central da viga é dado pela Equação 2.7.

v(x) =
P

6EI
(−x3 +3L2x−2L3). (2.7)

De forma análoga, substitui-se a Equação 2.5 na Equação 2.3 e considere θ = dv
dx . Logo,

a inclinação vertical na linha central da viga é dada pela Equação 2.8.

θ =
P

2EI
(L2− x2). (2.8)

O cálculo analítico da deformação específica de uma viga em balanço pode ser obtido

em analogia com a Lei de Hooke conforme Equação 2.9.

σ = Eε, (2.9)

onde σ corresponde a tensão aplicada, E refere-se ao módulo de elasticidade do material e ε é

a deformação específica.
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O valor de deformação específica de uma viga em balanço pode ser determinado por

meio das Equações 2.10-2.13.

M
I
=

σ

y
, (2.10)

M = PL, (2.11)

I =
bh3

12
, (2.12)

y =
h
2
, (2.13)

onde M corresponde ao momento fletor, I ao momento de inércia, P a carga aplicada na extre-

midade livre, L a distância entre a extremidade engastada e o ponto de aplicação da carga e b e

h correspondem a base e a altura da seção transversal, respectivamente.

Substituindo-se as Equações 2.11, 2.12 e 2.13 na Equação 2.10 obtém-se a Equação

2.14.

σ =
6PL
bh2 . (2.14)

Assim, por meio das Equações 2.9 e 2.14, tem-se então a Equação 2.15.

ε =
6PL
Ebh2 , (2.15)

a qual possibilita o cálculo da deformação específica de uma viga em balanço.

2.3 Método dos Elementos Finitos

A ideia central do MEF consiste em dividir o domínio do problema em um número finito

de subdomínios, chamados de elementos. Assim, ao investigarem-se as partes, pode-se prever

qual seria o comportamento da estrutura como um todo.

É possível, segundo Antoniacomi e Souza (2010), calcular analiticamente determinado

fenômeno físico, porém as chances de cometer erros são consideráveis, além do tempo neces-

sário para desenvolver os cálculos. Para simular e analisar problemas de engenharia, afirmam
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que é necessário o auxílio de recursos computacionais, pois o elevado grau de dificuldade exige

o uso de técnicas como o MEF para aferir os deslocamentos de uma viga em balanço, por

exemplo.

Para Naves e Cunha (2011), a escolha de qual software utilizar em uma simulação está

relacionada com a necessidade do usuário, o custo financeiro e a competência do programador

em operar, de maneira correta, as ferramentas disponíveis.

De acordo Fish e Belytschko (2009), cinco etapas estruturam o MEF. A primeira etapa,

chamada de pré-processamento, subdivide o domínio do problema em elementos. Em seguida

acontece a formulação dos elementos e aplicam-se as condições de contorno, gerando as equa-

ções que serão resolvidas. Após esta etapa, faz-se a montagem, obtendo-se o sistema global de

equações. Posteriormente, resolvem-se as equações e por fim, realiza-se o pós-processamento,

onde se obtêm a visualização das respostas, determinam-se os valores de interesse e interpretam-

se os resultados obtidos.

A quantidade de nós, de elementos, o tamanho e o tipo de elemento utilizado, influen-

ciam diretamente na precisão do método. Em relação à sua convergência, apesar de se tratar de

um método aproximado, Souza (2003) garante que é possível mostrar que, conforme o tamanho

dos elementos tende a zero e a quantidade de nós tende ao infinito, a solução converge para a

solução exata do problema.

Segundo Weaver e Johnston (1984), a discretização em elementos finitos se aplica tanto

a elementos de reta quanto elementos sólidos ou de superfícies. O método baseia-se em funções

interpoladoras, as quais ligam os diversos pontos gerados na subdivisão do domínio (COSTA,

2010). Alguns tipos de elementos finitos são apresentados na Figura 2.3.
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Figura 2.3 – Exemplos de elementos finitos.

Fonte: Souza (2003).

O MEF possui muitas potencialidades, dentre elas:

a) Permite analisar estruturas de grau hiperestático, isto é, estruturas que não podem ter

seus esforços determinados apenas pelas equações de equilíbrio, uma vez que estas equa-

ções fornecem condições necessárias, mas não suficientes, para determinar tais esforços;

b) Não é necessário conhecer todos os pontos do problema, basta conhecer o comporta-

mento dos pontos que limitam a fronteira;

c) Resolver sistemas complexos em termos de geometria, condições de fronteira e carrega-

mento;

d) Auxiliado por um computador, pode-se corrigir e testar um projeto, evitando a constru-

ção de um protótipo e testes destrutivos, o que reduz, consequentemente, o desperdício

de materiais e também o impacto ambiental dos projetos.

e) Simular o processo de fabricação de um produto, reduzindo assim os custos.

2.3.1 Solução numérica para uma viga em balanço

Segundo Alves (2006), os conceitos matemáticos necessários para fundamentar o MEF

devem ser analisados. A viga é considerada um elemento unidimensional, pois seu compri-

mento é consideravelmente maior que as dimensões de sua seção transversal. Abaixo está



25

esboçada na Figura 2.4 uma viga no plano com dois nós e considera-se que cada um dos nós

possua 3 graus de liberdade.

Figura 2.4 – Modelo discretizado de um elemento de viga.

Fonte: Do autor (2021).

Uma viga pode ser discretizada em um sistema de coordenadas local, como apresentada

acima e as forças nodais se relacionam com os deslocamentos nodais por meio da Equação 2.16.

[ f ] = [k]e . [δ ] , (2.16)

onde [ f ] é o vetor das forças nodais, [k]e é a matriz de rigidez do elemento de viga e [δ ] é o

vetor dos deslocamentos nodais.

A matriz de rigidez do elemento de viga, considerando-se simultaneamente carregamen-

tos axiais e momentos fletores, o vetor que representa as forças nodais e o vetor que representa

os deslocamentos nodais, ambos definidos em um sistema local de coordenadas, estão repre-

sentados por meio da Equação 2.17.


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L3
6EI
L2

0 6EI
L2

4EI
L 0 −6EI

L2
2EI

L

−EA
L 0 0 EA

L 0 0

0 −12EI
L3 −6EI

L2 0 12EI
L3 −6EI

L2

0 6EI
L2

2EI
L 0 −6EI

L2
4EI

L


.



u1

v1

θ1

u2

v2

θ2


, (2.17)

onde E é o módulo de elasticidade do material, A é a área da seção transversal da viga, I

é o momento de inércia da viga, L é o comprimento inicial da viga, fx1 e fx2 são as forças

aplicadas na direção x e relacionadas ao grau de liberdade 1 e 2 respectivamente, fy1 e fy2 são

as forças aplicadas na direção y e relacionadas ao grau de liberdade 1 e 2 respectivamente, M1

e M2 são os momentos fletores relacionados aos graus de liberdade 1 e 2 respectivamente, u1 e

u2 são os deslocamentos que ocorrem na direção x, relacionados aos graus de liberdade 1 e 2

respectivamente, v1 e v2 são os deslocamentos que ocorrem na direção y, relacionados aos graus
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de liberdade 1 e 2 respectivamente e θ1 e θ2 são ângulos de rotação relacionados aos graus de

liberdade 1 e 2 respectivamente.

A matriz de rotação para formular esse elemento de viga é representada pela Equa-

ção 2.18.

T =



cosθ sinθ 0 0 0 0

−sinθ cosθ 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cosθ sinθ 0

0 0 0 −sinθ cosθ 0

0 0 0 0 0 1


, (2.18)

onde θ é ângulo de rotação.

Por meio da matriz de rotação é possível que as forças e os deslocamentos associados

ao elemento de viga relacionem-se em um sistema comum de referência, introduzindo a trans-

formação de forças e deslocamentos de um sistema de coordenadas local para um sistema de

coordenadas global. A transformação da matriz de rigidez de um elemento do sistema local

para o sistema global é expressada por meio da Equação 2.19.

[K]e = [T ]T . [k]e . [T ] , (2.19)

em que [K]e representa a matriz de rigidez de um elemento no sistema global de coordenadas,

portanto adota-se a letra K em maiúsculo. Já a matriz [k]e denota a matriz de rigidez de um

elemento no sistema local de coordenadas, por isso escreve-se a letra k em minúsculo e a matriz

[T ]T é definida como a matriz transposta da matriz [T ].

Conhecendo-se agora a matriz de rigidez do elemento de viga em um sistema global de

coordenadas, basta expressar as forças e os deslocamentos nodais em função das coordenadas

globais da estrutura. Logo, pode-se relacionar novamente as forças e os deslocamentos nodais

por meio da Equação 2.20.

[F ] = [K]e . [∆] , (2.20)

em que [F ] representa a matriz das forças aplicadas aos nós, [K]e é a matriz de rigidez do

elemento e [∆] é a matriz dos deslocamentos em cada nó, ambos agora definidos para um sistema

global de coordenadas.
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O sistema gerado pelas matrizes no sistema global de coordenadas pode ser resol-

vido analiticamente para o caso de um elemento de viga unidimensional. Contudo, normal-

mente combina-se algum software e um método numérico para resolver tal sistema, devido ao

grande número de equações geradas pelo MEF em problemas bidimensionais e tridimensionais,

obtendo-se assim os resultados desejados, ou seja, é possível conhecer as forças e os desloca-

mentos que ocorrem em cada grau de liberdade.

2.4 Simulação computacional

De acordo com Gavira (2003), a simulação computacional passou a ser relevante após

1970, devido à evolução tecnológica dos hardwares e dos softwares, tornando possível a coleta e

o processamento de muitos dados. Levando-se em consideração o processo de fabricação de um

determinado produto por uma indústria, a simulação possibilita, além da evolução tecnológica,

minimizar os custos e reduzir o tempo para execução do projeto.

Hardwares mais eficientes, a redução do custo dos softwares de simulação e melhores

interfaces gráficas são fatores que, conforme afirma Garcia (1998), influenciaram significativa-

mente para que o MEF se tornasse mais popular.

Em Duarte (2003), define-se que a simulação pode ser considerada uma atividade que

representa uma condição não real, mas como se fosse a real, testando em seguida inúmeras

situações. O mesmo autor ainda apresenta outra definição. Define-se a simulação como uma re-

produção de uma situação real, que será modelada com os parâmetros necessários, normalmente

utilizando ferramentas (softwares) para melhoria da performance e avaliação dos resultados.

Ainda, conforme Duarte (2003), pode-se justificar o uso da simulação levando-se em

consideração o custo benefício da implementação, que apesar de garantir economia de tempo

e de recursos, exige investimentos em softwares avançados, hardwares modernos e mão de

obra qualificada. Estima-se que os custos de simulação de um projeto é considerado baixo,

variando de 1% a 3% do custo total. Um gráfico que estipula a relação entre o custo e a etapa

de desenvolvimento de um projeto com ou sem simulação é apresentado na Figura 2.5.
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Figura 2.5 – Relação entre o custo e a etapa de desenvolvimento de um projeto.

Fonte: Adaptada de Duarte (2003).

Para simular e analisar problemas de engenharia, Antoniacomi e Souza (2010) afirmam

que é necessário o auxílio de recursos computacionais, pois o elevado grau de dificuldade exige

o uso de técnicas como o MEF para aferir os deslocamentos, as tensões e também as deforma-

ções em uma viga em balanço, por exemplo, e Duarte (2003) assegura que a simulação elimina

problemas iniciais e incertezas, diminuindo o fator de risco e permitindo a investigação da via-

bilidade de um determinado projeto.

2.5 Análise da convergência de uma malha

Em simulações numéricas envolvendo o MEF, a análise da qualidade da malha é impres-

cindível, pois de tal maneira torna-se possível minimizar os custos computacionais envolvidos

na busca pela convergência do modelo. O refinamento da malha é de suma importância, uma

vez que as incógnitas que formulam o problema devem ser analisadas de maneira criteriosa,

selecionando aquelas que mais influenciam diretamente os resultados (TAVARES, 1998).

Barros (2002) afirma que o MEF utiliza funções de interpolações para a análise da con-

tinuidade do problema físico, e que quanto maior for o número de elementos analisados, maior

será a convergência do resultado comparado ao caso real. Para Muthukrishnan, Nambiar e La-

wrence (1995), em modelos mais simples, a malha pode ser gerada como um todo, não afetando

o tempo de análise de maneira expressiva, porém no caso de modelos onde se tem geometrias

mais complexas é necessário fazer um refinamento da malha nas regiões de maior interesse. O

refinamento da malha, segundo Lo e Lee (1998), é divido em três etapas: a análise modular do

elemento finito, o erro de estimativa e a geração da modelagem.

Muthukrishnan, Nambiar e Lawrence (1995) afirmam que cada nó gerado e utilizado

numa análise influencia na densidade do refinamento da malha. A razão do valor da densidade
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deve ser sempre menor do que 1, pois caso contrário acontecerão erros de estimativa inicial.

Contudo vale destacar que chegar a uma malha ideal implica diretamente na precisão dos resul-

tados e, consequentemente, o refinamento da malha pode ser complexo. De acordo com Lo e

Lee (1998) o desempenho da malha pode ser constatado por meio de uma curva, a qual analisa

a taxa de convergência do elemento finito através da estimativa do erro.

Field (2000) investigou parâmetros de qualidade para elementos bidimensionais (trian-

gulares e quadrangulares) e para elementos tridimensionais (tetraédricos e hexaédricos). Se

tratando de métodos utilizados para suavização da malha, de acordo com a literatura, exis-

tem critérios a serem seguidos. Por exemplo, a Suavização Laplaciana utiliza como critério de

parada a quantidade de iterações, uma vez que após a quarta iteração não ocorre variações sig-

nificativas nos resultados. Persson (2005) em seu trabalho adotou como critério de parada com

a analogia de mola, o deslocamento nodal máximo menor que 10% do comprimento desejado

das arestas dos triângulos.

Ao resolver as equações (EDPs) em uma malha triangular deseja-se que os elementos

utilizados tenham forma próxima de triângulos equiláteros, pois de acordo com Persson (2005),

resultados satisfatórios serão obtidos se os ângulos internos aos elementos triangulares forem

próximos de 60◦. Segundo Field (2000), um parâmetro de qualidade muito aplicado em ele-

mentos triangulares é a relação q que pode ser estabelecida entre o diâmetro da circunferência

inscrita e o raio da circunferência circunscrita a um determinado elemento, como pode ser ob-

servado na Figura 2.6.

Figura 2.6 – Elemento triangular com circunferências inscrita e circunscrita.

Fonte: Do autor (2021).
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A relação q pode ser obtida conforme Equação 2.21.

q =
2rinsc

rcirc
=

(b+ c−a)(c+a−b)(a+b− c)
abc

. (2.21)

Note que, se q = 1, então este elemento assumirá a forma de um triângulo equilátero.

Mas, se os ângulos deste elemento forem próximos de zero (elemento degenerado), então q→ 0

e, ainda segundo Persson (2005), pode-se afirmar que se todos os triângulos de uma malha

resultarem em q > 0,5 então bons resultados poderão ser obtidos nas simulações.

Para que os resultados de uma simulação numérica sejam convergentes, segundo An-

derson, Tannehill e Pletcher (2012), a solução deve ser consistente e estável. A consistência

da solução numérica é obtida quando a equação diferencial discretizada é capaz de reprodu-

zir a equação diferencial e isto normalmente ocorre quando o intervalo de tempo e o tamanho

dos elementos da malha tendem a zero, reduzindo-se então erros de arredondamento conforme

o número de nós tende ao infinito. A estabilidade da solução numérica representa uma boa

aproximação para a solução exata das equações que foram discretizadas. Fatores como erros de

arredondamento e o tratamento do acoplamento entre as variáveis, interferem na estabilidade da

solução, fazendo com que algumas variáveis evoluam mais rapidamente do que outras. Assim,

pode-se dizer que as condições de consistência definem uma relação entre a equação diferen-

cial e sua formulação discretizada, enquanto que as condições de estabilidade estabelecem uma

relação entre a solução numérica e a solução exata da equação discretizada.

No trabalho de Silva, Chaves e Guidi (2016) foi apresentada uma aplicação do MEF para

análise de tensão e fadiga em um eixo de transmissão mecânica. A simulação foi desenvolvida

através de um programa comercial para simulações numéricas e utilizando o gerador automá-

tico de malhas, criou-se uma malha hexaédrica estruturada sem refinamento dos entalhes, com

35.622 nós, 7.906 elementos, com o tamanho do elemento sendo 0,005 m e taxa de refinamento

1. Através da ferramenta de controle de malha “Refinement” do software, a densidade da malha

nas regiões de interesse foi aumentada, usando os parâmetros “tamanho de elemento” e “taxa de

refinamento”. Verificou-se que, com a redução do tamanho do elemento da malha (aumento de

densidade da malha), ocorreu uma redução significativa do erro relativo a patamares inferiores

a 1%, para as malhas fina e superfina. A malha com refinamento dos entalhes que foi utilizada

para a validação dos resultados possuía a seguinte configuração: 175.073 nós, 118.021 elemen-

tos, tamanho do elemento no controle da malha de 0,005 m, taxa no controle da malha igual a 2

e qualidade da malha dada pela razão de aspecto igual a 1,92.
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Silva et al. (2017) avaliou em seu trabalho como a diminuição do tamanho e o aumento

do grau em cada elemento influencia no estudo da convergência da malha utilizada para in-

vestigar os deslocamentos em um quadro de bicicleta do tipo mountain bike. A simulação foi

desenvolvida utilizando um software comercial para simulações numéricas e utilizou o elemento

unidimensional BEAM188, baseado na teoria de Timoshenko e considerando os efeitos de de-

formação de cisalhamento. Três malhas de discretização foram utilizadas, com 3265 elemen-

tos, com 6530 elementos e com 13060 elementos. Além disso, em cada uma das três malhas,

utilizaram-se elementos de ordem linear, quadrática e cúbica a fim de avaliar o comportamento

da convergência do modelo. A convergência se deu conforme o aumento do grau do elemento

e o refinamento da malha. Para o elemento linear, a convergência foi obtida apenas com uma

malha mais densa. Já para as simulações que utilizaram os elementos de ordem quadrática e

cúbica obteve-se a convergência de imediato, visto que se trata de uma estrutura muito simples.

Andrade e Cavalcante (2018) utilizaram o MEF para analisar o deslocamento vertical

no meio do vão de um elemento estrutural viga parede. Foi investigado como os resultados das

simulações convergiam conforme o refinamento da malha, discretizada por elementos quadrilá-

teros. Para um elemento quadrilátero, estabelece-se uma relação entre o maior e o menor lado

do polígono formado. Esta relação é definida como coeficiente de forma e, segundo SAP2000

(2011), para obter resultados mais acurados o coeficiente de forma deve ser próximo de 1 e no

máximo igual a 4.

As características da viga modelada foram as seguintes: comprimento total de 1650 mm

e vão efetivo de 1200 mm, altura de 800 mm, espessura de 120 mm, módulo de elasticidade de

25 GPa e coeficiente de Poisson de 0,2. Duas cargas concentradas de 1200 kN foram aplicadas

no bordo superior de forma equidistantes dos apoios. O número de elementos da malha variou

de 20 a 3072. Com uma malha contendo por volta de 768 elementos quadriláteros considerou-se

a convergência do modelo, pois a diferença entre os valores obtidos nos resultados das simula-

ções variaram menos de 1% entre os resultados para os deslocamentos no meio do vão da viga.

Logo, modelos contendo mais que 768 elementos puderam ser desprezados, pois só acarreta-

riam no aumento do custo computacional e não na melhora expressiva dos resultados.

Gargallo-Peiró et al. (2018) desenvolveram um processo de geração de malha a fim de

simular o fluxo de vento em parques eólicos. As malhas foram geradas automaticamente, com

transições suaves de tamanho entre os elementos. O processo de convergência foi investigado,

obtendo-se uma malha quadrática para os casos testados. Inicialmente, uma malha de super-
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fície foi criada e, posteriormente, gerou-se uma malha de volume através de um processo de

varredura (extrusão) da malha superficial.

A qualidade de um elemento pode ser entendida como o inverso da distorção, que é

o quanto um elemento difere de uma configuração ideal. Se tratando de elementos triangula-

res, por exemplo, quanto mais se aproximar de um triângulo equilátero, menos destorcido o

elemento estará e, consequentemente, maior qualidade este terá. Um elemento com distorção

desejada assume valor igual a 1, enquanto que um elemento degenerado assumirá valores infi-

nitesimais. Entretanto, a qualidade de um elemento pode ser mensurada com valores entre 0 e

1, assumindo 1 como uma qualidade desejável e 0 como indesejável (ANSYS. . . , 2019).

A primeira malha superficial, formada por elementos quadriláteros, possuía qualidade

mínima de 0,38 e após otimizada passou a ter qualidade mínima de 0,64, notando-se maior

regularidade dos elementos do domínio. Note-se que uma malha superficial de baixa qualidade

implicará em uma malha de volume de baixa qualidade.

Em relação à malha de volume, a primeira malha elaborada apresentava qualidade mí-

nima de 0,18. Após um processo de otimização, a malha composta então de elementos hexaé-

dricos, foi gerada por meio de extrudamento vertical da malha superficial e apresentou qualidade

mínima de 0,49. As mesmas malhas (superfície ou volume), sem aplicar nenhum processo de

otimização resultaram em qualidades mínimas abaixo de 0,1.

Com a otimização, a melhoria na qualidade da malha foi notória, pois os elementos as-

sumiram uma configuração mais próxima do ideal, ou seja, devido às arestas dos elementos

estarem próximas de uma configuração ortogonal. De acordo com Babuška e Aziz (1976) e

Shewchuk (2002), elementos bem moldados, isto é, sem ângulos muito grandes ou demasia-

damente pequenos, melhoram o condicionamento matricial na aplicação do MEF. Definida a

malha final, superficial juntamente com a volumétrica, inicialmente esta apresentou qualidade

mínima de 0,13, mas depois de otimizada passou a ter qualidade mínima de 0,33 e, a qualidade

média dos elementos foi de 0,92. O tamanho ideal da malha foi determinado considerando um

erro relativo de 0,05% e foi possível estimar a produção do parque eólico com um erro relativo

de 3%.

Por meio do MEF, Porcaro et al. (2019) utilizaram simulações numéricas termomecâni-

cas, fisicamente não lineares no domínio do tempo, para avaliar o desenvolvimento de tensões

residuais originadas durante o processo de soldagem em trilhos ferroviários. As simulações
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foram realizadas em software comercial e os parâmetros geométricos seguiram os critérios da

Norma (AREMA, 2013).

A fim de reduzir o número de graus de liberdade e, consequentemente, o custo compu-

tacional, o modelo de trilho ferroviário com perfil TR-57 foi desenvolvido em simetria longitu-

dinal. A malha, não estruturada, foi refinada e composta por elementos tetraédricos parabólicos

com 10 nós. Considerou-se para o estudo de convergência os valores de tensões de von Mises.

A convergência se deu quando os resultados das simulações variaram menos que 5%, conforme

o aumento do número de nós, e a minimização do erro na resposta estrutural.

O modelo estático estrutural apresenta não linearidade mais significativa que o modelo

térmico, razão pela qual foi escolhido para o estudo de convergência. Como a região de solda-

gem está sujeita a maior fluxo térmico e gradientes de tensões, então a malha nesta região foi

refinada para 2 mm e no restante do modelo seguiu-se uma padrão de 10 mm para o tamanho

dos elementos. Após o estudo de convergência, uma malha contendo 52056 elementos e 77953

nós foi adotada para o desenvolvimento das simulações térmicas e estáticas estruturais.

Dias et al. (2019) utilizaram otimização de enxame de partículas (PSO) e análise inversa

de elementos finitos para determinar o módulo de elasticidade e a razão de Poisson de um feixe

cantilever. Utilizou-se um software comercial baseado no MEF a fim de gerar os valores para a

função objetivo e retornar o Erro Quadrado de Soma (SSE), do ingles, Sum Square Error, entre

dados experimentais e simulados. O refinamento da malha foi realizado para fornecer a máxima

convergência de tensão em um ponto específico da malha. Por volta de 40 modelos com dife-

rentes tipos de elementos e formas foram testados, onde o modelo C3D10H foi o mais estável.

Conforme a densidade da malha foi sendo aumentada gradativamente, o estresse de von Mises

diminuiu até cerca de 3400 elementos por unidade de volume e depois aumentou até estabilizar

alcançando 7332 elementos por unidade de volume. Após o estudo de convergência da malha,

um modelo com 7332 elementos (C3D10H) e 12651 nós foi o utilizado nas simulações para o

desenvolvimento das análises.

A obtenção de bons resultados em simulações numéricas baseadas no MEF depende,

entre muitos fatores, da malha gerada. Para avaliar a qualidade de uma malha, é necessário

analisar a forma dos elementos que a compõem. Sabe-se que quanto mais refinada estiver uma

malha, maior será a proximidade dos resultados com a solução analítica. Porém, quanto mais

refinada a malha estiver, ou seja, quanto maior o número de nós e elementos utilizados na malha,

maior será o número de equações, fazendo também com que o custo computacional aumente
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consideravelmente. Logo cabe ao usuário encontrar um equilíbrio entre o custo computacional

e a qualidade dos resultados. A qualidade da aproximação pode ser garantida quando duas ma-

lhas, com níveis de refinamento distintos, geraram resultados semelhantes, isto é, não ocorrem

variações significativas.

2.6 Análise inversa via Método dos Elementos Finitos usando otimização

Solucionar determinado problema utilizando como ferramenta a otimização consiste,

segundo Bandyopadhyay e Saha (2013), em maximizar ou minimizar um ou mais objetivos

dentro de um projeto, que podem ser representados através de funções matemáticas, buscando-

se então obter os melhores valores para estas funções, conhecidas como funções objetivo. Em

outras palavras, otimizar significa encontrar a melhor resposta possível dentre um conjunto

de situações, onde dois objetivos são essenciais, a minimização do custo e a maximização do

benefício (RAO, 2009).

Os problemas de otimização em que apenas um objetivo é analisado são chamados de

problemas de otimização mono objetivo e aqueles problemas onde mais de um objetivo são ana-

lisados ao mesmo tempo são denominados problemas de otimização multiobjetivo. Na otimiza-

ção mono objetivo almeja-se alcançar o ponto ótimo, enquanto que na otimização multiobjetivo

deseja-se buscar um equilíbrio entre os objetivos propostos a serem otimizados, uma vez que

estes são conflitantes. (DEB, 2011; COELLO-COELLO, 2006).

Conforme Odu e Charles-Owaba (2013), o processo de otimização multiobjetivo con-

siste em trabalhar com funções objetivo de forma sistêmica e simultânea. A otimização mul-

tiobjetivo proporciona um conjunto de soluções aceitáveis que são melhores que outras, pois

ao otimizar um determinado objetivo, isto influencia diretamente na otimização dos demais

(ARORA, 2016; BANDYOPADHYAY; SAHA, 2013).

A grande parte das aplicações no ramo da engenharia consistem em métodos de oti-

mização multiobjetivo e, de acordo com Arora (2016), dominância e fronteira de Pareto são

conceitos fundamentais para aplicação de tais métodos. Além destes, as variáveis de projeto,

as funções objetivo, as restrições, o espaço de busca e o ponto ótimo também são parâmetros

essenciais a serem considerados para aperfeiçoar determinado projeto.

Alguns softwares comerciais contemplam uma ferramenta de otimização denominada

Response Surface Optimization - (RSO). Esta ferramenta utiliza uma matriz de pontos expe-

rimentais para gerar uma superfície de resposta, fornecendo pontos candidatos à ótimos. Os
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resultados obtidos por meio da superfície de resposta são aproximados e, portanto, devem ser

verificados por meio de uma análise de elementos finitos. Rapidamente se pode alterar os crité-

rios e executar novamente o processo de otimização, pois a maior parte do custo computacional

concentra-se na etapa inicial de execução da ferramenta.

Considerando o conceito matemático de superfície, trata-se de um objeto geométrico bi-

dimensional no espaço. A partir de três coordenadas, pode-se determinar um ponto no espaço

e três graus de liberdade estão associados a este ponto. Contudo, quando o ponto pertence a

uma superfície, é possível relacionar as três coordenadas do ponto (x,y,z) em R3 por meio da

Equação 2.22.

f (x,y) = z, (2.22)

ou seja, a escolha de duas coordenadas implica a determinação da terceira. Este é o princípio

utilizado pelo software para a geração da superfície de resposta que fornece os pontos candi-

datos à ótimos no processo de otimização que foi desenvolvido nesta Dissertação de Mestrado.

Para cada valor definido para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson, pode-se

associar um único valor de deslocamento.

O Teorema 2.1, cuja demonstração pode ser vista em Carmo (2016), garante a existência

de uma função diferenciável f que satisfaz a Equação 2.22.

Teorema 2.1 Seja S⊂ R3 uma superfície regular e p ∈ S. Então existe uma vizinhança V de p

em S tal que V é o gráfico de uma função diferenciável a qual toma uma das seguintes formas:

z = f (x,y), y = g(x,z) ou x = h(y,z).

Conforme Martha (2010), a análise estrutural é uma das principais etapas no desenvolvi-

mento de um projeto, pois permite prever o comportamento da estrutura e segundo Tschiptschin

(2011), pode-se dividir o processo de solução de problemas por meio do MEF, assim como em

qualquer simulação, em três etapas: pré-processamento, processamento e pós-processamento.

É na etapa intermediária que o computador realiza os cálculos da análise numérica e separa

as etapas de pré e pós-processamento. Os passos que contemplam uma análise de elementos

finitos são apresentados na Figura 2.7.
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Figura 2.7 – Passos envolvidos em uma análise de elementos finitos.

Fonte: Adaptada de Tschiptschin (2011).

Conhecendo-se os valores máximos dos deslocamentos que ocorrem em uma determi-

nada estrutura, é possível que o engenheiro estabeleça um dimensionamento seguro e econô-

mico (OLIVEIRA et al., 2002).

Diversos problemas em engenharia podem ser resolvidos por meio de processos de oti-

mização que aplicam uma análise inversa do MEF. Os deslocamentos que ocorrem em uma

determinada estrutura estão associados a vários fatores, como os carregamentos, o tipo de ma-

terial, as condições de contorno aplicadas ao problema, entre outros. O módulo de elasticidade

e o coeficiente de Poisson são propriedades mecânicas que estão associadas a cada tipo de

material e tais propriedades influenciam diretamente no deslocamento máximo que ocorre na

estrutura. Neste contexto, é possível compreender que para um determinado resultado de des-

locamento máximo pode-se associar valores que foram definidos para o módulo de elasticidade

e para o coeficiente de Poisson no início da simulação numérica.

Portanto, uma análise inversa via MEF permite otimizar os valores de diversas proprie-

dades associadas ao material utilizado para realizar a simulação numérica, ou seja, o desloca-

mento máximo está diretamente relacionado aos valores do módulo de elasticidade e do coefici-

ente de Poisson. Assim, utilizando ferramentas de otimização torna-se possível estimar, a partir

de um determinado deslocamento ocorrido na estrutura, quais são os valores do módulo de elas-

ticidade e do coeficiente de Poisson do material que sofreu tal deslocamento, evidenciando o

sentido contrário de uma análise em elementos finitos.
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3 MATERIAL E MÉTODOS

Uma parte deste trabalho foi desenvolvida no LPD II (Laboratório de Processamentos

de Dados II) do Programa de Pós-graduação em Engenharia de Sistemas e Automação, da

Universidade Federal de Lavras. A outra, foi desenvolvida de maneira remota, uma vez que o

LPD II encontra-se temporariamente fechado devido a pandemia da COVID-19. O computador

utilizado para implementar as simulações numéricas possui um processador Core i7-7700, 65W,

3,6 GHz de frequência básica e até 4,2 GHz de frequência turbo máxima, 16 Gb de ram, HD

7200 RPM 1 tb e placa de vídeo GeForce GTX 1050 Ti 4Gb GDDR5 128-bit.

Para cumprir os objetivos propostos, um teste mecânico não destrutivo foi combinado a

um processo de análise inversa do MEF, recorrendo-se a ferramenta RSO de otimização, onde o

valor de deslocamento máximo retornado pelo software de elementos finitos foi utilizado como

um dado de entrada no processo de otimização, obtendo como saídas o módulo de elasticidade

e o coeficiente de Poisson do material, a partir dos resultados de uma simulação de análise

estática estrutural. Para isso, considerou-se, primeiramente, uma viga em balanço com carga

concentrada em sua extremidade livre e, posteriormente, o mesmo procedimento foi adotado

em uma mola de um banco de trator.

A primeira etapa deste trabalho consistiu em reproduzir computacionalmente os dados

coletados experimentalmente por Lara (2021) para realizar a calibração de um extensômetro

unidirecional, no intuito de validar a metodologia proposta. Desejando-se comparar os resulta-

dos experimentais com uma simulação numérica, utilizou-se o software comercial Ansys Me-

chanical, versão estudantil (ANSYS. . . , 2019).

É importante destacar que a técnica que possibilita aferir os valores do módulo de elas-

ticidade e do coeficiente de Poisson do material que um determinado modelo foi simulado é, de

fato, eficiente quando associada a um ensaio mecânico não destrutivo, pois a partir dos dados

experimentais é que o valor referente ao alvo será obtido, sendo este um dado fundamental no

processo de otimização via superfície de resposta. Um fluxograma das etapas necessárias para

a implementação da técnica é apresentado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 – Fluxograma de implementação do processo de otimização para determinar os valores de
propriedades mecânicas em ligas metálicas.

Fonte: Do autor (2021).
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3.1 Validação da simulação numérica a partir de dados experimentais

Lara (2021) utilizou uma viga em balanço de aço, com carga concentrada na extremidade

livre, para medir os valores de deformação específica por meio de um extensômetro unidirecio-

nal. As dimensões da viga e as propriedade mecânicas do aço estão descritas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 – Dimensões da viga e propriedade mecânicas do aço.

VARIÁVEL VALOR UNIDADE
Comprimento (L) 122 mm

Base da seção transversal (b) 40 mm
Altura da seção transversal (h) 3,25 mm

Módulo de elasticidade (E) 200.000 MPa
Coeficiente de Poisson (ν) 0,3 -

Fonte: Do autor (2021).

O modelo reproduzido por meio do software SpaceClaim (software CAD do Ansys

Workbench) pode ser observado na Figura 3.2.

Figura 3.2 – Reprodução do modelo experimental.

Fonte: Do autor (2021).

As condições de contorno estabelecidas para a reprodução do experimento foram as

seguintes: em uma das extremidades da viga foi aplicado um engaste e na outra uma força na

direção negativa do eixo y, conforme Figura 3.3.

Figura 3.3 – Condições de contorno do modelo experimental.

Fonte: Do autor (2021).
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Um carregamento equivalente a 100 N foi aplicado na extremidade livre da viga em ba-

lanço a fim de realizar a análise de convergência da malha e garantir que os valores de tensões

de von Mises convergissem, garantindo a estabilidade do modelo. Para realizar a análise de con-

vergência da malha adotou-se um processo manual, diminuindo-se sucessivamente o tamanho

dos elementos, ou seja, aumentando-se gradativamente a densidade da malha e comparando-se

com o resultado anterior, a fim de validar o modelo.

Para este propósito, pode-se refinar a malha até que a solução apresentada pelo software

seja a mais próxima da solução analítica (caso seja conhecida) ou apresente estabilidade gráfica

entre duas simulações consecutivas, isto é, até que os resultados entre duas simulações atinja

uma diferença percentual definida pelo usuário. Neste trabalho, o resultado para a tensão de

von Mises da simulação com uma malha de 2 mm difere em menos de 0,5% em relação ao

resultado da simulação utilizando uma malha com 1,8 mm. O gráfico da Figura 3.4 mostra a

curva gerada para os resultados de tensões de von Mises entre as simulações realizadas.

Figura 3.4 – Gráfico da análise de convergência da malha.

Fonte: Do autor (2021).

A análise de convergência da malha também pode ser observada por meio da Tabela 3.2.

Diminuindo-se sucessivamente o tamanho dos elementos da malha do modelo, a diferença per-

centual de aproximadamente 0,5% foi obtida quando diminuiu-se de 2 mm para 1,8 mm o

tamanho dos elementos da malha, o que fundamenta a adoção de um modelo com uma malha

formada por elementos de 2 mm.



41

Tabela 3.2 – Análise de convergência da malha.

SIMULAÇÃO TENSÃO ERRO NÚMERO
DE NÓS

NÚMERO
DE ELEMENTOS

6,4015 mm (default) 174,05 2,88% 1118 140
5 mm 179,06 2,03% 1568 200
4 mm 182,69 0,78% 2378 310
2 mm 184,12 0,49% 14073 2440

1,8 mm 185,03 0,48% 17937 3128
1,6 mm 185,91 - 21996 3850

Fonte: Do autor (2021).

O modelo adotado para realizar as simulações foi constituído por 14073 nós e 2440

elementos hexaédricos lineares com aresta medindo 2 mm e pode ser observado por meio da

Figura 3.5.

Figura 3.5 – Malha do modelo.

Fonte: Do autor (2021).

Ao todo 7 simulações foram executadas para reproduzir o experimento de Lara (2021)

e calcular os valores de tensão de von Mises. A única condição que foi reestabelecida após

cada simulação foi a força aplicada na extremidade livre, a qual variou entre 10 N a 70 N, com

incrementos de 10 N. A diferença entre os resultados das simulações e os resultados experimen-

tais foi considerada satisfatória em comparação as análises feitas por Lara (2021), garantindo a

aplicabilidade de tal modelo.
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3.2 Aplicação da técnica em diferentes cenários

Nesta etapa, replicou-se o trabalho de Dias et al. (2019) por meio do mesmo programa

comercial, a fim de estimar os valores de duas propriedades mecânicas, módulo de elasticidade

e coeficiente de Poisson, de um aço estrutural.

Posteriormente, o processo de otimização foi aplicado em uma geometria com maior

complexidade, com o propósito de estimar o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson

do material utilizado para a composição da peça, visando aplicar a metodologia proposta já

validada em um problema de cunho prático.

3.2.1 Viga em balanço de aço

Em Dias et al. (2019) duas propriedades mecânicas (o módulo de elasticidade e o coe-

ficiente de Poisson) de uma viga em balanço de aço ASTM A36 foram aferidas, combinando

análise inversa de elementos finitos e PSO (Particle-Swarm Optimization), por meio de uma

simulação numérica. Os dados adotados como referência podem ser observados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 – Dados de referência do modelo de Dias et al. (2019).

DADOS DE REFERÊNCIA VALOR
Comprimento da viga (L) 130 mm

Base da seção transversal (b) 30 mm
Altura da seção transversal (h) 3,1 mm

Carregamento aplicado (P) 19,6 N
Densidade (d) 7850 Kg/m3

Coeficiente de Poisson (ν) 0,26
Módulo de elasticidade (E) 200.000 MPa

Tensão de escoamento 250.000 MPa
Tensão máxima 400.000 MPa

Tensão de cisalhamento 79.000 MPa
Número de nós da malha do modelo 12651

Número de elementos da malha do modelo 7332
Tensão de von Mises 55 MPa

Tipo de elemento utilizado na malha do modelo Tetraédrico - 2ª ordem
Fonte: Do autor (2021).

A geometria foi elaborada por meio do software SpaceClaim Ansys. . . (2016). As con-

figurações do material foram definidas conforme a Tab.3.3, no intuito de utilizar o modelo que

Dias et al. (2019) aplicou em seu trabalho. Considerando a seção transversal da viga, em uma

das faces das extremidades da viga foi aplicado uma condição de engaste e na outra um carrega-

mento. O modelo replicado fora constituído por 12.496 nós e 7.251 elementos tetraédricos de
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2ª ordem e os valores máximos de tensão de von Mises convergiram para 54,548 MPa, de modo

a obter resultados semelhantes aos que Dias et al. (2019) apresentou, como se pode observar na

Figura 3.6.

Figura 3.6 – Tensão máxima.

Fonte: Do autor (2021).

Logo, foi possível obter um valor de 1,0164 mm para o deslocamento vertical máximo

da viga em balanço, conforme Figura 3.7.

Figura 3.7 – Deslocamento máximo.

Fonte: Do autor (2021).

Supondo-se que os valores do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson da viga

fossem desconhecidos e apenas o deslocamento máximo fosse conhecido (1,0164 mm). Uma
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vez que o valor de deslocamento máximo seja considerado um dado conhecido e confiável, é

possível estimar os valores do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson do material

utilizado para compor a viga por meio de um processo de otimização aplicando a ferramenta

RSO (Response surface optimization) do programa comercial, implementando uma análise in-

versa de elementos finitos em conjunto com otimização via superfície de resposta. Foi possível

então, obter a partir de valores arbitrários definidos para estas duas propriedades do material os

valores tidos como os corretos para o material utilizado.

Definiu-se então, valores para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson

diferentes dos tidos como referência. Neste trabalho adotou-se o valor de 250.000 MPa e de 0,3

para o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, respectivamente. Com estes valores e

considerando o mesmo modelo com a mesma malha estabelecido anteriormente, os resultados

obtidos por meio da simulação numérica foram 54,914 MPa para a tensão de von Mises e de

0,80867 mm para o deslocamento máximo.

A implementação da ferramenta está dividida em cinco etapas. Na primeira etapa, de-

nominada domínio de otimização, escolheu-se os intervalos de variação dos parâmetros. Na

segunda etapa definiu-se como se relacionam os parâmetros de entrada, para que a ferramenta

crie a superfície de resposta. Na terceira etapa os objetivos e as restrições foram estabele-

cidas. Na quarta etapa o método de otimização foi aplicado e na última etapa, a etapa de

pós-processamento, analisou-se a convergência dos resultados.

O processo de otimização via RSO está embasado em avaliações de uma superfície

de resposta que foi obtida a partir dos pontos de design, gerados conforme os intervalos de

variação definidos para o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson considerando 8

cenários distintos, de acordo com a Tabela 3.4.

Tabela 3.4 – Intervalo de variação dos parâmetros para os cenários simulados.

VIGA
MÓDULO DE

ELASTICIDADE
MÍNIMO (MPa)

MÓDULO DE
ELASTICIDADE
MÁXIMO (MPa)

POISSON
MÍNIMO

POISSON
MÁXIMO

Cenário 1 150.000 350.000 0,25 0,35
Cenário 2 50.000 450.000 0,24 0,36
Cenário 3 150.000 450.000 0,25 0,36
Cenário 4 170.000 330.000 0,21 0,39
Cenário 5 100.000 400.000 0,24 0,35
Cenário 6 75.000 425.000 0,23 0,37
Cenário 7 125.000 375.000 0,20 0,40
Cenário 8 175.000 335.000 0,22 0,38

Fonte: Do autor (2021).



45

A etapa final do processo de otimização com a ferramenta RSO consiste na definição

das configurações iniciais, as quais podem ser observadas por meio da Tabela 3.5. O algoritmo

NLPQL foi aplicado no processo de otimização tendo como alvo o valor de 1,0164 mm, o

qual foi obtido mediante os dados de Dias et al. (2019). Com processo de otimização torna-se

possível encontrar os valores ótimos dentro de cada cenário que foi analisado.

Tabela 3.5 – Configurações iniciais do processo de otimização considerando o melhor cenário.

CONFIGURAÇÃO DEFINIÇÃO
Método utilizado NLPQL

Alvo 1,0164 mm
Tolerância ao alvo 0,001

Número estimado de avaliações 105

Verificação de pontos candidatos Sim
Diferença finita de aproximação Central

Convergência permitida 10−10

Número máximo de iterações 2.104

Número máximo de candidatos 3
Fonte: Do autor (2021).

3.2.2 Mola de aço

No intuito de se verificar a funcionalidade da técnica aplicada e a acurácia dos resultados

adotou-se um modelo geométrico de maior complexidade, neste caso uma mola de um banco de

trator. Lara (2021) estimou, de maneira experimental, os valores do módulo de elasticidade e do

coeficiente de Poisson de uma mola de aço, uma vez que estas duas propriedade mecânicas do

material não foram informadas pelo fabricante do produto utilizado em seu trabalho, no intuito

de aplicar esses dados em uma simulação numérica.

Após definir a constante elástica da mola e de posse dos dados que Lara (2021) coletou

experimentalmente, foram realizadas várias simulações numéricas por meio de um software

comercial de elementos finitos até que os valores das propriedade mecânicas do aço estivessem

de acordo com os dados do experimento. O modelo geométrico e as condições de contorno

aplicadas podem ser observadas na Figura 3.8.
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Figura 3.8 – Condições de contorno aplicadas no modelo geométrico da mola.

Fonte: Do autor (2021).

Os valores utilizados por Lara (2021) na simulação estão listados na Tabela 3.6. Reali-

zando diversas tentativas, até que o valor de deformação atingisse um valor muito próximo de

51,3 mm, diferindo em −0,88%, definiu-se que o módulo de elasticidade e o coeficiente de

Poisson seriam iguais a 320.000 MPa e 0,3, respectivamente.

Tabela 3.6 – Configurações iniciais obtidas experimentalmente por Lara (2021).

CONFIGURAÇÃO DEFINIÇÃO
Carga 415,8 N

Deformação 51,3 mm
Constante elástica da mola 8099,8 N/m

Fonte: Do autor (2021).

Considere, então, que o aço SAE 1020, com módulo de elasticidade igual a 210.000

MPa e coeficiente de Poisson igual a 0,27, fosse o material utilizado para confeccionar a mola.

Considerando estes valores para as duas propriedades mecânicas do aço SAE 1020, foi en-

contrado o valor de deslocamento da mola na ordem de 76,075 mm por meio de simulação

numérica via software comercial, aplicando as mesmas condições que Lara (2021) considerou

em seu experimento.

Por meio da otimização via RSO, gerou-se uma superfície de resposta a partir dos pontos

de design que foram obtidos de acordo com o intervalo de variação do módulo de elasticidade

e do coeficiente de Poisson descritos na Tabela 3.7 para 8 cenários diferentes.
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Tabela 3.7 – Intervalo de variação dos parâmetros para os cenários simulados.

MOLA
MÓDULO DE

ELASTICIDADE
MÍNIMO (MPa)

MÓDULO DE
ELASTICIDADE
MÁXIMO (MPa)

POISSON
MÍNIMO

POISSON
MÁXIMO

Cenário 1 150.000 400.000 0,25 0,35
Cenário 2 50.000 450.000 0,24 0,36
Cenário 3 100.000 350.000 0,25 0,33
Cenário 4 170.000 330.000 0,25 0,35
Cenário 5 125.000 375.000 0,24 0,36
Cenário 6 75.000 425.000 0,23 0,37
Cenário 7 50.000 500.000 0,22 0,38
Cenário 8 100.000 400.000 0,20 0,40

Fonte: Do autor (2021).

Para finalizar o processo de otimização com a ferramenta RSO, definiu-se as configura-

ções iniciais, conforme Tabela 3.8. O algoritmo NLPQL foi aplicado no processo de otimização

tendo como alvo o valor de 51,3 mm, o qual foi obtido experimentalmente por Lara (2021). Por

meio do processo de otimização foi possível encontrar os valores ótimos dentro de cada cenário

que foi simulado.

Tabela 3.8 – Configurações iniciais do processo de otimização considerando o melhor cenário.

CONFIGURAÇÃO DEFINIÇÃO
Método utilizado NLPQL

Alvo 51,3 mm
Tolerância ao alvo 0,5

Número estimado de avaliações 5.104

Verificação de pontos candidatos Sim
Diferença finita de aproximação Central

Convergência permitida 10−10

Número máximo de iterações 104

Número máximo de candidatos 3
Fonte: Do autor (2021).

3.3 O algoritmo NLPQL de otimização

O método de otimização utilizado na implementação da ferramenta foi o NLPQL (Non-

linear Programming by Quadratic Lagrangian). Este algoritmo de otimização fornece um re-

sultado de otimização local e refinado, que baseia-se em gradiente e suporta um único objetivo,

porém várias restrições podem ser definidas e atende somente a parâmetros contínuos. O ponto

de partida deve ser especificado para estabelecer a região da superfície de resposta que será

explorada. Klaus Schittkowski desenvolveu este algoritmo no intuito de resolver problemas de
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otimização não lineares sujeito à restrições (SCHITTKOWSKI, 1993). Baseado em um mé-

todo de programação sequencial quadrática, este algoritmo pode ser empregado para resolver

problemas de otimização não-linear restrita (ANSYS. . . , 2019).

O algoritmo de otimização matemática NLPQL consiste em minimizar um função con-

forme Equação 3.1.

f = f ({x}), (3.1)

sujeita às condições das Equações 3.2 e 3.3.

gk({x})≤ 0,k = 1, . . . ,K, (3.2)

hl({x}) = 0, l = 1, . . . ,L, (3.3)

onde {xL} ≤ {x} ≤ {xK}.
Inicialmente, deve-se supor que a função objetivo e as restrições são continuamente di-

ferenciáveis. Em seguida, gera-se uma sequência de subproblemas de programação quadrática

obtida por uma aproximação quadrática da função Lagrangiana e uma linearização das restri-

ções. As informações de segunda ordem são atualizadas por meio do método quase-Newton e

o método é estabilizado por uma pesquisa de linha adicional (ANSYS. . . , 2019).

Neste método de otimização é preciso supor que o tamanho do problema não seja muito

grande e que esteja bem dimensionado. Além disso, a precisão dos métodos depende da pre-

cisão dos gradientes. Como os gradientes analíticos não estão disponíveis para a maioria dos

problemas práticos, é imprescindível que os gradientes numéricos (baseados em diferenças fi-

nitas) sejam tão precisos quanto possível. Maiores detalhes sobre a formulação podem ser

encontrados em (ANSYS. . . , 2019).

Algumas desvantagens deste algoritmo são: existe a possibilidade de cair em um ótimo

local, não suporta vários objetivos, admite apenas parâmetros contínuos e fornece uma única

solução. Contudo, a vantagem deste algoritmo é sua precisão e rapidez. A cada iteração o

melhor candidato é monitorado e a convergência ocorre quando a porcentagem de tolerância

de convergência é atingida, sendo possível notar a estabilidade plana da curva que representa o

histórico de otimização. Quanto menor o valor definido maior o números de iterações até atingir

a convergência, resultando em uma solução com maior precisão, entretanto com um maior custo

computacional associado (ANSYS. . . , 2019).
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Os pontos candidatos são obtidos de maneira aproximada por meio da superfície de

resposta. É possível fazer a verificação destes pontos candidatos aplicando os valores dos parâ-

metros de entrada gerados no processo de otimização. Facilmente pode-se comparar o resultado

obtido por meio da simulação e o que a superfície de resposta forneceu. A falta de semelhança

entre os resultados indica a falta de precisão da superfície de resposta, sendo necessário então

melhorar a sua robustez (ANSYS. . . , 2019).

3.4 Metodologia para análise dos resultados

Neste trabalho, os resultados foram analisados por meio do cálculo do erro relativo entre

os valores obtidos após as simulações numéricas. O erro relativo entre dois valores pode ser cal-

culado fazendo-se a divisão entre o valor que se deseja comparar (valor de referência) e o valor

atual, subtraindo-se 1 do resultado e, para que o resultado seja expressado em porcentagem,

multiplica-se por 100 o resultado final. Os cálculos foram realizados conforme a Equação 3.4.

ER =

(
VR

VA
−1
)
.100, (3.4)

onde ER é o erro relativo, VR é o valor que se deseja comparar e VA é o valor atual.

Os erros referentes aos resultados que se aproximaram inferiormente dos valores de

referência foram representados com sinal negativo e os erros decorrentes a valores que se apro-

ximaram superiormente dos valores tomados como referência foram expressados de maneira

positiva.



50

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Resultados da simulação numérica a partir de dados experimentais

A simulação numérica que foi realizada a partir do experimento de viga em balanço ge-

rou resultados coerentes em comparação aos dados experimentais encontrados em Lara (2021).

Note-se que os valores obtidos por meio de simulações numéricas são semelhantes aos valores

obtidos experimentalmente. O cálculo analítico foi realizado conforme as equações apresenta-

das na Subseção 2.2.1, no intuito de comparar este resultado com os outros dois. Os resultados

estão apresentados na Tabela 4.1. Comparando-se as colunas 3 e 4 da Tabela 4.1 pode-se no-

tar uma proximidade numérica entre os valores obtidos pela média experimental e via recurso

computacional.

Tabela 4.1 – Cálculo da tensão (MPa).

CARGA (N) CÁLCULO
ANALÍTICO

MÉDIA
EXPERIMENTAL SIMULAÇÃO

0 0 0 0
10 17,4 18,4 18,412
20 34,6 34,8 36,825
30 52 53,6 55,237
40 69,4 73,2 73,649
50 86,6 90,4 92,061
60 104 108 110,47
70 121,2 126,4 128,89

Fonte: Do autor (2021).

O erro relativo entre os valores obtidos analiticamente, por Lara (2021) experimental-

mente e nas simulações numéricas é considerado baixo, segundo as análises de Lara (2021), e

pode ser analisado por meio da Tabela 4.2.
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Tabela 4.2 – Erro relativo no cálculo da tensão.

ANALÍTICO
EXPERIMENTAL

ANALÍTICO
SIMULAÇÃO

SIMULAÇÃO
EXPERIMENTAL

0% 0% 0%
5,8% 5,5% 0,1%
0,4% 6,0% 5,5%
3,0% 5,9% 3,0%
5,3% 5,8% 0,6%
4,2% 5,9% 1,8%
3,7 % 5,9 % 2,2%
4,1 % 6,0% 1,9%

Erro global 3,8% 5,86% 2,16%
Fonte: Do autor (2021).

Gerou-se um gráfico no intuito de visualizar os resultados analítico, experimental e com-

putacional, o qual pode ser observado na Figura 4.1.

Figura 4.1 – Resultados analítico, experimental e computacional.

Fonte: Do autor (2021).

4.2 Resultados da otimização aplicados à viga em balanço

Para analisar a convergência dos resultados, vários cenários foram simulados para o mó-

dulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson. O processo de otimização para estimar o

módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de uma viga em balanço com carga concen-

trada na extremidade livre, sendo estas duas importantes propriedades mecânicas do aço ASTM

A36, convergiu para o valor de 1,0164 mm (alvo) em todos os cenários simulados.
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Em relação aos valores definidos por Dias et al. (2019) para o módulo de elasticidade

(200.000) MPa e o coeficiente de Poisson (0,26), foi possível notar a convergência dos resulta-

dos em todos os cenários simulados, conforme Figuras 4.2 e 4.3.

Figura 4.2 – Convergência do módulo de elasticidade da viga.

Fonte: Do autor (2021).

Figura 4.3 – Convergência do coeficiente de Poisson da viga.

Fonte: Do autor (2021).

Para todos os cenários simulados, o erro em relação ao alvo definido na otimização, ao

módulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson podem ser observados na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3 – Erro em relação ao alvo e aos parâmetros para os cenários simulados.

VIGA
ERRO

ALVO DA
OTIMIZAÇÃO

ERRO
MÓDULO DE

ELASTICIDADE

ERRO
COEFICIENTE
DE POISSON

Cenário 1 0,0% -0,06% 1,9%
Cenário 2 0,0% 0,025% -0,66%
Cenário 3 -2,77% 2,83% 0,33%
Cenário 4 -0,96% 0,97% -0,19%
Cenário 5 -0,67% 0,67% -0,08%
Cenário 6 -0,71% 0,76% 1,18%
Cenário 7 -1,92% 1,97% -0,32%
Cenário 8 -1,08% 1,09% 0,04%

Fonte: Do autor (2021).

Considerando o melhor cenário simulado (Cenário 2), os resultados obtidos para o mó-

dulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson convergiram para 200.050 MPa e 0,25827,

respectivamente, após 12 iterações.

A partir do alvo definido (1,0164 mm) e após a verificação do 1° candidato à ótimo,

obteve-se o valor exato quando comparado ao alvo. Em relação aos valores referentes ao mó-

dulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson obteve-se um erro de 0,025% e −0,66%, res-

pectivamente, quando comparados aos valores definidos como padrão para o aço ASTM A36

por Dias et al. (2019) em seu trabalho.

Magalhaes, Braga e Barbosa (2015) aplicaram a técnica PIV (Particle Image Velocime-

try) em conjunto com o algoritmo de Otimização de Enxame de Partículas (PSO) e a análise

inversa do MEF para estimar o módulo de elasticidade do aço ASTM A36 de uma viga em

balanço e obtiveram erro de estimativa em torno de 5%.

Em Dias et al. (2019) o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de uma viga

em balanço de aço ASTM A36 foi aferido combinando análise inversa de elementos finitos e

PSO (Particle-Swarm Optimization), por meio de uma simulação numérica, obtendo um erro

de estimativa em torno de 1,9% e 1,2%, respectivamente.

4.3 Resultados da otimização aplicados à mola de um banco de trator

Por meio de vários cenários simulados para o módulo de elasticidade e para o coeficiente

de Poisson, analisou-se a convergência dos resultados. O processo de otimização para estimar

o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da mola convergiu para o valor de 51,3 mm

(alvo) em todos os cenários simulados.



54

Considerando os valores definidos por Lara (2021), referente ao módulo de elasticidade

(320.000 MPa) e ao coeficiente de Poisson (0,3), foi possível notar a convergência dos resulta-

dos em todos os cenários simulados, conforme Figuras 4.4 e 4.5.

Figura 4.4 – Convergência do módulo de elasticidade da mola.

Fonte: Do autor (2021).

Figura 4.5 – Convergência do coeficiente de Poisson da mola.

Fonte: Do autor (2021).

Para todos os cenários simulados, o erro em relação ao alvo definido na otimização, ao

módulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson podem ser analisados por meio da Tabela

Tabela 4.4.



55

Tabela 4.4 – Erro em relação ao alvo e aos parâmetros para os cenários simulados.

MOLA
ERRO

ALVO DA
OTIMIZAÇÃO

ERRO
MÓDULO DE

ELASTICIDADE

ERRO
COEFICIENTE
DE POISSON

Cenário 1 1,42% -2,02% -0,026%
Cenário 2 4,79% -4,71% 2,3%
Cenário 3 0,38% -0,45% 2,68%
Cenário 4 -0,01% -0,53% 0,36%
Cenário 5 0,00% -0,51% 0,48%
Cenário 6 1,12% -1,87% -0,76%
Cenário 7 1,65% -2,26% -0,15%
Cenário 8 0,25% -0,4% 2,33%

Fonte: Do autor (2021).

Considerando o melhor cenário simulado (Cenário 5), os resultados obtidos para o mó-

dulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson convergiram para 318.350 MPa e 0,30145,

respectivamente. Note-se que após 18 iterações estes valores estabilizam-se.

Em relação ao alvo definido (51,3 mm) e após a verificação do 1° candidato à ótimo,

obteve-se o valor exato quando comparado ao alvo. Em relação aos valores referentes ao mó-

dulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson obteve-se uma diferença de −0,51% e 0,48%,

respectivamente, quando comparados aos valores considerados por Lara (2021) como apropri-

ados.

Por meio da implementação da técnica de otimização proposta, rapidamente foi possível

aferir tais valores, de maneira direta, poupando tempo, gastos desnecessários e testes destrutivos

na execução dos experimentos, quando comparado a maneira em que Lara (2021) estimou os

valores destas propriedades, ou seja, realizando diversos experimentos e testes até que os valores

destas propriedades mecânicas atingissem o seu devido valor, garantindo assim a confiabilidade

na execução das simulações numéricas que Lara (2021) realizou para o desenvolvimento de seu

trabalho.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho a metodologia foi validada a partir de dados experimentais utilizando um

modelo de viga em balanço, no intuito de otimizar duas propriedades mecânicas de um aço, o

módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, por meio de uma análise inversa do MEF

via superfície de resposta. E, no intuito de testar a aplicabilidade da técnica proposta adotou-se

uma mola, sendo esta uma geometria de maior complexidade quando comparada a um modelo

de viga em balanço.

A análise de convergência da malha em simulações numéricas por meio do MEF pos-

sibilita comprovar qual malha é melhor para simular determinado fenômeno. Ao garantir a

qualidade ideal para uma determinada malha, pode-se validar o modelo e variar as condições de

contorno aplicadas inicialmente. Buscar a convergência da malha em um problema solucionado

por meio do MEF permite ao usuário poupar tempo e recurso computacional.

Implementando a técnica proposta e associando-a a um teste mecânico não destrutivo

foi possível estimar os valores referentes a duas importantes propriedades mecânicas de um

aço, tanto no caso da viga em balanço quanto no da mola. Rapidamente foi possível aferir

estes valores, por meio de um processo de otimização com a ferramenta RSO, recorrendo-se a

uma análise inversa do MEF via superfície de resposta, utilizando um software comercial de

elementos finitos.

Pode-se afirmar que, relativamente, a implementação do processo de otimização não

exigiu um alto custo computacional, uma vez que a maior parte do tempo gasto está associado a

etapa de criação da superfície de resposta utilizada para realizar a analise inversa em elementos

finitos.

Para que resultados mais precisos sejam alcançados torna-se necessário a criação de

superfícies de resposta mais robustas, isto é, com maior números de pontos experimentais,

implicando, consequentemente, no aumento do custo computacional.

Em relação ao material utilizado para confeccionar a viga (aço ASTM A36), encontrou-

se uma diferença de 0,025 % e −0,66 % para o módulo de elasticidade e para o coeficiente

de Poisson, respectivamente, referente as configurações originais. Já em relação ao aço que

constituiu a mola, com módulo de elasticidade igual a 320.000 MPa e coeficiente de Poisson

igual a 0,3, obteve-se uma diferença de−0,51 % e 0,48 %, respectivamente, em relação a estes

valores.
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Em futuros trabalhos, com a aplicação de uma análise inversa do MEF por meio de uma

superfície de resposta, é possível que outras propriedades mecânicas relativas a outros tipos

de materiais sejam estimadas, desde que testes mecânicos não destrutivos sejam associados. O

custo computacional em simulações numéricas aplicadas a geometrias com maior complexidade

também deve ser avaliado.

A investigação de tais propriedades favorece o desenvolvimento industrial e são fun-

damentais para o processo de produção de um determinado produto, pois em muitos casos os

fornecedores não rotulam devidamente a matéria-prima. E mesmo que as propriedade mecâni-

cas do material estivessem rotuladas, conforme a sua finalidade, será necessário realizar testes

que comprovem os valores das propriedade mecânicas que foram informadas.
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Resumo: Diariamente as indústrias recebem diferentes tipos de insumos, por exemplo, o aço, para a
manutenção de sua linha de produção. O fornecedor muitas vezes rotula o produto, porém nem sempre
especifica todas as informações referentes às propriedades mecânicas do material, as quais são necessárias
ao fabricante. Utilizando um modelo de viga em balanço com carga concentrada na extremidade livre,
duas propriedades mecânicas de um aço foram otimizadas, o módulo de elasticidade e o coeficiente de
Poisson, por meio de uma análise inversa do Método dos Elementos Finitos via superf́ıcie de resposta.
Em relação ao material utilizado para confeccionar a viga (aço ASTM A36), encontrou-se uma diferença
de 0, 025% e −0, 66% para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson, respectivamente,
referente as configurações originais do material, demonstrando a acurácia da técnica proposta.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos; Simulações Numéricas; Otimização; Módulo de Elasti-
cidade; Coeficiente de Poisson.

Área Temática: Matemática Aplicada à Engenharia.

1 Introdução

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico que possui grande utilidade para re-
solver muitos problemas em engenharia [1]. Tais problemas podem ser representados por meio de equações
diferenciais, as quais são muito conhecidas no meio acadêmico. As equações diferenciais podem ser utiliza-
das para descrever diversos fenômenos f́ısicos e, muitas vezes, essas equações não possuem solução anaĺıtica,
sua discretização viabiliza a solução através de recursos computacionais, por meio de uma variedade de
softwares.

Com o passar do tempo e com o avanço da tecnologia, muitas técnicas e processos são aprimorados,
contribuindo com a evolução do conhecimento cient́ıfico. Diversos problemas no campo da engenharia não
podem ser resolvidos de maneira direta ou exata, ou seja, não é posśıvel obter uma resposta imediata.
Diante disso, é preciso buscar formas de solucionar os problemas que diariamente surgem nos mais diversos



tipos de empresas ou mesmo na academia, buscando soluções alternativas, rápidas e precisas, para encontrar
as respostas procuradas. Por exemplo, diversos problemas em engenharia podem ser resolvidos por meio
de processos de otimização que aplicam uma análise inversa do MEF.

As tecnologias CAE (Computer Aided Engineering) podem ser combinadas a diversos métodos numéricos
e são ferramentas robustas que auxiliam significativamente no processo de tomada de decisões [1]. Otimi-
zar significa escolher a melhor opção dentre uma gama de posśıveis escolhas. Otimizar a solução de um
problema pode ser uma tarefa complexa, devido ao grande número de soluções que podem ser encontradas.
Técnicas e métodos de otimização são investigados constantemente para auxiliar na busca de soluções para
muitos problemas na engenharia.

Existem diversas estratégias para realizar o desenvolvimento de um produto, sendo posśıvel desenvolvê-
lo baseado em recursos experimentais ou em tecnologias CAE. Três etapas norteiam o desenvolvimento de
um produto. É necessário, primeiramente, defini-lo, depois constrúı-lo e por último testá-lo. Se tratando
de recursos experimentais, pode-se associar um longo ciclo da cadeia produtiva e a geração demasiada de
custos com testes depreciativos. Por outro lado, quando os recursos estão baseados em tecnologias CAE,
além do tempo gasto com a produção ser minimizado, os custos devido a construção de protótipos também
são reduzidos.

Ao considerar um material homogêneo, linear e isotrópico, o deslocamento vertical de uma viga em
balanço depende apenas da distância entre o ponto de análise e o ponto de aplicação da carga, desde que o
momento de inércia e módulo de elasticidade do material sejam conhecidos [4]. O módulo de elasticidade
e o coeficiente de Poisson são propriedades mecânicas que estão associadas a cada tipo de material e tais
propriedades influenciam diretamente no deslocamento máximo que ocorre na estrutura. Neste contexto,
é posśıvel compreender que para um determinado resultado de deslocamento máximo pode-se associar
valores que foram definidos para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson no ińıcio de uma
simulação numérica.

O objetivo deste trabalho é estimar valores para duas propriedades mecânicas de um determinado tipo
de aço, por meio da implementação de uma análise inversa de elementos finitos juntamente a um processo
de otimização via superf́ıcie de resposta, a partir dos resultados obtidos de deslocamento máximo de uma
viga em balanço. Aplicando-se esta técnica é posśıvel que uma redução significativa ocorra em relação ao
número de testes que são realizados constantemente dentro das indústrias.

Este artigo foi estruturado em 4 seções. Na primeira, introduziu-se o assunto, apresentou-se a motivação
para a idealização do estudo e definiu-se o objetivo. A segunda seção tratou da metodologia utilizada para
a execução dos objetivos. Na seção 3 os resultados obtidos por meio da implementação da técnica proposta
foram apresentados e na última seção descreveu-se as conclusões oriundas deste trabalho.

2 Metodologia

O trabalho foi desenvolvido de maneira remota, uma vez que o Laboratório de Processamentos de Dados
II (LPD II) do Programa de Pós-graduação em Engenharia de Sistemas e Automação, da Universidade
Federal de Lavras encontra-se temporariamente fechado devido a pandemia da COVID-19. O computador
utilizado para a implementar as simulações numéricas possui as seguintes configurações: processador Core
i7-7700, 65W, 3,6 GHz de frequência básica e até 4,2 GHz de frequência turbo máxima, 16 Gb de ram, HD
7200 RPM 1 tb e placa de v́ıdeo GeForce GTX 1050 Ti 4Gb GDDR5 128-bit.

Para a consecução dos objetivos propostos para este trabalho, uma simulação numérica foi implemen-
tada por meio do software comercial Ansys (licença estudantil) [3], onde o valor de deslocamento máximo
de uma viga em balanço de aço ASTM A36 com carga concentrada na extremidade livre foi utilizado
como dado de entrada em um processo de otimização, obtendo como sáıdas o módulo de elasticidade e o
coeficiente de Poisson do material da viga.

Em [6], os prinćıpios da resistência dos materiais que são fundamentais para compreender matematica-
mente como se aplica o estudo de uma viga em balanço com carga concentrada em sua extremidade livre
foram demonstrados teoricamente e em [1], os conceitos matemáticos necessários para fundamentar o MEF



foram analisados e aplicações teóricas foram apresentadas.
Em [5], os autores aferiram duas propriedades mecânicas (o módulo de elasticidade e o coeficiente de

Poisson) de uma viga em balanço de aço ASTM A36, combinando análise inversa de elementos finitos
e PSO (Particle-Swarm Optimization), por meio de uma simulação numérica. Os dados adotados como
referência podem ser observados na Tab.1.

Tabela 1: Dados de referência do modelo em [5]

Dados de referência Valor
Comprimento da viga (L) 130 mm

Base da seção transversal (b) 30 mm
Altura da seção transversal (h) 3,1 mm

Carregamento aplicado (P) 19,6 N
Densidade (d) 7850 Kg/m3

Coeficiente de Poisson (ν) 0,26
Módulo de elasticidade (E) 200.000 MPa

Tensão de escoamento 250.000 MPa
Tensão máxima 400.000 MPa

Tensão de cisalhamento 79.000 MPa
Número de nós da malha do modelo 12651

Número de elementos da malha do modelo 7332
Tensão de von Mises 55 MPa

Tipo de elemento utilizado na malha do modelo Tetraédrico - 2ª ordem

A geometria foi elaborada por meio do software SpaceClaim [2]. As configurações do material foram
definidas conforme a Tab.1, no intuito de utilizar o modelo que [5] aplicou em seu trabalho. Considerando
a seção transversal da viga, em uma das faces das extremidades da viga foi aplicado uma condição de
engaste e na outra um carregamento. O modelo replicado fora constitúıdo por 12.496 nós e 7.251 elementos
tetraédricos de 2ª ordem e os valores máximos de tensão de von Mises convergiram para 54, 548 MPa, de
modo a obter resultados semelhantes aos que [5] apresentou, como se pode observar na Fig.1.

Figura 1: Tensão máxima

Logo, foi posśıvel obter um valor de 1, 0164 mm para o deslocamento vertical máximo da viga em
balanço, conforme Fig. 2.

Supondo-se que os valores do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson da viga fossem des-
conhecidos e apenas o deslocamento máximo fosse conhecido (1, 0164 mm), então, uma vez que o valor
de deslocamento máximo seja considerado um dado conhecido e confiável, é posśıvel estimar os valores do
módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson do material utilizado para compor a viga por meio de um



Figura 2: Deslocamento máximo

processo de otimização aplicando a ferramenta RSO (Response surface optimization) do programa comer-
cial, implementando uma análise inversa de elementos finitos em conjunto com otimização via superf́ıcie
de resposta. Foi posśıvel então, obter a partir de valores arbitrários definidos para estas duas propriedades
do material os valores tidos como os corretos para o material utilizado.

Definiu-se então, valores para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson diferentes dos
tidos como referência. Neste trabalho adotou-se o valor de 250.000 MPa e de 0, 3 para o módulo de
elasticidade e o coeficiente de Poisson, respectivamente. Com estes valores e considerando o mesmo modelo
com a mesma malha estabelecido anteriormente, os resultados obtidos por meio da simulação numérica
foram 54, 914 MPa para a tensão de von Mises e de 0, 80867 mm para o deslocamento máximo.

A implementação da ferramenta está dividida em cinco etapas. Na primeira etapa, denominada domı́nio
de otimização, escolheu-se os intervalos de variação dos parâmetros. Na segunda etapa definiu-se como se
relacionam os parâmetros de entrada. Na terceira etapa os objetivos e as restrições foram estabelecidas.
Na quarta etapa o método de otimização foi aplicado e na última etapa, a etapa de pós-processamento,
analisou-se a convergência dos resultados.

O método de otimização utilizado na implementação da ferramenta foi o NLPQL (Nonlinear Program-
ming by Quadratic Lagrangian). Este algoritmo de otimização fornece um resultado de otimização local e
refinado, que baseia-se em gradiente e suporta um único objetivo, porém várias restrições podem ser defi-
nidas e atende somente a parâmetros cont́ınuos. O ponto de partida deve ser especificado para estabelecer
a região da superf́ıcie de resposta que será explorada. Klaus Schittkowski desenvolveu este algoritmo no
intuito de resolver problemas de otimização não lineares sujeito à restrições [8]. Baseado em um método
de programação sequencial quadrática, este algoritmo pode ser empregado para resolver problemas de
otimização não-linear restrita [3].

Algumas desvantagens deste algoritmo são: existe a possibilidade de cair em um ótimo local, não
suporta vários objetivos, admite apenas parâmetros cont́ınuos e fornece uma única solução. Contudo, a
vantagem deste algoritmo é sua precisão e rapidez. A cada iteração o melhor candidato é monitorado e a
convergência ocorre quando a porcentagem de tolerância de convergência é atingida, sendo posśıvel notar
a estabilidade plana da curva que representa o histórico de otimização. Quanto menor o valor definido
maior o número de iterações até atingir a convergência, resultando em uma solução com maior precisão,
entretanto com um maior custo computacional associado [3].

Os pontos candidatos são obtidos de maneira aproximada por meio da superf́ıcie de resposta. É posśıvel
fazer a verificação destes pontos candidatos aplicando os valores dos parâmetros de entrada gerados no
processo de otimização. Facilmente pode-se comparar o resultado obtido por meio da simulação e o que



a superf́ıcie de resposta forneceu. A falta de semelhança entre os resultados indica a falta de precisão da
superf́ıcie de resposta, sendo necessário então melhorar a sua robustez.

O processo de otimização via RSO está embasado em avaliações de uma superf́ıcie de resposta que foi
obtida a partir dos pontos de design, gerados conforme os intervalos de variação definidos para o módulo
de elasticidade e o coeficiente de Poisson considerando 8 cenários distintos, de acordo com a Tab.2.

Tabela 2: Intervalos de variação dos parâmetros

Viga
Módulo de

Elasticidade
Mı́nimo (MPa)

Módulo de
Elasticidade

Máximo (MPa)

Coeficiente
de Poisson

Mı́nimo

Coeficiente
de Poisson
Máximo

Cenário 1 150.000 350.000 0,25 0,35
Cenário 2 50.000 450.000 0,24 0,36
Cenário 3 150.000 450.000 0,25 0,36
Cenário 4 170.000 330.000 0,21 0,39
Cenário 5 100.000 400.000 0,24 0,35
Cenário 6 75.000 425.000 0,23 0,37
Cenário 7 125.000 375.000 0,20 0,40
Cenário 8 175.000 335.000 0,22 0,38

A etapa final do processo de otimização com a ferramenta RSO consiste na definição das configurações
iniciais, as quais podem ser observadas por meio da Tab.3. Com processo de otimização torna-se posśıvel
encontrar os valores ótimos dentro de cada cenário que foi analisado.

Tabela 3: Configurações do processo de otimização

Configuração Definição
Método utilizado NLPQL

Alvo 1,0164 mm
Tolerância ao alvo 0,001

Número estimado de avaliações 105

Verificação de pontos candidatos Sim
Diferença finita de aproximação Central

Convergência permitida 10−10

Número máximo de iterações 2.104

Número máximo de candidatos 3

Neste trabalho, os resultados foram analisados por meio do cálculo do erro relativo entre os valores
obtidos após as simulações numéricas. O erro relativo entre dois valores pode ser calculado fazendo-se a
divisão entre o valor que se deseja comparar e o valor tomado como referência, subtraindo-se 1 do resultado
e, para que o resultado seja expressado em porcentagem, multiplica-se por 100 o resultado final. Os erros
referentes aos resultados que se aproximaram inferiormente dos valores de referência foram representados
com sinal negativo e os erros decorrentes a valores que se aproximaram superiormente dos valores tomados
como referência foram expressados de maneira positiva.

3 Resultados e análises

Para analisar a convergência dos resultados, vários cenários foram simulados para o módulo de elasti-
cidade e para o coeficiente de Poisson. O processo de otimização para estimar o módulo de elasticidade e
o coeficiente de Poisson de uma viga em balanço com carga concentrada na extremidade livre, sendo estas
duas importantes propriedades mecânicas do aço ASTM A36, convergiu para o valor de 1, 0164 mm (alvo)
em todos os cenários simulados.



Em relação aos valores definidos por [5] para o módulo de elasticidade (200.000 MPa) e o coeficiente de
Poisson (0, 26), foi posśıvel notar a convergência dos resultados em todos os cenários simulados, conforme
Fig.3 e Fig.4. Para todos os cenários simulados, o erro em relação ao alvo definido na otimização, ao
módulo de elasticidade e ao coeficiente de Poisson podem ser observados na Tab.4.

Figura 3: Convergência do módulo de elasticidade

Figura 4: Convergência do coeficiente de Poisson

Tabela 4: Erro em relação ao alvo e aos parâmetros

Viga
Erro

Alvo da
Otimização

Erro
Módulo de

Elasticidade

Erro
Coeficiente
de Poisson

Cenário 1 0,0% -0,06% 1,9%
Cenário 2 0,0% 0,025% -0,66%
Cenário 3 -2,77% 2,83% 0,33%
Cenário 4 -0,96% 0,97% -0,19%
Cenário 5 -0,67% 0,67% -0,08%
Cenário 6 -0,71% 0,76% 1,18%
Cenário 7 -1,92% 1,97% -0,32%
Cenário 8 -1,08% 1,09% 0,04%

Considerando o melhor cenário simulado (Cenário 2), os resultados obtidos para o módulo de elastici-
dade e para o coeficiente de Poisson convergiram para 200.050 MPa e 0, 25827, respectivamente, após 12
iterações. A partir do alvo definido (1, 0164 mm) e após a verificação do 1° candidato à ótimo, obteve-se o
valor exato quando comparado ao alvo. Em relação aos valores referentes ao módulo de elasticidade e ao



coeficiente de Poisson obteve-se um erro de 0, 025% e −0, 66%, respectivamente, quando comparados aos
valores definidos como padrão para o aço ASTM A36 em [5].

Em [7], o módulo de elasticidade de uma viga em balanço de aço ASTM A36 foi estimado aplicando
a técnica PIV (Particle Image Velocimetry) em conjunto com o algoritmo PSO e uma análise inversa do
MEF, obtendo um erro de estimativa em torno de 5%.

4 Conclusões

Neste trabalho um modelo de viga em balanço com carga concentrada na extremidade livre foi empre-
gado para aferir duas propriedades mecânicas do aço ASTM A36, o módulo de elasticidade e o coeficiente
de Poisson. Foi posśıvel aferir estes valores em pouco tempo, por meio da implementação de um processo
de otimização com o algoritmo NLPQL, recorrendo-se a uma análise inversa do Método dos Elementos
Finitos via superf́ıcie de resposta, utilizando um software comercial de elementos finitos.

Pode-se afirmar que, relativamente, a implementação do processo de otimização não exigiu um alto
custo computacional, uma vez que a maior parte do tempo gasto está associado a etapa de criação da
superf́ıcie de resposta utilizada para realizar a análise inversa em elementos finitos. Para que resultados
mais precisos sejam alcançados torna-se necessário a criação de superf́ıcies de resposta mais robustas,
isto é, com maior números de pontos experimentais, implicando, consequentemente, no aumento do custo
computacional.

Considerando o material utilizado para confeccionar a viga (aço ASTM A36), uma diferença de 0, 025%
e −0, 66% foi encontrada para o módulo de elasticidade e para o coeficiente de Poisson, respectivamente,
ao que se refere as configurações originais do material. Os resultados se mostraram satisfatórios quando
comparados aos encontrados na literatura.

No intuito de verificar a aplicabilidade da técnica implementada e considerando a simplicidade do
modelo geométrico empregado, pretende-se em pesquisas futuras aplicar o mesmo procedimento para uma
mola, a fim de estimar os valores do módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson do material. O custo
computacional em simulações numéricas aplicadas a geometrias com maior complexidade também deve ser
avaliado. A investigação de tais propriedades favorece o desenvolvimento industrial e são fundamentais
para o processo de produção de um determinado produto.
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[2] Ansys, I. Ansys SpaceClaim User’s Guide. 2016.

[3] Ansys, I. Mechanical User’s Guide. 2019. Mechanical Application 2019R3.
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