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RESUMO

A teoria de processos pontuais € uma drea da Estatistica bastante importante para des-
crever o comportamento de um determinado fendomeno aleatério cuja a realizacdo resulta em
um conjunto de pontos distribuidos de forma aleatdria que representam ocorréncias de natureza
pontual. Esses pontos, quando indexados nos reais unidimensionais, podem representar 0 mo-
mento exato de ocorréncia. No entanto, o processo pode estar definido em qualquer conjunto
de indexacdo, seja ele o tempo ou ndo. Uma das maneiras de se estudar a realizacdo do pro-
cesso pontual € através da funcdo de intensidade, que descreve uma taxa média de ocorréncias.
Diversos modelos para descrever o comportamento da intensidade de um processo pontual fo-
ram propostos na literatura, incluindo a recente contribui¢do de Lloyd et al. (2015), baseado
na classe de processos de Cox na qual a fun¢do de intensidade € descrita em fung¢do de um
processo estocdstico Gaussiano. A abordagem de Lloyd et al. (2015) se baseia em um método
de estimacdo variacional com a inclusdao de um método esparso, o que permite que o modelo
consiga lidar com uma grande quantidade de observacdes. Além disso, informacdes adicionais
associadas as ocorréncias do processo pontual podem ser incorporadas ao modelo, sendo essas
informagdes denominadas por marcas. Desse modo, o objetivo da presente tese foi propor um
esquema de modelagem para descrever a intensidade de processos pontuais marcados, na qual
a marca € uma varidvel de natureza qualitativa, composta por duas categorias. A proposta se
tratou de uma extensao do modelo de Lloyd et al. (2015), na qual a fun¢ao de intensidade mar-
cada, baseada em duas categorias, foi modelada em func¢do de um processo Gaussiano esparso
bivariado. Seguindo a proposta de Lloyd et al. (2015), o processo de estimagdo se baseou no
método variacional Bayesiano, o que permitiu que a fun¢do de intensidade pudesse ser esti-
mada para qualquer ponto pertencente ao conjunto de indexagdo. Como forma de exemplificar
a proposta dessa tese, uma aplicacdo foi feita a partir de um conjunto de dados reais baseado
em ocorréncias de acidentes em rodovias federais brasileiras. O modelo proposto se mostrou
promissor, sugerindo que outras extensdes possam ser feitas a fim de que o modelo consiga
descrever um conjunto muito maior de fendmenos estocdsticos de natureza pontual.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana variacional. Modelagem em processos pontuais. Processos
Gaussianos esparsos multivariados.



ABSTRACT

The theory of point processes is a very important Statistics area to describe the beha-
vior of a certain random phenomenon whose realization results in a set of random points that
represent occurrences of a point nature. These points, when indexed by the onedimensional set,
they can represent the exact moment of occurrence. However, it can be defined in any indexing
set, whether it is time or not. One of the ways to study a point process is through the intensity
function, which describes an average rate of occurrences. It have been proposed several models
to describe the behavior of the intensity of a point process in the literature, including the recent
contribution of Lloyd et al. (2015), based on the Cox processes’ class in which the intensity
function is described as a function of a stochastic Gaussian process . Lloyd et al. (2015) appro-
ach is based on a variational estimation method with the inclusion of a sparse method, which
allows the model to handle a large number of observations. In addition, additional information
associated with the occurrences of the point process can be incorporated into the model, which
is called by marks. Thus, this thesis aimed to propose a modeling scheme to describe the inten-
sity of a marked point processes, in which the mark is a qualitative variable, with two categories.
The proposal was an extension of the Lloyd et al. (2015) model, in which the marked intensity
function, based on two categories, was modeled as a function of a sparse bivariate Gaussian
process. Following Lloyd et al. (2015), the estimation process was based on the Bayesian va-
riational method, which allowed that the intensity function could be estimated for any point in
the index set. As a way of exemplifying the proposal of this thesis, it was made an application
from a set of real data based on the occurrence of accidents on Brazilian federal highways. The
proposed model proved to be promising, suggesting that other extensions can be made so that
the model can describe a much larger set of stochastic phenomena of a point nature.

Keywords: Variational Bayesian inference. Point process modeling. Multivariate sparse Gaussian
process.
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1 INTRODUCAO

Diversos tipos de fendmenos aleatérios ocorrem diariamente e, de alguma forma, po-
dem afetar a vida humana, seja positivamente ou negativamente. Estas ocorréncias podem se
manifestar de diversas formas, apresentando inimeros possiveis resultados, sendo alguns mais
provéveis do que outros. A aleatoriedade presente nesses fendmenos € o principal objeto de
estudo da Estatistica. Conhecer como as coisas aleatorias se comportam € o que move a ciéncia
Estatistica, com o intuito de detectar possiveis padrdes e prever futuras ocorréncias.

Por isso, a Estatistica € uma ciéncia de grande importancia para os dias atuais. Sua prin-
cipal ferramenta sdo dados observados a partir da realizacao de algum fendmeno aleatério em
questdo e seu principal objetivo € lidar, basicamente, com a coleta, andlise e interpretacdo des-
ses dados, a fim de fornecer informacdes relevantes para que se possa tomar decisdes diante de
alguma situagdo. Seus métodos e técnicas contribuem para que diversas dreas do conhecimento
possam compreender o comportamento de determinados eventos presentes no cotidiano.

Dentre as diversas formas de andlise de dados presentes na Estatistica, a teoria de pro-
cessos estocdsticos se destaca como um dos principais métodos existentes. Apesar de ser um
conceito bastante amplo, o termo “estocdstico” geralmente esté relacionado as ferramentas ex-
ploratérias e de modelagem que se baseiam no estudo da dependéncia entre varidveis aleatdrias
indexadas a um determinado conjunto. Em geral, esse conjunto de indexa¢do pode representar
a posicao da varidvel aleatoria no tempo (anélise temporal), no espaco (andlise espacial) ou em
ambas (andlise espagco-temporal).

Processos pontuais sdo mecanismos estocasticos que geram dados de natureza pontual,
isto €, a informagdo primordial necessdria para andlise desse tipo de dado se encontra na posi-
cdo exata da ocorréncia do evento. Segundo Daley e Vere-Jones (2003), a teoria de processos
pontuais teve seu inicio a partir de problemas estatisticos relacionado a demografia, seguros e
tdbuas de vida. No entanto, a teoria se desenvolveu, de fato, a partir de 1930. A principio,
seus métodos foram desenvolvidos para descrever ocorréncias pontuais de eventos no dominio
do tempo. A partir das contribui¢des feitas por diversos pesquisadores em relacdo ao contexto
temporal, a teoria se expandiu para outros contextos, através da inclusao de marcas, extensdes

para problemas espaciais, espago-temporais, entre outros.
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No contexto temporal, diversos modelos para processos pontuais ja foram propostos
na literatura, entre eles destacam-se os processos de Poisson, processos de Hawkes, processos
self-correcting e processos de Cox.

Uma sub-classe pertencente aos modelos de Cox, amplamente utilizada para descrever
fendmenos desta natureza, sdo os processos de Cox modulado por processos Gaussianos ou,
simplesmente, processos de Cox Gaussianos. Esse tipo de modelagem consiste em relacionar a
func¢do de intensidade de um processo pontual com um outro processo estocdstico latente, cuja
distribuicdo é Gaussiana. Essa relacdo pode se dar por meio de uma variedade de funcdes de
ligacdo, o que permite uma maior flexibiliza¢do no processo de modelagem.

Uma proposta desenvolvida por Lloyd et al. (2015), que recebe o nome de Variational
Bayes for Point Processes (VBPP), consiste em modelar a fun¢do de intensidade por meio de
um processo Gaussiano, utilizando um método inferencial Bayesiano variacional. Além disso,
os autores incluiram uma abordagem esparsa sob o processo Gaussiano, a fim de contornar o
problema de inversdes de matrizes com alta dimensionalidade. Apesar de seu modelo apresentar
bom desempenho, ele se limita apenas a uma abordagem envolvendo processos pontuais nao
marcados, isto €, o modelo considera apenas a informagdo da posi¢io exata das ocorréncias dos
eventos, desprezando qualquer informacao adicional que o evento pontual possa ter.

Assim, o objetivo dessa tese foi propor um modelo para a intensidade de processos pon-
tuais, a partir da proposta de Lloyd et al. (2015), que utiliza um modelo de Cox modulado por
processos Gaussianos para inferir sobre a intensidade de uma configurag¢do pontual unidimensi-
onal. Especificamente, esta proposta consiste em estender o modelo de Lloyd et al. (2015) para
processos pontuais marcados, utilizando as ideias apresentadas por Liang, Carlin e Gelfand
(2009) para a constru¢do de um modelo com marcas categdricas.

Com o objetivo exposto, chegou-se ao seguinte problema de pesquisa: Como modelar
a funcdo de intensidade de um processo de Cox marcado a partir de uma configuragao pontual
unidimensional considerando marcas de natureza qualitativa e assumindo que os atributos da
marca podem ser correlacionados?

Devido a variedade de eventos que se comportam de maneira pontual, a presente pro-
posta pode ser aplicada a diversas dreas do conhecimento, tais como a neurociéncia, epidemio-
logia, estudos sobre ocorréncias de crimes, entre outros.

Desse modo, como forma de exemplificar a proposta metodolégica dessa tese, objetivou-

se um estudo aplicado a ocorréncias de acidentes em rodovias federais brasileiras. Especifica-
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mente para o conjunto de dados em questdo, foram considerados os acidentes que ocorreram
em um trecho da rodovia Ferndo Dias (entre Extrema e Betim) no periodo de janeiro de 2017
a setembro de 2021. Primeiramente, uma estimativa da intensidade dessas ocorréncias foram
obtidas por meio do modelo de Lloyd et al. (2015). Posteriormente, os acidentes foram catego-
rizados de acordo com o tipo de veiculo envolvido no acidente (veiculos de pequeno e grande

porte), criando assim uma marca para os dados pontuais.



16

2 REFERENCIAL TEORICO

Nesse capitulo, serdo introduzidos alguns tépicos importantes que dardo suporte a cons-
trucdo de toda a teoria desenvolvida nesta tese. Primeiramente, serdo abordadas as teorias
de processos estocdsticos e de processos Gaussianos. ApOs isso, serd introduzida a teoria de
processos pontuais e de algumas classes de modelos para sua funcdo de intensidade. Poste-
riormente, métodos e técnicas de inferéncia Bayesiana serdo discutidos visando apresentar a
estimacao variacional, método inferencial que serd utilizado nesta tese. E, por fim, serdo apre-
sentados os modelos para a funcdo de intensidade propostos por Lloyd et al. (2015) e de Liang,

Carlin e Gelfand (2009), respectivamente, essenciais para a construcdo da tese.

2.1 Processos estocasticos

Em muitas situacdes, o interesse de um pesquisador pode estar ndo apenas no estudo
do comportamento aleatério de um determinado fendmeno, mas de possiveis evolu¢des ou mu-
dangas que este fendbmeno venha a sofrer ao longo do tempo e/ou em diferentes regides de um
espaco de dimensdo qualquer. A teoria de processos estocdsticos, segundo Basu (2003), € a
area da Estatistica que se propde a construir, matematicamente, os conceitos probabilisticos
envolvendo tais fendmenos.

Considerando um conjunto de todas as possiveis realiza¢des de um experimento aleatd-
rio, denominado por espaco amostral e denotado por 2 = {wy,ws, ..., w;, ...}, define-se uma
varidvel aleatéria X como sendo uma fungdo que associa cada elemento de €2 a um valor perten-
cente ao conjunto dos reais R, isto é, X : 2 — R (ALBUQUERQUE; FORTES; FINAMORE,
2008).

Para uma definicdo formal sobre processos estocdsticos € necessdrio estabelecer um
novo tipo de conjunto, que recebe o nome de conjunto de indexa¢do. Denotado por § =
{s1,8s,...},sendos; € T C R¥e d > 1, os elementos que compdem o conjunto de indexagio
podem, em geral, representar momentos no tempo, quando o conjunto é unidimensional (d = 1),
ou coordenadas espaciais de algum fendmeno aleatério, quando a dimensdo do conjundo é
multidimensional (d > 2).

De acordo com Schabenberger e Gotway (2004) e Therrien (2012), um processo esto-

castico pode ser definido por meio de uma varidvel aleatoria X mensurada em cada elemento
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pertencente ao conjunto de indexacdo S, formando assim uma familia infinita de varidveis ale-

atdrias, denotada por

X = {X(s1), X(s2), X(s3), ...}, @.1)

para X(s;) : @ = R, s; € T C RY i = 1,2,3,.... De acordo com Albuquerque, Fortes e
Finamore (2008), o processo estocdstico pode ser visto como uma funcdodes € 7 C R? e de
w e Q.

Dado uma realizagdo do experimento aleatério em questdo, fixando w € €2, a varidvel
aleatéria X se reduz em um unico valor real, chamado de realizacdo da varidvel aleatoria,
na qual é denotado por z. Considerando o conjunto de indexagdo S, a realizacdo da varidvel
aleatéria X em cada indexador s; € 7 resultard em uma realizagdo do processo estocastico,

formando um conjunto infinito de valores reais z,
{z(s1,w), z(s9,w), x(s3,W), . ..},

em que z(s;,w) é a realiza¢@o da varidvel aleatéria X indexada ao ponto s;, para: = 1,2,. ..,
associada a um tnico elemento w do espaco amostral ).

Na prética, a realizacdo de uma varidvel aleatoria de interesse € observada apenas em
um conjunto finito de /N pontos de indexa¢do, formando assim um vetor de /N observagdes de

X, indexado por {si, s, ..., sy}, no qual é denotado por
{z(s1,w), z(s2,w), ..., z(sy,w)}. 2.2)

Vale ressaltar que a realizacdo do processo estocdstico X em (2.2) ndo corresponde a
uma amostra de tamanho /N, mas sim em uma unica amostra de X obtida em cada um dos N
pontos de indexagdo observados, uma vez que a varidvel aleatéria X estd associada a um tinico
elemento w (SCHABENBERGER; GOTWAY, 2004). Além disso, a realizagdo do processo
representa uma observacdo incompleta, uma vez que a varidvel X ndo € obtida, na pratica,
para todos os pontos s € 7. Em outras palavras, a observaciao do processo X € uma amostra
de tamanho um obtida por meio de uma distribui¢do N-variada. A Figura 2.1 apresenta uma
ilustracdo de realizagdes do processo estocdstico X considerando w € {2 fixo e um conjunto
de indexagdo unidimensional pertencentes 2 7 = [a, b] C R! (Figura 2.1(a)) € um conjunto de

indexacdo bidimensional (d = 2) pertencentes 2 7 C R? (Figura 2.1(b)).
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Figura 2.1 — Realiza¢des de um processo estocdstico X' associado a cada elemento do espaco amostral
Q, considerando um conjunto de indexa¢@o unidimensional (a) e bidimensional (b).

jloen)

(s,2)

(a)

T8, w1

(®)
Fonte: Do autor (2021).
Segundo Albuquerque, Fortes e Finamore (2008), a partir da definicdo acima de um
processo estocdstico como sendo uma fungdo de s e w, pode-se ter diferentes formas de se tratar

um determinado fendmeno aleatério. Sao elas:
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a) um processo estocdstico X', considerando S um conjunto infinito de pontos de indexagao

e w variavel;

b) uma realiza¢do do processo X, {z(s1), z(s2), ...}, considerando S um conjunto infinito

e w fixo;
¢) uma varidvel aleatéria X (s), fixando em um tnico ponto s e considerando w varidvel;

d) um vetor aleatério de uma mesma variavel X, { X (s1), X(s2), ..., X(sy)}, para um con-

junto finito de N pontos de indexa¢do e w varidvel;

e) um valor real x(s) como realizacio da varidvel aleatéria X (s), quando apenas um tnico

ponto de indexacdo s for considerado e w for fixo.

Por questao de conveniéncia e simplicidade nas notacdes aqui apresentadas, serd omitida
das notacdes de processos estocdsticos, bem como suas realizagdes, sua relacdo com os elemen-
tos do espago amostral, €2. Porém, é necessario refor¢ar que, apesar de ndo estar evidenciada,
esta relagdo continuard presente implicitamente em toda a teoria apresentada nessa tese.

No que se refere ao conjunto de indexagcdo S e a natureza da varidvel aleatéria associ-
ados ao processo estocdstico, pode-se classificd-lo em quatro possiveis cendrios. O primeiro €
chamado de processo estocdstico discreto com indexagdo discreta quando a varidvel aleatdria
X € discreta e S apresenta um conjunto de valores discretos. O segundo cendrio é chamado de
processo estocdstico discreto com indexacdo continua, na qual a natureza da varidvel aleatdria
continua sendo discreta mas com um conjunto de pontos de indexacao continuo. J4 o terceiro
recebe o nome de processo estocdstico continuo com indexagdo discreta, quando a varidvel
aleatdria € continua e com conjunto de indexacdo discreta. Por fim, o quarto cendrio, denomi-
nado por processo estocdstico continuo com indexagdo continua, se da quando tanto a varidvel
aleatdria quanto o conjunto de indexacdo sdo de natureza continua. A Figura 2.2 exemplifica
uma realizacdo do processo estocastico X considerando suas quatro possiveis classificacoes,
supondo um conjunto de pontos de indexagdo pertencentes ao intervalo 7 C R!.

Ja a Figura 2.3 mostram exemplos de uma realizacdo de processos estocdsticos cuja
indexacdo estd definida em uma subregido de um espaco bidimensional, considerando as qua-
tro possiveis classificacdes que um processo pode apresentar. Esses exemplos s@o tipicos de
processos espaciais. A Figura 2.3 (A) representa uma realizacdo de um processo estocdstico

continuo com indexac¢do continua, comumente chamada de processo de superficie continua ou,
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Figura 2.2 — Representacdo gréfica do comportamento de um processo estocdstico X', quanto a natureza
de sua varidvel aleatdria e sua indexacdo. Tanto as varidveis aleatérias quanto seu conjunto
de indexacdo podem ser de natureza discreta ou continua, apresentando quatro possiveis
cendrios. Ambos os exemplos sdo consideram os pontos de index¢do do processo unidi-
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Fonte: Do autor (2021).

simplesmente, de geoestatistica. Ja a Figura 2.3 (B) exemplifica um processo estocdstico em
que a indexacdo € continua e a varidvel aleatdria associada € discreta (bindria), indicando a ocor-
réncia ou ndo ocorréncia da varidvel. Esse exemplo € tipico de um processo estocdstico pontual,
que sera detalhado mais a frente. Por outro lado, as Figuras 2.3 (C) e 2.3 (D) sdo exemplos de
uma realizacdo de processos estocdsticos com indexagdo discreta e varidvel aleatoria discreta e
continua, respectivamente. Ambos os exemplos representam processos espaciais chamados de
dados em lattice, ou apenas dados de drea.

De acordo com Ripley (1981), a especificagdo de um processo estocdstico € feita por
meio da fun¢do de distribuicdo conjunta de dimensao finita, para qualquer subconjunto finito do

processo. Isto é, se

Fla(s1),...,z(sy)] = p(X(s1) < a(s1),..., X (sn) < x(sn)) (2.3)
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Figura 2.3 — Representacdo gréfica do comportamento de um processo estocdstico X', quanto a natureza
de sua varidvel aleatdria e sua indexag@o. Tanto as varidveis aleatérias quanto seu conjunto
de indexacdo podem ser de natureza discreta ou continua, apresentando quatro possiveis
cendrios. Ambos os exemplos sdo consideram os pontos de indexacdo pertencentes a uma
subregido de R?, representando processos espaciais.
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Fonte: Do Autor (2021).

for conhecida, para todo N > 1, entdo o processo estocdstico estard completamente especifi-
cado (ALBUQUERQUE; FORTES; FINAMORE, 2008). Desse modo, é possivel conhecer as
distribuicdes marginais de cada varidvel aleatdria associada ao processo, bem como qualquer
distribui¢do bivariada ou, até mesmo, a distribui¢do conjunta de qualquer subconjunto de varia-
veis aleatdrias de tamanho inferior 8 N (MORETTIN; TOLOI, 2006). Isso se deve ao fato de
que, uma vez que o processo esta especificado até a ordem NN, é possivel conhecer a funcao de
distribuicdo (ou, de forma andloga, sua funcao densidade de probabilidade) para qualquer ordem

menor que N por meio da integracio (ALBUQUERQUE; FORTES; FINAMORE, 2008).
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No entanto, trabalhar com a especificacdo completa do processo estocdstico, como em
(2.3), é extremamente complexa e em alguns casos impossivel, uma vez que nao é possivel
conhecer todas essas distribui¢cdes de dimensdo finita, como indicam Albuquerque, Fortes e
Finamore (2008) e Morettin e Toloi (2006). Uma alternativa que ¢ utilizada na prética para es-
tudar processos estocdsticos € restringi-lo a uma especificacdo maxima de ordem N = 2, bem
como estudar suas caracteristicas baseada em momentos. O momento de um processo estocds-
tico nada mais é do que o momento da varidvel aleatéria X em qualquer ponto de indexagdo
s € T (ALBUQUERQUE; FORTES; FINAMORE, 2008). Existem dois tipos de momentos:
momento ndo central (ou momento centrado na origem) € momento central (ou momento cen-
trado na média). Considerando um processo estocastico especificado até a ordem NV, o 7-ésimo

momento produto ndo central para esse processo, tal que r = ry + ... 4 ry, € definido como
EI:XTI(Sl) XN SN =

(2.4)
/ / (s1)...2™(sy) p(X(s1),...,X(sn)) 0z(s1) ...0z(sN),

ao passo que, o r-ésimo momento produto central, para r = ry + ... 4+ ry, é dado por
E[(X(s1) —p(s1)" - (X(sw) — plsw)) ] =
/ / z(s1) — p(s1)) " o (z(sw) — p(sw)) ™ p(X(s1), ..., X(sn)) Ox(s1) ... Oz(sn),
(2.5)

sendo (z(s;) — 11(s;)) o desvio entre z(s;) e sua respectiva média i(s;) e p(X (s1), ..., X (sn))
a fungdo densidade de probabilidade de X (s;), ..., X (sy) obtida a partir de (2.3).

Considerando um processo estocdstico especificado até a primeira ordem, com funcao
densidade de probabilidade p(X (s)), tem-se que o primeiro momento ndo central de X, pela

expressao (2.4), é dado por

E[X(s)] = u(s) = / o(s) p(X(s)) da(s), seT. 2.6)

definido como a média da varidvel aleatoria X associada ao ponto de indexacdo s. Utilizando
a expressdo em (2.5) para o primeiro momento central, é possivel verificar que ele € nulo, uma
vez que E(X (s) — pu(s)) = pu(s) — p(s) = 0. Considerando ainda a expressdo (2.5), tem-se que

o segundo momento central de X € dado por

E[(X(s) — pu(s))’] = o*(s) = /(x(s)—u(s))Qp(X(s))dx(s), seT, (.7)

na qual € definida como a fun¢io de variancia de X em um ponto s.
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Agora, para um processo estocastico especificado até a ordem N = 2, com funcdo den-
sidade de probabilidade p(X(s;), X (s2)), tem-se que o segundo momento produto nio central

de X (s1) e X(sy), através de (2.4) e considerando ry = 1, = 1l e r = 1y + ry = 2, é dado por

E[X(s1) X(s2)] = / / 2(s1)2(s2) p(X(51), X () Dx(s1)0x(ss),  (2.8)

chamada de funcao de autocorrelacao do processo estocdstico, que correlaciona a varidvel ale-
atéria X em dois pontos de indexacdo, s; € 7 e sy € 7T, quaisquer. De forma andloga,
considerando vy =19 = 1 er = r; + ro = 2, 0 segundo momento produto central do processo

¢ dado por
E[(X(s1) = p(s1)) (X(s2) = pu(s2))] = E[X(s1) X(s2)] — pals1) p(s2) =
Cov[X(s1), X(s2)] = (2.9)
-/ / vls1) — pu(s1)) (w(s2) — p(s2)) P(X(s1), X (52)) Oa(s1)a(s2).

sendo definido como a funcao de autocovariancia do processo, mensurada em dois pontos de in-
dexacdo quaisquer, s; € 7 e sq € 7. Note que a fun¢do de autocovariancia (segundo momento
central) depende da funcdo de autocorrelacdo (segundo momento ndo central). Como um caso
particular, supondo que s; = s, = s, tem-se que a fun¢do de autocovariancia se reduz a o>(s),
a variancia do processo estocdstico como na expressao em (2.7).

Para se fazer inferéncias sobre essas caracteristicas relacionadas ao processo estocéstico,
tal como a média, a variancia e a covariancia, em geral, € necessdrio que multiplas realizacdes do
processo sejam obtidas para que as técnicas inferenciais estatisticas possam ser empregadas. No
entanto, € muito comum em estudos envolvendo processos estocdsticos que apenas uma unica
amostra seja obtida. Desse modo, os métodos cldssicos de inferéncia baseada em multiplas
realizacOes de uma varidvel aleatéria e amplamente utilizada na teoria estatistica se tornam
invidveis (SCHABENBERGER; GOTWAY, 2004). Nesse caso, as chamadas suposicoes de
estacionariedade sdo admitidas na teoria estocdstica justamente para contornar essa falta de
amostras observadas. De acordo com Albuquerque, Fortes e Finamore (2008), existem varios
niveis de estacionariedade, que vao desde suposi¢des mais fortes sob a estrutura probabilistica
do processo até as mais fracas.

O primeiro tipo de estacionariedade é a chamada estacionariedade estrita, também de-

nominada de estacionaridade forte, que supde que

Flz(s1),...,2(sy)] = Fla(si +h),...,z(sy +h)], (2.10)
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isto €, a funcdo de distribuicdo de dimensdo finita do processo € invariante sob translacdes
de comprimento h. Em outras palavras, isso quer dizer que a distribui¢do do processo nao
se altera sob qualquer movimento feito nos pontos de indexacdo em 7 C R? No entanto,
como o proprio nome ji diz, essa suposicdo € muito forte, pois impde restricdes sobre toda
a estrutura probabilistica do processo estocastico e, portanto, poucos fendomenos atenderdao a
essas condicoes (SCHABENBERGER; GOTWAY, 2004).

Desse modo, uma suposicdo mais suave pode ser imposta ao processo, 0 que garante que
mais fendmenos possam atende-la de forma mais satisfatéria. A estacionariedade de segunda

ordem ou, simplesmente, estacionariedade fraca estabelece que

E[X(s)] =

Cov[X(s;), X (s;)] = Cov(h),

sendo h =|| s; —s; || a distancia euclidiana entre os pontos s; e s;. Isso &, a estacionariedade de
segunda ordem implica que a média do processo ndo se altera sob o conjunto de indexacao e que
a funcdo de covaridncia do processo é dada apenas como funcdo de h. E possivel verificar que
as condi¢Oes aqui estabelecidas sdo mais fracas, uma vez que a suposicao de estacionariedade
¢ feita sobre os momentos do processo estocdstico e nio sobre sua distribuicao.

Para processos estocdsticos indexados em um subconjunto de R¢, para d > 2, um ou-
tro tipo de suposi¢do € feito além da estacionariedade de segunda ordem. Quando o processo,
além de ser invariante sob translacdo, também for invariante sob rotagdo (ou estaciondrio sob
rotacdes), o processo estocastico € chamado de isotropico (RIPLEY, 1981). Isso implica que
covariancia do processo mensurado em dois pontos de indexa¢ao quaisquer ird depender unica-
mente da distancia euclidiana que os separam, independente de sua localizagdo e de sua dire¢dao

em uma determinada regido espacial.

2.1.1 Processos estocasticos Gaussianos

A partir dos conceitos bésicos de processos estocdsticos, diversos modelos estatisticos
podem ser descritos dependendo da natuzera da varidvel aleatéria ou do conjunto de indexa-
cdo associado a ela. Um caso particular de processos estocdsticos, bastante importante para

a compreensdo dessa tese e amplamente utilizado na literatura, sdo os chamados processos
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estocdsticos Gaussianos. De acordo com Albuquerque, Fortes e Finamore (2008), os proces-
sos Gaussianos possuem bastante relevancia na literatura devido a sua simplicidade tedrica e a
grande capacidade de explicar e modelar diversos fendmenos presentes na natureza. Particular-
mente para essa tese, o processo Gaussiano se torna de suma importancia devido a sua relagao
com a classe de processos estocasticos de Cox, uma familia de modelos amplamente utilizada
para modelar configuracdes pontuais, teoria que serd abordada posteriormente.

Segundo Dobrow (2016), um processo Gaussiano € definido por meio de uma varidvel
aleatéria Gaussiana, denotada por f, indexada por um conjunto de pontos {si,s,S3,...} €
T C R4, sendo completamente especificado por uma fun¢do de média, denotada por u(s), e

fun¢do de covariancia entre dois pontos s € 7 e s’ € T, denotada por K (s,s’). Ou seja,

f~PG(u(s), K(s.s)).

Além disso, considerando qualquer subconjunto de /N pontos indexadores definido sob
0 processo, tem-se que o vetor de varidveis aleatorias f = [f(s), f(s2), ..., f(sn)] " segue uma
distribui¢do Normal N-variada, com vetor de médias e matriz de covariancias dados, respecti-

vamente, por

_M(Sl)- [ K(s1,81) K(s1,82) ... K(s1,sy) ]
b p(s2) . K — K(s2,81) K(sg,82) ... K(s2,8n) 7
_,u(SN)_ i K(sn,s1) K(sn,s2) ... K(sy,sn) |

e com funcdo densidade de probabilidade conjunta
p(f;,K) = (2m) M2 K [71/2 exp{ - %(f —p) ' K7H(f - u)}, (2.11)
cujo os elementos da matriz K podem ser calculados através de
K(s;,s;) = v xc(s;,84;0), (2.12)
sendo y o pardmetro de variancia do processo Gaussiano e c(s;, s;; @) uma fungdo que correla-
ciona a varidvel Gaussiana em dois pontos distintos do conjunto de indexacao, controlada pelo

vetor de parametros 6 que parametriza a dependéncia estocdstica existente entre as varidveis

aleatorias.
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Na literatura, foram propostos varios modelos para descrever a estrutura de correlacao
estocdstica existente no processo Gaussiano, que também € chamada de funcdo kernel. Para
que uma determinada fun¢do de covariancia e, consequentemente, de correlacio seja conside-
rada valida, ela deve ser caracterizada como uma fun¢do positiva semi-definida, de tal modo
que a forma quadritica a'Ka atenda a condi¢do a' Ka > 0, para todos os vetores a € RY
(RASMUSSEN, 2006a).

Assumindo que o momento de segunda ordem do processo Gaussiano, K (s,s’), seja
invariante sob translacdo e rotacdo, ou seja, estaciondrio de segunda ordem e isotrépico, al-
guns modelos para c(s;, s;; @) podem ser usados para descrevé-lo, de acordo com Rasmussen

(2006a). A Tabela 2.1 apresenta alguns deles.

Tabela 2.1 — Exemplos de fungdes de correlacdo para processos Gaussianos e que sao consideradas po-
sitiva semi-definidas.

Funcdes de correlacao \ Expressoes para c(s;, s;; 0) \ 0
Matémn ety (2 s = H)"BV(@ Is=s'1l) 6={va)
Exponencial quadritico exp{ — (52_;;)2 0 ={a}
Exponencial expq — @} 0 ={a}
[-exponencial exp{ - <¥>6} 0 ={a, 5}
Quidrtica racional <1 + (SQEZIQ) 2)6 0 ={«a,d}

Dentre as varias fungdes de correlacdo mostradas na Tabela 2.1, destaca-se a fun¢ado de
correlagdo exponencial quadratica que, segundo Rasmussen (2006a), € uma das mais usadas em
estudos desse tipo, e que serd a funcao escolhida para o desenvolvimento dessa tese.

Como explicado anteriormente, diferentes modelos de processos estocdsticos podem ser
estabelecidos, considerando as diferentes especificagdes que, tanto a varidvel aleatéria de in-
teresse quanto o conjunto de indexacdo, podem assumir. A préxima subsec@o apresentard um
novo modelo de processo estocdstico, na qual o processo tem por objetivo descrever ocorréncias
de um determinado fendmeno aleatério, podendo ser usado para modelar uma série de aplica-

coes, como ocorréncias de doencas epidemioldgicas, acidentes, terremotos, € muitos outros.

2.1.2 Processos pontuais

Um processo pontual, denotado por S = {sj, Ss, S3, ...}, é descrito como um fend-

meno que gera pontos aleatoriamente sob um dominio 7 C R, para d > 1, a partir de um
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modelo estocdstico. A realizacao desse processo consiste na geragdo de um conjunto de pontos,
denominados por eventos, de quantidade finita e distribuidos de forma irregular em 7 (CRES-
SIE, 1993). O conjunto de eventos obtidos a partir da realizacdo do processo pontual recebe
véarias denominagdes na literatura, tais como: configuragdes pontuais, padrao de pontos ou pa-
drao pontual (SCHABENBERGER; GOTWAY, 2004). De acordo com Rasmussen (2018), a
terminologia “ponto” € utilizada, pois o evento estd associado a uma localizag¢do precisa de sua
ocorréncia, representando um ponto na linha temporal ou em uma regido espacial.

Padrdes pontuais distribuidos na reta real, d = 1, geralmente representam processos
pontuais indexados no tempo, ou seja, € uma sequéncia de tempos aleatdrios que representam o
momento de ocorréncia de um determinado evento, S = {ty, %, ..., ty}. Apesar da maior parte
das aplicacdes envolvendo configuragcdes pontuais unidimensionais estar associada ao dominio
do tempo, podem haver situagdes em que os eventos estejam indexados em outro conjunto de
indexagdo que ndo seja necessariamente o tempo. Com o objetivo de distinguir as as diferentes

abordagens envolvendo processos pontuais, serd utilizada a notagao

{t1,t9,...,tn}

para representar uma configuracdo pontual indexada no tempo,

{81,82, .. .,SN}

para descrever um padrdo pontual indexado em qualquer outro subconjunto de R! e que seja

diferente do tempo, ao passo que

{s1,82,...,8n5}

representar padrdes de pontos indexados em qualquer subconjunto de R?, para d > 2. Quando
os eventos de uma configuracdo pontual estdo indexados em um plano, d = 2, ou em outra
dimensdo maior, d > 3, geralmente, eles representam localiza¢des espaciais de ocorréncias
de um fendémeno (BADDELEY; BARANY; SCHNEIDER, 2007). Nessa tese, serd dada uma
€nfase maior para processos pontuais unidimensionais.

Na Figura 2.4 apresenta-se uma configuracdo pontual com indexacao unidimensional.
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Figura 2.4 — Representacdo de uma configuracdo pontual unidimensional.

| O O oo o—le

Fonte: Do autor (2021).

De acordo com Daley e Vere-Jones (2003), existem varias formas de lidar matematica-

mente com um processo pontual no dominio do tempo. Entre elas:

a) Medidas de contagem: se um processo pontual é estudado por meio de uma contagem
de eventos, um subconjunto (ou intervalo) (a, b] da reta real deve ser estabelecido. Além
disso, é especificada uma medida N(.) que contabiliza o nimero de eventos ocorridos em

(a, b], definido como

N(a, b] = #{t; € (a,b]}, para (a,b] C R'. (2.13)

Assim, a medida N(.), definida em (2.13), deve ser um valor inteiro e ndo negativo. Na
Figura 2.5 apresenta-se um exemplo de uma contagem em uma configuracdo pontual na
reta real;

Figura 2.5 — Processo de contagem para uma configura¢do pontual na reta real, em que a medida N(a, b

estabelece o nimero de eventos contidos no intervalo (a, b]. No exemplo ilustrativo, a me-
dida N contabiliza 3 eventos ocorridos no intervalo semi-aberto (a, b].

N(a,b] =3
| al b
| — o—o=} —  »
t, £ttt t,

Fonte: Do autor (2021).

b) Funcoes step: considerando que a indexacdo do processo pontual ocorre no conjunto dos

reais positivos, R™, uma nova medida pode ser estabelecida. Considerando

N(t) = N(0, t], para 0 < t < oo, (2.14)

em que N(¢) é uma medida que quantifica um nimero acumulado de ocorréncias de even-
tos a partir de um ponto inicial (neste caso, o zero) até um instante de tempo ¢ qualquer.
Se, ao contrério do caso anterior, a indexacao do processo pontual for em toda a reta real,

a defini¢do da fung¢do step em (2.14) pode ser reescrita como
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N(0,t], set>0

N(t) = 0, set=0 (2.15)

—N(¢,0], set <O0.

\

Com base nessas defini¢des, a fungdo N(¢) é uma func@o crescente, continua a direita e

que assume apenas valores inteiros. Seu comportamento pode ser visto na Figura 2.6;

Figura 2.6 — Exemplo de uma fungao step para uma configuragdo de pontos no tempo, 0os quais estdo
contidos no R". De forma anéloga a uma funcéo de distribuigdo, N(¢) quantifica uma con-
tagem acumulativa de eventos até o instante de tempo ¢. Por exemplo, 4 eventos ocorreram
até o instante de tempo ;.

| °® ® oo *————»
t, t, t,t

IS
—
53

Fonte: Do autor (2021).

¢) Sequéncias de pontos: esta é a forma mais direta e, no entanto, a menos usual para
se trabalhar com um processo pontual na reta. Ao invés de se trabalhar com contagens
acumuladas ou em sub-intervalos, a informagdo do tempo exato da ocorréncia do evento
¢ utilizada. No entanto, uma forte dependéncia entre os eventos € estabelecida, uma vez
que t; < t;+1. Assim, uma estrutura de ordem € imposta entre os eventos, como mostra a

Figura 2.7,
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Figura 2.7 — Exemplo de uma configuracdo pontual considerando uma sequéncia de pontos. Neste caso,
apesar dos eventos serem gerados de forma aleatdria no tempo, uma relacdo de ordem é
estabelecida, de tal forma que t; < to <t3 < ---.

| . — —>
t, tot, &

_1—?

Fonte: Do autor (2021).

d) Sequéncias de intervalos: por fim, uma tltima forma de se trabalhar com processos pon-
tuais é considerar uma sequéncia de tempos intervalares entre eventos pontuais, definido

como

=1t —ti1. (2.16)

Como pode ser visto na Figura 2.8, &; € uma varidvel aleatdria que assume qualquer valor
real positivo.
Figura 2.8 — Exemplo uma configuracio pontual considerando uma sequéncia de intervalos entre os tem-

pos de ocorréncias. Neste caso, o estudo do processo se baseia nas diferencas, que é uma
varidvel aleatdria continua e que assume apenas valores positivos.

&1 & & & &5
I/\ NN — T,

® ® ——»
t, t, ot ot t

Fonte: Do autor (2021).

De acordo com Rasmussen (2006b), uma caracteristica importante associada a um pro-
cesso pontual no tempo € o seu cardter evolutivo. Assim, os eventos ocorrem seguindo uma
ordem temporal, que € algo natural e intrinseco a esse tipo de abordagem, sendo de suma im-
portincia para a sua modelagem. Dessa forma, a ocorréncia de um evento no tempo atual pode
depender do que ocorreu no passado. Segundo Baddeley, Barany e Schneider (2007), essa ca-
racteristica evolutiva € o que diferencia a teoria de processos pontuais no dominio do tempo em
relac@o a outros processos pontuais com conjunto de indexac¢do diferente do tempo, tanto uni-
dimensional quanto de multiplas dimensdes. Processos espaciais, por exemplo, ndo possuem
essa caracteristica, o que torna os seus métodos e técnicas diferentes do caso temporal.

Sendo assim, o conjunto composto por todos os tempos de ocorréncias dos eventos

antes de um instante de tempo ¢, é definido como a histéria do processo pontual, denotado por
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Hy = {t1,ta,...,tn_1}, para ty_1 < t. Este conjunto é essencial para a caracterizagdo de
medidas que descrevem o processo pontual (RASMUSSEN, 2018).

Segundo Johnson (1996), um processo pontual no tempo € especificado pelas duas quan-

tidades
e

p[N[t, t+dt) > 1| H| = o(t, dt), (2.18)
sendo que % tende a zero a medida que dt — 0. Isto é, a equacdo (2.18) define que ndo

mais do que um evento pode ocorrer em um intervalo infinitesimal apos ¢.

Além disso, a equacdo em (2.17) descreve que a probabilidade de ocorrer um evento
em um intervalo suficientemente pequeno em torno de ¢ € igual ao produto do tamanho desse
intervalo pela fung¢do (¢ | H;). Essa func@o é conhecida por fun¢do de intensidade (ou fungéo
taxa) condicional do processo pontual que, segundo Daley e Vere-Jones (2003), € definida como

E [N(dt) | Hi]

(2.19)

o qual especifica o nimero esperado de eventos em uma pequena regido em torno de ¢, dada a
historia do processo até esse instante de tempo.

Apesar de uma configuracido pontual conter N eventos observados, esse conjunto re-
presenta uma Unica realizacdo do processo estocdstico sob o tempo. Neste caso, hipdteses
que simplificam a estrutura do processo se tornam essenciais. Uma suposicao feita em rela-
cdo ao processo pontual, é considerd-lo estaciondrio. Processos pontuais estaciondrios ocor-
rem se a sua distribuicdo nado for alterada em decorréncia de uma translacdo no tempo (COX;
ISHAM, 1980). De acordo com Daley e Vere-Jones (2003), considerando r subconjuntos,
(a1, b1], (az, b, ..., (a,, b,], contidos no conjunto dos nimeros reais positivos, R!, o pro-
cesso pontual serd estritamente estaciondrio se a distribuicdo conjunta de {N(a; + ¢, b +
t], N(ag +t, by + 1], ..., N(a, + ¢, b, + t]} ndo depender de ¢, sendo t > 0.

De acordo com a defini¢do, a suposi¢do de estacionariedade é considerada uma supo-
sicdo forte, pois leva em consideracdo a distribui¢do do processo como um todo. Assim como
foi falado anteriormente para processos estocasticos em geral, suposi¢des mais fracas podem

ser estabelecidas, sendo baseadas apenas nas medidas de momentos do processo pontual. Neste
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caso, supde-se que o processo pontual serd fracamente estaciondrio se a funcdo de intensidade,
que se associa ao momento de primeira ordem, for invariante sob translagdo no conjunto de

indexacdo (COX; ISHAM, 1980).

2.1.2.1 Processos pontuais com marcas

Um estudo que leva em consideracdo apenas a distribui¢do pontual de eventos pode, em
alguns casos, ser um fator limitante quando se quer obter informag¢des mais precisas sob o feno-
meno em questdo. Segundo Daley e Vere-Jones (2003), em diversos modelos para processos
pontuais, 0 momento (ou a localizacdo referenciada, no caso espacial) da ocorréncia do evento
perde sua relevancia primordial quando este carrega consigo uma ou mais informacgdes adicio-
nais. Tais informacgdes sdo denominadas por marcas. Nesse caso, o processo pontual passa a
ser apenas mais uma componente incorporada a um modelo mais complexo, o qual visa, nao
apenas o estudo da distribui¢ao de eventos, mas as relagdes de dependéncia estocdstica entre as
marcas e evento/marca.

Dessa forma, define-se um processo pontual marcado como um conjunto aleatério de
pares S, = {(s1, A(s1)), (s2, A(s2)), ...} definido em T x M, sendo s; denotado como o
i-€simo evento pertencente A uma subregido 7 C R? e A(s;) denota o valor (ou atributo) da
marca associada ao ponto s; e M é o espago das marcas no qual A(s;) estd definida (CHIU et
al., 2013). Mais especificamente para o caso temporal, uma configuracdo pontual marcada é
uma sequéncia finita de eventos, S,,, = {(t1, A(t1)), (t2, A(t2)), ..., (tn, A(tn))}, distribuidos
sob os reais, 7 C R, que carrega consigo uma marca (DU et al., 2016). De acordo com Daley
e Vere-Jones (2003), os eventos pontuais marcados estdo definidos no produto dos espacos dos
eventos 7 e das marcas M. Desse modo, se apenas o conjunto de informagdes sobre o tempo de
ocorréncia dos eventos for considerado, tal processo pode ser visto como um processo marginal
de S,, e, nesse contexto, recebe o nome de “processo pontual de base”.

Sobre a natureza das marcas, elas podem ser classificadas como categdricas ou quan-
titativas. Para o caso quantitativo, o espaco das marcas assume um conjunto de valores re-
ais, que atribui as marcas associadas aos eventos de uma configuracdo pontual um valor real,
isto é, M C R!. Por outro lado, se as marcas forem categdricas, o espaco das marcas se
reduz a um conjunto finito e enumerdvel, composto por K categorias ndo numéricas, isto &,
M = {1,...,K}. Nesse caso, a literatura denomina processo pontual com marcas categdricas,

processo pontual multivariado e processos de multi-tipos (ou multitypes) como sindnimos.
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De acordo com Rasmussen (2018), a distribui¢do das marcas associada a um evento
no tempo t € especificada por meio de uma funcado de probabilidade (ou func¢io densidade de
probabilidade, para o caso quantitativo) condicional, p(A(t) | t,H;), sendo que a histéria do
processo agora depende tanto da referéncia temporal quanto das marcas passadas. Desse modo,

o processo € especificado pela funcao de intensidade condicional marcada, denotada por

A(L A(E) | He) = At [ He) p(A(2) | £, He), (2.20)

em que A\(t | H,) é a intensidade do processo de base, mas que também pode depender das
marcas dos eventos passados.

Seguindo a defini¢do para processos pontuais sem a existéncia das marcas, a funcio
de intensidade condicional marcada € interpretada de forma anédloga, incluindo apenas a infor-
macao da marca. Nesse caso, se a marca for categorica, a intensidade condicional descreve o
nimero médio de eventos associados a k-ésima marca, A(t) = k, em um pequeno intervalo de

tempo dt, sendo denotada por

At A(t) = & | Hy) = BN ;tk> [ ] 2.21)

No entanto, se a marca for quantitativa, a intensidade em (2.20) € interpretada como o
ntimero esperado de eventos em um pequeno intervalo de tempo dt e em um pequeno intervalo
de valores associados a marca, da, sendo denotado por

E [N(dt x da) | Hi)

At A() [ H) = dt % da

(2.22)

De acordo com Cox e Isham (1980), o objetivo principal na pesquisa sob a teoria de mar-
cas se encontra no estudo da distribui¢ao conjunta entre os pontos e as marcas, com um enfoque
maior no estudo da existéncia de uma estrutura de correlagcdo estocéstica. Mais precisamente,

trés cendrios possiveis podem acontecer:

a) as marcas sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) e

independem do processo pontual;

b) existe uma estrutura de dependéncia entre as marcas e os eventos de um processo pontual,

sendo as marcas i.1.d. entre si;

¢) as marcas estdo correlacionadas umas com as outras e também com os eventos.
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Uma particularidade da teoria de processos pontuais marcados e que resulta em outra

teoria € considerar as marcas de um processo pontual no tempo como sendo localiza¢des refe-
. , d

renciadas, em que o espago das marcas é o R®. Neste caso, tem-se um processo pontual espaco

temporal (RASMUSSEN, 2006b).

2.2 Modelos para processos pontuais

Nessa secdo serdo apresentados os processos de Poisson e de Cox, classes de mode-
los usuais para representar o mecanismo estocéstico de um processo pontual. Até o presente
momento, a teoria de processos pontuais foi, particularmente, apresentada considerando a in-
dexacdo sob o ponto de vista temporal, devido a sua particularida evolutiva do tempo. A partir
de agora, os modelos serdo apresentados para qualquer tipo de indexa¢@o unidimensional, in-
cluindo o tempo. Desse modo, serd usada a notacdo s ao invés de ¢ para denotar a configuracdo

pontual.

2.2.1 Processos de Poisson

Um processo de Poisson € a estrutura mais simples para a representacdo de uma confi-
guracdo pontual, seja ela no dominio do tempo, no espaco ou em qualquer outro conjunto de
indexacdo. De acordo com Kingman (1996), tal processo € utilizado para descrever o compor-
tamento de fendmenos que se distribuem de forma completamente aleatdria sobre o espago de
indexacdo. Considerando um processo pontual de indexac¢do unidimensional e tomando 7 sub-
conjuntos disjuntos, (aq, b1], (ag,bs, ..., (ar, b;], um processo de Poisson é completamente

definido pela distribuicao conjunta do nimero de elementos em cada subintervalo:

p[N(a1,b1] = Ni,...,N(a,, b,] = N, | = H p[N(ai, bi] = Nij
= (2.23)

T

M(ai,bi]Ni
= I —5— exp{-M(a:, bi]}.
i=1 Nl

A partir da distribuicdo conjunta em (2.23), duas propriedades podem ser obtidas:

a) se N(a;, b;] denota o niimero de eventos aleatérios que ocorrem no intervalo arbitrario
(a;,b;) C RY, entdo N(a;, b;] ~ Poisson(M(a;, b;]), sendo M(a;, b;] > 0 o nimero médio

de eventos no intervalo b; — a;;
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b) se (a1, b1], (as,bs], ..., (ar, b,] sdo subconjuntos disjuntos de R!, entdo N(ay, b],

N(ag, bs], ..., N(a,, b,] sdo varidveis aleatdrias independentes.

Outra forma de escrever o comportamento médio do processo de Poisson, M(.), é por
meio da func¢do de intensidade, definida em (2.19). Como esse processo possui a propriedade
de independéncia entre as ocorréncias de eventos, entdo a funcdo de intensidade condicional
para um processo pontual temporal se torna \(¢ | H;) = A(t). Desse modo, o nimero médio de
eventos no intervalo (a;, b;| pode ser obtido por

b;
M(a;, b;] —/ A(s) ds. (2.24)

i

Segundo Kingman (1996), se a medida de intensidade, A, for uma funcio que varia pelo
conjunto indexador, entdo a média de eventos, definida em (2.24), para um pequeno intervalo

(a, b] em torno de s, pode ser aproximada por

M(a, b] = A(s) (b— a). (2.25)

Nesse caso, o processo pontual recebe o nome de processo de Poisson ndo homogéneo (ou ndo
uniforme), pois o comportamento da intensidade muda com s. Assim, \(s) (b — a) € interpre-
tado como uma probabilidade aproximada de um evento ocorrer em um pequeno intervalo, de
tamanho b — a. Essa probabilidade serd alta se a intensidade neste intervalo também for, ou
baixa, caso contrario.

Do mesmo modo, se a func¢do de intensidade for considerada uma taxa constante por
todo o conjunto de indexacdo, isto é, A(s) = A, o nimero médio de eventos em um intervalo

arbitrdrio serd exatamente igual a

M(a,b] = A (b — a). (2.26)

Logo, o processo de Poisson € classificado como sendo homogéneo (ou uniforme). Esse tipo
de processo coincide, também, com os chamados processos fracamente estaciondrios definidos
anteriormente, pois o comportamento médio do processo nao muda devido a uma translacdo
de S. Em outras palavras, considerando dois subconjuntos (ay, b;] € (ag, bo], sendo (ag, be] =
(a1 + s,b; + 5|, o nimero médio de eventos em cada um deles serd o mesmo, uma vez que a
intensidade é constante e o comprimento dos intervalos sdo 0s mesmos.

Dado que o processo de Poisson (homogéneo e nao homogéneo) € considerado a classe

de modelos mais simples em toda a teoria de processos pontuais, outros diversos tipos de classes
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de modelos foram formuladas por meio de uma generalizacdo em sua teoria. Dentre elas, se
destaca a classe de processos de Poisson duplamente estocdsticos, o qual serd apresentada na

proxima subsecao.

2.2.2 Processos de Cox

Os processos de Poisson duplamente estocdsticos representam uma classe importante de
modelos para processos pontuais, o qual surgiu por meio de uma generalizagdo dos processos
de Poisson, a partir dos estudos de Lundberg (1940). Posteriormente, esta classe veio a ser
denominada como processos de Cox, gracas as contribuicdes feitas por Cox (1955).

Um processo de Cox pode ser definido como um processo pontual dirigido por um pro-
cesso de intensidade, \. Isto €, a fun¢do de intensidade que descreve o comportamento médio
do processo pontual também € fruto de um mecanismo aleatério. Daf surgiu a terminologia de
um processo “duplamente estocdstico”. Sua relagdo com o processo de Poisson € que, dada
uma realizacio do processo de intensidade, o processo pontual condicional segue um processo
de Poisson ndo homogéneo com funcdo de intensidade A(s). Segundo Adams, Murray e Mac-
Kay (2009), a motivagdo por trds desse tipo de abordagem surge a partir da necessidade de se
modelar uma func¢do de intensidade de um processo de Poisson que varia ao longo da indexa-
¢do, mas que sua forma funcional nio € conhecida. Desse modo, um novo processo estocdstico
€ incorporado ao modelo a fim de modelar ndo parametricamente a variacao da intensidade ao
longo de sua indexacao.

Segundo Kingman (1996), definir o processo de Cox é impor um conjunto de suposi-
¢oes sob a distribui¢do conjunta condicional das contagens em subintervalos, dado A(s). Desse
modo, tomando r subconjuntos disjuntos, (a1, bi], (ag,bs], ..., (a,, b.], sua distribui¢do con-

junta, condicionado a uma realizagio de A(s), é dada por:

p[N(ay,b1] = Ny,...,N(a,,b.] = N, | A\(s)] = H p [N(a;, b;] = N; | A(s)]
. (2.27)

! M(ai,b,-]Ni
— T %20 exp{—Mi(ay, b},
i=1 N

em que

b;
M(a;, b;] :/ A(s) ds, (2.28)

e A(s) é um processo estocdstico continuo indexado sobre 7 e que assume valores positivos na

reta real.
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De acordo com Kingman (1996), o processo de intensidade pode assumir varias formas,
o que torna o processo de Cox uma classe de modelos para processos pontuais bastante flexivel.
Uma forma de caracterizar o processo de intensidade € considerd-lo em fungdo de um outro
processo estocdstico, denotado por f(s). Considerando que f(s) € um processo Gaussiano, o
processo de Cox recebe a terminologia processo de Cox modulado por um processo Gaussiano

ou, simplesmente, processo de Cox Gaussiano, que assume a forma

A(s) =g(f(s)), (2.29)

em que f(s) também é um processo estocdstico continuo indexado em 7 e que pode assumir
qualquer valor real, sendo parametrizado por uma func¢do de média e uma func¢ao de covariancia
entre dois pontos indexadores quaisquer; g(.) é uma funcéo de liga¢do ndo negativa para garantir
que as propriedades de A(s) sejam mantidas.

Na literatura, diversas propostas para a modelagem utilizando um processo de Cox

Gaussiano foram feitas. Dentre elas, destacam-se

a) Processo de Cox log-Gaussiano: desenvolvido por Mgller, Syversveen e Waagepetersen

(1998), em que seu processo de intensidade ¢ modelado considerando

A(s) = exp{f(s)}, (2.30)

sendo ¢g(.) = exp{.}.

Tal modelo € amplamente utilizado no contexto espacial, tendo diversas extensdes feitas a
partir da proposta de Mgller, Syversveen e Waagepetersen (1998). Dentre elas, destacam-
se os trabalhos de Brix e Diggle (2001) e Diggle, Rowlingson e Su (2005) para o contexto
espaco-temporal; Kelsall e Wakefield (2002) com uma variagdo do modelo que permite
um ajuste a dados de drea; Diggle et al. (2013) adaptado para processos multivariados;

entre outros;

b) Processo de Cox Gaussiano Sigmoidal: proposto por Adams, Murray e MacKay (2009),

considera a intensidade como

A(s) =N a(f(s)), (2.31)

em que \* ¢ o valor méximo que a intensidade pode assumir e o (f(s)) = (14 e /) -

¢ uma funcdo logistica;



38

¢) Processo de Cox Gaussiano Quadrdtico: tal processo foi primeiramente apresentado por
Mgller, Syversveen e Waagepetersen (1998) como um processo de Cox Qui-quadrado,
pois este leva consigo algumas caracteristicas da distribui¢cdo. No entanto, o0 modelo s6
foi explorado, de fato, por Lloyd et al. (2015), que considera o processo de intensidade

como

A(s) = f2(s). (2.32)

Outros modelos baseados no processo de Cox, mas que ndo levam em consideracio o
processo Gaussiano, foram desenvolvidos na literatura. Dentre eles, destacam-se os processos
de Neyman-Scott (BARTLETT, 1964), processos de Cox Shot Noise (M@LLER, 2003), Shot
Noise Generalizado M@LLER; TORRISI, 2005), entre outros.

Na proxima secdo, serd exposta a teoria Bayesiana usada para a estimagdo de para-
metros. Esta se¢do se faz necessdria, pois ela dard suporte para a compreensdo dos modelos
propostos por Lloyd et al. (2015) e Liang, Carlin e Gelfand (2009), que serdo abordados poste-

riormente e se baseiam em processos de Cox Gaussiano com enfoque Bayesiano variacional.

2.3 Inferéncia Bayesiana

O objetivo da Estatistica € conhecer e descrever o comportamento de determinados feno-
menos aleatdrios, tendo como ferramenta principal amostras obtidas a partir de suas ocorrén-
cias. Conhecer seu comportamento € também conhecer suas principais caracteristicas. Em
termos estatisticos, as caracteristicas de um fendmeno sao descritas por meio de um conjunto
de vetor de pardmetros, @ = {61,...,0;}. Em geral, os valores desses parimetros sédo quan-
tidades desconhecidas e incertas e, portanto, métodos e técnicas de inferéncia estatistica sdo
utilizados a fim de estimé-los por meio de tais amostras.

De acordo com Bolstad (2004), a inferéncia sobre parametros pode ser realizada por
meio de diversas 6ticas inferenciais, sendo os métodos frequentista (ou cldssico) e bayesiano os
principais. A abordagem frequentista se baseia exclusivamente na informagdo dos dados e um
estimador para 6 € construido a partir de uma distribui¢cao amostral. Além disso, os parametros
sdo considerados como quantidades fixas.

Nos métodos bayesianos, a incerteza envolvida em relacio ao valor paramétrico real é

tratada como algo aleatdrio. Desse modo, uma distribui¢io de probabilidade pode ser atribuida



39

ao parametro, associando um peso maior a valores que podem ser mais provaveis (GHOSH;
DELAMPADY; SAMANTA, 2007).

A teoria Bayesiana teve seu desenvolvimento a partir dos estudos do reverendo Thomas
Bayes descrito no artigo An essay towards solving a problem in the doctrine of chances, publi-
cado em 1763, o qual recebeu o nome de teorema de Bayes em sua homenagem. Seu método
comegou a ser utilizado no século XIX, porém s6 em meados do século XX é que a teoria
ganhou forca e se consolidou entre os pesquisadores (BOLSTAD, 2004).

O método consiste em incorporar uma informacao probabilistica prévia dos valores pa-
ramétricos no processo de estimagdo, o qual é chamada de distribuicdo a priori de 6, descrita
por p(@). Esta priori, segundo Ghosh, Delampady e Samanta (2007), quantifica a incerteza sob
0 antes dos dados serem observados.

A distribui¢do conjunta dos dados amostrais, x = {1, ..., z,}, recebe o nome de fun-
¢do de verossimilhanga, descrita por p(x | 8) , que, quando combinada com a distribui¢do a
priori, p(@), obtém-se uma distribui¢ao a posteriori, por meio da relagdo estabelecida no teo-
rema de Bayes:

_p(x10)p@)  p(x|6)p(0)
PO = T Lp(x[0) pl0) do

(2.33)

A distribuicdo a posteriori, descrita em (2.33), pode ser vista como uma quantificacao da
incerteza em relacdo aos paradmetros desconhecidos apds a introducdo da informagdo amostral
no processo de estimacdo. Segundo Ghosh, Delampady e Samanta (2007), o aprendizado que se
ganha sobre 6 por meio da fun¢do de verossimilhanca € o que fornece a transi¢ao da distribui¢ao
a priori para a posteriori. Assim, os dados amostrais representam uma componente chave que
afeta o conhecimento prévio que se tem sob 6, quando p(x | €) é considerado como fung¢@o de
0, para xq, ..., x, fixos (GELMAN et al., 2014).

Uma forma equivalente a expressao em (2.33) desconsidera a componente presente no
denominador, a distribuicao marginal dos dados, também chamada de verossimilhan¢a marginal
(CONGDON, 2003) ou de funcdo de evidéncia (BLEI; KUCUKELBIR; MCAULIFFE, 2017).
Uma vez que p(x) ndo depende do conjunto de pardmetros 8, pode-se considera-la como uma

simples constante normalizadora. Desse modo, a posteriori em (2.33) pode ser reescrita como
p(0 | x) o< p(x | 6) p(6). (2.34)

em que o representa proporcionalidade.
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De acordo com Ghosh, Delampady e Samanta (2007), as informagdes associadas a pos-
teriori de @ podem ser apresentadas de diversas formas, por meio de medidas descritivas asso-

ciadas a sua distribuicdo, tais como a média a posteriori
E0 | x) = / 0 p(0 | x) de, (2.35)
e

seus quantis, como por exemplo, sua mediana a posteriori
6
Med(0 | x) = argg / p(0 | x)dO = 0,5, (2.36)

a variancia a posteriori
Var(0 | x) =E[(60 —E(6 | x))* | x]

(2.37)
_/6(9—1@(9 | x))? f(0 | x)de,

ou, entdo, o desvio padrio a posteriori, dado por DP(0 | x) = 1/Var(8 | x).

Entretanto, o cdlculo de integrais como em (2.35), (2.36) e em (2.37) pode ser, em
algumas situacdes, analiticamente intratidvel. Uma forma de contornar tal problema € utilizando
métodos de amostragem Monte Carlo, amplamente utilizado em problemas como esse. Esses
métodos possibilitam que estimativas dessas medidas descritivas possam ser tomadas, sendo
que essas irdo convergir para suas grandezas a posteriori 2 medida que o nimero de simulagdes

Monte Carlo se torna cada vez maior (PRESS, 2003).

2.3.1 Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Mais precisamente, quando a distribui¢@o a posteriori nao € analiticamente tratdvel, as
amostras podem ser tomadas utilizando algoritmos Monte Carlo via Cadeias de Markov (ou
apenas MCMC, usando a sigla em inglés para o termo Markov Chain Monte Carlo). Os mé-
todos MCMC tem por finalidade gerar amostras Monte Carlo de uma distribui¢do alvo (nesse
caso, a distribui¢ao a posteriori) a partir de um mecanismo estocdstico que € descrito por uma
cadeia de Markov (PRESS, 2003). Isto €, esses métodos simulam uma cadeia de Markov cujo
estado atual (nesse caso, a ultima observagao gerada da distribuicao a posteriori) depende do
estado anterior (observagdo anterior gerada). De acordo com Ghosh, Delampady e Samanta
(2007), a ideia dos métodos MCMC € que, para um dado niimero de simula¢des relativamente

grande, a cadeia de Markov converge para uma distribuicdo estaciondria, sendo esta distribuicao
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a densidade a posteriori exata. Dentre os diversos métodos existentes na literatura, os algoritmos
de Metropolis-Hastings e amostrador de Gibbs sdo uns dos principais métodos MCMC.

O algoritmo de Metropolis-Hastings, proposto por Metropolis et al. (1953) e Hastings
(1970), consiste em tomar amostras de uma funcdo densidade de probabilidade que, neste caso,
¢ a densidade a posteriori p(6 | x). Para isso, um valor inicial, 0(0), ¢ tomado a partir de
uma distribuicdo qualquer. Dado que ¢ — 1 valores amostrais foram simulados, um novo valor
amostral, 8’, & obtido a partir de uma densidade de probabilidade arbitréria, ¢(0%~Y, '), de-
nominada de nicleo (ou densidade) de transicdo. Esse novo valor € considerado um candidato
para ocupar a i-ésima amostra simulada e serd aceito com probabilidade

‘ / / (i—-1)
(65 ¢) = min p((?J)X) Q(O(;% /)71 ’
p(0" " | x)q(6" ", @)

(2.38)

em que a(O(i_l), 0') é denominada como probabilidade de aceitagdo. Assim, se este valor for
aceito, a i-ésima amostra da simulacfio receberd o valor ', isto &, ") = 0'. Caso contrario, a
i-ésima amostra recebe o valor anterior, isto é, 8% = 01, O processo € repetido até que as
amostras geradas descrevam uma distribuicdo estacionaria (ROBERT; CASELLA, 2009).

Ja o amostrador de Gibbs, proposto por Geman e Geman (1984) e consolidado por
Gelfand e Smith (1990) em andlises Bayesianas, diferentemente do algoritmo de Metropolis-
Hastings, gera amostras de Monte Carlo dos parametros de interesse considerando suas respec-
tivas distribui¢cdes condicionais completas a posteriori com formas conhecidas.

A técnica de amostragem de Gibbs consiste em decompor o vetor de parametros 6 em
k sub-vetores, isto é, 8 = [01,60, ..., Gk]. Atribuindo valores iniciais para o conjunto de
parametros, denotados por ) = [0(0) 0 e 0,(60)], uma nova amostra é tomada, de forma

iterativa, a partir do seguinte procedimento:

obtem-se a amostra Bgl) através de p(0; | x, 0&0), 0&0), ce 020))
obtem-se a amostra 0&1) através de p(0- | x, 6", 0:(),0), ce 020))
obtem-se a amostra Ok através de p(0y, | x, 01 : 9;1), . 791(:7)1)

A primeira iteracdo ¢é finalizada apds as k£ amostras terem sido geradas, obtendo-se

0 = [0&1), 0&1), . ,0,(61)]. Assim, uma nova iteracio ¢ feita, 0, através das condicionais
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completas, apresentadas anteriormente, e condicionada nas amostras geradas na iteragdo ante-
rior.
Assim, de acordo com Paulino, Turkman e Murteira (2003) sucessivas amostras de 6

serdo obtidas por meio de uma cadeia markoviana com um nucleo de transi¢do dado por

k
(0", 09 =T p6y |x,0,....09, 60" .. 00" (2.39)

j=1
Supondo  iteracdes realizadas pelo amostrador de Gibbs, 8¢ = [0@, Og), e ,0,(;)]

ird convergir em distribuicdo para um vetor de varidveis aleatdrias cuja distribuicdo conjunta
¢ a propria distribui¢do a posteriori, p(61,...,0 | x), a medida que t — oo (BERNARDO;
SMITH, 1994). Da mesma forma, a t-ésima iteracao para o ¢-ésimo sub-vetor 01@ também irda
convergir em distribui¢do para um vetor de varidveis aleatdrias cuja distribui¢do serd a marginal
a posteriori de 8, isto é, p(0; | x). Desse modo, a amostra gerada na ¢-ésima iteragdo, para ¢
grande e considerando que houve convergéncia da cadeia de Markov, para 02@ serd uma amostra
aleatéria gerada de p(60; | x).

No entanto, os algoritmos baseados em simulacio MCMC podem demandar um tempo
computacional elevado, principalmente para problemas de inferéncia com um grande nimero de
parametros (BISHOP, 2011). Em outros casos, principalmente em situagdes na qual o conjunto
de dados € muito grande ou os modelos sdo bastante complexos, os algoritmos MCMC se tor-
nam invidveis para solucionar problemas inferenciais (BLEI; KUCUKELBIR; MCAULIFFE,

2017). Neste caso, a inferéncia Bayesiana variacional se torna uma boa alternativa.

2.3.2 Inferéncia Bayesiana variacional

O método variacional, em sua esséncia, € um método de otimizac@o usado para maximi-
zar (ou minimizar) uma integral que envolve fun¢des que sdo desconhecidas (RUSTAGI, 1976).
De acordo com Rustagi (1976), o método surgiu no século XVII para solucionar problemas de
engenharia a partir dos estudos de Newton, que buscava obter o formato do casco de um navio
que assegurasse o minimo de resisténcia da dgua. Com o passar dos anos, o método foi aprimo-
rado e passou a ser usado em diferentes dreas do conhecimento e aplicacdes. Especificamente
no contexto estatistico, a inferéncia Bayesiana atrelada ao uso variacional teve seu inicio na
década de 1980 (ZHANG et al., 2019).

Segundo Blei, Kucukelbir e McAuliffe (2017), a inferéncia Bayesiana variacional € uma

abordagem alternativa aos algoritmos MCMC para obter aproximacdes de densidades a poste-
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riori dificeis de serem obtidas analiticamente pelo teorema de Bayes em (2.33), devido a inte-
gracdo presente na funcdo de evidéncia p(x).

Este esquema de aproximacdo consiste em propor uma familia de distribui¢des densi-
dade de probabilidade Q associadas ao vetor de parimetros desconhecidos do modelo, sendo
cada ¢(0) € Q uma densidade candidata para representar a verdadeira posteriori de interesse
(ZHANG et al., 2019). As densidades que compdem Q sdo chamadas de densidades variacio-
nais. De acordo com Blei, Kucukelbir e McAuliffe (2017), o objetivo da inferéncia variacional
¢ obter a densidade variacional ¢(.) que melhor se aproxima do comportamento aleatério da
real densidade a posteriori, p(6 | x). Para isso, é necessdrio utilizar de alguma medida que
consiga mensurar o grau de similaridade entre duas distribui¢des. Na literatura, diversas medi-
das foram propostas para esta finalidade, como a divergéncia-«, divergéncia- f e a discrepancia
de Stein, como apontado por Zhang et al. (2019). No entanto, a medida mais utilizada para
esta finalidade € a divergéncia de Kullback-Leibler ou, simplesmente, divergéncia KL, devido
a sua simplicidade tedrica em relacdo as demais e por apresentar solucdes fechadas para deter-
minados modelos. Considerando duas fun¢des densidades de probabilidade, ¢(0) e p(0 | x), a

divergéncia KL é definida como

KL(a(6) |01%)) = [ a(@)oe (42 as

=5 (7))

sendo K'L(q(.) || p(.)) > 0. Se a distribui¢do variacional for exatamente igual a distribui¢do a

(2.40)

posteriori verdadeira, ¢(.) = p(.), tem-se que KL(q(.) || p(.)) = 0.

Sendo assim, o objetivo da inferéncia variacional é, simplesmente, minimizar a diver-
géncia KL entre a densidade variacional e a densidade a posteriori de interesse, a fim tornar
o comportamento probabilistico de ambas o mais similar possivel (BLEI; KUCUKELBIR;
MCAULIFFE, 2017), como mostra a Figura 2.9. Em outras palavras, a inferéncia variacio-
nal se reduz a obter uma densidade variacional dentre todas aquelas pertencentes a O, tal que a

divergéncia KL seja minima:

¢* (@) = argmin KL(q(O) | (@ | x)) (2.41)
q(8)€Q

Blei, Kucukelbir e McAuliffe (2017) ressaltam que a finalidade do uso do método va-
riacional na inferéncia Bayesiana € a mesma dos algoritmos MCMC: obter a distribuicao a

posteriori de interesse. No entanto, o caminho que cada método segue € diferente. Enquanto
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Figura 2.9 — Ilustracdo do método variacional aplicado a inferéncia Bayesiana, na qual a densidade a pos-
teriori de interesse ( A ) é aproximada pela densidade variacional ( B ) usando a divergéngia
de Kullback-Leibler como critério de otimizag@o ( C ). Uma vez obtida uma densidade va-
riacional 6tima ( D ), tem-se que ¢*(0) =~ p(@ | x) e a divergéncia de Kullback-Leibler é
proximo de zero, isto €, K L(q(8) || p(6 | x)) ~ 0.

PO %) p(0]x)

p(0 | x)

(A) (B)

2(0]%) 2(0]%)
A A

q'(0)

v
v

(C) (D)
Fonte: Adaptado de Silveira (2018).

os métodos MCMC se baseiam em simular amostras Monte Carlo, os métodos variacionais se
baseiam em otimiza¢do. Outra caracteristica apresentada pelos autores € que a distribui¢ao esta-
ciondria obtida pelos métodos MCMC resulta em uma amostra da verdadeira posteriori ao passo
que, a densidade variacional otimizada ndo € exata, apenas uma aproximag¢ao da posteriori.

No entanto, otimizar a divergéncia KL em (2.40) se torna invidvel, pois a expressao
envolve a verdadeira distribui¢do a posteriori que inclui a fung¢do de evidéncia, dificil de ser

calculada. Desenvolvendo a expressdo em (2.40), tem-se que
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KL(q(6) || (6| %)) = E, [bg

= Eq[logq(e)} —Eq[logp(e)] E [logp(x | 0)} +E [logp( )}
- q(9)

= E, {log (Zﬁ)} Eq[logp(x | 9)} + log p(x)

= KL(q(0) || p(8)) — E,[logp(x | 8)] + log p(x)

= —L +logp(x)

(2.42)
Ou seja, a divergéncia KL entre a densidade variacional e a densidade a posteriori € fatorada em
dois termos: logaritmo da fun¢@o de evidéncia, log p(x), e o limite inferior da log evidéncia,
denotado por £. Este termo recebe esse nome devido a sua relacdo com a funcdo de log-

evidéncia, uma vez que

KL(q(.) | p()) =0

()
logp(x)—L >0

logp(x) > L.

Ou seja, a quantidade £ é o menor valor que log p(x) pode assumir.

Uma vez que KL(q(.) || p(.)) é uma medida dificil de ser minimizada por conta da
presenca do termo log p(x) na expressdo, uma alternativa é otimizar o termo £. Como L é
inversamente proporcional a divergéncia KL, minimizar K L(q(.) || p(.)) é andlogo a maximizar
L. Desse modo, a distribuicdo variacional 6tima em (2.41) pode ser encontrada, de maneira
andloga, obtendo uma densidade variacional, dentre todas aquelas pertencentes a familia de
densidades O, que maximize o termo L. Isto &,

¢ (@) = argmax L, (2.43)
a(0)cQ
sendo £ = E,[logp(x | 8)] — KL(q(0) || p(6)) uma quantidade que depende tanto dos
hiperparametros que parametrizam a distribui¢do variacional quanto dos hiperparametros que
parametrizam a distribui¢do a priori de 6.
De acordo com Blei, Kucukelbir e McAuliffe (2017), a escolha da familia de densidades

variacionais € um fator que pode afetar o processo de otimizacdo do método. Isto é, a escolha
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de familias variacionais mais simples implicard em um processo de otimiza¢do mais rapido e
simples também. Nesse sentido, uma abordagem bastante utilizada na literatura é considerar a
chamada familia variacional do campo médio, que parte da ideia de que o vetor de parametros

¢ particionado em k parametros mutuamente independentes, tal que
k
9(0) = [ a6 (2.44)
=1

Vale ressaltar que a utilizacdo dessa estratégia para se obter ¢(6) apresenta vantagens
e desvantagens. Apesar do uso desta familia variacional conseguir capturar o efeito das den-
sidades marginais de cada 6;, para: = 1,..., k, e simplificar a otimizagdo, ela ndo consegue
capturar possiveis efeitos de correlacdo que possam existir entre os parametros. Neste caso,
a utilizacdo do campo médio se torna invidvel para modelos mais complexos com estruturas
de dependéncia. Além disso, estudos mostram que supor independéncia entre os parametros
pode levar a uma sub-estimac¢do da variancia marginal variacional quando comparado com as
posterioris reais (BLEI; KUCUKELBIR; MCAULIFFE, 2017).

Em relacdo a forma da distribuicdo variacional de cada parametro sob a 6tica da familia
do campo médio, cada parametro pode assumir qualquer forma paramétrica dependendo do seu
comportamento. No entanto, Blei, Kucukelbir e McAuliffe (2017) descrevem formas mais sim-
ples de se obter essas distribuicdes considerando densidades pertencentes a familia exponencial.
Trabalhar com distribui¢des que estdo nesta familia podem simplificar ainda mais o processo
de otimizacdo, principalmente com o uso do algoritmo chamado inferéncia variacional de as-
censdo por coordenadas (IVAC), pois a densidade variacional para cada parametro de interesse

pode ser otimizada como
q;(6;) o< exp {Eq_i [log p(6; | O_i,x)]}, (2.45)

em que p(6; | O_;,x) é a condicional completa a posteriori de 6, e E, .(.) é a esperanca varia-
cional em relacdo a todos os parametros, exceto 6;.

Assim como € usado no algoritmo do amostrador de Gibbs, as distribui¢des condicionais
completas a posteriori também desempenham um papel importante na utilizacdo do algoritmo
IVAC, demonstrando a forte relacdo existente entre essas duas abordagens. No entanto, ao
invés de se gerar amostras MCMC dessa condicional completa, o IVAC toma o valor esperado

do logaritmo desta fun¢ido (BLEI; KUCUKELBIR; MCAULIFFE, 2017).
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Além do IVAC, existem outros algoritmos de otimizac¢do mais gerais que podem ser uti-
lizados na inferéncia variacional, principalmente quando ndo se usa a familia do campo médio
para representar as densidades variacionais. S@o eles: o algoritmo do gradiente descendente e o
gradiente descendente estocastico (HOFFMAN et al., 2013) (BLEI; KUCUKELBIR; MCAU-
LIFFE, 2017), bem como os algoritmos de Quase-Newton, como o BFGS (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno) (GERSHMAN; HOFFMAN; BLEI, 2012).

A inferéncia variacional € um método de estimac¢do que tem ganhado espaco nos tltimos
anos em andlises Bayesianas nos ultimos anos e que serd utilizada nesta tese. Na préxima
secdo, serd apresentada a estrutura inferencial desenvolvida no modelo proposto por Lloyd et
al. (2015), que utiliza as técnicas variacionais para resolver seus problemas de estimagdo, cuja

teoria serve como base para a modelagem proposta nesta tese.

2.4 Modelo proposto por Lloyd et al. (2015)

Lloyd et al. (2015) propuseram uma nova estrutura de modelagem para processos de
Cox Gaussiano com a introducdo da inferéncia Bayesiana variacional, o que permitiu um de-
senvolvimento de estimac¢do com maior rapidez do ponto de vista computacional. Além disso,
o método variacional estabelece uma forma fechada para a distribui¢do a posteriori do processo
estocéstico, permitindo assim que suas respectivas estimativas possam ser obtidas para qualquer
ponto pertencente ao conjunto de indexacdo, ndo necessitando de uma discretizacido sob esse
conjunto como € usual nos métodos MCMC. Além disso, o modelo buscou contornar um pro-
blema da chamada alta dimensionalidade dos dados, levando ao uso de um processo Gaussiano
esparso, que serd explicado um pouco mais a frente.

Apesar do seu modelo ser flexivel para configuragdes pontuais tanto unidimensionais
quanto espaciais (no espago d-dimensional, para qualquer d > 2), esta secdo tratard o modelo
apenas para o caso unidimensional, uma vez que o objetivo de pesquisa € lidar com processos
gerados na reta real.

Para a modelagem da func¢ao de intensidade, Lloyd et al. (2015) utilizaram uma funcao

de ligagdo quadrdtica para conectar \(s) ao processo Gaussiano f(s), levando a expressao

A(s) = f2(s). (2.46)

Considerando o teorema de Bayes, a distribui¢@o a posteriori para o modelo é dada por
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p(S|f,0)p(f|0O)
p(S) ’

p(f1]8,0) = (2.47)

sendo p(S | f,©) a verossimilhanga da configura¢do pontual, condicionado ao processo Gaus-
siano f, expressa na forma de um processo de Poisson ndo homogéneo com funcio de intensi-

dade, definida como (2.46),
N
p(S|f,0) = exp{ — [er(s)ds} X HfQ(si). (2.48)
i=1

Ja p(f | ©) descreve a densidade a priori de f, que segue um processo Gaussiano (PG) com

funcdo de média nula e funcdo de covaridncia K (s, ), definida por

K(s,s') = vxc(s,§;a)

(s — /)2 (2.49)
= yxep{ - U2

em que < € a varidncia do processo Gaussiano a priori comum para qualquer ponto s € T
(K(s,s') = ~, paras = s')e c(s,s; ) uma fungdo de correlacdo exponencial quadritica,
apresentada anteriormente na Tabela 2.1, sendo o um parametro de escala que controla a de-
pendéncia do processo em dois pontos distintos, s e s’. Por fim, p(S) é funcdo de evidéncia
(ou verossimilhanga marginal) do modelo, dificil de ser obtida devido a uma dupla integracao

estocdstica presente na expressio:
wS) = [wis.r10)dr
~ [sr100p(S| £.0) 2.50)

- [ws1e) eXp{ - /T f2<s)ds} x f[lfz(si) i,

sendo © = {7, a} o conjunto de hiperpardmetros do modelo.

Para contornar o problema da obtengao de p(S), Lloyd et al. (2015) propuseram o es-
quema inferencial variacional para o modelo em questdo. Considerando uma densidade variaci-
onal para f, tem-se que q(f) = PG (ji(s), (s, s')), sendo fi(s) e (s, s') fungdes variacionais
de média e covariancia respectivamente. Por questdo de simplificacdo na notagao, serd usado ft,
para representar /i(s) e, de modo andlogo, 3, para representar 3(s, s'). Desse modo, tomando
a divergéncia KL, definida em (2.42), para mensurar a similaridade entre p(f | S,0) e ¢(f),

tem-se que o limite inferior da log evidéncia € dado por
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L = E,[logp(S|f,0)] = KL(a(f) | p(f|©)), (2.51)

sendo ]Eq[log (S| f, 6)} o valor esperado da fun¢do de log-verossimilhanca em relacdo a
q(f) e KL(q(f) || p(f | ©)) a divergéncia de Kullback-Leibler entre a densidade variacional
de f e a sua respectiva priori.

Aplicando os processos Gaussianos a priori e variacionais no conjunto de localizac¢des
dos NV eventos da configuragdo pontual, a expressdo para K L(q(f) || p(f | ©)) em (2.51) pode

ser desenvolvida como

(. detK,y
KL(q(f) | p(f | ©)) = -{ 1og%

: — N+tr{K ¥} + ﬁjK;;ﬁs}. (2.52)

Uma vez que KL(q(f) || p(f | ©)) é um dos termos presente na fung¢io £ e sabendo
que esta mesma fungdo £ é usada como critério alternativo de otimizagdo para aproximar ¢( f)
de p(f | S,©), utilizar a abordagem variacional da forma como foi explicitada pode apresentar
um custo computacional elevado. Isso se deve ao fato de que o termo K L(q(f) || p(f | ©))
em (2.52) inclui a inversido da matriz K, de dimensdao N x N, sendo /N o nimero de eventos
observados na configuracdo pontual e que, em geral, € um nimero relativamente grande.

A fim de eliminar esse problema da inversdao de matrizes de altas dimensdes, os autores
introduziram ao modelo a abordagem dos chamados processos Gaussianos esparsos. A ideia
por traz do método esparso em processos Gaussianos € introduzir um conjunto de M pontos de
indugdo (também chamado de pseudo-pontos), denotados por Z = {z1,...,zy} para M <
N, na qual esses pontos tem por objetivo refletir o comportamento dos dados originais, S.
Aplicando o processo Gaussiano nesses pontos de inducdo, um vetor de varidveis aleatdrias de
indugdo é obtido, denotado por f(Z) = {f(z1),..., f(zm)} = {u1,...,up} = u, seguindo
uma distribui¢do Gaussiana multivariada a priori: u ~ A (fﬂ, KZZ), sendo 1 um vetor coluna
unitario de ordem M, @ o valor médio de u comum para todos os pontos e K., uma matriz de
covariancias de dimensdo M x M cujas entradas sdo calculadas pela expressao do kernel em
(2.49), considerando os pontos de inducao Z. Além disso, o modelo supde que os parametros
do kernel para calcular Ky e K, sdo os mesmos, ressaltando assim que f e u compartilham
as mesmas caracteristicas.

Deste modo, uma nova priori conjunta € determinada para o modelo, considerando tanto
0 processo estocastico Gaussiano f quando o vetor de indu¢ao Gaussiano multivariado u, que

pode ser fatorada na forma
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p(fau ‘ @) = p(f ‘ u, ®> p(u ’ @)7 (2.53)

emque f | u~ PG(u(s),S(s,s)), sendo

u(s) = K. K 1, (2.54)

S(s,8) = Koy — KoK K.y, (2.55)

na qual K, e K, descrevem uma func¢io matricial de covariancias cruzadas entre f e u, consi-
derando os pontos em S e Z respectivamente, obtidas através da expressdo (2.49). Além disso,
© agora incorpora um novo hiperpardmetro, resultando em © = {7, a, @}. As expressdes em
(2.54) e (2.55) s@o obtidas considerando uma combinacdo linear de distribuicdes Gaussianas.
Sendo assim, a distribui¢do a posteriori do modelo em (2.47) pode ser reescrita como

p(S|f,0)p(f|u,©)pu|O)
p(S)

p(fiu]S8,0) = . (2.56)

Para a formulagao da inferéncia variacional, uma nova densidade variacional conjunta é
proposta, na qual ¢(f,u) = ¢(f | u)g(u), em que ¢(u) é uma fungéo densidade de probabili-
dade Gaussiana multivariada, N (m, S), sendo m e S um vetor de médias e uma matriz de co-
variancias variacionais, respectivamente. Para simplificacdo dos cdlculos a fim de garantir que
alguns termos na divergéncia KL sejam cancelados, o modelo supde que ¢(f | u) = p(f | u, ©).
Além disso, uma vez que p(f | u,©) é conjugada com ¢(u), € possivel obter ¢(f) na forma

fechada a partir da integracao da conjunta

o) = [ ot du
— [ #lf 1 w.©)(w) du 2.57)
= PG (fils), %(s,8)),
em que

fi(s) = K. K_'m (2.58)

N(s,8) = Koy — Ko K 'K,y + K. K 'SK_'K.. (2.59)

Desse modo, a divergéncia KL pode ser obtida como
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KL(q(f,u) || p(f,u|S.0)) =E, [10% %}

= EQ[log Q(fv u)] - Eq[logp(f, u | 87 @)]
= {B,llogp(f | 0, 0)] + Eyflog g(w)] } — {E,[logp(S | 1,0)]

+E,flogp(f | u,0)] + E,flog p(u | ©)] — B, [logp(S)] |

- - {Eq[logp<s | 1,0)] {log %} } +log ()
— — {E,llog (S | £.0)] = KL(a(w) || p(u | ©)) } + log p(S)

= — L+ logp(S).
(2.60)

Assim, como exposto anteriormente, a divergéncia KL ndo € uma boa medida para ser
usada como critério de otimizacao, uma vez que ela envolve o termo log p(S). Sendo assim, ao
invés de minimizar a divergéncia KL, serd maximizado o limite inferior da log evidéncia, dado

por

L = Eqflogp(S | f)] = KL(q(w) || p(u,©))

— 5|~ [ Poast >l Fs] - Ki(ata) | pta.0)
= = [ B )] ds+ DB flon (5] - KL(a(w) | p(u.0))

N
= = [ Bl R s [ Vor{r) s+ 3O o 0] - KL(a(w) || p(.0).
i=1
2.61)
em que KL(g(u) || p(u,©)) é a divergéncia KL entre a densidade variacional de u e a sua

respectiva densidade a priori. Desenvolvendo sua expressdo, tem-se que

KL(g(u) || p(u,0)) = %{ log dzte:;zz — M +tr{K_'S} + (1a —m) 'K} (1a — m)}

(2.62)

Comparando as expressoes (2.52) e (2.62), pode-se verificar que o problema da alta

dimensionalidade da matriz K/, de dimensdo N x N, foi contornado com a inclusdo das

varidveis de indu¢cdo ao modelo, uma vez que a inversdo de K,y foi reduzida a uma inversao

da matriz K,, com dimensao muito inferior, M x M. Isso reduz a complexidade de tempo do
algoritmo de otimizacao, levando a uma eficiéncia computacional maior.

De acordo com Lloyd et al. (2015), os termos de £ apresentam algumas vantagens que

permitem que sejam calculadas esperangas em relacdo a ¢(f) em qualquer ponto s, uma vez
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que q( f (s)) também € um processo Gaussiano. Essas vantagens se devem a trés motivos des-
tacados pelos autores: (i) a formulacdo de um processo Gaussiano condicional, permitindo que
esperancgas tratdveis sejam tomadas em relagdo a ¢(f); (ii) as varidveis de inducdo ji foram
integradas; (iii) o uso de uma fun¢do de ligacdo quadratica entre a intensidade estocdstica e o
processo Gaussiano.

Desenvolvendo o termo fT E,[f(s)]? ds em L, a partir da expressdo (2.58), tem-se que

E,f(s)? = i*(s) = m"K 'K, K. K 'm (2.63)

e, portanto,

/ E,[f(s)*ds = m 'K} / {K..K,.}ds K;!m
T T

I i
=m K VK  m,

(2.64)

sendo W uma matriz de dimensdao M x M, em que seus elementos sdo obtidos a partir da

integragdo do produto entre K (z, s) e K (s, 2’), dados por

U(z,2")

/T K(z,8)K(s,2') ds

_ 2 @—@ exp{ - %} X {erf((g_#) B erf(%)(]zjés)

cuja demonstragao pode ser vista no Apéndice B.1, sendo z = %Zl e erf(.) a fung@o erro de
Gauss.
Ja o termo [ Vary[f(s)] ds em L é obtido a partir da integracio da expressdo (2.59),

considerando s = s/, de tal modo que

Var,[f(s)] = 6%(s) = v —Tr(KJK..K,.) + Tr(K_SK_'K..K.,.) (2.66)

e, portanto,

/TVarq[f(s)] ds = /f7 ds —Tr (KZZ /T{Kstsz}dS> +Tr (KZZ SK_, /T{Kstsz}dS)

=~ |T| -Tr(K)®) + Tr(K_SK_'¥).
(2.67)

Ja para SN E,[log £2(s:)], Lloyd et al. (2015) apresentam uma solugo analitica para

a expressao envolvendo uma funcao hipergeométrica confluente. A expressdo é dada por
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S Byl 0] = D [ log ((60) N (7G50 i5).5%s) (s

s {o(- 2 ()}

em que C' ~ 0, 57721566 é a constante de Euler-Mascheroni e G (.) é uma fun¢ao definida a

(2.68)

partir da derivada parcial de

OOCL
1F1abz:k2_; b

em relacdo ao argumento “a”. A fungdo 1 F(a,b,z) é chamada de fungdo hipergeométrica
confluente e (.); descreve a crescente série de Pochhammer, tal que (a)g = 1 e (a)r = a(a +

1)(a+2)...(a+ k+ 1). Neste caso,

1,0,0 1 - J! 2

9 (a,b,2) = F1( )(0,572) ZQZ;W

Uma vez que os termos que compdem L foram especificados em (2.62), (2.64), (2.67)
e em (2.68), o processo de inferéncia do modelo ocorre por meio da maximizagdo de £ em
relacdo aos hiperparametros, tanto a priori quanto variacional. Isto €, os hiperparametros do
modelo vdo sendo atualizados por meio de um processo iterativo de otimizagdo até que se
obtenha um ponto de maximo de L. O processo de otimizagdo € feito por meio de algoritmos
baseados em gradientes, cujo os cédlculos sdao apresentados no Apéndice B.2 e B.3. Dentre os
varios algoritmos existentes na literatura destaca-se o algoritmo BFGS que, dentre os algoritmos
quase-Newton, tem como vantagem a utilizagdo apenas dos gradientes (derivadas parciais de
primeira ordem) do modelo. O Apéndice A apresenta de forma mais detalhada a teoria do
algoritmo de otimizacdo BFGS.

Uma vez otimizados os hiperpardmetros do modelo, v*, o*, u*, m* e S*, a distribuicao
a posteriori aproximada € obtida considerando ¢*(f) ~ p(f | S), sendo ¢*(f) um processo
estocastico Gaussiano com funcdes de média e de covariancia obtidas pelas expressoes (2.58)
e (2.59), respectivamente, considerando os hiperparametros otimizados. Com isso, € possivel
inferir sobre o processo Gaussiano em qualquer ponto s € 7.

Considerando o processo de inferéncia sob f realizado, as estimativas da func¢do de in-
tensidade do processo pontual de Cox pode ser obtida por meio da relacdo em (2.46). Para isso,

é necessdrio encontrar a distribuicdo de probabilidade de A(s). Sabendo de sua relagdo com
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o processo Gaussiano e que, para cada ponto de indexacdo s especifico, f(s) segue uma dis-
tribuicdo Gaussiana univariada a posteriori, com média e varidncia denotadas respectivamente
por [i*(s) € 6*(s), A(s) seguird uma distribui¢do variacional Qui-quadrada ndo centralizada
escalonada, com v = 1 grau de liberdade e um parametro § de ndo centralidade dado pela razao

entre i°*(s) e 7% (s). Isto é,

A(s) ~ 7(s)x? (V =1,0 = A ), (2.69)

(2.70)

e variancia variacional

VarA(s)] = 5% (s) x (2v +49) 2.71)
= 267*(s) + 4i**(s).

Uma vez que a distribuic@o a posteriori de A(s) foi obtida de maneira aproximada pela
distribuicdo variacional, estimativas pontuais de A(s) podem ser estabelecidas por meio de sua

média variacional, em (2.70), ou pela mediana variacional, definida por

by
Med[)\(s)] = arg, / ¢ (\N)d\N = 0,5, (2.72)
0

ou, ainda, por seu respectivo maximo variacional (ou moda variacional), definido por

Moda[A(s)] = argmax ¢*(\). (2.73)
A

Jd para a obtencdo dos intervalos de credibilidade a um nivel de (1 — «)100% de pro-
babilidade, € utilizado o método do HPD (sigla em inglés para highest posterior density). Tal
método tem por finalidade obter um intervalo de valores a posteriori para A no ponto s com
(1 — a)100% de probabilidade e que sejam os mais provdveis, isto é, o método visa obter

aqueles intervalos de maior densidade a posteriori.

2.5 Modelo proposto por Liang, Carlin e Gelfand (2009)

Liang, Carlin e Gelfand (2009) propuseram uma extensdao do modelo de Cox log Gaussi-

ano para configuracdes pontuais espaciais indexadas no conjunto dos reais bidimensionais, R?,
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o qual consiste em descrever o processo de intensidade em funcao de covaridveis tanto espaciais
quanto ndo espaciais.

A motivacao dos autores surge a partir do interesse em se investigar a distribui¢do espa-
cial das ocorréncias de casos de cancer de colon e reto no estado de Minnesota, no periodo de
1998 a 2002. Além do estudo das ocorréncias no espago, os autores estavam interessados em
verificar a existéncia de possiveis associagdes entre os dois tipos de cincer, no qual foi incor-
porado ao modelo sob a estrutura de marcas categoricas. Isto €, eles estavam investigando se
pessoas com cancer de reto estariam expostas ao risco de se ter cancer de colon devido a uma
possivel metédstase. Além disso, outras informacgdes externas foram introduzidas nas andlises,
como: taxa de pobreza local, sob a forma de covaridvel espacial; e fatores de risco do individuo,
como idade e estigio do cancer, expresso na forma de covaridvel ndo espacial.

As covaridveis nao espaciais foram classificadas, de acordo com os autores, em dois
tipos. O primeiro tipo de covaridvel apresenta informagdes as quais sdo vistas como marcas
(tipos de cancer) dos eventos na configuracdo pontual (modelagem de processos pontuais mar-
cados). Ja o segundo tipo € visto como varidvel auxiliar, no qual consiste em fornecer alguma
informacao adicional ao padrdo de intensidade do processo (fatores de risco).

O processo de intensidade marcado €, portanto, descrito em funcdo das posi¢Oes espa-
ciais, s, e das covaridveis auxiliares (ou nio espaciais), v, gerando assim uma superficie no
produto dos dominios do espaco geografico, pelo espaco das marcas e, também, pelo espagco
das covariaveis, 7 x M x V. Desse modo, a intensidade estocastica para a k-€sima marca, para

k=1,...,K,édefinida como

Ak(s,v) = 7(s) exp{for +¥(8)'By, +Vor+ (VRY(E6)) ¢+ fils)}, (274

em que 7(s) é um offset que descreve a densidade populacional de Minnesota, Sy € o efeito
global da k-ésima marca, 3, € um vetor de coeficientes de regressao associado as covaridveis
espaciais y(s), d; € um vetor de coeficientes associado ao conjunto de varidveis auxiliares v, ¢,
¢ um vetor de coeficientes associados a interacdo entre as covaridveis espaciais € ndo espaciais
e, por fim, fj(s) é um processo estocdstico Gaussiano para a k-ésima marca com média zero.
Além disso, o modelo permite que o processo Gaussiano varie de acordo com as marcas
e que haja uma estrutura de dependéncia entre si. Essa dependéncia aborda a relacdo exis-
tente entre as marcas por meio da intensidade. Dessa forma, essa dependéncia estabelece se o

aumento na intensidade na localizacdo s para uma determinada marca aumenta ou diminui a in-
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tensidade para outra(s) marca(s) na mesma localizacdo (LIANG; CARLIN; GELFAND, 2009).
Assim, para dar suporte a essa teoria, define-se um processo Gaussiano multivariado, f(s), com

média zero e fungdo de covariincias (s, s’; «, 7y, p) descrito como

" P1271Y2 o PIKMVK
2 DY
S(s.8i00y,p) = els.sha) | PR @)
PN PR2VEY2 R

sendo s e s’ duas localizagdes espaciais, p;; a correlagdo entre o i—ésimo e j—ésimo processo
Gaussiano, parai # j,4,7 = 1,..., K e ¢(.,.; ) uma fungdo de correlacdo univariada, com um
parametro de escala, o, comum para todas as marcas.

Casos particulares do modelo de intensidade, descrito em (2.74), podem ser obtidos a
partir de determinadas simplificacdes. Por exemplo, formas separdveis podem ser estabelecidas
em (2.74) quando ¢, = 0, possibilitando, assim, um estudo do efeito das marcas na intensidade
espacial. Outra simplificagdo seria considerar X = 1, reduzindo o modelo para um processo
pontual ndo marcado (LIANG; CARLIN; GELFAND, 2009).

A funcdo de verossimilhanga associada ao processo de intensidade em (2.74), dado um

processo pontual marcado S,,, é

E[exp{ - /T /v An(s, V) dsdv} < TT T Me(seir vaa)- (2.76)

k  Ski,Vii

No entanto, a fun¢@o de verossimilhanca, dada em (2.76), envolve uma integracdo es-
tocdstica da intensidade, sob o dominio 7, devido ao processo Gaussiano fx(s), no qual ndo
possui forma fechada. Para contornar este problema, os autores utilizaram o método do processo
preditivo, apresentado em Banerjee et al. (2008), para obter uma aproximacao dessa integral.

Uma vez obtida essa aproximacdo para a integral e, consequentemente, para a funcao
de verossimilhanca em (2.76), um modelo bayesiano pode ser especificado quando combinado
com prioris para os parametros do modelo em (2.74). Além disso, amostras da posteriori podem

ser obtidas usando o método MCMC.
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3 MATERIAIS E METODOS
3.1 Conjunto de dados reais

A base de dados que foi utilizada neste estudo se refere a ocorréncias de acidentes re-
gistradas na rodovia Ferndo Dias (BR-381) durante o periodo de 01 de janeiro de 2017 a 30 de
setembro de 2021. Foi considerado apenas um trecho dessa rodovia, comeg¢ando no municipio
de Extrema e terminando em Betim. Este trecho se encontra, em grande parte, na regido sul do

estado de Minas Gerais, como mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1 — Geolocalizagao de trecho da rodovia Fernao Dias (em vermelho), localizado na regido sul do
estado de Minas Gerais, no qual serd estimada a intensidade das ocorréncias de acidentes.
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Fonte: Do autor (2021).

Os dados dessas ocorréncias foram coletados no portal de Dados Abertos no site da
Policia Rodovidria Federal (POLICIA RODOVIARIA FEDERAL, 2021). Esse portal dispo-
nibiliza duas bases de dados associados aos acidentes. Para a primeira base, o registro € feito
por ocorréncia, associando a ocorréncia a um ou mais veiculos envolvidos no acidente. J4 a
segunda base disponibiliza o registro dos acidentes por pessoa, onde sao especificadas informa-
coes relacionadas a todos os individuos envolvidos em uma determinada ocorréncia de acidente
na rodovia.

Os conjuntos de dados em questdo consistem em duas informagdes importantes que
podem ser usadas para a caracterizar a ocorréncia como um evento de uma configuragdo pon-
tual: o momento em que o acidente aconteceu e sua respectiva localizagdo georreferenciada, no

sistema de latitude e longitude. Apesar do modelo de intensidade em questao ter sido desen-
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volvido considerando configuracdes pontuais indexadas no tempo, esse estudo considerou uma
indexacao que levou em consideracdo apenas a informagdo espacial. Nesse caso, foi aplicada
uma fung¢d@o sob o conjunto de coordenadas espaciais que calculasse a distincia percorrida na
rodovia entre o evento e um ponto inicial pré-estabelecido. Esse ponto inicial se refere ao inicio
do trecho da rodovia Ferndo Dias considerado aqui, que se inicia na divisa entre os estados de
Sdo Paulo e Minas Gerais, localizado no municipio de Extrema. A Figura 3.2 apresenta um
esquema exemplificando a transformacao feita para a constru¢cdo do conjunto de indexacao do
processo pontual. Com isso, a configuracdo pontual em estudo pdde ser analisada considerando
uma informagdo “espacial”, ou georreferenciada, mas usando modelos unidimensionais, que

sd0 comuns para processos indexados no tempo.

Figura 3.2 — Exemplificacdo da criagdo do conjunto de indexagdo. Distancia percorrida (em verde) a
partir do ponto inicial até a localizag@o do evento.

Betim

L
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Extrema Extrema i Betim

Fonte: Do autor (2021).

Para uma primeira anélise, foram utilizadas as informac¢des presentes na primeira base
de dados, acidentes por ocorréncia. Nessa andlise, o objetivo foi ajustar uma fun¢do de inten-
sidade para os dados considerando apenas a informacgdo dos pontos, desconsiderando qualquer
informagdo adicional. Ou seja, o primeiro ajuste foi feito considerando um processo pontual
nao marcado, seguindo a proposta de Lloyd et al. (2015). Primeiramente, foi realizada uma
filtragem no conjunto de dados a fim de se obter apenas ocorréncias com uma causa especifica
de acidente. Considerou-se apenas os acidentes cuja a causa tenha sido devido a incompatibi-
lidade da velocidade permitida na rodovia, em condi¢des meteoroldgicas de: “chuva”, “garoa /

chuvisco” e “nevoeiro / neblina”. A Figura 3.3 mostra parte das informacdes contidas na base

de dados dos registros de acidentes por ocorréncia que foram consideradas na primeira ana-
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lise. A coluna “DistKM” mostra o valor das distancias percorridas na rodovia até a ocorréncia
do acidente, calculadas por meio das coordenadas georreferenciadas nas colunas “latitute” e

“longitude”.

Figura 3.3 — Base de dados de acidentes por ocorréncia registrados no periodo de janeiro de 2017 a
setembro de 2021 em um trecho da rodovia federal BR-381, considerando apenas os regis-
tros cuja a causa tenha sido “Velocidade Incompativel” e em condi¢Oes meteorolégicas de

3 ¢ . 99 . . ”
“chuva”, “garoa / chuvisco” e “nevoeiro / neblina”.

1 _|data_inversa dia_semana horario uf ipio causa_acidente condicao metereologica pessoas veiculos latitude longitude DistKM

2 [201701-03  ftercadela  15:20:00 MG SAQ DO Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.90870839 -45.56008965 153.006161760012058
3 [2017-01-03 ftercadfeira : SANTO ANTONIQ DO AMPARO  Velocidade Ingompativel |Chuva 3 1-20.04468044 -44.88101686 301455706740238052
4 |2017-01-04  quarta-feira PERDOES Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.06056432 -45.04971909 276.756603217635700
5 |2017-01-04  quarta-feira SANTO ANTONIO DO AMPARO Velocidade Incompativel  Chuva 4 1-21.01743832 -44.98967483 286.301740791597240
6 |2017-01-04  quarta-feira CARMO DA CACHOEIRA Velocidade Incompativel  Chuva 5| 1-21.37553671 -45.19232758 234.920519419340394
7 |2017-01-04  quarta-feira LAVRAS Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.31574237 -45.16718242 243.006689195761226
8 |2017-01-04  quarta-feira LAVRAS Velocidade Incompativel  Chuva 4 1-21.31972088 -45.16669125 242.536457032579079
9 |2017-01-04  quarta-feira OLIVEIRA Velocidade Incompativel | Garoa/Chuvisco 4 1-20.73730000 -44.77180000 329.381427549731370
10 [2017-01-05 |quinta-feira CAMBUI Velocidade Incompativel  Chuva 4 1-22.67449592 -46.09789697 41.868241326564799
11 |2017-01-05  |quinta-feira EXTREMA Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-22.79291816 -46.25174311 16.998781032053859
12 |2017-01-05 |quinta-feira IGARAPE Velocidade Incompativel | Garoa/Chuvisco 2| 1-20.10990465 -44.31611366 427.517201937424147
13 |2017-01-06  |sextafeira IGARAPE Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-20.10446047 -44.31901932 429.819196698141070
14 |2017-01-06  |sextafeira CAMBUI Velocidade Incompativel  Chuva 3| 2-22.55176526 -46.03949991 57.721587401207060
15 [2017-01-07  |sabadp PERDOES Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.06475285 -45.05118266 276.273432783345754
16 |2017-01-07  |sabado SANTO ANTONIQ DO AMPARO  Velocidade Ingompativel |Chuva 5 2-20.86108760 -44.83081848 312.222602368744845
17 |2017-01-07  |sabado GAMBUI Velocidade Incompativel  Chuva 2 1-22.66877020 -46.09960555 42.860629153247785
18 [2017-01-07  |sabadp ESTIVA Velocidade Incompativel  Chuva 3| 1-22.42063165 -45.96580349 75.525511938274008
19 [2017-01-07  |sabadp PERDOES Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.06388938 -45.05106196 276.366562341220042
20 |2017-01-09  |segunda-feira CARMO DA CACHOEIRA Velocidade Incompativel | Garoa/Chuvisco 3| 1-21.47866925 -45.20114422 221.436460622779492
21 |2017-01-09  |segunda-feira BRUMADINHO Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-20.15080000 -44.32630000 420.640363054823240
22 |2017-01-09  |segunda-feira BRUMADINHO Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-20.15079403 -44.32623982 420.641735402353049
23 |2017-01-09  |segunda-feira POUSO ALEGRE Velocidade Incompativel  Chuva 2| 1-22.22707780 -45.93937160 96.910054263777496
24 |2017-01-09  |segunda-feira CARMO DA CACHOEIRA Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.34566334 -45.17675693 239.141314588485557
25 |2017-01-09  |segunda-feira ITAGUARA Velocidade Incompativel | Garoa/Chuvisco 1 1-22.22707780 -45.93937160 96.910054263777496
26 |2017-01-09  |segunda-feira TRES Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.61838871 -45.25020226 203.485693383878868
27 |2017-01-09  |segunda-feira EXTREMA Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-22.81224881 -46.28438115 12.725687481413642
28 |2017-01-09  |segunda-feira ESTIVA Velocidade Incompativel  Chuva 4 1-22.42063165 -45.96580349 75.525511938274008
29 |2017-01-09  |segunda-feira CAMBUI Velocidade Incompativel  Chuva 2| 1-22.54315951 -46.03835637 58.716176039071527
30 |2017-01-09  |segunda-feira CAREACU Velocidade Incompativel  Chuva 2| 1-21.99491704 -45.67410931 136.627978966265033
31 |2017-01-09  |segunda-feira CAMBUI Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-22.64736832 -46.08905640 45.504204009131591
32 |2017-01-09  |segunda-feira LAVRAS Velocidade Incompativel  Chuva 1 1-21.17002091 -45.12613832 261.479064220869247
33 [2017-01-10 ftercadeira SANTO ANTONIQ DO AMPARO  Velocidade Ingompativel |Chuva 1 1-20.86978260 -44.84342204 311.132056308915708
34 |2017-01-10  tercafeira BETIM Velocidade Incompativel  Chuva 2| 1-20.02563825 -44.23117161 443.188566801151538
35 |2017-01-10  tercadfei LAVRAS Velocidade Incompativel  Chuva 2| 1-21.28210000 -45.14020000 247.961946425301932
36 |2017-01-12 quinta-feira LAVRAS Velocidade Incompativel  Garoa/Chuvisco 1 1-21.17852541 -45.12259331 |260.353117643924179
37 |2017-01-12 quinta-feira Rl Velocidade Incompativel |Chuva 3 1-21.98729247 -45.66110820 |138.247318567479368
38 |2017-01-12 quinta-feira RIO MANSO Velocidade Incompativel |Chuva 2 1-20.16461236 -44.36721861 414.608021836190971
39 |2017-01-12 quinta-feira CARMQ DA CACHOEIRA Velocidade Incompativel |Chuva 1 1-21.36678827 -45.18975019 |236.043558550927997
40 |2017-01-13 sexta-feira IGARAPE Velocidade Incompativel |Chuva 1 1-20.10907480 -44.32696402 |428.824173102358145
41 [2017-01-14  sabado SANTO ANTONIQ DO AMPARO  Velocidade Ingompativel  Chuva 5 1-20.94912005 -44.88678306 300.611497750291903
42 |2017-01-14 sabado OLIVEIRA Velocidade Incompativel |Chuva 1 1-20.81787139 -44.79791164 |319.647887978583753
43 |2017-01-14 EXTREMA Velocidade Incompativel |Chuva 3 1-22.87500876 -46.36713266 |0.643122831266729
44 [2017-01-15  domingo SAR GONCALQ DO SAPUCA Velocidade Incompativel Chuva 1 1-21.83846102 -45.51502705 |163.219043695498925
45 |2017-01-15 domingo I Velocidade Incompativel |Chuva 1 1-20.16420000 -44.36660000 414.688080046806306
46 |2017-01-15 domingo CARMQO DA CACHOEIRA Velocidade Incompativel |Garoa/Chuvisco 1 1-21.49886166 -45.21139115 |218.862534652365355

Fonte: Do autor (2021).

Ja para uma segunda andlise, uma nova base de dados foi criada incorporando as in-
formacdes presentes nas duas bases de dados disponibilizadas pela Policia Rodovidria Federal,
acidentes por ocorréncia e por pessoa. Para essa andlise, o objetivo foi obter a estimativa de
intensidade para as ocorréncias de acidentes, mas agora considerando uma informacao adici-
onal inerente ao evento, categorizando o acidente pelo tipo de veiculo envolvido. A andlise
foi baseada na teoria de marcas de um processo pontual, levando a um ajuste de intensidade
para acidentes envolvendo cada tipo de veiculo. O modelo utilizado nessa andlise se baseia na
teoria desenvolvida nessa tese, apresentada no capitulo de Resultados Tedricos. Basicamente,
foram consideradas duas categorias de veiculos: grande porte e pequeno porte. De acordo com
o Anexo 1 do Cédigo de Transito Brasileiro, um veiculo de grande porte é definido como um
veiculo automotor que se destina ao transporte de carga (com peso bruto total méximo superior

a 10000 Kg) e de passageiros (superior a 20 passageiros). Desse modo, considerou-se como
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grande porte apenas veiculos do tipo “Caminhdo”, “Caminhéo-trator” e “Onibus”. Os demais
veiculos foram classificados como pequeno porte. Considerando que um acidente pode envol-
ver um ou mais veiculos, a atribui¢do da marca foi realizada da seguinte maneira. Se o acidente
envolveu apenas um veiculo, entdo esse acidente foi considerado um evento da configuracdo
pontual e rotulado de acordo com uma das categorias da marca (pequeno ou grande porte). Por
outro lado, se o acidente envolveu dois ou mais veiculos, trés possiveis cendrios foram consi-
derados: (1) todos os veiculos envolvidos foram de pequeno porte e, desse modo, o acidente
passou a ser rotulado como um evento da configuragdo pontual para veiculos de pequeno porte;
(2) de maneira anéloga, se todos os veiculos envolvidos no acidente foram classificados como
de grande porte, atribuiu-se um dnico evento para a configuracdo pontual com veiculos dessa
categoria; (3) por fim, se o acidente envolveu veiculos de pequeno e grande porte simultanea-
mente, entdo foram criados dois eventos, sendo um para cada categoria da marca. A Figura 3.4

apresenta um esquema com a classificagdo das categorias da marca.

Figura 3.4 — Exemplificacio da atribui¢@o do tipo de marca (veiculo de pequeno/ grande porte) associado
ao evento (veiculo(s) associado(s) a ocorréncia do acidente).

ACIDENTE POR OCORRENCIA

APENAS UM DOIS OU MAIS
VEICULO VEICULOS
ENVOLVIDO ENVOLVIDOS

TODOS SAO TODOS SAO PELO MENOS 1 DE
DE PEQUENO DE GRANDE PEQUENO E 1 DE
PORTE PORTE GRANDE PORTE
y A y
1 dnico evento 1 Unico evento 1 dnico evento 1 dUnico evento ar§ S\éeﬂz):; 10rte
para veiculo de para veiculo de para veiculo de para veiculo de p a ou?ro parg
Pequeno Porte Grande Porte Pequeno Porte Grande Porte Grande porte

Fonte: Do autor (2021).

A Figura 3.5 mostra parte das informagdes contidas na base de dados criada a partir das
duas bases que sao disponibilizadas pela Policia Rodovidria Federal: acidentes por ocorréncia
e acidentes por pessoa. Da mesma forma como foi realizado na primeira andlise, foram con-

siderados apenas os registros feitos no periodo de janeiro de 2017 a setembro de 2021 em um
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trecho da rodovia federal BR-381, cuja a causa do acidente tenha sido por “Velocidade Incom-

pativel” e as condi¢des meteoroldgicas tenham sido de “chuva”, “garoa / chuvisco” e “nevoeiro

/ neblina”

Figura 3.5 — Base de dados de acidentes utilisada na segunda andlise, criada a partir da juncdo das
duas bases disponibilizadas pela Policia Rodovidria Federal, na qual o evento é rotulado
de acordo com o tipo de veiculo envolvido: Pequeno porte ou Grande porte.
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municipio
SANTO ANTONIQ DO AMPARO
SAQ DO SARUCAI
PERDOES

SANTO ANTONIQ DO AMPARO
LAVRAS
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OLIVEIRA

CARMO DA CACHOEIRA
IGARAPE
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Fonte: Do autor (2021).

3.2 Recursos computacionais

causa_acidente
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Incompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Incompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Incompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Incompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Incompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel
Velocidade Ingompativel

condicag metereologica pessoas veicylos latitude

Chuva
Chuva
Chuva

Garoa/Chuvisco
Chuva
Garoa/Chuvisco
Chuva
Chuva

Garoa/Chuvisco
Chuva
Chuva

Chuva

G0 1 e R 60 e 10O N i B e e 1 G0 1 0 e G 00 B R @1 B B e e e

B e e e e e e e e e e e e e e e P I A T T T AP

-20.94468944
-21.90870839
-21.06056432
-21.01743832
-21.31574237
-21.31972088
-20.73730000
-21.37553671
-20.10990465
-22.67449592
-22.79291816
-22.55176526
-22.55176526
-20.10446047
-21.06475285
-22.66877020
-22.42063165
-20.86108760
-21.06388938
-21.47866925
-20.15080000
-20.15079403
-22.22707780
-21.34566334
-22.22707780
-21.61838871
-22.42063165
-22.81224881
-22.54315951
-21.99491704
-22.64736832
-21.17002091
-20.02563825
-21.28210000
-20.86978269
-21.17852541
-21.98729247
-20.16461236
-21.36678827
-20.10907480
-20.94912005
-20.81787139
-22.87500876
-21.83846102
-20.16420000

longitude
-44.88101686
-45.56908965
-45.04971909
-44,98967483
-45.16718242
-45.16669125
4477180000
-45.19232758
4431611366
-46.09789697
-46.25174311
-46.03949991
-46.03949991
-44,31901932
-45.05116266
-46.09960555
-45.96580349
-44.83981848
-45.05106196
-45.20114422
-44,32630000
-44.32623982
-45.93937160
-45.17675693
-45.93937160
-45.25020226
-45.96580349
-46.28438115
-46.03835637
-45.67410931
-46.08905640
-45.12613832
-44.23117161
-45.14020000
-44.84342294
-45.12259331
-45.66110820
-44,36721861
-45.18975019
-44.32696402
-44,88678306
4479791164
-46.36713266
-45.51502705
-44.36660000

i
301.455706740238952
153.006161760012958
276.756603217635700
286.301740791597240
243.006689195761226
242.536457032579079
320.381427549731370
234.920519419340394
427.517201937424147
41.868241326564799
16.998781032053859
57.721587401207060
57.721587401207060
429.819196608141070
276.273432783345754
42.860629153247785
75.525511938274008
312.222692368744845
276.366562341229042
221.436460622779492
420.640363054823240
420.641735402353049
96.910054263777496
239.141314588485557
96.910054263777496
203.485693383878868
75.525511938274008
12.725687481413642
58.716176039071527
136.627978966265033
45.504204009131591
261.479064220869247
443.188566891151538
247.961946425301932
311.132056308915708
260.353117643924179
138.247318567479368
414.608021836190971
236.043558550927997
428.824173102358145
300.611497750291903
319.647887978583753
0.643122831266729
163.219043695498925
414.688080046806306

tipo_veiculo
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Grande Porte

Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Grande Porte

Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Grande Porte

Grande Porte

Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte
Pequeno Porte

Todo o processo de preparacao dos dados, bem como a programacao dos modelos e sua

respectiva estimacao, foram feitos utilizando fun¢des desenvolvidas pelo autor (vide Apéndice

C) na linguagem de programacdo R (R CORE TEAM, 2021).
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4 RESULTADOS TEORICOS

4.1 Modelo

Seja um processo estocéstico pontual marcado {(s1, A(s1)),...: s; € T, A(s;) € M}
definido no produto cartesiano do conjunto indexador dos eventos com o espago das marcas 7 x
M. Assume-se que processo pontual estd definido em um conjunto de indexacdo pertencente
aos reais unidimensionais ao passo que, o espaco das marcas € um conjunto finito composto por
K categorias. Logo, T x M = R! x {1,...,K}. Uma configuragio pontual é definida como
uma realizacdo desse processo, que resulta em um conjunto finito de /V eventos que se distribui
sob o dominio dos reais unidimensionais, sendo cada evento associado a uma das X categorias

de uma marca. Desse modo, denota-se
Sm = {(81, A(Sl)), ey (SN, A(SN))}

como sendo a realizacao de um processo pontual marcado.
De maneira andloga, pode-se denotar a configuracdo pontual marcada como um conjunto
composto por K padrdes de pontos, S,, = {SM), 8@ ... ST cada um associado 2 uma

categoria da marca, sendo
S(k) = {(Slk’ A(Slk) = k)v SRR (SNk’ A(SNk) = k>}

a configuragdo pontual associada a k-ésima categoria da marca, composta por N eventos, para
todo k£ = 1,..., K. Considerando todas as K categorias da marca, o nimero total de eventos
observados é dado por N = S| Nj.

Baseado na estrutura de um processo de Cox, assume-se que a medida de intensidade do
processo pontual marcado €, também, uma componente estocdstica, que pode ser representada

em funcdo de outra componente estocdstica Gaussiana latente, expressa por

Ai(s) fi(s)
Aa(s) f3(s)

Aic(s) x(s)

e que pode ser resuminda como
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A(s) = f2(s), 4.1)

sendo A um vetor de K intensidades estocdsticas, descrito em fung¢ao de um processo Gaussiano
multivariado, f(.).

Para o modelo proposto, serd considerado uma configuracao pontual marcada, restrita
a uma marca composta por K = 2 categorias, resultando em processo pontual marcado bivari-
dado.

Seguindo a proposta de Lloyd et al. (2015), o modelo assume que o processo Gaus-

siano bivariado, f(.), depende de um conjunto de M pontos de indugdo, denotados por Z =

{z1,...,2m} € definidos no mesmo conjunto de indexagdo do processo pontual, z; € 7 C R!
para: = 1,..., M. A avaliagdo do processo nestes pontos resulta em uma distribuicdo Normal
multivariada, denotada por u = [u],uj|". Deste modo,
u Ta K77 K3
HaenNla= |, K& = 21) ;2) : (4.2)
U 1u, Ky Ky

em que U é um vetor particionado de ordem 20/, sendo #; a média associada ao i-ésimo vetor
de varidveis de indugdo e 1 um vetor unitério de ordem M. K*2) é uma matriz particionada de
dimensdo 2M x 2M, sendo KEJZ-’ZI) a matriz de covariancias cruzada entre o 7-ésimo e 0 j-ésimo
vetor de varidveis de indu¢@o, u; € u;, de dimensdo M x M e avaliado nos pontos (z,2) € Z.

Seguindo a regra da distribuicao condicional entre subvetores Gaussianos multivariados,
f | u seguird um processo Gaussiano bivariado a priori, com um vetor particionado de funcdes
de médias

p=KEIKED Ty (4.3)

e matriz particionada contendo fungdes matrizes de covariancias

> = K& - KEAREDTTKES. (4.4)
sendo
K(SVS,) _ Kgi,S) Kg‘;S) e K(S’Z) _ Kg'?z) K&Z’Z)
KGO K K Kl

(s,2)

Os elementos de cada uma das submatrizes Kl(;s ), ngz»’z) e K sdo obtidos, respec-

tivamente, a partir das seguintes fun¢des, dados por
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Kij(s,s') = pij X vy X (s, 8" ), 4.5)

Kij(z,2") = pij X vy x (2,25 ), (4.6)
e

Kij(s,2) = pij X vy X c(s, z; @), 4.7

em que —1 < p;; < 1 quantifica a correlagdo cruzada entre o i-€simo e 0 j-€simo processo
Gaussiano, para 7,7 = 1,2, sendo ; > 0 e «; > 0 seus respectivos desvios padrdo; se i =
J, entdo p; = 1 e vy = 2, levando a expressdo da fungdo de covariancia para o i-ésimo
processo Gaussiano. No entanto, se ¢ # 7, entdo p;; # 1 levando a expressdo de uma fungao de
covariancia cruzada entre o ¢-€simo e o j-ésimo processo Gaussiano.

A fung@o (., .; ), presente nas expressoes (4.5), (4.6) e (4.7), quantifica a correlagio
existente entre dois pontos que pertencem ao conjunto de indexacao do processo Gaussiano e
¢ obtida através da fungdo de correlacdo (ou kernel) exponencial quadrético, apresentado na
Tabela 2.1 e que é dado por

_ )2
c(s,s';a) =exp {(ST.[S)} , (4.8)

sendo o > 0 um parametro de escala que caracteriza o alcance da dependéncia entre os pontos
do conjunto de indexacdo. Assume-se que, tanto o parametro «, na equagdo (4.8), quanto o

parametro de correlagdo cruzado, p;;, bem como os desvios padrio,y; € y;, sd0 0s mesmos para
(s,2)

calcular os elementos de KE;’Z) Ksz) e de K

Na expressdo (4.1), cada \;, para¢ = 1,..., K, caracteriza a intensidade do processo
pontual associada a ¢-ésima categoria da marca. Em geral, espera-se que as marcas tenham
uma estrutura de dependéncia entre si e, consequentemente, entre suas respectivas intensidades.
Deste modo, o processo Gaussiano multivariado se torna uma componente importante, pois ele
consegue mensurar a estrutura de correlacio cruzada entre os diferentes processos Gaussianos,
descrita por p;;, além da correlagdo presente no conjunto de indexacdo em cada um deles,

descrita por ¢(., .; ). Esta correlagio cruzada é que ird determinar a relagdo existente entre as

categorias da marca de um processo pontual, por meio de sua intensidade.
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4.2 Estimacao

Considerando uma marca composta de duas categorias, a fun¢do de verossimilhanga

para o modelo apresentado anteriormente € dada por

p(SW | X = . ©)

exp{ _ /T Mels) ds} « ﬁAk(sM)} 4.9)

Il
Ew

p(Sm | A= 2, O)

em que /Ny corresponde ao numero total de eventos observados para a k-ésima categoria da
marca.

Com o modelo formulado, a distribui¢do a posteriori conjunta de f e u pode ser obtida
através do teorema de Bayes, dado por

P(Sn [ A =12,0) x p(f | u,0) x p(u|O)

4.10
(S : (4.10)

p(f,u|S,,0) =

em que p(f | u, ©) é a priori condicional de f | u que segue um processo Gaussiano com média
e funcdo de covaridncia dado pelas expressdes em (4.3) e (4.4), respectivamente; p(u | O)
¢ a distribui¢d@o a priori do conjunto de varidveis indutoras, definida em (4.2); ja p(S,,) é a
fun¢do de verossimilhanga marginal, também chamada de funcdo de evidéncia, que pode ser
obtida integrando o numerador da expressao em (4.10) em relagdo a f e u; por fim, © =
{p12, @, 71,72, U1, Uz } € 0 conjunto de todos os pardmetros do modelo.

Uma vez definida a estrutura do modelo e sua respectiva funcdo de verossimilhanca, um
método inferencial se faz necessario a fim de obter estimativas dos parametros, bem como a
realizacdo de predi¢des na fun¢do de intensidade. Para isso, serd utilizado método Bayesiano
variacional, seguindo o mesmo caminho do que foi proposto por Lloyd et al. (2015), uma vez
que este método apresentou bom desempenho no processo inferencial.

Partindo da premissa de que a densidade a posteriori do modelo € desconhecida e nao
pode ser obtida de forma fechada, uma distribuigdo variacional, denotada por ¢(f, u) é consi-
derada como forma de representar, de maneira aproximada, a verdadeira posteriori. Para isto,
é necessario que haja um certo grau de similaridade entre p(f,u | S,,, 9) e ¢(f, u) para que,

de fato, a distribui¢@o variacional ¢(.) possa retratar adequadamente o padro de aleatoriedade
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presente na distribui¢do a posteriori. Para isso, utiliza-se a medida de divergéncia de Kullback-
Leibler, ou simplesmente divergéncia KL, para avaliar o grau de similaridade entre as duas
distribui¢cdes em questdo: a posteriori e a variacional. Seguindo a proposta de Lloyd et al.
(2015), assume-se que a distribui¢do variacional conjunta de f e de u pode ser fatorada como

a(f, w) = g(f | wg(u), sendo

S, S
gu) = N [m=|"",s=| 7" 2], 4.11)

msy So1 Sa

em que Sy; = S/,. Além disso, impde-se que ¢(f | u) = p(f | u, ©) para simplificar o processo
inferencial.
Por meio dessas simplifica¢des, a distribuicdo variacional marginal de f pode ser obtida

por meio da integracdo da densidade variacional conjunta, na qual

o(f) = / o(f, 1) du

4.12)
_ / p(F | u,©)q(u) Ou,

sendo u = [u],uj]". Nesse caso, f(s) seguird um processo estocdstico Gaussiano bivariado,

com um vetor de funcdes de médias, p1, € uma matriz particionada, 32, contendo as fungdes
de covariancia para cada processo Gaussiano e a fun¢do de covariancia cruzada entre eles, por

meio da seguinte relacdo:

[L _ /le(S) _ K(S’Z) (K(Z’Z)>_1m

fiz(s)
L (4.13)

K% Am; + K{57Cm,; + K{”Bm, + K!5”Dm,
K Y Am, + K55 Cm,y + K Bm, + K Dm,

em que A, B, C e D sio submatrizes obtidas através da inversio de K(**), seguindo a regra

de inversas de matrizes particionadas apresentada em Searle (1982). Isto é,

Ki? K57 |\ | A B
KG? K C D

)=
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sendo A = (K(;7) ™+ (K1) il (K K () KG ) RG T (KG)
B = —(Kii”) K{” (K§2 K (KGE)TKEY) o= - (KGT-KE (KE)

2,2 -1 2,2 2,2)\ — 2,2 2,2 z,2)\ —1 2,2 -1 <
K& >) K& (KE) ' eD = (Kg2 o KED(KED) K )) .E 3 é dado por

211(87 S/) 212(8, S/)

>= | )
Yo1(s,8") Xoo(s,s) (4.14)
— K6 K2 (K(sz))*lK(ZVS’) + K2 (K(m))*18(K(Z,Z))*1K(Z78’)’
sendo
e Si(s,¢) = KO — (KEPA + KGO KGY — (KB + KPD)KE +

K{77 (AS11+BS ) AK 7+ K57 (CS11+ DSy ) AK ) 1K (77 (AS 15+ BSs) CK )+
57 (CS12+DSy) CK 7 +K {77 (AS),+BS2 ) BKS ) +K (37 (CS1,+ DSy ) BKS )+
K77 (AS, + BSy)DKS ™) + K57 (CS15 + DS, ) DKS™;

Sules) - KO - (KEOA + KEIOKE - (KEB + KEID)KE” +
K (A811+BS21)AK1;S)+K(SZ (CSH—FDSH)AK%S +K§Slz (AS12+3822)CK¥2’S/)+
K 5 (CS12+D822)CK(122’8 +K ” (ASH+BS21)Bngz’S,)—i—Kg’Z) (CSu—i—DSm)BK(;Z’S/)+
K77 (AS); + BSy) DKL) + K37 (CS1; + DS»,) DK

« Ty(s,8) = K& - (KEPA + KEPO)KE - (KB + K D)KE +
K7™ (ASy;+BSy ) AK S 4K (CS1,+DSy; ) AK T+ K™ (AS15+BS,, ) CK ™+
K{y” (CS15+DSy) CK )+ Ky (Asu+3321)BK2§5)+K“> (CS11+DSy ) BKS™ )+
K$7* (ASy; + BSy) DK + K57 (CSyy + DSg) DKS™;

e So(s,s) = K5 — (KEPA + KGP0)KEY — (KEPB + KGPD)KSY +
Ky (AS1+BSx) AKG; " +KY; ™ (CS1+DS2 ) AKG; " +Ky ™ (AS12+BS2) CK;y ™+
57 (CS194DS5 ) CK 3 +K 77 (AS)1+BSy ) BK S + Kby (CS1,+DSy ) BK S +
K{7” (AS1 + BSy)DKS ™) 4+ K37 (CS)y + DSy,) DK

Com base na distribui¢c@o a posteriori, explicitada na equacao (4.10), e seguindo as defi-
ni¢des de inferéncia variacional apresentadas na subsegdo 2.3.2, a divergéncia KL entre ¢(f, u)

ep(f,u| S, O) ¢ dada por
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q(f,u)
(f,u| Sn,0)
Q(fa u) p(Sm ’ @)
(Sm | £,0) p(f | u,0) p(u | O©)
= E,[log q(f, u)] + Eq[log p(Sin)] — Ey[log p(Sy | £, O)]

— E,[logp(f | u,©)] — E,[log p(u, ©)]

KL(a(80) | (E.u | ,.6)) =, | log -

=E, {logp

=E,[logp(f | u,0)] — Eyflogp(f | u, ©)] + E,[log g(u)]
+ Eqlog p(Sm)] — Eqllog p(Si | £,0)] — E,llog p(u, ©)]
= E,[log g(u)] — E,[log p(u | ©)] — E,[log p(S, | £,0)]

+ Eq Uogp(sm)]

- q(u)

=E, [log m} — E,[logp(Sy, | £,0)] + log p(Si)

= KL(q(u) || p(u]©)) — Eyflogp(Sp | £,0)] +log p(Sn)
= — L+ logp(Sn),

(4.15)
em que £ = E,[logp(S,, | £,0)] — KL(g(u) || p(u | ©)) é denominado de limite inferior da
log evidéncia.

Como descrito anteriormente, a divergéncia KL. é uma medida maior ou igual a zero.
Deste modo, quanto mais parecido for o comportamento de ¢(f, u) emrelagdo a p(f,u | S,,,, ©),
mais proximo a divergéncia KL estard de zero. Sendo assim, o método variacional tem por obje-
tivo reduzir a discrepancia existente entre as duas distribui¢des, isto é, minimizar a divergéncia
KL. No entando, pode-se observar na equagdo (4.15) que o logaritmo da fun¢do de evidéncia,
log p(S,,), € uma quantidade constante e que estd somente em funcdo da configuracao pontual
marcada observada e apenas £ depende do conjunto de parametros ©. Uma vez que L € inver-
samente proporcional 2 medida KL, minimizar a divergéncia de Kullback-Leibler, K'L(q || p), é
andlogo a maximizar o limite inferior da log evidéncia, £, o que torna o processo de inferéncia
mais vantajoso, uma vez que o logaritmo da log evidéncia, dificil de ser obtido, ndo € levado
em consideracao.

O limite inferior da log evidéncia € composto por dois termos. O primeiro termo des-
creve o logaritmo da fun¢do de verossimilhang¢a do processo pontual, mostrado na equagdo
(4.9), ao passo que, o segundo termo descreve a divergéncia KL da distribuicao variacional dos
pontos de indug¢@o, ¢(u), em relagdo a sua respectiva distribui¢io a priori, p(u | ©).

Aplicando o logaritmo na func¢do de verossimilhanga dos dados em (4.9), tem-se que
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2 2 Ny,
B log (S0 |£.0)] = -3 { / olds b+ 3D Bllog i) @16)
k=1 — =liml
Termo ()

sendo N o nimero total de eventos para a k—ésima categoria da marca. Desenvolvendo o

Termo (), tem-se que:

[Eszonas = [ {venino+ e} o

(4.17)
:/Varq[fk(s)] ds—l—/Eg[fk(S)] ds,
T T

na qual a esperanca ao quadrado e a variancia de f;(s) em relagdo a ¢(f, u) respectivamente,

para k = 1, é dado por

Ej[fi(s)] = /() = jij ju =

[Kﬁz Am, + K7 Cm,; + K7Bm, + K57 sz} T><
x {KH JAm; + K57 Cm; + K$9Bm, + K'5* )Dm2} -
= (Amy + Bang) | (K177) K A+ () TR O +
# 01)TRG Bn 4 (6(7) TR D+
# (Cmy D)l G A, (57 I Oy

+ (K TKSBm, + (K57 TK )D“”] ’



Varlfis)] =3t = 2 = o (AKGKE ) - 1o (CKGIRG) -
—Tr( BKS K ) Tr(Dngs)K(”))Jr

+Tr( ASHAKEIK Z>) +Tr (BSmAKﬁS Kﬁ‘?) +

+

+Tr( CSHAKYK ) +Tr (DsglAKﬁs )
+Tr ASHCKlzl °) ) +Tr (BSQQCK:{Z]:_ * -+

+Tr( DSyCKIK )) +

_I_

+Tr( AS;BKSVK( )+TT(BSQIBK§§S>K )
( i)+

DS, BKS; " K
) +Tr (BSQZDKgiS ) +
+Tr (CSHDK;‘” ) +T (DSQQDK;"” )
Portanto, integrando estas medidas de momentos em relacdo a s, obtém-se
/T E,[f2(s)] ds = (Am; + Bm,)" [\IfﬁAml + ¥1iCm,; + ¥{1Bm, + \If};sz} +
| (Cmy +Dmy)" [\IJ%}Aml T 9%Cm, + U2 Bm, + \pg;nnh]

€

/T Varg[fi(s)]ds =~ | T | -Tr <A\Ilﬁ) —Tr (cq:};) —Tr (B\Ifﬁ) - (D\I@;)
+Tr (ASllA\IJﬂ) +Tr (BSZlA\II}}> +Tr (CSHA\IJ ) +
+Tr (DSzlA\IIE> +Tr (Aslzc\p}}) +Tr <Bsmc\11}}) +
+Tr <CSI2CxI/};) +Tr (DSQQC\I:};) +Tr (ASHB\IIﬂ) +
+Tr <B821B\Ilf}) +Tr (CSHB\I:%;

+Tr Dsng\Iﬁ;) +
}) +

+Tr( AS;;DWY] | + Tr( BSyu,DWE] | + Tr( CS;,DW?
11

+Tr (DSQQD\I@;) :
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sendo o célculo dos elementos da matriz ¥*, para todo i, j = 1,2, apresentados no Apéndice

ji2
C.1.
J4, para k = 2,

E;fa(s)] =5 (s) = iz fiz =
[Kgﬁz)Aml +K$7Cmy + KSPBm, + K z)Dmg} ! X
" |:K52)Am1 L KE)Cmy + K )Bm2+K(sz)Dm2:| _
(A B[ () TR Ay 1) K o, ¢
+ (K5 K Bm, + (K5 ) 'K >Dm2} +
+(Cm; +Dmy)" [(K( NTKSY Am, + (K57) K Cm, +

+ (KENTKEBm, + (K )TK;ZZ)DmQ}

Varl(o)] =28 = 4~ Tv (AK:; i) - o) -
BK > Tr (DKg;S)K“ Z>) +

+Tr( ASLAK YK “)) +Tr <B821AK1’ZS KS? ) +
+Tr( CSHAK K n
+Tr( AS;,CKGYVKS? n
n

+Tr( CS;BKEYKS? +

(
(
+Tr (DSQQCKI';S vl
(
(

+

(
( )
( ) i)
( ) i)
+Tr<C QCK“)K(”)) )
+Tr (ASHBKQZZS K Z>> + Tr( BSyBKS K ) +
S )
(Asworcionc?) i)
( ) <)

+Tr( CS,DKEYK

e, portanto,
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/ E,[f3(s)] ds = (Am; + Bm,)" [\I'gAml + ¥;5Cm; + ¥3iBm, + \I'gDmg] +
T
+ (Cm; + Dmy) " {\ngAml + ¥2Cm; + ¥23Bm, + \I@%Dmg}

€

/ Vary[f2(s)] ds = YT | —Tr <A\P£> —Tr ( \IJ;S) — ( @g%) —Tr (D\Ifgg) +
-

+TT(ASHA\IJ§§)+TT<B821A@ +Tr| CS1 AW | +

+Tr DSMA\IJ§3> (A812C\If )+TT<BSQQC\1: +

(osuans)
)

CS,CW! )+Tr(D 2 CW} )+Tr(A 1B\I!21) +
2 BW? ) ( 1 B®2 ) 3)

BS CS +Tr (D 2 BY ) +

+Tr
+Tr +Tr
+Tr ASHD\I@%) +Tr (Bst\I/g%) +Tr (CSHD\Ilgg) +

+Tr

S~ N/ N -7 N -7 NN

DSQQD\I@) :

Desse modo, tem-se as expressoes para o Termo (*) considerando ambos os processos
Gaussianos, fi(s) e fa(s).

Ja o Termo (*x*) da equag@o (4.16) é desenvolvido de forma andloga a expresséo (2.68).
Nesse caso, para k = 1, tem-se que

“+oo

E,[log f7(s1:)] :/ log f (s1:) N (fl(sh) fi1(s11), 01(811)) df1(s1i)
_ /11 (14) 5% (s14)
- -c( g5y ) wes (75) e
a0 passo que, para k = 2,

E,[log f2(s%)] = —G(#) + log <@) —ye

5 (52i)

em que C' ~ 0,57721566 € a constante de Euler-Mascheroni e é() ¢ uma funcio definida

66 29

a partir da derivada parcial de |F(a,b, z) em relagdo ao argumento como definido na

subsecao 2.4.
Outro termo que compde a expressdo L € a divergéncia KL entre a densidade varia-

cional de u = [u],ug]", g(u), e sua respectiva priori, p(u | ©). Sabendo que log q(u) =
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—3[2M log(2m) +log det(S)+ (u—m) 'S~ (u—m)] equelogp(u | ©) = —5[2M log(27) +
log det(K®#)) + (u — a) TK®*) " (u — )] tem-se que

KL(q(u) || p(u | ©)) =E, {log ]%1

=E,[log g(u)] — E,[logp(u | ©)]

—Eq{% [ — 2M log(2m) 4+ 2M log(27) — log det(S) + log det(K(z,z/))
—(u-m)"S (u—m)+ (u-a) K (u- u)] }

det(K () Te—l
:%{log% —Ey[(u—m)'S™ (u—m)

+ (u— ﬁ)TK(Z’Z/)fl(u —a)] }

1 det (K== Ta-1

N~ Expressdo 2
Expressdo 1

+Ey[(u— 1)K (u - a)] }

/

~
Expressao 3

Para desenvolver a Expressao 1, foi utilizada a regra do determinante de matriz partici-

onada. Desse modo, tem-se que para a matriz K(**) seu determinante é dado por
det (K%)= det (K& x det (K" — KEKET T KE)
e, de forma andloga,
det (S) = det (SH) x det (822 — 82181_11812).

Logo, a Expressao 1 pode ser escrita por

det(K®*))

2,2 2,2 2,2 2,2 -1 2,2

log

— lOg det (SU) — lOg det (822 — Sglsf11812)

J& para a Expressdo 2, usando a propriedade E(x " Ax) = E[tr(x" Ax)| e assumindo que

1
: . - A o a1 Si1 Sio
ainversa da matriz particionada de covariincias variacionaisde ué S =
So1 Sao
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E F

G H
H-= (SQQ — Sglsﬂlslg)_l, tem-se que

, €m que E = Sfll + SfllslgH821Sﬁl, F = —SﬁlSlQH, G = —H821Sﬁl €

EJJ(u—m)'S™'(u—m)] =E,[(w; —my) "E(u; — my) + (uz — my) 'G(u; — my)+
(u; — my) "F(up — my) + (up — my) 'H(us — my)]
= tr(ESy; + GS1» + FSy + HSy,)
= M +tr(—FSy + GSi5 + FSy; + HS»;)
= M +tr(GS;2 + HS»)
= M + tr( — HS5S{{'S12 + HS2)
= M +tr[H(Sy — S2:S1,'S12)] = M +tr{HH '}
= M +tr{l} = 2M

De maneira andloga ao desenvolvimento da Expressdo 2, assumindo que a inversa da

. .. N . . , n—1 A B
matriz particionada de covariancias a priori de u é K(*#) = , tem-se que a Ex-
C D

pressao 3 é dada por

E,[(u—10)"KE) (- 1)] = E,[(w — Tay) A, — Tty) + (w5 — 10) "C(u; — Tag)+
(w; — 1) "B(uy — Tiz) + (up — Luip) "D(uy — Lio)]
=E, {tr[(u; — Ta:)"A(u; — Tay) + (w2 — 1) " Cluy — 11y)
+ (w — Ta) "B(uy — Tas) + (up — Liip) "D(uz — Tas)] }

= t?‘(ASll) + tT(CSlZ) + t?”(BSzl) + t?“(DSQQ

+

m; — fﬂl)TA(ml — Iﬂl) + (m2 — iﬂg)TC

(
m; — Iﬂl)TB(mQ — iﬂg) + (mg - iﬂQ)TD(mQ — iag)

(
(

=tr(AS;; + CSi; + BSy + DSy,) +
(m; — 1) "A(my — 1) 4 (my — Tay) ' C(my — 1)+
(

m; — fﬂl)TB(mg — IﬂQ) + (1’1’12 — Iﬂg)TD(mQ — IﬂQ)

Logo, a divergéncia KL entre ¢(u) e p(u | ©) é dada por



75

2,2 2,2 2,2 z,2")"1 2,2
{logdet (K7*)) +logdet (K™ — K&K G K-

N | —

KL (w1 p(u]©)) -
— log det (SH) — log det (822 — 82181_11812) —2M+
+ tr(AS11 + CSi2 + BSy + DSy +
+(my — Tu) "A(my — Tay) + (my — Tap) " C(my — Tui)+
+ (my — 1i;) ' B(my — 1a,) + (my — 17,) 'D(my — fﬂz)l
(4.18)

Uma vez definidas as expressoes dos termos que compdem L, o processo de inferéncia
pode ser realizado com base em um método de otimizacdo. Como foi descrito anteriormente,
minimizar a divergéncia KL entre ¢(f,u) e p(f,u | ©) é andlogo a maximizar o limite infe-
rior da log evidéncia, £. Desse modo, a inferéncia variacional para o presente modelo tem
por finalidade obter os valores de seus hiperpardmetros que maximizam L. Na literatura, exis-
tem varios métodos de otimiza¢do que podem ser utilizados no processo de estimacdo, entre
eles o algoritmo BFGS (Apéndice A), que necessita do cédlculo do gradiente de £. Para fazer
uso desse método, os gradientes de £ foram calculados e estdo apresentados no Apéndice C,
especificamente nas partes C.2, C.3, C.4, C.5e C.6.

Dado que os hiperpardmetros do modelo foram otimizados, denotados por o, pis, V7, V3,
uy, uy, mj, mj, Si;, Si,, S5 e S5, adistribuicdo a posteriori para o processo Gaussiano bi-
variado f(s) pode ser aproximada por meio de sua distribuicdo marginal variacional otimizada,
isto é, ¢*(f) =~ p(f | S;n, ©). Seguindo a expressdo em (4.12), tem-se que

ME . if{l s, s ZNITQ s, s
q*(f)zq*(fl,fz)ng<[b*= i s) X = (5 ) _ (5.5 >7 4.19)

sendo f1* o vetor de fungdes de médias e 3" uma matriz de funcdes de covariancias cruzadas
definidas, respectivamente, pelas expressoes (4.13) e (4.14), considerando os hiperparametros
otimizados.

Por meio da expressao (4.19), é possivel obter a distribuicdo marginal variacional para

cada processo Gaussiano através da integracdo. Desse modo, tem-se que

¢ (f) = /q*(f1,f2)df2 = Pg([ﬁ(s),iﬁ(s,s’» (4.20)
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sendo [if(s) e X1, (s, s') as fungdes de média e de covaridncia para o processo Gaussiano fi(s),
para qualquer s, s’ € 7 C R!. De maneira andloga, a distribui¢io marginal variacional de f»(s)

sera
05 = [ min = PO(5(s). (s 5) (421)

em que [i5(s) e 2%, (s, s') suas respectivas funcdes de média e de covaridncia, para qualquer
s,s' € T CRL

Uma vez obtidas as distribuicdes marginais variacionais de fi(s) e f2(s), é possivel
inferir sob as intensidades de cada categoria da marca do processo de Cox Gaussiano, definido
em (4.1). Sabendo que, para cada ponto de indexacdo s € T, f;(s) pode ser vista como uma
varidvel aleatdria univariada, seguindo uma distribui¢@o variacional Normal com média i} (s) e
varifncia 3% (s, s) = 02*(s), para i = 1,2, entdo \;(s) = [f7(s)] ? pode ser inferida por meio
de uma distribuicdo Qui-quadrada ndo centralizada escalonada, com v; = 1 grau de liberdade
e com um parametro §; de ndo centralidade, que é obtido pela razdo entre i} (s) € G2*(s). Ou

seja,

Ai(8) ~ 62 (s)x? (ui —1,6="10 ) paras € T ei=1,2, (4.22)

EXi(s)] = 7% (s) + ;2 (s) (4.23)

e sua variancia variacional é dada por

Var[\i(s)] = 267%(s) + 4% (s). (4.24)

Para a obtengdo de uma estimativa pontual de \;(s), para ¢ = 1,2, pode-se utilizar
algumas de suas medidas de tendéncia central, como a média, mediana ou a moda variacional,
seguindo o mesmo raciocinio de Lloyd et al. (2015). Ja para a obtengdo dos intervalos de
credibilidade de \;(s) a um nivel de (1 — a)100% de probabilidade, a ideia também € similar.
Utiliza-se o método do HPD (sigla em inglés para highest posterior density) para obter aquele

intervalo de valores de \;(s) com maior densidade variacional.



77

5 APLICACAO EM DADOS DE ACIDENTES RODOVIARIOS

Os acidentes de transito figuram como uma das principais causas de morte no mundo,
estando na nona posi¢ao no ranking mundial entre as causas de 6bito. De acordo com a Organi-
zacdo Mundial de Saude, cerca de 1, 2 milhdes de pessoas morrem anualmente em decorréncia
de tal fatalidade e cerca de 3% do PIB mundial é destinado para esta finalidade. Além disso, os
acidentes de transito sao considerados a principal causa de morte mundial entre os jovens de 15
a 29 anos de idade (WORLD HEALTH ORGANIZATION, 2015).

Diversos fatores podem agravar o risco de acidentes. A World Health Organization
(2015) destaca cinco fatores chave que aumentam tal risco, como a velocidade inadequada,
uso de bebida alcodlica, falha no uso de capacetes para motociclistas, falta do uso de cinto de
seguranca e de restri¢cdes para criangas.

Segundo Mesquita Filho, Carvalho e Garcia (2017), o Brasil é considerado o pais que
apresenta a maior taxa de mortalidade decorrente de acidentes com veiculos automotores no
continente americano. De acordo com dados divulgados pelo Ministério da Saude, a regidao
Sudeste se encontra na primeira posi¢do dentre as regides brasileiras que mais se destaca em
relacdo a frequéncia de mortes associadas a acidentes de transito. Para o ano de 2015, cerca de
34% dos 6bitos por acidente de transito no Brasil ocorreram no Sudeste, sendo fortemente con-
tribuido pelos estados de Sao Paulo (47%) e Minas Gerais(30%) (MINISTERIO DA SAUDE,
2018).

Uma das principais causas de acidentes estd associada a imprudéncias cometidas por
condutores desses veiculos. Este fato ja foi discutido por Freitas (2013), que destaca a influéncia
do ser humano como um dos principais causadores para que um acidente, de fato, aconteca.
Dentre as vdrias causas que podem ser classificadas como imprudéncia, o excesso de velocidade
tem sido a causa de maior destaque, uma vez que o uso inadequado da velocidade nestas vias
aumentam diretamente o risco de acidente e, consequentemente, a chance de uma pessoa vir a
6bito (WORLD HEALTH ORGANIZATION, 2018).

De acordo com a base de dados apresentada pela Policia Rodovidria Federal, durante o
periodo de janeiro de 2017 a setembro de 2021, foram registrados 337584 acidentes em todas
as rodovias federais em todo o pais. Extratificando essas ocorréncias por cada estado brasileiro,
verificou-se que Minas Gerais, estado com a maior malha rodoviaria do Brasil, foi o estado que

apresentou o maior nimero de acidentes registrados no periodo, com 13, 3% das ocorréncias
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totais (/N = 44983). Dentre todas as rodovias que passam por Minas Gerais, a rodovia BR-381
foi a rodovia que apresentou o maior nimero absoluto de acidentes, com 31, 1% das notificacdes
registradas no estado (/N = 14008).

A rodovia Ferndo Dias, parte da BR-381, € considerada uma das principais rodovias
federais do Brasil, uma vez que ela estd situada na regiao de maior desenvolvimento industrial
e econdmico do pais, responsdvel por interligar dois dos mais importantes estados do pais: Sao
Paulo e Minas Gerais. Por conter uma grande circulagdo de veiculos, essa rodovia se torna
uma das mais expressivas em termos de ocorréncias de acidentes. Entre os anos de 2015 e
2019, a BR-381 foi a terceira rodovia com o maior registro de acidentes em relagdo as demais
(POLICIA RODOVIARIA FEDERAL, 2021).

Diversos fatores podem potencializar a exposi¢@o ao risco em um acidente de transito.
Alguns estudos indicam que condi¢des climaticas ruins (CALEFFI et al., 2016), geometria da
rodovia (ANDRIOLA; TORRES; GARCIA, 2019), entre outros, exercem grande influéncia
para o aumento do risco de tais acontecimentos, sendo, a imprudéncia por parte do condutor do
veiculo a mais expressiva (TEIXEIRA; CASTANHO; NETO, 2017).

Em concordancia com Teixeira, Castanho e Neto (2017), observou-se que as principais
causas de acidentes na BR-381 dentro do estado de Minas Gerais decorre da imprudéncia do
condutor, sendo a incompatibilidade da velocidade permitida na rodovia a causa de acidente
mais frequente registrada, correspondendo a 28,1% (N = 3933) de todos os acidentes regis-
trados nesse estado e rodovia. Considerando um cendrio meteorologico adverso, observou-se
que cerca de 44, 4% dos acidentes em toda a BR-381 no estado de Minas Gerais (N = 1746)
ocorreram em situacdes de chuva, garoa, chuvisto ou granizo.

Do ponto de vista estatistico, os acidentes podem ser vistos como fendmenos aleatorios
de natureza pontual, ou seja, as ocorréncias estdo associadas, especificamente, a uma locali-
zacdo no espaco e em um instante de tempo, representando um “ponto” indexado no dominio
espaco-temporal. Desse modo, um estudo sob o comportamento dos acidentes ao longo de um
determinado trecho de uma rodovia pode ser realizado a partir de uma metodologia envolvento
processos pontuais, inclusive com base na teoria apresentada nessa tese.

Considerando exclusivamente a informagao referenciada da distincia percorrida na ro-
dovia BR-381 a partir do ponto inicial (0 Km no municipio de Extrema) até a localizacdo exata
de ocorréncia do acidente, um conjunto de N = 1357 “pontos indexadores” unidimensionais

foi obtido, formando assim uma configuracdo pontual. A Figura 5.1 mostra o histograma com a
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frequéncia absoluta dos acidentes durante o periodo de janeiro de 2017 a setembro de 2021, ao
longo do trecho da rodovia em estudo (Extrema a Betim), totalizando um percurso de 448, 6025
quilometros percorridos. O histograma foi obtido considerando a frequencia absoluta dos aci-
dentes a cada 1 Km de distancia percorrida.

Figura 5.1 — Histograma com a frequéncia absoluta do niimero de ocorréncias de acidentes por quilome-

tro em um trecho da rodovia Ferndo Dias (BR-381) entre os municipios de Extrema e Betim.
Os tragos em vermelho, |, representam as posi¢oes exatas (distancia em quilometros) de cada
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Com base no histograma, observou-se basicamente dois trechos da rodovia que apresen-
taram uma frequéncia alta de acidentes. Sdo eles: entre os municipios de Extrema e Estiva e
entre os municipios de Itatiaiugu e Igarapé. Outros trechos, como entre Carmo da Cachoeira e
Oliveira, apresentaram um leve aumento das ocorréncias, mas nao tao elevado quanto os dois
trechos citados anteriormente.

Uma vez que o conjunto de dados de ocorréncias de acidentes pode ser estudado a partir
da teoria de processos pontuais, foi aplicado o modelo proposto por Lloyd et al. (2015), descrito
anteriormente na subsecdo 2.4. Utilizando o algoritmo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) para a otimizacao no processo inferencial do modelo, utilizou-se o = 200, v = 0,01 e
u = 1 como valores iniciais para os hiperparametros e // = 15 pontos de indu¢do. Com relagao
ao vetor de médias variacionais associado a distribuicdo Gaussiana nos pontos de indugdo, m,
foi utilizado um vetor unitdrio de ordem M. J4 os valores iniciais da matriz de variincias de

covariancias variacional de dimensdo M x M, S, foram obtidos utilizando o modelo de co-



80

variancia exponencial quadrético, expressio (2.49), considerando os valores iniciais de « e y
descritos anteriormente. A funcio de intensidade estimada para a configuracdo pontual de aci-
dentes, bem como seu respectivo intervalo com 95% de credibilidade sdo mostrados na Figura

5.2

Figura 5.2 — Grafico da estimativa da fungao de intensidade dos registros de acidentes ao longo do trecho
da BR-381 (entre Extrema e Betim), durante janeiro de 2017 a setembro de 2021, conside-
rando apenas os acidentes cuja a causa principal tenha sido por “velocidade incompativel”
e tenham ocorrido em situacdes de chuva, chuvisco, garoa ou granizo. A faixa na cor cinza
em torno da estimativa de intensidade mostra o intervalo de credibilidade com 95% de pro-
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Com base no grafico na Figura 5.2, observou-se que a funcdo de intensidade estimada
apresentou uma caracteristica ndo homogénea em seu comportamento, na qual em alguns tre-
chos a taxa de ocorréncia se mostrou mais elevada do que em outros. Verificou-se que nos
primeiros 33 quilometros de distancia aproximadamente, entre os municipios de Extrema e de
Camanducaia, houve um aumento substancial na intensidade de acidentes na rodovia. Apds
atingir seu nivel maximo no municipio de Camanducaia, a funcdo de intensidade apresentou
um comportamento de queda. A partir do municipio de Pouso Alegre, a fungdo de intensidade
apresentou um comportamente de estabilidade, com taxas de acidente relativamente baixas, que
perpetuou-se até o municipio de Campanha. Mais adiante, a intensidade de acidentes na ro-
dovia apresentou um novo aumento, porém menos expressivo em relacdo ao trecho inicial, a
partir do municipio de Trés Coragdes e que perdurou até, aproximadamente, o municipio de

Oliveira. Nesse segundo trecho em destaque, € possivel verificar que a funcdo de intensidade
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das ocorréncias atinge seu maximo dentro dos limites do municipio de Carmo da Cachoeira,
trecho bastante conhecido por conter muitas curvas sinuosas. Novamente, as taxas voltam a
crescer bruscamente a partir do municipio de Itaguara, atingindo seu dpice entre Rio Manso e
Brumadinho. De acordo com o modelo estimado, esse trecho foi considerado o de maior risco
em relacdo a todo o percurso da rodovia.

A Figura 5.3 mostra a projecao da mesma intensidade estimada, discutida anteriormente
e apresentada na Figura 5.2, no trecho da rodovia BR-381, entre os municipios de Extrema e de
Betim. Para isso foi criado um mapa de calor ao longo do trajeto em estudo, de tal modo que
areas mais “quentes”, com cores mais avermelhadas, refletem intensidades mais altas.

Uma das principais causas de acidentes estd associada a imprudéncias cometidas por
condutores desses veiculos. Este fato ja foi discutido por Freitas (2013), que destaca a influéncia
do ser humano como um dos principais causadores para que um acidente, de fato, aconteca.
Dentre as vdrias causas que podem ser classificadas como imprudéncia, o excesso de velocidade
tem sido a causa de maior destaque, uma vez que o uso inadequado da velocidade nestas vias
aumentam diretamente o risco de acidente e, consequentemente, a chance de uma pessoa vir a
6bito (WORLD HEALTH ORGANIZATION, 2018).

Outro fator importante que pdde ser notado neste estudo foi a influéncia das condigdes
meteoroldgicas nas ocorréncias de acidentes. Para dias de chuva, o risco de acidentes tende a se
agravar, principalmente quando a causa se deve ao excesso de velocidade permitido na rodovia.
Especificamente para o conjunto de dados analisados neste estudo, percebeu-se o impacto que
as condi¢des meteoroldgicas desfavordveis tem nos acidentes por incompatibilidade de veloci-
dade, uma vez que 45% do total dos acidentes registrados nesse trecho ocorreram em situacdes
adversas (chuva, chuvisco, granizo ou garoa). Em geral, veiculos de grande porte passam longas
horas nessas estradas, o que aumenta a probabilidade de apresentarem problemas mecanicos,
como vazamentos de combustivel nas pistas. Associando esse problema, a presenca de chuvas,
o cansago dos motoristas e o excesso de velocidade nessas rodovias, também aumentam a pro-
babilidade de potencializar o risco dos acidentes. Outros fatores também podem ser cruciais
para o aumento da gravidade desses acidentes, como o consumo de bebidas alcodlicas e drogas,
como destaca Bringmann et al. (2014).

De acordo com os resultados obtidos, basicamente trés trechos apresentaram intensida-
des elevadas em diferentes situacdes meteoroldgicas e fases do dia, sendo considerados poten-

ciais trechos de risco. Sao eles os percursos entre Extrema e Estiva, Trés Coragdes e Oliveira e
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Figura 5.3 — Mapa de calor da projecdo da funcio de intensidade estimada no trecho da rodovia federal
BR-381 (entre Extrema e Betim). Areas mais quentes (mais avermelhadas) representam
dreas de maior intensidade.
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Itaguara e Betim. Estes trechos sao considerados bastante perigosos, uma vez que elas apresen-
tam curvas bastante sinuosas, o que aliado ao excesso de velocidade, aumentam as chances de
que um acidente ocorra. Com base nas informacdes associadas aos dados em anélise, observou-
se que grande parte dos registros de acidentes nestes trechos em decorréncia da velocidade
excedida ocorreram em trajetos da via compostos por curvas. Para o primeiro trecho, ocorreram
302 acidentes em curvas, o que corresponde a 72, 4% das ocorréncias totais registradas. Para o
segundo, observou-se 299 acidentes (67, 5%), ao passo que no terceiro trecho, foram notificadas
264 ocorréncias (77,6%). Diversos estudos relatam que a condi¢do geométrica de uma rodo-
via pode estar associada aos acidentes que ocorrem nela (ANDRIOLA; TORRES; GARCfA,
2019; CARMO; JUNIOR, 2019; OLIVEIRA; BORGES; GODINHO, 2018). Isto é, trechos
mais sinuosos tendem a aumentar a probabilidade de acidentes nas rodovias. Desse modo, os
resultados obtidos no presente estudo se mostra coerente com o que vem sendo discutido na
literatura.

Considera-se agora uma configuragdo pontual marcada, sendo essas marcas de natureza
qualitativa e composta por = 2 categorias. Os eventos representam agora ocorréncias de
acidentes por incompatibilidade de velocidade em um trecho da rodovia BR-381 associados
a um determinado tipo de veiculo, em que o veiculo classificado € como sendo de grande ou
de pequeno porte. O nimero de observacdes de ocorréncias de acidentes envolvendo veiculos
de pequeno porte foi de N; = 1210 ao passo que, para veiculos de grande porte, o total de
acidentes foi de N, = 225. Vale ressaltar que a base de dados € a mesma utilizada no estudo
feito anteriormente, na qual desconsiderou o tipo de veiculo envolvido no acidente. A principio,
observa-se que o nimero de eventos considerando a marca “tipo de veiculo” é maior do que o
numero de registros de acidentes usado no estudo anterior. Isso se deve ao fato de que uma
determinada ocorréncia pode envolver veiculos de pequeno e de grande porte simultaneamente.
Nesse caso, a ocorréncia € contabilizada duas vezes, sendo uma para cada tipo de categoria da
marca. A Figura 5.4 mostra o histograma da fequéncia de acidentes por quildmetro ao longo
do trecho da rodovia em estudo, considerando o tipo de veiculo envolvido no acidente, sendo a
Figura 5.4 (A) o histograma para acidentes com veiculos de pequeno porte e a Figura 5.4 (B) o
histograma considerando os veiculos de grande porte.

Com base nos histogramas da Figura 5.4, observou-se que os acidentes envolvendo vei-
culos de pequeno porte € muito mais frequente do que os acidentes de veiculos de grande porte.

Ao comparar os dois histogramas, percebeu-se que ambos apresentaram o mesmo padrdo de
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Figura 5.4 — Histograma com a frequéncia absoluta do nimero de ocorréncias de acidentes envolvendo

veiculos de pequeno porte (A) e grande porte (B) por quildbmetro em um trecho da rodovia
Fernao Dias (BR-381) entre os municipios de Extrema e Betim. Os tracos em vermelho, |,

representam as posi¢des exatas (distancia em quildmetros) de cada ocorréncia.
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ocorréncia, isto €, ambos tiveram mais ocorréncias de acidentes praticamente nos mesmos tre-
chos da rodovia. Esse comportamento indica uma forte evidéncia de que ambas as configu-
racOes pontuais podem estar correlacionadas positivamente. Ou seja, 0 aumento no nimero
de acidentes envolvento um tipo de veiculo para um determinado trecho da rodovia pode estar
associado ao aumento de ocorréncias envolvendo o outro tipo de veiculo.

Com base nisso, foi ajustado a esses dados de acidentes o modelo desenvolvido anteri-
ormente considerando o porte do veiculo envolvido no acidente como sendo a marca que rotula
o evento da configuragdo pontual. Para isso, considerou-se novamente o algoritmo BFGS como
otimizador necessdrio para realizar a inferéncia variacional do modelo. Além disso, considerou-
se M = 20 pontos de indugdo e, para os valores iniciais dos hiperparametros, utilizou-se
a = 350, p12 = 0,75,y = 0,1, 79 = 0,015, 43 = 1,5 e 4y = 0,5. Para os hiperparametros
variacionais associados aos pontos de inducdo, considerou-se um vetor de médias constante
com os valores de 1,5 e 0, 5 para m; e m,, respectivamente. J4 os valores iniciais das matrizes
de covariancias variacionais cruzadas, S;; para i, 7 = 1,2, foram obtidos utilizando a fun¢io
de covariancia exponencial quadratica com os mesmos valores iniciais dos hiperparametros do
modelo, o, p12,71 € Ya-

Baseado nas Figuras 5.5(A) e 5.5(B), observou-se que, de fato, a fun¢do de intensidade
para os acidentes envolvendo veiculos de pequeno porte no trecho em estudo foi superior a
intensidade de acidentes envolvendo veiculos de grande porte. Foi possivel verificar também
que o modelo conseguiu detectar os trechos em que houve uma maior taxa de acidentes e,
além disso, corroborou com os resultados obtidos por meio do ajuste do modelo de Lloyd et
al. (2015), detectando basicamente os mesmos trechos: entre os municipios de Extrema e Ca-
manducaia; Trés Coragdes e Oliveira; e no trecho final do percurso da rodovia, entre Itaguara e
Betim. No entanto, verificou-se que o modelo apresentou pouca flexibilidade em modelar pos-
siveis oscilacdes no comportamento de queda das fungdes de intensidade, quando comparado
com o resultado usando modelo de Lloyd et al. (2015), na Figura 5.2. Uma possivel causa que
poderia justificar tal comportamento se deve ao fato de que o modelo de covariancia cruzado,
expressoes (4.5), (4.6) e (4.7), compartilham de um mesmo parametro de escala, «, para des-
crever a correlacdo de ambos os processos Gaussianos. Desse modo, limitar o modelo a ter
um mesmo parametro « para ambos os processos poderia resultar em intensidades menos flexi-
veis. No entanto, um estudo mais aprofundado precisaria ser realizado para analisar a influéncia

dessa suposicao feita ao modelo.
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Figura 5.5 — Estimativas das fungdes de intensidade dos registros de acidentes em trecho da BR-381,
entre os municipios de Extrema e Betim, durante janeiro de 2017 a setembro de 2021,
considerando os acidentes envolvendo veiculos de pequno porte (A) e grande porte (B),
cuja a causa principal tenha sido por “velocidade incompativel” ocorridos em situacdes de
chuva, chuvisco, garoa ou granizo. A faixa na cor cinza em torno das estimativas descrevem
os intervalos de credibilidade com 95% de probabilidade.
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Outra caracteristica que pode ser verificada foi que ambas as fun¢des de intensidade
apresentaram um padrdo similar em detectar trechos da rodovia com altas intensidades. Isso
se deve ao fato dos processos Gaussianos terem apresentado uma estimativa para p;o de 0, 67,
aproximadamente. Esse resultado revelou uma correlacao positiva entre os processos Gaussia-
nos e, consequentemente, entre as fungdes de intensidade para cada porte de veiculo.No entanto,
ndo se pode afirmar se o aumento na intensidade de acidentes envolvendo um determinado tipo
de veiculo influenciou no aumento da intensidade de acidentes para o outro tipo de veiculo,
pois a correlacdo existente ndo reflete a relacdo de causa e efeito entre essas quantidades alea-
térias. Além disso, outros fatores externos podem também estar influenciando nas intensidades
de acidentes das categorias das marcas, como por exemplo as caracteristicas que sdo inerentes
arodovia.

A Figura 5.6 apresenta a projecao das intensidades estimadas no trecho da rodovia BR-
381, entre os municipios de Extrema e de Betim, para cada porte de veiculos envolvidos nos
acidentes. Da mesma forma como apresentado nos resultados usando o modelo de Lloyd et
al. (2015), um mapa de calor ao longo do trajeto em estudo foi novamente gerado, a fim de

evidenciar os trechos da rodovia com maior risco de acidentes.



Figura 5.6 — Projecdo das funcdes de intensidades estimadas para as ocorréncias de acidentes no trecho
da rodovia federal BR-381, entre Extrema e Betim, considerando o porte do(s) veiculo(s)

envolvido(s), sendo (A) a intensidade de acidentes para veiculos de pequeno porte e (B)
para veiculos de grande porte.
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6 LIMITACOES DO MODELO E FUTUROS TRABALHOS

Com base na proposta de modelagem desenvolvida nessa tese € na aplicacdo feita aos
dados de acidentes na rodovia federal brasileira BR-381, é possivel discutir alguns pontos em
relac@o a possiveis limitagcdes que o modelo apresenta.

O primeiro ponto a ser discutido € a informagdo da indexacdo do processo estocdstico.
Muitos fendmenos aleatdérios que sdo tratados pela teoria de processos estocdsticos, em geral,
sdo observados com base em algum momento no tempo e em alguma posicdo espacial. Em
alguns casos, estudos de tais fendmenos podem ser feitos separadamente de acordo com a in-
dexacdo, isto €, uma andlise puramente espacial e outra puramente temporal. No entanto, em
algumas situagdes, ambas as informagdes de indexagdo do processo estocdstico sdo importantes
e precisam ser levadas em consideragdo no estudo para que o comportamento aleatdrio pre-
sente no fendmeno possa ser compreendido de maneira clara e que sua estimativa expresse seu
real comportamento. O modelo de Lloyd et al. (2015), bem como sua extensdo para marcas
categdricas desenvolvida nessa tese, levam em considera¢ido apenas uma tnica informacdo de
indexacdo. Considerando a aplicacdo do modelo proposto nessa tese em dados de acidentes, €
possivel verificar que esse estudo de fato necessita nao apenas de uma informag¢do de indexagao
georeferenciada (ou, de maneira andloga, a transformacdo feita por meio de distancias), mas
também da informa¢do do momento exato em que o acidente ocorreu. Ambas as informacdes
se fazem necessarias no estudo de modelagem em acidentes uma vez que, a intensidade de aci-
dentes envolvendo veiculos de uma determinada categoria da marca (pequeno ou grande porte)
tende a influenciar na intensidade de novos acidentes com veiculos de outra categoria da marca,
para curtas distincias de tempo e de espaco. Desse modo, para que o modelo consiga estimar
de forma adequada essa influéncia, a funcio correlacdo cruzada entre os processos Gaussianos
na expressoes (4.5), (4.6) e (4.7) precisam levar em consideracao tanto as defasagens temporais
quanto as defasagens referenciadas baseadas na distancia. A falta da informacao de tempo pode
levar a um viés nas estimativas dos hiperparametros do modelo, principalmente na estimativa
de correlagdo cruzada entre os processos Gaussianos, p;;, pois 0 modelo pode estar correlacio-
nando fortemente dois eventos que estejam préximos espacialmente, mas com uma defasagem
tempo muito grande.

Replicacdes de um processo estocdstico, apesar de ndo serem frequentes, também po-

dem ocorrer. Assim como diversas amostras de uma varidvel aleatéria podem ser obtidas, di-
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versas realizacdes de um processo aleatério também podem ser passiveis de serem observadas.
No entanto, isso raramente ocorre para alguns fendmenos aleatorios, uma vez que é esperado
que as diferentes amostras sejam independentes umas das outras. A configuragdo pontual que
descreve os acidentes em rodovias apresenta uma caracteristica interessante que atende a esse
enfoque. As ocorréncias de acidentes ao longo da rodovia em um determinado dia, a princi-
pio, ndo ird influenciar em novas ocorréncias para o dia seguinte. A dependéncia estocdstica
temporal presente entre os eventos de acidente existe para curtos periodos de tempo. Ou seja,
a ocorréncia de um acidente na rodovia pode aumentar a probabilidade de novos acidentes nos
proximos segundos ou minutos, mas nao terd impacto em possiveis acidentes que ocorrerao nos
dias subsequentes. Dessa forma, pode-se pensar que o conjunto de acidentes ocorridos para
cada dia representa uma replicacdo, ou seja, uma amostra do processo estocdstico pontual que
gera esses eventos. No entanto, o modelo desenvolvido na presente tese nao abrange esse tipo
informacao.

Deve-se ressaltar que, para a presente tese, o modelo foi desenvolvido unicamente para
o ajuste de intensidades envolvendo configura¢des pontuais indexadas na reta real, R'. Po-
rém, é possivel estender o modelo para processos pontuais com indexacdo em dimensdes mais
elevadas, assim como foi apresentado por Lloyd et al. (2015).

No que se refere ao nimero de categorias de uma marca, o modelo desenvolvido se
restringe a modelagem de intensidade para configuragdes pontuais marcadas envolvendo apenas
IC = 2 categorias, dado a complexidade dos cdlculos envolvidos na sua inferéncia. No entanto,
muitos fendmenos aleatérios de natureza pontual podem nao satisfazer essa condicao, tornando
o modelo bastante restrito para a representacdo de fendmenos na prética.

Com base no que foi exposto anteriormente, estrutura e limitacdes que o modelo apre-
senta, € possivel propor diversas extensdes na estrutura de modelagem para trabalhos futuros.
Dentre essas possiveis propostas de extensdo, destacam-se: a inclusido da informacdo “tempo”
como indexador adicional do processo, levando a um processo pontual com dupla indexacao;
atribuicdo de uma estrutura de modelagem para processos com multiplas observagdes, isto €,
um processo pontual replicado com marcas; uma estrutura de modelagem para processos pon-
tuais com marcas, indexados em qualquer dimensio R?, para d > 1; um estudo envolvendo
a modelagem da intensidade para outras funcdes de ligacdo diferentes da quadrética entre o
processo de intensidade e o processo Gaussiano, bem como um estudo com outras func¢des de

correlacdo para o processo Gaussiano, além da que foi utilizada nessa tese.
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7 CONCLUSAO

O objetivo dessa tese foi propor um novo esquema de modelagem para configuragdes
pontuais marcadas na qual a indexacdo pudesse ser qualquer conjunto pertencente aos reais
unidimensionais, seja ele o tempo ou ndo. A proposta surgiu como uma extensao do modelo
Variational Bayes for point process, proposto por Lloyd et al. (2015), considerando uma marca
de natureza qualitativa nominal, composta por duas categorias.

Como contribuicao, o modelo proposto considerou uma estrutura de processos Gaussia-
nos multivariados associados ao vetor de intensidades do processo de Cox, possibilitando assim
que as intensidades associadas a cada atributo da marca pudessem estar correlacionadas entre
si. Com base nos resultados obtidos, foi possivel verificar que o modelo proposto conseguiu
estimar a intensidade de configuragdes pontuais marcadas, a partir de um estudo de aplicac@o
em um conjunto de dados reais sobre ocorréncias de acidentes em rodovias federais brasileiras.
Além disso, a proposta dessa tese sugere que novos avancos metodolégicos possam ser feitos,
a fim de que o modelo consiga descrever um nimero muito maior de fendmenos aleatérios de

natureza pontual.
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APENDICE A - Algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

A otimiza¢do € um problema recorrente em estudos matemdticos e estatisticos, na qual
se tem por objetivo conhecer o valor das varidveis onde uma determinada fun¢do atinge seu valor
extremo, seja ele 0 maximo ou o minimo. Isto é, a otimizagdo se preocupa em minimizar ou
maximizar uma funcdo com base nos valores de suas varidveis. Matematicamente, o problema

da otimizagdo é dado por

miin L(©),
ou, de maneira anéloga,
max L(©),
sendo © = [0,...,0p]" € RY um vetor composto por P > 1 varidveis reais € £ : R — R

uma funcdo que associa um valor do vetor © a um valor real. Para o modelo de Lloyd et al.
(2015), bem como o modelo proposto nessa tese, a funcdo £ descreve o limite inferior da log-
evidéncia, presente na divergéncia de KL entre ¢(f,u) e p(f,u | §,0), ao passo que © é o
conjunto de hiperparametros do modelo.

De acordo com Chong e Zak (2001), a maximiza¢do e a minimizacdo de uma func¢ao
podem ser vistas de maneira analoga, uma vez que maximizar a fungdo £(©) é a mesma coisa
que minimizar a fungdo —£(0). Uma vez que o problema de otimizagdo tratado nessa tese
se resume em obter o valor mdximo do limite inferior da log-evidéncia, os algoritmos aqui
apresentados terdo por finalidade maximizar £(O).

Algoritmos de otimizagdo se fazem necessarios quando a fun¢do na qual se deseja ma-
ximizar for muito complexa ou o nimero de varidveis em © € muito grande, dificultando a
obten¢do de uma solugdo analitica. De acordo com Nocedal e Wright (2006), existem vdarias
propostas de algoritmos de otimizag¢ao na literatura, cada um com suas caracteristicas e particu-
laridades. A escolha de um algoritmo adequado para a solu¢do do problema é muito importante,
pois ele determinard a rapidez com que a otimizagao serd alcancada.

Dentre os diversos algoritmos existentes, o método de Newton, também conhecido como
Newton-Raphson, € uma das abordagens mais conhecidas. Esse algoritmo tem por objetivo

obter uma aproximacdo quadritica para a fun¢do £(©) usando expansdo em série de Taylor de
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ordem 2. Além disso, assume-se que essa fungio de aproximacao, que serd denotada por 7 (©),

€ continua e duas vezes diferenciavel. Desse modo, define-se

J©)=L£O®)+©—-0"TveeW) + %(@ — oM T v2ee®) @@ —-e®) (1)

-
em que VL(OW) = %ﬁ(k)), ce %}im) ¢ o vetor gradiente da funcdo L£(O) aplicado
no ponto ©*), composto pelas derivadas parciais de primeira ordem em relagio ao conjunto
de varidveis © da fungdo. J4 V2L(O®) ¢ definida como a matriz Hessiana composta pelas

derivadas parciais de segunda ordem da fungfio £ relagio as varidveis, aplicado em ©*), sendo

P CORCR) 92L(0)T
002 96,00, 90,00,

P2LOW) 92L(e0) 2L(0)
VIL(OW) = | 06,96, 002 06,00p
PLOW) 92O 2L (0M)

| 00,00, 00p00, T 005 |

E possivel verificar que a fungdo de aproximacio em (1) coincide exatamente com a
funcdo de interesse £ considerando © = ©%). Da mesma forma, V7 (0®) = VL(OW) e
V2g (W) = v2£(0"), Sendo assim, otimizar a fungio J(©) é muito mais facil do que
otimizar a fungdo de interesse, £(O).

Uma forma de garantir que a funcao atinja seu ponto de méximo, € garantindo que seu
vetor gradiente seja um vetor nulo, isto é, V.7 (0) = 0. Desse modo, derivando a fun¢io 7 (©)

em relacdo a © e igualando-o a 0, tem-se que

0 =VJ(O)
= vL£OeW) +vice®)e —-eW).

2)

Tomando © = ©%+Y ¢ garantindo que V2L£(O®)) > 0, a fungdo J atinge seu ponto

6timo em
ekt — ok _IviceW)-t ve(e®), 3)
em que {V2L£(©®)}~1 ¢ a inversa da matriz Hessiana.

De acordo com Chong e Zak (2001), apesar do algoritmo de Newton apresentar boas

propriedades de convergéncia, o método pode apresentar falhas se a escolha do ponto inicial,
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©Y, estiver longe do ponto de solucdo. Além disso, 0 método pode ndo maximixar a funcdo,
fazendo com que £(O%*+D) < £(©®). Para contornar esse problema, uma modificagio do
algoritmo € imposta a fim de garantir que a dire¢do do gradiente de £ seja mantida na direcao
e subida, fazendo assim com que a funcdo seja maximizada. Desse modo, a equagdo (3) é

reescrita como

et — oW _y {vic(eM) -t ve(eW), (4)

em que

Vp = argmax £(OF — 9 {V2L(OW)} 1 vL(OW)) 5)

>0

sendo 1, o tamanho do passo de subida em direcdo ao ponto de maximo que, a cada iteragdo
do algoritmo, seu valor € atualizado a fim de buscar um tamanho 6timo de passo para que o
método de Newton garanta que o ponto de maximo da fungao seja obtido.

No entanto, o método de Newton, apesar de apresentar rdpida taxa de convergéncia,
apresenta algumas desvantagens, sendo a principal delas a necessidade de se obter a matriz
Hessiana, V2£(@(k)), e, consequentemente, a solucdo da equacdo (4), que pode ter um elevado
custo computacional para ser calculada (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Como forma de contornar esse problema, uma nova classe de métodos de otimizacdo
surgiu, denominada como métodos quasi-Newton, com a finalidade de obter a solu¢dao em (4)
sem a necessidade de calcular a inversa da matriz Hessiana. Como alternativa, os métodos quasi-
Newton se utilizam de uma aproximacio de {V2£(©®))}~! ao invés de utilizar sua verdadeira
inversa (CHONG:; ZAK, 2001). O célculo da aproximagdo dessa matriz requer apenas o uso da
avaliacdo dos gradientes e da prépria fungdo em cada iterac@o. E justamente por ndo haver mais
a necessidade de se obter derivadas de segunda ordem da funcdo £ é que os métodos quasi-
Newton se mostram mais eficientes do que os métodos de Newton (NOCEDAL; WRIGHT,
2000).

Considerando a abordagem dos métodos quasi-Newton, a expressao (4) pode ser rees-

crita como

e+ — ok g, H, vL(OW), (6)

sendo H}; uma matriz de dimensao P x P definida como uma aproximagao da inversa da ver-

dadeira matriz Hessiana.
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Na literatura, muitas técnicas para aproximar a inversa da matriz Hessiana tem sido
propostas, gerando diferentes novos algoritmos de otimizacdo. Segundo Nocedal e Wright
(2006), um dos mais populares algoritmos quasi-Newton foi proposto por Boyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno em 1970, o qual recebeu o nome de férmula BFGS, cuja aproximacdo da

inversa da Hessiana € dada por:

ALBT HALBN AR AR T
ALBT AQ®) ) AOWT ALK
Hy AL® AO® " 4 (H, AL® AT ") T

ALK T AOK)

Hk+1 — .Hk; ‘I‘ (1 +
(7N

)

em que ALK = VLOFD) - vLOR) e AOK = @+ — @) E possivel verificar
que a expressdo (7) depende apenas da informacdo dos gradientes, isto €, das derivadas de
primeira ordem da func¢do £(©) em relagdo a ©. Desse modo, 0 método BFGS nio necessita
da utiliza¢do da matriz Hessiana.

Portanto, o algoritmo BFGS € dado da seguinte forma:

Algoritmo 1: Algoritmo BFGS

Entrada: Valor inicial para ©(“) e para H,; Tolerancia de convergéncia ¢ > 0;
k + 0;

while || VL(O) ||> edo
1. Calcular:

dy = —H,, VLOW)

2. Atualizar o valor de ©:

Okt = oW 1 9,dy,
sendo ¥y calculado pela expressdo (5).

3. Atualizar a matriz de aproximacado H:

ALBT HALBN AR AR T
AL®T AQ®K) ) AOWT ALK
Hy ALK AOW" 4 (H, AL® A6® )T

AL®T AO®

Hyp1 = Hi + (1+

4. k< k+1

end
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APENDICE B - Alguns resultados importantes para o modelo de Lloyd et al. (2015)

Neste Apéndice sdo apresentados o desenvolvimento de alguns resultados de cdlculos

importantes e necessarios para a compreensao da estrutura de modelagem e de inferéncia pro-

posto por Lloyd et al. (2015).

B.1 Obtencao da expressao das entradas da matriz ¥

Os elementos da matriz ¥ podem ser obtidos a partir da integracdo do produto de

K(z,s)e K(s,2') emrelacdo a s. Nesse caso, tem-se que

U(z,2) = /TK(Z,S) x K(s,2') ds

[,

— 9272
i }ds

2/ {—22—1-252—52—82—1—252’—,2’2}
=7 exp ds
T 2c0
L2 2 2 /_22
:72/exp{ 22— 2%+ 2s(z+2') — 2s }ds
T 2a
2/ —2% — 2% 4 222 — 222/ + 45z — 28 + 222
= ex
7 [ e o
. o /2_2 / 272 2 _ 3)\2
:72/exp{ (z —2') 22 +228 2(s—72) }ds
T 200 200
—(z—2)2 =222+ 2(2+ 2)%2 —z)?
o [ feesry_ o),
2 (=) (s—2)°
= - d
v /Texp{ 10 = s
_(» — )2 _ 5\2
—Pyzexp{ (z=7) }/exp{ (s = 2) }ds
T [0
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B.2 Derivadas parciais de £ em relacao aos parametros

O Limite inferior do logaritmo da evidéncia, £, é dado pela expressio abaixo.

N ~
_ 2 ~ 2 (si)
N Al A Y S )

TERMO | TERMO 2 ~ —— g
N
+ > log(67(s;)) —log(2) — C = KL(q(u) || p(u] ©))
=1 - Y TERMO 5
TERMO 4

Para fins didaticos, a expressao foi dividida em cinco termos. Para derivar o Termo 1,
em relacdo a cada um dos pardmetros do modelo, seja ele a priori ou variacional, foi aplicada a

regra do produto, resultando nas seguintes expressoes:

OTermo 1  —0[m KWK 'm]

1ol Oa
'aKz—Zl 17 _ B TOW _
= -2 _W m| ¥ [I<ZZ1 m] - [Kzzl m} % [Kzzl m}
OTermo 1 0K ] i _ - TOW
T =2 _8—7 m v [I<zz1 m] - [Kzzl m} 8_’)/ [Kzzl m}
JTermo 1
on
OTermo 1 _ _2K;z1 \Ilnglm
om
JTermo 1
os 0

De forma andloga, para derivar o Termo 2, aplicou-se a regra de derivada para tracos de
matriz. Como o trago envolve produtos de matrizes, foi utilizada a regra do produto para derivar
os termos em relacdo aos parametros, levando as seguintes expressoes:

dOTermo2  —0[y|T | —Tr(K}¥) + Tr(K_SK_!¥)]
O O

-1 -1
=Tr (Kzga—@ + \I:m{—“) —Tr (s {21{2;\1/81{—“ + Kla—q'KlD

Oa Oa Oa O~ *F
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OTermo2 L 0T 0K} 1 OKH 0P
s - Tr(KZZa O )—Tr(slsz\p g PRI KD

OTermo 2
ou

OTermo 2

om =0

OTermo 2

= —K_ UK/
aS zZ zZz

J& para derivar o Termo 3, foi aplicada a regra da cadeia e, posteriormente, a regra do

quociente, o que leva as seguintes expressoes:

dTermo 3 ié/( P(si) ) -1 (24(s:) 3%?) 5%(s:)) + (B*(ss) 8&;(§Si))_
2

Ja Py 252(30 I (52(8i))2 _
ULLLERS o (_ zﬂ(si)) 1 (20s:) %520 6%(s0) + ((si) 258 ]

vy — 262(s;) 2 (52(&))2 |
JTermo 3 B

ou a

OTermo 3 ié,(_ /22(50) fi(si) Op(si)

52(s;) Om

T . 72 (s,
OTermo3 _ZG,(_ [ (s;)

) [i*(si)  05%(s:)
oS — 252 (s;)

2(52(8i))2 08

sendo as derivadas parciais de /i(s;) € 2(s;) em relagdo aos pardmetros sdo apresentadas no

Apéndice B.3. Ja para o Termo 4, as derivadas parciais sdo dadas por

8Termo 4 1 G )
=255
i=1

8Termo 4 a o )
=253
=1

OTermo 4

ou



OTermo 4
om N

OTermo 4 i 1 95%(s;)
oS N — %(s;)  0S

Por fim, o Termo 5 € derivado como

OTermo 5 O{ — 3[tr(KZ)'S) — log djjf({g;) ~ M+ (Tu—m)'K;!(Ta — m)]}
Ja N o
1] (0K} 0K, o TOK! o
OTermo 5 1[ [OKZ! 0K - oK=L . 1
Y — |t zzs ¢ K—l 2z 1a — T 22z =
vy 2_T< vy ) T( - 6’7)+(u ™) 37(u m)_
OTermo 5 - o N
T = — (KZZI].U — Kzzlm)
T o
dTermo 5 _K-'m + K-
om
OTermo 5 1
- K*l Q1
e

B.3 Derivadas parciais de /i(s;) e 5%(s;) em rela¢do aos parametros

104

A seguir, sdo apresentadas as derivadas em relacdo aos parametros da média variacional,

fi(s;), avaliado i-€simo evento observado da configuragdo pontual, para¢ = 1,..., N. Deste
modo,
Ofi(s;) 0[K,.KZ'm]
oo foJe!
oK 0K}
— sz Kfl Ksz 22
foJe! = da
((s; K K !
Opu(s;) _ 0 SZK;ZIm+Ksza 22
0 oy oy
Oji(s;
als) _
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] -1
om KoK,
Oi(si)
oS 0

Do mesmo modo, as derivadas parciais da varidncia variacional do processo Gaussiano,

&2(si), em cada evento observado s; foram obtidas, de tal modo que

06%(s;) Oy — Tr(KJK.K,.) + Tr(K'SK'K..K,.)]

Oa Oa
K K} K
= —2Tr &K;;Kzs —Tr Ka—K +2Tr 0 YK JSK'K., |+
Ox Ox O«
Kfl
+ 2Tr (Ksza = SKz_leZS>
Oo
52(s; K K} K
07 (s) _ o9 KK ) - Tr K, Beg ) pom (B ZKSK K., |+
0y oy 0y 0y
K—l
+2Tr (Ksz8 = SKz‘ZlKZS>
28l

052(s;)

on
85‘2(81‘)

om 0
07 (51) _ k1K, K. K-

oS
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APENDICE C - Alguns resultados importantes para o modelo proposto

Neste segundo Apéndice serdo apresentados alguns resultados relacionados a estrutura
do modelo proposto, bem como alguns calculos que sdo usados no processo inferencial, apre-
sentado no capitulo de “Resultados”, que sdo importantes e necessdrios para a compreensao do

texto principal.

C.1 Calculo dos elementos das matrizes U

Nessa subsec¢ao, sdo apresentados os calculos necessarios para a obtencao dos elementos

de todas as matrizes \I’Z;, parai,j = 1,2.

\Ijﬂ(zuz/> = /7_K11(z78) X KII(S;Z,) dS

{50

—22 4+ 9252 — % — 52 4+ 252 — 22
7 ds

\_/

(’Vl

_ 2 2 22
22— 2?4+ 2s(2+2) — S}ds
20

200

{

{

C .
/exp{ 2= 7) —2zz+22_2(s—z)}d8

.

i

— 2?4222 — 227 + 457 — 252 + 272 — 272 } p
s

20
2—2) =222+ 2(z+72)*2  (s—2)? J
200 2 o) °

2
e (A o) ()
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em que z = 2 e d(z) = 1 + erf(%) sendo erf(.) denominado como a fungdo erro de

Gauss.
\I/%(Z,Z/) - \113(272,) - \I}%i(%z’) - \IJS(Z7Z,) -
= / Ko (z,8) x Ky1(s,2") ds
-
—(z—5)% (s—2")?
=p127f72></e><p{ ) )}ds
T

2a 2a
_ 3, VTQ _(Z B Z/)2 z 777’La$ B z— Tm'm
= —pP127172 9 €xXp { Aoy } |:erf< \/a erf \/a )

\Pi%(za z/) - \Ijgi(?%z,) - \Ij%%('z?Z,) = \I/%(Z, 2/) =

= / Kia(z,8) x Kia(s,2') ds
T
9 9 9 (z—5)% (s—2)
= ds
P127172 X/TQXP{ o }
T —(z —2')? N Tmax ¢ Z — Trnin
exp{ ——— 3 |erf| ———— | —erf[ ———
;0127172 9 p 1o \/a \/a ,
‘I/é%(z,z/) = ‘1’%%(272 /Kn Z S) X K22(3 Z d
99 (z—s) (s =2
=772 X /FGXP{ % }

= e p{%} [f(—T.T) ~e( )|

\Ijég(za Zl) = qj%('zwzl) = \Dig(za Z/) = \Dgg(za Z/) =

= / Kia(z,8) x Kas(s,2') ds
-
—(z—5)% (s—2')?
21)12’71’Y§X/TGXP{ (2a ) —( 2a) }ds
_ 3V _(Z _ Z,)2 Z — Tmax . Z — Tmin
= PN XD {—4a } {erf (—\/a erf —a )|
U22(2, 7)) = / Ky (z,8) x Kas(s,2") ds
T
_ i —(z—9)? (s—2)°
=Y, X /rexp{ 7 7 ds
B ma —(z — 2')? " Z — Tax erf Z — Trin
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C.2 Derivadas parciais de £ em relacio aos parametros

O Limite inferior do logaritmo da evidéncia, £, obtido pelo modelo proposto nessa tese,
¢ dado pela expressdo abaixo. Assim como foi apresentado no Apéndice B, esse Apéndice
tem por objetivo expor os cdlculos dos gradientes de £ em relacdo aos hiperparametros do
modelo. Esses cdlculos serdo importantes para o processo de otimizagao, a fim de minimizar a
divergéncia KL entre a distribui¢@o variacional e a posteriori. A expressdo L foi dividida em 9
termos para que os gradientes pudessem ser melhor apresentados.

L= - /T ]Eq(f)[fl(S)]Qdi - /T Eqm[fz(s)pdi - /T Varyplfi(s)lds

J/

NV NV NV
TERMO 1 TERMO 2 TERMO 3
—/Varq( )]ds — E G( E ) E G( E ))
T 01 3 2
D
TERMO 4 TERMO 5 TERMO 6

+ D_log (57(s1:)) —log(2) = C' + } _log (3(s21)) — log(2) = C

i=1

J/

Vv Vv
TERMO 7 TERMO 8

~ KL(g(u) || p(u | ©))

TV
TERMO 9

Aplicando a regra do produto para as derivadas parciais do Termo 1 em relacdo aos

hiperparamtros do modelo, tem-se que

OTermo 1 0A 0B T
—— =~ { {a—aml + a—amZ] [(WllAm, + ¥1)Cm; + ¥;1Bm, + ¥1,Dmy]+
ol OA owll oC
 [Am, +Bm2]TK S >m1 i ( IR s )mﬁ—
owll OB owll oD
- ( aaHB - ‘I’ﬂg_a)‘m + ( o 2D 4 m};a_a>m2]+
oC oD 1"
o3l OA ow?} oC
+ [le—i-sz]T[( 80le \Iiﬁa )m1+( 8120 \I’%a )mﬁ—
ow?t OB ow?l oD
# (w2 e+ (27204 w2 Yy



OTermo 1
8,012

OTermo 1
om

OTermo 1
02
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~ { [ g:? m; + gpi mQ] "Wl Am, £ 1Cm, + Wl Bm, + ¥Dm)+
4 [Am, + Bm,]" K%‘EEA Pl 4 (%‘i’fc PO i
+ (%‘;’EB + \If}}%) my + (%‘;’ED + \IJ{;%) m2} +
- {%ml + %mg] T[\IlﬂAml + ¥ Cm; + U2 Bm, + U3 Dm,]+
R R

OA oB 17
- { { my - _mQ} @1 Am, + 11Cmy + U1 Bm, + $LDmy]+

3_71 o
© [Am; + Bmy]" [(a;’fA i \Ilﬂg—fjl)ml i (%‘Ifc i W};g—i)mpL
+ (a;fB + ql}}g—i) m, + <a§fD + ‘1’52—2) mg} +
+ B—gml + g—im} 2 Am, + ¥2Cm, + T Bmy + U2 Dmy)
+ [Cm; + Dmy]" [(aaqu + ql%}?—i)ml + (a(;?c + \Ilﬂ?—i)mﬁ
(e w22 o (G0 w2 ]

A oB 17
_ { {—ml + _mQ] @ Am, + 911Cmy + U1 Bm, + ULDmy)+

owil OA owil oC
+ Am + Bm T |:< 11 A + lIlll—) IQC \Illl—
[ ' 2] 8’72 M 872 S 8’72 ¥ 372 ot

oW OB o) 2% oD
+ B—I—lIlH—)m +< 12D+‘I’“—)m]+
( 02 "9y, T\ Oy 29y, )

0C oD ! 21 21 21 21

o2t OA ow3l oC
+ Cm +Dm T|: 11A+11121—>m _|_ ( 12C—|—\IJ21—> +
[Crm, 2 y Uiy ) o 125, )™

02
\1121 21
(a2 (o2
2

118_’}/2 8’}/2 123_’)/2
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OTermo 1
o = {AT[\D}}Aml + ¥ ,Cm; + ¥} Bm, + ¥}, Dmy)+
1
+ AT (Am; + Bmy) + C' ¥} (Am; + Bmy)+
+CT[¥3 Am, + ¥1,Cm,; + ¥} Bm, + ¥}, Dmy]+
+ AP} (Cm; + Dmy) + C'¥H(Cm; + Dm2)}
IT 1
% S {BT[\I!ﬂAml +0lCm, + ¥!'Bm, + ¥Dm,)|+
2

+B'U(Am; + Bm,) + D'W¥1}(Am,; + Bmy)+

+D'[¥}Am,; + ¥ Cm,; + P3| Bm, + Ui Dmy)+

+B'¥(Cm,; + Dmy) + D ¥} (Cm; + Dm2)}

As derivadas do Termo 1 em relacdo a 4y, 4o, S11, S12 € Soo foram nulas, uma vez que
a expressao ndo depende desses parametros. Ja as derivadas parciais das matrizes A, B, C e
D estdo apresentadas na subsec¢do C.3 desse Apéndice. Ja as derivadas parciais dos W’s estdo
descritas na subsecdo C.6. Seguindo o mesmo raciocinio, as expressoes das derivadas parciais

do Termo 2 sdo dadas abaixo.

dTermo 2 OA oB 1"
egI;lO _ { {%Hh + %m2:| [‘I@%Aml + \If%ngl + \It%?BmQ + ‘I’;%Dmg]+
o) 25 OA owl2 FYe
+ [Am1+Bmg]TK aazlA \I:g@ >m1+( 022C+‘I'53%)m1+
o)\ 2 OB owl2 oD
+ ( a;lB—l-‘I’ga )m2+ ( B 22D—|—‘I’éga >m2}_|_
8C - - ’s ”
\1122 A ‘1122

+ [Cmy 4 Dmy) Ka SA+ ‘1’332 ) m, + (aa 204 w%ig—g)m1+

oo
22 22
¥ (3‘1’213 \pgggB)mQ " (8;’22]3 mgggD>m2]}



OTermo 2
8,012

OTermo 2
om

OTermo 2
02
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m; +
8,012 ! 8012

owl? 0A owl2 0C
+ [Am; + Bm TK 21A+\I!12—)m +( 220+\I'12—>m+
[ ! 2] 6012 2t 8012 ! apm 22 6,012 !

oW 12 OB ) (5‘1’53 12 0D ) }
+ B+W¥ — |m, + D+W¥y,— Jmy |+
( 0p12 2 0p12 ? Ip12 > dp1a ?

A B 1'
_ { { g 0 m2} (Ui Am; + ¥5Cm; + ¥/ Bm, + ¥ Dmy)+

\
9C o+ _mQ] W2 Am, + $ECm, + U2Bm, + $ZDmy)+

oPp?? OA o2 oC
+ [Cm; + Dm TK 21A+\I’22—)m +< 22C—|—l1122—)m—|—
[ ' 2] 6)P12 2 8012 ! 8012 > 8P12 !

ov 4 OB ) (aqug 5y OD ) }
+ | =—=B+ ¥ — |m, + D+W¥:,— |m
( p12 2 Op12 2 Op12 > Op12 2

OA oB 17
- { { my - _mQ} I2Am, + $E2Cmy + U2Bm, + U2Dm,]+

3_71 omn
+ [Am, + Bmy] K%‘IﬁA + ‘Iléfg—f;) m; + (a(;x;%gc + W%Eg—i) m, +
+ (a;ﬁB + \Iléfg—,]i) m; + <a;%%D + ‘I’éig—ﬁ) mz] +
[0 m 4 2] (witAm, + wCm, Wi, + 92D
+ [Cm, + Dmy] Kaaqf%A + \Ilifg—i)ml + (a;fgc + ‘I’ggg—i>m1+
+ (aaqu + w%ig—i) m, + (a;ng + ‘1'332—2) m2] }

A oB 17
_ { {—ml + _mQ] W2Am, + WE2Cm, + U2Bm, + U2Dmy]+
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Os Termos 3 e 4 ndo dependem de w1, 42, My € My €, portanto, suas derivadas também

serdo nulas. As derivadas paciais do o Termo 5, aplicando a regra da cadeia, sdo dadas por:
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As derivadas parciais de i1 (s1;), ji2(s2;) € 53(s1;), 03(s2;) em relagdo aos hiperpardme-
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Aplicando a regra da cadeia, as derivadas parciais do Termo 7 em relacdo aos hiperpa-

rametros do modelo sdo:
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Por fim, as derivadas do Termo 9 sdo dadas por
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(2,2) 8K§21’Z)71 (2,2) (2,2) (z,z)*1 8K5227Z) 0A
— K3 TKH — Ky Ky " oa +Tr %Sn+
0C 0B oD - <0A o
-+ 8_812 90 SIQ -+ %Sgg] + (ml — 1u1)T%(m1 — 1u1)+
- —0C . - 0B o
-+ (mg — 1U2)Ta—a(m1 — ]_Ul) -+ (rn1 — 1u1)T%(m2 - 11_62)"‘
(m2 — 1&2)T%(m2 — 1@2)}
OTermo 9 1 19K oK?  gK?) 1
T = _ ATy K(z,z) 11 } +Tr |:D( 22 21 K(z,z) K(z,z)_
Op12 2{ { H Op12 Op12 Opra M 12
-1
- K21 )—811 Kgi - Kgl )K " B 12 )] + TT{ Sii+
P12 P12 6,012
8C 0B oD - O0A -
Sip+ =—S{, + —8S, —Tay)" —1a
6)P12 2 0p 2 Opi } + (my = 1) Op1a (my — T )+
- oC - 0B -
—1a —1a — 1)’ —1a
+ (Il’lg UQ) 8/)12 (m1 U,l) + (Il’ll ul) 8/)12 (mg 1u2)—|—
- oD -
(m2 - 1@2)Tap12 (m2 - 1'&2)}
dTermo 9 1 19K oKZ?  gKE 71
- = A Tr K(Z,Z) 11 :| + Tr |:D( 22 o 21 K(Z,Z) K(z,z)_
O 2{ { Y om oM on M .

)—1

K ~19K ) OA
. K(z,z) 11 K(z,z) . K(z,z)K(z,z) 12 ):| +Tr |:_S +
21 8’71 12 21 11 (971 a " 11
+ %, + By, D
o 12 o 2 om

4!

- +0C - 0B
+ (m2 — 1222) a,y (m1 — ].Ul) + (m1 — lﬂl)Ta—
1

- 0A -
S 1 + (m1 — 1711)Ta—(m1 — 1@1)-‘-

m —fﬂ +
71( ? 2)

- 10D -
(m2 — 1/&2) a (m2 1@2)}

71

124
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dTermo 9 1 10K } [ (@Kggz> K™ o1 o
= X Tr K| +T1r|D - K77 K57 —
07 2{ [ Y om 07 oy TR

1
z,2 8K(Z’Z) z,z z,2 2,2 -1 aK(ZVZ) aA
e e . [
oC 0B oD - tO0A -
+ 8—72812 a 812 + 9 2822:| (m1 - 1U1) 872 (ml — 1U1)+
oC " OB .
—T1a,) —(m; — 1u — 1) =—(m, — 1u
+ (m2 Ug) 872 (m1 ul) + (m1 ul) 8”)/2 (rn2 U2)+
- oD -
(mg — 1@2)1—8—%(1[12 — 1U2)}
% S %{@(fcn ["Bi) —m]CT — {"Bm, — 2m/ AT + 20,17 AT}
Ui
T 1 — — — — — — — — —
w ~ —5{m(I7CI +17BI) - m[BI - 1"Cm, — 2m] DT + 24,17 D1}
Uz
OTermo 9 1 - - . .
8T = — 5{ [A(ml — 1@1) + AT(ml — 1@1)} + CT(mg — 1@2) + B(m2 — 1@2)}
1
0Termo 9 1 - - o -
8T = — é{C(ml — 1ﬂ1> + BT(ml — ].1_61) + [D(mg — 1@2) + DT(mQ — 1@2)]}
2
J0Termo 9 1
T = - 5{AT — S+ S1812(S0 — SLSH!S1) lsgs;f}
11
0Termo 9 1
aT = — §{CT =+ B +2 X% <Sﬁlslg (822 Sl2S Slg) 1)}
12
OTermo 9 1
T = — §{DT — (SQQ 8128 812) 1}
22

C.3 Derivadas parciais da inversa da matriz particionada K**) em relaciio aos parame-

tros
Nessa subsecdo, sdo apresentadas as derivadas das submatrizes que compde a inversa da
o A B _ _
matriz particionada K>, sendo K(*#) ™' = eA = (K(lzlz)) 1+(K§Z1’Z)) 'K (K(;QZ
C D

- Z,z -1 24 2 - K24 - Z,z Z,2 K24 Z,Z - 24 -1
K (K) TKEY) KRG (KEY) B = —(KEY) TG (KGR (K TKEY)
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2,2 2,z z,2)\ —1 2,z 2,2 -1 2,2 2,z z,2)\ —1g.-(2,2 -1
C= _<Ké2 )_Kél )(Kgl )) Kg2 )> Kg1 )(Kgl )) eD= <Ké2 )_Kél )(K§1 )) K§2 )>
Essas matrizes ndo dependem de iy, i, my, my, Si1, Sio, SlT2 e Sy,. Portanto, suas derivadas

serdao nulas.

—1 1
0A aK(Z7Z) aK(Z7Z) 2,2 2,2 2,2 2,2 1 aK(ZVZ) 2,2 2,2)" 1
e = T2 KGIDKEIKEY ™ 4+ 2K - DKGIKGY
z,z 2,2 aD z,z -1
+ 2K &K e S ST
oA OKE aKﬁ S R LOKG ()
_ Kz,zDKz,sz,z 2Kzz DKzszz
Op12 dp12 2 Op12 2 2 + Op12 2 +
2,2 2,2 8D 2,2 2,2) "
+ 2K a K12 )_3p12 Kgl )Kg1 )
oA oK 8K§?Z>’1 97 gt KT et
omn omn omn 21 H om 2
ZZ zZ Z aD Z,z 1
+ 2K K12 o —KGIKGY
1 1
oA oK oK) ~10K {5

2,2 2,2 2,2 zz 2,2 2,2 -1
9n 12 KIDKGIK ) 4ok o2 pEIRED T

072 072 072 072

z,z 2,2) aD Z,2 1
+2K§1’) K12 ) QKél )K( o

-1

aB aK(Z7Z) Z,2 z,2) "1 aK(Z7Z) z,2) "L 2,2 aD
e = " aa KuTD-KGT HED KT KEU G
OB angfZ) 1 (2,2) z z)~ 1 aI<1Z2 5 (z,2) Lo (2,2) oD
Op12 Op12 dp12 Op12
-1
OB oK 7 19K oD
0B _ KT peap g 0K | o gl 0D
om o om om
-1
OB oK 7?) ~10K - oD
02 02 SOy 072
oC OD oot OKED (o DK
8_04 = 0 —— KKy -D Ki; — DKy, 8—a
-1
oC oD aK al 8K #2)
= - S oKGIKEYT DK - DRI
Ip1a Ip12 3,012 Ip12
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oC oD - oK) oK)
- _ —K 2,2 ngl,z) 1 D 21 Kﬁ 2)~ ]:)I<2z1 (2,2) 11
o omn om Om
-1
oC oD 2,2) g (2,2) 8ngfz (2,2) ™ (2,2) aKlzl )
— = — —K K — K ~ DK@YL
02 02 02 H 2 2
oD oD* oD* oK 1 VUKD
P D 3 D, em que 9 021 K§1 ) K( 4 K21 éla K§2’ )
-1

D D* D* K K
0 0 D, em que 0 8 2 K2 lK( 4K JAiSH K37
Op12 p12 Ip12 a/)u dp1
oD DaD*D em que oD” QaKéZfZ) K&~ K(Z 2 4 K %72) angl o K&
_— = u =
oM on ' a om o H 2 omn 2
oD oD* oD* 8K(Z’Z) (2,2) "Ly (2,2) (z 2) 8K(Z’z) ' (2,2)
— =D—D, em que = 2— 2 K K12 + K, K5
0o ) 02 2 )

C.4 Calculo das derivadas parciais de /i;(s1;) € fi2(s2;) em relacio aos parametros do mo-

delo

Nessa subsecdo sdo apresentadas as derivadas parciais de ji?(s1;) € fi3(s9;) em relagdo
aos hiperparametros a priori e variacional do modelo. As derivadas de ji%(s;), necessdrias para

o cdlculo das derivadas parciais do Termo 5 de £ sao dadas por

~ . K(S,Z) A_ K(&z)
On{sn) _ (a A4 Kﬁ’z)a—) m, + (a S2oC Kﬁé’z)g—c) m, +
a

Oa Oa Oa «

oK'7?) ) OB oK'5?) (510
+ ( o B + Kll aa)m2+( o D+ K 6@)1’112

O (s11) (8K§§’Z (5.2) 8A) (8K(S 2 52) aC)
— A+ KD )m, + C+ K2 \m,+
dp12 dp1a H Op1a ' Op1a 2 Op12 '

oK %) .z OB ) (8K§§’Z 5.2) 8D>
+ B+ K& 22 \m + D+ K9 2= \m
( Op12 M Ip12 ? Op12 2 Ip12 ?
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Ojin (s1:) (aK§§Z> o 6A> (ang) () ac>
= A+KEIZ2 m, C+Kj m;+
om o oo ! oM o '

+ B+Kj77— Jmy+ D+K{;7— |m
( On o) om 2 oom)

Ofn(si) _ (aKii’” A +K<s,z>@_A>ml

K5 (s.0) OC )
+ C+K{y7"— |m+
o) H 072 ( 0 2 072 '

2 V2
oK'y aB) (8K(8 ) (s.)OD >
+ B+ K& 2 \m, + D+ K\7”— |m
( V2 H 2 2 072 2 072 ?
aﬂl(sli) S,z 8,2
om, = K§1 ‘A + Kg? )C
8[1'1 (Sli) (s,2) (5 z
= K;7”B Ki;”D
amQ 11 +

As derivadas parciais de /:L%(Sh') em relacdo a uq, Uy, S11, S12 € Soo sdo nulas e, por-

tanto, ndo foram apresentadas. Ja as derivadas de [i5(ss;) sdo dadas por:

~ (s,2) (s:2)
; K A K C
Ofia(s2:) = (8 2L A+ K;lz )9 )m1 + (8 2_C+ Kgéz) oc )mﬁ—

Oa Oa Ja Oa Oa
K™ o) OB K5 (5.0) 0D
* ( Oa B K21 (9_04) o ( Oa D+ Kz 90 )

~ ' K(s,z) A K(S’Z
Ofa(52:) :(a I N )m1+(a 2_C4+ Ky _ac>m1+

dp1a Op12 Op12 Op12 Ip12
aKgi’Z) (5,2) 0B > (@K%Z) (5,2) oD )
+ B+ K77 =— |my + D+ K" ——— |m
( Op1a 2 Ip12 ? Ip12 2 Ip12 ?

' i K(sz) A K(sz)
aMZ(SQl) — (a 21 A + Kg;’z)a_)ml + (8822 C + Kg§7z)§_c) m1+
ga!

om om om M
IKy?) 0B) (aK“ ) ) 0D >
+ B+ K& 22 \m, + D+K” m
( on oy ) om on)

~ . (8,2) (s,2)

07 02 372 872 3’72
ang’Z . aB) (aKg;z) (5.) an)
+ B+KSY 2 lmy+ [ -2 D+ KE!ZZ |m
( 0o A fy) o 2 9y,)

Ofia(52:)

8m1

= K§7A + K37 C
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8[’/2(321') S,z 8,2

C.5 Cilculo das derivadas parciais de 57(s1;) e G5 (s2;) em relagdo aos parametros do mo-

delo

Nessa subsegdo sdo mostrados os resultados das derivadas parciais de 7(sy;) € 55(52),
respectivamente, em relacdo aos hiperparametros o, pio, V1, V2, S11, S12 € Soo. Para os demais
hiperparametros, %, %2, mM; € My, as derivadas sao nulas. Desse modo, calculando as derivadas

parciais de 5%(sy;), necessdrias para o cdlculo das derivadas dos Termos 5 e 7 de £, tem-se
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aK(zvS) aKsz
Lo ke oo Bz ) g (OB yeogea BIK” e
da 90 Tr| 5, K K 32 K

85’%(81” aA z, 8K( s) $,2)
e —TT<—K11 K3 4 AT K9 4 AK“aK“ >_T (a_CKﬁSKm

) OK (7 oD (25)
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OA 2,8 $,2) aK(Z”S) 5,2)
+Tr (Qa—snAK K1Y+ ASuA o K* + AS; AK Y ST -
« Cda
T z,8) (s z 0A 5.2 8K(375)
( o 812AK K + BST 8@ I{11 Kgf ) + BSEA 11 K(s ,Z) + BSEAK z,s) 8K11 n
90 oo
et 2,8) 5,2) O0A 2,8 5.z (2,5) (s,2)
(8 HAK“ K +CSu a_Kn K§2’ )+ CSnAaI;;l K ©%) 4 CS11AK =8 61212 )_|_
«
b 2,8) 1 (8,2 2,8 5,2 (s,2
(a 12AK11 K —|— DS;;a_K K§2’ ) 4 DST Aa:[;ll KgSQZ + DSI2AK 2,8 61;12 ))+
«
0A
v 2,8) 5,2) oC 2,8 5.z (2,5) (s,2)
1 ( O SIQCK“ K + ASUa_Kll Kgl +ASy 08122 K(s 2 4 AS120K 25) I;U )+
«
0B 2,8) 1 (8,2 oC (2,) 8,2
( S»CK{7K{ + BSna—Kﬁs K{* + BSy, c%Ku K{"? + BS,CK{” ) 0K n
9C dov foJe!
(2,8) (8,2 8K #9) (5,2)
5 & Cda
+T —8 (2,5) b (z s aK $,2)
T ( aO{ QQCK K + D822 a K K + DS C K( 4 DSQQCKlis aI; )+
(0]
A
(2,8) 1~ (8,2 0B 2.5 5,2 (2,9) 5,2)
(aa nBKy T Ky, )+A5115—K21 K{7” + ASy, Balgﬂ K9 + AS, BK{” OK\y )+
@ oo
0B (9
e 2,8) (s z 0K (5,2)
+1r (2 90 SLBKS K {;” + BS,B 321 K{»® + BS],BK" 8K +
9 « 804
et 2,8) 1 (8,2 0B 2,8)yr (8,2 (2,5) (s,2)
T T?“(aa SiuBK{; VK + CSn@—Ku K7 +CSy, BaK12 Ke? + cs,BK ;) 2K >+
oJe!
oD _+ OB ( s)
5,2) 2,8 8,2 ’ (5,2
(aa SlZBK K + DSIZa_K Kél’ ) + DSIQBaKlz K 8,2) + DSIQBK 2,5) aK21 )>+
Oa Oa
P z,5) 5,2 z,8 8,2) 0Ky )
(8 $12DKG VK + ASlQa_K K7+ ASD B K{}” + AS),DK{; a )+
«
0B
= z,8) 5,2) oD 2.5 5.2 (2,5) (8,2
o ( da $»DK K + BS?Qa_Km K+ BS22D8122 K{%? + BS,, DK I;“ ))+
«
oC
(2,8) oD 2,5) 8,2 (25) 8,z
( SuDK K + CS i Ky Kar + G pBE k(o1 cs,DK( g )+
Oa dav
2,8 8,2 aK 29) 8,2)
+Tr (28—(%SQ2DK12 K§? + DS;D K + DSy,DK(;' 81221 >
(0%
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85%(510
ap12 — _TT< 8JA K(z ,S K 3K(275)
(9p12 11 +A 11 Ksz Zs)aKsz

o AK 11 oC

P12 —Tr

Op12 ameH ng)

oK™
s K{5” + CK{}” ) 0K ) - (aB ( :
— 1T 2,8) 8,2 %,8)
Ip12 Op1a Ksi K ) 4+ B8K21 K(2)
opa

(8,2
+BK(286§11))—T <8DK<Z K
P12 o 218 K 5F —|— D ) 5,2 8,2
prz D12 K5 + DK K" N
p12

0A
+1r (2 S (2,8)p- (5,2 2,8
dp12 nAKy, Kgf ) 4+ ASHAaKgf )K (5,2) (5,2)
o + ASHAK(Z .8 8K117
0B P12 11
+Tr| +—Si. AK K 5,2) oA dp12 +
8,012 2 + BS K(sz)K $,2) aK(275)
5C P12 +BS, AL K (%) 5,2)
+ TT( S AK 2,8) (s 8p12 + BSIQAK z,8) E)Kn
Op1a 11 11 K Z) +CSyy 0A K() K sz oK) 0p12
aD ap12 11 + CSI A_ 11 K s z
i ( SLAKY Ip12 J 4+ CSAKY 8K12
8,012 12 K + DSI28—AK 2,5) K S,z aK(Z,s) 8p12
OA Opi '+ DSLAL K5 (s,2)
+ Tr( S, CKFYK 52 dp12 t DSszAK 2:9) 8K12
aplQ 12 1 ]E{H7 ) + A812 oC K(Z »S K 5,2 aK(z,s) aplQ
5B 3p 11 —|— AS,,C 11 K( 5,2)
! TT( S, CK (9K () oC Ip12 + AS;,CK{7” aKH
dp12 11 Kii7 + BSa KK (52 3K(z ) 0p12
PYe dpra. 1L TH + BS,,C K 8K(S 2)
+Tr( 2=-28,,CK®YK* (25 Ip12 4+ BS,,CK 7Y =1L
aplQ 12 11 K + CSI (jaI<117 )K sz a SZ @p12 —|
LT ( D dpr2 + CS12CKy; (z:8) 2{12 >+
r S (2,9) S,z
P12 2CKy K§2 = DSs, ¢ KoK (2) oK %®) o
Op1a. 19+ DSx»C 11 (s 2
0A 2 Kj aK 52)
+Tr S,  BKE9K 5= dp12 T DS?2CK 2,8) 2212
dp12 11 21 K ) 4 ASq; OB K(Z’S)K 5,2) oK) dp12 _
OB Opra +AS; B— 2K IK 57
+Tr( 2 STB . 0p12 + ASnBK z,5) Kll
Ip1z 12 K K §,2) + BST B8K21 (2:5) K 52) 3p12 i
oC Opa +BS,BK” 0K}
+ T?”( SIIBK(Z )8 K OB aplQ *
Iprs 94 08, 2B KEIKE) IR
oD Opra 2 2 +CS;B—12_K}? (5.2)
+Tr ( ST BKEIK = Ip12 T CSMBK(‘Z ) 0Ky
Opra 2 12 K$” + DS, OB ¢ (z9) 9 -
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aplQ K + A812 K )K(S7z) aK(Z,S) 8/012
aB ap12 11 + ASlQD 21 K $,2) (s,2)
+ Tr( S, DK K5* Ip12 T ASI?DK(Z - 0Ky
D1 22 21 K ) 4 BS,, oD KEIK K dp12
90 Opra 21 K —|— BS,,D—2 K( 5,2)
! Tr( S;,DK{;* oD dpr2 + BSp» DK 6K11
a/)12 K + CSl2 K(Z’S)K(S’Z) 8K(Z’S) 8/012
dp1 12 51+ CS12D 12 5,2)
6D 2 12 K( aK $,%)
+Tr( 2278, DKZ? ( dpr2 +CS,DK Y 2
5, S»DKi37Ky 7 + DS, K Op12
dpr2 K{? + DS» DK 8Kg“’iz)
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IS 2 2 V2
K(Z,S) K(s,z)
#7200 81 BKG K () + BB k(T + B BRI )+
072 72 2
C B K(z,s) K(s z)
+Tr(a_S”BK1z23 KG? + 08, PKEIKGY + 08, BYRE K () 4 os, B 5 )+
872 8 Yo
D B K(Z 5) K $,%)
OD 1, BKG K + DS, PP KK + DSBS K 4 s B )
872 a 872
A D K(sz) K(s z)
+1r (g—slzDK K+ AS12Z—K 'K + AS)y Daa21 K + AS;,DK}* 9Ky, )+
2 V2 Y2
B D K(z,s) K 8,%)
+T7’(27322DK2’15 K{}* +BS222—K§?SKS + BS,,DY il K% 4 BS,, DK 11 >+
2 2
C D K(sz) K $,7)
(g— 12DK VK +CSug—K“>K<“ +cstaa12 K + CS;,DK 5 )9 21 >+
Y2 Yo Vo
oD K(Z=S) K $,%)
702228, DKGKE? + DS,,D IR K 4 DS, DK 2
872 02 02
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.
821 S(sh) = (AK{VKGPA) T + (AKGVKGT0) '+ (BKGVKTA) T+ (BKG VKT )
11
~9 ]
P — (OKEIKETA) + (CKGEKYTC) + (DKGIKGTA) + (DKGKETO)
12
+ (AKVKYB) + (AKGVKYD) + (BKYWK(7B) + (BKSK{3”'D)
~9 ]
a"alT(S“) = (CK{77K{;"B)' + (CK{;”K{3”D)" + (DK};"K{};”B) ' + (DK};"K{;"D)"
22

Da mesma maneira, o calculo das derivadas parciais de 73 (so;), necessérias para o cal-

culo das derivadas dos Termos 6 e 8 de L, é dado por:
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aK(zvS) a $,2)
+ =22 KP4 cK K7\ (9B IR | GK”) o
da 9 Tr| 5, Kz Ks afj K

85’2(8%) aA ( ) sz
2 _ —TT<—K1;SKS —|—A8K KSZ) AKzs 8K21 >—T (8—CKZSKSZ)
12

8K(S %) oD (2,5)

+ BK{;Y =2 KEIKE | pOKar pe(s K

o ) Tr< 5K Ky + D% Kg27>+DKg;s>aam )+
(0%

0A 2,8 $,2) aK(Z”S) 5,2)
+1r (Qa—snAK 'K+ AS)HA o K + AS; AK 3 Lo +
o o
T 2,8) (s z T aA 5.2 8K(zvs)
( a SHAK K™ +BS, 290y K12 Kgf - BS[,A—2 K(s # 4 BSlTQAK 2:9) oK +
90 5 Oa
_ z,5) 5,2) A 2,8 8,2 (25) $,2
(3 SuAK{; K + CS118—K12 KD+ o8y A g | og AKEY ) 0K n
oD o oo
“—SLAK{3YK? + DS, 8AK (28) ¢ (5,2) -, 0K | OK S5
9 Siz 12 125, Ky~ +DS,A KSZ + DSBAK 28) 7022 )
0A oC o da
_ z,5) 5,2) 2,8 8,2 (25) 5,2
1 ( O SIQCKH K + ASl2a_K12 Kél +ASy 0812;2 K(s 2 4 AS120K 25) K(21 )+
O
8B z S S,2 aC (sz)
( 220K12 K —|— BSQQa_Klzs K 8,2 _|_ BS,, 081;12 K(s 2 + BSQQCK 2,5) aKél >+
o O
0C (2,8) 1.~ (8,2 8K 25) (s,2)
D e o
+Tr| —S CK(ZS 8_0 (zs 3K(z »5) sz)
(f%z * Ky + DSy K Ky + DSxC K$5” + DS, CK{;” 312 )+
o
A
(2,8) 1 (8,2) 0B 2,8) (5,2 (2,5) $,2)
(aa nBKy K +ASna—Kzz K$” + ASy, Balgm K + AS, BK{;” oKy )+
o e
0B _+ (2,5)
e 2,8) (s z 0K (5,2)
+1r (2 90 SL,BKS" K5 + BS],B 322 K{® + BS],BK” 8K +
9 o 804
_ z S S,z aB z S 5,2 (Z 8) S,z
T T?“( 9 S1BKY; Ky, + CSn@—KQQ Ky? +CSy, BaK22 K + CS; BKS” ) K™ +
oD ) Oa
T 5,2) T B 2,8 8,2 aK( »5) (s,2)
(aa SLBKG; VK™ + DS, KUKy + DSB—2-Ky;” + DS, BK;" ) 0Ky )+
0A oD (2,5) o
I 2,8) 8,2 2,8 $,2) 0K s )
( 0 12DK22 K + ASlQa_K )K( + ASIQD 822 Kgslz + ASlgDK -
9B 5 ( aoz
Tr == 2,8) 1 (5,2) D 2.5 sz ) 8,2
T ( D SQ?DK22 K + BS228_K22 Kéf )+ BS22D81222 K(s #) 4 BSzzDK 2:%) K(21 ))—i—
O
oC
(2,8) oD 2,5) 8,2 (25) 8,z
( SuDK Ky + CS g K"Ky + G p2 k(o cs,DK 2K )+
O dav
2,8 5,2 aK 25) 5,%)
+1r (Za_aS??DKm K ) + DS,y Dﬁ—in o) 4 D322DK o 81222 >
e
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8&%(82)

i 0A

== —Tfr < K(Z S aK(Z7S) S Z

Dpra 9 i K + A2 K 5,2) + AK! zs) 8K21 oC
Ip12 —Ir

Op12 3,012K12 K%z)

K5

_|_C 12 K( 25 aKSZ

B + CK {3922 )‘ OB o) pc(ss 5

pro o) " T Gy ) pRa g
Op12 2

0K
+ BKE) 2 ) < oD (25)
a _ T K(Z ,S K S,2 8K S.z (872
P12 Opra 2 '+D 3p12 ng’ ) 4 DK%’S) 8;{22 ))+
P12

0A
+Tr (2 S (2,8) ¢ (5,2 (z2)
Ip12 HAKGVKS + ASnAaK12 K 4+ AS (29) aK(SVZ)
9B dpr2 uAK:; 0 . ) +
o . N P12
(3,012 S12AK K )+ BS), OA K(zvS)K 5,2) oK)
o1 12 + BS A—12 K( BS/ 2,8) aK v
+ Tr ac 2,8) 8p12 ' Sl2AK 8 " >
Op12 SllAKlz K o)y CS, oA KoK (2 oK'3* o
lapm 12 K )+ CS A2 K aK '
+Tr oD _+ Opi2 7 CSHAK 5 0 5 )
Ip12 SIQAK K Ut DSy, aaA‘K =) K o7 DS/ Aangz’S) o )
+Tr OA S (2:8) 7 ( 0 Ip12 K ' DSszAK : 8?22 )
Ip12 12CKyy Kzsfz) + ASq, C KK 0Ky g
Dy 12 K + AS;,C—12 K\ | OK S
+ TT( 0B S (2,5) Opi2 * ASHCK 5 0 9 )
dp12 2CKYy Kgsfz) + BS,, a@C KY;S)K(S’ + BS, CaK(Z X )0 612)
P12 21 K B (2.5 OKoy1
ac a + SQQCK 21
Ty (2 R ——— IR o o)
a 12 12 K + CS C 12 $,2) 5,2) fe
]§12 12 912 K + CSlQCK 29) 82{22 ) +
+ T?“( SoCKZVK oC ™
P12 2CRG K™ + DS 0 K%S)Kgsz’z) + DS, CaK%S) (S z 3K vl
e 2A " o g K& + DSuCK )
Op12 SHBKZQ K . + ASy; B K(z’s) 5,%) 6K(Z’S) o
Opra 22 K +AS;B—2 K 0K
+Tr (2 0B ST 0 ) dp12 + ASHBK 5" 0 9 >_
BK $,2) K o g
5 SEBKG K + BB K} + BS],BK(;” ) 0K > )
19 +
+ TT( x S11BK(Z . K 0B e
8,01 + CSH 5 ngz,s)Kgséz) + Cs BaK;;,S) (5.2 a (s,2)
oD P12 nB G, K '+ 08, BREITE ).
+ T ST BK(Z ;S K 8,2 T 3B ap12
ap12 12 99 + D812 a Kg;s K 8,2 + DST BaK(Z ,S) a
12 K —|- DS/ BK z,5) K2823
X TT( oA SuDK(Z ) K 8D Op12 12 Ip
Ip12 9 ASip— p) K )K;sfz) + AS DaK%S) 5,2 )0 (:Z)
+Tr OB ( o P 0p1s Kai™ + AS:DEG;” o )
Ip12 S2x DKy K %) | BS, oD K&K oK o
! 5, KKy + BSpD =5 Ky + BS DK 2
+ TT( = S12DK(Z o K oD i ’ e >
Opr2 4 Sy KoUK + CS p K" () 0K
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1
(8B LCKEIKE? |+ BS IC_ (o) oK) 8KZ;12)
vy )+ 228_K12 K 4+ BSy,C 3;? K )4 BSQQCK(Z o 321 )+
T
0C 2,8) 1 (8,2 6K(Z :5) (s,2)
+ TT( o 812CK12 K )+ CS,,C 8;? K o7 4 CSmCK 2,8 aI522 )+
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+Tr =8 (2,8) oC 2,8 5,2) 8K(Z78) $,7)
" (371 2CK;; K )+ DS223_K )K( + DSy,C fhlj K(S 4 DSQQCK P 81522 >+
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+Breo KT g (0D 2 5, K K57 + K" s
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a 5, Kl K 4+ BSL ALJ)
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. (a_DS ] i 8’)/2 + 0812CK 2z, aKQQZ))+
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o
822 S(Sm) = (AKGKSYA) T+ (AKGYKGYC) "+ (BKGVKGTA) + (BKGVKSTC)'
11
~9 ]
i~ (oKEIRETA) + (CKRETC) + (DKGKGTA) + (KRG TO)
12
+ (AKVKLYB) + (AKGVKSYD) + (BKY K ”B) + (BKS K ”D)
~9 ]
a"a?T(S”) = (CK3'KG7B) ' + (CKGKSG7D) ' + (DKGYKG?B) ' + (DKGYKSD) '
22

C.6 Calculo das derivadas parciais dos V’s em relacao aos parametros do modelo

Nessa secao serao apresentados os resultados referentes as derivadas parciais de todas as
matrizes V’s, apresentadas anteriormente na se¢ao C.1, em relacdo aos parametros «, p12, 71 €
2. Os U’s ndo dependem dos demais parametros e, consequentemente, suas derivadas parciais
sdo nulas. Para a realizar os cdlculos das derivadas parciais, serd necessario destacar um termo

comum para todos os U’s, que é denotado por

N S e )]

Uma vez que o termo “Nicleo” depende do parametro «, sua derivada € dada por

ONiicleo V(2 —2')? —(z—2)? Z — Traz Z — Tonin
A U e O A

AL I S )
e { S} e e {0}
(2= Tmas) {(—

Q

N
|
Q

£

Q

8

e
—
[

ﬁaS/Z
Desse modo, as derivadas parciais de U1l(z, 2) sdo dadas por

ovii(z2) y ONicleo
O - (oJe!

IVii(z,2)
Op12
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0V1i(z %)

= 4~ x Nicleo
97, "1

Uiz, )

072

Como as expressdes de U2l(z, 2/), Ui3(z, 2), Uil(z, 2') e Uil(z,2') sdo as mesmas,

suas respectivas derivadas parciais também serdo. Desse modo,
OV (z,2) _ OVii(z,2) _ 0Un(z2) _ 0Wip(z2) _

Oa Oa O Oa

3
= pP12MV2 X —H
P12717 Do

QWA(2,2) | OUB(n) | OW(n) | OWl(z2)
Opi2 dp12 Opi2 0p12

= 73y, x Nicleo

QW (2,7) | DWR(z) | OUM(n) | Wz,
om o omn o

= 3,0127%72 x Nucleo

oW (z,2) OW13(z,2") _ OWii(z,2) _ OVi(z,2") _
o) 072 02 072

= p127; x Nicleo

J4 os resultados das derivadas de U?2(z, /) e Wil(z, 2/) sdo dadas por

8\11%%(2’,2’) _ 8\115%(2,2') _ 7272 o ONlcleo
Jda Oa 172 156

OUR(z,2) | OVR(z,2)
p1a dp12

PAEHEN Oy (2, 2
1({19,(;,2’) _ 25(;”2) = 2175 x Nicleo

OUR(z,2) _ OUB(:.2)
072 072

= 277, x Nicleo

; 4 ; P 12 / 21 / 21 / 12 /
De maneira andloga, as derivadas parciais de V33 (z, 2’), Ui5(z, 2'), U31(z, 2) e Ui3(z, 2/)

serao
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0V,i(2,2") _ 0¥(z,2) _ 0W5i(22) _ 0W5(2,2)

Oa Oa Oa Oa

B 22 ONicleo
= P21 72 T oa

OV3i(z,2) _ OV(z,2) _ 0V3i(2,2) _ 0Ui3(22) _
Op12 Ip12 Op12 Op12

= {73 x Nicleo

0V3i(2,2)  0Ui(z,2)  0¥3(2,2)  0Vi5(z,2)
o om om om

= 2,012’}/1’}/3 x Niucleo

0Vgi(z,2")  OVih(z,2)  093(2,2)  0Ui3(2,2)
072 072 B 072 B 072 B

= 2p127772 x Nicleo

Considerando agora as fungdes Wi3(z, 2'), U3 (2, 2/), U22(z, 2/) e U33(z, '), tem-se que

0Wy(z,2) _ 0¥5(2,2)  0UH(z2)  0VH(z.2) _

Do Do n Do B Do

B 3 ONucleo
= pP12717> —(904

00552, 2") _ 0V3(2,2) _ 0Wi5(z,2) _ 0V3i(2,2)

aP12 B Ip12 Opi2 5,012

= 7175 % Nicleo

OVy5(2,2")  OW3(z,2)  O0Wi5(z2) _ 0V3i(2,2)

o B om om om

= p127s x Nicleo

0Wy(z,2) _ 0¥(2,2)  0UH(z2)  OVH(z2) _

s B 0o 0o 0o

= 3,0127173 x Nuacleo

Por fim, tem-se que as derivadas parciais de U33(z, 2’) serdo

oW22(2,2) VIS ONlcleo
Oa 2 O
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o2, 2)
3/712

V33 (2, 2')
om

ASHERD

= 4~3 x Nicleo
872 Vo
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