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RESUMO

Esta dissertacdo estd inserida no contexto geral da Termodindmica de Buracos Negros. Apos
introduzir os fundamentos da Teoria da Relatividade Geral, partimos para o propdsito especifico
do trabalho: a investigacdo das Leis da Termodindmica de Buracos Negros no contexto
da geometria de Kiselev em D dimensdes na presenca de diferentes espécies de fluidos.
Apresentamos as leis da termodinamica para o modelo e analisamos o comportamento critico do
modelo na abordagem holografica proposta recentemente em (CONG; KUBIZNAK; MANN,
2021). Como resultado, mostramos que a técnica hologrifica permanece valida para a
geometria de Kiselev quando o espago de fase estendido € generalizado para incorporar uma
termodinamica com uma constante gravitacional varidvel.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Termodinamica de Buracos Negros, Métrica de Kiselev,
Comportamento critico.



ABSTRACT

This dissertation is inserted in the general context of Black Hole Thermodynamics. After
introducing the fundamentals of the General Theory of Relativity, we consider the specific
purpose of the work: the investigation of the Laws of Black Hole Thermodynamics in the
context of Kiselev’s geometry in D dimensions in the presence of different kinds of fluids.
We present the laws of thermodynamics for the model and analyze the critical behavior of
the model in the holographic approach recently proposed in (CONG; KUBIZNAK; MANN,
2021). As a result, we show that the holographic technique remains valid for Kiselev geometry
when the extended phase space is generalized to incorporate a thermodynamics with a variable
gravitational constant.

Keywords: General Relativity, Black Hole Thermodynamics, Kiselev Metric, Critical
Behavior.
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1 INTRODUCAO

Com o advento da Relatividade Restrita, no inicio do século XX, espaco e tempo
deixaram de ser grandezas independentes para juntas se tornarem fundamentais a descri¢do da
geometria do espaco-tempo. Nesse cendrio, as leis da Fisica sdo as mesmas independentemente
do referencial inercial adotado, além disso, a velocidade da luz impde, localmente, um limite
fisico de velocidade de propagacdo de um sinal ou de qualquer corpo material. Em 1915,
partindo da base fornecida pela Relatividade Restrita, Albert Einstein propds um conjunto de
equagdes que sintetizavam uma nova visao do campo gravitacional: a Relatividade Geral.

A Teoria da Relatividade Geral contrapde-se ao conhecimento sobre Gravitacao
estabelecido naquela época. De acordo com os conhecimentos da Fisica newtoniana, espago
e tempo seriam grandezas fisicas independentes e absolutas. Desse modo, a medida de ambas
era vista como independente do referencial adotado. Além disso, na visao newtoniana, a forca
gravitacional seria uma interacdo instantdnea de acdo a distancia(HOBSON; EFSTATHIOU;
LASENBY, 2006).

Através da Relatividade Geral, a gravidade passou a ser entendida como uma
deformacdo na geometria do espaco-tempo. Por outro lado, a interpretagdo newtoniana afirma
que a forca da gravidade seria oriunda da atracdo entre os objetos devido as suas massas.
Além disso, a Relatividade Geral € uma teoria de campos, o que elimina o problema da agdo
instantinea a distancia existente na teoria newtoniana (D’ INVERNO, 1992).

A solucdo de Schwarzschild foi a primeira solugdo exata para as equagdes da
Relatividade Geral. Prediz a possibilidade de um objeto extremamente massivo, com intenso
campo gravitacional ao seu redor, chamado de Buraco Negro. Por menos intuitiva que sejam
suas propriedades, sabemos atualmente que sua existéncia é real (ABBOTT et al., 2016;
AKIYAMA et al., 2019; GHEZ et al., 1998; SCHODEL et al., 2002) e que podem ocorrer
naturalmente como o estdgio final de uma estrela (WEINBERG, 1972). Posteriormente, outras
solu¢des foram encontradas como a de de Reissner-Nordstrom para um buraco negro carregado
e a de Kerr-Newmann, que caracteriza um buraco negro carregado e com rotagao.

A termodindmica de buracos negros nasceu em 1972, quando Jacob Bekenstein propds
que buracos negros possuem entropia (BEKENSTEIN, 2020). Essa afirmagdo discordava da
nog¢ao corrente a época, pois acreditava-se que buracos negros nao poderiam emitir radiagdo e,
portanto, ndo seriam dotados de temperatura. Por isso, Bekenstein nao formalizou sua teoria, e

com isso a possibilidade da existéncia de uma termodinamica para buracos negros foi entendida



como uma mera especulacdo. Para uma revisdo ampla sobre o assunto, consultar a referéncia
(KUBIZNAK; MANN; TEO, 2017).

Porém, em 1974 o fisico Stephen Hawking elaborou argumentos indicando que, devido
a efeitos quanticos, o buraco negro pode se comportar como um corpo negro € emitir
radiacdo, conhecida atualmente como Radiacado Hawking (HAWKING, 1975). Anteriormente,
mostrou-se que as Leis da Termodindmica de Buracos Negros representam a relagdo entre
os observdveis e as leis da fisica de buracos negros com as leis da termodindmica cldssica
(BARDEEN; CARTER; HAWKING, 1973). Isso possibilita analisar buracos negros como
sistemas termodinamicos, o que nos permite determinar grandezas como pressdo, temperatura,
volume, dentre outras.

Em particular, a introdu¢do de uma constante cosmoldgica implica que buracos negros
podem sofrer mudangas de fase, uma vez que este parametro estd diretamente relacionado com
a pressio (KUBIZNAK; MANN; TEO, 2017). A partir dessas defini¢des, podemos estudar a
termodindmica de buracos negros em uma nova estrutura, muitas vezes chamada de Quimica
de Buracos Negros. Nesta abordagem, o comportamento dos buracos negros € andlogo a uma
variedade de fendmenos quimicos, como o comportamento do gas de Van der Waals.

Com esta motivacdo, esta dissertacdo aborda o estudo da Termodindmica de Buracos
Negros tendo como foco o buraco negro anti-de Sitter imerso em diferentes fluidos (Buraco
Negro de Kiselev). Visando este objetivo especifico, iniciaremos o capitulo 1 desta dissertagao
com uma discussdo elementar sobre alguns aspectos da Teoria da Relatividade Geral e a
apresentacio das Equacdes de Einstein. Em seguida serd apresentada uma breve discussdo sobre
simetrias e vetores de Killing, além da primeira solu¢do exata para as equacdes de Einstein:
a solucdo de Schwarzschild. Mais detalhes sobre esses topicos podem ser encontrados nas
referéncias (D’INVERNO, 1992; HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006; POISSON,
2004; WEINBERG, 1972).

A partir disso, realizamos no capitulo 2 um estudo detalhado sobre a termodinamica de
buracos negros através da construgdo das leis da termodinamica para esses objetos, relacionando
os observaveis da termodinamica cldssica com os do espaco-tempo de Schwarzschild. Apds
a construcdo deste arcabougo tedrico, apresentamos no capitulo 3 uma breve descricdo da
termodinamica para o caso do Buraco Negro de Reissner-Nordstrom no espaco de fase Anti
de-Sitter (FERNANDO, 2018). Em seguida, no capitulo 4, adentramos o tema desta dissertagao

descrevendo o buraco negro de Kiselev em D dimensdes. No ultimo capitulo apresentaremos a



termodinamica do buraco negro de Kiselev em D dimensdes em um espaco de fase estendido.
Neste cendrio, a constante gravitacional G € tratada como uma varidvel termodinamica.
Finalizamos discutindo a relacdo dos resultados com a abordagem hologréfica e com o estudo

do comportamento critico do buraco negro.
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2 FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL

Iniciaremos este capitulo fazendo um breve resumo sobre os fundamentos da
Relatividade Geral. Primeiramente serdo introduzidas as equacgdes de Einstein e, em seguida,
apresentada a discussdo sobre simetrias e tensores de Killing. Posteriormente serd discutida
a solugdo de Karl Schwarzschild para Equacdes de Einstein, que deu origem ao estudo de
Buracos Negros. O capitulo serd finalizado com uma discussdo sobre as Coordenadas de

Kruskal-Szekeres.

2.1 Equacoes de Einstein

As equagdes de Einstein fazem a descricdo do conceito moderno de Gravidade.
Através destas equagdes, temos o entendimento que a atracdo entre objetos massivos (mais
precisamente, com um certo tensor momento-energia) € devido a curvatura na geometria do
espago-tempo. A geometria € dada pelo tensor de Einstein Gy, que esta relacionado com
a densidade de energia e matéria, representado pelo tensor momento-energia 7y, através da
Equacdo de Einstein

1 8nG

G‘uv - R[.LV - ERg”v - C_4 Tuv. (21)

Nesta equacdo, g, v € o tensor métrico, que tem a finalidade de descrever o tipo de geometria
do espago-tempo, G € a constante de Newton e ¢ € a velocidade da luz. O tensor de Ricci Ryy €

o escalar de curvatura R sdo definidos, respectivamente, por

Ruv =TGoy—Toy 0+ Tiol g, —Tanl g, (2.2)

R=g¢"Ryy, (2.3)

onde foi introduzida a notagdo Fy = gTIi em que F € uma funcdo arbitraria que em geral pode
conter indices covariantes e contravariantes. Podemos reescrever o tensor de Ricci através do

tensor métrico. Para isto, basta utilizarmos os Simbolos de Christoffel ng:

1
[y = 58" (8015 +8po.y —8pro) - 2.4)
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Os Simbolos de Christoffel expressam a conex@o afim em um espaco métrico Riemanniano.
A conexdo € a grandeza que permite comparar vetores infinitesimalmente separados e assim
definir paralelismo em uma variedade arbitrdria e as chamadas geodésicas, que sdao curvas
auto-paralelas. Como podemos reescrever os elementos da equagdo de Einstein em termos
do tensor de curvatura, que por sua vez depende da métrica, podemos inferir que as equagdes

de Einstein sdo equagdes dinamicas para a métrica do espaco-tempo.

2.2 Simetrias e Campos de Vetores de Killing

Assim como em mecanica cldssica e mecanica quantica, as simetrias estdo presentes
no contexto da relatividade geral. @O conceito de simetria pode ser entendido como
uma transformacdo que mant€ém uma grandeza invariante. No caso da Relatividade
Geral, uma grandeza que pode estar sujeita transformacdes de simetria € o tensor métrico
guv (D’INVERNO, 1992). A partir dessa ideia, podemos definir o que sdo os vetores de Killing.

Vetores de Killing geram simetrias no espago-tempo, portanto estdo associados a
transformagdes de coordenadas do tipo x* — x’*. Dessa forma, trataremos da transformagdes
de coordenadas para as quais o tensor métrico permanece inalterado. Precisaremos analisa-los
porque estudaremos um espago-tempo de buraco negro estatico (com simetria por translacdes
temporais) e esfericamente simétrico (com simetria rotacional).

Para o caso de uma transformacao infinitesimal no sistema de coordenada x, temos
= H =t eXH(x), (2.5)

onde € é um pardmetro infinitesimal e X# um campo vetorial.

A hipétese de invariancia da métrica pode ser escrita como

guv (¥) = guv (). (2.6)

Do fato de que a métrica € um tensor de 2* ordem, tem-se que

ox® 9xP
g;,w(x) = %c_’“mg“ﬁ (x). 2.7
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Substituindo a (2.7) em (2.6), utilizando a (2.5) e desprezando termos de segunda ordem em &,

obtém-se:

guvl) = (88 +ex?, () (8 +exP (%)) gop (v
= guv(x)+&(Xuy+Xvp) (2.8)

Ix%
ox

Atguy = Ay. Da equagdo (2.8), conclui-se que a métrica serd invariante se for satisfeita a

em que foi utilizada a defini¢do da delta de Kronecker = 6,?‘ e a propriedade da métrica
condi¢do

Xy + Xy =0, (2.9)

onde X,y =X v — T fvaa € a derivada covariante de X,. Estas sdo as equagoes de Killing, cuja
as solugdes s@o os campos vetoriais de Killing. Portanto, podemos classificar o espagco-tempo
utilizando suas simetrias. Em particular, o espaco-tempo € dito estaciondrio se ele apresentar
um campo de Killing tipo-tempo (ou seja, com norma negativa, segundo a assinatura da métrica
que utilizaremos (— + ++)). Um espago-tempo estdtico possui um vetor de Killing tipo-tempo
e apresenta um sistema de coordenadas no qual a métrica nao depende da coordenada temporal
e ndo possui termos cruzados envolvendo o tempo. Além disso, um espaco-tempo € dito
esfericamente simétrico se ele possui um conjunto de vetores de Killing que obedecem a dlgebra

dos geradores do grupo de rotagdes (D’INVERNO, 1992).

2.3 A métrica de Schwarzschild

Em 1916, Karl Schwarzschild desenvolveu a primeira solugdo exata para as equacoes
de campo da Relatividade Geral. Utilizando argumentos de simetria, mostrou que o campo
gravitacional estdtico e com simetria esférica, externo a um corpo de massa M com a mesma

simetria, € dado pelo elemento de linha

r r

oM oM\
ds? = — (1 - _) dr* + (1 - —> dr? +r*(d6? +sin® 0d¢?). (2.10)

A expressdao acima corresponde a geometria de Schwarzschild em coordenadas esféricas
(t,r,0,0), e descreve o espago-tempo de um buraco negro, chamado buraco negro de

Schwarzschild. Além disso, na expressdo acima foram utilizadas unidades naturais em que
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G = ¢ = 1. A métrica de Schwarzschild é diagonal, com as componentes da métrica dada pelo

tensor gy v:

-1
2M 2M
guv = diag [— (1--), (1——) ,rz,rzsinzel. (2.11)
r r
Note que para r — o em (2.10), recuperamos a métrica de Minkowski em coordenadas
esféricas. E com uma transformacdo de coordenadas, obtemos a métrica de Minkowski em

coordenadas cartesianas

ds* = —dt* + dx* + dy* + dZ*. (2.12)

Isso implica que a métrica de Schwarzschild € assintoticamente plana.

Analisando a métrica de Schwarzschild, assumindo valores de r = 0 e r = 2M, uma das
componentes de (2.10) diverge, isto pode estar associado ou ndo ao sistema de coordenadas
utilizado.

A coordenada rg¢ = 2M é denominada de raio de Schwarzschild. A singularidade em rg
existente em (2.10) pode ser removida através de uma mudanca de coordenadas; esse ponto sera
discutido na préxima secdo. Diferentemente, a singularidade em r = 0 ndo é removivel, sendo

denominada de singularidade fisica.

2.4 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Para contornar o problema da singularidade na métrica quando r = 2M, em 1960
Martin Kruskal e Gyorgy Szekeres introduziram um sistema de coordenadas compativel com
as geodésicas nulas (ds> = 0) em que foram utilizadas curvas radiais, ou seja, em que 6 e ¢
sdo constantes (POISSON, 2004). Levando em consideragdo essa condi¢do, a (2.10) pode ser

reescrita como

—1
dt = i(l—z—M) dr. (2.13)

r

O sinal positivo na expressdo acima corresponde a um raio de luz se afastando da origem,
enquanto que o sinal negativo corresponde a um raio de luz que se aproxima da origem.
Integrando (2.13), temos

t = £ r* + const, (2.14)



14

onde
’
*=r+2MIn|l — — 2.15

rr=r+ n M ( )

e
dr
dr' = ———. 2.16
" T 2m)r (2.16)

A partir de (2.14), introduzimos novas coordenadas u e v definidas por

u=t—r" e v=t+r-. (2.17)

Seguindo a escolha do sinal (2.14), u ou v constantes correspondem, respectivamente, as
trajetorias de um raio de luz se afastando (outgoing) ou se aproximando (ingoing) da origem.
Para reescrevermos a (2.10) no sistema de coordenadas (u,v), tomamos o diferencial das

coordenadas (2.17) e (2.15) e substituimos no produto dudv = d?*t — d*r*, obtendo o resultado

—1
(1—2—M) dudv = (1—214) dr* — (1—2—M) dr?. (2.18)

r r r

Comparando (2.18) com (2.10), a métrica de Schwarzschild assume a forma

oM
ds® = — (1 - _) dudv +r* (d6* +sin® 0d¢?) . (2.19)

r

Somando as coordenadas u e v em (2.17) temos que
1
— (v—u), (2.20)

em que r* depende da coordenada original r de acordo com a equagdo (2.15).
Quando r — 2M, a (2.15) nos mostra que v —u = —oo e portanto, o termo linear r é

desprezado. Assim, r* € reescrito

r =~ 2M In

oM
1— ﬁ' = FerW/4M ﬁ (1 - 7) : 2.21)

logo,
T+ V0)/4M (1 — 2—M> . (2.22)

r
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Em que o sinal positivo corresponde a r > 2M e negativo a r < 2M sdo regides em torno

de r =2M. A métrica (2.19) torna-se
ds® 7 (1M ) (M ay) + 1 (d6% + sin® 0d9?) (2.23)
—u/4M o\ — v/4M

Isso motiva a definir um novo sistema de coordenadas em que U = Fe

Desta forma, a (2.22) torna-se
TUV = W/AM _ M gy — or/2M (L . 1) . (2.24)
2M
O produto dos diferenciais de U e V nos mostra que
dudv = £16M%e~ /4 gy gy, (2.25)

ou ainda
2M 32M3
(1 - —) dudv = =" "M quay. (2.26)

r r

Comparando com (2.19), temos

32M

3
ds* = —Te_’/ZMdU dv +1* (d6* +sin® 0d¢?) (2.27)

que € o elemento de linha de Schwarzschild nas coordenadas de Kruskal-Szekeres.
Diferentemente da métrica (2.10), a mudanca de coordenadas faz com que a métrica ndo seja
singular para o raio de Schwarzschild, porém ela continua singular para r = 0, o que implica
que esta € uma singularidade fisica, enquanto r = 2M era apenas uma singularidade removivel
por transformacdo de coordenadas.

Como as fungdes U e V s@o dependentes das coordenadas do tipo-luz, estas funcdes
também sdo constantes ao longo das curvas tipo-luz. A partir de (2.24) vemos que as curvas

com r = const sao aquelas que satisfazem
UV = const, (2.28)

que € a equacao de uma hipérbole no plano U-V. Para r = 2M temos que UV = 0, o que implica

em hipérboles que se degeneram e coincidem com os eixos do plano U-V. Em para r = 0, temos
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UV =1, que sdo as hipérboles contidas nas regides II e IV que contém a singularidade nao
removivel. Para r = 3M, temos UV < 0 que estdo contidas nas regides I e III.
A unido destas regides forma o Diagrama de Kruskal-Szekeres que descreve o

espaco-tempo estendido de Schwarzschild, de acordo com a figura (2.1).

Figura 2.1 — Diagrama de Kruskal-Szekeres.

Fonte: POISSON, (1), 2004, p.166

Imagine que um objeto em queda livre na regido I, cruza o horizonte de eventos e chega
na regido II até a singularidade. Supondo que este objeto possa emitir um feixe de luz, devido
ao intenso campo gravitacional, o feixe permanecerd confinado nesta regido, pois ele deve
permanecer na superficie do cone luz definido pelos eixos U —V, e caird na singularidade.
Devido a este comportamento, podemos descrever a regido II como um buraco negro. A regido
IV possui a mesma estrutura da regido II, mas com as coordenadas U e V invertidas, ou seja,
se o feixe de luz fosse emitido em I'V passaria pelo horizonte de eventos, saindo pela regido IIT
ou I descrevendo o que é conhecido como buraco branco.

Também € possivel ver essa distor¢ao do cone de luz que caracteriza r = 2M como uma
"regido de ndo-retorno"através do diagrama da figura (2.2), na qual o eixo vertical corresponde
av—r, e vemos que os raios de luz que se aproximam do buraco negro (ingoing) fazem um
angulo de 45° com o eixo r, e os raios de luz que se afastam obedecendo uma equagao do tipo

(POISSON, 2004):
dv—r) dv 2

= —1=—- 1 2.29
dr dr 1—-2M/r (2.29)
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Figura 2.2 — Diagrama de espago-tempo nas coordenadas (v —r) X r.

Fonte: Alfaia, 2021

A equacdo acima € obtida como segue: fazendo o diferencial dos raios outgoing, temos dt = dr*,

pois du = 0. Substituindo em dv = dt + dr* e utilizando (2.16) determinamos

dv 2

= - 2.
dr 1-2M/r’ (2.30)

que é a equagdo da geodésica outgoing. Em termos (v — r) X r encontramos d(v — r)/dr =
2/(1 —=2M/r) — 1, a prépria (2.29). Para os raios ingoing temos dt = —dr*, pois dv = 0.
Substituindo em (2.29), encontramos

dlv—r)

:—1 .
dr ) (2.31)

que € a equacgdo da geodésica ingoing. A partir de (2.29) e (2.31) construimos o diagrama 2.2.
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3 TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS

Esta secdo tem o propdsito de estabelecer a conexdo entre as leis da termodinamica e
a fisica de buracos negros. Nesse sentido, € possivel mostrar que existe uma correspondéncia
entre as grandezas termodinamicas e as grandezas definidas a partir da geometria de buracos
negros. Isso permite iniciar as leis da termodinamica de buracos negros sem a necessidade da

Teoria de Campos em Espacgos Curvos, que ndo serd abordada nesse trabalho.

3.1 LeiZero

A Lei Zero da termodinamica estabelece o equilibrio térmico entre sistemas, enunciada
do seguinte modo: "Se dois sistemas estdo em equilibrio térmico com um terceiro, estes
estdo em equilibrio térmico entre si"(NUSSENZVEIG, 2018). Para determinarmos se um
conjunto de sistemas estd em equilibrio térmico, precisa-se identificar se todos possuem a
mesma temperatura.

Como consequéncia da Lei Zero, um sistema em equilibrio térmico possuird temperatura
constante. Para fazermos a conexdo entre a termodindmica e a mecanica de buracos negros,
precisamos definir a grandeza fisica denominada de gravidade superficial k.

Inicialmente o elemento de linha de Schwarzschild (2.10) sera escrito como

ds* = —f(r)dt* + f(r) " 'dr* 4+ r*dQ?, (3.1)
onde definimos a funcao
2M
fr)=1-—= (3.2)

e a métrica da superficie da esfera de raio unitario
dQ? = d6” +sin” 0d¢>. (3.3)

Primeiramente, vamos fazer o estudo da métrica f(r) préximo ao horizonte de eventos
ry+ = 2M, o raio de Schwarzschild. Utilizando a expansao de Taylor e desprezando termos de

segunda ordem, temos

f(r) & f1()lr=r (r=r4), (3.4)
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em que foi utilizado f(r;) = 0. A gravidade superficial k é definida por

K= 2 f (r, (35)

de modo que a (3.4) equivale a

fr)=2x(r—ry). (3.6)

A gravidade superficial k representa a forca necessdria para que um observador a
uma distancia infinita do buraco negro mantenha uma particula de massa unitéria estaciondria
no horizonte de eventos (POISSON, 2004). De fato, pelas caracteristicas da métrica de
Schwarzschild (3.1), vemos que esse espaco-tempo € estdtico, portanto possui um vetor de
Killing % (e ja estd adaptado a forma estética, sem termos cruzados de tempo e espago).

Pela definicéo de referencial estacionario, a quadrivelocidade u® é proporcional ao vetor
de Killing (POISSON, 2004)

u® =&r%. (3.7

Usando a normalizagdo —1 = u®ug e a (3.7) obtemos

—1=&%200. (3.8)
Da (3.1), temos que goo = —f(r). Desse modo, a constante de proporcionalidade & é dada por
E=rn)"2 (3.9)

Substituindo a expressio de & obtida acima em (3.7), temos
u® = f(r)~12%, (3.10)
A partir da defini¢do da quadriaceleragcao
a® :uﬁua;ﬁ =uP [uaﬁ +ngu7’} , (3.11)

podemos determinar as suas componentes:

1
a® =u° [uop + Egoo (800,0 + 00,0 — goo,o)] =0; (3.12)
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1 1
a' =u' |u' o+ Egm (8100 +801,0—800,1) | = Ef/(r)§ (3.13)
- 1 T
a* =u* |u? o+ Egoz (820,0 + 802,0 — g002) | =0; G.14)
- 1 T
@ =uw |1+ §g03 (830,0 +803,0 — 8003) | = 0. 3.15)

Para obter as componentes acima foram utilizados os simbolos de Christoffel (2.4) e as
componentes da métrica dadas em (2.11).
Assim, determinamos que a quadriaceleracdo depende apenas da componente radial

(3.13). O médulo do vetor aceleragao depende apenas de r e € dado por

1

1/2
) = [gapaa®] " = [ena'a] = 210021 0, (3.16)

em que foi usada (2.11) e a (3.13).

Uma vez que a quadriaceleragdo possui uma componente ndo-nula, a trajetéria da
particula ndo é uma geodésica. Em outras palavras, a (3.16) nos mostra que existe uma forga
aplicada localmente na particula, mantendo-a em sua trajetéria. Para o caso da particula na
coordenada r, o valor da aceleragdo da.(r) em relagdo a um observador no infinito é obtida da
seguinte forma.

Suponha que a particula esteja presa por uma corda infinita sem massa e esticada até
um observador no infinito. Se o observador deslocar a corda por uma distdncia prépria 65, o
trabalho realizado sobre a corda é 6We. = a.dS, em que a. ¢ a forga exercida pelo observador
sobre a corda. Essa for¢a é transmitida a particula através da corda, realizando sobre esta um

trabalho (lembrar que a massa da particula € unitéria)
oW =a(r)dSs. (3.17)

Se o trabalho realizado sobre a particula for integralmente convertido em radiacio

e coletado no infinito pelo observador, a energia 0E. detectada terd sofrido um redshift
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gravitacional! por um fator f (r)l/ 2 (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)
8E. = f(r)'/a(r)8s. (3.18)
Como a energia € conservada, 0 E.. = 6W... Logo, a (3.16), (3.17) ¢ a (3.18) conduzem a

doo(r) = = f'(r). (3.19)

Assim, a forca exercida pelo observador no infinito - ou seja, a gravidade superficial - para que

a particula seja mantida no horizonte de eventos é dada por

1

1
K= ae(ry) = Ef (ry) = e (3.20)

Para obter a expressdo acima, foi utilizada a definicdo (3.2) e ri = 2M. Como k depende
somente de r;, vemos que ela é constante ao longo da superficie (pois ndo depende de
coordenadas angulares e temporais). De fato, isso permite definir a temperatura 7' da superficie

do buraco negro como proporcional a essa quantidade:

T=_—. 3.21
o (3.21)

Assim, isso permite enunciar um andlogo a lei zero da termodindmica para buracos
negros da seguinte forma: A gravidade superficial k¥ de um buraco negro de Schwarzschild é

constante ao longo do horizonte de eventos.”

3.2 Primeira, Segunda e Terceira Leis da Termodinamica

A 1* Lei da termodinamica equivale a lei da conservacao da energia, (NUSSENZVEIG,
2018):
dU =TdS —dw. (3.22)

! Desvio no comprimento de onda da radiacio devido ao campo gravitacional.

2 De fato, essa analogia se confirma ao se estudar a emissio de radiacdo na vizinhanca de um
buraco negro utilizando ferramentas de teoria quantica de campos em espagos curvos (MUKHANOV;
WINITZKI, 2007).
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A identidade acima relaciona a diferenca de energia interna dU de um sistema com sua diferenca
de entropia dS e o trabalho realizado pelo sistema dW. O parametro T representa a temperatura
de equilibrio.

Para compararmos a 1* lei da termodindmica com a mecanica de buracos negros,
precisamos entender a relacdo entre a drea A, a massa M do buraco negro e a gravidade

superficial k. Para um buraco negro de Schwarzchild com massa M e raio ri = 2M a area

¢ dada por
T 2r
A :/ de/ do~/Tdetlg] |, (3.23)
0 0
em que det[g| = —ri sin? 0 é o determinante da métrica (2.11) avaliado em r, = 2M. Logo,
T 27
A = 4M? / sinfdd | d¢ = 16wM>. (3.24)
0 0

Supondo que o buraco negro sofra uma perturbacdo em sua drea e, por consequéncia,
em sua massa

dA =32nMdM, (3.25)
que expressa em termos da gravidade superficial dada em (3.20) fica

dA
Koaa— T (3.26)

dM =
8T 4

em que 7 foi dado em (3.34). A expressdo (3.26) acima € a versdo da 1* Lei da termodinamica
para um buraco negro de Schwarzschild, e € o andlogo da expressao (3.44) quando dW = 0.
A tabela 3.1 mostra uma comparagdo dos observaveis da primeira lei da termodindmica com a

versao (3.26) para o buraco negro de Schwarzschild.

Tabela 3.1 — Analogia entre a termodindmica e a mecanica do buraco negro de Schwarzschild

1* Lei da termodinamica | Andlogo para Schwarzschild
du M
T K/2m
dsS dA /4

Desta forma, comparando a entropia e a drea, encontramos a relacao
A
S=7= 4TM?, (3.27)

nos mostrando que a entropia também € proporcional a érea.
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A segunda lei da termodinamica nos diz que a entropia de um sistema termicamente

1solado nunca pode decrescer, ou seja, a variacdo da entropia satisfaz
05> 0. (3.28)

A versdo da segunda lei para mecanica de buracos negros afirma que a drea do horizonte

de eventos de um buraco negro nunca diminui. Ou seja, a variacdo da area do horizonte satisfaz
0A>0 (3.29)

A analogia entre entropia e a drea esta enfatizada na tabela (3.1).

A terceira lei da termodinamica trabalha com a formulacdo cldssica da inacessibilidade
do zero absoluto, ou seja, com o fato de que é impossivel reduzir a temperatura
de qualquer sistema ao zero absoluto através de um numero finito de processos
termodinamicos (NUSSENZVEIG, 2018). O enunciado da terceira lei para buracos negros
postula que é impossivel reduzir a gravidade superficial K a zero, num tempo avancado finito
(POISSON, 2004), onde a coordenada v dada por (2.17) é o tempo avangado.

Exploramos a termodinamica do buraco de Schwarzschild nessa se¢@o, porém tais leis
sdo validas para buracos negros gerais, conforme demonstrado em (BARDEEN; CARTER;
HAWKING, 1973). De fato, a seguir iremos explorar um buraco negro estatico mais geral que

o de Schwarzschild.

3.3 Termodinamica do buraco negro de Reissner-Nordstrom no espaco Anti-de Sitter

O buraco negro de Reissner-Nordstrom no espaco Anti-de Sitter (RN-AdS) possui massa
M, simetria esférica, carga elétrica Q e constante cosmoldgica A < 0 (o caso A > 0 corresponde
ao espaco de Sitter). A métrica associada ao buraco negro RN-AdS é dada por (JAWAD et al.,
2020)

ds® = —f(r)de®* + f(r)"dr?* + r?dQ?, (3.30)

onde definimos a fungao f (r)

(3.31)
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A geometria RN-AdS é uma solu¢do da equacdo de Einstein com o termo da constante
cosmoldgica:

1

O buraco negro RN-AdS possui dois horizontes de eventos, que sao os raios externo e
internos. Para determinar o raio de cada um dos horizontes deve- se utilizar a condi¢do f(r) = 0.
No que segue nao precisaremos da solucao explicita desta equacdo; simplesmente usaremos a
notagdo r como referéncia ao horizonte externo.

Usando f(r;) = 0 podemos obter a massa do buraco negro em funcéo de outras varidveis
termodinamicas:

1
M=—"+"—_Ar. (3.33)

Essa € a massa delimitada pelo horizonte r. A partir da expressdo (3.33), podemos definir as

quantidades termodinamicas relevantes. Comecemos pela temperatura da superficie do buraco

1 [df(r)
T = P {T} - . (3.34)

negro, definida por

Utilizando a (3.31) em (3.34), apds o célculo da derivada temos:

1 [1 2
=— {— - Q—3 - Ar+] : (3.35)
dr [ry 1y

A entropia pode ser encontrada através da expressao

aM
ds = {—} , (3.36)
T loa
que podemos integrar na forma
r+ 1 dM(f_i_)

(3.37)

Como o buraco negro € dotado de carga elétrica, definimos um potencial elétrico ¢

associado a sua carga. Usando a (3.33), obtemos

o = {aM] Qg (3.38)

@ 57/\:”—%
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P oM
O simbolo [E} sA

cosmoldgica constates, onde S € funcao apenas de r..

, indica que a derivada deve ser calculada mantendo a entropia e a constante

A inclusao da termodinamica do espaco de fase estendido - ou seja, com a presenca da
constante cosmoldgica - permite definir uma quantidade chamada de volume termodindmico
(KUBIZNAK; MANN; TEO, 2017; JOHNSON, 2014):

oM

em que P € a pressdo do buraco negro e € proporcional a constante cosmoldgica. A interpretacdo
de P como uma pressao termodindmica estd associada a uma constante cosmoldgica negativa
que, por sua vez, induz a uma pressdo positiva no espaco-tempo. Este é um tipo de
comportamento oposto o que ocorre no espago de de-Sitter, em que a constante cosmologica €
positiva.

De fato, como o buraco negro de RN-AdS estd no vdcuo, tem-se 7,y = 0 na expressao
(3.32). Nessa situacdo, costuma-se interpretar a contribui¢do de A como associada a um fluido
perfeito com equagdo de estado P = —p (HOBSON; EFSTATHIOU; LASENBY, 2006). Com

efeito, a equagdo de Einstein é dada por

1 A
Ruv — ERg“'v — _Ag‘uv = 875T[JV’ (3.40)
em que sz\v = —Aguv /87 € interpretado como uma contribui¢do do tensor energia-momento

associado com a constante cosmolégica. Uma vez que o tensor energia-momento para um
fluido perfeito com densidade p e pressdao P que se move com quadrivelocidade uy, € dado por
(POISSON, 2004)

Tuv = (p + P)uguy + Pgpy, (3.41)

pode-se concluir que Tﬁ\v corresponde a um fluido perfeito com equacgdo de estado (HOBSON;

EFSTATHIOU; LASENBY, 2006)

A
PA:_PA:—g- (3.42)

Desta forma, substituindo (3.42) na (3.33) e usando a definicdo (3.39) obtemos o volume

termodinamico:
4
V= gnri, (3.43)
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que € equivalente ao volume Euclidiano de uma esfera de raio r. Agora que determinamos as
grandezas termodindmicas, poderiamos obter a expressdo da 17 lei da termodindmica para o BN
RN-ADS, seguindo os mesmo passos de Schwarzschild.

Contudo, seguindo a analogia com a termodinamica usual, a identificacio da massa
como uma quantidade termodinamica permite escrever a primeira lei compativel com a

transformacdo de Legendre na representacdo da energia (SALINAS, 1997)

dM =TdS+ ¢dQ +VdP, (3.44)

em que as varidveis termodinamicas 7', ¢ e V foram dadas, respectivamente, em (3.35), (3.38)
e (3.39). Perceba que, agora, a massa do buraco negro ndo € a energia interna, mas € a
entalpia H do sistema. A tabela 3.2 mostra uma comparagao dos observaveis da primeira lei da

termodinamica com a versdo (3.44) para o buraco negro de RN-AdS.

Tabela 3.2 — Analogia entre a termodindmica e a mecanica do buraco negro de RN-AdS

1* Lei da termodinamica | Andlogo para RN-AdS
dH M
T K/21m
dS dA/4
0 Q
do do
4 4mry /3
dp —dA /87

3.3.1 Ciriticalidade e Transicao de Fase

As transi¢des de fase sdo caracterizadas pela existéncia de temperatura e raio criticos
a partir dos quais a pressao deixa de ser uma funcdo monotonicamente decrescente do raio do

horizonte (volume). Podemos fazer este estudo através do seguinte sistema de equagdes

[3_1”} _ 0
8r+ T,0

oP?
[92F+] 7,0 -0 G4

no qual fazemos o uso da equagdo de estado
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0? 1 T
- 4 g2 +2 ’
nry 87wy i

(3.46)

que pode ser encontrada através das equagdes (3.34) e (3.42). A solugdo do sistema de equacdes
(3.45) nos fornece a temperatura critica 7. € o raio critico r$ os quais nos permitem calcular a
pressdo critica P. = P(T,,r} ), a carga elétrica constante. Tais quantidades assumem os seguintes

valores

r, = V60, (3.47)
1
1
7. = ——. 3.49
3610 G4

Note que estas quantidades s6 existem devido a presenca da carga elétrica. Tal sistema guarda
semelhancgas com o gis de Van der Waals conforme discutido em (KUBIZNAK; MANN; TEO,

2017). Esse comportamento pode ser verificado na figura (3.1).

Figura 3.1 — Press@o como fun¢do do raio do horizonte assumindo Q = 0.01.

Fonte: Alfaia, 2021

Para temperaturas maiores que a temperatura critica nao hé transicio de fase, como pode
ser visto na curva azul tracejada na figura (3.1). Por outro lado, para temperaturas menores que
a temperatura critica, as transicoes de fase sdo permitidas devido a presenca de intervalo no qual

dP/dry > 0, que no caso da curva vermelha pontilhada corresponde a 0.02 < r < 0.03.
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Na figura (3.2), permitimos a variacdo da carga elétrica. Curvas do tipo da figura (3.1)

serdo curvas de nivel para Q = const.

Figura 3.2 — Pressao versus raio do horizonte versus carga elétrica para o buraco negro de RN-AdS.

r 0.04
+
Fonte: Alfaia, 2021
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4 BURACO NEGRO DE KISELEV

Neste capitulo serd apresentado a solugcdo de Kiselev para o buraco negro estdtico
com simetria esférica. Esta solucdo tem a particularidade de que o buraco negro estd imerso
em um fluido exdtico. Na primeira se¢do apresentaremos a solucdo quadridimensional e
deixaremos para a ultima secao a solu¢do em D dimensdes. Na secdo dois e trés apresentamos,

respectivamente, a termodindmica e o estudo das transi¢des de fase em quatro dimensdes.

4.1 Solucio em 4 dimensdes

O tensor energia-momento de um buraco negro estatico e esfericamente simétrico imerso

em um fluido chamado de quintesséncia € dado por (KISELEV, 2003):
T =T/ =p, 4.1)

T =T¢ = —p,30+1), (4.2)

onde p, € a densidade de energia e p, a pressdo associada a quintesséncia, dada pela equacdo de
£ A . 1 . .
estado p; = Wp,, em que @ € um pardmetro no intervalo —1 < @ < 3 que caracteriza o fluido.

Considerando as simetrias do buraco negro, temos o elemento de linha

ds? = —¢"dt’> + *dr® + r*(d6> + sin® 0d¢?), (4.3)

emque V= Vv(r)e A = A(r) sdo fungdes a serem determinadas através das equagdes de Einstein,

obtidas pelas componentes ndo nulas do tensor de Einstein:

1 A 1
G=—c*-=)+5 4.4
‘ e <r2 r>+r2’ 4.4)
1 Vv 1
Gl=—¢*5+—]+5 45
F=—e (r2+r)+r2, 4.5)

(4.6)

v/2 v =L VA
2 ro 2 )

1

0 -2
G§=Gy=—5e (v”+—+
Dada a igualdade (5.32), podemos igualar a (4.4) e (4.5) de modo que segue das equacdes de
Einstein que

A(r)+v(r) = constante. 4.7)
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A constante pode ser fixada como sendo zero pela imposicio de que a geometria €
assintoticamente plana, ou seja, A — 0 e v — 0 para r — oo, desse modo A = —v.
Fazendo a substituicdo

A =—In(l+f) (4.8)

nas equagdes (4.4) - (4.6) e utilizando a (4.7) (em que utilizamos 47G = 1) com a condi¢do

assintotica, temos

1
G =Gy =—55 (f+rf) (4.9)
€
1
Gg:ng—E(szrrf”). (4.10)

Substituindo as equacdes (4.9), (4.6) e (4.10) nas equacdes de Einstein, obtemos a
equacao diferencial

Bo+1)f+3(1+a)rf +r2f" =0, (4.11)

cujas solucdes particulares sdo

A
filr) = — (4.12)
e
b
Desse modo, a solucdo geral é dada por
A b;
f(r) == 7 +; (m) , (414)

em que quando @; € definido no intervalo —1 < @ < —%, temos a chamada quintesséncia e b;
constante. Impondo que a funcdo f| seja a solugdo de Schwarzchild para o limite do buraco
negro sem quintesséncia (b; — 0) obtemos A = —2M, em que M é a massa do buraco negro.

Substituindo a (4.14) na (4.8), o elemento de linha (4.3) torna-se

oM bi
2 1
ds® = - (1 - )Y
l

—1
2M b;
>dt2—|— <I_T+Z—rl+3wi> dr2+r2d92, (415)
i

em que dQ> = d6? + sin’0d¢>. A solugdo para o caso do buraco de

7z

Reissner-Nordstrom-Anti-de Sitter é obtida mantendo apenas dois termos do somatério
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em (4.15) com as escolhas b; = Q?, @, = % (Reissner-Nordstrom) e by = —%, o, = —1 (anti
de Sitter). Voltaremos a essa solu¢do na préxima se¢ao.
Calculando as derivadas das solugdes particulares (4.12) e (4.13) e substituindo em (4.9)

encontramos a densidade de energia

3 bo

Como esperado, somente a fung¢do f, contribui para a densidade de energia. Como p, > 0, a

partir da expressao (4.16) concluimos que
bw > 0. “4.17)
Portanto, o sinal da constante b deve coincidir com o sinal do parametro ®.

4.2 Relacao de Smarr para o buraco negro de Kiselev em 4 dimensoes

Nesta secdo, faremos o estudo da termodinamica do buraco negro de Kiselev para o caso
Reissner-Norstrom Anti-de Sitter com a adi¢dao de um fluido de quintesséncia caracterizado por
valores —1 < w < —%. Assim, basta adicionar o termo de quintesséncia em (3.31), ou seja, a

métrica é dada em termos de!

fr)=1-—t 5~ s~ 5 (+-18)

onde M € amassa, Q € a carga elétrica, b > 0 é o parametro de densidade do fluido, A a constante
cosmoldgica e m € o parametro associado a quintesséncia.
Assim como fizemos no capitulo anterior, vamos obter a massa do buraco negro em

funcdo do raio externo (r4 ). Para isso, usamos a condi¢do quando f(r1) = 0, o que resulta em

M:E+¢_b_A&
2 2ry 239 6

(4.19)

I Note que jd estamos assumindo b; < 0 nessa expressio ao inverter o sinal do termo do fluido de Kiselev
em comparacio a Eq.(4.15).
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Substituindo a (4.18) em (3.34) e utilizando a (4.19) determinamos a temperatura do buraco

1 (1 Q@ 3bw
= ——Z2+ " —Ar, . 4.20
47 <r+ r " e r+) (420

negro:

A partir da expressdo (4.19) podemos obter as demais varidveis termodindmicas: potencial
elétrico, entropia, pressdo e volume termodindmico. Estas varidveis possuem os mesmos valores
apresentados, respectivamente, nas equagdes (3.38), (3.37), (3.42) e (3.43). Além disso, o
espaco estendido de varidveis termodindmicas incorpora a varidvel associada com o parametro

b, cuja varidvel conjugada € indicada por B (JAWAD et al., 2020):
1

oM
B=|— == . 4.21
[ b ]&Q,P 2r3® “2D

Através destas definicdes, escrevemos a primeira lei da termodinamica do seguinte modo

dM =TdS+Vdp+ ¢dQ + Bdb, (4.22)
em que 2
oM oM oM oM

Desta forma, devido a ocorréncia do termo de pressao associado com a constante cosmoldgica
na identidade acima, vemos que a massa do buraco negro deve ser interpretada como o andlogo
da entalpia do sistema >.

Como f(r) na (4.18) é adimensional e a dimensio de [r] = L (dimensdo de espago), para

que a dimensao de cada termo seja preservada, as dimensdes das quantidades de (4.18) sdo

M| =L, [Q]=L, [p]=L*"" [Al=L"2 (4.24)

2 Em cada derivada, as varidveis que niio aparecem no denominador sio mantidas constantes.
3 A entalpia H de um sistema termodinimico satisfaz a relagio

dH =TdS+Vdp+ Y wdN;,
i

em que cada termo do somatdrio representa N; moles de uma substancias com potencial quimico L;
(OLIVEIRA, 2005).
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Além disso, da (3.37), (3.42), (4.20) e (4.21) temos, respectivamente,
S]=1% [P]=L"2, [I)=L"', [B=L, (4.25)

A partir da relacdo termodinamica (4.22) podemos obter a relacdo de Smarr (SMARR,
1973) entre a massa e as demais varidveis termodinamicas. Para a determinacdo desta relagdo,
utilizamos o teorema de Euler (LEMOS, 2007) para fun¢des homogéneas. Uma funcdo

homogénea de grau s é definida por
O°F (x1,x2,...,%,) = F(aP'x1,aP?xa,. .., 0P"xy), (4.26)

onde x| — oP'xy, x; = oP2xp ..., X, — aPrx,, com o > 0, representam reescalonamento das
varidveis que definem a funcdo f. E simples verificar que M é uma fun¢io homogénea* de
grau s = 1. Para isso basta observar que todas as grandezas que aparecem no argumento de M

escalonam com a dimensdo de comprimento L de acordo com (4.24) e (4.25):
roor Q= a0, b—ot b, A a?A, 4.27)
Dessa forma, implementando esse reescalonamento na (4.19) obtemos explicitamente que
oaM(ry,Q,b,A) = M(ory,aQ, 03 b o 2A). (4.28)

comparando esta expressdo com a (4.26), concluimos que M ¢é uma funcdo homogénea de grau
s=1.
O resultado correspondente ao teorema de Euler para funcdes homogéneas € obtido

derivando (4.26) com relagdo a o e tomando o = 1:

JdF JdF JoF
SF(x1,20,. .., Xp) = p1x¥15— + paXa5— +... & PuXns— (4.29)
oJxy dx 9xy,
Para obter a férmula de Smarr, fazemos a correspondéncia
F()C],XZ,X3,X4) :M(SaRva) (430)

* E aquela que ao sofrer transformagdes em suas varidveis, resulta em outra fun¢io proporcional a
original
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e utilizamos o fato de que M é uma fun¢do homogénea de grau s = 1, ou seja,
aM(S,P,Q,b) = M(a*S,a 2P,aQ, o’ b). (4.31)

Na expressdo acima utilizamos o fato de que o grau de homogeneidade independe das varidveis
utilizadas no argumento de M, ja que todas escalonam com a dimensao L. Aplicando o teorema

de Euler (4.29) em (4.31) obtemos

oM oM oM oM
M:2SaS—2P8P+Q8Q+(3w+l)b%, (4.32)

em que as derivadas nesta expressdo sdo dadas em (4.23). Portanto a relacdo de Smarr € dada
por

M =2ST —2PV + Q¢ + (3w + 1)bB. (4.33)

Esta relacdo € vélida para o buraco negro de Kiselev no caso Reissner-Nordstrom- anti-de Sitter

na presenca de um fluido de quintesséncia.

4.3 Transicao de fase do buraco negro de Reissner-Nordstrom anti-de Sitter na presenca

de um fluido de quintesséncia

Nesta secdo, faremos a anédlise dos pontos criticos do sistema termodindmico associado
ao buraco negro de Reissner-Nordstrom anti-de Sitter na presenca de um fluido de quintesséncia.
Em particular, adotaremos o fluido de quintesséncia com —1 < @ < —% (ALFAIA; LOBO;
BRITO, 2021).

Como discutido anteriormente, as transi¢cdes de fase caracterizam-se pela existéncia
de uma temperatura e raio criticos. Como veremos, na criticalidade a pressdo deixa de ser
uma funcdo monotonicamente decrescente do raio do horizonte r (volume do buraco negro).
Utilizando a relacao (3.42) da pressao em fun¢do da constante cosmoldgica na (4.20) obtemos

a equacdo de estado
T 1 0’ 3bw

P=_— - - .
2ry  8mwrr  8mrd Snri(Hw)

(4.34)

Utilizando esta expressdo para a pressao, a solugcdo de (3.45) nos fornece a temperatura critica
T, e o raio critico 7. que, por sua vez, determinam a pressdo critica P.(7;,r ), mantida a carga

elétrica constante.
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Assim, usando a equacdo de estado (4.34), a solu¢do do sistema de equacdes (3.45)
fornece:

e Casow =—1/3:

e = — (4.35)
P. = %, (4.36)
. = i (4.37)
3104/ 1%
e Caso w = —2/3:
S = V60, (4.38)
P. = @, (4.39)
I. = 1225176Q — % (4.40)
e Para w = —4/3: Ao contrario dos casos anteriores, para esse valor de @ ndo é possivel

encontrar a solugdo analitica. O sistema que determina as varidveis criticas (7, 7.) é dado por

60 — (r\)* +4b(r.)° =0 (4.41)

_ r +30bQ%(r)* — 4b(r4 )"
¢ 18702 '

(4.42)

A partir da solugdo do sistema acima fica determinada a pressao critica P. = P(r¢,T..).

A partir das equacgdes (4.37)-(4.42), percebemos que as quantidades criticas dependem
da carga Q do buraco negro. No entanto, a contribuicdo do parametro b para cada valor de
o conduz a diferentes comportamentos criticos, servindo como um parametro que fornece um
vinculo para a ocorréncia de transi¢oes de fase. Para o caso @ = —1/3, como b > 0, podemos
ver da equag@o (4.37) a criticalidade ocorre se 0 < b < 1. Enquanto que para @ = —2/3, uma
vez que T, > 0, da equacgdo (4.40) concluimos que a ocorréncia de um comportamento critico

ocorre se b < 1/6/9Q, mostrando que o valor de b é limitado superiormente.
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As figuras (4.1) e (4.2), obtidas de (4.34), representam as isotermas do buraco negro de

Kiselev com @ = —1/3 e @ = —2/3 para diferentes valores de temperatura.
Figura 4.1 — Pressdo como fun¢@o do raio do horizonte assumindo ® = —1/3, 0 =1e b =0.02

0.020 [ 1 \ ]

L ] 1

\}

1
0.015 ; T = TC —

----- T>T,
P oot} s T<Te 1
0.005 | Tt g
0.000 | Tt ]
Bl L L L L L L L L L L L L L L L L L L L 1 4
0 2 4 6 8 10
Iy
Fonte: Alfaia, 2021
Figura 4.2 — Pressdo como fun¢@o do raio do horizonte assumindo @ = —2/3, 0 =1e b =0.02
[ 1

0.020 - ] q

r ] )

\

\
0.015 - T=T. q

----- T>T,

P o010 | oo ey T<Te 1
0.005 - TTteeelll L q
0.000 - o .
£l L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 4
0 2 4 6 8 10

Fonte: Alfaia, 2021

A linha central (preta) indica a temperatura critica (7 = T,), enquanto que a linha mais
acima (azul) e mais abaixo (vermelha) indicam as temperaturas acima (7' > T;) e abaixo (T <

T;) da temperatura critica, respectivamente.
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4.4 Solucao em D dimensoes

Assim como na secdo anterior, faremos um estudo do buraco negro de Kiselev para o
caso em D dimensdes. Neste caso, o tensor energia-momento de um buraco negro estatico e
esfericamente simétrico e imerso em um fluido de quintesséncia é dado por (CHEN; WANG;

SU, 2008)

T;t = Trr = pq (4.43)
6 0 O 1
Ty =Tg =Ty ) = 5—5Pa (D—1)w,+1], (4.44)

onde p, € a densidade de energia, p, = ®p, € a pressdo associada a quintesséncia, em que @ €

o parametro no intervalo —1 < @ < 0 definido por
0=—-" (4.45)

com a < 0.

O elemento de linha do buraco negro com simetria estdtica e esférica em D dimensdes é
ds*> = —e'di® + *dr?* + r*(d0} +sin® 0,d63 + ... +sin> 0; ...sin” Op_3d6}_,),  (4.46)

onde 0y,...,0p_» sdo coordenadas angulares em D dimensdes, e Vv = V(r) e A = A(r) sdo
fungdes a serem determinadas através das equacdes de Einstein, obtidas pelas componentes

ndo nulas do tensor de Einstein:

D-2] D-3 A\ D-3]
G =—"—"2= —e_)”( —7)+ : (4.47)

D-27 D-3 V\ D-3
G=—= —e)“< +7>+ , (4.48)

J— v// _
Op-2 2 T2 T r r2

(D—-3)(D—4)
2r2 '

-2 2 Iy! _ r_ 91 _ _
Gl =yt = G [y DAY DIV ) | (D=3

(4.49)
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Seguindo os mesmos passos para do caso D = 4, desenvolvido na se¢do 4.1, temos:

D-2
Gi:G::—( 2 ) [rf'+(D-3)f], (4.50)
Ggr = Gg: =..Ggp 2 = —ﬁ [P +2(D=3)rf +(D—4)(D=3)f]. (4.51)

Neste caso, as equacdes conduzem a equacao diferencial
P+ [(D-1)o+2D—5]rf'+(D-3)[(D—1)o+D—3]f =0, (4.52)

que possui a solugdo geral
A b
f= - D=3 + F(D—1)w+D-3"

(4.53)

onde A e b sdo constantes de normalizacdo. Para o caso em que A =2M e b = 0, a solugdo f
serd a solugdo de Schwarzchild em D dimensdes.
Substituindo (4.53) e sua derivada em (4.50) e utilizando G} = T, determinamos a
densidade de energia (4.43)
bo(D—1)(D-2)

Pi=1— e >0 (4.54)

O elemento de linha (4.46) sera

2M bi
2 _ i 2
ds = - (1 D=3 +Z r(D—1)w,»+D—3> at

-1
(“—ro_g +Z—F<D_1>w,-+0_3> a4+ A9}, (4.55)
l

onde M € a massa do buraco negro. Tomando b; = 02, by = %, w = g—j e w =1, com
todos os demais b; = 0, teremos a solu¢do para o caso de Reissner-Nordstrom Anti-de Sitter

D-dimensional.
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S CRITICALIDADE DE UM BURACO NEGRO ANTI-DE SITTER IMERSO EM
DIFERENTES FLUIDOS

O propésito deste capitulo € apresentar a termodindmica do buraco negro de Kiselev
em D dimensodes, introduzindo a constante Newtoniana G como uma variavel termodinimica.
Na primeira se¢do, discutiremos a termodinamica do buraco negro de Kiselev em D dimensdes
quando G é mantido constante. Na segunda secdo faremos o desenvolvimento da termodinamica
com G variavel e faremos a conexdo com a abordagem hologréfica por meio da introducdo
da carga central C. Nas duas ultimas secdes, aplicaremos a termodinamica com G varidvel
ao caso quadridimensional e, além disso, ao estudo do comportamento critico das grandezas

termodinamicas relacionadas.

5.1 Termodinidmica com G constante em D dimensoes

Para termos sucesso nessa andlise, vamos recuperar a constante Newtoniana nas
quantidades geométricas. A solucdo para o buraco negro de Kiselev em D dimensdes

corresponde a métrica (3.1) com f(r) definido por (ALFAIA; LOBO; BRITO, 2021)

= 1 - 16GM N 327%(v/GQ)?
N (D—-2)Qp o3 (D-2)(D-3)Q} ,rXP-3)
2AF? Gb

- — 5.1
(D—1)(D-2) F(D—1)0+D-3" G.1)
em que G é a constante gravitacional universal, Qp_» = 2xP~1/2I'((D—1)/2) é a 4rea da esfera
unitdria em D dimensdes (SP~2). Para D = 4 a métrica (5.1) reproduz a solugio (4.18).
Como anteriormente, obtemos a massa do buraco negro como funcdo do raio do

horizonte. De fato, tomando f(r;) =0, em (5.1), temos

(D=2)Qp P 21> AP Gh(D-2)Qp-s 52
lonG (D—-3)Qp 3 (D—1)87G [P-he T

Nesta secao expressaremos as quantidades termodindmicas, em que a constante gravitacional
G € constante. A partir da massa do buraco negro (5.2), assim como nos casos anteriores,

determinaremos as quantidades termodinamicas. Substituindo (5.1) em (3.34), obtemos a
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temperatura

1 |D-3 32m2GQ? 2A Gbw

T=— - _ p_1)—2v®
dw | rv  (D-2)Q} P> D-— 2 ( ) rﬁwa(D*l)

. (5.3)

Substituindo a expressdo da massa (5.2) em (3.37) e tomando sua integral, encontramos

a entropia
_ .QD,QIQ_Z _ A

S 4G 4G’

(5.4)

onde A € a area da esfera em D dimensdes. O potencial elétrico (3.38) € obtido tomando a

derivada de (5.2) em relagdo a carga elétrica Q

d
¢=[M

_} 4rQ 3D
90 I

(D-3)Qp, ©

(5.5)

em que se D = 4, teremos a expressdo exata do potencial eletrostitico em unidades gaussianas.
Definimos que a pressdo do buraco negro estd diretamente associada a contribui¢cdo da
constante cosmoldgica A. Portanto, a partir de (3.42), temos

A (D-1)(D-2) 2

P=—%~ 167G ’

(5.6)

que € a pressao termodindmica do buraco negro escrita em fungdo da escala holografica [ de

acordo com a relagdo (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021)
1 -2
Az—E(D—I)(D—2)l . (5.7)

A partir da expressao (3.39) determinamos o volume termodinamico para o espaco de

. aM . QD_Z -1
V_[apLygb_D_lrg , 9

fase estendido

que é equivalente ao volume Euclidiano de uma esfera em D dimensdes. Através da (4.21)

obtemos o parametro conjugado de b, denominado de potencial de Kiselev

_ oM _ (D=2) p,
B_[ab]s,Q,P— D_lr’i : (5.9)
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Se D =4, o potencial de Kiselev se reduziria ao potencial obtido em (4.21). Por meio dessas

grandezas, a primeira lei da termodinamica € expressa da seguinte forma:
dM =TdS+VdP+ ¢dQ+ Bdb. (5.10)

Através das relacdes obtidas, vamos descrever a relacdo de Smarr, pela utilizagdo da
férmula de Euler (4.29), de modo que as dimensdes devem ser preservas. Logo, como G esta
sendo mantido constante, as quantidades termodinamicas calculdveis a partir de (5.1) escalam

espacialmente como
M) =[Q] =LP73, [S]=LP72 [A]=L"2 [p]=LP De+D=3) (5.11)

Portanto, temos o escalonamento M — aP—3M, 0 — OLD_3Q, S— aP28, A — a %A e
b — oP~Do+D=3)p Desta forma, obtemos que as dimensdes de escala sio M = Q =D — 3,
S=D-2,A=-2eb=(D—-1)w+(D-3).

Comparando (4.29) com (5.10) e substituindo as dimensdes de escala, determinamos

que
(D—-3M=(D-2)TS+(D—3)pQ—2VP+[(D—1)w+ (D—3)|Bb, (5.12)
€ a relacdo de Smarr para o buraco negro carregado ADS imerso em diferentes fluidos.

5.2 Termodinamica com G variavel em D dimensoes

Até aqui consideramos G constante. A partir de agora, iremos investigar os efeitos
obtidos quando G torna-se varidvel. A motivacdo para fazermos isso estd em recentes
tentativas de fazer tal termodinamica de buracos negros compativel com o principio hologréfico
e a conjecturada dualidade entre Teorias de Campos Conformes e gravitacdo no espago
Anti-de Sitter (correspondéncia AdS/CFT), conforme discutiremos abaixo. Isso introduzird
modificacOes na primeira lei da termodinamica. Para isso, vamos inicialmente propor uma
reincorpora¢do da constante gravitacional G na expressdo da primeira lei (4.22), o que de fato
ja foi feito nas quantidades termodinamicas (5.3)-(5.9). Substituindo estes resultados na (5.10)

obtemos e mantendo o escalonamento das grandezas M, Q e b conforme aparece na métrica
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(5.1), temos

d(GM) = SﬁﬂdA - 81%01/\+ VGd(VGQ) +Bd(Gb). (5.13)

Como préximo passo, vamos agora introduzir em nossa andlise uma nova varidvel
termodinamica crucial nessa nova abordagem de buracos negros. Recentemente, tem-se
argumentado que para que a correspondéncia AdS/CFT seja preservada com uma constante
cosmoldgica de anti-de Sitter varidvel, deve-se também variar os graus de liberdade da teoria
conforme relacionada (VISSER, 2021). Tais graus de liberdade sao usualmente determinados

pela chamada carga central C, que estd relacionada com a constante cosmoldgica A e com a

constante gravitacional G por (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021)

lD72
C=k
16nG’

(5.14)

onde k é uma constante que depende da especificidade do modelo hologrifico (KARCH;
ROBINSON, 2015; CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021); [ ¢ uma escala holografica
caracteristica em D dimensdes relacionada com a constante cosmolédgica pela relagdo (5.6).
Por esse motivo, para que se possa assumir uma variagdo de graus de liberdade de uma
teoria conforme, isto €, que uma carga central varie de maneira independente da constante
cosmoldgica, faz-se necessario assumir que a constante gravitacional G seja uma varidvel
termodinamica. Essa € principal motivacdo dessa andlise, que foi inicialmente proposta em
(CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021), e que aprofundaremos nesta dissertacdo através da
inclusdo do termo de Kiselev.

Partindo da hipétese de que G € varidvel, a equacao (5.13) nos conduz a

v |
MdG+GdM = %dA— - dA+300dG+9GdQ+BbdG+BGdb, (5.15)
que equivale a
K 1% 1 dG
M= A A B - B—M ) 1
dM = = dA— = dA+0dQ+ db+(2¢Q+b )G (5.16)

Para descrevermos a 1* lei da termodinamica com G varidvel em conexdo com o

principio hologréafico, precisamos encontrar a relacdo entre a variacdo de G com relagdo a
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pressdo e a carga central. Como C = C(P,G), podemos calcular a diferencial
dc 1[/adC aC
—=—=1(==| dP — | dG 5.17
e ~el(r), 7+ (36), 61
a partir da substituicéio de / dado em (5.6) na expressdo (5.14) obtemos C(P,G):

_ _~\1(D-2)/2
C k[(D 121(DD7ID/§)] G-D/2 p—(D-2)/2. (5.18)

Ao substituirmos (5.18) em (5.17) e calculando as derivadas, chegamos ao resultado

dG _ 2dC (D-2)dP

-7 5.1
G D C D P’ (5-19)
que ao ser substituido em (5.16), nos fornece
dM = TdS+¢dQ+Bdb
(D-2) 1 dP
PV — TS+ PV +— Bb—M || —
+ { D + —|—2¢Q+ P
2 1 dcC
— —|TS+PV+— Bb—M| —. 5.20
D[ + +2¢Q+ 1 C (5.20)

Note que também fazemos uma derivacdo por partes (pois G € varidvel) para expressarmos a
primeira lei em termos da entropia, ao invés da area, em (5.16). Neste ponto necessitamos da
relacdo de Smarr para o caso de G varidvel em D dimensdes. Ao introduzir G como uma varidvel
termodindmica, modificamos o escalonamento das grandezas de (5.1) em relacdo ao caso (4.18)
em que G € constante. Podemos considerar isso ao explicitar as poténcias em dimensao espacial
de tais quantidades.

De fato, adotando as dimensdes das quantidades de f(r) com [G] = L”~? (que realmente
¢ a escala de G num espaco-tempo arbitririo (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021)), as

dimensdes das demais grandezas em (5.1) tornam-se

M =L, [A]=LP2 [Al=L?% [Q|=LP 2 [p=rP- D1 (521)
Da (5.2) verifica-se explicitamente que M torna-se uma funcdo homogénea de grau s = —1.
Adotando

F(Xl,X2,X3,X4,X5) :M(A7A7Q7b7G)7 (522)
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podemos aplicar a (4.26) para escrever
o 'M(A,A,0,b,G) = M(aP2A, a7 2A, a P42, q® P11} oP~2G). (5.23)

Aplicando o teorema de Euler (4.29) em (5.23) obtemos

oM oM D—4 oM
oM oM

Substituindo os potenciais termodindmicos (5.4)-(5.9) em (5.24), encontramos

—M=(D-2)TS—2PV + (DT_4) 00+ [o(D—1)—1]bB+ (D—Z)G(;—A(;I. (5.25)

Para a determinacdo da variacdo da massa com relacdo a G, utilizamos a (5.16), que nos fornece

Substituindo esta expressao em (5.25), obtemos
(D—-3M=(D—-2)TS+(D—-3)¢Q—-2VP+[(D—1)w+ (D—3)|Bb, (5.26)

que é a relagio de Smarr em D dimensdes com G varidvel. E importante notar que, apesar
de incorporarmos a constante gravitacional G como uma variavel termodinamica, a relagao
(5.12) para o caso de G constante € preservada quando diferentes fluidos sdo incorporados a
métrica (ALFAIA; LOBO; BRITO, 2021; CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021). Isso pode ser
verificado pela simples comparagao entre (5.26) e (5.12).

Obtida a relagdo de Smarr, podemos retornar a expressao (5.20) e substituir 7'S obtida

de (5.26), o que nos conduz a
dM =TdS+¢dQ+Bdb+VydP+ udcC, (5.27)

em que Vy € definido como o novo volume termodindmico, dado por

_2M+(D—4)9Q0+2[0(D—1)—1]bB

%
N 2DP

(5.28)

2P(Vy—V)

c(D-2) (5.29)

‘LL:
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expressa o potencial quimico relacionado com a variagdo da carga central (ALFAIA; LOBO;
BRITO, 2021). Assim, a expressao (5.27) de dM € a primeira lei da termodinamica acrescida
com um potencial quimico e um novo volume Vy. Como esperado, recuperamos a primeira lei
da termodinamica (5.10) para G constante quando dG = 0, uma vez que dC e dP relacionam-se

pela (5.19).

5.3 Classificacao de buracos negros e a termodinamica estendida em D=4

Nesta secdo aplicaremos a termodindmica construida anteriormente a classificacdo de
um buraco negro de Kiselev. Faremos isto a partir dos parametros Vy e i, definidos em (5.29) e
(5.28): um buraco negro grande é definido por u < 0 (V > Vy), enquanto que um buraco negro

pequeno corresponde a 4 > 0 (V < Viy). Utilizaremos a métrica (5.1) para D = 4:

2GM  GQ* r*  Gb

f(r)=1 , 2 2 Potl (5.30)
A expressao (5.2) nos fornece a massa do buraco negro
ry Q2 VE’;_ b
M=— — 5.31
2G 2, T 2GP 23’ 63D
e a partir de (5.3), a temperatura
1|1 GQ@* 3r. 3Gbw
- | = 5.32
|, A T e (532)

Nas equagdes acima utilizamos que a area da esfera unitaria € 2, = 47 e a escala hologréfica
¢ dada por (5.7). A entropia (5.4), a pressdo (5.6), o potencial elétrico (5.5), o volume

termodinamico (5.8) e o potencial de Kiselev (quintesséncia) (5.9) serdo, respectivamente:

Amrd 1
(P = = V = +. B=———.
Zri“’

P : : 5.33
G 87GI2 re 3 (5.33)

Substituindo as quantidade termodinamicas (5.33) em (5.28) e (5.29), encontramos a
expressao para o novo volume termodinamico

T (RP+GOMP+r —3GPbar; o), (5.34)

Vy=—
N 31"+
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e da quantidade conjugada

(I*r% + GQ*1* - 3r% = 3GPPborr P * ). (5.35)

H=

Para que Vy seja interpretado como um volume deve-se ter Vy > 0. Desse modo,
a expressdo (5.34) serd positiva, por consisténcia, para b® < 0, o que coincide com o
requerimento para positividade da energia do fluido de Kiselev (lembre que invertemos o
sinal do parametro b em (5.1) em comparagdo a forma original da métrica (4.55)). No que
segue adotaremos os valores @ = —1/3,—2/3,—4/3. Cada um destes casos serd analisado
individualmente. Para esta discussdo, uma relacdo importante € a desigualdade isoperimétrica

reversa (KUBIZNAK; MANN; TEO, 2017, CVETIC et al.,, 2011; CONG; KUBIZNAK;

MANN, 2021) 1
{—(D_ 1)V1D1 > ( A )M (5.36)

Qp» Qp-»

que é valida para buracos negros pequenos (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021). Buracos
negros que ndo satisfazem a relagio (5.36) sdo chamados de super-entrépicos (KUBIZNAK;
MANN; TEO, 2017). Conforme mostrado na referéncia (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021),
buracos negros grandes do tipo AdS carregados pertencem a esta classe. Em nosso caso,
faremos uma andlise da relagcdo entre o tamanho do buraco negro e a desigualdade isoperimétrica
para o buraco negro de Kiselev classificado por diferentes valores de @ (diferentes fluidos).
Usaremos para isso a relagdo (5.35) como uma fungdo pu = u(ry). Em particular, a
desigualdade isoperimétrica reversa (5.36) para buracos negros de Kiselev pequenos é dada
por (AZREG-AINOU, 2015)

1> (—w)'/3. (5.37)

Passemos a discussdo de cada fluido considerado.
eCasow=—-1/3

A desigualdade isoperimétrica (5.37) € satisfeita. A relacdo entre o tamanho do buraco
negro e o sinal do potencial quimico pode ser obtido diretamente da (5.35). Uma vez que este
caso trata de um buraco negro pequeno, a (5.35) fornece o vinculo de que o raio do buraco negro

r+ satisfaz a desigualdade

12 GQ?
ri<g Q

(1+Gb)+\/1+Gb+121—2 , (5.38)
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que também satisfaz a desigualdade (5.36) para volume termodindmico Vy. O comportamento
do potencial quimico u(ry) para @ = —1/3 é representado pela linha pontilhada azul nas
figuras 5.0a e 5.0b para diferentes valores dos parametros Q, G, [ e b. Os eixos do gréfico
foram escritos em termos de varidveis adimensionais pela introdu¢do de um comprimento
caracteristico arbitrario /y. As regides de varidveis para buraco negro grande correspondem
a regido do grifico em que pu < 0. A partir do grafico, notamos que quando r, tende a zero

todos os fluidos apresentam o mesmo comportamento. No caso particular de @ = —1/3 nota-se

Figura 5.1 — Gréfico de p(r;) x ry em unidades do comprimento caracteristico .

(a) Curvas para Q = Géaz =1,1/ty="1.28, bﬁ(l)’s“’ = 1073 e parimetro
k=16mx.

0.010

Y224,
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0.000

| 12
r+ /0_1
(b) Curvas para Q = 0.05, Gly> = 1,1/0y =2,bt)® =10"" e

pardmetro k = 167. A curva continua em vermelho cresce
indefinidamente.
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a diminuic¢ao do potencial quimico com o aumento do tamanho do buraco negro (r cresce),
sendo que o buraco negro torna-se grande a partir do ponto em que y = 0. E partir desse ponto
o buraco negro torna-se super-entropico.
e Caso w = —2/3

Como no caso anterior, a desigualdade isoperimétrica (5.37) € satisfeita. Conforme
ilustrado nas figuras 5.0a e 5.0b pela linha tracejada em preto, este tipo de fluido possui
essencialmente o mesmo comportamento do caso anterior. Para @ = —2/3 o andlogo da
desigualdade (5.38) separando os valores positivos e negativos de i (r,) é bastante complicada.
No entanto, € simples verificar que teremos 4 < O para 4 muito grande, uma vez que nesse
limite o termo dominante em (5.35) € —Sri. Como antes, buracos negros grandes tornam-se

super-entropico neste limite. Este comportamento ocorrerd sempre que tivermos
-1<w<O0, (5.39)

preservando a relacdo entre o sinal do potencial quimico e o tamanho do buraco negro uma vez
que a desigualdade isoperimétrica sempre serd satisfeita.
e Caso w = —4/3

Neste caso, a desigualdade isoperimétrica (5.37) € violada, de modo que a classificacao
do tamanho do buraco negro pelo sinal do potencial quimico u ja ndo € vélida. Realmente,

aplicando a (5.35) para este valor de @ obtemos

2
Hire) = - (GO + 272 34 +4GbirY) . (5.40)
J’_

Esta funcdo estd representada nas figuras 5.0a e 5.0b pela linha continua em vermelho. Os
grificos mostram comportamentos diferentes para o sinal do potencial quimico. Enquanto que
no grafico 5.0a temos transi¢des entre regides com i > 0 e 4 < 0 nos pontos em que o grafico
corta o eixo horizontal, no grafico 5.0b o potencial quimico permanece positivo para todos os
valores de r,. Essa dependéncia do sinal de u com a escolha dos parametros mostra que o
potencial quimico ndo é adequado para classificar o tamanho do buraco negro de Kiselev para

esse tipo de fluido.
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5.4 Comportamento critico

Assim como na formulacdo original da quimica do buraco negro (KUBIZNAK; MANN;
TEO, 2017), € possivel implementar o estudo das transicdes de fase induzidas pela presenca
da carga central no buraco negro. Como na termodindmica usual, as quantidades criticas
sdo definidas pelos pontos de sela das fun¢des termodinamicas. Neste caso, tal funcio serd
a temperatura expressa como uma fun¢do 7 = T(r1,[,C). Para introduzir a dependéncia da

carga central C em (5.32), utilizamos a relacdo (5.14) paraD =4 e k = 167:

C= reh (5.41)

A relac@o acima juntamente com as condi¢des de ponto de sela

aT (r¢,l.,Ce)

=0 (5.42)
8r+
T (r.,1.,C.)
g Velore 5.43
a2 , (5.43)

permitem determinar os pontos criticos r, I, C. € T.. No que segue apresentamos dos valores
destas varidveis no ponto critico para cada um dos fluidos considerados na se¢do anterior.
e Casow=—-1/3

O raio, a temperatura, a carga central e a escala holografica no ponto critico sao

. VG |

o= (5.44)
6vG

I, = |1_GQb|; (5.45)
V6(1 —Gb)3/?

c = 5 4

g 187V GO (546)
3607

Observe que quando o acoplamento com os fluidos € retirada por meio da escolha b =0
obtemos o0 mesmo resultado da referéncia (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021) para o buraco
negro de Reissner-Nordstrom AdS, em que foi mostrada a universalidade da carga central
(dependéncia apenas com a carga Q do buraco negro). Por outro lado, vemos na equagao (5.47)

a dependéncia explicita da varidvel G. Isso pode indicar que na geometria de Kiselev ocorre
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a violacdo da universalidade da carga central apresentada em (CONG; KUBIZNAK; MANN,
2021).
e Caso w =—-2/3

Para este valor de @ temos as seguintes quantidade criticas:

r. = V6GQ; (5.48)

I, = 6VGO; (5.49)

C. = 360% (5.50)
V6 Gb

- Y- 5.51

187vV/GQ 2m 1)

Para este tipo de fluido os valores das varidveis (5.48)-(5.50) sdo exatamente as mesmas obtidas
em (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021), recuperando a universalidade da carga central.
Contudo, a temperatura critica (5.51) € modificada pela presenca do fluido. Este resultado é
andlogo ao encontrado na referéncia (JAWAD et al., 2020), em que o buraco negro de Kiselev
foi analisado na presenca do termo de Gauss-Bonnet.
e Caso w =—4/3

Nao € possivel encontrar uma solugdo analitica para esse tipo de fluido. Neste caso, as

varidveis termodindmicas no ponto critico sao

2./30272 4 2br]
I V230t + fe (5.52)
\/ O? +4br?

20%+3br
T. = ¢ 5.53
¢ 61 Q%r, + 4mbrd’ (5-53)
k(3Q% +2br2)?
C, = ¢ 5.54
¢ 4m(Q2+4br3)’ (5:54)
onde r, satisfaz a equacao

4Gb(r)° — (r$)* +6GQ* = 0. (5.55)

A universalidade da carga central € violada uma vez que r € sensivel a variagoes em G.
Finalizando este capitulo, apresentamos agora a discussdo sobre o comportamento
critico do buraco negro de Kiselev para os diferentes fluidos considerados acima. As transi¢oes

de fase podem ser melhor visualizadas através do grafico 5.2 da energia livre

F=M-TS (5.56)
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em funcdo da temperatura. Para construir o gréfico, utilizamos a dependéncia de M, T e S
em relacdo a varidvel r, conforme expresso nas equacoes (5.31) para a massa M, (5.32) para a
temperatura e a expressdo da entropia em (5.33). Os valores de G, Q e b sdo mantidos fixos. Em
particular, as constantes G e [ podem ser substituidas na expressao da energia livre por valores
fixos da carga central C e da pressdo. Para isso basta utilizar as equagdes (5.41) e a expressao

da pressao dada em (5.33), que permite escrever

1 /[24r
=—\/— 5.57
&tV PC (5-57)
Desse modo, para cada valor de r obtemos um ponto no plano F x T
O grifico 5.2 representa o comportamento critico correspondente ao fluido @ = —2/3

para trés valores distintos da carga central C '. Os eixos estio representados em termos de

grandezas adimensionais, escalonadas pelo comprimento fiducial [,

Figura 5.2 — Representagdo da energia livre em fun¢do da temperatura para o fluido @ = —2/3. Os
demais parametros foram fixados como b = 0,3, 0 =1,P=15e k= 167x. Os valores de C
estdo indicados na figura.

12+ |
101 |
8=, |
i o :
6 \ |
L eeaeaas C=36=C. 7
4+ | |
i C=100 |

I C=20 |
2+ “ |
L | | 1 L “ . | 7
0.1 0.2 0.3 o :

T/

A linha pontilhada azul descreve a curva critica que separa o plano F X T em duas
regides em que ocorrem ou ndo as transicoes de fase. De fato, o grifico da linha laranja

s6lida possui um comportamento tipico de uma transi¢do de fase de primeira ordem. O gréfico

! Para o = —1/3 o comportamento critico é similar ao da figura (5.2). O caso @ = —4/3 viola a
desigualdade isoperimétrica. Por essas razdes, apresentamos somente o grafico para @ = —2/3.
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tracejado em verde, abaixo da curva critica, possui um comportamento suave. Isso indica a

auséncia de transicdo de fase nessa regido.



53

6 CONCLUSAO

A proposta desta dissertacdo foi explorar a criticalidade de um buraco negro de
Kiselev em D dimensdes imerso em diferentes fluidos. Com base nos resultados apresentados
em (CONG; KUBIZNAK; MANN, 2021), analisamos o espago de fase estendido pela
introdu¢do de uma nova varidvel termodindmica: a constante newtoniana G. Mostramos que a
termodinamica nesse novo espaco de fase € compativel com o principio holografico.

Generalizamos a 1* lei da termodindmica definindo um volume Vy e um potencial
quimico u conjugado a carga central C. Para isso, deduzimos a relacdo de Smarr em D
dimensdes e verificamos a equivaléncia com o caso da termodinamica em que G € constante.
Este resultado remete a ideia de dualidade existente no principio holografico. Como aplicagao,
analisamos a termodinamica de Kiselev em 4 dimensdes para diferentes fluidos, caracterizados
pelos valores do pardmetro @ = —1/3,—2/3,—4/3. Avaliamos em cada caso a rela¢do entre o
sinal do potencial quimico e o tamanho do buraco negro, utilizando o vinculo estabelecido pela
desigualdade isoperimétrica reversa.

Quando a desigualdade isoperimétrica reversa € satisfeita, podemos classificar o
tamanho dos buracos negros de acordo com o sinal do potencial quimico: u < 0 para buracos
negros grandes, e i > 0 para buracos negros pequenos. Mostramos que essa classificacdo €
vdlida nos casos em que @ = —1/3,—2/3. Por outro lado, para @ = —4/3 a desigualdade
1soperimétrica € violada e a classificacdo nao € aplicavel. Neste caso, a variagdo do sinal do
potencial quimico no espago de fase torna-se diversificada.

Finalizando, analisamos o comportamento critico do buraco negro de Kiselev.
Verificamos que, de modo geral, a universalidade obtida em (CONG; KUBIZNAK; MANN,
2021) € violada devido a dependéncia de G no valor critico da carga central. A dependéncia
¢ introduzida pelo fluido que compde o buraco negro, sendo a universalidade recuperada para
o = —2/3. Através do grifico F x T, observamos que o espaco de fase é separado em duas
regides. Para valores C. < 360 o buraco negro de Kiselev possui um comportamento regular,

enquanto que para C, > 360Q” desenvolverd uma transicio de fase de 1* ordem.
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