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RESUMO

Evidências empíricas sugerem uma relação não linear entre algumas variáveis urbanas e o ta-
manho da população de uma cidade. Na verdade, os dados mostram lei de potência com um
expoente de escala bem característico e válido para diferentes sistemas urbanos. Introduzimos
algumas teorias sobre formações dessas relações de escala em cidades, além das proprieda-
des das leis de potências. Estudamos o modelo gravitacional de mobilidade urbana com dados
do movimento pendular brasileiro utilizando formalismo de redes complexas. Nossos resul-
tados consistem em uma nova relação de escala para o expoente de decaimento gravitacional
e comparação do mesmo expoente vindo de leis de potência da relação trabalhador-distância
das cidades. Nossa outra abordagem consiste no estudo das hierarquias urbanas da rede do
movimento pendular brasileiro geradas por um método chamado Stochastic Blocking Model
(SBM). Nessas hierarquias, estudamos as distribuições de recursos artificiais e a distribuição do
expoente dos indicadores urbanos, bem como a estrutura das comunidades formadas por métri-
cas de redes complexas. Por fim, estudamos a distribuição de recursos reais distribuídos pela
União aos demais entes federativos chamado Fundo de Participação dos Municípios (FPM).
Propomos também novos critérios para as distribuições de recursos tendo em vista parâmetros
socioeconômicos dos municípios, analisando a renda per capita e coeficiente de Gini.

Palavras-chave: Leis de escalas urbana, redes complexas, hierarquias urbanas



ABSTRACT

Empirical evidence suggests a non-linear relationship between some urban variables and the
size of cities (population). The data show a power law with a very characteristic and valid scale
exponent for different urban systems. We introduce some theories about the formation of these
scaling relations in cities, in addition to the properties of power laws. We study the gravitatio-
nal model of urban mobility with data from the Brazilian commuting movement using complex
network formalism, our results consist of a new scaling relationship for the gravitational decay
exponent and a comparison of the same exponent coming from power laws of the worker-
distance relationship of the cities. Our other approach consists in the study of urban hierarchies
of the Brazilian commuting movement network generated by a method called Stochastic Bloc-
king Model (SBM). In these hierarchies, we study the distribution of artificial resources and the
distribution of the exponent of urban indicators, as well as the structure of communities formed
by metrics of complex networks. Finally, we study the distribution of real resources distributed
by the Nation to the other federative entities called the Fundo de Participação dos Municípios
(FPM), we also propose new criteria for the distribution of resources given the socio-economic
parameters of the municipalities, analyzing the per capita income and Gini Coefficient

Keywords: Urban scaling laws, complex networks, urban hierarquies
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1 INTRODUÇÃO

As cidades são os centros da economia, produção, conhecimento, trabalho e desenvol-

vimento pessoal; elas proporcionam os mecanismo para interação social e a colaboração, em

consequência, para a inovação e produção de riquezas. Por outro lado, também são os centros de

crimes, poluição, pobreza e doenças (OLIVEIRA; MENEZES, 2017; WEST, 2017). O tamanho

da população ressalta uma das mais importantes métricas para os indicadores socioeconômicos

e a análise das variações dessa e de outras métricas urbanas constitui a área de estudo chamada

urban scaling (escalonamento urbano) (LOBO et al., 2013). Rybski et al. constata que as dis-

cussões dessa área são tratadas em três diferentes tópicos: alometria urbana, economia urbana e

morfologia urbana; todas tratadas com ferramentas da ciência da complexabilidade (RYBSKI;

ARCAUTE; BATTY, 2019).

Nesta perspectiva, as cidades podem ser observadas como sistemas complexos adaptati-

vos que manifestam suas características emergentes por diferentes escalas espaciais e temporais

(LOBO et al., 2013). Buscamos na ciência da complexabilidade as ferramentas necessárias para

investigar esses fenômenos emergentes, em especial, as redes complexas. Veremos ao longo do

trabalho, como elas possuem a capacidade de relacionar as interações do meio urbano.

As cidades surgiram espontaneamente em diversos locais do mundo: Mesopotâmia, Ín-

dia, Egito, América Central e Peru. As mais antigas conhecidas foram localizadas na Macedônia

e no Vale do Indo (4000 a.C.), mais tarde no Egito (3100 a.C), na China por volta de 2500 a.C.,

além das pré-colombianas (1500 a.C.). Algumas teorias apontam que o surgimento das cidades

está centrado em duas atividades comuns em todas as civilizações: agricultura e guerra (RE-

ADER, 2004). Ambos itens então centrados na ideia da interação humana e no agrupamento

como forma de sobrevivência, como bem sintetiza Reader em seu livro Cities,

a teoria é simples: depois que a agricultura se tornou um modo de vida viável e
as pessoas começaram a viver em comunidades estabelecidas, algumas inevi-
tavelmente se tornariam mais ricas do que outras. Agricultores bem-sucedidos
se reuniram e construíram compostos defensivos como proteção contra vizi-
nhos potencialmente agressivos; isso, por sua vez, levou a novas formas de
organizar a sociedade. (READER, 2004)

Vemos que a natureza das cidades está nos habitantes e suas organizações sociais. Elas

têm sido descritas como "as manifestações físicas das interações das pessoas e da agregação

e agrupamento de indivíduos", (WEST, 2017); "um meio para coordenarmos um número de

ações e decisões pessoais e aparentemente caóticas" (NETTO, 2020) e ainda como "pessoas
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com diferentes habilidades, experiências e ocupações interagindo para construí-lá." (SUGAR,

2019). Nesse sentido, vemos que as cidades são a própria conexão entre as pessoas e o compar-

tilhamento da infraestrutura para o desenvolvimento pessoal.

1.1 Estrutura da dissertação

Discutimos as leis de escala para sistemas urbanos no capítulo 2, bem como uma breve

introdução a algumas teorias sobre o escalonamento urbano. O capítulo 3 trata-se de uma revi-

são de literatura sobre redes complexas, onde introduzimos o ferramental teórico utilizado no

trabalho, como as métricas de redes complexas e o algoritmo Stochasitc Blocking Model (SBM)

para o estudo de hierarquias em redes. No capítulo 4, introduzimos o modelo gravitacional de

mobilidade urbana, onde estudamos o movimento pendular brasileiro por meio de redes com-

plexas utilizando fitness model. No capítulo 5, utilizamos o SBM para geração das hierarquias

urbanas na rede do movimento pendular, estudamos alguns fatores socieconômicos gerados por

essas hierarquias, como a distribuições de expoente de escala do PIB e a distribuições de re-

cursos artificiais nas hierarquias formadas. Realizamos estudo de distribuição de recursos nas

hierarquias reais utilizando o Fundo de Participação dos Municípios, reformulando-o por meio

da introdução de critérios que levam em conta fatores socieconômicos de acordo com as leis de

escala em cidades.
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2 CIÊNCIAS DAS CIDADES

Bettencourt descreve as redes complexas como uma ferramenta teórica capaz de mode-

lar distintos fenômenos urbanos e, portanto, as interações humanas (BETTENCOURT, 2019).

Ele as aborda por três estruturas hierárquicas diferentes (Figura(2.1)). A primeira e mais fun-

damental, é representada pelas redes de interação socioeconômicas. Bettencourt argumenta que

estas interações antecedem a infraestrutura e a espacial, pois a relações pessoal, em primeira

instância, busca o desenvolvimento da infraestrutura, sendo historicamente observado em ci-

dades em desenvolvimento (READER, 2004), além de nos permitir compreender os chamados

efeitos de redes. Estes efeitos mostram que as propriedades das cidades, não estão relacionadas

ao tamanho da população ou à distribuição espacial, mas sim pela conexão entre os elementos,

que são empiricamente uma função superlinear do número de indivíduos conectados (BETTEN-

COURT, 2013; BETTENCOURT, 2010).

Em segundo estão as redes de infraestrutura, elas expressam a topologia e os padrões

das organizações sociais, permitindo que as atividades se materializam de forma reconhecível

e acessível (NETTO, 2018). Podemos diferenciar dois tipos de espaço interconectado: os lo-

cais (praças, lugares públicos) e as rede de acesso (ruas, fibra óptica, cabo telefônicos, dentre

outros). A interação entre as duas, socioeconômica e de infraestrutura, nos permite analisar e

compreender as deficiências de ambas e, portanto, diagnostica-las quando não estão bem otimi-

zadas (JACOBS, 1962; BETTENCOURT, 2019; WEST, 2017).

A terceira estrutura de rede são as interurbanas, trata-se de observar as cidades como

um fluxo; objetos não isolados que também interagem entre sí, similarmente observado pela

primeira lei da geografia:
todas as coisas estão relacionadas com todas as outras, mas coisas próximas
estão mais relacionadas do que coisas distantes (MILLER, 2004).

Trataremos de estruturas de redes semelhantes quando estudarmos o movimento pendular de

brasileiros, que consiste em trabalhadores que exercem suas profissões em cidades diferentes

das que residem.

2.1 Leis de escala em cidades

Apesar das cidades serem um fenômeno unicamente humano, as manifestações de seus

padrões não são únicos na natureza (SUGAR, 2019). Os sistemas urbanos, assim como diver-

sos outros eventos no universo, podem ser classificados como sistemas complexos (BATTY,
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Figura 2.1 – As redes podem ser agrupadas em termos das camadas de interação. Primeiramente temos as
redes socioeconômicas. A segunda camada das redes são as de infraestrutura, elas mediam
os serviços urbanos, mobilidade urbana, estrutura e espaços. A terceira camada de redes são
as cidades que estão conectadas entre sí, sobre um fluxo de pessoas, recursos e informação.

Fonte: (BETTENCOURT, 2019)

2009) e apresentam diversas características em comum: são problemas de muitos-corpos, pa-

drões emergentes e auto-organização (PORTUGALI, 1997), alguns possuem dinâmica caótica,

além de muitas outras (JACOBS, 1962). Em Fractal Cities, Batty e Longley investigam a distri-

buição de objetos fractais para estudar diversos aspectos da morfologia urbana (BATTY, 1994),

geometrias semelhantes são encontrados em diversos sistemas como as ramificações dos canais

vasculares em sistemas nervosos (BATTY, 1994), ramificação das árvores (ZEIDE; PFEIFER,

1991), canais fluviais (BATTY, 1994), distribuição de matéria no universo (IOVANE, 1992).

Análogo a economia de energia por célula em biologia (Lei de Kleiber) (KLEIBER, 1932) ,

as cidades também possuem certas otimizações de escala: cidades maiores gastam menos por

habitante com infraestrutura em relação às menores (BETTENCOURT, 2010). Todos esses pro-

cessos formam um conjunto de mecanismos que justificam a existências das cidades e formam

uma base para compreendermos esse fenômeno. Nas palavras de Jane Jacobs:

As cidades são um imenso laboratório de tentativa e erro, fracasso e sucesso,
em termos de construção e desenho urbano. É nesse laboratório que o pla-
nejamento urbano deveria aprender, elaborar e testar suas teorias (JACOBS,
1962).
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As escalas estão associadas com as magnitudes das grandezas em que um fenômeno é

descrito, elas retratam as relações entre propriedades macroscópicas de um dado sistema e seu

tamanho (BARENBLAT, 2003). Leis de escala são relações do tipo

y = Axa , (2.1)

onde A e a são constantes, x e y as variáveis. Essas relações são frequentemente observadas em

diversas áreas das ciências, como biologia, economia e engenharia. As leis de escala apresen-

tam um caráter especial, pois revelam uma propriedade importante dos fenômenos associados:

autossimilaridade (BARENBLAT, 2003). A "autossimilaridade" significa que o fenômeno é o

mesmo em qualquer escala de tempo e/ou espaço e apresenta uma geometria fractal (BAREN-

BLAT, 2003; KOMULAINEN, 2004). Como veremos ao longo do trabalho, as leis de potência,

quando relacionadas à distribuição espacial das variáveis em questão, possuem ligação direta

com as dimensões fractais (Figura (2.2)) (KOMULAINEN, 2004).

Figura 2.2 – Auto-organização é uma característica fundamental de sistemas complexos. Os indivíduos
que compõem esse sistema interagem entre sí, sem o intermédio de um controle central e são
observados fenômenos emergentes. Estas emergências são observadas em qualquer escala,
causando efeito de autossimilaridade. Toda geometria desses sistemas se comporta como
fractais e possui leis de potência associadas.

Fonte: Modificado de (KOMULAINEN, 2004)

A Figura (2.3) mostra a relação da massa corpórea dos animais homeotermos com a sua

taxa metabólica, conhecida como Lei de Kleiber (KLEIBER, 1932). O gráfico nos fornece uma

lei de potência do tipo

B ⇠ Mb , (2.2)

onde B é a taxa metabólica, M a massa corpórea e b o expoente de escala. O b reflete qual a

geometria do problema, ou seja, como o sistema circulatório está distribuído em uma rede de

distribuição hierárquica de padrão fractal (SUGAR, 2019; BARENBLAT, 2003). Experimentos
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mostram que para a maioria dos animais vasculares temos b = 3/4. O fato de b < 1 reflete um

caráter sublinear, isto é, quanto maior a massa corpórea, menor o consumo energético por célula,

representando uma economia de escala.

Figura 2.3 – Metabolismo em função da massa corpórea para diferentes tipos de homeotermos.

Fonte: (WEST, 2017)

Em sistemas urbanos também encontramos relações matemáticas semelhantes

Y (t) = N0(t)Nb , (2.3)

onde Y é um certo indicador urbano, N0(t) uma constante de normalização temporal, N o ta-

manho da população e b o expoente de escala urbano. Na literatura encontramos diferentes

comportamento para b , geralmente para variáveis urbanas de infraestrutura temos b < 1 (subli-

near), necessidades individuais b ⇡ 1 (linear) e b > 1 (superlinear) variáveis socioeconômicas

(BETTENCOURT, 2013). A Figura 2.4 mostra alguns exemplos de indicadores urbano para o

brasil
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Figura 2.4 – Indicadores urbanos em função do tamanho da população para diferentes tipos de variáveis.

Fonte: produção do autor
Dados: Censo IBGE 2010

A Figura (2.5) mostra alguns outros exemplos de expoentes de escala para esses três

tipos de casos para as cidades brasileiras, e suas respectivas regiões de escala esperada.

Figura 2.5 – Valores de alguns expoente de escala para as cidades brasileiras calculado por meio do
método de Mínimos Quadrados Ordinários (MMQ).

Fonte: produção do autor
Dados Censo IBGE 2010

Outra relação de escala observada em cidades é a Lei de Zipf (SOO, 2005), ela indica

que a maior cidade, em termos populacionais, é duas vezes maior que a segunda, três vezes

maior que a terceira, e assim por diante. Matematicamente, indica uma lei de potência com o

tamanho populacional de acordo com a Equação (2.4)

p(n) = n�a , (2.4)
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onde n é o n-ésima população de uma cidade, p(n) a probabilidade acumulada. A Literatura

nos mostra um a = 2 para este caso (NEWMAN, 2004). Na Figura (2.6) podemos observar a

Lei de Zipf para das cidades brasileiras.

Figura 2.6 – Log da população em função do rank das cidades brasileiras.

Fonte: produção do autor
Dados: Censo IBGE 2010

2.2 Modelagem de sistemas urbanos

Existem diversos modelos matemáticos para diferentes tipos de métricas urbanas. Temos

discussões cujo foco são explicações e desdobramentos das leis de escalas dos indicadores

urbanos, crescimento populacional e espacial, topologia urbana, leis de escala e meio ambiente,

geração de riquezas e produtividade, dentre muitas outras.

2.2.1 Modelo de escala urbana distance-dependent interactions

Ribeiro et al. propuseram uma explicação para relações de escala baseada nas proprie-

dades fractais das cidades e a interação da população que possuem certos estímulos para a troca

de informações e recursos (RIBEIRO et al., 2017), resultando em leis de potências para indi-

cadores sociais e de infraestrutura. Estes estímulos (stimulus) foram formalizados em termo

de uma função de interação entre os indivíduos i e j, separados por uma distância ri j, dado

por f (ri j), que decai com um expoente g . Eles mostraram resultados empíricos para b para

diferentes cidades ao redor do mundo com modelagem baseados em agentes.
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2.2.2 Modelo Origins of Scaling in Cities

No artigo The Origins of Scale in Cities, (BETTENCOURT, 2013) propõe um modelo

para explicar as formações das relações de escala em cidades por meio de um modelo de rede,

tanto para variáveis socioeconômicas quanto para infraestrutura. A do primeiro tipo, são descri-

tas por meio de um grafo p(k)Fi j, onde i e j são indivíduos em uma probabilidade de interação

p(k) do tipo k e Fi j é uma rede social. O valor do indicador urbano é

Y = Â
i, j;k

gk p(k)Fi j (2.5)

onde gk é a força de interação entre duas ligações de tipo k no grafo.

Cada indivíduo possui uma área de interação a0, um caminho de comprimento l na rede,

sobre uma área pública An. A média de interação entre os indivíduos são

Īi,k = p(k)a0`
N
An

(2.6)

onde N é o tamanho da população e as interações Ii,k = Â j Fk
i j, portanto podemos escrever o

indicador urbano como

Y = Â
k

p(k)g(k)
a0`

An
N (2.7)

Somente essas variáveis são capazes de explicar o comportamento socieconômico, en-

contrando valores próximos para o expoente de escala b . Para as variáveis de infraestrutura,

Bettencourt considera o comportamento fractal das cidades. Na literatura, há várias modela-

gens para o estudo dessa teoria, como modelagem baseadas em agentes (MIRANDA, 2015) e

modelagem termodinâmica de cidade (SUGAR, 2019).

2.2.3 Análise de geometria fractal

Um engenhoso modelo de crescimento de cidade foi desenvolvido por Batty e Longley,

chamada Diffusion-Limited Agregattion (DLA), baseado no problema de difusão bi-dimensional

(BATTY, 1994). A fonte de difusão é modelada em um círculo onde as partículas são lançadas

uma de cada vez, sobre influência de um certo potencial, inciando um caminho aleatório com 4

sentidos possíveis. Com analogia, as partículas geralmente modelam a densidade de população

e os potenciais mensuram o campo de interação urbano. Essa abordagem é capaz de explicar
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vários fatores geométricos e temporais das cidades. As análises de geometrias fractais vem

sendo utilizado para modelos livres-de-escala e análises de escala, sendo bastante explorado em

ciências de cidade (CHEN, 2020; BENGUIGUI et al., 2000).

2.2.4 Leis de escala e meio ambiente

Urban Kaya Relation são um conjunto de leis de escala que relacionam a produtividade

das cidade, a energia consumida e a emissão de CO2. As emissões de C02 escalam com o

tamanho da população e estão associadas a relação do PIB com o tamanho da população, a

energia relacionada com o PIB e a emissão com a energia (GUDIPUDI et al., 2019) conforme

descrito pelas equações

C ⇠ Nf , (2.8)

G ⇠ Nb , (2.9)

E ⇠ Ga , (2.10)

C ⇠ Eg , (2.11)

(2.12)

a Figura 2.7 mostra as relações para o estado de São Paulo.

Figura 2.7 – Relações de Kaya para o estado de São Paulo

Fonte:IBGE, SEEG ECO, Dados Energéticos São Paulo

Os modelos citados anteriormente são somente alguns exemplos de como é possível

fundamentar e compreender os sistemas urbanos de uma maneira que seja possível prever como
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as mudanças nas organizações sociais e o funcionamento das diversas estruturas das cidades

podem ser relevantes na vida prática.
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3 REDES COMPLEXAS

O estudo de redes complexas teve início com o desenvolvimento da teoria de grafos, ini-

ciada por Leonard Euler ao resolver um famoso problema chamado "as 7 pontes de Königsberg"

em 1736 (ZHANG, 2013). A questão consistia de um rio que passava pela cidade e dividia em

quatro partes, havendo 7 pontes interligando-as (Figura 3.1). A dúvida levantada, era se poderia

visitar todas as regiões, passando somente uma só vez por cada ponte. Engenhosamente, Euler

simplificou o problema introduzindo símbolos matemáticos representando os locais e as pontes,

que consistia nada mais de vértices e arestas, respectivamente. Rigorosamente, Euler provou

que o caminho não poderia ser feito, publicando seus resultados na Academia de Ciências de

São Petersburgo.

Figura 3.1 – A esquerda a representação da região de Königsberg, a direita simplificação do problema
em forma de um grafo

Fonte: (QUEIROZ, 2006)

Nos anos subsequentes foram desenvolvidos diversos avanços na teoria de grafos, como

os estudos de ciclos em polihedros por Kirkman e os grafos Hamiltonianos de Willian Hamilton

(ZHANG, 2013). Porém, somente no século XX quando se deu a percepção que os grafos eram

uma ferramenta ideal para a descrição dos chamados sistemas complexos (GLERIA; SILVA,

2004).

Os conceitos básicos por trás dos sistemas complexos são a emergência e a auto-organização.

Como são sistemas compostos por um grande número de componentes, sem nenhum controle

externo, isto é, não existe algo que possua a informação dos componentes a todo instante, as

próprias partículas se auto-organizam por meio das próprias interações resultando em estruturas

complexas denominadas padrões emergentes.
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A complexidade é encontrada em diversos fenômenos: nas interações sociais, no trânsito

urbano, colônias de inseto, na dinâmica climática, em diversos sistemas físicos e biológicos

(TOVOLLI, 2015). É uma área que vem ganhando destaque desde o inicio do século XXI. Em

2021, o Prêmio Nobel de física foi dedicado à área: Sykuro Manabe, Klauss Hasselmann (física

climática) e Giorgio Parisi (materiais complexos e desordenados).

Em vista disso, os sistemas complexos podem ser conceituados como redes, modelando

as entidades e suas interações, formando assim as redes complexas. Veremos os principais

conceitos na descrição matemática dessas redes.

3.1 Teoria de Grafos

Um grafo G(V,E) é um objeto matemático composto por uma coleção de vértices (V =

{1,2, ...,N}) com N elementos conectados a E arestas representado por (E = {e1,e2, ...,eN}).

Considerando i e j comi vértices de G(V,N), podemos dizer que e = hu,vi é adjacente, caso

i, j 2 E. Podemos definir uma matriz adjacente de acordo com Equação 3.1 que estabelece se

um elemento está conectado com outro

Ai j =

8
<

:
1 se (i, j) 2 E ,

0 se (i, j) /2 E .
(3.1)

As arestas também podem estar associadas à uma matriz de peso Wi j compostas por

valores reais, onde

Wi j =

8
<

:
peso da conexão entre (i, j) 2 E ,

0 se (i, j) /2 E .
(3.2)

Para ambos os casos, podemos ter arestas direcionadas ou não direcionadas. A figura

3.2 mostra as combinações possíveis das matriz adjacentes com o direcionamento das arestas.
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Figura 3.2 – Os nós são representados por bolas coloridas e os vértices por segmento de reta. As redes
podem ser direcionadas ou não-direcionadas. A rede pode possuir uma matriz Ai j adjacente
ou estar associada a uma matriz Wi j.

Fonte: produção do autor

É importante a identificação da natureza das arestas na rede, pois a maioria das métricas

só fazem sentido em determinado tipo. Enquanto que algumas propriedades só existem para um,

algumas são de fáceis generalização, outras nem tanto, no geral, redes direcionadas necessitam

de um tratamento mais rigoroso.

3.1.1 Caminho estatístico

Definimos a distância ` entre um nó i e j considerando que não há nenhum comprimento

menor que ` entre i e j para redes direcionadas e não direcionadas. Caso i e j não sejam

conectados, dizemos que ` ! •. É definido o caminho mínimo médio h`i, correspondente a

uma medida global sobre a rede, como a média de todos os mínimos caminhos, `i j, sobre todos

pares de vértices

h`i= 1
N(N +1)

N

Â
i� j

`i j. (3.3)

Medidas de distância em redes também são usados para mostrar alguns indicadores da

importância de um vértice na rede, por exemplo, a medida de excentricidade de um vértice i

indica o quão distante está o vértice mais longe de i. O raio de uma rede indica o mínimo entre

todas as excentricidade, enquanto que o diâmetro fornece a distância máxima entre dois vértices

(STEEN, 2010).
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3.1.2 Grau

O grau k de um nó i mede a quantidade de ligação do nó, caso a rede for dirigida

contabiliza um grau de saída (kout,i) e grau de entrada (kin,i). Em termos da matriz adjacente

teremos

kin,i =
N

Â
j=1

Ai j, (3.4)

kout,i =
N

Â
j=1

Ai j, (3.5)

o grau médio de uma rede não-direcionada é

hki= 1
N

N

Â
i=1

Ki. (3.6)

A figura 3.3 mostra o grau de um nó i para arestas direcionadas e não-direcionadas.

Figura 3.3 – À esquerda temos um nó ki = 3 de uma rede não direcionada, à direita uma rede direcionada,
e o nó em destaque com grau kin,i = 2 e kout,i = 1

Fonte: produção do autor

A distribuição de grau P(k) de uma rede é a probabilidade de um nó escolhido aleatori-

amente possuir grau k é

P(k) =
Nk

N
. (3.7)
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Posteriormente veremos como a natureza da redes pode ser caracterizado pela distribui-

ção de probabilidade de grau.

3.2 Redes Aleatórias

Os modelos de redes aleatórias iniciou-se com os trabalhos de Rapoport (RAPOPORT,

1957), Erdós e Renyi (ERDOS, 1960). Esses artigos continham a primeira tentativa de modela-

gem de redes reais, apesar de ser um modelo simplificado, é de grande valia para alguns aspectos

estatísticos de redes, como os grafos nulos para formação de comunidades, redes de pequeno-

mundo e historicamente possuem uma grande papel no desenvolvimento de redes complexas.

Dado um grafo G(N, p), onde N é o número de vértice e p a probabilidade de conectar

quaisquer dois nós no grafo, sendo 0  p  1. Como os números de arestas é dado por
�N

p
�
, a

distribuição de grau segue uma Distribuição Binomial

p(k) =
N!

k!(N � k)!
pk(1� p)N�k. (3.8)

Quando hki ⌧ N, podemos aproximar para uma Distribuição de Poisson

p(k) = ehki
hkik

k!
. (3.9)

A Figura mostra redes aleatórias para um mesmo número de vértice, variando a proba-

bilidade p. Veja que para p = 1, todos os nós ligados entre si.

Figura 3.4 – Três redes de Erdos-Renyi com N = 5, para três tipos diferentes de probabilidade. Observe
que para p = 1 todos os nós estão conectados com todos os demais.

Fonte: produção do autor

O grande empecilho do modelo de redes aleatórias na descrição de redes reais é a forma

na homogeneidade das conexões. Barabasi e Albert (BARABÁSI; ALBERT, 1999) mostram
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que as conexões em redes reais não são aleatórias, nós com grande conectividade tende a criar

ainda mais conexões do que os demais, levando ao chamado preferential attachment.

3.3 Redes de pequeno-mundo

Em 1969 Milgram e Travers realizaram um experimento para investigar as redes sociais

no intuito observar com quantas amizades estamos separados de qualquer pessoal ao redor

do mundo (TRAVERS; MILGRAM, 1977). O experimento consistia em enviar uma carta da

Nebraska para um corretor do outro lado do país, em Boston. Milgram recrutou pessoas que não

possuíam nenhum tipo de vínculo social com o corretor, e a mensagem era repassada somente

para amigos ou conhecidos próximos que o indivíduo julgava ter ligações com Boston. Os

resultados foram certas correntes de amigos ligando as pessoas de Nebraska ao corretor, a média

de amigos que compunha essa corrente era aproximadamente 6 pessoas. Posteriormente, esse

efeito viria a ser chamado de "seis grau de separação", a ideia é que qualquer pessoa no mundo

estão separadas socialmente, em média, por 6 contatos.

Mais tarde, em 1998, Watts e Strogatz, com um formalismo matemático, observaram que

algumas redes reais possuíam comportamento de "pequeno-mundo" (WATTS; STROGATZ,

1998), porém somente com o desenvolvimento das redes livres de escala por Barabasi e Albert

é que deu um parecer sobre essa propriedade, sobretudo com a caracterização dos chamados

"hubs", que nada mais são nós que possuem relativamente um grau maior do que o restante da

rede, algo que não estava presentes nas redes aleatórias. Os "hubs" possuem a capacidade de

"encurtar" as distância entre os nós da rede.

3.4 Redes livres de escala

Após a leitura dos artigos de Wattz e Strogatz, o físico Albert Barabási, enviou um e-

mail para Watts, requisitando os dados usados no artigo, no qual teve seu pedido concebido.

Um ano depois, Barabási e Reka Albert publicaram um artigo na Science que iria mudar os

estudos de redes complexas enormemente (BARABÁSI; ALBERT, 1999). O que Watts e Stro-

gattz não haviam estudado era a distribuição de grau de uma rede de pequeno-mundo. Muitas

distribuições de redes seguem uma distribuição normal, no qual possui um formato descrito no

Figura (3.5). Apesar das redes aleatórias seguirem uma distribuição de Poisson como vimos na
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Seção (3.2), elas são bem semelhantes as distribuições gaussiana e podem ter suas distribuições

generalizadas pelo Teorema do Limite Central.

Figura 3.5 – Formato da distribuição normal gaussiana ou normal.

Fonte: produção do autor

Em redes de pequeno-mundo, a distribuição de grau para todos os nós segue uma distri-

buição de lei de potência, conforme a Figura (3.6). Começando pelo máximo valor, seguindo

por um rápido declínio como uma cauda-longa (long-tail), e por não ter um pico como as gaus-

sianas, a cauda-longa se estende continuamente, sem nenhuma escala característica, em razão

disso, essas distribuições são chamadas de livre de escala (scale-free). Essas propriedades são

discutidas matematicamente no Apêndice (A).

Figura 3.6 – Comportamento de uma distribuição de lei de potência.

Fonte: produção do autor

Portanto, a distribuição de grau de redes livres de escala é dado pela equação (3.10)

P(k)⇠ k�g , (3.10)
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onde k é grau de um nó escolhido aleatoriamente e g o expoente da lei de potência. A Figura

3.7 mostra a distribuição de grau da rede de movimento pendular. Estudaremos-a nos próximos

capítulos.

Figura 3.7 – Distribuição de grau (k) para a rede do movimento pendular brasileira (g = 2.87).

Fonte: produção do autor

3.5 Métricas de redes

3.5.1 Centralidade

Nesta seção iremos descrever as métricas de centralidades, elas indicam o quão "impor-

tante" é um nó em uma dada rede. Iremos introduzir diferentes tipos de métricas de centralidade.

Centralidade de grau

A centralidade de grau kc,i de um certo nó é definida por

kc,i =
ki

N �1
, (3.11)

onde ki é o grau do nó e N é o número total de vértice na rede. A variância da centralidade de

é chamada de "centralidade da rede". Como ilustrado na Figura 3.8, redes que possui uma alta

centralidade contém poucos vértices com um número elevado de grau, enquanto para redes de

baixa centralidade os vértices tende a possuir graus semelhantes.
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Figura 3.8 – Uma centralidade de rede alta significa que poucos nós possuem um grau maior em compa-
ração aos outros. Se a rede possui baixa centralização, todos os graus de centralidade são
mais similares.

Fonte: produção do autor

Centralidade Recursiva

A centralidade recursiva utiliza a "importância" dos vizinhos de um vértice i para com-

putar a "importância" do vértice i, porém a importância dos vizinhos também depende de i, isso

irá originar um problema recursivo. Para formalizar essa ideia, iremos chamar de xi, um número

real, que captura a "importância" do vértice i para uma rede não direcionada

xi =
N

Â
j=1

Ai jx j, (3.12)

onde Ai j são os elementos da matriz adjacente. Para calcular xi preciso saber a importância de

cada vértice da rede, para isso iremos utilizar um processo iterativo.

I. Computar a importância com um vetor x(0) = (x1(0), ...,xn(0)), inicialmente computa-

mos uma certa importância para cada vértice da rede.

II. Calcular x(1) = Ax(0), utilizando a equação (3.12), onde A é uma matriz.

III. Calcular para t passos onde x(t) = Atx(0)

Esse processo é conhecido como interação de Gauss-Jacobi, a convergência do método

é garantida, se e somente se, max{|ki|}< 1, onde

Ax = k1x (3.13)

sendo k1 o maior autovalor associado à A
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Centralidade de Katz

Caso a rede seja direcionada e sem peso, a importância de um vértice i pode ser men-

surada pelo número de vértices que apontam para i. Há dois problemas nessa abordagem. O

primeiro é que os vértices sem graus de entradas (kin) não possuem importância, o segundo é o

cálculo da importância para vértices que possuem mais de uma entrada.

Para resolver o primeiro problema, iremos assumir que cada vértice da rede possui uma

importância mínima intrínseca b , já o segundo problema, pode ser resolvido ao introduzir uma

constante a que irá determinar a relação da importância estrutural da rede determinada pelo b

e a importância individual dada pelo somatório de x j, teremos assim

xi = a
N

Â
j=1

a jix j +b . (3.14)

A equação (3.14) é conhecida como centralidade de Katz, definida em 1953 por Leo

Katz em estudos de redes sociais (KATZ, 1953).

Geralmente definimos b = 1 e precisamos determinar um valor de a . Caso a seja muito

grande, o processo iterativo diverge, já para a muito pequeno, centralidade será determinada

por b . A condição de convergência será dada por

a <
1
k1

, (3.15)

onde k1 é o maior auto-valor associado a A.

Centralidade de PageRank

Existem alguns desvantagens no uso da Centralidade de Katz, uma delas é que os vérti-

ces de uma rede estão conferindo a importância igualmente aos seus vizinhos, em outras pala-

vras, a importância de vértice é contabilizada somente pelo número de vizinhos não se contabi-

lizando pelo kout . A Centralidade de PageRank consegue englobar a importância proporcional

ao grau de saída do vizinho, resultando em

x j = a
N

Â
j=1

a ji
x j

kout, j
+b (3.16)

onde b = (1�a)/N
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3.6 Comunidades

Não há uma definição precisa para comunidades em redes complexas, a mais conhecida

é dada por Newman e Girvan: são conjunto de vértice que possuem um número de conexão

entre sí, relativamente maiores, do que o restante da rede como exemplificado na Figura 3.9.

Figura 3.9 – Exemplo de comunidades formadas em uma rede não-direcionada

Fonte: produção do autor

As comunidades formam um conceito importante para o estudo de grafos e existem

diversos esforços para buscar algoritmo que às descreva, como veremos nos próximos tópicos.

Coeficiente de Agrupamento

Suponha uma rede social onde nós são indivíduos e as arestas são as amizades entre eles.

Suponha a rede social como a Figura 3.10, onde os vértices representam pessoas e as arestas

amizades. Se dois amigos A e B, possuem um amigo em comum C, então temos alta probabili-

dade de A e B também serem amigos, quanto maior o número de amigos em comum entre A e

B, maior é a probabilidade deles também serem amigos. Essa ideia advém das propriedades de

transitividade de uma rede e é mensurada utilizando o coeficiente de agrupamento.



35

Figura 3.10 – Exemplo de uma rede social, caso duas pessoas A e B, tenham um amigo em comum C, é
provável que A,B também sejam amigos.

Fonte: produção do autor

Para uma rede não direcionada, podemos medir o coeficiente de agrupamento utilizando

uma razão entre o número de pares conectados entre os vizinho de i, denotado de ei, e o número

máximo de possíveis pares entre eles (COTA, 2020)

Ci =
2ei

ki(ki �1)
(3.17)

Para ki = 1, Ci ⌘ 0. Podemos definir também o coeficiente médio da rede como

hCi= 1
N Â

i
Ci. (3.18)

Há ocorrência de triângulo exatamente como a Figura ?? é conhecido como transitivi-

dade. Uma forma de quantificar isso é fazendo a razão entre o número de triângulo formados

pelo número total de tríplices de vértices

C = 3 · número de triângulos
número total de tríplices

, (3.19)

onde tríplices são vértices do conectados a outros dois.

Modularidade

Uma métrica por Newman para a detecção das comunidades é a modularidade, ini-

cialmente proposta para redes não-direcionadas. A ideia é identificar as comunidades como
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subgrafos dentro da rede, como se fossem ligações entre pessoas pertencentes a certos grupos.

A função modularidade é

Q =
1

2N Â
i j


Ai j �

kik j

2N

�
d (ci,c j), (3.20)

onde

d (ci,c j) =

8
<

:
1 se i e j pertencer a mesma comunidade

0 caso contrário
(3.21)

O conceito por trás da função modularidade para a detecção de comunidade está na

criação do chamado grafo nulo. Esse grafo corresponde a um grafo de mesmo vértice e arestas

de um certo grafo de interesse, no entanto, as conexões são feitas de forma aleatórias. Com

isso, podemos comparar ambos os grafos e inferir se certas estruturas na rede são conectados

aleatoriamente ou se possui um fator oculto que faz com que certos grupos de nós se conectem

mais entre sí.

Hierarquias

É evidente que as redes reais apresentam alta modularidade, isso significa que obser-

vamos a aparição de grupos ou comunidades bem coesos, por exemplo, em uma rede de co-

autores, uma comunidade pode representar pesquisadores como o mesmo interesse. Como

membros de uma mesma comunidade apresentam um comportamento em comum, é mais fácil

enxergar as características da comunidade do que seus componentes. Quando fazemos isso,

estamos observando o sistema por meio de uma outra hierarquia.

Como forma ilustrativa, as hierarquias das divisões políticas do território brasileiro se-

guem pelos municípios, as microrregiões, as meso-regiões e as regiões. Também podemos

pensar em hierarquias de redes sociais, as interações individuais compondo uma hierarquia ini-

cial, as comunidades de indivíduos formando uma nova hierarquia, semelhante as municipais,

e assim por diante. No capítulo 6, estudaremos hierarquias urbanas formadas pelas redes do

movimento pendular brasileiro.

Barabasi e Ravasz mostraram que redes que possuem organizações hierárquicas po-

dem ser identificadas pela caraterização do coeficiente de agrupamento (BARÁBÁSI; RAVASZ,

2003), onde segue uma lei de potência com o grau da rede dado por
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C(k) = k�1. (3.22)

A equação 3.22 indica que o coeficiente de agrupamento que caracteriza os hubs dimi-

nui linearmente com o grau, isso implica que, enquanto os pequenos nós são partes de clusteres

(grupos) altamente coesos e densamente interligados, os hubs não são, pois seus vizinhos tem

uma pequena chance de se conectarem uns aos outros. Essa lei mostra que diversas comu-

nidades são formadas com diferentes tipos de grau de agrupamento, redes que possuem essa

características são chamadas de redes hierárquicas.

De acordo com a Equação 3.22, a rede de commuters se mostrou uma rede hierárquica,

como podemos observar na Figura 3.11

Figura 3.11 – Propriedades de leis de potência para redes hierarquicas. O gráfico mostra que o clustering
coefficient é inversamente proporcional ao grau.

Fonte: produção do autor

Conclui-se que este método possui a existência de estruturas hierárquicas em redes,

porém não é possível identifica-lás. Na próxima seção ocuparemos no método de identificação

dessas hierarquias em redes reais.

3.7 Grupo de Renormalização em redes complexas

Os Grupos de Renormalização em Redes Complexas (RGN) foram introduzido por Song

et al. (SONG; HAVLIN; MAKSE, 2005), eles formam um conjunto de ferramentas geométricas

capaz de explicar várias propriedades em comuns em redes complexas que métodos topológicos,
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até então, eram incapazes de explicar, como a propriedade de "pequeno-mundo", distribuição

livre dos graus, clustering, entre outras (GARCÍA-PÉREZ; BOGUÑÁ; SERRANO, 2018).

Considerando um grafo G0 com N0 nós e E0 arestas, onde a transformação de renorma-

lização é R. Após t sucessivas transformações de renormalização, o grafo será Gt = Rt(G0),

com Nt e Et vértices, como exemplificado na Figura 3.12. A cada renormalização resulta em

uma nova hierarquia. Na prática, utilizaremos o método de Stochastic Blocking Model para

encontrar as hierarquias da rede de commuters.

Figura 3.12 – Dado uma rede G0 sobre uma transformação de renormalização RB, com um fator de escala
b, após várias interações dessa rede chegamos a um ponto fixo G*.

Fonte: (MISTANI; PAKRAVAN; GIBOU, 2019)

Stochastic Blocking Model

Desenvolveremos o método Stochastic Blocking Model (SBM) para a detecção das hi-

erarquias da rede de commuters estudadas no Capítulo 6. Essa seção é baseado no conjunto

de artigos de Tiago Peixoto (PEIXOTO, 2014; PEIXOTO, 2017; PEIXOTO, 2020), que não

somente desenvolveu ferramental teórico, mas também a aplicação por meio do módulo graph-

tool para linguagem Python.

A Figura 3.13 mostra três redes com a mesma matriz adjacente, entretanto os nós foram

organizados de maneira diferentes. Imagine que em cada bloco formado nas Figuras 3.13 b)

e c) foram colocados nós com clustering semelhantes, não necessariamente precisar ser essa

medida, mas a ideia é agrupar nós com propriedades semelhantes.
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Figura 3.13 – Os gráficos mostram vértices vindo de uma mesma matriz adjacente, organizado de 3 fo-
ram diferentes de acordo com suas propriedades.

Fonte: (PEIXOTO, 2020)

Supondo uma rede com N nós onde teremos B blocos, introduziremos um vetor b que

especifica qual grupo o nó i pertence

bi 2 {1, ...,B} (3.23)

Os parâmetros da rede irá depender das divisões dos nós gerado pela probabilidade

P(A|b), (3.24)

onde A = Ai j é a matriz adjacente.

Antes de continuarmos em nossa análise, precisamos fazer um adendo sobre o trata-

mento estatísticos da redes sobre um olhar na mecânica estatística. As interações são análogas

aos grau de liberdade de um sistema físico, levando a interpretação das arestas como partículas

reais. O número máximo de arestas é equivalente ao volume. Para redes com nós fixos, ensem-

ble canônico é definido fixando o número de arestas, enquanto que o ensemble gran-canônico,

o número de arestas flutuam em torno do valor esperado (GABRIELLI et al., 2019).

Para descobrirmos o formato de P(A|b), consideraremos que os nós de um mesmo grupo

são estatisticamente indistinguíveis, isso faz com que o ensemble de redes sejam inteiramente

caracterizado pelo número de arestas que conectam dois grupos r e s

ers = Â
i j

Ai jdbi,rdb j,s (3.25)
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O objetivo é utilizar o Princípio da Máxima Entropia para encontrar a probabilidade do sistema

que represente a probabilidade com a menor informação possível. A entropia de Shannon é

dada por

S =�Â
A

P(A|b)ln P(A|b), (3.26)

maximizaremos a entropia com os vínculos de Lagrange (média de arestas bem comportada e

probabilidade normalizada)

hersi= E , (3.27)

Â
A

P(A|b) = 1, (3.28)

maximizando pelo método de multiplicadores de Lagrande teremos

L (P,l ,µ) = S� Â
rs

µrs

 

Â
A

P(A|b)Â
i< j

Ai jdbi,rdb j,s �hersi
!
�l

 

Â
A

P(A|b)�1

!
(3.29)

onde l e µ são os multiplicadores. Observe que caso os vínculos forem satisfeitos, o segundo

e terceiro termos dão zero. Encontraremos a probabilidade que maximiza a entropia por meio

da condição ∂
∂ µ L = 0 e ∂

∂l L = 0. Com isso teremos para dois grupos r e s

prs =
e�µrs

1+ e�µrs
(3.30)

Este modelo é o chamado Stochastic Blocking Model. A figura mostra a matriz de probabilidade

prs que define a estrutura da rede e ao lado a rede correspondente a essa matriz.
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Figura 3.14 – Exemplificação da atriz de probabilidade prs (a) e a estrutura de rede formada por essa
matriz b)

Fonte: (PEIXOTO, 2014)

Este é o método que utilizaremos para a construção das hierarquias urbanas no Capítulo

6, fazeremos iterativamente até restar uma rede com um único grupo, no intuito de encontramos

mais de uma hierarquia.
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4 MOBILIDADE URBANA

Neste capítulo estudaremos o modelo gravitacional utilizando a abordagem chamada

fitness model, nesta abordagem trazemos uma nova relação de escala para o expoente de decai-

mento gravitacional e estudaremos-a com dados vindo da rede do movimento pendular.

4.1 Movimento pendular urbano

Movimento pendular urbano consiste em trabalhadores e estudantes que buscam bens e

serviços em outros municípios temporariamente. Fenômenos como esse são muito utilizados

nas pesquisas sobre hierarquias urbanas e influência de cidades. Um das pesquisas mais com-

pletas na área sobre a região urbana brasileira chamasse Regiões de Influência realizada pelo

IBGE (IBGE, 2018), a última edição sendo em 2018. O IBGE utiliza dados de fenômenos como

movimentos migratórios, pendulares e relações de empresas-filiais dentre outros para definir as

hierarquias e vínculos urbanos, além de vários estudos temáticos da rede urbana como gestão

do território, comércio, serviços e saúde.

O movimento pendular brasileiro que estudaremos é formado somente por trabalhadores

e vem de dados de 5549 cidades, referente ao ano de 2010 coletados por meio do IBGE. Em

termos de redes, temos um grafo com 5549 vértices e 54852 arestas direcionadas com peso

inteiro não-nulo associado ao número de trabalhadores ou commuters. A Figura 4.1 mostra

uma representação geográfica dessa rede.
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Figura 4.1 – Cada ponto na figura representa uma cidade, as arestas são direcionadas, elas indicam para
onde o trabalhador se desloca, o ponto de origem representa a cidade natal.

Fonte: produção do autor

4.2 Modelo Gravitacional de Mobilidade Urbana

Nesta seção ocuparemos em estudar o modelo de gravitacional de mobilidade e alguns

casos especiais. Análoga a Lei da Gravitação Geral de Newton, temos a lei da gravitação de

mobilidade urbana (SIMINI et al., 2012), construída de forma empírica, dada por certo número

de individuos Ti j que move de uma localização i para j, com população mi e n j respectivamente,

separados por uma distância ri j é dada por

Ti j =
ma

i nb
j

f (ri j)
(4.1)

onde a e b são parâmetros a se determinar e f (ri j) uma função da distância. Não há solução

analítica para f (ri j), porém é utilizado como fitting funções exponencial ( f (r) = erd) e polino-

mial ( f (r) = rm). Dados experimentais sugerem um comportamento exponencial, a Figura 4.2

mostra a relação de commuter Ti j em função da distância para algumas cidades.
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Figura 4.2 – Relação do commuter em função da distância para algumas capitais brasileiras, junto com o
modelo teórico correspondente a uma função exponencial

No caso em que a 6= b 6= 1 e f (ri j) assume um lei de potência, o expoente de decaimento

não possui carácter universal, para cada localização apresenta valores diferentes (MASUCCI et

al., 2013). Calculamos o expoente de decaimento m para algumas capitais, utilizando uma

relação linear com os commuters que para certas cidades j por

log(Ti j) = log(C)+m · log(ri j), (4.2)

os dados experimentais podem ser visto na Figura 4.3, m corresponde à inclinação da reta.
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Figura 4.3 – Os gráficos mostram a relação dos commuters que vão para uma cidade j em função da
distância ri j.

A Figura 4.4 mostra os diagramas de caixa para os expoente de cada região considerando

somente cidades com tamanho de população maiores que 200.000 habitantes.

Figura 4.4 – Diagrama de caixa ou boxplot para o expoente de escala m para as cidades com tamanho de
população maiores que 200.000 habitantes

Os cálculos dos expoentes da figura anterior foram calculados considerando somente as

regiões de lei de potência, ignorando os valores pequenos de Ti j que, para grandes distâncias,

não possuíam correlações notáveis. Ao todo formam um grupo de 133 cidades.

Casos especiais

Veremos alguns casos especiais do modelo de migração. Primeiro caso em que estuda-

remos é quando o commuter de saída de uma certa cidade T out
i j depende somente da população

de origem de acordo com a equação

T out
i µ Nxout

i , (4.3)
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onde xout expoente de escala sublinear, observado experimentalmente por meio da Figura 4.5.

Figura 4.5 – Relação entre a quantidade de commuter que sai de uma cidade i com o tamanho da popu-
lação Ni

No grupo de cidades com tamanho de população (Ni)> 200.000 podemos observar dois

comportamentos distintos, os pontos em azuis que representam as capitais e grandes centros

urbanos e o grupo em vermelho, que também são grandes centros urbanos de metropolitanas,

porém possuem uma maior fluxo externo de commuter que as demais cidades. A relação de

cidades podem ser observadas no Apêndice C.

Considerando o caso em que o número de commuter que entram em uma cidade T in
i

depende somente do tamanho da população local i, conforme a equação

T out
i µ Nxin

i , (4.4)

a Figura 4.6 mostra essa relação para as cidades brasileiras.
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Figura 4.6 – Relação entre a quantidade de commuters que entra de uma cidade i com o tamanho da
população Ni

Como xin se mostrou um expoente superlinear, isso conduz ao um fator atrativo dos

commuter para as grandes cidades. Diferente dos commuter de saída, pois há cidades que

exportam diferentes números do que outras para uma mesma faixa populacional.

4.3 Estudo de Fitness na rede urbana

Em 2003 Caldarelli et al. introduziram uma propriedade chamada fitness, uma carac-

terística intrínseca aos vértices (CALDARELLI et al., 2002), que possuem a capacidade de

criarem ligações, onde para redes livres de escala, não necessariamente atreladas ao preferen-

cial attachment. Uma aresta formada pelos vértices i e j tem uma probabilidade de ser criada

dada pela função f (xi,x j), onde xi e x j são quantidades de fitness dos vértices, o grau de um

certo nó i é dado por

k(xi) = N
Z •

0
f (xi,x j)r(xi)dxi, (4.5)

onde N é o total de vértices e r(xi) a distribuição de f itness da rede e p(k) é dado por

P(k) = r(x(k)) · x0(k). (4.6)

As análises de Yakubo et al. consistem em observar o fitness de uma rede com nós

distribuídos de maneira fractal (objetos e dimensões fractais são discutidas no Apêndice B),
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onde está interação depende da distância euclidiana rm
i j entre os nós i e j, onde m é um valor

positivo que quantifica os efeitos geográficos da rede (YAKUBO; KOROAK, 2011). Nossa

proposta é utilizar o tamanho da população como fitness no modelo de Yakubo, ou seja, a

população na rede urbana atribuída a um vértice, faz o papel da atratividade e leva criação das

conectividades da rede.

A correlação do tamanho da população com fatores de atratividade já é foco de muito

estudo em ciências de cidades (WEST, 2017; LI et al., 2021; BETTENCOURT, 2013), podemos

citar diversos fatores que cidades grandes possuem para incitar tal fenômeno: as empresas

multinacionais, atraindo trabalhadores, além das expansões com as suas filiais; as universidades

que englobam estudantes do país inteiro; além de diversas outras instituições e localidades que

possuem tais características desse tipo de cidade. O próprio Candarelli comenta que o fitness

modela propriedade intrínsecas aos vértices capazes de criar conexões como amizades, sucesso

social, relevância científica, forças de intenções, etc. (CALDARELLI et al., 2002).

Dada as considerações sobre o fitness na rede urbana de commuters, comecemos a des-

crição do modelo de Yakubo. O número total de vértices está distribuídos em um espaço fractal

SD com dimensional fractal D, sobre um espaço com comprimento L

N = rW
Z L

0
lD�1dl, (4.7)

onde r é a densidade de vértices e W = 2pD/2/G(D/2) o ângulo-sólido.

Para dois vértices i e j temos que a relação de f itness entre os nós é dado por

F(xi,x j)

rm
i j

> T, (4.8)

onde ri j a distância euclidiana entre os vértices, T um certo valor liminar e m � 0 um parâmetro

que quantifica a força de interação da rede, Yakubo nomeia-o como parâmetro da força de

interação geográfica, veremos como esse nome é perfeito para nosso caso.

Iremos fazer algumas constatações sobre esse modelo:

1. Cada vértice possui uma probabilidade de distribuição de fitness s(x), como essa gran-

deza é o tamanho da população de cada vértice, a distribuição nada mais é que a Lei de

Zipf dada por s(x) = x�a .
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2. Iremos considerar o caso mais simples para F(xi,x j) em que a função de f itness assume

F(x,y) = xy.

3. Considerando o caso anterior, faz a Equação 4.8 reduzir-se ao modelo Gravitacional para

os casos em que os expoentes b =a = 1 (Equação 4.1), portanto, o que estudaremos são

os efeitos geográficos de m para a rede de commuter e T é um valor limiar de commuter.

Considerando ki(l)dl o número de vértice conectados ao vértice i e incluso em uma

esfera de raio l centrado no vértice i, a distância do vértice i a um outro vértice é l. A equação

4.8 fornece o vínculo do fitness x j > Tlm/xi, portanto teremos

ki(l)dl = rWlD�1dl
Z •

Tlm/xi

Lei de Zip f normalizadaz }| {
(a �1)xa�1

min x�a dx, (4.9)

assumindo Tlm/xi > xmin, é equivalente dizer que l > lmin(xi) dado por

lmin(xi) =
⇣xminxi

T

⌘1/m
. (4.10)

Integrando teremos em x teremos

ki(l)dl =

8
<

:
rW
� xmin

T
�a�1 xa�1

i lD�1�m(a�1)dl, l > lmin(xi),

rWlD�1dl, l  lmin(xi).
(4.11)

Integrando ki(l) em l de 0 a L para encontrar o número de vértice conectados ao vértice i, temos

ki =
rWxa�1

min LD�m(a�1)

[D�m(a �1)]Ta�1 xa�1
i +

rWxD/m
min

TD/m


1
D
� 1

D�m(a �1)

�
xD/m

i . (4.12)

No caso em que D�m(a�1)> 0 e L grande, o primeiro termo da Equação 4.12 domina,

portanto teremos ki µ xa�1
i , pela equação 4.6 temos P(k) = k�2 independente de m, a e D.

Para o caso em que D�m(a �1)< 0, o segundo termo domina e teremos ki µ xD/m
i , portanto

P(k) = k�m(a�1)D�1. A distribuição de probabilidade para este modelo é

P(k) =

8
<

:
k�2, m  mc0,

k�m(a�1)/D�1, m > mc0,
(4.13)



50

onde

mc0 =
D

a �1
, (4.14)

assim, as relações de escala para o modelo de f itness será

g =

8
<

:
2, m  mc0

m(a �1)/D+1, m > mc0
(4.15)

como as condições de m > mc0 quase sempre é realizado, estudaremos o caso em que g depende

de D e os efeitos de m na rede são consideráveis dado pela relação

m =
(g �1)
(a �1)

D. (4.16)

Os próximos passos será calcular os expoente para cada região brasileira para encon-

trar o expoente da força de interação m. Começando pela dimensão fractal D das regiões,

calculamos-a por meio do método box-counting, o algoritmo pode ser observado no Apêndice

D e o resultado na Figura 4.7

Figura 4.7 – Dimensão fractal das regiões brasileiras calculado por meio do algoritmo de box-counting.

A Figura 4.8 contém a Lei de Zipf e portanto o expoente a para as regiões brasileiras
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Figura 4.8 – Gráfico da Lei de Zipf para a região brasileira e as cinco regiões separadamente.

A Figura 4.9 contém a distribuição de grau da rede de commuters por região e portanto

o expoente g

Figura 4.9 – Gráficos da distribuição de grau para a região brasileira como um todo e individualmente.

A Tabela 4.1 mostra os resultados obtidos nos gráficos anteriores e o cálculo do expoente

m para cada região.

Tabela 4.1 – Tabela com valores dos expoentes expostos nos gráficos anteriores

Região g D a mc0 m
Brasileira 2,877 1,533 2,136 1,35 2,53
Sudeste 2,866 1,661 1,879 1,89 3,53

Sul 3,321 1,616 2,023 1,58 3,67
Centro-oeste 2,933 1,214 2,135 1,07 2,07

Norte 2,613 1,015 2,250 0,81 1,31
Nordeste 3,139 1,735 2,395 1,24 2,66
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Para a região temos m = 2,53, enquanto que a média sobre todas as regiões temos m̄ =

2,64. A Figura 4.10 mostra o expoente m calculado para ambos os métodos: modelo de lei de

potência e modelo de fitness.

Figura 4.10 – Cálculos do expoente m para os modelos de lei de potência e modelo fitness

A média do modelo de lei de potência não mostrou um bom indicador comparado-se

ao valores do modelo de fitness, desconsiderando somente os valores do nordeste, onde em

ambos os modelos coincidiram. Em ambos os modelos, o norte mostrou-se a região com menor

expoente m, indicado a fraca interação entre as cidades. O valor do modelo fitness para o norte

coincidiu com o valor do expoente do outlier (cidade de Manaus), gerando uma predominância

da cidade.

4.4 Discussão

Primeiramente introduzimos modelo gravitacional de mobilidade urbana, observamos

que, para as grandes cidades, os commuters de entrada são função das distâncias, mostrando

um comportamento exponencial. Podemos observar uma lei de potência dado por Ti j µ Rm
i j

para alguns casos específicos: calculamos somente para as cidades maiores de 200.000 ha-

bitantes e removemos valores de commuters para grande distância, na média, consideramos

ri j < 100.000km para observar o comportamento de lei de potência. Os casos sem filtros podem

ser observado na Figura C.1 Apêndice C.

Decidimos realizar os cálculos do expoentes separados por região devido a vasta hetero-

geneidade da morfologia brasileira, por exemplo, a dimensão fractal da região norte tende a ser

próximo de 1 uma vez que as cidades se organizam em torno do rio Amazonas, praticamente

estamos lidando como uma distribuição uni-dimensional, por isso D = 1,015, enquanto para
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as demais temos cidades distribuídas próximas à dimensão bi-dimensional, e que também pos-

sui suas especificidades, como as distribuições de cidades litorâneas. Podemos observar essa

dependência da dimensão fractal da região com o expoente de interação m, como ele é pro-

porcional a dimensão fractal, as regiões que menos mostram fluxos de commuters são Norte

e Centro-oeste. Valores de expoente m altos indicam relações de curto alcance com cidades

altamente acopladas, enquanto que valores de m menores indicam relações de longo alcance,

como exemplificado na Figura 4.11.

Figura 4.11 – Três casos para o expoente m, quanto menor o expoente m maior será a distância de inte-
ração. Para m maiores temos cidade altamente acopladas em uma curta distância.

Vale ressaltar uma relação de escala encontrada na literatura por vias totalmente dife-

rentes para o expoente gravitacional m é extremamente similar à encontrada pelo método de

fitness. Os estudos de Hong et. al. consistem na comparação do modelo de gravitação em popu-

lation landscape (população de cidades modeladas artificialmente) com o modelo de radiação

in population landscape (RoL) (HONG; JUNG; JO, 2019). O modelo de radiação é uma outra

proposta de modelo de mobilidade urbana baseada no conceito de difusão (SIMINI et al., 2012).

A relação de escala encontrada no trabalho foi

m =

8
<

:
2D/(a �1), a < 3

2D, a > 3
(4.17)

Este modelo m também é proporcional a D e difere somente por um fator 2. Veja que,

para g � 1 ⇡ 2, recuperamos o modelo RoL, e experimentalmente é realmente próximo g ⇡ 3

para a rede de commuters. Como relata Masuci et. al., o modelo de radiação apresenta uma

propensão a um caráter universal, isso significa que o modelo pode ser aplicado em qualquer

escala espacial, temporal e em diferentes lugares (MASUCCI et al., 2013).
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5 HIERARQUIAS URBANAS

Neste capítulo estudaremos as hierarquias urbanas geradas pelas rede de commuters a

partir do método Stochastic Blocking Model. Investigaremos as estruturas das comunidades

formadas. Estudaremos as distribuições de grandezas socioeconômicas nas hierarquias forma-

das, veremos a distribuição de recursos nas hierarquias políticas atuais, com ênfase no Fundo

de Participação dos Municípios (FPM) e por fim, discutimos resultados obtidos.

5.1 Hierarquias Urbanas

As organizações hierárquicas estão relacionadas com as escalas de observações e com

os níveis de organizações de certas entidades. Em sistemas urbanas, o nível mais fundamental

consiste nas relações individuais, firmas e instituições, e suas ações que vão organizar e tomar

decisões no nível local (PUMAIN, 2006), como a organização de atividades, gerir a infraestru-

tura e todas as interações em diversas escalas temporais.

O segundo nível hierárquico urbano é representado por cidades como objetos, precisa-

mos considerar este nível por que nesta visão surgem propriedades que não podemos associá-las

nem a indivíduos separadamente, nem a instituição. Por exemplo, quando observamos a morfo-

logia urbana em uma visão de satélite, podemos associar as distribuições das ruas como certos

objetos fractais e atribuímos essa propriedade diretamente a cidade, apesar desse padrão fractal

ter surgido da ação humana, e assim também para os indicadores urbanos como PIB, compri-

mento de rua, taxa de criminalidade, etc.

Por último, teremos os sistemas de cidades, onde enquadramos as cidades como en-

tidades individuais interagindo com outras, na qual esse sistema também possui propriedades

próprias que não poderemos atribuir a uma única cidade. Tais características dependerão do tipo

de ordenação que se define este sistema de cidade, nisso, a diversas formas como por exemplo,

agrupação das cidades em estado advindo de contextos históricos e geopolíticos; a definição

de região de influência das cidades posta pelo IBGE que define quais cidades são metrópoles,

megalópoles e outras classificações; organização hierárquica da Lei de Zipf e Gibrat, e outras

inúmeras categorias de sistemas de cidade.

As hierarquias que iremos propor vem da interação entre os commuters e as cidades,

geradas em diversos níveis de sistemas urbanos através do método Stochastic Blocking Model,

descrito no capítulo anterior. A Figura 5.1 mostra uma representação das hierarquias geradas
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em formato de uma rede hierárquica circular, onde o raio do círculo maior representa as 5549

cidades brasileiras, as demais hierarquias são formadas pela agregação de uma mesma comuni-

dade.

Figura 5.1 – As hierarquias urbanas formadas pelo SBM. No raio maior temos todas as 5549 cidades,
posteriormente as comunidades são agregadas e forma um nova hierarquia, partir disso te-
mos 5 níveis hierárquicos contando com o inicial.

A Figura 5.2 mostra a representação espacial destas hierarquias

Figura 5.2 – As hierarquias formadas pelo Método SBM em representação geográfica.

Dada certas hierarquias geradas, estamos interessados em como as leis de escalas se

comportam nas estruturas da rede de commuters. Daremos ênfase no indicador urbano PIB, pois

posteriormente usaremos como critério na divisão de recursos no FPM. Anterior a isso, veremos

como se dão distribuição de recursos fictícios nas próprias hierarquias do SBM, também como

os expoentes bPIB se comportam nas comunidades de cada hierarquia.
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5.2 Estrutura das hierarquias

Calculamos o expoente de escala bPIB para cada hierarquia, considerando a população

de uma comunidade como a soma das populações de cada cidade que as compõem, assim

também para o indicador urbano PIB. A Figura 5.3 mostra a variação do expoente bPIB em

função das hierarquias, cada linha corresponde há uma nova hierarquia formada no SBM.

Figura 5.3 – Expoente bPIB para as hierarquias do SBM. Por ser tratar de um método estocástico, a cada
interação obtemos hierarquias levemente diferentes.

Uma questão que emerge é pensar qual valor é o ideal para um expoente bPIB para

um grupo de cidades. Conjuntos de cidades que produzem valores lineares do expoente do

indicado PIB bPIB, possuem uma melhor distribuição de riquezas, no mesmo tempo que não

possuem nenhum mecanismo de geração de produtividade, já que grandezas que aglomeram

rendimentos e riquezas, através do modelo de leis de escala, podem ser usados para avaliar

como a produtividade de uma cidade. Já para valores bPIB superlineares teremos o chamado

inscreasing return to scale (retorno crescente de escala), e assim teremos um acréscimo na

produção e riquezas, seguido de uma péssima distribuição. A Figura 5.4 mostra a distribuição

do bPIB para cada comunidade de cada uma das quatro hierarquias.
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Figura 5.4 – Distribuição de frequência dos bPIB para as comunidade de cada uma das hierarquias.

No intuito de investigar as estruturas das comunidades, decidimos observar qual a rela-

ção do expoente bPIB da comunidade de cada hierarquia com certas métricas globais de redes.

Para isso utilizamos a densidade e densidade pesada de vértices, transitividade, coeficiente de

agrupamento, além do PIB e expoente a da Lei de Zipf. A Figura 5.5 mostra a relação do bPIB

com a transitividade da comunidade.

Figura 5.5 – Relação entre os bPIB de cada comunidade que a transitividade da rede.

As demais relações podem ser visualizadas no Apêndice C.3. O resultado dessa inves-

tigação foi que não podemos explicar o expoente b ou não mostrou relação com as métricas

globais de redes complexas. A Tabela 5.1 mostra o valor p de todas as métricas de cada hie-

rarquia. Esse valor tratasse de uma estatística de tese cuja hipótese nula é uma inclinação nula

dada duas variáveis, é conveniente aceita-lá em casos que p > 0,05.



58

Tabela 5.1 – Valores p das relações indicadas para cada uma das hierarquias

Relação p1 p2 p3 p4
bPIB vs PIB 0,519 0.0052 0.9618 0.106
bPIB vs densidade pesada 0.603 0.697 0.015 0.200
bPIB vs clustering coefficient 0.058 0.082 0.43 0.91
bPIB vs transitividade 0.35 0.78 0.26 0.11

5.3 Distribuições de recursos

Iremos trabalhar uma forma de distribuição de recursos de hierarquias superiores para

as demais, posteriormente veremos como essa distribuição é atualmente realizada utilizando

como exemplo o Fundo de Participação dos Municípios (FPM) e seus critérios. Por hora, ocu-

paremos em estudar nas hierarquias geradas e quais são os estados desejados, isto é, distribuir

de tal forma que um grupo de cidades busque um bPIB linear ou bPIB superlinear. Os casos

em que ocuparemos consideremos tanto os fatores socioeconômicos da hierarquia quanto dos

municípios.

Definimos a segunda hierarquia obtida pelo SBM na qual seus recursos agrupados serão

redistribuídos para as demais, levando em conta os critérios socioeconômicos tanto das cidades

indicadas por um expoente b1 quanto das hierarquias intermediadas por um expoente b2. Assim

definimos o recurso na hierarquia 2 dado pela população somada da comunidade elevado a 1,15,

portanto Yc = N1,15
c = Nb2

c , estes são os recursos que serão redistribuídos. A equação seguinte

mostra como uma certa cidade i receberá seu recurso

yi =
Nb1

i

ÂNb1
i

 
n

Â
i2C,H=2

Nb2
i

!
,

yi =
Nb1

i

ÂNb1
i

Yc, (5.1)

onde Ni é o tamanho da população da cidade i, o somatória Ân
i2C,H=2 corresponde a soma da

população pertencente a uma comunidade em que a cidade i pertence na hierarquia 2 e, portanto,

Yc é o indicador urbano na hierarquia 2. Veja que, caso agreguemos novamente, na hierarquia 2

teremos yi µ Nb2
c . A Figura 5.6 mostra alguns casos de distribuição dessa variável fictícia para

4 casos diferentes de bPIB e o agrupamento novamente nas próprias hierarquias.



59

Figura 5.6 – Tipos de distribuição para diferentes b1, onde foram agregados nas mesmas hierarquias.

5.4 Fundo de Participação dos Municípios

O Brasil possui dois tipos de repartições de recursos federativos da União: as reparti-

ções diretas e indiretas. As repartições diretas consistem na utilização do recurso público sem

intermediação de instituições federais exercidas por entes políticos. Um exemplo é o que ocorre

com o IPVA e o IR retido na fonte pertencendo 100% aos municípios. As repartições indiretas

consistem de fundos de participações e compensatórios, nos quais ocorrem as divisões com seus

membros. Os fundos dos União repartidos para os estados, DF e municípios são:

• Fundo de Participação dos Estados e DF;

• Fundo de Participação dos Municípios;

• Fundo das Agências Regionais de Fomento;

• Fundo de Compensação à desoneração das exportações.

Iremos estudar em mais detalhes o FPM, pois se trata de um fundo que embarca todos

os municípios brasileiros e as questões tratadas nos critérios de distribuições estão ligadas as

hierarquias brasileiras e a distribuição de população.

O FPM corresponde 22,5% da arrecadação líquida do IPI e IR, em 2010 o fundo distri-

buiu 53,3 bilhões de reais para os municípios. Os critérios de divisões são definidos pelo Tri-

bunal de Contas da União (TCU), sendo divido em três classes de cidades, onde cada um com

respectivas porcentagem são as capitais (10%), cidades do interior (86,4%) e reserva (3,6%).

Os critérios de divisão do interior consideram o fator populacional (l j) indicado na

Tabela 5.3 e participação do estado k no FPM (hk) de acordo com a Tabela 5.2. Os valores de
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ambas as tabelas são fixos, atualizados em 1997 pelo TCU (portaria 242/1997). O montante

que uma cidade do interior j em um estado k irá receber é

FPMk
j =VT ·0,864 ·hk

 
l j

ÂJ
j l j

!
(5.2)

onde J são os municípios do estado k e VT o montante total do FPM.

Tabela 5.2 – Tabela de coeficientes estaduais do Fundo de Participação dos Munícipios (FPM) - interior.

Estado Coeficiente(hk) Estado Coeficiente(hk)
Acre 0,263 Paraíba 3,1942
Alagoas 2,0883 Paraná 7,2857
Amapá 0,1392 Pernambuco 4,7952
Amazonas 1,2452 Piauí 2,4015
Bahia 9,2695 Rio de Janeiro 2,7379
Ceará 4,5864 Rio Grande do Norte 2,4324
Espírito Santo 1,7595 Rio Grande do Sul 7,3011
Goiás 3,7318 Rondônia 0,7464
Maranhão 3,9715 Roraima 0,0851
Mato Grosso 1,8949 Santa Catarina 4,1997
Mato Grosso do Sul 1,5004 São Paulo 14,262
Minas gerais 14,1846 Sergipe 1,3342
Pará 3,2948 Tocantins 1,2955

Fonte: Decisão Normativa - TCU nº 72/2005, Disponível em (GASPARINI; MIRANDA, 2006)
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Tabela 5.3 – Tabela de coeficientes do Fundo de Participação dos Municípios (FPM) - interior.

Faixa de Habitantes Coeficiente(l j)
Até 10188 0,6
De 10188 a 13584 0,8
De 13584 a 16980 1
De 16980 a 23772 1,2
De 23733 a 30564 1,4
De 30564 a 37356 1,6
De 37356 a 44148 1,8
De 44148 a 50940 2
De 50941 a 61128 2,2
De 61128 a 71316 2,4
De 71316 a 81504 2,6
De 81504 a 91692 2,8
De 91693 a 101880 3
De 101880 a 115464 3,2
De 115464 a 129048 3,4
De 129048 a 142632 3,6
De 142632 a 156216 3,8
Acima de 156216 4

Fonte: Decreto nº 1881, de 1981, Disponível em (GASPARINI; MIRANDA, 2006)

Dado o estado atual da distribuição do FPM, verificamos a distribuição do fundo de

acordo com critérios socioeconômicos, considerando faixas de PIB municipais de acordo com a

Tabela 5.4. Veja que o que estamos fazendo é distribuir os recursos considerando um expoente

de escala b na população

FPMk
j µ Vt ·0,864

0

@ nb
j

ÂJ
i nb

j

1

A (5.3)

onde n j é o tamanho da população de j. A Tabela 5.4 é somente uma forma prática de utilizar-

mos as divisões de PIB, poderíamos simplesmente utilizar o PIB sem categorização.

A busca por distribuições de recursos da união que levam em conta fatores socioeconô-

micos ao invés de critérios somente populacionais já é alvo de discussões. Discorreremos sobre

as vantagens e desvantagens de cada método na próxima seção. A Figura 5.7 mostra três tipos

de distribuições do FPM sendo um montante anual de 53,3 bilhões, o mesmo utilizado no ano

de 2010.

O montante do FPM por PIB para os cada estado de acordo a distribuição Tipo 2 pode

ser visualizado na Figura 5.8.
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Figura 5.7 – a) Tipo 1 - distribuição pelos critérios atuais do FPM no ano de 2010 b) Tipo 2 - distribuição
do FPM para os municípios levando em conta um fator PIB como indicado pela Tabela 5.4,
mas mantendo o fator estadual hk c) Tipo 3 - distribuição do FPM levando em conta o Fator
PIB e desconsiderando o fator estadual hk.

Figura 5.8 – Distribuição do Montante do FPM para o Tipo 2 para cada estado.

Comparando a renda per capita distribuída por estado para os três tipos, houve um au-

mento significativo quando consideramos fator PIB nos critérios de distribuições conforme Fi-

gura 5.9.
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Tabela 5.4 – Critérios dos coeficiente l para as faixas de PIB das cidades.

Faixa inicial(PIB) Faixa final(PIB) Coeficiente l j
0 15000 1
20000 25000 2
25000 35000 3
35000 45000 4
45000 60000 5
60000 80000 6
80000 120000 7
120000 200000 8
200000 250000 9
250000 300000 10
300000 400000 11
500000 700000 12
700000 1000000 13
1000000 1300000 14
1300000 1900000 15
2300000 acima 16

Figura 5.9 – Distribuição per capita do FPM por estado para os três tipos de distribuições.

Para verificar qual tipo de distribuição do FPM contribui para uma melhor igualdade

de renda entre as cidades, utilizamos o coeficiente de Gini. Trata-se de um índice que mede a

desigualdade de distribuição de renda considerando a relação da proporção de renda com pro-

porção da população com certa renda (no nosso caso cidades) denominada de curva de Lorenz.

Se a renda está igualmente distribuída temos um comportamento linear. O coeficiente de Gini é,

em termos geométricos, a área da região de total igualmente menos a área da curva de Lorenz.
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O resultado é um valor entre 0 e 1, onde zero indica total igualdade e 1 total desigualdade de

renda. A Figura 5.10 mostra as curvas de Lorenz para as distribuições do FPM.

Figura 5.10 – Curva de Lorenz para os três tipos de distribuições.

Os coeficientes de Gini de cada métodos estão na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 – Valores do coeficiente de Gini para cada método.

Método Coeficiente de Gini
Tipo 1 - FPM atual 0,32744
Tipo 2 - FPM por PIB/fator estado 0,30987
Tipo 3 - FPM por PIB/sem fator estado 0,30466

5.5 Discussão

Nas investigações sobre as hierarquias da rede commuters nossos esforços foram estu-

dar como os expoente de escalas se relacionam com as estruturas formadas. Ao analisar as

estruturas das comunidades com métricas das redes cogitamos que as formas que as cidades se

organizam podiam estar relacionadas com os próprios expoentes de escala das comunidades.

Por exemplo, uma rede que possui um alto coeficiente de agrupamento tende a criar grupos

bem coesos, todos bem interligados, i.e., uma comunidade com cidades bem conectadas e isso,

pelo que constatamos não possui ligação com o expoente de escala do PIB e, portanto, com

a produção de riqueza daquela região e assim, também para todas as métricas mostradas na

Tabela 5.1. Por outro lado, podemos interpretar que as interações das redes de commuters não

possuem a capacidade de capturar as interações que produzem as riquezas das cidades, já que o

PIB é uma grandeza agregada apresentando diversas naturezas na cadeia de produção, que não

necessariamente estão ligadas com a interações entre as cidades realizada pelos commuters.
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As análises de distribuição do FPM se concentraram nas cidades do interior justamente

porque elas são dependentes de recursos federais, já que não possuem mecanismo de coleta

de impostos suficientes para se autossustentarem, e promoverem todos as políticas publicas

a nível municipal, como as escolas municipais, parques, esporte e turismo, etc. O trabalho

de Massardi et al. caminha nessa linha (MASSARDI; ABRANTES, 2016), relatando o quão

as cidades são dependentes do FPM. Além disso, nosso trabalho sobre a distribuição FPM

diz a respeito somente de como os recursos são distribuído, já o uso e o próprio conceito de

distribuição intergovernamental são outras questões complexas que merecem devidas atenção

que não trataremos. Brollo et al. mostram como o recurso do FPM contribui para um aumento

da alfabetização e os índices educacionais (BROLLO et al., 2013), além de analisar os níveis

de corrupção devido o aumento do fundo e outras formas de desvio de dinheiro.

Ao considerar somente a população como um fator de divisão do FPM, temos a ocor-

rência de algumas incoerências na verba que cada uma cidade irá receber. Em primeiro lugar,

duas cidades do mesmo estado com a mesma faixa populacional recebem valores diferentes e,

dependendo do fator estadual em que se encontram, podem ter essa diferença acentuada já que

o fator estadual não contém nenhuma métrica socioeconômica, somente o número de cidades e

população do estado, além de ser um valor fixo ao longo dos anos, definido em 1997 pelo TCU.

Em segundo lugar, a distribuição atual do FPM não possui nenhum mecanismo que compense

as cidades a utilizarem o recurso de maneira a promover desenvolvimento socioeconômico, re-

cebendo sempre um certo montante fixo caso mantenha numa mesma faixa populacional, inde-

pendentes dos benefícios gerados. Até mesmo quando consideramos o PIB das cidades existem

casos em que a cidade pode ser prejudicada caso o fundo não vise desenvolvimento puramente

econômico, como é o caso de instituição de ensino e infraestrutura, que possuem um longo

tempo de retorno. Quando propomos o PIB como um desses critérios, não necessariamente

precisa ser o único dos critérios socioeconômicos.

Analisando as distribuições per capita do FPM para cada estado descrito na Figura 5.9,

tivemos um aumento considerável para os tipo 2 e 3 em relação a distribuição atual para todos

os estados. No caso da região nordeste, o fator estado hk se mostrou relevante para o aumento

da renda per capita em relação aos outros dois. Para analisar a distribuição individual utiliza-

mos o coeficiente de Gini. Neste caso as distribuições por PIB tipo 2 e 3 tiveram uma melhor

performance para diminuir a desigualdade na distribuição do FPM por apresentarem um coe-

ficiente menor de acordo com a Tabela 5.5. Já para as curvas de Lorenz, temos que o método
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do tipo 1 possui uma melhor distribuição de recursos para os 47% das cidades menos recebem

o fundo em relação aos outros dois tipos por estar mais próxima da linha de igualdade, como

pode ser visto no valor da intersecção, tendo em vista que por meio dessas curvas não é possível

identificar as características das cidades como a população e o PIB.
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6 CONCLUSÃO

Os estudos realizados com o modelo gravitacional de mobilidade urbana por meio do

fitness model proporcionaram uma nova interpretação do expoente de decaimento dada por uma

relação de escala, que agora depende de parâmetros topológicos, como a dimensão fractal D,

organização hierárquicas do tamanho da população (expoente a) e natureza das conexões da

rede (expoente g), além de encontramos na literatura relação de escala similar chamada modelo

Radiotion on Landscape (RoL), que reforçam os resultados e nos auxiliam a entender as intera-

ções urbanas, já que o modelo RoL é uma comparação direta entre o modelo gravitacional e o

de radiação. Comparamos os resultados do expoente pelo modelo de lei de potência, que apesar

de realizarmos certas aproximações, são coerentes com os dados experimentais dos commuters.

Nos estudos das hierarquias da redes de commuters, vimos como os expoentes de escala

do PIB se comportam para cada comunidade, analisando suas distribuições para cada hierarquia.

Tivemos uma resposta negativa em relacionar o expoente b com as métricas de redes complexas.

Em nenhuma das diversas escalas e filtros que utilizamos obtemos resultados plausíveis de

acordo com os p-valores. Estudamos as distribuições de recursos fictícios dadas a população

dependentes de expoentes b de várias naturezas (sublinear, linear, superlinear) e vimos como

os montante dos recursos se comportam nas hierarquias geradas pelo SBM. Como forma de

aplicações de recursos dependentes de critérios socioeconômicos, propomos uma nova forma de

distribuições nos critérios do FPM baseado no PIB das cidades. Para os critérios que propomos,

tivemos um aumento na renda per capita dos estados e um aumento na igualdade de distribuição

do recursos de acordo com os coeficiente de Gini.
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APÊNDICE A – Propriedade das leis de potência
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A PROPRIEDADE DAS LEIS DE POTÊNCIA

A.1 Normalização

Encontrando a constante de normalização, teremos:

Z •

xmin
f (x)dx =C

Z •

xmin
x�adx = 1

C
x�a+1

�a +1

���
•

xmin
= 1 )C = (a �1)xa�1

min

f (x) =
a �1
xmin

✓
x

xmin

◆�a
. (A.1)

A.2 Momentos

Momento de primeira ordem é dado por:

hxi=
Z •

xmin
xp(x)dx =C

Z •

xmin
xa�1dx. (A.2)

A média é divergente para a  2, mas é perfeitamente definida para a � 2 (NEWMAN,

2004):

hxi= xmin
a �1
a �2

(A.3)

O momento de segunda ordem é divergente para a  3, mas é perfeitamente definido

para a � 3

hx2i= x2
min

a �1
a �3

. (A.4)

No geral, o m-ésimo momento existe quando m < a �1:

hxmi= xm
min

a �1
a �1�m

. (A.5)
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A.3 Distribuição livre de escala

Vamos provar por que as leis de potência são livres de escala, isso significa são as úni-

cas distribuições onde, para qualquer escala, elas permanecem as mesmas fora uma constante

qualquer. Suponha uma distribuição f (x), onde queremos reescalona-lá por uma certo valor b,

assim teremos:

f (bx) = g(b) f (x). (A.6)

Fazendo x = 1 , teremos g(b) = f (b)/ f (1), a equação (A.6), fica como

f (bx) =
f (b)
f (1)

f (x). (A.7)

Considerando que a equação (A.7) seja diferenciável, vamos derivar e avaliar para b= 1.

Temos a seguinte equação diferencial:

x
d
dx

f (x) =
f 0(1)
f (1)

f (x). (A.8)

Integrando (A.8) por separação de variável, considernado x = 1 para encontrar a cons-

tante de integração, teremos por fim:

f (x) = f (1)�a , (A.9)

onde a = �p0(1)/p(1). Temos uma lei de potência que é a mesma para qualquer escala que

observemos, diferente somente a menos de uma constante.
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B FRACTAIS

Os estudos de Mandelbrot não ficaram somente nas distribuições das leis de potências,

ele se interessou em suas interpretações geométricas. Em 1967, em seu artigo “How to long is

the coast of Britain?” (MANDELBROT, 1967) em respostas ao chamado paradoxo litorâneo,

gerado por Lewis Fry Richardson em 1951, onde observou que países diferentes tem medidas

diferentes para uma mesma fronteira. O paradoxo litorâneo nada mais é que o tamanho do

litoral depende do tamanho da unidade de medida escolhida (ERNEST, 1954). Quanto maior a

precisão da “régua” maior será o tamanho do litoral, caso a precisão tender ao infinito, teríamos

um litoral de comprimento infinito. Obviamente não temos litorais de comprimento infinito

na natureza, mas como resolver esse paradoxo? A resposta de Mandelbrot em relação a isso

é: qualquer medida em qualquer precisão está correta, porém, como o litoral é composto por

figuras auto-semelhantes menores, como penínsulas, praias, grãos de areias, moléculas, átomo

e por aí vai, cada vez que olhamos de perto a medida do comprimento aumenta, assim como

os objetos fractais. Isso levou os objetos fractais serem chamados de "monstros" matemáticos e

culminou no desenvolvimento de uma geometria diferente da euclidiana para descrição destes

objetos.

Fractais são objetos autossimilares, isso significada que eles são feitos por cópias me-

nores de si mesmo (ASSIS, 2008). Um exemplo é a árvore pitagórica, começando com um

quadrado, construímos um triângulo isósceles cuja hipotenusa é o lado superior, construímos

dois quadrados cujos os lados são os outros dois lados do triângulo, o resultado pode ser visto

na Figura (B.1).
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Figura B.1 – Construção da arvore pitagórica.

Fonte: Modificado de Agnes Scott College, Disponível em:
https://larryriddle.agnesscott.org/ifs/pythagorean/pythTree.html

Em um sistema fractal, conjuntos de elementos de mesmo tamanho constituem uma

ordem (BARROS, 2011), no caso da árvore pitagórica, quadrados de áreas iguais são uma

ordem e existe uma relação para as ordens que constituem os elementos menores. Dizemos que

cada elemento de uma ordem está associado a p elementos da ordem seguinte. Podemos obter

uma relação para a quantidade de elementos dada pela equação

Nk+1 = pNk, (B.1)

onde k chamaremos de k-énesima ordem, no caso da arvore de pitagórica, k = 1 seria o quadrado

inicial.

Também podemos mensurar o tamanho de acordo com a ordem. Suponha que os tama-

nho de cada ordem obedeçam uma certa razão q, temos a seguinte relação:

lk = qlk+1. (B.2)

Mensurando o número e o tamanho para a k-ésima cópia, onde N0 e l0 são nossos

parâmetro inicias, temos as seguintes leis de potência:

Nk = N0 pk, (B.3)
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lk = l0q�k. (B.4)

Encontrando k nas equações (B.3) e ( B.4) e igualando teremos:

log
✓

Nk

N0

◆
=� log p

log q
log
✓

lk

l0

◆
=�D log

✓
lk

l0

◆
, (B.5)

onde D = log p/log q, é chamado de dimensão fractal geométrica. Diferente da dimensão

euclidiana que assume somente valores inteiro, D pode assumir valores fracionários, entre 1 <

D < 3. O significado de D pode ser compreendido como o grau de ocupação do objeto fractal

no espaço, quanto maior for D maior será sua ocupação, de acordo com a interpretação de

Hausdorff (BARROS, 2011).

Para duas ordens subsequentes temos:

Nk+1

Nk
=

✓
lk+1

lk

◆
, (B.6)

ou

p = qD. (B.7)

Observe mesmo que a equação (B.7) diz a respeito do aumento de uma unidade da ordem

k, ela é mais abrangente pois admite que p e q alterem-se ao longo das ordem subsequentes.

A figura (B.2) mostra qual é a alteração dos parâmetros p e q para um certo tipo de

fractal representado pelo quadrado central. O p está relacionado com o número de cópias e o

q com o tamanho de acordo com as ordem. Com isso, quanto maior o p e maior o q, teremos

muitas cópias de tamanhos pequenos, quanto maior o p e menor o q , teremos muitas cópias de

tamanhos maiores, portanto uma maior ocupação do espaço maior, este fator está representado

também pelo tamanho da letra D, onde é proporcionai a taxa de ocupação do fractal.
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Figura B.2 – Variação dos parâmetros p e q para um certo objeto fractal (quadrado central).

Fonte: (BARROS, 2011)
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C DADOS COMPLEMENTARES

C.1 Dados sobre grupos de commuters

A tabela mostra a relação das cidades na região azul de acordo com a Figura C.1

Tabela C.1 – Cidades da região azul na Figura 4.5. Dentre elas se encontram todas as cidades capitais.

Cidades do grupo azul
São Paulo Rio Branco Fortaleza Taubaté

Belo Horizonte Boa Vista Teresina Limeira
Curitiba Palmas São Luís Petrolina

Rio de Janeiro Santarém Belém Blumenau
Florianópolis Governador Valadares Macapá Ponta Grossa
Porto Alegre Foz do Iguaçu Manaus Bauru

Campo Grande Macaé Indaiatuba Piracicaba
Vitória Imperatriz Camaçari Campina Grande
Cuiabá Mossoró São José dos Campos São José do Rio Preto
Goiônia Santa Maria Araraquara Caxias do Sul
Brasília Cascavel Divinópolis Campos dos Goytacazes

Porto Velho Vitória da Conquista Arapiraca Londrina
Salvador Montes Claros São Carlos Joinville
Aracaju Anápolis Sete Lagoas Feira de Santana
Maceió Franca Itabuna Juiz de Fora
Recife Uberaba Presidente Prudente Uberlândia

João Pessoa Caruaru Volta Redonda Campo Grande
Natal Marília Petrópolis Campinas

Ipatinga Ribeirão Preto Maringá Marabá
Juazeiro do Norte Pelotas Sorocaba

Enquanto que a região vermelha possui as cidades da Tabela C.2.
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Tabela C.2 – Cidades da região azul na Figura 4.5. Dentre elas se encontram todas as cidades capitais.

Cidades em Vermelho
Guarulhos Santos Taboão da Serra
São Gonçalo Mogi das Cruzes Sumaré
Duque de Caxias Guarujá Gravataí
Nova Iguaçu Novo Hamburgo Suzano
São Bernardo do Campo Americana Praia Grande
Santo André Jacareí Ribeirão das Neves
Osasco Magé Paulista
Jaboatão dos Guararapes Cotia Canoas
Contagem São José Betim
Ananindeua Itapevi Olinda
Niterói Santa Luzia Mauá
Belford Roxo Colombo Carapicuíba
Aparecida de Goiânia Itaboraí Diadema
Vila Velha São Leopoldo Viamão
Embu São João de Meriti

C.2 Lei de potência para os commuters

A Figura C.1 mostra a relação entre commuters que entram uma cidade em função da

distância.

Figura C.1 – Relação entre commuter e a distância ri j para algumas cidades capitais.

C.3 Estrutura da comunidade

Os gráficos mostram a relação do expoente bPIB com algumas métricas globais das rede,

além do PIB e do expoente a da Lei de Zipf.
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Figura C.2 – Expoente b em função do coeficiente de agrupamento.

Figura C.3 – Expoente b em função densidade.

Figura C.4 – Expoente b em função da densidade pesada.
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Figura C.5 – Expoente b em função do coeficiente do expoente a .

Figura C.6 – Expoente b em função do PIB.
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D ALGORITMOS

Algoritmo de box-couting.

import geopandas as gpd

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import folium

from folium import Choropleth, Circle, Marker

from folium.plugins import HeatMap, MarkerCluster

import pandas as to_csv

#import PyQt5

import fiona

#mapa para o geodataframe

ufs = gpd.read_file('mapa.gpkg', layer="lim_unidade_federacao_a") \\

ufsAbr = ufs[['nome','sigla','geometry']]

plan = pd.read_csv("joao-planilha-2018-03-08-corrigida.csv")

#plan = pd.read_csv("analise.csv")

planAbr = plan[['ibge_id','uf','lon','lat','new_pib', 'no_accents']]

planAbr = planAbr[planAbr['new_pib'].notna()]

pontoInicial = [-70,3]

#análise do pib começou em 0.05

pontoA = 1.9

listaX = []

listaY = []

limiteLat = -34.79172058959999 #ultima cidade em latitude

limiteLon = -32.4351863281 #ultima cidade em longitude
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#while((pontoInicial[1]>=limiteLat) & (pontoInicial[0]<=limiteLon)):

#listaX.append(pontoInicial[0])

#listaY.append(pontoInicial[1])

# pontoInicial[0] += pontoA

# pontoInicial[1] -= pontoA

while((pontoInicial[1]>=limiteLat) & (pontoInicial[0]<=limiteLon)):

listaX.append(pontoInicial[0])

listaY.append(pontoInicial[1])

pontoInicial[0] += pontoA

pontoInicial[1] -= pontoA

listaDfs = []

dfFinal = pd.DataFrame(columns=['ibge_id','uf','lon','lat',

'populacao_2010','no_accents'])

i=1

j=1

for i in range(len(listaX)):

for j in range(len(listaY)):

dfQuadrado = planAbr[((planAbr['lon']<listaX[j])&

(planAbr['lon']>listaX[j-1])&

(planAbr['lat']>listaY[i])&

(planAbr['lat']<listaY[i-1]))]

dfQuadrado['idQuadrado'] = (len(listaX)*i)+j

dfQuadrado['x1'] = listaX[j-1]

dfQuadrado['x2'] = listaX[j]

dfQuadrado['y1'] = listaY[i-1]

dfQuadrado['y2'] = listaY[i]

dfQuadrado.dropna()

listaDfs.append(dfQuadrado)
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dfCidades = pd.DataFrame()

for i in range(len(listaDfs)):

if(not(listaDfs[i].empty)):

dfCidades = pd.concat([dfCidades,listaDfs[i]])

dfSort = dfCidades.sort_values(by=['new_pib'], ascending=False)

dfSort['centerSquareX'] = dfSort['x1']+(pontoA/2)

dfSort['centerSquareY'] = dfSort['y1']-(pontoA/2)

dfSort.drop(columns=['x1','x2','y1','y2'], inplace=True)

agg = dfSort.groupby(['idQuadrado'], as_index=False).aggregate(

{'ibge_id':'first','uf':'first','lon':'first',

'lat':'first','new_pib':'sum',

'no_accents':'first','centerSquareX':

'first','centerSquareY':

'first'})

agg.sort_values(by=['new_pib'], ascending=False)

# O numero de coluna nos fornece

#a quantidade de cidades enquadradas,

#a inclinacao entre o

#tamanho do quadrado(PontoA) e o

#numero de coluna(cidades) em um

#grafico loglog forcene a dimensão fractal
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