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Resumo

O Brasil tem se destacado mundialmente como um dos principais produtores e consumidores de feijao, o que faz com
que seu cultivo se torne importante para o aspecto econdmico e social do pais. Como o feijoeiro possui um ciclo curto de
crescimento, sua modelagem faz-se essencial para otimizagéo de planos de manejo dessa cultura. Essa modelagem pode ser
realizada por modelos lineares e nao lineares, porém os modelos nao lineares tém se destacado por agregar mais informacéo
ao pesquisador, devido principalmente, ao fato da interpretacdo pratica de seus parametros. Neste sentido, foram ajustados
por meio do software estatistico R o modelo linear polinomial de terceiro grau e os modelos néo lineares Logistico e Gompertz
aos dados de altura, em centimetros, em relacdo ao tempo, em dias apds a emergéncia, totalizando 11 observagoes.
Utilizou-se como critérios para avaliar a qualidade do ajuste do modelo do coeficiente de determinagéo ajustado do critério
de informacao de Akaike corrigido e do desvio-padrao residual, sendo o modelo Logistico o que melhor se ajustou aos dados.
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Introducao

O feijoeiro (Phaseolus vulgaris L.) tem se
destacado como uma das principais culturas
do agronegbécio brasileiro, posicionando o
pais como o terceiro maior produtor mundial
de feijao, ficando atras apenas da india e de
Myanmar (FAOSTAT, 2019). Entre os paises que
compdem o Mercosul, o Brasil se destaca como
principal produtor e consumidor da leguminosa,
produzindo cerca de 3,1 milhdes de toneladas
anuais (CONAB, 2019) e, assim, estimulando
a agricultura familiar e a economia local, pois
¢ uma cultura explorada do pequeno ao grande
produtor (MALTA et al., 2017).

A importancia do feijao vai além do aspecto
econdmico, pois € um alimento altamente
nutritivo e um dos componentes basicos da dieta
dos brasileiros, sendo consumido diariamente
pelas diferentes classes sociais em todo o pais.
Segundo o guia alimentar para a populacao
brasileira (BRASIL, 2014), os graos do feijoeiro

trazem inimeros beneficios a salde, pois sao
uma excelente fonte de proteinas, carboidratos,
fibras, vitaminas do complexo B, ferro, célcio e
outros minerais.

Segundo Lima et al. (2019), como o
feijoeiro possui um ciclo curto de crescimento, é
fundamental a modelagem deste para otimizar as
técnicas de manejo dessa cultura. Para o estudo
das curvas de crescimento, é possivel utilizar os
modelos lineares e nao lineares, porém os modelos
nao lineares se destacam pela parciménia e
interpretacdes praticas dos parametros, o que
ajuda o pesquisador a encontrar aplicagoes
praticas de suas caracteristicas, além de resumir
varias informacdes em poucos parametros
(OLIVEIRA et al., 2013; ARCHONTOULIS,
MIGUEZ, 2015; FERNANDES et al., 2017;
LIMA et al., 2017; RIBEIRO et al., 2018).

Varios pesquisadores tém utilizado modelos
nao lineares com resultados satisfatérios para o
ajuste das curvas de crescimento de espécies
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vegetais. Frihauf et al. (2020) ajustaram os
modelos Logistico, Gompertz, von Bertalanffy
e Brody para o crescimento diamétrico de
cedro (Cedrela fissilis); esses mesmos modelos
foram utilizados por Jane et al. (2020) para
descrever a estatura e o diametro da cana-de-
acucar variedade RB92579; Prado et al. (2020)
modelaram o crescimento de frutos de coqueiro
anao verde com os modelos Logistico e Gompertz
e Silva et al. (2020a) descreveram o crescimento
de frutos de amora-preta pelos modelos duplo
Logistico e duplo Gompertz. Martins Filho et al.
(2008) avaliaram o crescimento de cultivares
de feijoeiro por meio de modelos nao lineares e
inferéncia bayesiana.

O ajuste com modelos nao lineares permite
ao pesquisador uma perspectiva mais ampla
sobre o crescimento daquele vegetal, porém
a sua dificuldade de ajuste e convergéncia faz
com que alguns pesquisadores optem pelo uso
dos modelos lineares. Isso pode ser observado
em trabalhos como os desenvolvidos por Batista
et al. (2019), que ajustaram os modelos
polinomiais de primeiro e segundo graus para
descrever o crescimento inicial do meloeiro,
Pineda-Herrera et al. (2019), que utilizaram o
modelo polinomial de grau 3 para o ajuste do
crescimento diamétrico de trés espécies arbdreas,
e Saldana et al. (2017), que utilizaram 0 mesmo
modelo para descrever o crescimento da area
foliar de tomateiros. Sendo assim, este trabalho
foi desenvolvido com o objetivo de comparar os
ajustes do modelo linear polinomial de grau 3 e
dos modelos nao lineares Logistico e Gompertz
para a descricdo do crescimento em altura das
plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma.

Material e métodos

Os dados foram obtidos em um experimento
conduzido por Vieira et al. (2008) com a
cultivar de feijao BRS MG Talisma em plantio
convencional. Para o estudo foram consideradas
as alturas das plantas, em cm, da cultivar BRS

MG Talisma em plantio convencional. Foram
mensuradas 10 plantas aos 7 dias apo6s a
emergéncia (DAE) e, a partir dai, a cada 7 dias
foram feitas mensuracgoes até os 77 DAE.

Foram utilizados os modelos linear polinomial
de grau 3 (Eq. 1) e nao lineares Logistico (Eq. 2)
e Gompertz (Eq. 3), com parametrizagao de
Fernandes et al. (2015), para ajustar a altura das
plantas em funcgao dos dias apds a emergéncia.
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em que:
y, representa o i-ésimo valor observado da altura
da plantaemcm,comi=1, 2, ..., 11;

x, refere-se ao tempo na i-ésima medicao, dado
em dias apés a emergéncia,comi=1,2,...,11;
B, sdo os parametros do modelo linear, com i =
0,1,2,3;

o é o valor esperado para a altura maxima da
planta em estudo;

y corresponde a abscissa do ponto de inflexao
da curva;

K é o indice de maturidade, ou seja, quanto
maior indica que menos tempo a planta gasta
para atingir seu tamanho maximo;

€ € o erro aleatorio, o qual pressupde-se que
tenha distribuicdo normal, variancia constante e
seja independente, isto é, & ~ N(O, 02).

A estimacao dos parametros foi realizada
por meio do método dos minimos quadrados,
0 qual consiste na minimizacdo da soma do
qguadrado dos residuos e da origem a um sistema
de equacdes normais (SEN). Para o modelo
linear, esse sistema tem uma solucao explicita,
facilitando a estimativa dos parametros. Para o
modelo nao linear, ndo ha uma solucao direta,
logo faz-se necessario o uso de métodos iterativos
para obtencdo dessas estimativas. Entre os
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varios métodos iterativos descritos na literatura,
foi utilizado o algoritmo de Gauss-Newton, e a
escolha dos valores iniciais para execucao do
processo iterativo foi realizada com base em uma
analise exploratdria inicial dos dados (SILVEIRA
etal., 2018; PAULA et al., 2019; SILVA et al.,
2019a; SILVA et al., 2019b; PAULA et al.,
2020; SILVA et al., 2020b).

Segundo Silva et al. (2021), ap6s o ajuste
dos modelos, faz-se necessaria a verificagao das
pressuposicoes de normalidade, independéncia e
homocedasticidade do vetor de residuos, o que
garante a correta inferéncia sobre os parametros.
Entre os varios testes descritos na literatura,
utilizou-se do teste de Shapiro-Wilk para
normalidade, Durbin-Watson para independéncia
e Breusch-Pagan para homocedasticidade.

A comparacao dos modelos quanto a
qualidade do ajuste foi feita com base nos
resultados encontrados para o coeficiente de
determinacdo ajustado (Eq. 3), o critério de
informacao de Akaike corrigido (Eq. 4) e o
desvio-padrao residual (Eq. 5).

(I—RZ)(n—i)

R:=1- (3)
! (n-p)
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AIC. =n anSQRj+ p(p+1) (4)
n n-p-1
DPR =,/ QME (5)
em que:

R? é o coeficiente de determinacao;
n € o numero de observacoes;

p é a quantidade de
modelo ajustado;

parametros do

i estd ligado ao ajuste do intercepto na curva,
sendo igual a 1 se houver intercepto e O,
caso contrario;

SQR representa a soma de quadrados
dos residuos;

QME representa o quadrado médio do erro.

O modelo com melhor aderéncia aos dados
é aquele que apresenta maior valor para Rij
e menores valores para AIC, e DPR. Toda
parte computacional envolvida para realizagdo
deste trabalho foi realizada com a utilizagao do
software estatistico R, de acesso livre (R CORE
TEAM, 2021).

Resultados e discussao

Na Figura 1, pode-se observar um
carater sigmoidal nos dados que relacionam o
crescimento do feijoeiro em altura e a sua idade
em dias ap0s a emergéncia. Foi realizado o ajuste
do modelo polinomial de terceiro grau e dos
modelos Logistico e Gompertz. Esses modelos
tém representado bem os dados com esse tipo de
dispersao como pode-se ver no ajuste realizado
por Jane et al. (2019), que utilizaram esses
modelos no ajuste do crescimento de pimenta
com resultados satisfatérios.

Apés o ajuste dos modelos, foi realizado
um importante passo na modelagem, que é a
analise residual, pois se algum dos pressupostos
nao for atendido pelo vetor de residuos, o modelo
pode gerar estimativas imprecisas o que o torna
inadequado para representacao desse conjunto
de dados (ARCHONTOULIS; MIGUEZ, 2015;
FERNANDES et al., 2014). Sendo assim, na
Tabela 1 sao apresentados os resultados obtidos
para os testes Shapiro-Wilk, Durbin-Watson e
Breusch-Pagan utilizados para verificacao dos
pressupostos de normalidade, independéncia e
homocedasticidade residuais, respectivamente.
Todos os testes foram nao significativos
(valor-p > 0,01) para os modelos polinomial
e Logistico, o que indica que os residuos sao
independentes e identicamente distribuidos
seguindo uma distribuicado normal com média
zero e variancia constante, gi~N(O,0'2).
Resultados semelhantes foram encontrados por
Fernandes et al. (2014) e Jane et al. (2019),
que observaram a validacdo de todos os
pressupostos em seus estudos de modelagem
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na descricao do crescimento do fruto do cafeeiro
e da pimenta, respectivamente.

Para o modelo Gompertz, os testes para
verificagao de normalidade e variancia constantes
nao foram significativos (valor-p > 0,01),
indicando que o vetor de residuos se apresenta
normalmente distribuido com variancia constante,
porém o teste de Durbin-Watson apresentou
valores significativos (valor-p < 0,01), indicando
autocorrelacao residual.

Apesar do resultado apresentado pelo teste
de Durbin-Watson, o parametro de autocorrelacao
nao foi incorporado ao modelo Gompertz, pois
ele se mostrou nao significativo incluindo o zero
no seu intervalo de confianca. Pela Figura 2,
também é possivel observar visualmente que
0 modelo Gompertz assim como os modelos
polinomial e Logistico atendem ao pressuposto
de independéncia do vetor de residuos, indicando
nao ser necessaria a incorporagao do parametro
autorregressivo aos modelos.

Tabela 1 - Valor-p para os testes Shapiro-Wilk, Durbin-Watson e Breusch-Pagan utilizados na analise do vetor
de residuos para o ajuste dos modelos polinomial, Logistico e Gompertz para altura de plantas de feijoeiro cv.
BRS MG Talisma em fungao das idades em dias ap6s a emergéncia.

Modelo Shapiro-Wilk Durbin-Watson Breusch-Pagan
Polinomial 0,1320 0,3720 0,5059
Logistico 0,8823 0,5920 0,0397
Gompertz 0,5211 < 0,001 0,1178

Fonte: Elaboracéo dos autores (2021).

Figura 1 — Representacao grafica do crescimento em altura do feijoeiro em relacao as semanas apds o inicio

do ciclo fenolégico.
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Figura 2 — Graficos da funcao de autocorrelacao parcial dos modelos polinomial (A), Logistico (B) e Gompertz
(C) para o ajuste das alturas de plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma.
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Fonte: Elaboracao dos autores (2021).

E possivel observar na Figura 3 que a anélise
grafica dos residuos corroborou os resultados
obtidos pelos testes Shapiro-Wilk e Breusch-
Pagan presentes na Tabela 1, o que indica
homocedasticidade, bem como normalidade
no vetor de residuos dos modelos Polinomial,
Logistico e Gompertz ajustados a altura das
plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma.

Na Tabela 2, estdao apresentadas as
estimativas dos parametros e os seus respectivos
intervalos com 95 % de confianga, com base
no ajuste dos modelos polinomial, Logistico e
Gompertz para as medidas das alturas (cm) das
plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma tomadas
em dias apds a emergéncia. Todos os parametros
estimados foram significativos, pelo teste t, a
5 % de significancia.

Pode-se observar pelos resultados
apresentados na Tabela 2 que os intervalos de

Tabela 2 - Estimativas para os parametros dos
modelos polinomial, Logistico e Gompertz, ajustados
as alturas (cm) das plantas de feijoeiro cv. BRS MG
Talisma e seus respectivos intervalos com 95% de
confianga (LI — limite inferior e LS — limite superior).

Polinomial
Parametros LI estimativa LS
B, 4,0614 7.9682 11,8750
B, -0,8170  -0,4318 -0,0466
B, 0,0497 0,0601 0,0706
B, -0,0006  -0,0005  -0,0004
Logistico
94,9812 96,9284 99,0269
36,3656 37,1905 38,0620
K 0,0784 0,0827 0,0873
Gompertz
99,1023 107,6377 119,7940
29,1873 31,6532 34,9195
K 0,0382 0,0468 0,0564

Fonte: Elaboragdo dos autores (2021).
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Figura 3 - Distribuicao grafica dos residuos para altura dos feijoeiros, em que (A), (C) e (E) representam os
valores ajustados em relagado aos residuos e (B), (D) e (F) representam os valores residuais em relagdo aos
guanti-tedricos para os modelos Polinomial, Logistico e Gompertz.
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Fonte: Elaboracao dos autores (2021).

confianga nao passaram pelo zero, mostrando
qualidade na obtencdo das estimativas e
indicando que os parametros nao sao nulos.
O modelo Logistico teve intervalos com menor
amplitude, o que, segundo Muianga et al.
(2016), indica maior precisao nas estimativas
dos parametros. Com base nas estimativas do
parametro a, observa-se que a altura maxima
do feijoeiro em estudo foi de 96,93 cm para o
modelo Logistico e 107,64 cm para o modelo
Gompertz, o que segundo Vieira et al. (2008) é
condizente com o crescimento do feijoeiro, cujas
alturas maximas variam de 55 cm a 140 cm.

Segundo Mischan e Pinho (2014), o
ponto de inflexdo € um ponto de transicao do
crescimento, o que é muito importante para
analise de desenvolvimento do objeto em estudo,
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pois a partir dele o crescimento é desacelerado,
diminuindo a sua velocidade e tendendo a
estabilidade. Com base na estimativa dos
parametros do modelo nao linear, é possivel
encontrar o ponto do modelo ajustado, o qual,
de acordo com Jane et al. (2019), para o modelo
Logistico, se da a 50% da assintota horizontal a,
ou seja, exatamente na metade da curva e para
o0 modelo Gompertz a 37% da mesma assintota
a. Portanto, as coordenadas do ponto de

inflexdo desses modelos sao dadas por (7?,%)

A

. A
e (%zj, respectivamente.

Pela Tabela 2, observa-se que o ponto de
inflexdo para o modelo Logistico tem como
coordenadas Pl (37,19; 48,46), indicando
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que o crescimento do feijoeiro em estudo é
desacelerado em, aproximadamente, 37 dias
apos a emergéncia quando ele atinge em torno
de 48,46 cm de altura e para o modelo Gompertz
suas coordenadas sao Pl (31,65; 39,60), ou
seja, a desaceleracao do crescimento ocorre,
aproximadamente, 32 dias apds a emergéncia
quando o feijoeiro atinge em torno de 39,60 cm.

Na Tabela 3, observam-se os resultados dos
critérios utilizados para avaliar a qualidade do
ajuste. E possivel perceber que os modelos se
ajustaram bem aos dados, contudo o modelo
Logistico teve meﬁgres valores para DPR e AIC. e
maior valor para ¥ , apontando a superioridade
desse modelo para descrever o crescimento em
altura de plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma.
Alguns autores como Mangueira et al. (2016) e
Prado et al. (2013) também obtiveram melhores
resultados com o ajuste do modelo Logistico para
descrever o crescimento da altura de milho e de
frutos de coqueiro anao, respectivamente.

Tabela 3 - Critérios para avaliagdo da qualidade de
ajuste dos modelos polinomial, Logistico e Gompertz

Modelo DPR AIC, R
Polinomial  0,9329 41,3838  0,9992
Logistico  0,8659 35,9746  0,9993
Gompertz  2,3981 58,3852  0,9948

Fonte: Elaboracao dos autores (2021).

Na Figura 4, observam-se os gréaficos dos
ajustes dos modelos polinomial, Logistico e
Gompertz para o ajuste da altura (cm) das
plantas de feijoeiro cv. BRS MG Talisma ao longo
do tempo (DAE).

Tanto a analise visual quanto os critérios
utilizados para verificacao da qualidade do ajuste
indicam que os modelos polinomial e Logistico
tiveram aderéncia semelhante aos dados e
foram superiores ao modelo Gompertz na
descricao do crescimento de altura das plantas
de feijoeiro ao longo do tempo. Sendo assim,

Figura 4 — Ajuste dos modelos polinomial, Logistico e Gompertz aos dados de altura (cm) de plantas de feijoeiro

cv. BRS MG Talisma.
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a escolha do modelo adequado para descrever
os dados ficara a cargo do pesquisador, que
devera levar em consideracao que os modelos
nao lineares sao mais parcimoniosos e permitem
uma inferéncia mais ampla sobre o objeto em
estudo. Segundo Archontoulis e Miguez (2015),
uma das principais vantagens dos modelos nao
lineares sobre os lineares é a possibilidade da
interpretacao pratica sobre os seus parametros, o
que de acordo com Tholon et al. (2012) deveria
ser levado em consideracao durante o processo
de escolha do modelo utilizado, pois muitas
informacoes importantes ao pesquisador podem
ser perdidas por essa escolha.

Pode-se observar que informagdes como
o crescimento maximo do objeto em estudo, o
ponto de desaceleracdo do crescimento, entre
outras que os modelos nao lineares trazem,
poderiam ter sido agregadas em trabalhos como
os de Batista et al. (2019), Pineda-Herrera
et al. (2019) e Saldana et al. (2017), os quais
ajustaram modelos lineares para descrever
o crescimento do meloeiro, do diametro de
espécies arboreas e da area foliar de tomateiros,
respectivamente, trazendo contribuicbes para
suas pesquisas.

Conclusoes

Os modelos testados foram adequados para
descrever o crescimento em altura das plantas
de feijoeiro cv. BRS MG Talisma ao longo dos
dias apd6s a emergéncia, porém o modelo
polinomial de terceiro grau e o modelo Logistico
alcancaram ajustes semelhantes e superiores
ao modelo Gompertz, sendo o modelo Logistico
o que melhor aderiu aos dados. Comparando
os modelos, observou-se que 0os modelos nao
lineares geralmente sao mais parcimoniosos e
trazem mais informacodes ao pesquisador do que
os lineares, devido principalmente a interpretacao
pratica de seus parametros.
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