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Resumo

A andlise numérica € uma ferramenta muito eficaz no estudo do comportamento de sistemas dinami-
cos. Como exemplo, foram estudados dois sistemas de dindmica populacional modelados através de
equacdes diferenciais ordindrias e de equacdes diferenciais parciais, que ndo possuem solugdes analiti-
cas. Inicialmente foram utilizados os métodos de Euler de primeiro ponto e Runge-Kutta de quarta or-
dem, que séo respectivamente O(h) e O(h?), para resolver numericamente o sistema de equagdes difer-
enciais ordindrias. Como os métodos numéricos utilizados para equacdes diferenciais ordindrias nao
se aplicam a equagdes diferenciais parciais, foram utilizados métodos explicitos e de Crank-Nicholson.
Foram feitas comparacdes entre os resultados obtidos através dos métodos numéricos para equacdes
diferenciais ordindrias e verificado qual método numérico € o mais apropriado. O mesmo processo foi
realizado para comparar qual método numérico é mais eficiente para se resolver equacdes diferenciais

parciais.

Abstract

The numerical analysis is a very efficient tool in the study of the behavior of dynamic systems. We
have studied two systems of population dynamics modeled through ordinary differential equations and
partial differential equations that do not possess analytic solutions. Initially, Euler’s first point method
and Runge-Kutta of fourth order were used, they take O(h) and O(h?), for solving numerically the
system of ordinary differential equations. As the numerical approaches utilized for ordinary differential
equations do not apply to partial differential equations, explicit approaches and Crank-Nicholson were
used for such equations. We made comparisons between the results obtained through the numerical
approaches for ordinary differential equations and verified which numerical approach is the most ap-
propriate one. The same process was carried out to detect which numerical approach is more efficient

in solving partial differential equations.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Os sistemas dindmicos em geral sdo sistemas fora do equilibrio e podem apresentar comportamento
ndo-linear. A maior parte dos fendmenos naturais estdo associados com sistemas dinamicos fora do
equilibrio, como o comportamento ao longo do tempo de colonias de insetos, o clima da Terra, os terre-
motos, 0S 0rganismos vivos, os ecossistemas, os fendmenos de turbuléncia, os sistemas imunolégicos,
as redes fluviais, e muitos outros.

Determinar, teoricamente, a evolugdo temporal das grandezas que caracterizam um sistema, pode
ser importante em alguns casos, como por exemplo: (i) quando o sistema ainda ndo existe fisicamente;
(7i) quando se tenta explicar o comportamento de sistemas ja existentes; (iii) quando os testes exper-
imentais sao muito caros e/ou perigosos. O objetivo desses estudos tedricos é conhecer o futuro, ou
seja, prever como as mudancas ocorrerdo nestes sistemas. O estudo matematico dessas mudangas cor-
responde ao estudo de sistemas de equacdes diferenciais, para o caso em que se assume que o tempo
evolui continuamente, ou ao estudo de sistemas de equacdes de diferencas finitas, quando se assume
que o tempo evolui discretamente [1].

Nem sempre € possivel resolver os modelos matematicos de forma analitica, e buscam-se entio
ferramentas alternativas. O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo dos métodos numéricos mais
utilizados para a resolucio de equagdes diferenciais ordindrias e parciais e aplicar estes métodos para
resolver o problema dindmico presa-predador com difusao.

A modelagem da dindmica de populagdes € um problema importante em ecologia, tendo impli-
cacdes diretas inclusive em programas de conservacao ambiental. A proposicao de modelos matemati-
cos para descrever a dindmica de populacdes € rotineira hd muito tempo, mas somente apds o advento
dos computadores digitais foi possivel sofisticar os modelos para torna-los mais realistas. O estudo de
um sistema de dinamica de populacdes engloba diferentes dreas do conhecimento, tais como, Fisica,
Matematica, Biologia e Computagdo, o que torna fascinante este tipo de pesquisa, que nao se restringe

a apenas uma area do conhecimento. A cooperagao entre profissionais de diferentes areas €, em geral,



bastante proveitosa.

O trabalho estd organizado da forma descrita a seguir. No capitulo 2, é apresentado o referencial
tedrico matematico abrangendo um breve estudo de equagdes diferenciais ordindrias e parciais, fer-
ramentas matemdticas que sdo utilizadas para a modelagem de sistemas dindmicos. No capitulo 3,
sdo apresentados alguns métodos numéricos utilizados para tratar equacdes diferenciais ordindrias e
equacdes diferenciais parciais, incluindo andlise de convergéncia e estabilidade, bem como a aplicabili-
dade desses métodos. Nos capitulos 4 e 5, sdo apresentados alguns modelos de dindmica de populacdes,
incluindo um estudo dos respectivos sistemas continuos e os resultados numéricos correspondentes. No
capitulo 4, é tratado do caso presa-predador unidimensional sem difusado, descrito por equagdes difer-
enciais ordindrias e que, portanto possui solucio exata. E feita uma comparacio entre os resultados
numéricos e os resultados exatos, mostrando o grau de precisdo dos métodos numéricos empregados.
No capitulo 5, € tratado do caso presa-predador incluindo a difusdo, descrito por equacdes diferenciais
parciais que nio possuem solucio exata. No capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e perspectivas

do trabalho.



Capitulo 2

EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 Introducao

Equacgdes diferenciais foram usadas pela primeira vez no século XVII, para descrever fendmenos fisi-
cos. Desde entdo, elas t€m sido aplicadas em diversas areas. E muitas leis fundamentais da fisica,
quimica, economia e biologia podem ser formuladas como equagdes diferenciais. Em ecologia, a mod-
elagem matematica da dindmica de populacdes usa, fundamentalmente, equacdes diferenciais. Diversos
fendmenos fisicos, tais como fendomenos de difusio e de turbuléncia, movimento de particulas, e muitos
outros sistemas dindmicos, também sdo modelados usando-se equacgdes diferenciais [2].

As equacdes diferenciais sao importantes tanto do ponto de vista matemdtico quanto do ponto de
vista fisico. Os fisicos, ao estudarem algum fendmeno, procuram inicialmente descrevé-lo de forma
qualitativa. Apds a compreensao qualitativa do fendmeno, tenta-se obter uma explicacdo quantitativa,
na forma de uma ou mais equagdes matematicas, que visam descrever matematicamente a experiéncia
e fazer previsdes que possam ser verificadas através de outras experiéncias [3].

Para uma boa parte dos sistemas fisicos conhecidos, a equacdo ou equacgdes que descrevem 0s
fendmenos, pelo menos de forma aproximada, sdao equagdes diferenciais [1]. Modelos de sistemas
reais podem conter equacdes diferenciais complexas, e o problema entdo se transforma em encontrar
as solucdes destas equacdes. Sendo assim, € muito importante conhecer métodos de resolugdo dessas
equacdes diferenciais. Quando a equagdo ndo possui solugdo analitica, métodos de solu¢cdes numéricas

e/ou processos de simulagdo computacional sdo utilizados.

2.1.1 Classificacao das equacoes diferenciais

Uma equacio diferencial € uma equagdo envolvendo derivadas de uma fun¢do desconhecida contendo
uma ou mais varidveis. Se a funcdo desconhecida depende somente de uma varidvel a equagdo é

chamada Equacdo Diferencial Ordindria (EDO). Entretanto, se a fun¢do desconhecida depende de mais



de uma varidvel a equagdo é chamada Equagdo Diferencial Parcial (EDP) [2].
Um exemplo de uma EDO € a equacio
d*u du

onde a fungdo desconhecida u(t) depende apenas da varidvel independente ¢. A eq.(2.1) pode ser escrita

da seguinte forma

u’ —2u' — 15u =0 (2.2)

A equacdo de calor (2.3) é um exemplo de uma EDP.

ou(z,t)  ,0%u(x,t)
T -

onde « é a constante de difus@o. A equacdo do calor descreve a conducao de calor em um corpo sélido
[4]. Note que na eq.(2.1), a fun¢éo desconhecida u depende apenas da varidvel independente ¢, u(t),
enquanto que na eq.(2.3), u depende de = e de ¢, u(z, t).

A ordem de uma equagao diferencial € a ordem da derivada de maior ordem que aparece na equacao,
independente do tipo de derivada [4]. As equagdes (2.1) e (2.3) sdo equagdes de segunda ordem e a
eq.(2.4)

dy Py dPy

dy
at T tae Ta V! 24

¢ classificada como uma equagao diferencial ordindria de quarta ordem.
As equacgdes diferenciais ordindrias podem ser classificadas como lineares e nado-lineares. Uma
equacdo diferencial ordindria linear € uma equagdo que pode ser escrita na forma
dyn dynfl

d
ao(x)@ + al(x)m + ..+ an,l(:p)ﬁ + ap(z)y = F(x) (2.5)

onde F'(x) e os coeficientes ag(z), a1(x), ..., a,(x) sdo fungdes de x, e ap(x) ndo é identicamente
nulo. Uma equacgdo diferencial ordindria que ndo pode ser escrita na forma (2.5) é chamada equacdo

diferencial ndo-linear. A equacdo (2.1) é um exemplo de uma EDO linear, e (2.6) ¢ um exemplo de uma

dy 2 dy
i) -y = 2.
<dm> —&-xdw y=20 (2.6)

EDO nao-linear.

Observe que uma equacgdo diferencial linear ndo pode conter funcdes transcendentais tais como
sen(z), cos(x) e In(x) e também ndo pode conter produtos entre varidveis dependentes, como por

exemplo [3]:

dz\? dy dydz 0%z Ox
2= -, = —— 2.7



2.2 Equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

A eq.(2.8) é uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem, onde f(¢,y) é uma fun¢io de duas
varidveis. Qualquer funcio y = ¢ que satisfaca a eq.(2.8) para todo ¢ em algum intervalo € dita solug¢do
da equacao.

dy
o= fity) es)

Se a func@o f(¢,y) na equagdo depende linearmente da varidvel dependente y, entdo a equagdo é

uma equacdo linear de primeira ordem [2].

2.2.1 Equacoes diferenciais de variaveis separaveis

O método de separacdo de varidveis consiste em transformar equacdes do tipo

dy _ F(2)G(y)

dr " T(@)g) 2
em equacgdes da forma

9(y) F(x)

CAC Vg A d 2.10

G~ fl) 10

Esse método ¢ aplicado em equagdes em que um lado pode ser escrito somente em fun¢do de uma
das variaveis e o outro somente em funcdo da outra variavel [4].
Para resolver este tipo de equacdo integra-se cada lado da eq.(2.10) em relag@o as suas variaveis,

obtendo-se a eq.(2.11)

9ty) , _ [ F(z)

onde C' é uma constante arbitraria que serd determinada segundo a condicio inicial do problema [2].
As equagoes do tipo
d

Y _
i flax + by + c) (2.12)

onde a, b e ¢ sdo constantes, ndo sdo equagdes separdveis, mas podem ser transformadas por meio da
seguinte substitui¢do:
dy

U:am—i—by—{—c:@:a%—b— (2.13)
dx dx

Considere a seguinte equacdo de varidveis ndo separdveis

dfy_y—élx

2.14
dx T —y ( )



que pode ser escrita como

dy _ (y/z)—4 (2.15)

dr 11— (y/x)
d
€ possivel definir uma nova varidvel dependente v tal que v = Q, ou y = zv(x). Expressando d—y em
x x

d d
funcdode z,ve b e substituindo y e d—y na eq.(2.15) obtem-se
x

dx
v v—A4
— = 2.16
v xdm 1—v ( )
ou
dv  v?—4
— = 2.17
mda: 1—wv ( )
Observe que a eq.(2.17) é separavel.
2.2.2 Equacoes diferenciais exatas
Qualquer equacao diferencial de primeira ordem pode ser escrita na forma diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.18)
Esta forma é semelhante a diferencial total dF' de uma fungdo F' de duas varidveis reais [3].
oF oF
AP (z,y) = L&Y 4 OF@y) (2.19)
Oz dy

Pode-se comparar as equagdes (2.18) e (2.19) identificando-se as derivadas parciais da eq.(2.19)

com as fungdes M (z,y) e N(z,y) da eq.(2.18).

OF (z,y)
ox

OF (z,y)

=M(z,y) e 9

= N(z,y) (2.20)
E necessario também que as fungdes M (z,7) e N (z, ) satisfacam a seguinte condigdo

OM _ ON

— = 2.21
oy ox 2.21)
Nesse caso diz-se que a equagdo € exata e pode ser escrita como
dF (z,y) =0 (2.22)
que tem como solugdo geral
F(z,y)=c (2.23)

A fun¢do F' é uma fungdo cujas derivadas parciais sdo iguais a M (z,y) e N(z,y) [3].



2.2.3 Equacoes diferenciais lineares

Uma equacio diferencial linear deve obedecer a eq.(2.5). Um exemplo € dado pela eq.(2.24) abaixo

d
% +p(x)y = q(x) (2.24)
que pode ser reescrita da seguinte forma:
[p(x)y — q(x)ldx + dy = 0 (2.25)

A eq.(2.25) é uma equacgdo do tipo M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0, onde M (x,y) = p(x)y — q(x) e
N(z,y) = 1. Como

oM, ON
oy Oz

a eq.(2.25) ndo é exata. No entanto, pode-se multiplicar a eq.(2.25) por uma fun¢do u(z,y), denomi-

(2.26)

nada de fator integrante, que a transformard em uma equacdo diferencial exata [3].

pw(x, y)M(z,y)dx + p(z, y)N(z,y)dy =0 (2.27)

2.2.4 Equacoes diferenciais autonomas

Séao ditas autdbnomas as equagdes diferenciais nas quais a variavel independente ndo aparece explicita-
mente [4].
dy

=1 (2.28)

Equacdes autdnomas aparecem no contexto de crescimento populacional ou declinio populacional
de uma dada espécie, por exemplo. Um modelo para o crescimento populacional é capaz de descrever a
variacdo no nimero de individuos em uma dada regido em relacdo ao tempo e € composto por um fator
correspondente aos nascimentos, proporcional ao nimero de individuos presentes em um dado instante,

e por outro fator correspondente as mortes, também proporcional ao nimero de individuos presentes

em um dado instante [4].

Variagao da . )
populacdo Nascimentos - Mortes
dt

Figura 2.1: Esquema representativo para um modelo de crescimento populacional.

onde a € a taxa de natalidade e b € a taxa de mortalidade, ambas consideradas constantes. Definindo-

se r = a — b, tem-se que



dN

T rN (2.29)

r € a chamada taxa de crescimento intrinseco. Se » > 0 a populagdo aumenta; se r < 0 a populacio

diminui. Note que no lado direito da eq.(2.29) a varidvel independente ¢ ndo aparece explicitamente.

2.3 Equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem

Uma equacio diferencial linear de segunda ordem tem a forma

d*y dy
a2 f <t7 Y, dt> (2.30)
ou a forma geral
d*y dy
g2 Tt +altly =g(t) (2.31)

A eq.(2.31) também pode ser escrita da seguinte forma

2 d
p(n%g + Q(t)di; + R(t)y = G(t) (2.32)

2.3.1 Equacoes diferenciais homogéneas

Uma equagio diferencial é dita homogénea se na eq.(2.31) g(¢) = 0. Caso contrério, serd classificada

como uma equacdo diferencial ndo-homogénea [3].

d*y dy
) =2 thy = 2.33
g2 TPt) o +alt)y=0 (2.33)
Considere o seguinte exemplo.
Ty _ o (234)
az Y= '

A eq.(2.34) representa uma funcdo com a propriedade de que a sua derivada segunda ¢é igual a ela
prépria. Lembre-se dos primeiros estudos de calculo que existe uma fungdo com essa propriedade. Por

inspegdo pode-se concluir que somente a fungio exponencial y(t) = Ce" satisfaz a eq.(2.34), entdo

Yy () = Cre

y”(t) _ CT,Qert
Substituindo na eq.(2.34), tem-se

Crie —Ce™ = 0

Cet(r?—=1) = 0



Existem duas possibilidades, 7 = —1 e » = 1, e ambas deverdo ser consideradas para a obtencdo
da solucdo geral da eq.(2.34).
E fundamental que se note que qualquer soma de solugdes da eq.(2.34) também é solugdo [4].

Assim, a solucdo geral é dada pela combinagao linear das fun¢des exponenciais
y(t) = cre’ + coe™! (2.35)

As constantes ¢; e ¢ sdo encontradas através das condigdes iniciais y(to) e y'(to). Suponha que

y(0) = 2 e y/(0) = 3, que restringe a solugdo cujo gréfico contenha o ponto (0,2) e cujo coeficiente

5 1
angular da reta tangente ao grifico nesse ponto seja 3. As constantes seriam c; = 3 ecy = —5
Inserindo estes valores na eq.(2.35), obtém-se
) 1
t)= el ——e* 2.36
y(t) = ¢ = 5e (2.36)

como solug@o do problema de valor inicial (PVI), que consiste na eq.(2.34) e nas condi¢des iniciais
y(0) =2ey'(0) =3.

Considere a eq.(2.32) com pardmetros constantes, por exemplo, a equacdo homogénea abaixo

d*y  _dy
6-2 527 - 0 2.37
a2 Par Y (2.37)
y(0) = 4
y'(0) = 0

Suponha que y = e"* é a solucdo da eq.(2.37). Segue que i = re’ e 3y’ = r2e"t. Substituindo y,
y' e y” naeq.(2.37), ttm-se
6r2e™ — Bre" + et =0 (2.38)

que pode ser reescrita da seguinte forma
(6r2 —5r +1)e™ =0

como et # 0,

6r>—b5r+1=0 (2.39)

A eq.(2.39) é chamada equagdo caracteristica da equagdo diferencial (2.37). Pelo fato da equacio
caracteristica ser de segundo grau, suas duas raizes podem ser reais e distintas, reais e iguais ou com-
plexas conjugadas [2].

1 1
As rafzes da eq.(2.39) sdo r; = 3 ery = 3 Logo a solucdo geral é

y(t) = cres’ + cpen’ (2.40)



Com as condig¢des iniciais y(0) = 4 e y'(0) = 0, o seguinte sistema pode ser obtido

c1t+ec = 4
1 n 1 _ 0
31T %2 T
Encontra-se ¢; = 12 e co = —8. Utilizando-se esses valores na eq.(2.41), obtém-se a solucdo

particular da eq.(2.37). A fig. 2.2 mostra o grafico da fungdo (2.41).

y(t) = 12e3" — 8e2! (2.41)

F-2

Figura 2.2: Solugéo da equagdo diferencial 6y” — 5y’ +y = 0 com y(0) =4 e y'(0) =0

2.3.2 Ecxisténcia e unicidade da soluciao

As condi¢des suficientes para a existéncia de uma solucdo Unica de uma equagao diferencial de primeira
ordem sdo definidas pelo teorema da existéncia e unicidade das solucdes [3].

Considere o problema de valor inicial

dy B
Eer(t)y = g(t) (2.42)
y(to) = wo

(2.43)

De acordo com o teorema da existéncia e unicidade das solucdes, se as funcdes p e g sd@o continuas
no dominio de defini¢do das funcdes contendo um ponto ¢ = ¢y, € possivel encontrar uma tnica funcao

y = ¢(t) que satisfaga a equacdo diferencial [4]. Ao encontrar uma solug@o para a equagdo diferencial
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linear, ndo € necessdrio buscar outras solugdes que satisfacam as condi¢des da equacgdo, pois a solucdo

encontrada € Unica.

2.3.3 Equacoes diferenciais nao-homogéneas

Se na eq.(2.44) ¢(t) # 0 tem-se uma equagio ndo-homogénea.

d’y dy
— t)— t)y =g(t 2.44
oz TPt +a(t)y = g(t) (2.44)
onde p(t), q(t) sdo fungdes constantes e g(t) uma fungdo qualquer. Como foi visto, a eq.(2.45)
dy dy
; Py = 2.45
Y plt) Y+ alt)y =0 245)

¢ uma equacdo homogénea. Neste caso, € a equagdo homogénea associada a eq.(2.44), para as mesmas
fungdes p(t) e ¢(t) da equagdo ndo-homogénea [4].

A solugdo geral de uma equag@o nao-homogénea pode ser escrita na forma

y(t) = yn(t) + yp(t) (2.46)

onde yp,(t) é a solugdo homogénea da eq.(2.45) e y,(t) ¢ alguma solucdo especifica da eq.(2.44),
chamada de solugdo particular da equagdo nao-homogénea.

Para algumas fungdes g(t) € facil descobrir a solugdo particular da equagdo. Considere o caso em
que a fungdo ¢(¢) é uma fungdo exponencial. Sendo a eq.(2.37), a equagdo homogénea associada a
eq.(2.47)

d%y

dy 2t
I _gld = 247
6 72 9 o7 + 1y = 3e ( )

sabe-se que a solucdo geral da equagc@o ndo-homogénea serd

y(t) = cle%t + CQe%t + yp(t) (2.48)

O objetivo serd encontrar uma fungdo ¥, tal que Gy;,’ — 5y1’, +yp sejaigual a 3e2t. Como as derivadas
da func¢ao exponencial sdo multiplos da prépria funcio, espera-se que existam solugdes particulares da
forma

yp(t) = Ae* (2.49)

onde A é um coeficiente a ser determinado. As derivadas da fungdo y, () sdo

% = 24e% CZZP = 4Ae% (2.50)
quando substituidas na eq.(2.47) obtém-se
(24A — 10A + A)e?t = 3¢ (2.51)
com A = % e a solugdo particular
Yp = ée% (2.52)

11



2.4 Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Uma equacido diferencial de ordem n pode ser reescrita na forma de um sistema de n equagdes de

primeira ordem [1]. Suponha uma equagao diferencial linear de ordem n dada inicialmente como

a a Qpy— t
gy = 0y Ty el eed) @) (2.53)
(79 (79 (7% (7%
Introduzindo as variaveis
y=2x1, Y =x0, vy’ =mx3 .. y(”_l) =z, (2.54)
decorre que y/ = o} = xo, ¥ = x) = 23, ..., YV =2/ | = z,, e y™ = 2. Logo, das

equacdes (2.53) e (2.54), verifica-se que uma equacdo diferencial linear de ordem n pode ser expressa

como um sistema de ordem n [5].

.731 = I9
a:'2 = I3
Ty = @y
= (2.55)
/
xr = X
n—1 n
;G0 ap ap—1 f(t)
T, = ——r— —Ty—...— ——Ip+ —>
an an Qn Gnp

O sistema (2.55) é equivalente a equagao (2.53). Entretanto, ha algumas vantagens em se escrever
uma equacgdo de ordem n como n equagdes de primeira ordem. Uma delas € a possibilidade do uso da
representacdo matricial para esse sistema. Quando se usam métodos computacionais para se resolver
a eq.(2.53), é mais conveniente se trabalhar com um sistema, em vez de se trabalhar com uma tunica
equacao. [1].

Se X, A e F denotam respectivamente, as matrizes

[z ] o 1 0 .. 0 0
AX_:: 5 A: s F_::
Tp_1 0 0 0 1 0
_% @ 42 _On-1 f(t)
| Tn L a, an, an an | L ap
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entdo o sistema de equacdes diferenciais (2.55) pode ser escrito como

BT 0 1 0 .. 0 [ 2] 0
To 0 0 1 - 0 9 0
d - T
dt N
Tp—1 0 0 0 - 1 Tp_1 0
ago ay a2 Apn—1 f(t)
:En — — I .« e - xn
- - L  Qan (279} an an 1 * - L a,

ou simplesmente
— = AX + F(t) (2.56)
2.4.1 Sistemas lineares homogéneos
Se o sistema € dito homogéneo, entdo o vetor F (t) é nulo e a eq.(2.56) pode ser escrita como
— =AX (2.57)

onde A é uma matriz quadrada de coeficientes constantes. Considere o sistema composto por duas

equacdes diferenciais

d
B%—::am—%by (2.58)
d
£:m+@ (2.59)
- x a b
que pode ser escrito na forma da eq.(2.57), onde X = e A=
Y c d

Para escrever o sistema de duas equacgdes (2.58) como uma Uunica equagdo diferencial de segunda

dx
ordem, deve-se derivar T em relacdo a t, obtendo

A2z dzx @

ol 2.
= o (2-60)
dy . . -
Como I ¢ conhecida, pode-se substituir na eq.(2.60).
d’*x dx

Naeq.(2.61), ainda sobra um termo dependente de y que pode ser substituido se o valor de y for isolado

na eq.(2.58). Substituindo esse valor na eq.(2.61), obtém-se a eq.(2.62), que é uma equacao de segunda

ordem [5].
il;tf —(a+ d)% + (ad —bc) =0 (2.62)
A solugdo geral da eq.(2.62) é
x = cre™t + o (2.63)
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Adotando a notacdo vetorial, a solucdo serd dada por

X = KeM + oKt (2.64)
sendo A um autovalor e K um autovetor associado a matriz 4. Note que os vetores solu¢do apresentam
a forma bdsica

X = KeM (2.65)

para o sistema linear homogéneo de primeira ordem (2.57). Se (2.65) deve ser um vetor solugdo do

sistema (2.57), entdo X' = KXeM de modo que o sistema se torna
KX = AK M (2.66)
dividindo por e* e reordenando, obtem-se
AK = MK (2.67)

ou

(A= XK =0 (2.68)

onde I € a matriz identidade 2 x 2. Para encontrar um solugéo X ndo trivial do sistema (2.57), deve-se
encontrar um vetor ndo-trivial & que satisfaca a eq.(2.68). Mas para que a eq.(2.68) tenha solucdes nao
triviais, deve-se ter

det(A—AI) =0 (2.69)

A eq.(2.69) é a equacgdo caracteristica da matriz 4. Em outras palavras, X = KeM serd uma
solucdo do sistema (2.57) se e somente se A for um autovalor de A e K um autovetor correspondente a
A [S].

Para o caso do sistema composto pelas equagdes (2.58) e (2.59), calcula-se inicialmente os autoval-

ores \ da matriz A.

a— A b 9
det(A—\I) = =N —(a+dAX+ad—cb=0 (2.70)
c d— A\

Como a equagdo caracteristica € de segunda ordem, podem ser encontrados dois autovalores \; e
A2, que sdo solucdes da eq.(2.70). Conhecidos os autovalores, deve-se encontrar os autovetores K; da

matriz, resolvendo a eq.(2.67) para cada valor de A.

= (2.71)
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que € equivalente a

(a—)\)k‘l +bky = 0

cki+(d—Nky = 0

Com os autovalores e autovetores da matriz € possivel escrever a solucio geral dada pela eq.(2.64).

A solugdo geral do sistema formado pelas equacdes (2.58) e (2.59) sera

x k k!
= ! Mt 4 Co L] gt (2.72)
Yy ko K

E importante notar que a solugdo encontrada trata-se de uma funcgdo vetorial paramétrica, que
poderd desenhar um caminho ou uma trajetdria percorrida por uma particula com velocidade dx/dt
em um espaco cujos eixos representam cada componente do sistema x e y. Este espaco é chamado de
espaco de fase do sistema, e quando existe uma trajetdria tracada através da solug@o do sistema nesse
espaco, ele passa a ser chamado de retrato de fase [4]. Esta abordagem, tem cariter geométrico e nos
leva a uma compreensao qualitativa do comportamento das solugées. Existem muitas equacdes difer-
enciais, especialmente as nio-lineares, que ndo possuem solu¢do analitica, mas a andlise qualitativa é

capaz de fornecer informagdes importantes sobre o comportamento do sistema estudado.

2.5 [Estabilidade em sistemas lineares

O sistema autdbnomo com duas equagdes diferenciais da forma

dx
dy

origina um campo vetorial V (z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) e uma solugdo X = X (¢) pode ser interpre-
tada como a trajetdria resultante de uma particula colocada inicialmente na posigdo X (0) = Xo. Se Xy
€ um ponto critico, a particula permanece estaciondria [2]. Entretanto, se X é colocado préximo a um

ponto critico X1, pode-se formular algumas questdes:

e A particula voltard ao ponto critico? Mais precisamente, se X=X (t) é a solucd@o que satisfaz

X (0) = Xy, entdo é verdade que lim; o X (t) = X3

e Se a particula ndo volta ao ponto critico, ela permanece préoxima dele ou se afasta do ponto
critico? E concebivel, por exemplo, que a particula simplesmente circunde o ponto critico ou

volte a um ponto critico diferente.
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Xo

X0
. .
ponto critico
° -
X " s *
0 ponto critico ponto critico ponto critico

(a) (b) ()

Figura 2.3: Pontos criticos e estabilidade

Se o caso (a) ou o caso (b) da fig. 2.3 sempre ocorrerem em alguma vizinhanga do ponto critico, tal
ponto critico € chamado localmente estavel. Se, entretanto, for possivel achar em qualquer vizinhanga
dada um valor inicial Xy que resulte em um comportamento semelhante ao caso (c), entdo o ponto
critico é chamado instavel [5].

Como visto na secio 2.4.1, pode-se notar que as solu¢des de um sistema linear homogeneo com
coeficientes constantes dependem basicamente dos autovalores e autovetores da matriz de coeficientes.
Assim, € natural que se possa descrever o comportamento dessas solugdes, isto €, as suas curvas solucio
ou trajetdrias, com base nos autovalores e autovetores da matriz de coeficientes. A seguir é apresentado
um resumo das situagdes possiveis, indicando o tipo de ponto critico e de estabilidade observada em

cada situag@o de um sistema de segunda ordem.

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade

AL > A2 >0 N6 Instdvel

A1 < A2 <0 N6 Assintoticamente estavel
A2 <0< A1 Ponto de sela Instdvel

Al =MX2>0 NG préprio ou impréprio Instavel

Al =2X2<0 N6 préprio ou impréprio | Assintoticamente estdvel
A, Ao = aEip Ponto espiral

a>0 Instavel

a<0 Assintoticamente estdvel
Al =i, A2 = —ip Centro Estavel

Tabela 2.1: Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares X’ = AX com det(A — AI) = O e
detA# 0
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2.6 Equacoes diferenciais parciais

Em muitos problemas fisicos importantes, existem duas ou mais varidveis independentes, de modo que
o modelo matematico correspondente envolve equagdes diferenciais parciais. Tais equagdes podem ser

classificadas em trés categorias basicas:
e Elipticas
e Parabdlicas
e Hiperbdlicas

Essa classificacao nao é meramente académica, uma vez que cada classe de equagdes estd associada
a uma categoria diferente de fendmenos fisicos [6]. Na natureza pode-se distinguir dois tipos bdsicos
de fendmenos fisicos: aqueles que evoluem no tempo (transientes) e aqueles que estdo em um estado

de equilibrio (estaciondrios). Freqiientemente esses processos aparecem juntos.

2.6.1 Problemas de equilibrio
Equacdes elipticas

Problemas de equilibrio sdo aqueles nos quais a propriedade de interesse ndo se altera com o passar do
tempo. Sdo representados matematicamente por equagdes diferenciais parciais elipticas, cuja equacio
modelo é a Equacdo de Laplace. Em coordenadas cartesianas, essa equagdo pode ser escrita como:

&, 0% _

20
v¢_8x2+8y2

0 (2.73)

onde ¢ é a varidvel dependente e V2 é o operador laplaciano que, em coordenadas cartesianas bidimen-
sionais, ¢ dado por

V2 = iQ + 872
ox?  Oy?

Considere como exemplo uma chapa plana de metal mostrada na figura 2.4. Ela est4 termicamente
isolada nas faces, possui espessura desprezivel e sé pode trocar calor pelas bordas laterais, que sdo
mantidas as temperaturas Tg, 11, 15 e T5.

Quando a chapa estd em equilibrio térmico, a temperatura 7' em cada ponto interno satisfaz a
equacio

O*T 0T

que € a equacdo de Laplace. A solugdo dnica para esse e outros problemas que envolvem EDP’s é

obtida especificando-se condi¢des sobre a varidvel dependente na fronteira F'r da regido I, em que se
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T3

Tq

Figura 2.4: Chapa plana cujas bordas sao mantidas a diferentes temperaturas

(@)

Figura 2.5: Regido R com fronteira F'r na qual resolvem-se problemas de equilibrio. (a) As condi¢des
sobre a varidvel dependente sdo aplicadas ao longo de toda a fronteira da regido. (b) Perturbacido no

ponto P influencia toda regido R.

quer resolver o problema. Problemas que exigem condi¢des ao longo da fronteira (contorno) F'r de
toda a regido sdo denominados de problemas de valor de contorno (PVC) [6].

Uma caracteristica dos problemas regidos por equacdes elipticas € que toda a regido R € imediata-
mente afetada por qualquer mudanga no valor da varidvel dependente em um ponto P no interior da

regido R, como pode ser visto na fig. 2.5b, ou em sua fronteira.

2.6.2 Problemas transientes

Os problemas transientes, ou de propagagdo, envolvem a variagdo temporal das grandezas fisicas de
interesse. Os fendmenos transientes sdo modelados por equacgdes diferenciais parabdlicas ou hiperb6li-
cas. Quando apresentam mecanismos de dissipagdo de energia (por exemplo na difusdo de calor e no
escoamento de fluidos viscosos), os fendmenos ditos dissipativos sdo descritos por equagdes parab6li-

cas. Caso contrdrio, sio representados por equacdes hiperbdlicas [5].

Equacoes parabdlicas

Um exemplo cldssico tratado no estudo de equacgdes diferenciais parciais é o problema da difusdo

de calor. Nesse problema, considere uma barra de metal homogénea de comprimento 10cm, com
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espessura e largura despreziveis. A fungdo 7T'(z,t) determina a temperatura da barra em um ponto
em um instante ¢. Considere para este problema que a barra estd isolada termicamente ao longo de
seu comprimento, mas que tem suas extremidades mantidas as temperaturas de Ty = 77 = 50°C,
ou seja, as condigdes de contorno 7°(0,¢) = 7'(10,¢) = 50°C' descrevem a temperatura da barra nas
extremidades. O modelo € descrito pela seguinte equagdo parabdlica:

or )
.~ aviT 2.7
5 =av 2.75)

na qual 7' é a temperatura, « é o coeficiente de difusividade térmica caracteristica do material e V2 é
o operador laplaciano [7]. Como existe troca de calor somente no sentido do comprimento, a equacio

pode ser reescrita da seguinte forma
or  o*T
e
ot Ox?

Supondo a barra inicialmente a temperatura 7' = 0°C', deseja-se conhecer a evolugdo temporal da

(2.76)

temperatura ao longo da barra.

To | I T

Figura 2.6: Barra termicamente isolada

A figura 2.7 mostra o grafico da temperatura da barra em diferentes instantes de tempo. A partir do
estado inicial, hd uma sucessdo de distribui¢des de temperaturas transientes. Apds um tempo suficien-
temente longo, o equilibrio térmico € alcancado e a temperatura da barra ndo varia mais. Obtém-se,
entdo, uma distribui¢do uniforme de temperaturas, como esperado.

Para se estudar a evolugdo temporal da temperatura na barra, é necessario que o valor inicial da
temperatura ao longo da mesma seja especificado. Com essa informacdo, e sabendo que a temperatura
nos extremos da barra é mantida constante a 50°C' (condi¢@o de contorno), pode-se obter a distribui¢do
da temperatura ao longo da barra para diferentes instantes de tempo. As condi¢des de contorno, com-
binadas com as condicdes iniciais, sdo denominadas condi¢cdes auxiliares. Problemas transientes que
necessitam de condic¢des iniciais em ¢t = 0 além de condi¢des de contorno para ¢ > 0 sdo denominados
problemas de valor inicial (PVI) [6].

Diferente dos problemas elipticos, pode-se calcular a temperatura da barra em qualquer instante de
tempo ¢ > 0. Portanto, a regido R (ver fig. 2.8) de solucdo de problemas parabdlicos ¢ aberta.

Considere o exemplo da chapa em duas dimensdes espaciais da fig. 2.4. A eq.(2.75) se torna a
equacdo de difusdo transiente de calor

2 2
6T_a<8T aT> 0

o~ “\oz2 T a2
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Figura 2.7: Distribuicdo da temperatura em uma barra para diferentes instantes de tempo.

Condicoes de fronteira

- = Tis0

tempo
A

Condicdes iniciais
Figura 2.8: Problemas transientes necessitam de condi¢des iniciais e de contorno. A regido R em que

se determina a solugdo € aberta.

Para o caso em que as condi¢cdes de contorno sdo constantes a tendéncia é que a temperatura nio
se altere apds determinado tempo ¢, ou seja, a solucdo de um problema parabdlico tende a solugdo do
problema eliptico equivalente se %1; — 0 quando ¢ — o0, atingindo assim o estado estaciondrio. Note
entdo que a equagdo parabdlica 2.77 se torna a equacdo de Laplace

O’T 0T

P 0 (2.78)
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Equacdes hiperbdlicas

Equacdes hiperbdlicas estio relacionadas a problemas de vibragdo ou de convecgdo, em que os fend-
menos dissipativos sdo minimos ou podem ser desprezados. Problemas descritos por equacdes hiper-
bolicas sdo problemas de valor inicial, e da mesma forma que em problemas parabdlicos, a regido 12 da
solugcdo também ¢ aberta [4].

A equag@o modelo do problema hiperbdlico é a equag@o de conveccdo que, para uma dimensao

espacial, é escrita como
9 09

5= Vo (2.79)

0
onde ¢ € transportado para a direita ao longo de x com velocidade v > 0. O produto —u8—¢ ¢ denomi-
x

nado termo convectivo ou inercial.
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Capitulo 3

ANALISE NUMERICA

3.1 Introducao

Antes do advento dos computadores, a aplicagdo dos métodos numéricos sofria grandes restri¢cdes, pois
muitos dos cdlculos necessarios demandavam grande esfor¢co humano. Antes da década de 40 haviam
dispositivos que, embora facilitassem alguns calculos, criavam muitos problemas na sua utilizagdo. A
partir do surgimento dos computadores na década de 40, muitos problemas passaram a ser resolvidos
a contento e, a partir dai, cada vez mais ampliaram-se o tipo € o nimero de problemas trativeis pela
nova maquina. Algumas das propriedades bésicas da aritmética real ndo valem quando executadas no
computador, pois, enquanto na matemdtica alguns nimeros sio representados por infinitos digitos, no
computador isso ndo é possivel, pois uma palavra da memoria € finita e a propria memoria também.
Surgem entdo problemas e vdrias maneiras de soluciond-los. O estudo da matemadtica do ponto de vista
computacional constitui a matematica computacional [8].

A andlise numérica ou matemdtica numérica insere-se no contexto da matemdtica computacional,
que € a 4drea da matemadtica que se preocupa com o desenvolvimento, emprego e estudo de métodos

numéricos, podendo ser subdividida da seguinte forma:

Matematica Computacional

T

@tica Nu@ @tica Si@ @mética @ @ética In@

Figura 3.1: A matemadtica computacional e as suas subdivisdes.

A andlise numérica € a parte da matemdtica computacional que se preocupa com o desenvolvi-

mento de algoritmos para resolucio aproximada de problemas. Utiliza como sistema de operacdes o



conjunto bésico de operagdes aritméticas {+, —, *, /}, e através delas sdo implementadas as demais
operacdes necessdrias [9]. A matemdtica simbdlica lida com modelos de forma literal e busca uma
solucdo analitica exata para os problemas matematicos. A matemadtica grafica trabalha com dados de
forma gréfica e busca representar a solucao dos seus problemas também na forma grafica. A matemética
intervalar lida com dados na forma de intervalos numéricos, buscando controlar os limites de erro dos
processos da matemadtica numérica [8].

A andlise numérica € o estudo de algoritmos para encontrar a solugdo de problemas intratdveis na

matematica continua [10], visando a maxima economia e confiabilidade.

3.1.1 Algoritmos

Informalmente, um algoritmo € um procedimento computacional bem-definido que toma como entrada
um ou mais valores e produz como saida um ou mais valores correspondendo a solu¢do de um problema

computacional [11].

Entrada . Saida
Algoritmo  ——»

Figura 3.2: Representacdo esquemadtica para o funcionamento de um algoritmo.

Algoritmos numéricos

Sdo os algoritmos voltados ao processamento numérico, isto é, as operacdes aritméticas formam o cerne
do algoritmo e seu objetivo € obter um ou mais resultados numéricos [8]. Um algoritmo numérico de

boa qualidade tem as seguintes caracteristicas:
e inexisténcia de erro 16gico
e inexisténcia de erro em tempo de execucao
e quantidade finita de célculos
e existéncia de um critério de exatidao
e independéncia da mdquina
e precisdo infinita

e eficiéncia
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3.2 Etapas na solu¢ao numérica de um problema

A solucdo numérica de um problema pode ser obtida em quatro etapas bdsicas: defini¢do do problema,
modelagem matemadtica, solu¢do numérica e andlise dos resultados [12]. O processo de solucdo de um
problema fisico, por meio da aplicagdo de métodos numéricos, é representado na fig. 3.3 de uma forma

geral

roblema . Modelage Modelo Resolugéo Soﬁgéo Andlise Analise dos
Fisico Matematico Numérica Resultados

Figura 3.3: Etapas para a obten¢do da solu¢do numérica de um problema

3.2.1 Definicao do problema

Nesta etapa, defini-se qual é o problema real a ser resolvido.

3.2.2 Modelagem matematica

Um modelo matematico é uma representacio idealizada e muitas vezes simplificada da natureza. Quando
derivado de maneira criteriosa, sua solucao simula propriedades dos processos naturais envolvidos tais
como velocidade e pressdao no escoamento de um fluido, temperatura, umidade, direcao dos ventos e
precipitagdo na previsdo do tempo, trajetéria de um satélite artificial, entre outra muitas aplica¢des [13].
Para investigar os problemas que surgem nas areas de Fisica, Biologia, Engenharia e outras, torna-se im-
prescindivel a constru¢do de modelos matematicos que descrevem aproximadamente 0 comportamento
de um sistema real [14].

Os sistema fisicos reais, em sua grande maioria, recebem influéncia de varidveis do ambiente e
de caracteristicas que estdo ligadas a sua prdpria constituicdo. Essas influéncias sdo intimeras e cabe
ao pesquisador investigar e selecionar as caracteristicas que t€ém maior impacto no comportamento do
sistema. Essa filtragem é fundamental, pois, se um modelo contiver todas as caracteristicas que o
sistema fisico real apresenta, provavelmente serd tdo dificil de tratar quanto o fendmemo que se propde

a modelar [15].

3.2.3 Solucao numérica

A escolha do método numérico mais apropriado para resolver o modelo matemético € feita nesta fase.

Apés a escolha do método, este € descrito por intermédio de um algoritmo, o qual é posteriormente

24



implementado em um computador para obtencao dos resultados numéricos. Esta etapa pode ser dividida

em trés fases: elaboracdo do algoritmo, codificacdo do programa e processamento do programa [12].

Elaboracao do algoritmo

Um algoritmo € a descri¢do de um conjunto de comandos que, quando ativados, resultam em uma
sucessao finita de acontecimentos. Em vez de implementar um método diretamente em uma linguagem
de programacdo, é preferivel descrevé-lo por meio de uma notagéo algoritmica. Com isto, é possivel
abstrair dos detalhes da linguagem de programacio e concentrar apenas nos aspectos matematicos do
método [12].

A descricio do método em uma notagdo algoritmica facilita a sua implementagdo em qualquer

linguagem de programacao.

Codificacao do programa

Nesta fase, o algoritmo € implementado na linguagem de programacio escolhida. A preocupacio aqui

¢ apenas com os detalhes da linguagem.

Processamento do programa

Finalmente, o c6digo do programa obtido da implementac¢do do algoritmo em uma linguagem de pro-
gramacio deve ser editado em um arquivo para que possa ser executado pelo computador. Se for
detectado algum erro de sintaxe, ele tem que ser corrigido para que a execucado do programa produza os

resultados aguardados.

3.2.4 Analise dos resultados

A adequacdo da solugdo numeérica ao problema real € verificada nesta dltima etapa. Se a solug@o ndo se
mostra satisfatdria, deve-se obter um novo modelo matemadtico e determinar uma nova solu¢do numérica
[16].

Usualmente, a solu¢do do modelo matemético pode produzir solu¢des que ndo tém sentido fisico,
como, por exemplo, tempo negativo. A fun¢do da andlise dos resultados € justamente diferenciar qual

solucgdo € valida.

3.3 Erros

A obtengdo de uma solugdo numérica para um problema fisico por meio da aplicacio de métodos

numéricos nem sempre fornece valores que se encaixam dentro dos limites razoaveis. Esta afirmacio é
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verdadeira mesmo quando se aplica um método adequado e os cdlculos sdo efetuados de uma maneira
correta [16].

Esta diferenca é chamada de erro e € inerente ao processo, nao podendo, em muitos dos casos,
ser evitada. E de importincia fundamental conhecer as causas desses erros para minimizar as suas

conseqiiéncias [12].

Erros na modelagem

Ao tentar representar um fendmeno do mundo fisico por meio de um modelo matematico, raramente
se tem uma descricao correta deste fendmeno. Normalmente, sdo necessdrias vérias simplificagdes do
mundo fisico para que se tenha um modelo matematico com o qual se possa trabalhar além da utiliza¢do
de dados obtidos por medidas experimentais. Entretanto, pode ocorrer tanto uma modelagem incorreta,
na qual a expressdo matemaética ndo reflete perfeitamente o fendmeno fisico, quanto os dados terem

sido obtidos com pouca exatiddo [16].

Erros de arredondamento

Um ndmero decimal qualquer, por exemplo 0, 319 (0,3 na base 10), ndo pode ser representado ex-
atamente em um computador, porque ele tem que ser convertido para a base 2 e armazenado em um
nudmero finito de bits. O erro causado por esta imperfeicdo na representagdo de um nimero € chamado
de erro de arredondamento [12].

Um erro de arredondamento € produzido quando uma calculadora ou um computador € utilizado
para realizar calculos com ndmeros reais. O erro ocorre porque a aritmética utilizada pela maquina
utiliza apenas nimeros com um nimero finito de digitos, o que faz com que os célculos sejam executa-
dos com valores aproximados dos nimeros verdadeiros envolvidos. Em um computador tipico, apenas
um subconjunto relativamente pequeno do campo dos nimeros reais € utilizado para a representacao
de todos os niimeros reais. Esse subconjunto contém apenas nimeros racionais, tanto positivos como

negativos, e armazena a porcao fraciondria juntamente com uma por¢do exponencial [9].

Erros de truncamento

Séo erros provenientes da utilizagdo de processos que deveriam ser infinitos ou muito grandes para a
determinacdo de um valor e que, por razdes praticas, sao truncados.

Estes processos infinitos sdo muito utilizados na avaliagdo de fun¢des matemdticas, tais como,
exponenciacdo, logaritmos, fungdes trigonométricas e varias outras que uma maquina pode executar

[16].
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Por exemplo, para avaliar f(x) = sen(x) esta tem que ser aproximada por uma série, tal como,

o 2n+1 3 5 7
_ n X _ .z o II
n=0

A medida que n aumenta, mais o valor da série se aproxima do valor real e o erro de truncamento

diminui, ficando claro que estes erros sdo devidos ao truncamento da série.

Erro absoluto e erro relativo

O erro cometido na computagdo de um resultado pode ser medido de duas maneiras. Se p € uma

aproximacao para p, o erro absoluto é
erro absoluto = [p — | (3.2)

e o erro relativo é
lp — pl

erro relativo =
p|

(3.3)

Como uma medida de precisdo, o erro absoluto pode ser enganoso e o erro relativo € mais significa-

tivo, na medida que este ultimo leva em consideragdo a magnitude dos valores [9].

Erro grosseiro

A possibilidade de um computador cometer um erro € muito pequena. No entanto, podem ser cometidos
erros na elaboragdo do algoritmo, na sua implementacdo e mesmo na digitacdo de dados. Executar o
programa, cujo resultado seja conhecido, ajuda a remover erros, mas demonstra, apenas, que o programa
estd correto para aquela massa de dados. A solugdo seria elaborar uma prova de correcio de programa

através de métodos formais para validar o programa, que é uma tarefa nfo trivial [12].

3.4 Aproximacao por diferencas finitas

“A esséncia dos métodos numéricos estd na discretizacdo do continuo. E esta discretizagdo
que torna finito o problema e portanto viabiliza sua solucdo através dos computadores

[17].”

Computacionalmente, s6 é possivel lidar com uma regido continua [to, t¢| se existir uma férmula
analitica para a solucdo do problema. O computador pode, entdo, ser utilizado para calcular a soluc¢do
em qualquer ponto desejado da regido, com o uso dessa férmula [6].

No caso de técnicas numéricas de solugdo nao é possivel tratar a regido [¢g, ¢ f] como continua, ja que

o método numérico obtém a solu¢do em pontos ¢ da regido, ou seja, ndo serd obtida uma aproximacao
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continua para a solug@o y(t); pelo contrdrio, serdo geradas aproximagdes para essa solugéo em diversos
valores, chamados pontos da rede ou da malha, no intervalo [to, ¢s|. Obtida a aproximagio nos pontos,
pode-se obter, por interpolacdo, a solugcdo aproximada em outros pontos do intervalo.

Serd tratado aqui apenas o problema unidimensional, pois isto facilita o entendimento e a general-
izagdo pode ser obtida sem muitas dificuldades. Primeiramente, estipula-se que os pontos de uma rede
tém uma distribuicdo uniforme em todo o intervalo [t(, ¢f]. Essa condi¢do é garantida ao selecionar um

nimero inteiro positivo IV e os pontos de rede

ti =tg+ th,paracada: =0,1,2, ..., N (3.4)

(ty —to)

em que h = ¢ a distdncia comum entre os pontos, chamada de tamanho do passo.

4 N ¢
t, t =0 i=N

Figura 3.4: Representagdo do intervalo continuo [tg,?s] ¢ de uma malha unidimensional associada a

ele.

Esse processo recebe o nome de discretizacdo e ao conjunto de pontos discretos, é dado o nome de
malha [9].

Para que seja possivel tratar numericamente equacdes diferenciais, elas devem ser expressas na
forma de operacdes aritméticas que o computador possa executar, ou seja, deve-se discretizar a equacio
diferencial. Portanto, antes de resolver qualquer equagdo diferencial de forma numérica, é necessario
encontrar para os termos que nela aparecem, as respectivas expressoes escritas em fun¢do dos pontos
da malha. Essas expressoes sao denominadas de aproximacdes por diferengas finitas. O resultado final
desse processo é uma equagdo algébrica, denominada equagdo de diferengas finitas (EDF) [6].

Pode-se pensar nas aproximacdes de diferencas finitas como o inverso do processo de determinac¢ao
do limite utilizado para obter a derivada de uma funco f. Considere-se a defini¢do da derivada de uma

funcdo f continua.

df _ S = ()

3.5
dt h—0 h ( )

Uma aproximacao de diferencas finitas para % ¢é dada pelo lado direito da eq.(3.5), sem tomarmos
o limite da expressdo. Utilizando-se dois valores de f separados por uma distancia finita h, a eq.(3.5)
representa uma aproximacao algébrica para a primeira derivada de f. Aproximacdes de diferengas fini-
tas efetivamente substituem o operador diferencial continuo por uma aproximacao discreta, calculada a

partir dos valores de f em um ntiimero finito de pontos.
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3.4.1 Expansoes em série de Taylor

A expansdo em série de Taylor de uma fungdo f é a base para as aproximagoes de diferengas finitas.
Supondo que f seja continua no intervalo [t,?f] e que possua derivadas até ordem N continuas nesse
intervalo, o Teorema de Taylor nos permite escrever, para todo ponto ¢ € [to, t¢],

(t —to)3
3!

(t —to)?
21

(t —to)NV

1 ©

(3.6)

F(t) = fO(to) + (t —to) f P (ko) + FP(to) + FO(to) + ...+
em que & € [to,tf]e f (n) (to) representa a derivada de ordem n da func@o f calculada no ponto .
Considere a regido discretizada da fig. 3.5, em que os pontos sdo uniformemente espagados de

At =t —t;.

Figura 3.5: Malha unidimensional de pontos uniformemente espacados.

A primeira derivada de uma fungéo f no ponto ¢; = iAt, pode ser encontrada expandindo f(¢;+ At)

em série de Taylor em torno do ponto ¢; [7].

Fti + A) = f(t:) + (A f(t;) + FO@) + ... 3.7)

em que “...” indica os termos restantes da série de Taylor até a /N-ésima derivada de f. Para garantir
a existéncia das expansdes em série de Taylor, N sera considerado sempre maior que a maior ordem
das derivadas que aparecem nessas expansdes. E importante ressaltar que a derivada ndo é apropriada
para o caso em que a fungdo f é quase continua, neste caso a diferenca entre f(¢; + At) e f(¢;) é muito
pequena, o que poderia parecer um ruido.

Isolando a primeira derivada, a eq.(3.7) pode ser reescrita como

A eq.(3.8) indica que a primeira derivada f’(t;) é igual ao quociente

flti + At) — f(ts)

At (3.9)
mais os termos da série de Taylor até a N-ésima derivada de f
At At)?
—(2,) "ty — ¢ 3,) FO) - ... (3.10)
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Ao conjunto desses termos € dado o nome de erro local de truncamento (ELT). Esse erro aparece devido
a utiliza¢do de um nimero finito de termos na série de Taylor. O ELT fornece uma medida da diferenca
entre o valor exato da derivada e sua aproximacgdo numérica, indicando também como essa diferenca
varia com a reduc@o do espacamento At, isto €, com o refinamento da malha [6].

Considerando-se 0 < At < 1, pode-se supor que o termo dominante do ELT serd o primeiro,
isto €, aquele com a menor poténcia de At. A eq.(3.10) sugere que o erro descresce linearmente com
a reducdo do espacamento At. Assim para que o ELT seja reduzido por cinco, deve-se utilizar um
espacamento %At e, portanto, cinco vezes mais pontos na malha, o que aumenta consideravelmente o
custo computacional. Os termos do ELT (3.10) seréo representados por O(At), ou seja, erro da ordem
At. Deve-se notar que uma expressio do tipo O(At) s6 indica como o erro local de truncamento varia
com o refinamento da malha, e ndo o valor do erro.

A eq.(3.8) pode ter a notacdo simplificada se escrevermos f; para f(t;) ou, em geral, f; + k para

F(ti + BAD).
) fim—fi

1 A To 3.11)

fitrat) ——

t t+At t

Figura 3.6: Pontos utilizados na eq.(3.11) para o célculo da primeira derivada de f por diferenca pro-

gressiva.

A eq.(3.11) € uma equagdo de diferengas finitas que representa uma aproximacao de primeira ordem
para a derivada de f. E de primeira ordem porque, no termo dominante do ELT, At aparece elevado a
primeira poténcia. E de diferencas progressivas porque, no calculo da derivada no ponto t;, foi utilizado
um ponto adiante de ¢;, no caso, ¢;41. A inclinagdo de f em ¢; é aproximada pela inclinagdo da reta P
na fig(3.6).

Percebe-se intuitivamente que, quanto menor o espacamento At, mais proxima de f(¢;) serd a
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inclinacdo da reta P.
De modo semelhante, tomando —At em (3.7), obtém-se a eq.(3.12) que é uma aproximagio por
diferencas atrasadas. A fig.(3.7) mostra os pontos utilizados nessa aproximacao e a inclinagc@o da reta

A aproxima a inclinagdo da fun¢do f em ¢;.

(CU

Flts = ) = f(t) = (A f'(t:) + 2= " (6) = =P ) + - (3.12)
Isolando a primeira derivada, t€ém-se
y_ fi—fia
fi = At O(At) (3.13)
fa
f(t ) —
f(t-At) A
>
t-At t t

Figura 3.7: Pontos utilizados na eq.(3.13) para o célculo da primeira derivada de f por diferenca

atrasada.

Uma aproximacio de O(At)? pode ser obtida para a primeira derivada de f, manipulando conve-

nientemente as expansoes em série de Taylor (3.7) e (3.12).
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i+ A1) = 100+ (A0 () + S ey + B 0 4
2 3
it - a0 = ) - anf(e) + S8 ) - G o

Subtraindo a aproximacao por diferencas atrasadas da aproximacao por diferencgas progressivas, t€m-se

uma aproximacgao de segunda ordem.

Flti+ At) — f(ti — At) = +2(A0) f'(t;) + (A?j)g FO) + ... (3.14)
ou
fi= f“Q%Atf‘l + O(At)? (3.15)
fa
f(t-At)

—— f(t+At)
o

t-At t t+AL t

Figura 3.8: Pontos utilizados na eq.(3.15) para o cilculo da primeira derivada de f por diferenca central.

Note que a eq.(3.15) € uma aproximagdo que utiliza os pontos ;1 € t;_; para o cdlculo da primeira
derivada de f no ponto central ¢;. Esta aproximagao é denominada aproximacéo por diferencas centrais.
Reducdes sucessivas do espacamento At provocam uma reduc@o quadratica no erro da aproximagdo da
primeira derivada de f pela eq.(3.15). Isso é uma propriedade extremamente util, j4 que, com menor
nimero de pontos e, portanto, menor esfor¢co computacional, pode-se conseguir uma aproximacao mel-
hor que as aproximacdes de primeira ordem [6].

Expressoes para derivadas de ordem superior a 1 podem ser construidas da mesma maneira como
foram obtidas as férmulas para as primeiras derivadas, isto €, por meio de manipulagdes adequadas
da série de Taylor. Como exemplo, pode-se determinar uma aproximacgdo de diferencas centrais de
segunda ordem para a derivada segunda de f, utilizando as expansdes (3.7) e (3.12), de forma quando

combinadas a primeira derivada de f seja eliminada, pois t€ém-se interesse na segunda derivada. As
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derivadas de ordem superior a 2, que permanecerem, fardo parte do ELT. Assim

2(At)*
4!

Flti + A + f(t; — At) = 2f(t;) + (A2 f'(t;) + FO) + ... (3.16)

Rearranjando os termos,
i+1— 2fi+ fie

A eq.(3.17) é a aproximagdo mais comum encontrada na literatura para derivadas de segunda ordem
[6].

O método de Taylor tem mais interesse tedrico do que importancia prética, porque os resultados
obtidos com a aplicagdo da eq. (3.11) ndo diferem essencialmente dos obtidos com o método de Euler

que serd discutido na préxima secao.

3.5 Meétodos numéricos para equacoes diferenciais ordinarias

Uma equacgao diferencial ordindria ndo tem necessariamente uma solugdo, e mesmo que a possua,
nem sempre pode ser encontrada através de métodos analiticos, que s@o restritos apenas a algumas
formas especiais de fun¢do [5]. Os métodos numéricos ndo possuem tal limitagdo. Contudo, a solucio
numérica € obtida como uma tabela de valores da funcio em vdrios valores da varidvel independente,
em vez de uma relag¢do funcional como na solu¢do analitica. Desde modo, praticamente qualquer EDO
pode ser resolvida numericamente. No entanto, se as condi¢des iniciais forem alteradas, toda a tabela

devera ser recalculada.

3.5.1 Método de Euler

Baseado na aproximacgdo por diferenga progressiva, Euler elaborou em 1768, um método numérico
para aproximacdo de equagdes diferenciais chamado Método de Euler [13]. O Método de Euler, ou
método das tangentes, constitui umas das técnicas mais simples para aproximar solucdes de equacdes
diferenciais. Apesar dele raramente ser utilizado na prética, a simplicidade de sua derivacdo serve para
exemplificar as técnicas envolvidas na constru¢do de métodos mais avancados [9].

Esse método tem por objetivo a obtencdo de uma aproximagdo de um problema de valor inicial

dy

= ft

0 f(t,y)
y(to) = wo (3.18)
to < t<ty

Como foi visto na se¢do 3.4.1, o Teorema de Taylor € utilizado para derivar o método de Euler [7].

Suponha que y(t), a tnica solug¢do da eq.(3.18), tenha duas derivadas continuas em [to, ¢ 7], de modo
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que, paracadat=0,1,2, ..., N — 1,

. _ +)2
(tH‘l tl) y”<fz)

y(tivr) = y(t:) + (tivr — ta)y' (t:) + 5

para algum nimero §; em (¢;,t;41). Como h = t;41 — t;, entdo
h2
y(tiv1) = y(ts) + hy'(t:) + ?y/,(gi)
e, como y(t) satisfaz a equagdo diferencial (3.18),
2

(tier) = ylte) + W y(t0) + /(@)

Pode-se escrever a eq.(3.21) na forma da eq.(3.11),

Fltsp(e) = L= e

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Note que o erro local de truncamento no método de Euler é O(h). O método de Euler constréi

w; ~ y(t;) paracadai =0, 1, 2, ..., N, ao eliminar o termo restante. Dessa forma o método de Euler
é
wo = Yo
wit1 = w; + hf(ti,w;), paracadai=0,1,2,...,N-1 (3.23)

(t.f(t:)

Figura 3.9: Aproximacdo pelo método de Euler

A eq.(3.23) é a equacgdo de diferencas finitas associada ao método de Euler. A solucdo desses

tipos de equacdes sdo similares, em muitos aspectos, a teoria e a solu¢do das equagdes diferenciais [9].
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Equivalente a eq.(3.11), a eq.(3.23) € uma aproximacdo de diferencas progressivas, também conhecida
como aproximacao explicita.

O método de Euler possui um erro que aumenta a medida que o valor de h aumenta. Esse aumento
controlado do erro é conseqiiéncia da estabilidade do método de Euler, que implica que, no pior dos
casos, o erro aumenta de forma linear.

Da mesma forma a versdo implicita do método de Euler pode ser calculada pela eq.(3.24)

Wo = Yo

Wit1 = w;+ hf(ti+la wi—&-l)’ paracadai=0,1,2,...,N-1 (3.24)

No caso em que f é ndo linear a eq.(3.24) define o vetor y;1 implicitamente e portanto seu cdlculo
exige a utilizacdo de métodos para a solucdo de sistemas de equacdes nio lineares, como por exemplo,

o método das aproximagdes sucessivas ou método de Newton [12].
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Um pseudo-cddigo para a solugdo do problema de valor inicial pelo método de Euler € mostrado no

algoritmo 3.5.1.

Algoritmo 3.5.1 Método de Euler

Para aproximar a solu¢do do problema de valor inicial
Y = ft,y).to <t <tz y(to) = yo
em (N+1) nimeros uniformemente espagados no intervalo [tg, ¢ f];
ENTRADA: pontos extremos ty, ¢ ; inteiro N; condigdo inicial g
SAIDA: aproximacio w a 3 nos (N + 1) valores de t.
Passo 1 - Faca

h = (tf—to)/N;
t:to;
W = Yo,

SAIDA (t,w).
Passo 2 -Parai=0,1,2,..., N siga os Passos 3, 4.
Passo 3 - Faca
wit1 = w; + hf(t,w;); (Calcula w;it1)
t =tg+ih; (Calculat;)
Passo 4 - SAIDA (t,w).
Passo 5 - PARE

O método de Euler pode ser utilizado também para resolver equacdes diferenciais de segunda or-

dem. Considere a eq.(3.25)
d’x

que representa a derivada segunda da posicdo x em relacdo ao tempo t igual a aceleracdo a. Esta

equacdo pode ser reescrita na forma de um sistema de duas equagdes diferencias de primeira ordem

dx _
at
dv
— 2
i a (3.26)

em que v € a velocidade.
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Método de Euler do primeiro ponto (EPP)

As equagdes do sistema (3.26) podem ser discretizadas pelo método de Euler e resolvidas numerica-

mente

Vit1 = v +ah

Tiv1 = X+ vih (3.27)

Estas equagdes constituem o conhecido método de Euler ou método do primeiro ponto, pois, no

calculo de z; 1 a velocidade utilizada € a velocidade calculada no passo anterior, ou seja, v; [9].

Método de Euler do ponto final (EPF)

Na aproximacgdo pelo método de Euler do ponto final, a velocidade é obtida da mesma forma que no
método EPP, porém, no célculo da posicdo, em vez de utilizar a velocidade no comego do intervalo,

utiliza-se a velocidade no fim do intervalo, ou seja

Vi+1 = vi+aih

Tip1 = T+ vip1h (3.28)

Apesar da diferenca entre a aproximacdo EPP e a aproximacdo EPF ser apenas a troca de v; por v;41,

esta ultima pode ser iterada um nimero maior de vezes fornecendo solugdes mais precisas.

Método de Euler do ponto médio (EPM)

Assim como o método EPF, o método EPM ou método do Trapézio € uma variante do método EPP,
onde no célculo de x; utiliza-se a média aritmética das velocidades no inicio e no fim do intervalo de

iteracdo,

Vit1 = v +a;h

Tig1 = xﬁ%h (3.29)

Substituindo-se v;+1 do sistema (3.27) na equacdo x;+1 do sistema (3.29), obtém-se
Ly
Tit1 = T; + v;ih + §azh (3.30)

A aproximacdo EPM é mais razoavel do que a aproximacao EPP. Na verdade ela reproduz resultados
exatos quando a acelerag@o € constante [12]. No entanto, EPP e EPM ndo sdo indicadas na solucdo de

sistemas periddicos, pois os erros introduzidos em cada iteragdo sao acumulativos.
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3.5.2 Métodos de Runge-Kutta

Provavelmente um dos processos numéricos mais populares e, a0 mesmo tempo, mais precisos para
obter solucdes aproximadas de equagdes diferenciais ordindrias € o método de Runge-Kutta de quarta
ordem [5].

Os métodos de Runge-Kutta (RK) possuem um erro local de truncamento de alta ordem. Essa
propriedade tem um impacto direto no custo computacional do problema, pois os valores de h estdo
diretamente relacionados ao nimero de iteracdes necessdrias para a convergéncia da solugdo. Quanto
menor for o valor do passo h, maior serd o nimero de iteracdes necessarias para solucionar a equacio

para o mesmo intervalo [to, tf].

Método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2)

wo = Yo
ki = hf(ti,w)
h 1
ko = hf(ti + bR w; + 5/61) (3.31)
Wir1 = w; + ko + O(h2)

paracada:=0,1,2,..., N — 1.

Método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4)

wo = Yo
kl = hf(ti, wz)
h 1

h 1
ks = hf(ti+ 50 Wi + §k2)

ky = hf(ti + h,w; + k‘3)

1
Wit1 = w;+ E(kl + 2ko + 2k + k4) + O(h4)

paracadai=0,1,2,..., N — 1. Esse método tem o erro local de truncamento O(h5) e o erro global
que € formado pela acumulacio dos erros de truncamento local a cada passo, juntamente com 0s erros

de arredondamento, ou seja, é erro maximo do método no intervalo total da aproximagio é O(h*) [5].
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O algoritmo 3.5.2 implementa o método de Runge-Kutta de quarta ordem [9].

Algoritmo 3.5.2 Método de Runge-Kutta de quarta odem

Para aproximar a solu¢do do problema de valor inicial
Y = ft,y).to <t <tz y(to) = yo
em (N+1) niimeros uniformemente espacados no intervalo [to, ¢ ¢];
ENTRADA: pontos extremos ty, ¢ ; inteiro N; condig¢do inicial g
SAIDA: aproximacio w a y nos (N -+ 1) valores de t.
Passo 1 - Faca
h=(ty—ty)/N; t=to; w=yo;
SAIDA (t,w).
Passo 2 -Parai=0,1,2,..., N siga os Passos 3-5.
Passo 3 - Faca
ki = hf(t, w);
ko =hf(t+h/2,w+ k1/2);
ks =hf(t+h/2,w+ ka/2);
ks = hf(t+ h,w+ k3);
Passo 4 - Faga
w = w ~+ (k1 + 2ke + 2k3 + k4)/6; (Calcula wy;)
t =ty +th; (Calculat;)
Passo 5 - SAIDA (t,w).
Passo 6 - PARE

O método de Runge-Kutta pode ser generalizado para equacdes diferenciais de ordem superior.

U,ll = fl(t,ul,ug,...,um)
u'g = fg(t,ul,ug,...,um)
ué = fg(t,ul,ug,...,um)
u, = fm(tur,ug, ... Uy

parat, <t <ty com as condigdes iniciais

uy(to) = a1, ua(to) = o, ..., um(to) = am

(3.33)

Selecione um inteiro N > 0 e utilize h = (ty —t)/N. Realizada a parti¢do do intervalo [to, ] em

N subintervalos com os pontos da rede t; = tg + jh, paracada j = 0, 1, 2, ..., N. Utilize a notagio
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wj; para indicar uma aproximagao ui(tj) paracadaj =0,1,2,..., Neparacada: =0,1, 2, ..., m,

ou seja, w;; aproxima a i-ésima solugdo w;(t) de (3.33) no j-ésimo ponto da rede ¢;. Como condigdes
iniciais utilize,

W10 = 1, W20 = 2, .. ., Wiy, 0 = Oy (3.34)

O algoritmo 3.5.3 implementa o método de Runge-Kutta de quarta ordem para os sistemas de valor

inicial [9].

Algoritmo 3.5.3 Método de Runge-Kutta de quarta odem para Sistemas de Equacdes Diferenciais

Para aproximar a solu¢do do sistema de m-ésima ordem dos problemas de valor inicial de primeira ordem
up = fi(t,ur,ug, .. um), to <t <ty comug(to) = v,
para j = 1,2, ..., m em (N+1) nimeros uniformemente espagados no intervalo [to, ¢ f];
ENTRADA: pontos extremos to, ¢ s; niimero de equagdes m; inteiro N; condi¢des iniciais s, . . ., auy
SAIDA: aproximagdes w; para u;(t) nos (N + 1) valores de ¢.
Passo I - Faca
h = (ty —to)/N:
Passo 2 -paraj =1,2,...,mfaca wj = ay;
Passo 3 SAIDA (t,wy,wa, ..., wp).
Passo4 -Parai=0,1,2,..., N siga os Passos 5-7.
Passo 5 -Paraj=1,2,..., mfaca
kij = hfi(t,w,wa,..., wy);
koj=hfi(t+h/2, w1 +ki11/2, w2+ k12/2, ..., W + k1m/2);
ks ;= hfj(t+h/2,wi +ko1/2,wa + ka2/2,..., W + k2m/2);
kaj = hfj(t+h,w +ksi, w2+ k3o, ..., wnm+ k3m);
wj = wj + (k1,;j + 2k2j + 2k3; + kq5)/6;
Passo 6 Fagat = tg + ih;
Passo 7 - SAIDA (t,wy,ws, ..., wy).
Passo 8 - PARE
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3.5.3 Consisténcia, convergéncia e estabilidade

Seja y(t;) a solugdo exata do problema de valor inicial (3.18) no ponto ¢; e w; uma aproximagao obtida
por um método numérico para essa solucao.

Quando uma equacdo diferencial é resolvida numericamente, é natural questionar se a solucdo cal-
culada w; se aproxima, de alguma forma, da solucgdo exata y(t;). Este questionamento faz muito sen-
tido, ja que o erro local de truncamento influencia na qualidade da aproximacdo numérica de equacdes
diferenciais [6].

A resposta a essa pergunta depende da consisténcia das equagdes de diferengas finitas e da estabili-

dade e convergéncia do método numérico empregado.

Consisténcia

A consisténcia com a equagdo diferencial é uma caracteristica importante de uma dada aproximacao
de diferencas finitas. Quando os erros de arredondamento sdo desprezados nos célculos, e quanto
menor for At, melhor serd a aproximagio para as derivadas de uma fungdo f. Isso equivale afirmar
que, quando At — 0, o ELT tende a zero, e é possivel recuperar a partir da expressao discreta, a
aproximagdo continua original [13].

. P+ AL — @) 09
Aliglo At ot

(3.35)

Para verificar a consisténcia de uma discretizagdo, deve-se substituir as expansdes em série de
Taylor na equacdo de diferencas finitas, e fazer At — 0. Se o ELT vai para zero, a discretizagdo é
consistente com a equacao diferencial. Esse € o caminho inverso da discretizagao.

Como exemplo, considere a equacdo diferencial (3.18)

e sua aproximagdo pelo método de Euler(3.23)
wit1 = w;+ hf(t;,w;), paracadai=0,1,2,...,N-1

Para verificar se a discretizagdo pelo método de Euler € consistente, deve-se expandir w;4; em torno

de t;
(At)?

Wi+l = W; + (At)y/(ti) + Ty”(ti) + O(At)3 (3.36)
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Substituindo a eq.(3.36) em (3.23), obtém-se

2
(A;) (1) + OA? = wi+ Atf(t,w)

w; + (A (t;) +

2
(At)y'(ti) = Atf(ti, wi) — &y”(ti) — O(At)3

2
dy (At) d2y 2
= = f(t;,w;) — — 22 _O(At 3.37
dt f( w ) 2 d? ( ) ( )
— ~~
EDO Erro local de truncamento

Quando At — 0, o ELT presente na eq.(3.37) tende a zero, fornecendo

% = f(ti,w;) (3.38)

Isso indica que a discretizagdo (3.23) € consistente com a equagdo diferencial (3.18). Embora possa
parecer 6bvio que todas as discretizacdes sdo consistentes com a equagao diferencial original, algumas
delas ndo o s@o, ou s@o apenas em alguns casos. Por isso, deve-se sempre verificar a consisténcia da
discretizacdo antes de trabalhar numericamente com ela [6].

Esse processo pode ser aplicado para verificar se uma equacgio de diferencgas finitas é consistente

tanto com EDO quanto com EDP.

Convergéncia

Definiciao 3.1 O erro global no ponto t; é definido por
& =y(t)) —wi (3.39)

A andlise do erro global permite estabelecer a convergéncia de um método. Esta é uma propriedade
muito desejavel para um método numérico, pois ela garantird que ao aplicar um refinamento na malha,
o resultado numérico fique mais préximo do resultado exato.

Um método numérico € dito convergente se a solu¢do numérica w; se aproxima da solucdo exata
y(t;), conforme At — 0. A consisténcia é uma condi¢@o necessdria para convergéncia, pois, se ao
fazermos At — 0 ndo recuperarmos a equagdo diferencial original, entdo, também a solu¢do numérica
w; ndo se aproximarda da solucéo exata y(t¢;) da equagdo diferencial original. No entanto, um esquema

consistente ¢ indtil se a solu¢cdo numérica nao for convergente [6].

Estabilidade

Um método numérico estdvel é aquele no qual quaisquer erros ou perturbacdes na solucdo nio sdo
amplificadas sem limite. Se esta amplificacio estd presente, a solu¢do pode "explodir", ou seja, sofrer
overflow ou underflow. O conceito de estabilidade estd relacionado ao crescimento, ou diminui¢do dos

erros introduzidos nos célculos [5].
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Para garantir a estabilidade do método numérico, deve-se seguir os seus critérios de estabilidade,
isto é, condi¢Oes que garantem que o método numérico seja estavel.

Em relagdo a estabilidade dos métodos numéricos, eles podem ser classificados em:

e Condicionalmente estdveis: para fornecerem solucdes numéricas estaveis, devem satisfazer uma

condicdo de estabilidade. Métodos explicitos, em geral, sdo desse tipo.

o [ncondicionalmente estdveis: nao necessitam satisfazer quaisquer critérios de estabilidade para
produzirem solucgdes estdveis. Em geral, métodos implicitos e alguns métodos explicitos per-

tencem a essa categoria.

e [ncondicionalmente instdveis: nao existem valores de At que permitem a eles fornecerem solucdes

estaveis. Tais métodos ndo devem ser utilizados.

A estabilidade de um método numérico é condicio necessdria e suficiente para a convergéncia [6].

3.6 Meétodos numéricos para equacoes diferenciais parciais

A aproximac¢do numérica da solu¢do de uma equacdo a derivadas parciais € obtida pela transformacao
do problema continuo em um problema discreto finito, exatamente como no caso das equagdes diferen-
ciais ordindrias. No caso de equacdes diferenciais parciais o problema tem a dificuldade adicional do
nimero de varidveis independentes ser maior que 1, isto €, o dominio deixa de ser um intervalo e passa
a ser uma regido do plano ou do espaco [13].

ta ta

x . AtI L
Regido continua 1)
R

Figura 3.10: Representacdo de uma regido continua e discretizada

Observe que os pontos da malha localizam-se na intersec@o das linhas horizontais com as verticais,
estando separados entre si por uma distdncia At e Az ndo necessariamente iguais. Os indices i e j
identificam um ponto na i-ésima linha e na j-ésima coluna, respectivamente. Assim um ponto (4, j)

possui coordenadas (to + iAt, xg + jAx), em que o ponto (t, xo) representa a origem do sistema de

coordenadas.
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3.6.1 Discretizacido de equacoes diferenciais estacionarias

Conforme mencionado na secdo 2.6, os fendmenos fisicos podem ser divididos em estaciondrios e tran-
sientes. No caso dos estaciondrios, o interesse é somente na solugdo estaciondria, e nao hd a necessidade
de calcular solu¢des em multiplos instantes de tempo. J4 os fendmenos transientes exigem o cdlculo da
solugcdo em instantes sucessivos de tempo [13].
Considere a eq.(2.73) que € a equacdo de Laplace.
0%f  O*f
ox oy

Essa equacgdo pode ser discretizada por diferencas centrais de segunda ordem eq.(3.17), resultando em

Jistke —2fjk + fic1k
(Ax)?

Jiks1 = 2[5k + fie—1
(Ay)?

+ =0 (3.40)

1o j*1

Figura 3.11: Molécula computacional correspondente a discretiza¢do explicita por diferencgas centrais

considerando uma malha bidimensional.

A molécula computacional é uma traducdo grifica de uma equagdo de diferencgas finitas. A fig.
3.11 refere-se a eq.(3.40). Ela indica a posicdo relativa dos pontos presentes na equagdo. Isso permite
visualizar a dependéncia entre eles, tanto na coordenada temporal 7, como nas coordenadas espaciais j

e k.

A eq.(3.40) pode ser simplificada multiplicando ambos os lados por (Az)2.

Azx)?
Jiv1k —2fjk + fi—16 + EAyig(fj,k—&-l —2fjk+ fig=1)=0 (3.41)
e agrupando os termos
Fivik + fiik — 200+ B2 fin + B2 (fijks1 + fik—1) =0 (3.42)
(Ax)?
em que 3 =
(Ay)?
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ya
k=4

k=0

j=0 j=4 x

Figura 3.12: Dominio para a discretizacao por diferencas centrais de segunda ordem para a equacio de

Laplace.

A eq.(3.42) vale para todos os nove pontos discretos (7, k), 1 < j<3el <

regido discretizada representada na fig. 3.12. Portanto, pode-se escrever

Em (1,1):
Em (2,1):
Em (3,1):
Em (1,2):
Em (2,2):
Em (3,2):
Em (1,3):
Em (2,3):

Em (3,3):

fan + for =201+ 5) fui + B2 (fr2 + fio)
far+ fin =201+ 52) fou + B2 (f22 + f20)
fua+ fon =200+ 52) fa1 + B2 (fa2 + f30)
fao + fo2 =201+ 8) fa + B2 (fiz + fi1)
faz+ frp =20+ B°) fop + B%(fo3 + f21)
foo+ o2 =201+ 0°) fap + B2 (f33 + f31)
foz + fos =200+ 5%) frz + B°(fra+ f12)
faa+ fra =201+ 5 ( )

( )f (f3 )

faz+ faz —2(1+ B3 f

fo3+ B2 (foa + for

33+ 0%(f34 + f32

k < 3, do interior da

Temos aqui um sistema linear com nove equagdes e igual nimero de incognitas, o que garante que

o sistema possua soluc@o tnica. Deve-se notar que alguns valores de f; ; ndo sdo incégnitas (pontos na

extremidade da regido), ja que, por estarem na fronteira da regido, t€ém seus valores dados pela condi¢do

de contorno. Pode-se entdo escrever o sistema na forma matricial Af = b, sendo que b é formado pelas

condicdes de contorno.
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vy 1 0 4 0 0 0 0 0 fi1 —fo1 — B f10
1 ~ 1 0 A4 0 0 0 0 fa1 —3%f20
0 1 ~ 0 0 2 0 0 0 f3.1 —f11 = B°f30
# 0 0 v 1 0 B2 0 0 fi,2 —foz2
0 g 0 1 5y 1 0 8 0 fop | = 0
0o 0 2 0 1 ~ 0 0 p? f3,2 —fa2
0 0 0 2 0 0 v 1 0 f1,3 —fos — B%fia
0 0 0 0 B2 0 1 ~ 1 f23 —B2faou4
(00 0 0 0 B 0 1 5y | [/f] | a3 = B fsa |
Em que v = —2(1 + 3%). Resolvendo o sistema linear anterior, encontra-se a distribuicdo de f na

regido discretizada.

3.6.2 Discretizaciao temporal

A patir dos valores iniciais das grandezas em %, problemas transientes exigem o cdlculo da solugédo da

EDP em intervalos sucessivos de tempo At até o instante final ¢ .
to, to + At to + 20t tg + 3AL, ...t — At, by

Considere a equagio parabdlica de difusdo do calor (2.76) com condigdo inicial f(tg,z) = fo e

com condi¢des de contorno do tipo Dirichlet f(¢,z9) = Ci e f(t,xy) = Ca, em que Cy e Cy sdo

constantes.
f(tou l‘) = fO
f(t) ‘TO) - Cl
f(t’ l’f) = 02
0 0?
87{ = aaiszc (3.43)

A eq.(3.43) possui duas varidveis independentes e deve ser discretizada tanto na dimensdo temporal
t quanto na dimensdo espacial .
Inicialmente, discretiza-se a eq.(3.43) na coordenada espacial, no ponto z;. Suponha-se que a

derivada espacial é discretizada por diferengas centrais de segunda ordem.

of _ Jimi =20+ fi
ot (Ax)?

+ O(Ax)? (3.44)

E necessdrio discretizar (3.44) na coordenada temporal. A discretizacdo temporal pode ser explicita ou

implicita.
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Discretizacao explicita

A derivada temporal da eq.(3.44) pode ser aproximada pela equacdo de diferencas progressivas de

primeira ordem.
o f fi-‘rl _ fz
— 4+ O(At 3.45
ot~ A OB (3.43)
Para a discretizagiio temporal, o indice serd sobrescrito f**!, e para a discretizacdo espacial, o indice
serd subscrito, f;. Substituindo (3.45) em (3.44), obtemos

" . . . .

7= a2+

At @ (Az)2 +0[(At), (Az)?] (3.46)

A eq.(3.46) pode ser reescrita na forma

=it as(fio = 2f) + fiy1) (3:47)

(At)
(Az)*

anterior ¢, ou seja, para o cdlculo de f’“, sd0 necessdrios todos os valores de f*, este é o método de

emque s =« O lado direito da eq.(3.47) depende somente de valores de f conhecido no passo

Euler explicito. A molécula computacional da eq.(3.47) esta representada na figura 3.13.

ta
= Condigdes de Contorno
L1 | | Condigdes Iniciais
i
i+1
i
i-1
I=O 777777 . 4’ . . .
j X 1o

Figura 3.13: Molécula computacional da discretizagao explicita da eq.(3.47).

Uma caracteristica das discretizacdes explicitas € que elas excluem valores das condi¢des de con-
torno (fronteira), no nivel de tempo 7, que t€m influéncia sobre a solugdo numérica do problema no nivel
de tempo ¢ + 1. Esse é um efeito puramente numérico, sendo equivalente a existéncia de um atraso na
propagacdo das condicdes de fronteira para dentro da regido de dominio, e pode causar sérias impre-
cisdes quando a condicdo de fronteira apresentar variagdes consideraveis entre sucessivos instantes de

tempo [6].
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Discretizacao implicita

As aproximacdes implicitas utilizam o mesmo processo de discretizacio temporal apresentado na aprox-
imacdo explicita. A diferenca entre as aproximacdes estd, principalmente, na forma como se calcula
fi—H

Ao contrério das discretizacdes explicitas, nos métodos implicitos as derivadas espaciais sao dis-

cretizadas no nivel de tempo ¢ + 1 [13].

P z—l—l —9 z+1+ z—i—l

A derivada temporal pode ser aproximada por diferencas atrasadas em torno de 7 + 1.

8f fz+1 fz (At)

3.49
ot~ At (349
Substituindo (3.49) em (3.48), tém-se
f;-l-l o f]z fZ+1 f;‘:_‘—l f;i—%
At), (Az)? :

= g+ OlA), (A (3:50)

ou, agrupando os termos,
—sfit (L4 29) [t —sfii = £ 3.51)
(At) . . ~ 7z . P

emque s = « (Ar)? A discretizacdo (3.51) representa o método de Euler implicito.

A molécula computacional dd-nos uma idéia precisa da relacdo de dependéncia entre os diversos

elementos da formula. Observe que a eq.(3.51) forma um sistema tridiagonal de equacdes, e ao resolvé-

i+1

Figura 3.14: Molécula computacional da discretizagdo implicita da eq.(3.51).

lo encontra-se todas as aproximagdes no nivel ¢4-1. Esse conjunto de equagdes pode ser escrito na forma

matricial Af = b como

(1425 —s 0 ... 0 i+l fi+ sfitt
-s 1+2s —s ... 0 atl f
0 o =8 1425 —s fir (A
|0 0 -5 1+42s | _f]’;rll_ i jfl—i—sf"H_
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Nos métodos explicitos as equacdes resultantes sdo independentes, permitindo, portanto, solu¢do
direta. Ja nos métodos implicitos, as equacdes sdo acopladas, o que exige a resolu¢do de um sistema de
equacdes a cada passo no tempo. O sistema linear formado pela eq.(3.51) é esparso, sendo resolvido
por procedimentos iterativos.

O critério de estabilidade do método explicito representado pela eq.(3.47) é dado por

(At)
(Az)?

< (3.52)

S =«

DN | =

Apesar de sua existéncia nao ser intuitiva, o critério expresso pela eq.(3.52) deve ser seguido a risca
para que ndo haja actimulo de erros de arrendondamento que, eventualmente, destruiriam a solucdo

numérica. Caso a malha seja refinada para melhorar a precisio da solucao, € necessario reduzir o valor

At 1
de At. Suponha que sejam adotados os valores de Aty e Az que satisfazem « ((A 0)) 7 = 5 Se for
Zo
A 1 At
utilizado o novo espacamento Az = %, para manter s = 3 o novo valor de Aty serd At] = TO'

Em termos computacionais, esse resultado implica, uma computagao oito vezes mais longa, pois temos
o dobro de pontos na malha e um passo de tempo 1/4 do original [6].

Foi visto que a desvantagem do método de Euler explicito € a sua instabilidade quando s > % Os
métodos implicitos, por serem incondicionalmente estdveis, sdo capazes de lidar sem problemas com
valores de s > % Com o objetivo de reduzir o tempo total de simulacdo, é possivel adotar no método

de Euler implicito, valores de At superiores aos dos métodos explicitos [9].

3.6.3 Método de Crank-Nicholson

Este ¢ um dos métodos mais utilizados na solu¢do numérica de EDP’s parabdlicas. O método de
Crank-Nicholson é a média aritmética do método explicito com o implicito. Tomando a média entre as

equacdes (3.46) e (3.50) obtemos o0 método de Crank-Nicholson [13].

LU [fa-oh e S B2t (3.53)
At 2 (Az)? (Az)? |

O método semi-implicito de Crank-Nicholson é O[(At)?, (Az)?]. A molécula computacional da eq.(3.53)

estd representada na figura 3.15.

Figura 3.15: Molécula computacional do método de Crank-Nicholson.
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3.6.4 Discretizacio bidimensional

A discretizacdo de EDPs estaciondrias para duas dimensdes é apenas uma generalizagdo direta das
técnicas vdlidas para fungdes de uma unica varidvel. O mesmo ocorre com os procedimentos para a
discretizacdo temporal [6].

Considere a equacao parabdlica de difusdo em duas dimensdes (3.54).

ofr _ (9 o
ot~ “\ aa2 0y?

(3.54)
Discretizacio explicita

Podemos discretizar a eq.(3.54) pelo método de Euler explicito e diferencas centrais de segunda ordem:
i1 ‘ . , . , , 4

At -« (Aa:)Q +o (Ay)2 + O[(At)v (Ax)zv (Ay)z]
(3.55)

ou

i1k~ 20kt fi N ih1 — 20k firn

Fiih = fix + alAt) +0[(At), (Ax)?, (Ay)?]

b (Az)? (Ay)?
(3.56)
A restricdo de estabilidade da eq.3.56 é a mesma vista na secdo 3.6.2.
1 1 1
= a(At <= 3.57
o= (0 g+ tay] <3 G0
k+1
) N\
k-1
1o 1o
t=t, t=t+At
Figura 3.16: Molécula computacional da eq.(3.58)
A eq.(3.56) pode ser reescrita como
= et sa(floig = 20k + i) F s (Fpo — 2F 5k + Fiarn) (3.58)
At At
em que S; = « (At) esy; = (A%)

(Az)2 =7 (Ay)*
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Apesar da discretizacdo explicita 3.58 ser de implementacdo direta, sua restricdo de estabilidade,
muitas vezes, faz com que o valor de At seja muito pequeno. O método exige muitas iteracdes e,
conseqiientemente, um longo tempo de computagao. Para uma malha uniforme, onde Az = Ay = AS,
a restricao de estabilidade 3.57 se torna

(A?)
(AS)?

(A?)
(AS)?

<

=

= Ss=q« <

N |

s =2«

O critério de estabilidade 3.57 € duas vezes mais restritivo que a condi¢io do caso unidimensional
(3.52). Ao refinarmos a malha dividindo AS por dois, serd preciso dividir o valor de At por quatro.
Como hd quatro vezes mais pontos, o custo computacional necessdrio serd 16 vezes superior ao do
problema original. A utilizacdo de métodos implicitos ou semi-implicitos apresentam vantagens, pois

o valor de At podera ser escolhido apenas baseado na precisio desejada da solugdo.

Discretizacio implicita

A discretizacdo implicita pode ser obtida se avaliarmos as derivadas espaciais no nivel de tempo ¢ + 1.

it1 - i+1 i+l pitl i+1 it il
Fik = Fix _ ik — 2[5 itk o ik —2fj% + ik +O[(AD), (Az)?, (Ay)?]
At (Az)? (Ay)? ’ ’
(3.59)
ou
—so(FI e+ Fi ) + (L2050 +sy)) i — sy(Fply + Fibh) = Fix (3.60)

A eq.(3.60) possui mais de uma incognita, e deve ser resolvido um sistema de equagdes a cada passo
no tempo, o que origina uma matriz de coeficientes pentadiagonal. O sistema linear resultante pode ser

resolvido por métodos diretos ou iterativos com alto custo computacional [6].

k+1
\

k-1

1§ 1§
t=t+At

Figura 3.17: Molécula computacional da eq.(3.60)
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Alternating-direction implicit

O método iterativo Alternating-Direction Implicit(ADI) € uma discretizacdo semi-implicita semelhante
ao método de Crank-Nicholson, que reduz o custo computacional da solu¢do numérica. Este método
¢ muito utilizado na solucao de problemas nos quais, devido aos custos computacionais, o tratamento
implicito de todos os termos das equacdes nao é conveniente [20].

Aplicado a solu¢do de problemas parabdlicos em duas dimensdes, o método ADI fatora a matriz
pentadiagonal em duas matrizes tridiagonais. Desse modo cada passo no tempo At é feito em duas
etapas.

Primeiramente a eq.(3.54) é discretizada como

i+1/2 i i i i i+1/2 i+1/2 i+1/2
Fi ™= Fiw _ N Fivw =200+ fie | T =260 7+ findi (3.61)
At/2 (Az)? (Ay)? '
82 2

em que 922 foi aproximado explicitamente no nivel de tempo ¢, enquanto os valores de 92 foi aprox-
T Y

imado no nivel de tempo i + 1/2. A eq.(3.61) gera um sistema tridiagonal que pode ser resolvido como

no método de Crank-Nicholson.

Em seguida a eq.(3.54) é discretizada como

i+1 i+1/2 i+1 i+1 i+1 i+1/2 i+1/2 i+1/2
Fie —Tiw ™ Vit = 2 e Tiemt — 2t ik

Atj2 ¢ (Az)? (Ay)?

(3.62)

2
em que ao contrério de (3.61), o termo 922 foi aproximado implicitamente no nivel de tempo ¢ + 1,
x
2
enquanto os valores de 92 foi aproximado explicitamente no nivel de tempo i+1/2. Novamente ¢ ger-
Y
ado um sistema tridiagonal. Os valoes de fit1/2 na eq.(3.62), sdo obtidos com a solugao das equacdes

(3.61) para todos os pontos do dominio [6].
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Capitulo 4

SISTEMAS PRESA-PREDADOR SEM
DIFUSAO

4.1 Modelo Presa-Predador

A relacdo de predacdo ocorre quando individuos de uma espécie precisam cagar individuos de outra
espécie para obter energia. Essa relacdo tem um grande impacto no comportamento do nimero de
individuos que compde essas duas populacdes ao longo do tempo.

O biofisico Alfred James Lotka (1880-1949) e o matematico Vito Volterra (1860-1940) de forma
independente propuseram um mesmo modelo, entdo denominado Lotka-Volterra, com o objetivo de
analisar o comportamento ao longo do tempo de duas populagdes de espécies interagentes que coabitam
a mesma regido.

As equagdes de Lotka-Volterra retratam um sistema presa-predador de duas espécies em que, o
nimero de individuos da populacdo de predadores depende diretamente da quantidade de individuos da
populacdo de presas na regido e vice-versa.

Devido a interacdo entre as espécies, o sistema pode apresentar basicamente trés estados esta-

ciondrios:
1. coexisténcia de presas e predadores;
2. presas sdo extintas e em conseqiiéncia os predadores também;

3. somente os predadores sdo extintos.

A variacdo da densidade populacional € representada pelo esquema na fig. 4.1.
Um modelo que leva em conta apenas a interac¢do entre duas espécies nio € capaz de descrever com-

pletamente as relacdes existentes em um ecossistema. No entanto o entendimento de modelos simplifi-



Variagao das Nascimento Morte por
presas = de presas - predagéo
Variagéo dos Nascimento Morte natural
predadores = |de predadores | = |dos predadores

Figura 4.1: Esquema representativo da relacdo de predacdo envolvendo duas espécies.

cados € o passo inicial para a compreensido de modelos mais realisticos. Supondo-se que a alimentac¢io
da presa € abundante, e nao hé predadores naturais para as presas, o modelo de Lotka-Volterra apresenta
um crescimento exponencial para a populacdo de presas. De acordo com esse modelo, a variagdo do
nimero de presas € proporcional ao tamanho da populacdo e a um termo de interacdo envolvendo as
duas populagdes. Este termo, que representa morte por predacio, serd negativo para a populacdo de
presas, pois hd uma “retirada de energia” da populacdo de presas, e é dependente da quantidade de
predadores que ha no sistema. Logo, se muitos predadores habitam a regido, uma grande quantidade
de energia serd retirada da populagcdo de presas, ou seja, ocorrerdo muitas predagdes. Este termo de
interacdo também é dependente do nimero de presas disponiveis na regido e de uma taxa de predacio
que esta relacionada com a habilidade do predador cacar determinada presa.

Para a populacdo de predadores, a equagdo diferencial possui um termo de interacao positivo, pois
existe um acréscimo de energia na populacdo devido a predacdo. Este termo é acompanhado de uma
constante que representa a porcentagem de energia coletada que € “transformada’” em novos individuos.
Logo, este primeiro termo representa a reproducgao dos predadores. Nesta abordagem, os predadores ndo
possuem outra forma de morte além da morte natural. O termo de morte da populacdo é proporcional a
uma constante § e ao nimero de individuos. Neste caso, se a populacio de presas for nula, a populagio
de predadores tende a decrescer exponencialmente, indo a extingao [15].

Se N (t) é a populagdo de presas e P(t) a populagdo de predadores em um instante ¢, entdo o modelo

€ dado pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais:

dN
CfT]; — GNP — 4P (4.1)

em que « € a taxa intrinseca de crescimento da populagdo de presas, 3 a probabilidade de sucesso de
caca, v é a taxa de transformacgdo de energia em novos predadores e § € a taxa de mortalidade dos
predadores.

Este modelo é nao-linear, logo, para este sistema, ndo é possivel obter uma solucao analitica geral.

Entretanto, além dos métodos numéricos, é possivel uma abordagem qualitativa sobre o comportamento
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das solucdes, que pode substituir a informacao quantitativa. Uma maneira de se obter informacdes sobre

o comportamento € realizando uma andlise em torno dos pontos de equilibrio do sistema [4].

4.2 Solucao numérica do Modelo de Lotka-Volterra

O método de Euler do primeiro ponto (EPP) visto na secdo 3.5.1, pode ser utilizado para discretizar o

sistema (4.1). O sistema de equacdes de diferencas finitas correspondente é:

Niy1 = N+ Nih(a— BP)
Py = P+ Pth(’yﬁNt — 5Pt) 4.2)
6 T 6 I T T
s @ ] sl (® — h=0.002 ]
i i i — h=002 ]
ab 4 4 /\ .
3 3
3z 2r 2
g 1 1
g2 o | 0
S "o 50 100 150 200 O 50 100 150 200
E
©
‘D
&
©

0 50 . elmol([))O 150 200 0 50 . e1mogo 150 200
Figura 4.2: Resultados numéricos para a variagdo temporal da populacio de presas obtidos utilizando-
se os métodos EPP e RK4 com h = 0.02 e h = 0.002 e os parametros dados na tabela 4.1. (a)EPP com
h =0.002e h = 0.02. (b)RK4 com com i = 0.002 e h = 0.02. (c)EPP e RK4 com /h = 0.002 (d)EPP
e RK4 com i = 0.02.

Os resultados obtidos utilizando-se o método de Euler de primeiro ponto (EPP) e o método de
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) sdo mostrados nas figuras 4.2a e 4.2b, respectivamente. Na fig.

4.2¢ sdo mostrados os resultados utilizando EPP X RK4 com h = 0.002 e na fig. 4.2d com h = 0.02.
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Nos resultados mostrados na fig. 4.2, utilizou-se os seguintes valores para os parametros do modelo:

Parametros | Valores
o 0.8
8 0.55
ol 0.25
0 0.1

Tabela 4.1: Parametros do caso base para o modelo Lotka-Volterra.

Esses valores dos pardmetros permitem que o sistema atinja o estado estacionario em que as duas
populacdes coexistem. Como se pode observar ainda na fig. 4.2, a populagdo de presas apresenta um
comportamento oscilatdrio caracteristico do modelo Lotka-Volterra [4]. O mesmo comportamento se
observa para a populagdo de predadores.

Comparando-se os resultados para diferentes tamanhos de passo h, (h = 0.002 e h = 0.02),
observa-se que hd uma diferenca entre os resultados obtidos com o EPP, o que ndo ocorre com o método
de RK4, cujo resultado quando 2 = 0.02, é praticamente o mesmo obtido com o passo h = 0.002. Note
na fig. 4.2c que os resultados obtidos pelos métodos EPP e RK4 com o passo i = 0.002 sdo muito
proximos, entretanto, quando h = (.02, o resultado obtido com EPP difere do resultado obtido com
RK4. Foi visto na sec¢io 3.5.2 que quanto menor o passo h, mais fina serd a malha e conseqiientemente
maior serd o custo computacional. O resultado obtido pelo método de Runge Kutta com passo h = 0.02
¢ praticamente o mesmo resultado obtido pelos métodos de EPP e RK4 com passo h = 0.002. Esta é
uma grande vantagem, pois conseguem-se resultados satisfatérios com menor custo computacional.

Nos resultados mostrados na fig. 4.3, utilizou-se os valores para os parimetros da tabela 4.1,
fazendo-se 3 = 0.

Para esses valores dos pardmetros, em que 3 = 0, o sistema atinge um estado estaciondrio em
que somente a populacio de presas sobrevive e esse sistema possui uma solugdo exata. A populacdo
de presas cresce exponencialmente. Como se pode observar na fig.4.3 o resultado usando EPP com
h = 0.02 (curva preta) fica bem diferente do resultado exato, enquanto o resultado obtido com RK4
e com o mesmo valor de h (curva azul) é bem mais proximo do resultado exato. Isso significa que é
possivel obter-se resultados melhores com menor custo computacional se for utilizado o método RK4
para esse sistema.

Um dos resultados previstos para o modelo Lotka-Volterra sdo solug¢des periddicas para ambas pop-
ulacdes. Esse resultado se traduz em trajetérias fechadas no espaco de fases do sistema ou Orbitas,

que oscilam em torno de pontos chamados de pontos criticos do sistema. Esses pontos criticos depen-
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— RungeKutta
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% 9% 100
tempo
Figura 4.3: Resultado exato e resultados numéricos para a variagdo temporal da populacdo de presas

obtidos utilizando-se os métodos EPP e RK4 com h=0.02 e os pardmetros dados na tabela 4.1

dem dos valores das populacdes iniciais. Na fig. 4.4 € mostrado um diagrama de fase para o modelo
Lotka-Volterra obtido com o conjunto de parAmetros da tabela 4.1, utilizando-se o0 método de RK4 com
h = 0.02, com diferentes valores para as populagdes iniciais. Cada trajetdria representa uma amplitude
diferente para as séries temporais das duas populacdes.

Na fig. 4.5 é mostrado um resultado para o sistema utilizando-se o conjunto de parametros da tabela
4.1 e o método de RK4 com h = 0.02. Pode-se observar que a populacio de predadores é atrasada em
relacdo a série da populagdo de presas. No instante inicial, ambas populacdes sdo pequenas. Como hi
poucos predadores, a populagdo de presas tende a aumentar. Em seguida, a populacio de predadores
encontra comida (presa) abundante e também cresce. Com o aumento da predacdo, a populagdo de
presas diminui e conseqiientemente a populacdo de predadores também diminui e o ciclo continua [4].

Como dito anteriormente, o modelo Lotka-Volterra prevé que as presas tenham um crescimento
exponencial na auséncia de predadores. Essa abordagem ndo é muito realista pois a populacdo cresce
indefinidamente quando ¢ — oo. Como o sistema ecoldgico € fechado, existem limitagdes naturais
para o crescimento das populagdes tais como dgua, alimento, espago fisico. Pierre Verhust (1804-1849)
sup0Os que uma populagdo vivendo em um determinado meio, deveria crescer até um limite maximo, ou
seja, ela deveria estar condicionada a esta limitacao de recursos [2]. De acordo com o modelo proposto
por Verhulst a taxa de morte natural considerada € proporcional ao quadrado do nimero de individuos
em um dado instante. Na fig. 4.6 s@o mostradas essas duas modelagens: o crescimento exponencial

previsto pelo modelo de Lotka-Volterra e o crescimento logistico proposto por Verhulst.
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Figura 4.4: Diagrama de fase do Modelo Lotka-Volterra, composto por trajetdrias fechadas, onde cada

trajetoria depende das populagdes iniciais no sistema.
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M |
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tempo

Figura 4.5: Séries temporais do Modelo Lotka-Volterra, com comportamento oscilatério e periddico

obtidas através do método de Runge Kutta de quarta ordem.

O modelo populacional de Verhulst é dado pela equacdo logistica (4.3). Uma populacdo represen-

tada por este modelo, poderia crescer até um limite, alcangando a estabilidade e atingindo a chamada
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Figura 4.6: Evolugdo temporal da populagcdo de presas na auséncia de predadores. O primeiro grafico

representa o Modelo Lotka-Volterra e o segundo o Modelo Lotka-Volterra logistico.

capacidade suporte do ambiente.
dN

- — aN — yuN?2 43
7 1% (4.3)

em que u € a taxa de mortalidade.

A eq.(4.3) combinada com a eq.(4.1), torna o modelo Lotka-Volterra mais realistico.

C% = aN —uN?—p3NP
dP
= vBNP — 5P (4.4)

Com o acréscimo do termo ndo-linear ;N2 ao modelo Lotka-Volterra os resultados anteriores sio
significativamente alterados. O ponto critico no diagrama de fases tem seu valor alterado e deixam de
aparecer as trajetérias fechadas, conforme visto na fig. 4.4. O ponto de equilibrio agora passa a ser um
ponto assintoticamente estdvel conforme pode ser visto na fig. 4.7.

Nos resultados mostrados na fig. 4.7, utilizou-se os seguintes valores para os parimetros do modelo:
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Parametros | Valores
o 0.8
n 0.01
Jé] 0.55
vy 0.25
1) 0.1

Tabela 4.2: Pardmetros do caso base para o modelo Lotka-Volterra com acréscimo do fator logistico

uN2,

@ (b)

|
predadores

3 1
presas presas

Figura 4.7: Diagrama de fases, para condi¢des iniciais diferentes: a densidade populacional converge
para regido préxima ao ponto critico. (a) As populagdes iniciais de presas (Ng) e de predadores (Fp)

sdo iguaisa 0.5 em (b) Ng = 0.2e Py = 1.9.

A evolugdo temporal das populagdes de presas e predadores na fig. 4.8 apresenta um comporta-
mento oscilatério inicial. Entretanto, essas oscilagdes convergem para o ponto critico quanto ¢ — c0.
Quando a taxa de mortalidade de presas p tende a zero, as trajetérias do modelo se aproximam das

trajetérias do modelo de Lotka-Volterra sem a inclusdo do fator de Verhulst.
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Figura 4.8: Séries temporais do modelo Lotka-Volterra com o acréscimo do fator logistico 1N, para o

caso da fig. 4.7a.
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Capitulo 5

SISTEMAS PRESA-PREDADOR COM
DIFUSAO

O sistema presa-predador estudado no capitulo 4, considera a interacio entre as espécies em uma mesma
regido ou sitio no espaco, ou seja, € possivel analisar somente o comportamento global do sistema. Este
tipo de modelo, dito sem estrutura espacial, trata a populacdo de toda uma regido como uma dnica enti-
dade homogénea, sendo desprezadas as variagdes locais das populagdes. No entanto, o que se observa
na natureza é uma distribuicdo heterogé€nea das populacdes em seus habitats. Essa heterogeneidade
¢ fortemente influenciada pelas condi¢des espaciais locais, tais como distribuicao de comida e dgua.
Além disso, os individuos possuem a capacidade de se movimentar em busca de melhores condi¢des
de sobrevivéncia. No modelo sem difusdo, estas caracteristicas ndo sio levadas em conta, sendo os
resultados obtidos apenas o que se denomina de resultados de campo médio, ou seja, informagdes mé-
dias sobre as variagGes temporais nas densidades populacionais. Com o intuito de tornar o modelo
Lotka-Volterra mais realistico, uma das possibilidades é a inclusdo de um termo de difusdo para os
individuos das populacdes nas equacdes diferenciais que descrevem o sistema. Esse termo de difusdo
pode ser interpretado como o deslocamento dos individuos localmente ou como um fator migratério
das populacdes.

Seja R, o habitat das populacdes de presas e predadores. Uma maneira de conhecer o comporta-
mento das populagdes nesta regido 7, é dividindo o ambiente em diversos sitios e adotando modelos
locais para cada sitio. Quanto maior o nimero de sitios utilizados, maior € a precisdo do modelo. Se o
nimero de sitios tende ao infinito, entdo a precisdo maxima € alcancada, e o tamanho de cada sitio deve
ser um infinitesimal de espaco e, por conseqiiéncia, o modelo resultante seria de natureza continua em
relagdo ao espago.

O movimento das espécies ocorre basicamente de modo aleatério em torno de um ou mais fo-



cos de origem e depende dos mecanismos de dispersdo proprios da espécie. Trabalhos experimentais
mostram que em geral as espécies possuem bons mecanismos de dispersdo, permitindo que dreas iso-
ladas e completamente ndo habitadas sejam alcangcadas e povoadas em pequenos intervalos de tempo
[21]. Entretanto, a dispersdao nio ocorre apenas de forma aleatéria. Por exemplo, diferencas de umi-
dade, temperatura, quantidade de alimentos presente, entre outros fatores, podem tornar determinados
sitios mais atrativos do que seus vizinhos. Quando a regido é considerada homogénea, a questio é

simplificada e a dispersdo € um fendmeno aleatério de difusdo de individuos.

5.1 Difusao unidimensional

A fim de simplificar o tratamento mateméatico do modelo presa-predador com difusdo, serd tratado o
caso da difusdo unidimensional, isto é, o espaco serd considerado uma linha. Com isso a regido R,
comprendera o eixo x. Isso significa que as populagdes poderdo se deslocar somente ao longo dessa
linha, conforme representado na fig. 5.1.

EEE RN

i i n

Figura 5.1: Representacdo da regido R, para o caso da difusdo unidimensional.

5.1.1 Modelo continuo

Considere o sistema 4.4 visto na se¢do 4.2

C% = aN —uN?—p3NP
dP

- = NP — 6P

7 B

Note que o modelo acima ndo considera o fendmeno migratério. Para acrescentar a possibilidade
de movimento aleatério em torno da vizinhanga, deve-se considerar que as densidades populacionais
obedecem a equacdo de difusdo (2.75). A rapidez com que a difusdo ocorre estd relacionada a constante
de difusdo k, que pode ser diferente entre as espécies.

Sendo assim, o modelo que representa a dinidmica entre presas e predadores em um sitio x no
tempo ¢ com movimento (difusdo) de individuos entre os sitios é representado por um sistema continuo

ndo-linear de equagdes diferenciais parciais acopladas.

ON 02N

5 k1 972 + « I I6]

OP %P

S = ey +IBNP 6P (5.1)
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em que k1 € a constante de difuso das presas, « € a taxa intrinseca de crescimento, ;4 é a taxa de mor-
talidade das presas, 3 a probabilidade de sucesso de caca, ks € a constante de difusdo dos predadores,
~ a taxa de transformacdo de energia em novos predadores, ¢ é a taxa de mortalidade dos predadores.
As equagOes que compdem o sistema (5.1) sdo fungdes dependentes de z e ¢ e, portanto, envolvem
derivadas parciais, tornando a resolucio do sistema e a sua anélise, processos mais dificeis. Como
o problema envolve agora informacdes sobre a posicdo dos individuos, além da especificagdo das

condicdes iniciais, o problema também necessita das condi¢des de contorno para poder ser solucionado.

5.2 Discretizacoes unidimensionais

Os métodos utilizados na soluc¢do de problemas descritos por equacdes diferenciais ordindrias nio sdo
aplicados em equagdes diferenciais parciais. Com o objetivo de ilustrar as caracteristicas dos processos
de solucdo numérica, serdo aplicados ao sistema de equacdes diferenciais parciais 5.1 os métodos de

Euler explicito e de Crank-Nicholson.

5.2.1 Euler explicito

Na secdo 3.6.2 foi apresentada a técnica de discretizagdo temporal explicita, em que a varidvel no
instante i+1 depende apenas da varidvel no instante anterior i. Sendo assim, a discretizagdo explicita

das equacdes do sistema 5.1 € dada pelo sistema

N+l _ Nt Ni . — 9Nt 4+ Nt . . o
J Jj j—1 J Jj+1 2
= kq TRE + aN;} — u(N})* — BN} P}
pitt _ pi pi  _9opiy pi o .
J Jj j—1 J Jj+1
T e 52)

em que h; € o tamanho do intervalo de tempo e h, o tamanho do intervalo espacial. O sistema (5.2)

pode ser reescrito como

NI = [(1-28) + (o — uN} — BPORN; + (Ni_y + Ny y)s
P = (1= 2u) + (BN} — 6)hy] P} + (P_y + Ply)u (5.3)
h h ti—t . j —
em que s = ky—t— u = k2(ht)2’i: - 0¢j=Bi—%0
T

(ha) hy
5.2.2 Crank-Nicholson

Na secdo 3.6.3, foi apresentado o método de Crank-Nicholson, que nada mais é do que a média arit-
mética dos métodos explicito e implicito vistos na secdo 3.6.2. As equacdes discretizadas pelo método

de Crank-Nicholson que representam o sistema (5.1) sdo dadas por
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Nt N 1. [ Ni_, —2N!+ N: N —oNT 4 N . . o
J J Jj—1 J J+1 Jj—1 J Jj+1 2
5 = 5]{1 ()2 ()2 +aN; — p(N;)* — BN, P;
41 , ; ; i i+1 i+1 j+1
hy ) 2 (hz)2 (h$)2 TP EG J :

O sistema (5.4) pode ser reescrito como

—slN;J_ri +(1+ 251)]\7]’:Jrl — slN]’-i% = slN}_l +(1- 251)N} + slN}H + hy(a — ,uNJZ: - ﬁP;)NJZ
—w P 4+ (14 2u) P —wi P = wiPj_y + (1= 2u) P} + wi Py + h(Y8N; = 6) P} (5.5)

ki hy ko hy

D) W eu = ?W Lembre-se que a discretizacdo explicita € O[(hy), (hz)?],
enquanto o método de Crank-Nicholson é O[(hy)?, (h;)?].

emque s; =

5.3 Resultados

5.3.1 Euler explicito X Crank-Nicholson

Utilizando-se o conjunto de parametros dados na tabela 5.1, e variando o tamanho do passo temporal
mantendo o tamanho do passo espacial fixo e igual a h, = 0.5, foi possivel obter-se os resultados

mostrados na fig. 5.2.

Parametros | Valores

k1 = ko 0.6

o 0.03

m 0.01

8 0.5

¥ 0.8
0 0.03

he 0.2

ha 0.5

Tabela 5.1: Parametros do caso base.

Inicialmente, foi calculado para diferentes passos no tempo (hy), a evolucio temporal da populagcdo
de presas utilizando a condicdo de contorno periddica.

Na parte (a) da fig.5.2, correspondente ao método de Euler explicito com dois tamanhos de passos
temporais diferentes, observa-se que a diferenca percentual entre os dois resultados chega a ser de 20%;
ja na parte (b), correspondente ao método de Crank-Nicholson, esta diferenga percentual chega a um

maximo de 4%.
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Figura 5.2: Evolugédo temporal da populacdo de presas para diferentes passos no tempo h; e difer-
enca percentual entre os resultados para os diferentes passos no tempo. (a)Método de Euler Explicito
(b)Método de Crank-Nicholson. Os valores dos pardmetros sdo da tabela 5.1, extensdo da regido igual

a 100, tempo = 5000 e hy = 0.02 e hy = 0.2.

Apesar de o esquema explicito (5.3) ser de implementacdo direta, sua restricdo de estabilidade,
muitas vezes, faz com que o valor de h; tenha que ser muito pequeno. O método, entfio, exige muitas
iteracdes e, conseqiientemente, um longo tempo de computacio.

Com o passo no tempo discreto igual a h; = 0.02 foram necessarias 250.000 iteracdes para varrer
todo intervalo de [0, 5000]. Com o aumento do passo para 0.2, é preciso 10 vezes menos iteragdes, ou
seja, 25.000 iteracdes. Se conseguirmos um resultado satisfatério com um menor custo computacional
podemos dedicar os recursos computacionais para realizar outras tarefas, como por exemplo aumentar

aregido a ser analisada.

(ha)?
Isso é esperado, uma vez que o ELT é proporcional a h; (Euler) e a (ht)2 (Crank-Nicholson). Devido ao

Foi visto na se¢do 3.6.2 que quanto maior o valor de s = menor € a precisdo dos resultados.
menor ELT na discretizagdo temporal, normalmente o método de Crank-Nicholson fornece melhores
resultados do que os métodos de Euler explicito e implicito, para os mesmos valores de h;. E exatamente
por essa razdo que métodos O(h;)? sdo indicados na andlise de fendmenos transientes. Por esse motivo

os resultados apresentados a seguir foram obtidos utilizando-se o método de Crank-Nicholson, que € de
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ordem O[(hy)?).

5.3.2 Condicoes auxiliares

Para resolver numericamente um problema modelado por uma EDP, é importante que ele esteja bem
posto, isto €, que a solugdo exista, seja Unica e dependa continuamente das condi¢des auxiliares (condicdes
de fronteira e condicdes iniciais) [6].

Condicdes de fronteira ou condigdes iniciais especificadas incorretamente, por “falta” ou “excesso”,
freqlientemente fazem com que a soluc¢do ndo seja Unica ou mesmo fisicamente plausivel. Pequenas
variacdes nas condi¢des auxiliares devem produzir mudancas compativeis na solugdo numérica. O con-
trario sugere que alguma condi¢@o auxiliar estd incorretamente especificada. Portanto, € necessario
muito cuidado na especificacdo das condi¢des auxiliares do problema estudado. Na fig. 5.3 sdo mostra-

dos dois resultados em que utilizou-se duas condi¢des iniciais distintas.

200 T 200 T I T T | T | T
] | (b) ]
| | —— presas |
150 150 —— predadores
100 — 100
1 ®
C
50 — % 50
g 1 3
o 0 | o 0 I | 1
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1000 2000 3000 4000
tempo
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Figura 5.3: Diagrama de fases e evolugdo temporal das populacdes de presas e predadores para difer-

entes condigdes iniciais.

Na parte (a)(b) todos os sitios da rede foram inicializados com o mesmo nimero de presas e
predadores, isto é, foram consideradas populagdes iniciais iguais em todos os sitios da rede. Na parte
(c)(d) as populacdes iniciais eram diferentes de zero apenas nos sitios centrais da malha. O estado
estaciondrio alcancado pelo sistema ndo apresenta nenhuma diferenca significativa, o que se pode ver
mais claramente nos dois diagramas de fase. Isso indica que o sistema, para essa regido de parametros

utilizada, nfo € sensivel as condicdes iniciais.
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Neste trabalho foram utilizados dois tipos bdsicos de condi¢gdes de contorno: as condi¢des do tipo
Dirichlet e as condi¢des do tipo periddicas. Na fig. 5.4 sdo mostradas representagdes esquematicas
para essas duas condicdes. Na parte (a) ¢ mostrada a condi¢do do tipo Dirichlet, na qual o niimero
de individuos nos sitios da fronteira (j = 0 e 5 = n) sdo mantidos fixos. Na parte (b) é mostrada a
condicdo tipo periédica, em que se pode pensar na malha como um anel, isto é, quando o individuo
atinge o sitio j = 0 ele poderd migrar para o sitio j = 1 ou para o sitio j = n, 0 mesmo acontece caso
o individuo atinge o sitio 7 = n, caso ele migre para seu vizinho a direita ele ird para o sitio 5 = 0, caso

contrdrio, ele ird para o sitio j = n — 1.

(a) Valor«t—--- . =+ — Valor
0 j n
w -+ @ | - &
n 0 j n 0

Figura 5.4: Condicdes de contorno. (a)Dirichlet (b)Periddica.

Na fig.5.5 sdo mostrados dois resultados obtidos usando-se as duas condicdes de contorno, Dirichlet
e periddicas, e os pardmetros dados na tabela 5.1. Os individuos foram distribuidos nos sitios centrais
da malha. Na parte (a) e (b) est@o os resultados para a condi¢do do tipo Dirichlet e na parte (c) e (d) os
resultados para a condig¢do do tipo periédica. Pode-se observar que ocorre uma pequena mudanca no
ponto de equilibrio do sistema, mas o comportamento no estado estaciondrio ¢ o mesmo. Novamente o
que se pode concluir € que para essa regido dos pardmetros o sistema € pouco sensivel as condicdes de
contorno utilizadas.

Sendo o sistema, para essa regido de parametros, pouco sensivel as condic¢des iniciais e de fronteira,
pode-se escolher, sem perda de generalidade para os resultados, trabalhar com as condi¢des de fronteira

do tipo periddica e condi¢des iniciais em que os individuos sdo distribuidos nos sitios centrais da malha.

5.3.3 Analise da influéncia dos parametros no comportamento do sistema

Tendo como base os pardmetros dados na tabela 5.1, foi feito um estudo com o objetivo de se entender a
influéncia de cada pardmetro sobre o comportamento final do sistema. Para isso, o pardmetro escolhido
era variado enquanto todos os demais eram mantidos fixos e os resultados obtidos eram comparados

entre si.
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Figura 5.5: Diagrama de fases para e séries temporais com diferentes condi¢des de contorno, utilizando

o conjunto de parametros da tabela 5.1 (a) e (b) Dirichlet; (c) e (d) Periddica

Taxa de mortalidade de predadores

A taxa de morte dos predadores, § € um pardmetro muito importante para o sistema, pois regula o tempo
médio de vida de um predador.

A fig. 5.6 mostra os diagramas de fase para o sistema variando a taxa de mortalidade dos predadores.
Pode ser observado que, com o aumento da taxa de morte dos predadores, a populagcdo de presas tem
uma tendéncia natural de crescimento, pois com um nimero menor de predadores, hd maior chance
de vida para elas. Entretanto, apesar da variacdo da taxa de morte 9, a populagdo de predadores nao
tem uma mudanga significativa em seu comportamento, apenas em seu valor. Morrem mais predadores,
porém, a relacdo presa/predador aumenta, isso faz com que haja mais alimento para cada predador,

mantendo sua populacio estivel.

Taxa de nascimento de presas

A variag@o na taxa de natalidade das presas, afeta diretamente a populacdo de predadores. Com o
nascimento de poucas presas, os predadores terdo pouco alimento, conseqiientemente pouca energia
serd convertida em novos individuos predadores. Este comportamento pode ser observado na fig. 5.8.
Observe nas Figuras 5.8b, 5.8d e 5.8f, que aumentando a taxa de nascimento de presas, a populagdo
de predadores aumentou, pois com o nascimento de mais presas, os predadores tiveram mais alimento,

o que favoreceu o crescimento da populacdo de predadores.
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Figura 5.7: Diagrama de fases e evolug¢do temporal das populagdes de presas e predadores para difer-

entes valores da taxa de morte § dos predadores, mantendo-se todos os demais parametros fixos.

Taxa de predacao

A variacdo da taxa de predagdo 3, é o pardmetro que mais afetou o comportamento do sistema, Note

na fig. 5.9 que tanto a populacdo de presas quanto a populacdo de predadores foram influenciadas pela
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5.4 Notas de implementacao

Os programas numéricos foram implementados na linguagem de programacio C++ e executados no sis-
tema operacional Linux, utilizando a distribui¢cdo Ubuntu [18]. O programa utilizado durante a andlise
de dados foi o Grace [19], um programa cientifico livre (licenca geral ptiblica GNU) excelente para gerar

gréficos, aplicar transformagdes e fazer andlise exploratéria de dados, entre outras funcionalidades.
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Capitulo 6

CONCLUSOES

No inicio deste trabalho, foi apresentado um breve estudo da teoria de equacdes diferenciais, que sdo
ferramentas tteis na modelagem de fendmenos naturais. Sistemas dindmicos, podem ser analisados
quanto aos pontos criticos, trajetérias e estabilidade utilizando-se essa ferramenta. E possivel ainda
classificar o modelo matematico e, dessa forma, detectar as possiveis dificuldades de resolvé-los. Foi
visto também que equacdes diferenciais nao-lineares, principalmente equagdes diferenciais parciais,
sdo dificeis de serem solucionadas e, na maioria das vezes, ndo hd métodos analiticos de solu¢do. Uma
alternativa de estudo desse tipo equagdes que, ndo possuem solugdo analitica, é aplicar técnicas de
andlise numérica.

Para solucionar numericamente um problema modelado por uma equacio diferencial ordinéria, ou
por um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, em geral, utilizam-se os métodos numéricos de Eu-
ler e de Runge-Kutta. O método de Euler ¢ um método que acumula linearmente os erros a cada iteracao.
Um dos processos numéricos mais precisos para obter solucdes aproximadas de equagdes diferenciais
ordindrias ¢ o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que possui um erro local de truncamento de
alta ordem. Como foi visto, essa propriedade tem um impacto direto no custo computacional do prob-
lema, pois os valores de At estdo diretamente relacionados ao nimero de itera¢des necessarias para a
convergéncia da solucdo.

No caso de equacdes diferenciais parciais, dois tipos bdsicos de fendmenos sdo modelados por
elas. Os fendmenos transientes sdo descritos por equagdes que descrevem a variacdo de uma grandeza
fisica no tempo e no espaco (equagdes parabdlicas e hiperbdlicas); ja os fendmenos estaciondrios, por
possuirem uma grandeza que ndo se altera com o tempo, sdo descritos por equacdes que relacionam
somente a distribuicdo espacial da grandeza (equacdes elipticas). Estes dois tipos de fendmenos ddo
origem a problemas matemadticos distintos e devem ser resolvidos analiticamente e numericamente por
técnicas apropriadas. No caso das equacdes parabdlicas, a técnica de discretizacdo explicita e o método

semi-implicito Crank-Nicholson sdo os mais adequados.



Quando resolvemos numericamente uma equagdo diferencial, principalmente equagdes diferenciais
parciais, o custo computacional para se obter a solu¢do numérica ndo deve ser desprezado. Em relacio
aos métodos implicitos e semi-implicitos, os métodos explicitos tem baixo custo de implementacao,
uma vez que sdo métodos de implementacdo direta. Entretanto, possui custo computacional mais alto
do que métodos implicitos e semi-implicitos, dependendo do valor do passo no tempo. Os métodos
explicitos exigem tempos de computacdo mais longos do que métodos semi-implicitos e até mesmo
implicitos com o passos no tempo maiores.

Os métodos numéricos EPP e RK4 foram aplicados ao sistema dindmico Presa-Predador. O resul-
tado obtido pelo método de RK4 com o passo h = 0.02 foi equivalente ao resultado obtido pelo método
de Euler com o passo h = 0.002, ou seja, 10 vezes menor que h = 0.02. A medida que o passo h foi
aumentado no método de Euler, a solucdo se afastava cada vez mais do resultado esperado. O método de
RK4 mostrou-se mais adequado, pois com o menor custo computacional foi obtido resultados préximos
a solugdo do sistema.

As equagdes diferenciais parciais foram resolvidas pelos métodos de Euler explicito e Crank-
Nicholson. Foi visto que a discretizacdo explicita € de implementagdo direta, mas sua restricdo de
estabilidade, (AA—;)Q < % faz com que o passo no tempo seja muito pequeno, exigindo muitas iteragdes
e, conseqilentemente, um longo tempo de computagdo. Para um intervalo no tempo de [0, 5000] e passo
no tempo discreto igual a hy = 0.02 foram necessarias 250.000 iteragdes para varrer todo intervalo no
tempo, além das iteragdes necessdrias para varrer toda a malha espacial. Com o aumento do passo para
0.2, foi gasto 10 vezes menos iteragdes no tempo. A medida que foi aumentado h; no método de Euler
explicito, foi preciso diminuir o passo h, para satisfazer o critério de estabilidade, e mesmo assim a
solucgdo estava se afastando do resultado obtido com o passo menor. Apesar de ser resolvido um sistema
tridiagonal a cada iteragdo o método de Crank-Nicholson se mostrou bem mais eficiente para solugdo

numérica de equagdes diferenciais parciais do que o método de Euler explicito.
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