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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo didético sobre o problema da parada 6étima (OSP) em
cadeias de Markov. incluindo o método de reducdo de estados, a equacdo de Bellman e o
método da iteracdo na solucdo do OSP. Mostra também uma solu¢do Otima para o
problema da secretdria. O ambiente computacional utilizado é o software livre R, em razao
de seus recursos estatisticos.

Palavras-chave: Parada Otima, Cadeias de Markov, Problema da Secretdria.
Abstract

This work presents a didactic study on the Optimal Stopping Problem (OSP) in Marcov
chains. Including the method of reduction of states, the equation of Bellman and the
method of the iteration in the solution of the OSP. It also snows the optimal solution for the
problem of the secretary. The computational environment used is the free software R, in
reason of its statistical resources.

Key words: Optimal Stoping, Markov Chain, Secretary Problem.
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1 INTRODUCAO

Em varios problemas praticos, como por exemplo, problemas no campo financeiro,
¢ de grande interesse saber qual € o momento em que devemos parar um investimento para
receber o maior retorno possivel. Esse é um problema matemaético conhecido como parada
6tima, que nos permite encontrar uma regra de parada que maximiza o lucro. Este trabalho
estuda o problema de parada 6tima aplicada as cadeias de Markov.

Uma cadeia de Markov é um processo aleatério onde os estados anteriores sao
irrelevantes para a predicdo dos estados futuros, dado que o estado atual € conhecido. Uma
maneira simples de visualizar um tipo especifico de cadeia de Markov € através de um
grafo dirigido no qual cada aresta é rotulada com as probabilidades de transicdo de um
estado a outro sendo estes estados representados por nds. Se um sistema estd no estado y
no tempo n, entdo a probabilidade de que ele se mova para o estado x no tempo n + 1 ndo
depende de n, e somente depende do estado atual y em que o sistema se encontra.

A solucdo computacional de problemas de parada 6tima é em geral de custo
elevado e, se o numero de estados é grande, pode ser muito cara.

Neste trabalho foi estudado um algoritmo de eliminacdo, que consiste em eliminar
os estados onde certamente ndo é 6timo parar. Neste caso a complexidade computacional é
reduzida obtendo resultados em tempos menores.

O algoritmo foi proposto por Sonin, (1999) e publicado em um extenso artigo com
vdrias aplicacdes. Uma aplicag¢do ao problema cléssico da secretdria é desenvolvida.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma:

Capitulo 1: Contextualizagdo do problema tratado, motivagdo pelo qual o

trabalho foi realizado e objetivo.

e No Capitulo 2: Definicao de processos estocasticos.

e No Capitulo 3: Apresentacdo das Cadeias de Markov de maneira didética.

e No Capitulo 4: Uma revisao de literatura sobre o problema da parada 6tima.

e No Capitulo 5: O problema da secretdria e uma solugdo 6tima para o mesmo



No Capitulo 6: Todos os procedimentos metodolégicos do trabalho.

No Capitulo 7: Apresentacdo de alguns resultados obtidos com o estudo do
problema da parada 6tima bem como sua aplicagdo na solu¢cdo do problema

da secretaria.

No Capitulo 8: Conclusdes obtidas nesse trabalho.

No Capitilo 9: Referéncias bibliograficas.

No Capitulo 10: Anexos.



2 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Os processos estocdsticos sdo familias arbitrarias de varidveis aleatdrias X;
indexadas por 7 onde € T (sendo T um conjunto qualquer, geralmente IN+). O indice ¢
pode ser visto como um indexador de tempo ou espago. Os resultados assumidos por X;
(contra-domino de X;) sdo dentados como conjunto dos estados do processo. Os processos
estocésticos sdo definidos de maneira estritamente formal através do Teorema de
kolmogorov(Teorema Fundamental dos Processos Estocdsticos) apresentado abaixo
(Biswas, 1995).

Definicao 2.1 Se a funcdo distribuicdo de probabilidade conjunta das varidveis
aleatdrias Xt;, Xt,,..., Xt, é conhecida para todo n enumeravel positivo, e para todo conjunto
de valores t, f,... t, onde tx qualquer, pertence a um conjunto 7, podemos denotar o

conjunto destas varidveis, { Xt; }, por Processo Estocdstico.

Exemplo 2.1 Processo Estocdticoo Um conjunto de varidveis aleatdrias

independentes da forma X;, que possuem uma distribuicdo conjunta normal multivariada,

ondet € £+,

Existem vdrios tipos de processos estocdsticos. Como exemplos, temos os
Processos de Poisson, Gaussianos, de Martingale (Biswas, 1995). Vamos utilizar neste

trabalho um processo estocdstico particular denominado Cadeia de Markov.



3 CADEIAS DE MARKOV

Em 1907, Markov definiu e investigou propriedades que sao hoje conhecidas como
processos de Markov. A principal caracteristica dos processos de Markov é que o modo
como toda a histdria passada afeta o futuro estd completamente resumido no valor atual do
processo.

Muitos dos processos que ocorrem na natureza e na sociedade podem ser estudados
(pelo menos em primeira aproximacao) como se o fendmeno estudado passasse, a partir de
um estado inicial, por uma seqiiéncia de estados, em que a transicdo de um determinado
estado para o seguinte ocorre segundo certa probabilidade. No caso em que esta
probabilidade de transicao depende apenas do estado em que o fendmeno se encontra e do
estado a seguir, o tal processo serd chamado processo de Markov e uma seqii€éncia de
estados seguindo este processo serd denominada uma cadeia de Markov. (Boldrini et al.,
1980).

Uma cadeia de Markov, ou processo de Markov, é um processo no qual a
probabilidade de um sistema estar em um determinado estado em um dado periodo de
observacao depende apenas do estado no periodo de observacdo anterior. Considere um
sistema que, em cada instante, estd em apenas um entre um nimero finito de estados. Por
exemplo, o tempo em determinada regido pode estar chuvoso ou seco; uma pessoa pode ser
fumante ou ndo fumante, podemos freqiientar ou nao uma universidade; vivemos em uma
area urbana ou rural; pertencemos a classe baixa, média ou alta. Ao longo do tempo o
sistema pode mudar de um estado para outro: vamos supor que o estado do sistema é
observado em periodo fixo de tempo (por exemplo, uma vez por dia, em cada hora, e assim
por diante). Em muitas aplicagdes conhecemos o estado atual do sistema e queremos
prever o estado no préximo periodo de observacdo ou em algum periodo futuro. Podemos
prever, muitas vezes, a probabilidade de o sistema estar em determinado estado em um
periodo futuro de observacao a partir de sua histéria pregressa (Kolman, 1999).

Isto é, (Ferrari, 1987), uma cadeia de Markov é um processo {X(n)}, sobre um
espaco de estados S finito ou enumeravel. A varidvel X(n) indica a posi¢do (aleatéria) do
processo no instante n. Estes processos tém a seguinte propriedade: a distribui¢ido do salto
em tempo n + 1 depende s6 da posi¢do X(n) e ndo de como se chegou nessa posicdo nem
mesmo de n. Isso pode ser descrito por uma matriz P com entradas P,y := P(X(n+1) =y |
X(n) = x) = probabilidade de saltar a y dado que o processo estd em x.

Supondo que um sistema tem n estados possiveis, aj, az,..., na, paracadai =1, 2,...,



n, j =1, 2,., n, seja p; a probabilidade que, se o sistema esteja no estado j em um
determinado periodo de observacdo entdo ele estard no estado i no proximo periodo de
observacdo; p;j € chamado de uma probabilidade de transi¢do. Alem disso p;; se aplica a
todos os periodos de tempo, isto €, ndo muda com o tempo.

Como p;j € uma probabilidade, temos que ter:

0<p;<1(<i,j<n).

Alem disso, se o sistema estd no estado j em um determinado periodo de observagdes,
entdo ele tem que estar em um dos n estados possiveis (ele pode permanecer no estado j)

no préximo periodo de observagdo, Logo.

pPijt+p2+t...+pnj= 1.
E conveniente escrever as probabilidades de transi¢do em uma matriz n x n, T = [pjl,
chamada matriz de transi¢do. Da cadeia de Markov. Outros nomes para a matriz de
transicao sdao matriz de Markov, matriz estocastica e matriz de probabilidade. Os elementos
da matriz T sdo ndo-negativos e a soma de cada uma de suas colunas, pela equacao

anterior é 1.

A matriz de das probabilidades de transicdo (matriz estocdstica) é dada por:

M pn 0 Fh

P P vt P
T =

P pa o P

(Observe que p;; > 0, e que a soma de cada coluna deve ser 1.)
Os Exemplos e teoremas a seguir foram retirados do livro do kolman, (1999).
Exemplo 3.1 Suponha que o tempo em determinada cidade é chuvoso ou seco.

Como resultado do grande nimero de registros existentes, determinou-se que a

probabilidade de se ter um dia chuvoso logo apés um dia seco € de 1/3, e a probabilidade



de se ter um dia chuvoso logo ap6s um dia chuvoso é de %2 .

N
YERo
‘\m/

FIGURA 1. Grafo representando a mudanca de tempo de uma cidade.

Se representar por D o estado de um dia seco e por R o de um dia chuvoso, entdo a matriz

de transi¢do dessa cadeia de Markov é:

D E
213 172 | D
T:
143 172 | B

Exemplo 3.2. Uma organizacdo que faz pesquisa de mercado estd estudando um
grupo grande de compradores de café que compram um pacote por semana. Descobriu-se
que 50 por cento dos que utilizam atualmente a marca A vdo comprar novamente a marca A
na préxima semana, enquanto que 25 por cento vao mudar para a marca B e 25 por cento
vao mudar para outra marca. Entre os que usam atualmente a marca B, 30 por cento vao
comprar novamente a marca B na préxima semana, enquanto que 60 por cento vdo mudar
para a marca A e 10 por cento vao mudar para outra marca. Entre os que usam atualmente
outra marca, 30 por cento vao continuar com outra marca na préxima semana, 40 por cento
vao mudar para A e 30 por cento vao mudar para B. Os estados A, B e D correspondem as
marcas A, B e outras, respectivamente. A probabilidade de que uma pessoa usando A vai
mudar para B € de 0,25, a probabilidade de que uma pessoa usando B vai continuar com B

¢ de 0,30 e assim por diante. Entdo, a matriz de transicdo dessa cadeia de Markov é:



A E D

0.50 0.&0 040 | A
= 0.25 0.30 030 | B
0.25 0.10 030 | D

Vamos agora usar a matriz de transicdo do processo de Markov para determinar a
probabilidade de o sistema estar em qualquer dos n estados em periodos futuros de tempo.

Vamos representar por

;?1‘1‘)

(k]
) _ £

k)

o vertor de estado do processo de Markov no periodo de observacdo k, onde pj(k) € a
probabilidade de que o sistema esteja no estado j no periodo de observacao k. o vetor de

estado x”" no perfodo de observacio 0, é chamado de vetor de estado inicial.

Teorema 3.1. Se 7 € a matriz de transicdo de um processo de Markov, entdao o

(k+1),

vetor de estado x no (k+1)-ésimo periodo de observagdo, pode ser determinado a partir

do vetor de estados x*, no k-ésimo periodo de observagio, por:

D = 7y

Da equacdo anterior temos

<V = 7%x©
x? = 1x = 7(1x?) = 7’x©
xP = 1x? = T(1°x©) = X9,

em geral,

x™ = 71x.



portanto, a matriz de transi¢do e o vetor de estado inicial determinam completamente todos

0s outros vetores de estado.

Exemplo 3.3. Considere o exemplo 1 de novo. Suponha que, ao iniciar nossas

observacoes (dia 0), o dia esta seco, de modo que o vetor de estado inicial é

< =

Entdo, o vetor de estado no dia 1 (o dia seguinte ao inicio de nossas observagdes) €

0.&7 0.5 1 0.&7

=M=

0.33 0.5 0 0.33

Logo, a probabilidade de ndo chover no dia 1 é 0,67 e a probabilidade de chover é 0,33.

Analogamente,

067 0.5 0.&7 0614
@ = D — =
033 0.5 023 0,386
067 0.5 0614 0,604
= D =
033 0.5 02586 0,396
) . 0.&7 0.4 0,604 0603
RO e ) =
0.33 0.4 0,296 0,597
0.&7 0.5 0,603 0603
) = T = =
035 0.5 0,397 0,297

A partir do quarto dia, o vetor de estado do sistema é sempre 0 mesmo,



0,603

0,357

isso significa que, a partir do quarto dia, fica seco aproximadamente 60 por cento do tempo
e chove aproximadamente 40 por cento do tempo.

A medida que o numero de observacdes aumenta, os vetores de estado tendem a um vetor
fixo. Nesse caso dizemos que o processo de Markov atingiu o equilibrio. O vetor fixo é
chamado de vetor de estado estaciondrio. Os processos de Markov s@o usados, em geral,
para determinar o comportamento de um sistema depois de um longo periodo de tempo;
por exemplo, a parte do mercado que certo produtor pode esperar manter em uma base
mais ou menos permanente. Portanto, a questdo se um processo de Markov atinge ou ndo
equilibrio é de importancia primordial. O préximo exemplo mostra que nem todo processo
de Markov atinge equilibrio.

No entanto, se exigirmos que a matriz de transicdo de um processo de Markov
satisfaca uma propriedade bastante razodvel, obteremos uma classe grande de processos de
markov, muitos dos quais aparecem em aplicacdes praticas, que atingem um estado de
equilibrio.

Uma matriz de transi¢do 7' de um processo de Markov € dita regular se todos os
elementos de alguma poténcia de 7 s@o numeros positivos. Um processo de Markov € dito

regular se sua matriz de transicdo € regular.
Teorema 3.2: Se 7 é matriz de transi¢cao de um processo de Markov regular, entdo:

(a) Quando n — oo, T" tende 2 matriz

I I I

Lia Lia Lia
A= . .

Ldy, Ldy, Ldy,

Que tem todas as colunas iguais;

(b) Todas as colunas



B

Ldg
un=

de A sdo vetores de probabilidade com todos os elementos positivos, isto € u; > 0 (1<i < n)

€

Uy +ur+...+u,=1.

Prova do seguinte resultado:

Teorema 3.4: Se T é uma matriz de transicao regular e se A € u sdo como no
teorema anterior, entao:
(a) Qualquer que seja o vetor de probabilidade x, 7"x — u quando n — o, de modo
que € um vetor de estado estaciondrio;
(b) O vetor de estado estaciondrio u € o Unico vetor de probabilidade que satisfaz a

equagdo matricial 7u = u.

Demonstracao:
(a) Seja
X
A
x= | .
X

um vetor de probabilidade. Como T" — A quando n — oo, temos,

T'x — Ax.

Por outro lado,

10



oW .. x wx Figx T g, i+t tx)

g i o] X3 ugx1+ugx2 + .. ‘|‘H2Xn I.tg(?{1+x2+... +.TIJ

Uy My .. Uy ) U Tipm Ttk TGSl O O o

Jiquex; +x+ ... +x, =1.Logo T"x — u.
(b) Como T" — A, também temos 7" — A. No entanto,

™ =77,

L

Lz

By

de modo que ™' - TA. Logo, TA = A. Igualando as colunas correspondentes dessa

equagdo, temos 7u = u. Para mostrar a unicidade de u, suponha que v € outro vetor de

probabilidade tal que 7v = v. De (a), T"v — u e, como Tv = v, temos T"'v = v para todo

n. portanto, v =u.

11



4 O PROBLEMA DA PARADA OTIMA (OSP)

O problema da parada 6tima (OSP) € um dos mais importantes campos estudados
dentro da teoria geral do controle estocéstico. Ele foi inicializado dentro do contexto de
tempo de parada Otima em estatistica Baysiana no trabalho cldssico de Wald and
Wolfowitz, (1948), citado por (Sonin, 1999). O problema geral de parada 6tima de
processos randomicos em tempo discreto foi formulado por Snell em 1953 (Sonin, 1999).

M = (X, P, g) denota o problema da parada 6tima (para uma cadeia de Markov) com
espaco de estados finitos X, matriz de transicdo P = {p(x, y)} e fungdo retorno g. A funcao

v satisfaz a equacao (6tima) de Bellman para um ponto inicial x,
v(x) = max(g(x),Tv(x)),

onde g(x) € o retorno de parada no ponto x € T € o operador médio, dado pela férmula

T'flz)=X

y P (,y) f(y }. A equacdo de Bellman satisfaz v(x) > g(x), v(x) > Tv(x) para
todo x £ X. Os estados onde o valor de v(x) € iguail a g(x), sdo estados de parada, ou seja, o
momento que devemos parar de percorrer a cadeia de Markov e receber o valor g(x),
(Sonin, 1999).

Outro método para resolver o tempo de parada 6tima é o método da iteragdo (Sonin,
1999).

Vit1(x) = max(g(x),Tvy(X)),vo(x) = g(x).

vo(x) <vi(x) <... e a seqiiéncia v,(x) converge para v(x). Claro que esse é equivalente para

o0 OSP considerando o intervalo finito [0,x].

4.1 O Algoritmo de Eliminacao para o Problema da
Parada Otima em Cadeias de Markov

O algoritmo € baseado na idéia de eliminar os estados onde a parada ndo € 6tima e a
defini¢dao de uma outra cadeia com as probabilidades alteradas.

Vamos assumir o modelo de Markov M;, como o par (X;, P;), onde X; € um espago
de estados finitos e P; = {p; (x; y)} € a matriz de transicdo, € dado (Z,) como a cadeia de
Markov especificada pelo modelo M;. Temos D ‘-~ X; e vamos introduzir na seqiiéncia de

T

Markov os tempos 13 72; - Tns--» 05 momentos do primeiro, segundo e assim por



diante visitas (de Z,) para X;\D (X; sem D), isto é:
1 = min{k > 0, Z; € (X3\D)}.

Tapl = mindk >, Zr € (XNI\D) 1< <m< ...

- — g L . N . A . e a e
Temos L2 = (X1 4] e considere a seqiiéncia randomica Yo=4,.n=12..

up (7, Xo, )

Denotamos por a distribuicdo da cadeia de Markov (Z,) para o modelo

inicial M| no momento 71 da primeira visita para X,(primeira saida de D) comecando em z,

Sonin, (1999), A seqiiéncia randomica (Y,) € a cadeia de Markov em um modelo M,

= (X, P»), onde a matriz de transi¢do P, = {p»(i,j)} € dada pela férmula:

palr y) =prle,y) + > prle, 2hua(z Xooy), (0,9 € Xo).
ze DD

Chamamos o modelo M,, o modelo D-reduzido de M;.
Um caso importante € quando D consiste de somente um ponto ndo absorvente z.

Neste caso a férmula (1) toma a forma,

palr, ) =pile, ) +pie, 2) (1= po(z, 2)) Ipilz,0), (x € Xa).

Embora no OSP, possa ser dificil encontrar os estados onde é 6timo parar, é
relativamente facil encontrar estados onde € 6timo ndo parar. Por exemplo, é 6timo ndo
parar em todos os estados onde 7g (.) > g (.), isto €, o retorno esperado ao dar mais um
passo € maior do que o retorno de parada. Geralmente, ¢ 6timo ndo parar em estados onde
o retorno esperado ao realizar certo nimero de passos é maior do que o retorno de parada.

Agora podemos excluir tais estados e recalcular a matriz de transi¢ao utilizando:
palx, ) = prle, ) + ol 2)(1 = po(z, 2)) (2, -), (o€ Xo).

para eliminar um estado, ou:
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pale,y) =pile, )+ Y ol 2jus(z, Xoy), (o, y € Xo).
ze=lD

para eliminar um subconjunto de estados maior que um (Sonin, 1999).

Um exemplo do método de redu¢do do nimero de estados pode ser mostrado a
seguir:

Seja a cadeia de Markov da figura 2,

Figura 2. Grafo com estado a ser eliminados.

eliminando o subconjunto D, que neste exemplo, possui somente um estado, o novo grafo

seria o da figura 3, com as novas probabilidades.

2
P

N
r_-

=,
&

P4

"“u

P42

— (3 P 3 f8)
757 _ R_P#
543

Figura 3. Grafo com estados eliminados.

As novas probabilidades podem ser encontradas da seguinte forma:

P22 =pn+ @) (1-p11) ' (p12)
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P’23=pas + (p21) (1-p11)  (p13)
P24 = pas+ (p21) (1-p11)  (p1a)
P’ =psn+ (@3 (U-pu) (pro)
P’3=pss+ (p31) (-p1) ' (p13)
P’3a=paa+ (p31) (-p1)  (p1a)
P’ =par + (par) (-p11) (p12)
P’43=pas + (par) (1-p11)  (p1a)

P aa = pas+ (par) (1-p11) ' (p1a)
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5 O PROBLEMA DA SECRETARIA

Na coluna de jogos Mateméticos de Martin Gardner, na edicdo de fevereiro de 1960
do periddico Scientific American, publicou-se um problema simples que veio a ser
conhecido como o Problema da Secretdria. Pode-se afirmar que esse problema, objeto de
estudo de probabilistas e estatisticos, fundou um campo dentro da otimizacdo estocdstica
de enormes proporcdes (Fergusson, 1989 citado por Brighenti, 2003).

O problema € o seguinte: deseja—se contratar uma nova secretaria, € apresentam-se
n candidatas interessadas no trabalho. As candidatas sdo entrevistadas em uma ordem
aleatéria, mas, imediatamente apds cada entrevista, decide-se entre aceitar ou rejeitar a
candidata; rejeitada a candidata, ndo se pode aceita-la depois, e, uma vez aceita, todas as
outras sao rejeitadas. Em particular, se rejeitadas as (n-1) primeiras candidatas, aceita-se
automaticamente a candidata n (Freeman, 1983). Nesta situacdo, qual a estratégia a ser
adotada para maximizar a probabilidade de se contratar a melhor secretdria? Ou, pelo
menos, uma suficiente qualificada?

Lindley (1961) foi o primeiro a publicar uma solucdo para esse problema utilizando
programacdo dindmica e teoria da decisdo. Posteriormente Dynkin (1963), citado por
Landin (1983), apresentou uma outra solucdo utilizando o conceito de tempo 6timo de
parada para cadeias de Markov. A estratégia 6tima conhecida para o problema corresponde
a observar um nimero predeterminado de objetos sem interromper o processo e para-lo
logo que apareca um objeto melhor que os anteriores. Essa estratégia é baseada em postos
relativos.

O problema da Secretéria € tratado também como o Problema do Matrimdnio ou
Problema da Princesa (Landim, 1983), onde uma princesa deseja selecionar entre seus
pretendentes o mais qualificado. Neste caso, o conhecimento a priori do nimero de
pretendentes pode ndo ser verossimil, mas a segunda hipétese, que estabelece a
impossibilidade de reconsiderar um objeto anteriormente rejeitado, parece plausivel.

Davis, (1973) trata 0 mesmo problema como Dilema do Policial, no qual cinco
pessoas suspeitas de um crime mantém encontro secreto no pordao de um edificio. Do lado
de fora, um policial, com ordens de seguir o chefe do bando, espera que eles se dispersem.
O policial sabe que o homem em que estd interessado € o mais alto do grupo, inico meio
que dispde para distingui-lo dos demais. Se os suspeitos deixam o encontro em ordem
aleatdria, qual a melhor estratégia a ser adotada pelo policia? Se adotar a melhor estratégia,

qual a possibilidade de ser efetivamente o chefe a pessoa que ele vier a seguir?



5.1 Estratégia por Postos Relativos

Essa abordagem serd apresentada seguindo o exposto em Landim (1983).

Considerando as candidatas como n objetos a serem inspecionados e representando-
0s como pontos da reta, tem-se que um ponto a direita de outro indica ser aquele melhor do
que este. E definindo-os por a; < a; < ... < a,. Escolhe-se ao acaso um destes pontos,
denominado w;. Assim, w; serd igual a aj, para 1 < j < n, com probabilidade 1/n. Em
seguida, escolhe-se, ao acaso, um entre os (n-1) pontos restantes. Este ponto serd o wy.
Desta forma obtem-se uma seqiiéncia (w;, wp, .., wWy). Cada seqii€éncia possivel € uma
permutacdo dos elementos aj,..., a,. Como as seqiiéncias sdo equiprovaveis e existem n!
permutacgdes de n objetos distintos, cada seqiiéncia terd probabilidade 1/(n!) de ocorrer.

Apo6s terem sido inspecionados k objetos, a unica informagdo que se possui € a
ordem relativa de wy,... , wx. Neste momento, deve-se decidir entre selecionar wy €
interromper o processo ou prosseguir e rejeitar definitivamente wy. Esta estratégia € entdo
baseada em postos relativos, ou seja, a cada objeto inspecionado, € atribuido um posto
relativo as inspecdes realizadas nos objetos anteriores. Deseja-se maximizar a
probabilidade de selecionar a,.

Uma estratégia consiste em selecionar o primeiro ponto examinado: w;. Neste caso,
ter-se-ia selecionado corretamente o melhor objeto se a, tiver sido inspecionado primeiro.
A probabilidade de escolher a, na primeira inspecao € igual a 1/n. Quando n é grade essa
probabilidade tende a zero. Pode-se formular agora uma pergunta interessante. Existe uma
estratégia em que a probabilidade de sucesso ndo tente a zero quando n tende a infito?

Suponha n par e considere a seguinte estratégia: rejeitar sistematicamente os n/2
primeiros objetos; em seguida, selecionar o primeiro objeto melhor do que todos os
anteriores. Com esta estratégia, selecionar-se o melhor objeto, por exemplo, se a,_; estiver
entre os n/2 primeiros objetos examinados e a, estiver na segunda metade a ser examinada,
ou seja, fixando a,; e a,, tém-se (n-2)! seqiiéncias possiveis. Como a,.; assumir n/2
posicdes diferentes, assim como a,, entdo o total de seqii€ncias que satisfaz as condi¢des é
(n/2)* (n-2)!(Figura 4).
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FIGURA 4. Esquema de seqiiéncias com sucesso, em que a,.; aparece na primeira metade

as amostra € a, na segunda.

Portanto a probabilidade minima da selecionar o melhor objeto com esta estratégia

(@'N

f o2 .
_%'}r) in—=2)! i
; - =
| zucessa]” ‘

| 2 n!  4(n—1)

A probabilidade de sucesso pode ser maior que o valor encontrado, pois ndo foram
levadas em consideracdo outras situagdes de sucesso, como por exmplo, a, | € a, estarem

na segunda metade e a, aparecer antes de a,.; (Figura 5).

=<
<<

b |
I~.'|

FIGURA 5. Esquema de seqii€éncias com sucesso, em que a,.| € a, aparecem na segunda
metade da amostra.

Exemplificando a Estratégia Exposta:
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Suponham-se 10 candidatas apresentadas aleatoriamente para uma entrevista.
Admitindo que os pontos sejam atribuidos de 1 a 10, pela estratégia proposta de ir até a
metade, as entrevistas seriam realizadas com as 5 primeiras candidatas e a partir dos postos
relativos atribuidos a estas, escolher a primeira melhor que as anteriores.

Existiriam 10! seqiiéncias possiveis de entrevista. Destas existem apenas (10/2)
(10-2)! = 5%8! = 1.008.000 seqiiencias em que a candidata de posto 9 € entrevistada entre as
cinco primeiras, enquanto a candidata de posto 10 encontra-se nas proximas cinco
entrevistas.

E a probabilidade de sucesso seguindo a estratégia seria

((5)7(8))
Pz 195975
IHcesse| |.1D.'l ) |4|9|:

Alguns exemplos de possiveis seqiiéncias de postos relativos:
a) 2,7,9;1;6;3;5; 10; 8; 4.
b) 3;5;7;8;4,;6;10;1;9; 2.
c) 6;2;1;5;4,7;8;10; 3;9.
d 8;4;3;2;10;1;5;9;7;6.

Seguindo a estratégia o caso (a) é de sucesso, sendo o processo interrompido na
oitava candidata. O caso (b) € um exemplo de sucesso que nao estd incluido no calculo da
probabilidade de sucesso. Nos casos (c) e (d) ocorre fracasso, escolhendo no caso (c) a
candidata de posto 7 interrompendo o processo escolhendo na sexta entrevista, no caso (d),
escolhendo a dltima.

A estratégia de ir até a metade pressupde o conhecimento de n, mas nao o de a,,
Desta forma, obtém-se uma estratégia com probabilidade que nao tende a 0 quando cresce

para +o0, pois:

lim P,.,  .=lim [————]
sy essmel T N 4(n—=1)) 4

Esta estratégia ainda ndo € a Otima, isto €, existe outra estratégia com a
probabilidade de sucesso maior. A estratégia 6tima € aquela em que a Pjgycesso) € méxima.

Para encontrar a estratégia 6tima deve-se verificar se o ponto wi é maximo. Isto
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ocorre se w; < wi para 1 <j <k. quando wi ndo € méaximo, wy € certamente diferente de a,
e o processo deve continuar. A decisdo de interromper ou niao o processo, quando aparecer
um ponto de maximo wy , s6 depende do indice do ponto de mdximo e ndo da disposi¢do
relativa dos pontos anteriores, wi,..., Wi.1. De fato, sendo wx um ponto maximo, wi = a, , se
wi > wj para k < j < n. Pelo contrario, wi # a, se existe k+1 <j < n w; > wy. Portanto, a
estratégia depende do nimero de pontos maximo. A estratégia obterd sucesso se parar no
ultimo ponto de maximo.

Seja X; o indice do j-ésimo ponto de mdximo. Desta forma, como w; € sempre um
ponto de méaximo, X;(w) =1 e X(w) =2 se w, > wy; caso contrario, X,(w) > 2.

Para cada seqiiéncia w o numero de pontos maximo varia. Para contornar esta
dificuldade, introduz-se um novo ponto 6. Se a seqiiéncia w possuir j < n pontos maximos,
entdo Xy(w) = o para todo k > j.

Deseja-se estudar a evolucdo da seqiiéncia (X) j>; para encontrar um método que
indique quando o processo de inspe¢do deve ser interrompido. A cada aparecimento de um
novo ponto mdximo e, portanto, a cada novo valor da seqiiéncia (Xj) deve-se decidir entre

o prosseguimento ou nao da inspecao (Figura 6).

K objetos inspecionados — j maximo observados

N
a I

A O 'EDDDE D. OO

Decisido 2: rejeita-lo ou aceita-lo

Decisdo |: rejeiti-lo ou aceita-lo

-

E sempre um maximo

FIGURA 6. Esquema da inspecdo de seqiiencial por postos relativos.

Considere-se um instante k no qual aparece um novo ponto de maximo wi. Como

se trata de um ponto méximo, existe um inteiro j < k com X; =k, onde j indica o nimero
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de pontos médximos examinados até a etapa k. wy = a, quando e somente quando nao
aparecer outro ponto maximo; portanto, se e somente se X = 0.

A probabilidade de wy,; ser um ponto méiximo, quando wy é também um ponto
méximo, € dado por P[X;,; =k + 1| X; =k] = 1/(k+1), que representa a probabilidade de

wi41 pertencer a qualquer um dos intervalos formados pelos pontos ordenados (Figura 7).

(k + 1) posiches possiveis para Wiy

AL unica probabilidade para
' ™
/ / / / / SEr um novo maximo
O O O O O 0O
\ J

N

k objetos ordenados

FIGURA 7. Posicdes possiveis para o objeto wy,.

A probabilidade de wy,; ndo ser maximo ¢ igual a k/(k+1) . Uma vez que o ponto
wis1 foi inspecionado, a probabilidade de wyy, pertencer a qualquer um dos (k+2)
intervalos formados é 1/(k+2) . Assim, a probabilidade de wy,, ndo ser um ponto, maximo,
conhecidos os valores de wy,..., wi_| € (k+1)/(k+2) . Prosseguindo desta forma até a dltima

etapa k + i, onde aparece um ponto maximo, tem-se

PLY,. =k+ilx,=k]=|

E\[k+1) (k+i=2\( 1 \_{ k
k+1 N A'+2__.)"' k+i—1 )' A'+1'__.)_[.__ (k+i—=1){k+1))

Por outro lado X = k e Xj;; = 8 quando ndo aparecer nenhum ponto de maximo

ap6s wyg. Logo

P, c=abr, =41 ) K28 (222 (2= 4).

O célculo das probabilidades niao envolve o nimero de pontos maximos ocorrido
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até a etapa k nem a distribuicdo relativa de wy,..., i1, €, portanto, dos valores de Xi, .., X

1. Deste modo, para toda seqiiéncia crescente

P[Xj.,.l =y [ X1 = 1,..., Xj—l = kj—l, Xj = k] = P[Xj+1 =Yy [ Xj =k]

( k/((y-y) sel<k<nk+l<y<n;

k/n  sel<k<ny=9;

1 sek=29,y=0;

. 0 caso contrario

Uma seqiiéncia de varidveis aleatérias (X); >1 que segue as probabilidades citadas,
definidas num espago de probabilidade, é chamado de cadeia de Markov.

Seja 1 <k <n e suponha que X; = k. A probabilidade do processo pular para 6 é
k/n. Portanto, estando X; em k, a probabilidade de selecionar o melhor objeto
interrompendo o processo neste instante € k/n. Por outro lado, pode-se preferir aguardar
um novo méximo, esperando que apareca algum. Isto representa aguardar um novo salto
do processo (X;), e entdo interromper o processo. Nesta alternativa, seleciona-se o melhor

objeto se X1 € {k + 1,..., n} e Xj» = 6, portanto com probabilidade

P[Xj.,.l = {k+1 . n}, Xj.,.z =0 XJ' =k] =

= 3 PLX, =i X mdlX, =]
i=k+1

M

=Y Px,,,=4|X,=k X, ,=i|P[X,, =ilX =k]

:-Z P[XJ"J:d "Yj-lzj]P[*YJ-.lzf]P[XJ.:,F{]

...
Il
s
—

1k ki [y )
Z _———ZT:(;T)P[XJIZE:“YJ:I{]

i nili=1) n=
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d

v"

1
— =<1
.’

Portanto, se 1

¢ melhor interromper o processo quando X; assume o valor k,

pois a probabilidade de encontrar um novo méximo tende a diminuir; caso contrario, €

preferivel aguardar um novo ponto méximo.

i‘l—l

vl
A seqiiéncia ( Ty )1 = i=k i
um
inteiro k, que verifica a relacao
1 1
k, +1 T

1

<l<=—+...+

II;T-?.'

decresce para valores crescentes de k; logo existe

1
n=—1

A relac@o corresponde a soma das dreas mostradas na figura 8.

N

| f=1ix

N

oy

25 e

k, k+1 k,+2

kn+i

n-1

FIGURA 8. Somatério das dreas correspondentes a relacio de k.

A estratégia Otima corresponde entdo a observar as k, primeiros objetos sem

interromper o processo € em seguida pard-lo logo que apareca um objeto melhor que todos
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0s anteriores.

O comportamento assint6tico de ky/n € dado por

Jl n [l)(h'ﬂil{ r n—1 (l)dx
k,+1\x, Y k,—1\x)
[ n (' n—1"
1 -:.‘;1-:.‘;1
et ) k-1 )
1 n—1
o=

e N H e N

Assintoticamente a estratégia Otima consiste em aguardar aproximadamente n/e
objetos e escolher entdo o primeiro melhor que todos os anteriores.

Este estratégia ¢ a melhor possivel. A demonstracdo completa deste resultado

utiliza a teoria dos Martingais e pode ser encontrada em Landim (1983).

Exemplo do calculo de k,

Realizando a inspecdo de 8 objetos, o valor de k, que a relacao é k, = 3, pois:

ou " e 27

Ou seja, inspecionam-se os trés primeiros objetos, avaliando-se a caracteristica de

interesse. Atribui-se um posto relativo a cada um deles e a partir dai escolhe o primeiro
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objeto com posto relativo maior que os anteriores.

5.2 Probabilidade de sucesso

A probabilidade da estratégia 6tima selecionar a, na inspecao wy é dada por

» _(" k, "'("h+1"' "'k-z")l_ k,
el K, +1 J |k, +2 J' k=1)k (k=1)k’
logo,

P[;arrs;:u]:P[XJ'E.1""1'” S

] ) ; n o H k -” k =1 1
Y PLY=k.X,=60= Y PIX, =X, =kIPIX.=k]= X Totta=te s

k=k +1 E=k_+1 k=k+1 1|

L
k=k

Zl;::]_ 1 1 %5 _11

como  +=k. K e e n n en
N 1
P [Tl k] i
! ™ kf’k, k e
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6 METODOLOGIA

Foi estudado o algoritmo de eliminagdo de estados (Sonin, 1999) para o problema
da parada 6tima em cadeias de Markov e sua aplicacdo na solu¢do do problema da
secretaria. Assim como a implementacao dessa solugao.

Para eliminar os estados onde a parada ndo é 6tima em uma cadeia de Markov, foi
utilizado o método de redugdo apresentado por Sonin, (1999).

Utilizou-se a equagdo de Bellman, para resolver o problema da parada 6tima em
cadeias de Markov. Em algumas cadeias a solucdo foi encontrada utilizando o
procedimento backward (ordem inversa), em outras a solucdo foi encontrada utilizando o
método da iteragdo. Implementacdes e testes foram realizados em varias cadeias, onde a
solugd@o encontrada retorna os estados onde € 6timo parar.

Em seguida foi apresentado e implementado uma solu¢@o 6tima para o problema da
secretdria, utilizando a eliminagdo de estados e a solu¢do da equacdo de Bellman.

Todas as implementacdes foram feitas utilizando o software livre R no laboratério

de Ciéncia da computagao da Universidade Federal de Lavras.



7 RESULTADOS E DISCUSSAO

7.1 Reducao do Numero de Estados

O método de eliminacdo foi aplicado na matriz de Markov abaixo, utilizando o

programa cujo c6digo estd em anexo (Anexo A).

[1.]
[2.]
[3.]
[4.]
[5.]

Aqui temos a nova matriz com os estados 1 e 2 eliminados e as probabilidades

redistribuidas.

[1]
(L1 0
[2.]
[3.]
[4.]
[5.]

o O o O

—
-

o O o o O

[1]
0.2
0.2
0.1
0.3
0.2

[,2]
0.1
0.2
0.4
0.1
0.2

[,3]
0.3
0.1
0.4
0.1
0.1

[.3]

0.0000000
0.0000000
0.5071429
0.2642857
0.2285714

[4]
0.5
0.1
0.1

0.1
0.2

[.5]
0.3
0.2
0.1
0.3
0.1

[4]

0.0000000
0.0000000
0.2404762
0.3642857
0.3952381

Abaixo temos as representacdes das matrizes em forma de grafos.

[,5]

0.0000000
0.0000000
0.2642857
0.4785714
0.2571429



FIGURA 9: Grafo que representa a matriz de entrada antes dos estados serem eliminados.

—
0.5071429 026842857
A
02285714
0. 2642857
0.2404752

0.3952381 R 0257148
0.3642857
04785714

FIGURA 10: Grafo que representa a matriz de entrada depois dos estados serem
eliminados

Podemos observar que os estados / e 2 da cadeia de Markov foram eliminados e as

probabilidades da cadeia foram redistribuidas.

7.2 O Problema da Parada Otima (OSP)

A Equagao de Bellman (v(x) = max(g(x), 7v(x))) nos da uma solugdo direta para o
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problema da parada 6tima, porém ela € aplicada em situagdes especificas onde as

probabilidades de transi¢des possuem uma estrutura muito simples.

Um exemplo € o Problema da Secretdria que pode ser reduzido para o OSP com X=
{1,2,...,n} e a Cadeia de Markov que satisfaz a seguinte propriedade P(x,y) = 0 se y < x(ver
figura). Neste caso o valor de v(x) pode ser calculado seqiiencialmente comegando de v(n)

na ordem inversa (procedimento conhecido por Backward).

0,5
g)=4; g(2) =6; g(3) =5; g(4 =10; g(5)=35; g(6)=3
FIGURA 11: Grafo que representa uma variacao do problema da secretéria.
v(x) = max { g(x), Tv(x) }
v(6) = max{ g(6), TW(6) } =3

v(5) = max{ g(5), Tv(5) } = max{ g(5),1 * v(6) } =max { 5,3} =5

v(4) = max{ g(4), Tv(4) } = max{ g(4), (0,5 * v(5) + 0,5 * w(6) ) } = max{ 10, (2,5 + 1,5)
} =10

v(3) = max{ g(3), Tv(3) } = max{ g(3), (0,3*v(4) + 0,4 * v(5) + 0,3 * v(6) ) } = max{ 3, (
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3+42+409)}=59

v(2) = max{ g(2), Tv(2) } = max{ g(2), ( 0,2*v(3) +0,3*v(4) + 0,2 * v(5) + 0,3 * v(6) ) } =
max{ 6, ( 1,18+3+1+0,9 ) } =6,08

v(1) = max{ g(1), Tv(1) } = max{ g(1), ( 0,3*v(2)+ 0,2*v(3) +0,1*v(4) + 0,2 * v(5) + 0,2 *
v(6) ) } =max{ 4, (1,824+1,18+ 1+1+0,6 ) } = 5,604

7.2.1 Resolucao pelo método da iteracao

Vnt1(x) = max(g(x),Tvn(x)),vo(x) = g(x)
Tg(x;) = g(xp)p(xi.x;) + g(xir)P(XiXis1) + ... + glxn)p(Xixn)

Tg(1) =54
Tg(2)=5,9
Tg(3) =59
Tg(4) = 4,0
Tg(5) =3,0
Tg(6) = 0,0

vi(1) = max{ g(1), Tg(1) } = max{4, (5,4)} =54 #v(1)
vi(2) = max{ g(2), Tg(2) } = max{6, (5,9)} =5,9 #v(2)
vi(3) = max{ g(3), Tg(3) } = max{5, (5,9)} =5,9 =v(3)
vi(4) =max{ g(4), Tg(4) } = max{10, (4,0)} =10,0 =v(4)
vi(5) = max{ g(5), Tg(5) } = max{5, (3,0)} =5,0 =v(5)
v1(6) = max{ g(6), Tg(6) } = max{3, (0,0)} =3,0 =v(6)

Pode se observar que vi(1) e v»(2) sdo diferentes de v(1) e v(2) (valores obtidos com a
equacdo de Bellman) respectivamente. E preciso, entdo, que faca, mais iteracdes até os
valores ficarem iguais. A partir desse momento os valores ndo se alteram aplicando mais

iteragdes.

vo(1) = max{ g(1), Tvi(1) } = max{4, (0,3*%5,9+0,2*5,9+0,1*10+0,2*54+0,2*3) }= max {4,
(5,55)} =5,55 #v(1)
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v2(2) = max{ g(2), Tvi(2) } = max{6, (0,2* 5,9+ 0,3*10 + 0,2*5 + 0,3*3)}= max{6,
(6,08)} =6,08 =v(2)

Observe que v,(1) ainda ndo € igual a v(1), € preciso fazer mais iteragoes.

v3(1) =max{ g(1), Tvo(1) } = max{4, (0,3*%6,08+ 0,2*5,9 +0,1*10 +0,2* 5+0,2*3 )}= 5,604
=max{4, (5,604)} = 5,604 = v(1)

A partir deste momento o valor de v,(x) permanece 0 mesmo se continuar com as iteragoes.
O valor de v(x) obtido representa o valor do jogo no estado x, ou seja, a esperanca
de ganho utilizando uma estratégia 6tima a partir do estado x.

A estratégia 6tima € parar onde v(x) € igual a g(x). Para o exemplo esses estados sao
4,5¢6.

7.2.2 Valor otimo utilizando o procedimento
Backward

Na figura abaixo temos uma cadeia de Markov representada por uma arvore bindria
em que suas arestas estdo rotuladas pela probabilidade de estar em um estado e ir para o

outro. Os valores sublinhados sdo os valores g(x), os retornos de cada estado.

.E/ 14, 15
02/ &8 0.7 ’ \T‘g U’/ &;3
g f 8/ it 8

[} ) 29 30

2 2% gt

10

05 035 0.
1 50 5
16 i

18

FIGURA 12: Cadeia de Markov em forma de arvore binaria.

Esse problema pode ser pensado como um jogo, no qual partindo do estado 1, o

jogador atira um dado e comeca a percorrer o grafo, ele pode parar em um estado ou
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continuar jogando, lembrando que ao atingir um vértice final o jogador é obrigado a parar e
recebe o retorno desse vértice.

O problema é: qual € a melhor estratégia utilizada que permite o jogador um retorno
maximo?

Este problema pode ser resolvido utilizando o procedimento backward (na ordem
inversa) para encontrar v(x) (solu¢do da equacao de Bellman para o ponto x).

Para todos os vértices finais v(x) = g(x), como v(x) = max{g(x), v(x)}, logo v(15) =
max{4, (0,3*18 + 0,7* 12)} = max{4, (13,8)} = 13,8. Repetindo esse procedimento para
todos os vértices, temos a solucdo da equagao de Bellman em cada vértice.

Para os estados onde v(x) = g(x) sdo estados onde é 6timo parar e receber o retorno
deste estado.

O valor de v(1) € interpretado como valor do jogo, ou seja, jogando a partir do
estado 1, em média a esperanga de ganho ¢é aproximadamente v(1).

Utilizando o programa (em anexo) temos que o valor do jogo € 12.0038. Testes
foram realizados com a estratégia “um passo a frente” e com a estratégia de parar onde v(x)
= g(x), rodando 10000 vezes a estratégia um passo a frente (manda parar se g(X) maior ou
igual a média dos vizinhos) a média dos prémios foi de 7.464667. Ja a de parar onde v(x) =
g(x), rodando 10000 a média foi 11.983.

Obs: O c6digo do programa de testes estd em anexo (Anexo C).

7.2.3 Solucao Otima para o problema da Secretaria

Em nossos estados iniciais a informagdo que ndés temos em cada momento € (y,
¥2,..., k), onde y; € o posto relativo de uma secretdria que aparece no momento i = 1, 2,...,
n. Assim os estados inicias da cadeia de Markov sdo as tuplas (y;), (1, ¥2), --o» (V15 Y25 sVn)-

Ainda temos o retorno de cada estado:
g0, yx) =kinse yy =1

g, . ) =0seyc #1

Como mostrado na figura a seguir, os demais retornos nao informados na figura, valem

Z€10.

32



L2134

(1,2,3,3)
1,2 3)

(1,2,3,2)

/N

L,2,3,1) #il231=1

(12,24}

1,2,2,33

/N

o) 3~ (12.2]

(1,2,2,7}

(LLL1} 1220 =1

(12,14

N

(11,13}
(1,2,1)
L.2,L1) gL211)=1
s (=14
(1,1,3,4)

N

P bl
,13)
\ 1,1,3,2)

/]

,1,3,1) slL31=1
(L1,2.4)
i 5 (LLD)
gLy =12 *(1,1,:,:)

L1,5,1) gilL21)=1

(1,114

(1,113}

I\

(1,11

(L,LLI}) gfLILI}=1
FIGURA 13: Grafo com os estados iniciais do problema da secretdria (para 4 secretarias)



Agora vamos introduzir o modelo M, = (X3, p2(x, y), g) com estados X, = {(i, k), i = 0,1; k
=1, ..., n}, as probabilidades de transicoes p>((j, k — 1), (i, k)) = l/ksei=1e p((j, k- 1),
(i, k)) = (k = D)/k se i = 0, e com a fun¢do retorno g(i, k) = k/n se i = 1 e zero caso

contrario. Assim temos o novo grafo que representa o problema da secretéria.

(L1}
gf02)=20 g(l,1) =14
(1,2}
13 273 g@3) =20 gl =12
213 s
gf0.4) =120 g(1,3) =34
a3 %
3{1:4} =1
4 14

b o
0,4} (1,4}

FIGURA 14: Segundo modelo de grafo para o problema da secretaria.
Deste modelo um novo modelo M3 € introduzido, restando os estados com a forma (1,k) =

k, k=1, 2, ..., n; que é conseguido utilizando o algoritmo de eliminacdo para eliminar todos
os estados de M, onde T>g(x) > g(x). (Sonin 1999).
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FIGURA 15: Terceiro modelo de grafo para o problema da secretaria.

Utilizando o procedimento Backward (na ordem inversa) para encontrar a solugao

da equacao de Bellman, v(x) = max { g(x), Tv(x) }, temos:

v(1,4) =1
w(1,3) =max{ %, 1/4 * 1} =%

v(1,2) = max{ Y, ((1/3 * %)+ (1/6%1) ) = max{ ¥, 5/12 } =

v(1,1) = max{ Y, ((1/2 * Va) + (1/6 * %) + (1/12 * 1)) = max{ %, 11/24 } = 11/24

Os pontos de parada 6tima sdo os pontos onde v(x) = g(x). Com isso, para um

exemplo onde temos 4 secretdrias é 6timo parar onde temos um retorno de %2, 3, e 1.

Comparacio entre a os resultados da simulacdo do programa implementado, com a

probabilidade de a melhor estratégia possivel obter sucesso:

Tabela 1: Simulacido do programa implementado

Numero de Numero de Probabilidade de a Porcentagem de
Teste Secretarias(n) Estratégia Otima Obter Sucesso com a
Sucesso, exposto em Simulacdo do
Landim (1983). (%) Programa
Implementado.
(%)
10000 20 38,42 38,25
10000 50 37,42 37,51
10000 100 37,10 36,81
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1000

500

36,82

37,70

1000

1000

36,81

36,20
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8 CONCLUSOES

O algoritmo de eliminacdo de estados em cadeias de Markov se revelou eficiente
em diminuir a complexidade computacional do problema da secretéria, além de se revelar
de facil implementacao.

Os resultados dos testes realizados pelo programa implementado aproximam-se dos

obtidos pela estratégia 6tima Landim (1983).
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ANEXO A Cddigo em R, do programa que elimina os vértices 1 e 2 do grafo da

sessao 7.1

no arquivo matriz5x5.txt )

# Elimina os vertices 1 e 2 da matriz 5X5(

remove (list=1s())

numero_vertice <- 5

y <— rep(0,numero_vertice*numero_vertice)

Ml <- matrix(scan('matriz5x5.txt'),ncol=5,byrow=F)

M2 <- matrix(y,ncol=5)

for( x in 3:5 ){
for( y in 3:5 ){
M2[x,y] = Ml[x,y] + sum( M1([x,1:2] * ( (1 - ( M1[1,1:2] +
M1[2,1:2] ) ) ~-1 ) > M1[1l:2,y] )
}
}
print (M1)
print (M2)
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ANEXO B Cddigo em R, do programa que resolve o problema da parada 6tima

utilizando a solucdo direta da equacdo de Bellman e o método de iteracdo. Para uma

Cadeia de Markov finita e que satisfaz a seguinte propriedade P(x,y) =0se y <x

tamanho_grafo <- #ENTRAR COM O NUMERO DE ESTADOS DO GRAFO

matriz <- matrix(scan('grafo.r'),ncol=tamanho_grafo, byrow=F)
premios <- scan('premios.r')

Tg <- rep(0,tamanho_grafo)

v <—- rep(0,tamanho_grafo)

v <- rep(0,tamanho_grafo)

# Armazena medias de cada vertice no vetor Tg

for( i in l:tamanho_grafo )
{
for( j in l:tamanho_grafo )

Tgl[i] <- (Tg[i] + matriz([i,j] * premios[j])

# Equacao de Belman usando backward
v [tamanho_grafo] <- premios|[tamanho_grafo]
aux <- 0
for( i in (tamanho_grafo-1):1 )
{

for( j in (i+1) :tamanho_grafo )

{

aux <— aux + matriz[i,jl*vI[7j]
}
if (premios[i] >= aux)
{

v[i] <- premios[i]
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# Usando metodo da intercao

# Armazena medias de cada vertice no vetor Tgx
Tgnx <- rep(0,tamanho_grafo)
for( i in l:tamanho_grafo )
{
for( j in l:tamanho_grafo )

Tognx[1i] <- (Tgnx[i] + matriz[i,]j] * premios[j])

# Armazena maior entre tgnx e premio em gnx
gnx <- rep(0,tamanho_grafo)
for( i in l:tamanho_grafo )
{
if( Tgnx[i] >= premios[i] )
gnx[i] <- Tgnx[i]
else

gnx[i] <- premios[i]

count <- 1
while( count <= 100 )
{
# Armazena medias de gnx vetor Tgx
Tgnx <- rep(0,tamanho_grafo)
for( i in l:tamanho_grafo )
{
for( j in l:tamanho_grafo )

Tgnx[1i] <- (Tgnx[i] + matriz([i,Jj] * gnx[j])

# Armazena maior entre tgnx e premio em gnx
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for( i in l:tamanho_grafo )
{
if( Tgnx[i] >= premios[i]
gnx[i] <- Tgnx[i]
else
gnx[i] <- premios[i]
}

count <- count + 1

print (matriz)
print (premios)
print (gnx)

print (v)

)
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ANEXO C Cdédigo em R, programa que encontra o valor do jogo, realiza a estratégia

um passo a frente e a estratégia de parar onde v(x) = g(x). Para o grafo da figura da sessao
7.3,

numVertices <- 31
Ml <- array(0:0, dim=c(numVertices,numVertices+2))
numFolhas <- (numVertices + 1)/2

#Probabilidades de ir para os vertices filhos
M1[1,2] = 0.4

M1[1,3] =
M1[2,4] =
M1[2,5] =
M1[3,6] =
M1[3,7] =
M1[4,8] =
M1[4,9] =
M1[5,10]1 =
M1[5,11] =
Ml1[6,12] =
M1[6,13] =
M1[7,14]1 =
M1[7,15] =
M1[8,16] =

o O O o o o o
(& T e L I " o))

M1[8,17] =
M1[9,18] =
M1[9,19] =
M1[10,20] =
M1[10,21] =
M1[11,22] =
M1[11,23] =
M1[12,24] =
M1[12,25] =
M1[13,26] =
M1[13,27] =
M1[14,28] =
M1[14,29] =

O O O O O o o o o o
o N oo W o9 W

O O O O O O o o o o
O B 9 W O N P O = O
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M1[15,30] = 0.7
M1[15,31]

Il
o
w

#Premios de cada vertice armazenado na coluna numVertices+1l

M1[1l,numVertices+1] = 0
M1[2, numVertices+1l] = 2
M1 [3, numVertices+1l] = 5
M1 [4, numVertices+1l] = 10
M1[5, numVertices+1l] = 4
M1[6,numVertices+1] = 5
M1[7,numVertices+1l] = 7
M1 [8, numVertices+1l] = 10
M1[9, numVertices+1l] = 15
M1[10,numVertices+1l] = 5
M1[11l,numVertices+1] = 1
M1[12,numVertices+1l] = 2
M1[13,numVertices+1l] = 7
M1[14,numVertices+1l] = 3
M1[15,numVertices+1] = 4
M1[16,numVertices+1] = 1
M1[17,numVertices+1] = 50
M1[18,numVertices+1l] = 5
M1[19, numVertices+1l] = 11
M1[20, numVertices+1l] = 2
M1[21,numVertices+1] = 7
M1[22,numVertices+1l] = 8
M1[23,numVertices+1] = 20
M1[24,numVertices+1] = 20
M1[25,numVertices+1] = 10
M1[26,numVertices+1l] = 15
M1[27,numVertices+1l] = 3
M1[28, numVertices+1] = 14
M1[29, numVertices+1] = 11
M1[30, numVertices+1] = 12
M1[31,numVertices+1] = 18
W
# Valor do jogo na coluna numVertices+2 (BackWard)
e
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#for (i in (numFolhas-1):1)
i <- numVertices
while( i >= 1)
{
M1 [i, numVertices+2] = M1l[i,numVertices+1]
i<-1 -1
}
#for (i in (numFolhas-1):1)
i <- numFolhas-1
while( i >= 1)
{
if( ((M1[i,i*2] * M1[i*2,numVertices+2])+(M1[1i, (i*2)+1] * MI[(i*2)+1,
numVertices+2])) > M1l[i,numVertices+2] )
{
M1 [i,numVertices+2] <- (M1[i,i*2] * M1[i*2,numVertices+2])+

(M1[i, (i*2)+1] * MI[(i*2)+1,numVertices+2])

i <-1i-1

precoDoJogo = M1[1l,numVertices+2]

premios <- rep(0,10000)

for(i in 1:3000) {
id <=1
while( id < numFolhas )
{
if( Ml[id,numVertices+1] < ((M1[id,id*2]*M1[id*2, numVertices+1]) +
(M1[id, (id*2)+1]*M1[ (id*2)+1, numVertices+1])))
{
X <— sample (101, 1, replace = FALSE, prob = NULL) - 1
if( x <= (M1[id,id*2]1*100) )
{
id <- id*2
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tempId <- id

else

id <= ((id*2)+1)
tempId <- id

else

premios[i] <- M1l[id,numVertices+1]
tempId <- id

id <- numFolhas

}

premios[i] = Ml[tempId, numVertices+1]

mediaUpf <- sum(premios) /10000

vetorUpf <- premios

premios <- rep(0,10000)

for(i in 1:3000) ¢{
id =1
while( id < numFolhas )
{
if( Ml1[id,numVertices+1l] < Ml[id, numVertices+2] )
{
X <— sample (101, 1, replace = FALSE, prob = NULL) - 1
if( x <= (M1[id,id*2]1*100) )
{
id <- id*2
tempId <- id

else
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id <= ((id*2)+1)

tempId <- id

else

premios[i] <— Ml[id,numVertices+1]

tempId <- id

id <- numFolhas

}

premios[i] <- Ml[tempId,numVertices+1]

mediaBackW <- sum(premios) /10000

vetorBackW <- prémios

48



ANEXO D Cddigo em R, do programa que implementacdo a solucdo 6tima para o

problema da secretaria,

numero_secretarias <— NUMERO_DE_SECRETARIAS # DEVE SER UM INTEIRO

tamanho_grafo <- numero_secretarias*2

M2 <- array(0:0, dim=c(tamanho_grafo, tamanho_grafo))
g2 <- rep (0, tamanho_grafo/2)
for(i in 1:((tamanho_grafo/2)-1)){
M2[i,i+1] <-= (i/(i+1))
M2 [1i, (tamanho_grafo/2)+i+1] <— 1/(i+1)
g2 [ (tamanho_grafo/2)+i] <- i/ (tamanho_grafo/2)
}
g2 [tamanho_grafo] <- 1

for(j in ((tamanho_grafo/2)+1): (tamanho_grafo-1)) {
M2[j,3J+1] <= 1/((j-1)-(tamanho_grafo/2)+2)
M2[j, j— (tamanho_grafo/2)+1] <- (((j-1)-(tamanho_grafo/2)+2)-1)/((j-1)-
(tamanho_grafo/2)+2)

M3 <- array(0:0, dim=c(tamanho_grafo/2,tamanho_grafo/2))

for( z in 1:((tamanho_grafo/2)-1) ){
for(l in (z+1): (tamanho_grafo/2))
M3[z,1] <= z/((1-1)*1)
}
g3 <- rep(0, (tamanho_grafo/2))
for(i in 1:(tamanho_grafo/2))

g3[i] <- g2[i+(tamanho_grafo/2)]
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v3 <- g3

aux <- 0

for( 1 in ((tamanho_grafo/2)-1):1

{

)

for( j in (i+1): (tamanho_grafo/2)

{

aux <— aux + M3[i,3]1*v3[7]

}
if(g3[i] >= aux)
{
v3[i] <- g3[1i]

else

v3[i] <- aux

aux <- 0

#--PEGA VALORES DE G3 QUE E IGUAL V3

t <=1

otimo <- rep(0,1)

for(i in 1:(tamanho_grafo/2))

{
if(g3[i] == v3[i]){
otimo[t] <- g3[i]
t <— t+l

}

tamanho_otimo <- (t - 1)

)
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contador <- 0

for( i in 1:1000 ) {

secretaria <- rep(0, (numero_secretarias))

x <— sample (numero_secretarias,numero_secretarias,replace = FALSE, prob

= NULL)

for(i in 1: (numero_secretarias))

secretariali] <- x[i]

secretaria_contratada <- 0
for(i in 1: (numero_secretarias))
{
ultimo <- 1
for(j in 1:1)
{
if (secretariali] > secretarialjl)
ultimo <- 2
}
if( ultimo == 1 ) {
for( k in 1l:tamanho_otimo ) {
if( (i/numero_secretarias) == otimol[k])
{
secretaria_contratada <- i
break
}
if ( secretaria_contratada !'= 0 )
break
}
if ( secretaria_contratada !'= 0 )
break
}

if ( secretaria_contratada !'= 0 )
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break

}

if (secretaria_contratada == 0)
secretaria_contratada <- numero_secretarias

if ( secretaria[secretaria_contratadal] == 1)

contador <- contador+l

print (contador) #IMPRIME NUMERO DE SUCESSOS EM 10000
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