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Resumo

A computacdo cientifica digital consiste numa seqiiéncia finita de ope-
racBes aritméticas. Por outro lado, a solugdo exata de um problema
matematico, na maioria da vezes, requer uma seqiiéncia infinita de
operacOes aritméticas exatas. A Matematica Intervalar é uma teoria
matematica que se apresenta como uma solugdo ndo somente para o
controle rigoroso e automatico de erros de resultados das computagdes
numeéricas, mas também para o tratamento e modelagem da incerteza
em computacdo. Este trabalho descreve os principais conceitos desta
teoria e apresenta uma ferramenta computacional, C-XSC, utilizada
na implementacéo de algoritmos intervalares.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas da Computacdo Cientifica se concentram fundamentalmente em trés
aspectos: na criacdo do modelo computacional que reflita de forma mais fiel pos-
sivel a realidade em questdo, no controle e analise dos erros que ocorrem no pro-
cesso computacional e na escolha das técnicas de programacdo adequadas para
desenvolvimento de software cientifico.

Salienta-se aqui que a qualidade de um resultado, em computacdo cientifica,
depende do conhecimento e do controle que se possa ter sobre seu erro. Algoritmos
convencionais, normalmente utilizados em Computacdo Cientifica, chamados de
algoritmos pontuais, computam uma estimativa para uma resposta, e, talvez, um
erro estimado. O usuario ndo pode afirmar a exatiddo da resposta estimada sem o
auxilio de uma andlise de erro, que € extensa, dispendiosa e nem sempre viavel.

Existem trés fontes de erros em computagdo numérica: (i) a propagacao de erro
nos dados e pardmetros iniciais, que é a mais séria, porque nao é possivel torna-la
arbitrariamente pequena via computacdo adicional, (ii) o erro de arredondamento
e (iii) o erro de truncamento. As técnicas intervalares consistem em uma alterna-
tiva para alcancar limites garantidos para os resultados de computagdes cientificas,
através do controle rigoroso e automatico do erro do resultado.

A Anélise de Intervalos, uma teoria matematica com origem na década de 60
[MY59], tem por objetivo responder a questdo da exatiddo e da eficiéncia que
aparece na pratica da Computacdo Cientifica. Ela estd interessada em técnicas
que podem ser programadas por computador, contendo em sua computa¢do uma
andlise rigorosa, completa e automatica dos erros de resultado. Em 1974, Leslie
Fox prop6em uma analise combinando diferentes areas como analise intervalar,
topologia intervalar, algebra intervalar e outras [RIBO1].



Técnicas intervalares manipulam dados e parametros inicias como intervalos,
com o indicativo do erro maximo presente nestes valores antes que 0S mesmos
sejam introduzidos no computador. Apresentam-se esquemas computacionais que
tratam tanto do problema da propagacédo do erro destes dados e pardmetros iniciais
ao longo do processo computacional, assim como dos erros de arredondamento
e truncamento. A propagacdo do erro nos dados iniciais e a acumulagdo do erro
de arredondamento em qualquer seqiiéncia finita de operagdes aritméticas podem
ser ambas rigorosamente controladas simplesmente pela utilizacdo de aritmética
de méaquina.

Desta forma algoritmos intervalares, em contraste com os algoritmos pontuais,
computam um intervalo como solucéo, com a garantia de que a resposta pertence a
este intervalo [HEO1]. Portanto, resultados intervalares carregam sempre consigo
a seguranga de sua qualidade e o grau de sua incerteza, pois o didmetro de um
intervalo solu¢do é um indicativo da influéncia do erro do dado de entrada no erro
do resultado final obtido. Este é um tipo de analise de sensibilidade, que pode
substituir execugdes de simulagéo repetidas e dispendiosas.

Atingir uma solucdo intervalar significativa requer uma fundamentacdo ma-
tematica cuidadosa de todos os estagios do desenvolvimento do algoritmo e sua
implementacdo. Os algoritmos a serem desenvolvidos devem ser algoritmos inter-
valares, e ndo versoes intervalares de algoritmos pontuais..

O uso de ambientes de programacdo que suportem representacdo intervalar
para as operacOes de calculo cientifico favorece o controle automatico de erros
através de métodos auto-validaveis (métodos que se encarregam de verificar e ga-
rantir a exatiddo dos calculos efetuados). Foram utilizados neste trabalho a lin-
guagem para a computacdo cientifica C-XSC e o conjunto de ferramentas para
resolucéo de problemas numéricos com verificagdes dos resultados CToolbox para
estabelecer alternativas de resolucéo de problemas de computacao cientifica.



Capitulo 2

A Aritmética Intervalar

O presente capitulo visa a apresentacgao das principais defini¢des que se fazem ne-
cessarias no estudo da Matematica Intervalar, tais como: a nocéo de intervalo, a
definicdo do conjunto de intervalos de nimeros reais IR e suas correspondentes
operagdes aritméticas. Aqui também serdo destacados alguns aspectos topélogi-
cos deste conjunto e uma breve descricdo dos conceitos de fungdes intervalares.
As definigbes aqui apresentadas estdo mais detalhadas em [MOO62], [SUN58] e
[CRUO1].

2.1 Breve Historico da Aritmética Intervalar

Um dos primeiros relatos da utilizagéo de intervalos como estimadores formais de
uma grandeza é o algoritmo de Arquimedes para a estimar o valor de 7. Através de
uma sucessdo de poligonos inscritos e circunscritos com nimero de lados cres-
cente, Arquimedes conseguiu gerar uma sequéncia convergente de intervalos para
estimar essa constante. Por outro lado, os primeiros estudos da aritmética interva-
lar como ramo da Computacdo Cientifica aparecem na década de 1950, através de
alguns estudos isolados e que pouco a pouco passaram a requisitar a atencdo de
um némero maior de pesquisadores. E nesse contexto que se apresenta o trabalho
de Sunaga [SUN58], no qual sdo investigadas as regras que definem as operacdes
aritméticas entre intervalos. Neste trabalho s&o definidos vetores e matrizes inter-
valares, juntamente com as operacOes correspondentes, e sdo esbocados exemplos
de aplicacOes da aritmética intervalar para a determinagéo de soluc@es intervalares
para raizes de fungdes e para integrais. Porém, somente com o primeiro livro so-
bre analise intervalar, publicado por Moore [MOQ62], tais resultados passaram a

3



receber mais atengdo da comunidade cientifica.

Um dos fundamentos que motivaram o desenvolvimento da aritmética inter-
valar foi o desenvolvimento de algoritmos numéricos para Computacdo Cienti-
fica. Neste contexto, a compreensao dos efeitos da existéncia de uma aritmética de
ponto flutuante de preciséo finita (associada a nocdo de erro de arredondamento)
aliada a necessidade de truncamento de certos métodos iterativos impulsionou o
desenvolvimento de algoritmos cuja a saida fosse capaz de garantir a proximidade
entre a solucdo exata e as respostas produzidas. Nesse sentido Rump [RUM 88]
(conforme [VACO1]) apresenta uma interessante analise comparativa do lugar da
abordagem intervalar frente a outras abordagens de solucéo de problemas do ponto
de vista computacional, tais como algoritmos algébricos e algoritmos numéricos.

Durante as Ultimas trés décadas o lugar dos intervalos compactos como objetos
independentes tem crescido continuamente na analise numérica, na verificacdo ou
determinagdo de solugdes de varios problemas matematicos ou na prova de que
tais problemas ndo possuem solu¢do em um dominio particular. Diversas areas de
aplicacdo foram exploradas através da abordagem intervalar: problemas em enge-
nharia (estrutural, quimica, mecanica, elétrica), robotica, controle, economia, etc
[KEA97] e [DDO01]. Do ponto de vista matematico pode-se citar problemas associ-
ados a solucdo de sistemas lineares ou ndo lineares, otimizagdo (restrita ou global),
determinagdo de valores e vetores proprios, solu¢do de problemas de contorno e
de equacoes diferenciais, entre outros. Isto foi possivel através da compreensdo
de intervalos como extensfes de nimeros reais ou complexos, da introducdo de
funcOes intervalares e de aritméticas intervalares.

2.2 Intervalo de NUmeros Reais

Um intervalo de reais, ou simplesmente intervalo, é denotado pelo par ordenado
de nameros reais, [z1;x2], com z; < zo, € representa o conjunto de todos 0s
ndmeros reais z tais que r1; < z < zo.

Séo exemplos de intervalos: [7;12], [-5;-2], [9;9]. Note que o intervalo [9;9]
corresponde ao proprio numero real 9, recebendo a denominacéo de intervalo pon-
tual.

2.3 O Conjunto IR

Define-se IR como sendo o conjunto de todos os intervalos de reais, isto é, IR=
{[z1; z2]|z1;22 € IR, 1 < x9}. Assim, vale a seguinte cadeia de inclusdes
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INCZCQCRCIR.
Acompanhe na Figura 2.1 que associando-se a cada intervalo [z1;z2] € IR, um
ponto (z1,z3) € IR?, obteremos uma representacdo geométrica para IR.

A
IR

[Xi;Xq] g X,

Xi

Figura2.1: Representacdo geométrica de IR

2.4 Operac0es aritméticas em IR

Sejam A, B € IR dois intervalos de reais. As operacOes de soma, subtragdo, mul-
tiplicacéo e divisdo em IR sdo definidas por A x B = {a x bla € A,b € B},
onde x € {+,—,.,/} é quaisquer uma das quatro operagdes aritméticas. Se w é
uma operagdo unéria, entdo wX é definida por wX = w(X) = {w(z)|z € X} =
[min{w(X)|z € X};maz{w(X)|z € X}]

Para a operacgdo de divisdo, devemos assumir que 0 ¢ B para que a operagdo seja
bem definida.

2.4.1 Soma Intervalar

Sejam A, B € IR dois intervalos de reais, com A = [a1;a2] € B = [b1;bo].
Define-se a soma de A com B como sendo:



A+ B = [(ay +b1); (ag + bo)]

A Figura 2.2 ilustra um exemplo de soma de dois intervalos.

[1:2] ' B4 T —p
(a) (b) (c)

Figura 2.2: Intervalos na reta real R: (a) Intervalo A = [1;2]; (b) intervalo B = [3;4] e (c)
intervalo A + B = [4; 6]

Sejam A, Be C € IR. As seguintes propriedades algébricas se aplicam & soma
de intervalos em IR:

Fechamento: Se A € IRe B € IRentdo A+ B € IR;

Associatividade: A+ (B+C) = (A+ B) + C;

Comutatividade: A+ B =B + A;

Elemento Neutro: 3,0 = [0;0] € IRtalque A+ 0=0+ A = A.
Observacdes:

e O conjunto IR ndo possui inverso aditivo, ou seja, nem sempre
pode-se achar um intervalo — A tal que A + (—A) = 0.

e Seja A um intervalo. Entdo 0 € A — A.

2.4.2 Pseudo Inverso Aditivo Intervalar
Seja A € IR um intervalo de reais, com A = [a;; a2]. Entéo:
—A = [—ag;—a1]-

Exemplo: Seja A = [—1;2]. Temos —A = [—2;1].

2.4.3 Subtracgdo Intervalar

Sejam dois intervalos de reais A, B €IR, com A = [a1;a3] € B = [by; by]. Define-
se a subtracdo de A com B como sendo

A—-B=A+(—B) =[(a1 — b2); (a2 — b1)]

Exemplo: Sejam A = [-1;5]e B =[2;7]. Temos A - B =[(-1) - 7; 5 — 2] =
[—8;3].



2.4.4 Multiplicacéo Intervalar

Sejam dois intervalos de reais A, B € IR, com A = [a1;a2] € B = [b;; bg]. Define-
se a multiplicagdo de A com B como sendo:

A.B = [min{a1.b1,a1.b2,a2.b1,a2.b2}; maz{a1.b1,a1.b2,a2.b1, a2.b2}]

Exemplo: Sejam A = [-2;3] e B = [4;5]. Temos A.B =
[min{(—2).4,(—2).5,3.4,3.5}; maz{(—2).4,(—2).5,3.4,3.5}] = [-10;15].

Sejam A, B e C € IR. As seguintes propriedades algébricas se aplicam & multipli-
cacgdo de intervalos em IR:

Fechamento: Se A € IRe B € IRentdo A.B € IR;
Associatividade: A.(B.C) = (A.B).C,

Comutatividade: A.B = B.A;

Elemento Neutro: 3,1 = [1;1] € IRtalque A.1 = 1.4 = A.

Subdistributividade: A.(B + C) C (A.B) + (A.C).

Observacdes:

e O conjunto IR n&o possui inverso multiplicativo, ou seja, nem
sempre pode-se achar um intervalo A1 tal que A.A~! = 1;

e Seja A um intervalo tal que 0 ¢ A. Entdo 1 € 4.

Para fins de implementacdo em computadores, pode-se otimizar os calculos
feitos nos caso da multiplicacdo e da divisdo, considerando-se os sinais dos extre-
mos dos intervalos, que nos levam a analisar 0s seguintes nove casos:

1. a1 >0eb; >0— A.B = [a1.b1;a92.b2];
2.a1>0eb; <0< by — A.B = [ag.b1;a2.b9);
3. a1 >0eby <0— A.B = [a2.b1;a1.b2);
4. a1 <0<agzeb; >0— AB = [a;.by;a2.by];

5 a1 <0<azeb <0< by — A.B = [min{ai.be,as.b1};maz{a;.by,as.b2}];
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6. a1 <0<ageby <0— A.B = [az.b1;a1.01];
7. a2 <0eby >0— A.B = [a1.be; a2.b1];
8. ap<0eb <0<by—>AB= [al.bg;al.bl];

9. a9<0eby<0— AB= [G,Q.bQ;al.bl];

2.4.5 Pseudo Inverso Multiplicativo Intervalar
Seja A € IR um intervalo de reais, com A = [a1;a2] e 0 ¢ A. Entdo:
Al =1/A=]1; 1]

Exemplo 1: Seja A = [3;4]. Temos A~ = [1; 1].
[

2.4.6 Divisdo Intervalar

Sejam dois intervalos de reais A, B € IR, com A = [aj;a2] e B = [by;b2] €0 ¢ B.
Define-se a divisdo de A com B como sendo:
% =AB ' = [mzn{‘g—;, Z_lla z;;a ‘g—f};max{‘;—;, Z_lla z;;a Z_f ]' com 0 ¢ [bla b2]

Exemplo: Sejam A = [3;4] e B = [4;,6]. Tem-se A/B =
[min{3/6,3/4,4/6,4/4}; maz{3/6,3/4,4/6,4/4}] = [3:1].

2.4.7 Inclusdo Monotbnica

Sejam A, B,C, D € IR intervalos de reais, taisque A C C e B C D . Entdo,
valem:

1. A+ BC C + D;
2. —AC-C;

3. A-BCC-D;

A.B C C.D;

1/A C1/C,sempre que 0 & C;

o o &

A/B C C/D, sempre que 0 ¢ D.



2.5 Defini¢bes Topoldgicas em IR

2.5.1 Intervalo Simétrico

Seja A € IR um intervalo. A é um intervalo simétrico se —A = A.
Exemplos: [—1; 1], [—m; @], [0; 0].

2.5.2 Interseccdo de dois Intervalos

Sejam A = [a1;a2] € B = [by; bo] dois intervalos conforme Figura 2.3. Define-se
ainterseccdo dos intervalos A e B como sendo o intervalo ANB = [maz{a1,b1 };
min{ag, ba}], se mazr{ay, b1} < min{az,bo}. Se min{as,bo} < maz{ai, b1}
entdo ANB =0.

\

Figura 2.3: Representacdo geométrica da interseccdo em R

2.5.3 Unido de dois Intervalos

Sejam A = [a1;a2] € B = [by;be] dois intervalos conforme Figura 2.4tais que
AN B # O. Define-se a unido dos intervalos A e B como sendo o intervalo
AU B = [min{ai, b1 };

maz{ay, bo}].

2.5.4 Unido Convexa de dois Intervalos

Sejam A = [a1;a2] € B = [by; be] dois intervalos quaisquer. Define-se a unido
convexa dos intervalos A e B como sendo o intervalo A U B = [min{a1,b1};
maz{ag,ba}].

Observacdo: No caso da unido convexa, a intersec¢do dos dois intervalos pode ser
vazia. Neste caso, o intervalo resultante sera o intervalo de menor diametro que
contém, simultaneamente, ambos os intervalos operados.
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\/

Figura2.4: Representacdo geométrica do ponto médio de um intervalo em R

2.5.5 Distancia entre dois Intervalos

Sejam A = [a1;a9] € B = [b1; bo] dois intervalos confome Figura 2.5. Define-se
a distancia de A e B como sendo o numero real ndo-negativo § = maz{|a; —
b1, a2 — bol}.

Notacéo: dist(A, B) = dist([a1;az], [b1;b2]) = maz{|a; — b1],|az — b2|} > 0.

dist(A,B) >

| | L ! |
T T 1 I T
a b, Q b2

\

Figura2.5: Representacdo geométrica da distancia em R

2.5.6 Maoddulo de um Intervalo

Seja A = [a1;a2] € IR um intervalo conforme Figura 2.6. Define-se 0 médulo do
intervalo A como sendo o numero real ndo-negativo . = dist(A,0), que corres-
ponde a distancia de A ao zero.

Notacdo: |A| = |[a1; a2]| = dist(A,0) = maz{|a1],|az|} > 0.

< [as;a]| s>

| ! L
I f T
a 0 Q:

\

Figura 2.6: Representagdo geométrica do modulo de um intervalo emR

2.5.7 Diametro de um Intervalo

Seja A = [a1;a2] € IR um intervalo conforme Figura 2.7. Define-se o diametro
do intervalo A como sendo o nimero real ndo-negativo d = ao — a1.
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Notacdo: diam(A) = diam([a1;a2]) = a2 —a; > 0. A Figura 2.7 exibe o
didmetro do intervalo [—3; 4] que corresponde a 7 unidades.

diam(fasal)

I I
i T
a a

\J

Figura 2.7: Representacdo geométrica do diametro de um intervalo em R

2.5.8 Ponto Médio de um Intervalo

Seja A = [a1; az2] € IR um intervalo conforme Figura ??. Define-se o ponto médio
do intervalo A como sendo o nimero real m = ‘I“LT“Z
Notac&o: med(A) = med([a1;as]) = “F22.

ponto médio

| ! |
T T T
a (arrau)2 a

\j

Figura 2.8: Representagdo geométrica do ponto médio de um intervalo em R

2.5.9 Inclusao Intervalar

Dado z € R, diz-se que X € IR é uma inclusao intervalar de z se z € X.
Exemplo: O intervalo [3;4] é uma inclusdo intervalar para o nimero .

2.6 Funcdes Intervalares

Uma das mais importantes ferramentas fornecidas pela aritmética intervalar é a
limitacdo da faixa de valores de uma funcdo [KEA97]. Algumas defini¢cbes que
virdo a seguir da uma idéia de como uma funcao real pode ser transformada em
uma funcao intervalar e as propriedades basicas da imagem intervalar e da avalia-
¢do intervalar de fungdes reais.

2.6.1 Imagem Intervalar de uma Funcéo Real

Sejam f uma func&o real de variavel real e X um intervalo tal que X C Dom(f)
e f é continua em X. Define-se como imagem intervalar da fungdo f em X, ou
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simplesmente imagem de f em X, o intervalo definido por:
=ZI(f,X) = [min f(z)|z € X,maz f(z)|z € X].

Na figura 2.9 € ilustrada a imagem intervalar da funcdo f(z) = 22 — z em [0; 2]

2,00

1,50

1,00

0,50

0,00

-
i 4
>
>

0,2 04 0,6 0,8

-0,50 -

Figura2.9: Imagem intervalar de f(z) = 2% — z em [0;2]

Nota-se que esta é uma maneira natural de se definir fungdes intervalares a
partir de funcdes reais, ou seja, Y = f(X) = Z(f, X), onde f é uma funcéo real
e X é um intervalo contido no dominio da fungdo f.

Nota-se, também, que se X = [z, z] € um intervalo pontual, entdo Y = f(X)
também é um intervalo pontual, dado por Y = [f(z), f(z)]. Assim, a funcéo
real esta contida nesta extensdo intervalar. Se X = [a,b] é um intervalo com
diam(X) > 0, entdo Z(f, X) é o intervalo de menor didmetro que contém todos
os valores reais de f(X), quando z € X.

Exemplos:
(i) Seja f(z) = =2 —1: e X =[0;2] C IR = Dom(f). Assim, I(f, X) =
(22 — ,[0;2]) = [min 2? — z|z € [0;2], maz 22 — z|z € [0;2]] = [F;2].

) =
(ii) Seja g(z) = z(z — 1) e X = [0;2] C IR = Dom(g). AssimZ(g, X) =
(z(z—1),[0;2]) = [min z(z — 1)|z € [0;2],maz z(z — 1)|z € [0;2]] = [%;2].
Observe que Z(f, X) = Z(g,x), pois elas representam a mesma funcéo real,
porém escritas com expressdes diferentes.
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2.6.2 Avaliacao Intervalar de uma Func¢ao Real

Sejam f uma funcéo real de variavel real z e X um intervalo. Define-se avaliagdo
intervalar de f em X (ou extensdo intervalar de f) como sendo a funcéo intervalar
F(X), definida de maneira que cada ocorréncia da varidvel real z é substituida
pela variavel intervalar X e cada operagéo (+, —, ., /) € substitida pela respectiva
operacéo intervalar de tal modo que, sendo X = [z, z] for um intervalo pontual,
entdo F(X) = f(z).

Exemplo: Seja f(z) = 22> —z = z.x — z. Entdo F(X) = X.X — X. Para
X = [0;2], tem-se F([0;2])=[0;2].[0;2]-[0;2]=[0;4]-[0;2]=[0;4]+[-2;0]=[-2;4].

Observacdo: Ao contrario da imagem intervalar, a avaliacdo intervalar de-
pende da forma com que a funcdo estad expressa. Por exemplo, se tomarmos
uma fun¢do g, tal que g(z) = z(z — 1), tem-se G(X) = X.(X — [1;1]) =
G([0;2]) =[0;2].([0;2]-[1;1])=[0;2].[-1;1]=[-2;2]. Assim, aavalia¢do da da funcéo
f descrita no exemplo acima é diferente da avaliagdo de g. Assim, F(X) # G(X)
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Capitulo 3

A Biblioteca C-XSC

Os computadores eletrénicos possuem uma aritmética de ponto-flutuante que serve
para aproximar os nimeros reais e suas operagdes. A maioria das linguagens mo-
dernas de programacéo de alto nivel realizam essas opera¢des aritméticas através
de simbolos, fazendo com que o programador seja capaz de escrever expressdes
simples, formulas ou fungbes da mesma forma que na notagéo usual cientifica.

Pesquisas no campo da aritmética computacional estdo sendo desenvolvidas
pelo Grupo de Matematica do IAM-UKA (Instituto de Matematica Aplicada da
Universidade de Karlsreuhe) [HOH97] desde os anos sessenta com o objetivo de
possibilitar que computadores suportem uma aritmética de ponto-flutuante ordina-
ria. Para tornar possivel esses objetivos e algoritmos, circuitos de hardware mais
rapidos tém sido projetados e implementados.

Algumas deficiéncias na linguagem de programacdo C fazem-na parecer im-
prépria para a programacao de algoritmos numeéricos, ela nem mesmo fornece as
estruturas de dados numéricas basicas como vetores e matrizes [Ins96]. A lingua-
gem de programacdo C++, uma extensao orientada a objetos de C, tornou-se mais
popular devido a seus novos conceitos de estrutura de dados abstratas (classes),
sobrecarga de operadores e fun¢des, mas ndo se mostra melhor na programagéo
numérica cientifica.

C-XSC (C for extended for Scientific Computing) é uma extensdo da lingua-
gem C++ para a computacédo cientifica. C-XSC prové aos programadores de C e
C++ uma ferramenta para escrever algoritmos numéricos produzindo resultados
confidveis num ambiente de programacéo confortavel. Em especial, as facilidades
na manipulacdo do tipo de dado intervalo faz de C-XSC uma ferramenta quase que
indispensavel para projetos de implementagdes de algoritmos intervalares.
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Com suas estruturas de dados abstratas, operadores e fungdes pré-definidas, C-
XSC prové uma interface entre as linguagens C e C++ e a computacao cientifica.
Além disso, C-XSC suporta a programacdo de algoritmos que automaticamente
incluem a solugdo de um dado problema matematico os limites verificados. Tais
algoritmos entregam uma indicacdo matematica precisa a cerca da solugdo verda-
deira.

As caracteristicas mais importantes da C-XSC sdo:

e Os tipos real, complexos, intervalos, e aritmética intervalar complexa com
propriedades matematicamente definidas;

e Matrizes e vetores dindmicos;

e Subvetores de vetores e matrizes;

e Tipos de dados de Dotprecison;

e Operadores aritméticos pré-definidos com alta exatidéo;
e Funcdes padréo de exatiddo elevada;

e Aritmética de mdaltipla precisdo dinamica;

e Controle de arredondamento para dados de entrada/saida;
e Manipulagéo de erros;

e Biblioteca de rotinas para a solugdo de problemas.

3.1 Tipos de Dado Padrédo, Funcdes e Operadores Preé-
Definidos

A biblioteca C-XSC fornece os tipos de dados primitivos real, interval, complex,
e cinterval (intervalo complexo) com suas apropridadas aritméticas, operadores
relacionais e fungdes matematicas. Todos os operadores sdo de maxima exatati-
ddo. O arredondamentos dos operadores podem ser controlados usando os tipos
interval e cinterval. Constante literais podem ser convertidas com maxima preci-
sdo. Todas as funcdes matematicas sdo tipos de dados numéricos primitivos que
podem ser chamados pelos seus nomes genéricos e, para seus argumentos possi-
veis, devolvem resultados com garantia de alta exatiddo. Os tipos de dados escalar
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disponiveis sdo: rvector, ivector, cvector, civector, rmatrix, imatrix, cmatrix, ci-
matrix. O usuério pode alocar ou desalocar espago dinamicamente para vetores e
matrizes. Assim, sem recompilacdo, 0 mesmo programa pode usar estruturas de
qualguer tamanho. A memoria é usada de modo muito eficiente. Quando é aces-
sado um componente de um vetor ou de uma matriz, o indice é verificado para
aumentar a seguranca, evitando acessos a enderecos invalidos de memadria.

3.2 Avaliacado de Expressdes com Alta Exatidao

Quando se avalia expressfes aritméticas, a exatiddo é um fator decisivo em muitos
algoritmos numéricos. Mesmo se todos os operadores aritméticos e fun¢bes sejam
de méxima exatidao, expressdes compostas de uma série de operadores e funcdes
ndo devolverdo, necessariamente, resultados com maxima exatiddo. Assim, méto-
dos tém sido desenvolvidos para garantir tais resultados.

Um tipo especial dessas expressfes sdo chamadas de dot product expressions,
as quais sdo definidas como soma de expressdes simples. Uma expressdo simples
€ uma variavel, uma constante, ou um produto destas duas. As varidveis podem
ser escalar, vetorial, ou matriz. O resultado de tal expressdo é um escalar, um ve-
tor, ou uma matriz. Na analise numérica, dot product expressions sdo de grande
importancia. Por exemplo, métodos para correcdo de defeitos ou refinamento ite-
rativo de problemas lineares e ndo-lineares sdo baseados em tais expressdes. Uma
avaliagdo destas expressdes com maxima exatiddo evitam cancelamentos.

Para avaliar com tal exatiddo, C-XSC prové os tipos dotprecision, cdotpreci-
sion, idotprecision, cidotprecision.

3.3 Aritmética de Multipla-Precisdo Dinamica

Além das classes real e interval, as classes dinamicas long real (I_real) e long
interval (I_interval) bem como as suas classes correspondentes de vetores e matri-
zes sao implementadas incluindo toda aritmética, operadores relacionais e fungdes
padrdo de multipla precisdo. A precisdo da computacdo pode ser controlada pelo
usuario em tempo de execugédo. Pela substitui¢do das declaracdes de real e interval
por |_real e |_interval respectivamente, o usudrio transforma sua aplicacdo em um
programa de multipla-precisdo. Este conceito da ao usuario uma ferramenta facil
e poderosa para analise de erros. Além do mais, em tempo de execugdo, € pos-
sivel escrever programas que devolvam resultados numéricos com uma exatiddo
definida pelo usuario, bastanto apenas que ele indique tal precisdo.
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Todos os operadores para real e interval estdo também disponiveis para |_real
e |_interval. Adicionalmente, todas as possiveis combinagdes entre os tipos de
precisdo Unica ou mdltipla estdo disponiveis. Através de uma variavel global
pré-definida chamada stagprec (staggred precision) é feito o controle da preci-
sdo. Componentes de vetores e matrizes podem ter difentes niveis de preciséo.
Todas as operacBes em vetores e matrizes de maltipla-precisdo sdo similares as de
precisdo simples.

3.4 Entrada e Saida em C-XSC

Usando o conceito de stream e sobrecarga de operadores << e >> do C++,
C-XSC permite arredondamentos e controle do formato durante E/S (Entrada e
Saida) de dados. Parametros de E/S, como dire¢do de arredondamento, tamanho
dos campos, entre outros, também usam sobrecarga de operadores para manipular
dados de E/S. Se um novo conjunto de parametros E/S estd para ser usado, o
conjunto de pardmetros antigos podem ser guardados numa pilha interna. Novos
valores para os parametros podem ser entdo definidos. Depois de usados 0s novos
conjuntos, os velhos poderam ser restaurados.

3.5 CToolbox

O C++ Toolbox for Verified Computing é um conjunto de ferramentas sofisticadas
para resolucdo de problemas numéricos com verificacdo dos resultados usando
caracteristicas da C-XSC. Ele dispde de funcBes para computacdo de raizes de
equac0es, resolucdo de sistemas lineares, otimizacdo de sistemas entre outras apli-
cacOes da area cientifica.

3.6 Como obter a C-XSC

O download do C-XSC 2.0 pode ser feito no seguinte endereco: htt p: // vww.
mat h. uni - wuppert al . de/ wr swt / xsc/ downl oad. ht m . As platafor-
mas de desenvolvimento devem ser: PC com Linux ou Sun Solaris Workstation,
com 0 GNU C++ compiler gcc 2.95.2 instalado (presente na maioria das distribui-
¢Oes do Linux).

18



Capitulo 4

Estudo de Casos

Este capitulo descreve algumas aplicagfes da aritmética intervalar na computacao
numeérica. Alguns casos foram estudados para ilustrar as principais funcionalida-
des do C-XSC e do CToolbox, bem como sua acuracia de seus resultados.

4.1 O Meétodo de Newton Real

O Método de Newton real é um algoritmo que serve para calcular a raiz de uma
dada equagdo, através da construcdo de uma sequéncia convergente de pontos da
reta real.

Seja f(z) uma funcao real continua com derivada f'(x) continua num inter-
valo [a;b] que contém a raiz real z, de f(z), de modo que f'(z) # 0. Se
consideramos um ponto zy em [a; b] e calculemos um novo ponto z; a partir de
ZQ.

Da geometria analitica, sabe-se que % = a é a equacdo da reta que passa
pelo ponto P = (z,,yp) € que tem a inclinacéo a.

Da mesma forma, y—f(Xo) _ f'(zo) é a equagdo da reta tangente ao grafico

da funcéo f no ponto (x(f,_ﬁxo)). (Veja na figura 4.1)

Assim, y = f'(z0).(z — xo) + f(z0) = f'(2z0)-x — f'(x0)-z0 + f(0)

Mas, z; € ponto de interseccdo da reta tangente ao grafico com o eixo das
ordenadas, ou seja y(z1) = 0, portanto 0 = f'(z¢).z1 — f'(z0).zo + f (o). Logo,
fl($0).$1 = fl(il'o)..T?A— f(l'()) Assim, 1 = % ST =29 — %
€ 0 novo ponto da seqliéncia.

Chamamos de operador Newtoniano a expressdo N(z) = z — J{,((”fc))
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4x-6

Figura4.1: Método de Newton Real

4.2 O Método de Newton Intervalar

Uma atencdo especial é dada nesta se¢do a fim de ressaltar o cuidado que se deve
ter ao se transcrever versdes intervalares de algoritmos reais. De maneira analoga
ao método real, a versdo intervalar do Método de Newton permite construir uma
sequéncia convergente de intervalos, cujo limite sera um intervalo que contém a
raiz real da funcéo dada.

Por ser um método autovalidavel, se considerarmos um intervalo inicial que
ndo contenha a raiz real, entdo, numa dada iteracdo, obtém-se um intervalo vazio
como resultado. Caso contrério, se o intervalo inicial contém a raiz real da equagéo
f(x) = 0 e, considerando que a sequéncia intervalar que se obtém é de intervalos
encaixados, entdo obtem-se como limite o intervalo de menor didmetro possivel,
que ainda contém a raiz real desejada. Na pratica, esta é a vantagem do uso do
Método de Newton Intervalar.

A primeira idéia que se tem para definir o Método de Newton Intervalar é
tomar uma extensao intervalar para o operador Newtoniano real, ou seja, definir
NX) = X — % onde F(X) e F'(X) séo extensdes intervalares para as
funcoes reais f(z) e f'(z). Em [OLI97] é apresentado um contra-exemplo para
esta abordagem, provando que desta forma o método sempre sera divergente. Além
do mais nenhum tratamento € feito a fim de se evitar divisdes por zero.

Para que a seqliéncia de intervalos convirja para um intervalo pontual, in-
tervalo este garantido ser a solucdo, é necessario que o didmetro tenda para a
largura zero. A idéia é construir uma uma seqiiéncia de intervalos encaixados
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Xo D X1 DXyD X3D Xy D ... D Xg...[zy; zs], cujos didmetros vao di-
minuindo a medida que o valor de k£ aumenta. Para tal, avalia-se com intervalos
somente a derivada, cuidando para que o intervalo resultante da avaliacdo inter-
valar da derivada ndo contenha o zero. Desta forma, é condi¢do fundamental que
o intervalo resultante da avaliagéo intervalar da derivada ndo contenha o zero, ou
seja, é necessario que a funcdo f ndo tenha pontos criticos (maximos ou minimos
locais) em X. Em [OLI97] é descrito o Método de Newton Intervalar convergente
e 0 Operador Intervalar Newtoniano é apresentado da seguinte forma:

N(X) =med(X) — 7“??((1)(())()),

construindo assim a sequéncia intervalar recursiva X1 = X3 N N (Xk)

4.2.1 Implementacdo do Método de Newton Intervalar

Implementacdo do Método de Newton para o céalculo da raiz da funcdo f(z) =
VZ + (z + 1) * cos(z) no intervalo [2,2.5]

Foram utilizadas as classes |_interval e |_imath para que fosse permitido o uso de
precisdo-mdaltipla dindmica da linguagem C-XSC.

#include <iostream>

#include "1_interval .hpp" // Pacote da aritmética intervalar
#include "1_imath._hpp" // Funcles intervalares basicas
using namespace std;

using namespace CXScC;

1_interval f(const I_real& x) // funcéo T
{

I_interval y(X);

y = X3

return sqgrt(y) + (y+1l)*cos(y);

(W]

1_interval deriv(const 1_interval& x) // derivada de f
{

return (1/(2*sqrt(x))+cos(X)-(x+1)*sin(x));
}

bool criter(const I_interval& x) // Verificando se existe a raiz no intervalo

{
}

return Sup(FUINF(X))*F(Sup(x)) ) < 0 & 1(0 <= deriv(x));

int main(void)
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{
1_interval x, xold;
stagprec=3; // variavel pré-definida que controla a precisdo da computacéo
x = 1_interval(2,2.5);
cout << "Intervalo inicial e [2,2.5]" << endl;
cout << SetDotPrecision(l6*stagprec, l6*stagprec-3) << RndNext;

if (criter(x))

do {
xold = x;
cout << "Diametro do balanceamento atual: = " << real(diam(x)) << endl;
X = (mid(X)-F(mid(x))/deriv(x)) & Xx;

} while (x = xold);

cout << "Balanceamento final da raiz: " << x << endl;
else
cout << "ICritérios ndo satisfeitos!" << endl;
return O;

}

// Saida do programa:
Intervalo inicial e [2,2.5]

Diametro do balanceamento atual: = 0.500000
Diametro do balanceamento atual: = 0.102332
Diametro do balanceamento atual: = 0.000940
Diametro do balanceamento atual: = 4.507683E-008
Diametro do balanceamento atual: = 5.714546E-018
Diametro do balanceamento atual: = 5.813014E-039
Diametro do balanceamento atual: = 5.473822E-048

Balanceamento final da raiz: [ 2.059045253415143788680636155343254522623083897,
2.059045253415143788680636155343254522623083898]

4.3 Avaliacdo de Expressdes Aritméticas

4.3.1 Funcdes de Duas Variaveis

Avaliando a funcdo abaixo para os parametros x = 192119201 e y = 35675640,

f(m ) _ 1682zy* 4323 +29zy> — 25 +832
Y) = 107751

0 programa gera o0s seguintes resultados:
Avaliacao em ponto-flutuante : 7 .180560037061026E+020
Inclusao Intervalar : [ 1.783000000000000E+003,

1.783000000000000E+003]
Correcles de defeito necessarias:1

Observacdo: o resultado correto para f com tais argumentos é 1783
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4.3.2 Diferencial de Segunda Ordem

Utilizando a fungéo Eval, o resultado do quociente diferencial de segunda ordem

Df(z, h) = Je=h)=2f@)+iGah)

para a funcao

4 3 2
_ x*—23x°+159x° —2x+45
flz) =54 23+18%2+5017+20

Para h — 0 Df(1,h) = 36. Passando pra esta funcdo um valor h =
(1.10~10), tém-se os seguintes resultados:

Avaliacao em ponto-flutuante : 2.842170943040400E+002
Inclusao Intervalar : [ 3.600000000000000E+001,
3.600000000000002E+001 ]

4.4 Zeros de Funcoes

Utilizando a funcéo AllZeros do CToolbox, a avaliacdo da funcdo:

e 3% — sin(z)?

no intervalo de entrada [0,20] com tolerancia (1~3), gerou os seguintes resultados:

Calculando todos os zeros da funcdo EXP(-3x)-POWER(SIN(X),3)
Intervalo de busca : [0,20]

Tolerancia - 0,001

[ 5-.885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5.885327439818602E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818602E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5.885327439818601E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!

[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818620E-001]
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inclui um Unico zero local!
[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!
[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!
[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818620E-001]
inclui um Unico zero local!
[ 5-885327439818601E-001, 5.885327439818619E-001]
inclui um Unico zero local!
[ 3-096363932410645E+000, 3.096363932410647E+000]
inclui um Unico zero local!
[ 6.285049273382585E+000, 6.285049273382587E+000]
inclui um Unico zero local!
[ 9.424697254738520E+000, 9.424697254738522E+000]
inclui um Unico zero local!
[ 1.256637410168936E+001, 1.256637410168937E+001]
inclui um Unico zero local!
[ 1.570796311724721E+001, 1.570796311724722E+001]
inclui um Unico zero local!
[ 1.884955592805117E+001, 1.884955592805118E+001]
inclui um Unico zero local!

21 inclusédo(des) intervalar(es)

24



Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho apresentou 0s conceitos mais importantes necessarios no entendi-
mento da aritmética intervalar. Mais do que uma simples teoria matematica, o
conjunto de intervalos reais fornece uma metologia que se apresenta muito efici-
ente no projeto e implementacéo de algoritmos numéricos cientificos.

Quando se fala em computacdo numérica, a exatiddo dos célculos é algo de
muita importancia e por isso necessaria para uma solugdo satisfatéria, sendo assim,
a matematica intervalar é uma perfeita abordagem para se assegurar tal feito, uma
vez que a andlise de erros ja vem incluida no prdprio resultado da computacéo.

A ferramenta C-XSC demonstrou ser uma boa opg¢éo na computacédo de calcu-
los matematicos, uma breve descri¢do deste ambiente foi dada visando a demons-
tracdo de uma das linguagens XSC disponiveis para a computacdo numeérica.

Na se¢do 4.2 nota-se que algoritmos intervalares ndo é uma mera transcricao
do seu algoritmo pontual correspondente o que implica em uma analise criteriosa
no desenvolvimento destes.

Propostas para trabalhos futuros:

e Estudo mais aprofundado da aritmética intervalar na computacéo cientifica;
e Estudo mais detalhado do ambiente C-XSC;

e Qutras areas de aplicacdo da aritmética intervalar.
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