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Resumo

O problema atacado pelo projeto estd em alocar os custos de uma rede de
maneira justa entre os participantes e analisar a complexidade da solucéo para tal
problema. A aplicacdo se encontra em situacdes onde determinadas entidades
visam alcangar um objetivo comum. Visto que cada entidade possui um custo
para obter 0 mesmo servico, uma cooperacdo pode ser formada para a reducédo
do custo. Para se obter uma divisdo deste custo de maneira Otima entre 0s
usuarios, o valor de Shapley e o Nucleolus podem ser utilizados como solucéo.
A solucdo do nucleolus, que é uma solucdo pertencente a Teoria dos Jogos
Cooperativos, foi utilizada, pois este aloca o0s custos entre os usuarios de
maneira mais justa. Um algoritmo baseado na programacdo linear para a
obtencdo do nucleolus, proposto por [Grano81], foi desenvolvido, no entanto foi
verificado que tal algoritmo necessitava de modificacfes para que a solucdo
pudesse ser obtida, logo este foi estendido. Ao verificar os resultados, pode-se
verificar que o algoritmo proposto resultava em resultados mais justos que o
algoritmo encontrado na literatura, onde a complexidade se manteve a mesma.

Abstract

The problem attacked by the project is to allocate the costs of a net in a fair way
among the participants and to analyze the complexity of the solution for the
problem. The application is in situations where certain entities seek to reach a
common objective. Because each entity possesses a cost to obtain the same
service, a cooperation can be formed for the reduction of the cost. To obtain a
division of this cost in a great way among the users, the value of Shapley and
Nucleolus can be used as solution. The solution of the nucleolus, that is a
solution belonging to the Cooperative Game Theory, it was used, therefore this
allocates the costs among the users in a fairer way. An algorithm based on the
lineal programming for the obtaining of the nucleolus, proposed for [Grano81],
it was developed, however it was verified that such algorithm needed
modifications so that the solution could be obtained, so this was extended. When
verifying the results, it can be verified that the proposed algorithm resulted in
fairer results than the algorithm found in the literature, where the complexity
stayed the same.



Capitulo 1

Introducao

O trabalho tem como objetivo a realizacdo de uma analise de
complexidade assintdtica do algoritmo exato para o calculo do nucleolus de um
jogo cooperativo, proposto por [Grano81], assim como seu desenvolvimento
para que resultados sejam obtidos e avaliados.

O interesse por este tipo de problema, aplicado a redes de
telecomunicagfes, aumentou no Brasil, isso devido a privatizacdo de varias
empresas de fornecimento de servicos, pois as empresas privadas necessitam de
uma divisao de custos e de lucros de forma justa. Na situacdo de monopdlio, as
empresas eram subdivididas por todo o pais, as vantagens que se obtinha em
uma regido, devido ao grande nimero de usuarios, poderiam ser repassadas para
outra regido, onde este nimero ndo era tdo grande, evitando assim a faléncia
desta empresa nesta regido especifica. Verifica-se que a divisdo de custos ndo se
fazia necessario, visto que a fonte financiadora era a mesma, o governo. Com a
privatizacdo cada empresa deve arcar com Seus gastos, gastos estes que podem
estar relacionado & utilizacdo de recursos publicos e como Varias empresas
podem estar utilizando este recurso, a divisdo dos custos deve ser realizada de
forma que nenhuma destas empresas se sinta prejudicada.

Para que o custo de um determinado servico se torne 6timo, pode-se

utilizar os varios algoritmos existentes para o calculo do custo minimo total de



uma rede, assim como mostra [Corme90]. No entanto estes algoritmos néo séo o
suficiente para obter-se um custo justo para cada usuario da rede, ou seja, dividir
0 custo da rede entre 0s usuarios ndo é uma tarefa facil.

Com o intuito de exemplificar uma alocacdo mais justa de custos, um
exemplo de transporte pode ser citado, onde 0s custos estdo relacionados ao
gasto com combustivel:

Suponha que trés empregados de uma empresa consideram a
possibilidade deste tipo de otimizacdo para reduzir o custo diario de suas
viagens. O custo de conduzir um carro de um empregado para outro ou de um

empregado para a empresa é determinado na Figura 1.

Figura 1: Custos de condugéo

Nesta figura os empregados sdo denotados pelos nés 1, 2 e 3 e a empresa
pelo né 0 do grafo. O custo minimo total da rede é 18 e é formado pelos arcos
{(0,1), (1,2), (1,3)}. Esta arvore corresponde ao plano de otimizagdo das rotas de
transporte na qual os empregados 2 e 3 conduzem o carro até o empregado 1,
onde todos os empregados levam o carro a empresa. Supondo que estes custos
sejam pagos pelos empregados, qual seria a maneira mais justa de dividir este

custo total entre os empregados?



Suponha as duas solucdes:

Primeira solucéo:

Empregadol= 7; Empregado2 = 5; Empregado3 = 6

Segunda solucao:

Empregadol=5; Empregado2 = 6; Empregado3 =7

Veja que a primeira solucdo ndo forneceu nenhum desconto ao
empregado 1, que tinha custo de sete para se conduzir & empresa e continuou
com este custo. Este alocacdo ndo é justa, visto que este empregado forma a
“ponte” de ligacao dos empregados 2 e 3 a empresa.

A segunda solugdo fornece uma alocacgao de custos mais justa, visto que
0 empregado 1 obteve desconto de dois, aumentando para isso uma unidade para
0s demais empregados, que permanecem com desconto em relacdo ao custo de 8
que teriam se conduzissem o carro diretamente para a empresa.

Para que uma solucgéo de alocacdo de custos de uma forma mais justa
seja obtida, a solucdo de nucleolus é utilizada neste trabalho.

Ao realizar-se 0 estudo do algoritmo de obtencdo do nucleolus de forma
exata, verificou-se que este faltava informac6es para que a solucdo pudesse ser
obtida. Para que os objetivos fossem alcangados, propostas de modificacGes
foram adicionadas ao algoritmo, na qual foi possivel obter uma solu¢do mais
justa para os participantes da cooperagdo, mantendo a mesma complexidade do
algoritmo original. Estas melhoras foram comprovadas através de analises de
resultados obtidos.

O trabalho esta organizado de modo a apresentar um bom referencial
tedrico, para que assim se possa compreender o algoritmo proposto para a
obtencdo do nucleolus, assim como seus resultados e analises obtidos. Deste

modo temos:



O capitulo 2 tem como objetivo definir formalmente uma rede de acesso
e mostra como obter o custo minimo total desta rede, visto que este sera o custo
alocado entre os usuarios do servico.

O capitulo 3 possui as defini¢des da teoria dos jogos cooperativos, onde
se enfatiza o nucleolus, que é a solucdo mais justa dentre todas as solucbes
possiveis para 0 jogo.

O capitulo 4 possui a definicdo de programacéo linear e também do
método Simplex, que é o procedimento geral para resolver tais problemas de
programacdo linear, que serd utilizado pelo algoritmo na obtengdo do nucleolus
do jogo cooperativo.

No capitulo 5 foram propostas modificacbes no algoritmo exato
encontrado na literatura, assim como a analise de sua complexidade tedrica, na
qual pode se observar a mesma complexidade em relagéo ao algoritmo original .

No capitulo 6 sdo mostrados os resultados obtidos pelo algoritmo
proposto, pdde-se entdo obter a complexidade pratica deste algoritmo em sua
execucdo. Os resultados puderam ser analisados no decorrer deste capitulo,

comprovando deste modo a melhora deste algoritmo.



Capitulo 2

Rede de Acesso

2.1 - Problemas de Otimizacédo em Redes

Um exemplo muito frequente de cooperacédo esta relacionado ao acesso
a algum tipo de servico e a melhor forma de se obter este servico € montar uma
estrutura de menor custo total que viabilize este acesso, esta estrutura é entdo
chamada de rede de acesso.

Uma rede de acesso é uma infra-estrutura comum que interliga os varios
usuarios de algum tipo de servigo (servigos de comunicacédo, de energia elétrica,
de 4gua, de esgoto entre outros) as centrais de fornecimento.

“Seja G=(N,E) uma rede de acesso representado por um grafo ndo
direcionado com um conjunto N de nos, representando 0s pontos a serem
conectados, e um conjunto E de arcos, representando as possibilidades de
ligagcOes entre estes pontos. Deste modo, para cada n6 ieN pode ser associada
uma demanda d;, que no caso mais geral pode ser maior que zero (né preto ou nd
cliente), menor que zero (n6 fornecedor) ou igual a zero (n6é bifurcacéo,
transbordo ou n6 branco). A presenca deste tipo de nd surge nas situacfes em
que a decisdo de menor custo pode seguir inicialmente por uma trajetéria

comum e s a partir de determinado ponto bifurcar o caminho para ligar os



clientes. Desta forma, cada arco possui um custo c¢;; embutido caso o arco (i,j)
E seja escolhido na solugdo 6tima” [MoreiO1].

O custo minimo total para a construcdo da rede sera obtido neste
trabalho através de &rvore geradora minima (AGM), pois existem Varios
algoritmos faceis de se utilizar e bem difundidos, assim como o algoritmo de
Prim e Kruskal, que podem ser vistos em [Corme90].

Como citado por [NordeOl], o objetivo em problemas de arvore
geradora minima € a construcdo de uma rede de custo minimo que prové para
todo ndé na rede uma conexdo com a fonte. Exemplos de problemas de arvore
geradora minima podem ser verificadas em varias situagdes desde o problema
de construir uma rede de computadores que conectam todos computadores com
algum servidor até o problema de construir um sistema de drenagem que conecta
toda casa, em uma cidade, com o purificador de agua.

Tendo uma AGM de um grafo, tem-se a forma 6tima de se conectar o
conjunto de nés de demanda ao fornecedor, surge entdo o problema do rateio
deste custo minimo entre os clientes de uma maneira justa, buscando conciliar

duas metas, a de formagdo da rede 6tima e a satisfacdo de todos.



Capitulo 3

Teoria dos Jogos Cooperativos

3.1 — Formulagdo de Um Jogo Cooperativo

A teoria dos jogos cooperativos tem sido freqlientemente utilizada para
varios modelos de problemas de alocagdo de custos. Rateio de custo é a
distribuicdo dos custos de um projeto entre seus participantes. Ela se aplica
guando houver possibilidade de divisdo da responsabilidade financeira de um
projeto entre as entidades executoras, entre as entidades usuarias ou pagantes.

O rateio de custo tem dupla funcdo. Por um lado é através dele que
podera ser assegurada uma necessaria eqliidade na distribuicdo dos custos de um
projeto. Por outro lado é através da consequente alocacdo de custos que podera
ser estimulada a eficiéncia econdbmica no uso que cada participante faz dos
fatores de producdo utilizados no projeto. Finalmente, esta alocacdo permitird o
estabelecimento de politicas de tarifacdo que igualmente estimulem a eficiéncia
econdmica no uso dos produtos e servicos gerados pelo projeto.

Em geral, um problema de alocacdo de custos tem as seguintes
caracteristicas. Existe um conjunto N = {1...n} de usuérios que querem cooperar

para se obter um bem comum. A questdo é como alocar o custo entre 0s usuarios



deste conjunto, para que nenhum destes se sinta prejudicado e venha a desistir da
cooperagéo [Geffa97].

Como citado por [Morei01], resolver o problema de como dividir o
custo entre 0s usuarios ndo é trivial. A solucdo para o problema deve ao mesmo
tempo cobrir 0s custos e ser aceitavel por todos os usuarios. A Teoria dos Jogos
Cooperativos deve entdo ser utilizada, j& que esta possui resultados interessantes
em varios problemas correlatos.

A Teoria dos Jogos lida com jogos cooperativos na forma de funcdo
caracteristica, tendo os nds da rede como jogadores, formando o conjunto N e a
funcdo caracteristica c(S) definida para todo subconjunto Sc N, onde S
representa todos o0s subconjuntos de combinagfes possiveis de UuSuarios
pertencentes a N, essas combinacdes sdo denominadas coalizdes, que é dado por
2Nl 0 valor da funcdo caracteristica c(S) para cada subconjunto Sc N

corresponde ao custo da sub-rede étima formada por este subconjunto.

Seja N={1,2,...,n} o conjunto finito de jogadores,
c: 2l —» IR, sera a fungdo caracteristica 'S <N, onde c(£)=0
sendo c(N) o custo que deve ser repartido entre os jogadores,

entdo o par (N;c) é chamado jogo cooperativo

Na teoria dos jogos cooperativos Varias aproximacdes para alocagdes de
custos razoaveis tém sido sugeridas, entre elas, estdo 0s conceitos de nucleo e

nucleolus.

3.2 - Nucleo



E 0 espaco de todas as solucdes que atendem & restrico de que a soma
dos valores alocados a cada usuario seja igual ao custo da rede Otima e a
restricdo do valor alocado a cada jogador ser sempre menor ou igual ao custo
que este teria ao se conectar de qualquer outra forma possivel, ou seja, a soma
das alocacdes atribuidas a um subconjunto dos jogadores da solucdo tem que ser
menor ou igual ao custo determinado pela funcdo caracteristica deste
subconjunto, logo as solugdes do nucleo atendem as seguintes restri¢oes:

Seja X={xy,...,Xn} um vetor cujos elementos sdo os valores de alocacdes

aos jogadores x;, 1<i <n, sendo n=|N|.

2 Xi=C(N) —  Custo minimo total da rede
i=1

Esta equacéo estabelece que a soma dos custos alocados deve ser igual
ao custo do projeto conjunto. Trata-se portanto de uma condicao de efetividade,
gue assegura cobertura dos custos e garante a viabilidade financeira do projeto.

2 Xi < C(S) Custo da sub-rede 6tima usada para
ieS conectar o subconjunto S de jogadores

Pode-se ver que esta equacédo estabelece que a soma dos custos alocados
a um subconjunto de jogadores é limitada pelo custo da melhor alternativa de
atendimento exclusivo a esse subconjunto. Essas restricbes asseguram que um
subconjunto de usuarios nao tera custos alocados que superem 0s custos que
terdo em atuacdo isolada. Esta condigcdo garante que os participantes do projeto
terdo atrativos para participarem do mesmo.

O nucleo ¢ entdo formado por varias solucGes, vetores de alocagdo, que
se adaptam as restri¢fes citadas, solucdes estas que garantem aos jogadores que
estes ndo teriam custos menores em outras coaliz6es. Contudo, assim como cita

[Morei01], alguns vetores de alocacdo podem ser mais interessantes que outros,



para que esta escolha seja feita varios conceitos foram propostos, entre eles esta
0 nucleolus.

3.3 - Nucleolus

Para que se obtenha uma escolha adequada dentre as diversas solucdes
possiveis, 0 nucleolus utiliza o conceito de excesso relativo, que é definido

como:
Para um jogo (N;c) e para um vetor de alocacdo de custos X,

Seja e(X,S)= c(S) — X(S) o excesso de S relativoa X,V = S < N,

e seja e(X) um vetor em IR @2 cujos elementos séo e(X,S),
V= S < N, em ordem ndo decrescente, ou seja:
e(X,S1)
e(X) =
e(X,s2")

onde S;,S5,..., So", estdo arranjados de forma que e(X, Sk )<e(X, Si+1)

Através do vetor de excessos pode-se definir o ndcleo do jogo como
sendo o conjunto de vetores X que resultam num vetor e(X), onde todos 0s
elementos sdo excessos maiores ou iguais a zero.

O nucleolus do jogo é o conjunto de vetores X que maximizam e(X)
lexicograficamente. Assim como mostra [Morei01] a ordem lexicogréafica pode
ser definida como:

Suponha dois vetores x e y onde X ={Xy, Xz, ... . Xn} € Y ={ V1, Y2, .- ,¥n}-
Pode-se dizer que x é maior lexicograficamente que y, se existir um inteiro g, tal
que 1<q <n, onde:

Xi=yi para 1<i <q

10



Xq = Yq

Logo x [>] y
LO

A relacéo de maior ou igual lexicograficamente € definida se

x| = | youx=y,logox | =| vy
LO LO

Conclui-se que o nucleolus é formado pelo conjunto de vetores de
alocacgdo, pertencentes ao nucleo, tal que seu vetor e(X) seja maior ou igual
lexicograficamente que qualquer outro vetor e(X) proveniente dos vetores de
alocagdo do ndcleo. Portanto, o nucleolus sobre o conjunto de alocagfes de

entrada X ={x| x pertenca ao nucleo}, é o conjunto definido por:

X e X
X | Sem € X, entdo e(x) [ 2] e(m)
LO

Como os elementos do vetor de excesso estdo ordenados de forma
crescente, e sabendo que o nucleolus é o conjunto de vetores de alocagdo que
maximiza e(X) lexicograficamente, pode se definir que o nucleolus maximiza
primeiramente 0 menor excesso dentre todas as coalizOes possiveis, ou seja,
seleciona o vetor de excessos que propde uma melhor folga para as coalizfes
menos privilegiadas. Deste modo, como é citado por [Morei01], o nucleolus
permite que o conjunto de membros mais ‘insatisfeitos’ fique o mais satisfeito
possivel. Feito isso, passa-se a tentar deixar o mais satisfeito possivel o segundo
conjunto de membros mais ‘insatisfeitos’, e assim por diante. Para que este
processo seja realizado um algoritmo exato é utilizado neste trabalho.

O fato das condices de rateio serem lineares sugere a utilizacdo de

Programacgéo Linear na solugdo do problema. As condigdes definiriam a regido
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das solugdes viaveis e seria introduzido um critério de eqlidade que pudesse ser
formulado como uma funcéo objetiva linear.

O algoritmo que sera utilizado, para se obter os objetivos relacionados,
baseia-se numa sequéncia de problemas de programacao linear, onde o resultado
do primeiro problema fornecerd uma solugcdo com uma maior folga possivel para
uma ou mais coalizdes mais ‘insatisfeitas’, folga esta que € cabivel a todas as
coalizdes. Deste modo o resultado serd a maximizagdo do menor excesso dentre
todas as coalizdes possiveis.

O primeiro problema é montado com todas as restri¢des citadas na se¢éo
3.2, ou seja, através da arvore geradora minima obtém-se a restricdo de
efetividade, e para cada subconjunto de jogadores a soma de seus respectivos
custos tem que ser menor ou igual a funcdo caracteristica para este subconjunto,
isto €, o custo da sub-rede étima formada por este subconjunto, qualquer solugédo
que atenda a estas restricdes faz parte do ndcleo. Tendo a garantia de que a
solucdo pertencerd ao ndcleo, o0 proximo passo sera maximizar
lexicograficamente o vetor de excessos, obtendo entdo o nucleolus. Para que isto
seja realizado este problema montado com as devidas restricdes é passado ao
algoritmo na qual encontra 0 maximo excesso, chamado de E;, cabivel a todas as
coalizBes, onde uma ou mais restricGes atingem a igualdade com este excesso,
maximizando assim 0 excesso minimo.

O primeiro problema a ser resolvido sera entdo:

, Max E;
2 %Xi=C(N)
LP@) | ‘<N
{ _ 'S < {1...n}
i EZSX” B, <C(S) S =S ={l..n}
" x;=>0; E;=0
\
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Depois de obtido 0 méximo excesso E; cabivel a todos 0s subconjuntos
de coalizbes, onde uma ou mais restricbes atingiram a igualdade com tal
excesso, 0 proximo problema a ser resolvido sera maximizar o ganho das mais
‘infelizes’ coalizOes dentre todas aquelas coalizdes que ndo obtiveram a
igualdade com o excesso E;. Assim sendo, o resultado de LP(1) sera utilizado
pelo segundo problema de programacéo linear (LP(2)), portanto o conjunto de
coalizdes mais ‘insatisfeitos’ em LP(1) que obtiveram a folga E;, ou seja,
restrigdes que alcangaram a igualdade no 6timo de LP(1), serd denominado por
OPT(1) e sera entdo utilizado como espaco de busca para LP(2).

O segundo problema de programacao linear fica entéo:

Max E,
( 2 X%i=C(N)

ieN

2 Xi=C(S)-E; VS € OPT(1)
LP(2) ieS

VS <{1...n}
2X%i+E25C(S) § S 2 OPT(1)
ieS S, S #{1..n}
7 x;>0; E,>0

Este segundo problema LP(2) maximiza o excesso E, para o segundo
conjunto de coalizdes mais ‘insatisfeitos’. O processo continua com (LP(K)) i »
3 até que todos os subconjuntos de coalizfes atinjam a igualdade com uma folga
estabelecida pelos seus respectivos problemas de programacao linear.

Assim como informa [Morei01], a obten¢do do nucleolus é um processo

de grande dificuldade, devido ao numero exponencial de restricBes. Isto
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desanima o uso deste procedimento em instancias de problemas com um nimero
grande de jogadores, portanto na proxima se¢do sera tratado o processo de
decomposicdo que podera ser utilizado, quando possivel, para amenizar
situacOes onde o nimero de jogadores for superior a um limite determinado de
jogadores.

O exemplo abaixo mostra o algoritmo citado:

Dado um grafo, Figura 3, ndo direcional com quatro n6s, cujos pesos nas
ligacOes representam os custos das ligacOes entre os nds, onde o nd zero
representa o Unico fornecedor e 0s demais nés sendo 0s usuarios deste servico, e
cuja arvore geradora minima pode ser verificada na Figura 3 através das ligagdes

mais escuras , encontrar o nucleolus para este jogo.

Figura 2: Grafo representando os jogadores e 0s custos

A formulagdo do jogo pode ser vista abaixo:

_ 1) X; <100
N={1.23} 2) X, <100
Tabela 1: Matriz de custos C 3) X3 <100
1123 4) X1+ X, <132
0 (100 |100 [100 5) X; + X3 <152
1 32 |52 6) X, + X3 <152
2 52 7)) Xi+ Xy, + X3=184
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O primeiro problema de programacao linear para este jogo obtém como
resultado uma folga E; igual a 22,666667 para as restricdes 4, 5 e 6, na qual
alcancaram a igualdade no otimo de LP(1). O segundo problema de
programacdo linear para o jogo obtém um excesso E; igual a 25,333333 para a
restricdo 3. O terceiro problema LP(3) obtém um excesso 6timo Ej igual a
45,333333 para as restricbes 1 e 2. Como todas as restricdes de desigualdade
atingiram a igualdade com seus respectivos ganhos, tornado-se, portanto,
subconjuntos mais satisfeitos, o algoritmo finaliza retornando como nucleolus a
alocagdo de custos (54,666667; 54,666667; 74,666667) correspondentes aos
jogadores 1, 2 e 3.

3.4 - Técnica de Decomposicao

Como num jogo cooperativo a funcdo caracteristica C(S), Sc N ¢é
definida em todos 0s subconjuntos de usuarios, ou seja 2Nl restri¢des, assim com
um namero grande de jogadores o calculo do nucleolus através do algoritmo
exato se torna impraticavel, deste modo podemos utilizar o recurso da
decomposicédo, quando possivel, para nimeros maiores de USUarios.

Suponha uma rede composta por um provedor comum de servigos
conectado a varios clientes e 0 jogo (N;c) referente a esta estrutura. Considere o
caso na qual é produzida uma arvore geradora de custo minimo com mais de
uma aresta (p > 1) incidindo no provedor comum 0. Isto equivale a existéncia de
uma estrutura eficiente de coalizées {N,..., Np} no jogo (N ; ¢) de modo que

p

c(N) = 2'(N;)
ieS
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Granot e Huberman mostram que o nucleolus de um jogo original (N;c)
é o produto cartesiano dos nucleolus dos jogos definidos sobre os componentes
da estrutura eficiente de coalizdes.

Desta forma sdo produzidos p jogos (N;; ¢') (i =1, ... ,p) tal que o
nucleolus do jogo (N;c) é o produto cartesiano dos nucleolus dos jogos
(Ni;ci) (i=1, ... ,p), onde { Ny, ..., Np} € uma estrutura eficiente de coalizdes.

Dada uma matriz de custo C = ( c;) representando o jogo (N;c) e
supondo uma arvore geradora de custo minimo com p=2 é possivel construir

uma matriz de custo C’= (c’;) de forma que

min {Cij, min  cnofCik}} J=0,1 €Ny

Cij min {Cij, min Kk eNl{Cik}} j = O, i e N>

Cij caso contrario

Para exemplificar a decomposi¢do suponha um jogo cooperativo com
cinco jogadores ({1, ... ,5};c) determinado pela matriz de custos C da Tabela 2.

Tabela 2: Matriz de custos ¢ do jogo

1 2 3 4 5

o (2 5 7 2 3

1 36 3 4

o= 2 4 4 3
3 6 3

4 2

Na Figura 4 temos uma arvore geradora minima de custo minimo para o
jogo.
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Figura 3: Arvore geradora minima

Como o jogo possui cinco jogadores o niimero de subconjuntos seria (2°
-1) = 32 —1=31, pois 0 conjunto vazio ndo faz parte das restricdes. No entanto
existe uma estrutura eficiente de coalizbes sobre o jogo original ({1, ...,5}; ¢)
sendo ela {{1,2,3},{4,5}}. Deste modo as novas matrizes de custo para 0s jogos

({1,2,3}; c'}) e ({4,5}; c*}) podem ser vista nas Tabelas 3 e 4 respectivamente

Tabela 3; Matriz de custos

1 2 3
o) 2 3 35
| 34
2 4

Tabela 4: Matriz de custos

4 5

o2 =
4 2
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Nas Figuras 5 e 6 podem ser vistas suas respectivas arvores geradoras

minimas.

Figura 4: Arvore Geradora Minima

Figura 5: Arvore Geradora Minima

O jogo ({1,2,3};c!) ainda possui uma estrutura eficiente de coalizdes
{{1}, {2,3}}, logo este jogo é decomposto em ({1}; c*) e ({2,3}; ¢*). A Figura 7

mostra o resultado final da decomposicdo do jogo ({1, ...,5};¢).

0 ’ A
: (4]

(o) 3\@> 2@

Figura 6: Arvores Geradoras minimas resultantes da decomposicéo
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O célculo do nucleolus dos jogos resultantes da estrutura eficiente de
coalizdes do jogo original é calculado a seguir:

N; = {1}

Tabela 5: Matriz de custos ¢

1
o 2
(o)

Figura 7: AGM

Nucleolus do jogo ({1}: ¢)
Xl =2

N2 = {21 3}

Tabela 6: Matriz de custos ¢*

23
ERE 4
2 4
RO
Figura 8: AGM

X, <3
X3 <5
X2+X3:7

Nucleolus do jogo ({2,3}; ¢*)

X2=25
X3=4,5
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N3 = {41 5}

Tabela 7: Matriz de custos c?

4 5
oz 3 5
2

©

Figura 9: AGM
X4 <2 Nucleolus do jogo ({4,5}; ¢
X5 <3 X4 = 1,5
X4+X5:4 X5:2,5

Assim como Huberman e Granot mostraram, o nucleolus do jogo
original ({1, ... ,5}; c) € o produto cartesiano dos nucleolus dos jogos {1},
¢®), {2,3}; ¢* e ({4,5%¢%), onde { Ny Ny, N3} é uma estrutura eficiente de
coalizbes do jogo ({1, ... ,5}; c), logo seu nucleolus é (2; 2,5; 4,5; 1,5; 2,5),
custo associado a cada um dos jogadores respectivamente, onde o somatorio dos
custos de cada jogador resulta num custo minimo total igual a 13.

Verifica-se que a decomposicao fez com que o nimero de restricdes, que
seriam 31 no jogo original (25 -1), caisse para um total de 7 restricbes na
decomposicao, o que facilita muito o processo de elaboracgéo do jogo, onde em
casos de um numero grande de jogadores a elaboracdo de todas as restricGes se

torna impraticavel.
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Capitulo 4

Programacéo Linear

4.1 — Definicdo de Programacéo Linear

“A programacao linear ¢ considerada hoje como um instrumento-padréo
gue poupou muitos milhares ou milhGes de doélares de companhias ou neg6cios
de tamanho médio nos paises industrializados do mundo, e seu uso em outros
setores da sociedade esta se expandindo rapidamente” [Hill88].

Sumariamente, a programacgéo linear trata tipicamente com o problema
de alocagdo de recursos limitados a atividades em competicdo, da melhor
maneira possivel. Este problema de alocacéo pode aparecer toda vez que alguém
precise selecionar o nivel de certas atividades que competem por recursos
escassos necessarios para desempenha-las. A variedade de situacGes a que esta
descricdo se aplica é realmente diversificada. Entretanto, o ingrediente comum a
cada uma destas situacdes é a necessidade de alocacdo de recursos a atividades.

“A programacdo linear usa um modelo matematico para descrever o
problema em questdo. O adjetivo “linear” significa que é requerido que todas as
funcBes matematicas neste modelo sejam funcBes lineares. A palavra
“programagdo” aqui ndo se refere a programacdo de computadores; ao contrario,

trata-se essencialmente de um sinbnimo de planejamento. Assim, a programacao
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linear faz o planejamento de atividades para obter um resultado “6timo”, um
resultado que alcance a melhor meta especificada (de acordo com o modelo

matematico) entre as alternativas viaveis” [Hill88].

4.2 - Método Simplex

O Método Simplex é o procedimento geral para resolver problemas de
programagdo linear, portanto este método serd utilizado para resolver tais
problemas, assim sendo o algoritmo de obtencdo do nucleolus ira utiliza-lo
sequencialmente até atingir este objetivo.

O simplex parte de uma solucdo viavel inicial, com alguma solucéo
qualquer que satisfaz todas as restricdes, solucdo béasica possivel, e
sucessivamente obtém solucBes bésicas viaveis, cada uma melhor que a sua
predecessora, até que seja alcancada uma solucdo oOtima. Cada nova solugdo
viavel é obtida a partir de sua predecessora, transformando uma variavel nao-
bésica (variavel que ndo estava na solugdo) em variavel bésica e transformando
uma varidvel basica em uma varidvel ndo-basica. Uma variavel bésica vidvel é
tida como 6tima quando nenhuma das solugdes basicas vidveis adjacentes é
melhor que ela.

Estabelecimento do método:

E muito mais conveniente lidar com equacdes do que com relagdes de
desigualdade. Por isso, 0 primeiro passo para estabelecermos o método simplex
é converter as restricdes funcionais de desigualdade em restricGes equivalentes
de igualdade. Isto é feito introduzindo-se variaveis de folga. Para ilustrar, temos
a restricao

Xy <4.

A variavel de folga para esta restricdo é
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X3=4-Xq,
a qual é exatamente a folga entre os dois lados da desigualdade. Portanto,
Xy + X3 =4.
a constante original X; <4 se mantém sempre que X3 >0. Consequentemente, X;
<4 é inteiramente equivalente ao conjunto de restri¢cbes
X1+ X3 =4comX3=>0e X, =0
assim, estas restri¢des, mais convenientes, sdo usadas em seu lugar.

Deste modo para cada restricdo de desigualdade € inserida uma variavel
de folga, e 0 método simplex inicializa com estas variaveis de folga na base, pois
todas as variaveis fora da base possuem valor zero. Assim sendo, verifica-se se a
solucdo é 6tima através da regra da parada, que finaliza se todos os coeficientes
da funcéo objetivo s&o menores ou iguais a zero.

Caso a solu¢do ndo seja 6tima, escolhe a coluna que tenha o maior valor
negativo para ser a coluna pivé (variavel entrando na base) e o menor valor
positivo da relagéo B /aj; , onde B; é o valor que restringe a equagdo e aj; € 0
coeficiente correspondente a linha i da variavel que vai entrar na base, para ser a
linha pivo, correspondente a varidvel que ir4 sair da base. Ao testar o0 método
pode se ver que o valor zero dividido por um nimero negativo ndo é escolhido
como menor relagao Bi/aj;.

A nova linha pivé seré:

Nova linha pivé = antiga linha pivo

NUmero pivo

As demais linhas sero:

Nova linha = antiga linha — (coeficiente da coluna pivé)x (Nova linha
pivo)

O método prossegue até que a regra da parada finalize o procedimento, e

entdo se obtém a solucdo 6tima.
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O método compreenderd, portanto, dos seguintes passos:

1. Passo de inicializacdo:
Identificar uma solucdo béasica viavel inicial.

2. Regra de parada:
Verificar se a solucdo atual é étima. Se for, pare. Caso contrario,
siga para o passo 3.

3. Passo iterativo:
3.1 Determinar a variavel béasica entrando.
3.2 Determinar a variavel béasica saindo.

3.3 Achar a nova solucao compativel béasica, e voltar ao passo2.

RestricOes de igualdade serdo tratadas através do método do Grande M,
assim como cita [Hill88]. Este método baseia-se na introdugdo de uma variavel
artificial para restricdes de igualdade, na qual seu valor na funcdo objetivo
corresponde a um ndmero negativo muito grande, ja que se pretende maximizar
Z, esta variavel artificial serd obrigatoriamente expulsa da base, ficando portanto
com o valor igual a zero, garantindo assim a igualdade da restri¢do, visto que
toda restricdo de igualdade ndo possui folga.

Entretanto, 0 método simplex exige que toda variavel basica tenha um
coeficiente zero na funcédo objetivo, e a variavel artificial é uma variavel basica
inicial. Para que este problema seja resolvido, 0 método procede como se a
coluna para a variavel artificial fosse a coluna pivd e sua restricdo de igualdade
fosse a linha pivd. Isto completa o trabalho adicional requerido no passo de
inicializacdo para esse tipo de problema, e 0 método simplex prossegue como
descrito anteriormente.

Suponha o exemplo abaixo:

Maximizar Z = E;, onde
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E,+X; <100
Ei+X, <100
Ei1+X3 <100
Ei+X+ X, <132
Ei+X; + X3 <152
Ei+X, + X3 <152
X1+ Xo + X3=184

Este problema é representado no tabela 8 e 0 método simplex ira utiliza-

la para obter a solucgdo 6tima.

Grande M
Tabela 8: Primeiro Tableau do método simplex \
| Coeficientes de
VB |Z |Ei [Xi |[Xo [X3 [ X4 |[Xs [Xe [X7 |Xg [Xg9 \Xio [Bi |
Z |1 |1 /0 (0 |0O |O (O (O |O |O |O M J0
X4 |0 1 1 |0 |0 1 (0 (0 |0 |0 (0 ¢JO 100
X5 |0 1 |0 |1 |0 |0 1 |0 (0 |0 |0 {JoO 100
Xe |0 1 |0 |0 1 |0 |0 1 |0 (0 |0 JO 100
X7 |0 1 1 1 |0 (0 |0 |O 1 |0 (0 JO 132
Xg |0 1 1 |0 1 |0 (0 |0 |O |1 (0 }o 152
Xo |0 1 |0 |1 1 (0 (0 |0 |0 |0 (1 Q0 152
X0 O 1 1 1 0 0 0,0 O O J1 |184
Linha Pivo Coluna Pivd

O primeiro passo sera resolver o problema da equacédo de igualdade que

completa o trabalho adicional requerido no passo de inicializacdo, logo o novo

quadro pode ser visto na tabela 9.
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Tabela 9: Segundo Tableau do método simplex

VB

-184M

100
100
100
132
152
152
184

X10 | Bi
0

X9

X

X7

Xs

Xs
0

X4

X3

-M |0

X2

-M

Xy

-M

E:

-1

YA

X4

Xs

Xe

X7

Xg

X

X10 0

Linha Pivd

Numero Pivo

Coluna Pivd

Tabela 10: Terceiro Tableau do método simplex

VB [Z[E,

-84M
100
100
100
32

52

152
84

X10 | Bi
0

Xg
0

X

X7

Xs

Xs
0

X4

X3

-M |M

X2

-M

X1
0
1
0
0
0
0
0
0

M-1

0|1

0|1

0|1

00
00
01

X1

Xs

Xe

X7

Xg

X

X1 |0 -1

Tabela 11: Quarto Tableau do método simplex

VB [Z[E,

-52M
100
68

100
32

52

120
52

X10 | Bi
0

Xg
0

Xg

X7

Xs

Xs

X4

X3

X2

Xy

1
0
0
0
0
0
0

0|1

0|1

0|1

0|0
0|0
0|1

X1

Xs

Xe

X2

Xsg

X

X10 0f]-1
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Tabela 12: Quinto Tableau do método simplex

VB |Z |Ex [Xi [Xo | X3 [ X4 [Xs [Xs | X7 |Xg | X9 | X0 |Bi

Z |11 0o (o (0O (O (O (O |0 |O (O |M |O

X1 10 J1 1 10 |0 |1 |0 |0 |O (O |O (O |1l00
Xs |0 J1 o (0 |0 |1 |12 |0 |1 |0 |0 |0 |68
Xe |0 |2 o (0 |0 (O (O |2 (1 |0 |O (-1 |48
X, [0 §O o (12 |0 |1 j0 |0 |1 |0 |0 |O (32
Xg JO 1 o o o -1 0o o0 1 1 0 -1 O

Xo [0 J2 Jo Jo Jo [1 Jo [o Jo Jo |1 |-1 |68
Xs (0] Jo o 1 0o 0o 0 -1 0 0 1 52
Tabela 13: Sexto Tableau do método simplex

VB |Z |E1 | Xy [ X2 [ X3 | Xq [ X5 [Xe | X7 | Xg [Xg | X10 |Bi

Z (1 (/0 |0 |[O (O F-2 40 (O |1 |1 (0O |M-1]0

Xy (0 |0 |1 (O |O §2 O (O |-1 |-1 |0 |1 100

Xs |0 (O [0 |O |O g2 1 |0 |-2 |-1 |0 |1 68

X¢ |0 |0 |0 (O |O §2 O |1 |-1 |-2 |0 |1 48

X, |0 (O O |1 |O -1 40 |O |1 (O |O |O 32

E, [O |2 |O (O |O jJ-12 90 (O |1 |1 |0 |1 0

XgJOo 0 o 0 0 3 0 0 -2 2 1 1 68

X3 [0 Jo 0 0 1110 0 0 1 O 52

Tabela 14: Sétimo Tableau do método simplex

VB |Z|E; [ X1 [ X2 [ X3 [Xs [ X5 [Xs [ X7 [Xg |Xg [Xio Bi

Z 1(0 |0 |0 |0 |O |O [0 |1-2/3|1-2/3|1/3 |M-1+1/3 |22,666
Xy |0]0 (1 |0 |0 |0 |0 |0 |4/3-1|4/3-1|-213 |1-2/3 54,666
Xs |0]/0 (O |0 |0 |0 |1 |0 |[4/3-2|4/3-1|-213 |1-2/3 22,666
Xe |0/0 (O |O (O |0 |0 |1 |4/3-1|4/3-2|-213 |1-2/3 2,6666
X, [0]0 [0 [1 |0 [0 [0 [0 [1213]|2/3 [1/3 [1/3 54,666
E;, |01 |0 (O |O |O [0 |O ([1-2/3]1-2/3|1/3 |1/3-1 22,666
X4 |0]0 (O |0 |O |1 |0 (0 |[-2/3 |-2/3 |13 |1/3 22,666
X3 [0/0 0 0 1 0 O 0 -23 123 13 13 74,666
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A regra da parada mostra que o resultado é 6timo, finalizando, portanto,
0 método. Obtendo a solucédo 6tima:

X1=54,666; X, = 54,666; X3 = 74,666; E;= 22,666

X4 =22,666; X5 = 22,666; Xs = 2,666; X;=0; Xg=0; Xg=0; X10=

0, portanto Z = 22,666

Como explica [Hill88], a existéncia de coeficientes zero na funcéo
objetivo correspondentes as variaveis ndo basicas, indicam que o problema
possui mais que uma solucdo basica vidvel Otima, pois a insercdo destas
variaveis na solugdo ndo altera a funcdo objetivo, ja que o coeficiente é zero.

Neste exemplo ndo se verifica a existéncia de maltiplas solugdes.
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Capitulo 5

Algoritmo Proposto

5.1 - Algoritmo Proposto

Ao realizar-se o estudo da literatura citada, verificou-se que o método
simplex possuia a caracteristica de retirar variaveis de folga da base, para que
assim as variaveis do problema pudessem entrar na base e obter, portanto, seus
respectivos valores, contudo essas variaveis de folga passavam a ter zero como
valor, ou seja, todas as restricdes correspondentes a estas varidveis de folga
atingiam a igualdade, e o numero dessas restri¢cdes correspondia ao numero de
variaveis do problema menos o nimero de varidveis artificiais, ja que estas
devem ser removidas obrigatoriamente da base, pois equagdes de igualdade ndo
possuem folga. Tendo analisado tal caracteristica, pode se concluir que se tais
variaveis de folga ndo fossem variaveis artificiais, estas estavam sendo retiradas
obrigatoriamente da base sem um motivo l6gico, apenas para dar lugar para as
variaveis do problema na base, ficando estas variaveis com valores grandes para
que tais equacdes atingissem a igualdade.

Quando o simplex obtém como entrada o primeiro problema de
programacdo linear do algoritmo, onde apenas uma restricdo é de igualdade e o

ntmero de varidveis do problema é n (numero de jogadores + variavel E;), (n-1)
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inequacbes estardo atingindo a igualdade, visto que, suas varidveis de folga
estardo fora da base, portanto (n-1) subconjuntos estardo atingindo a igualdade,
ficando as varidveis destas equacBes com valores grandes, para que a folga seja
zero, 0 que ndo condiz com o problema em questdo, onde se tem o objetivo de
maximizar 0 excesso para estas equagoes.

Como o objetivo do algoritmo estd em maximizar primeiramente o
menor excesso dentre todas as coalizBes possiveis, ou seja, seleciona o vetor de
excesso que propde uma melhor folga para as coalizdes menos privilegiadas, ao
fixar todas estas restricdes na igualdade com o mesmo valor E; obtido nédo
condiz com o objetivo do algoritmo, visto gque, fixando uma ou mais destas
restricdes e ndo todas na igualdade, pode-se obter uma folga maior para as
demais restrigdes, pois agora existem mais varidveis artificiais, Deste modo 0s
subconjuntos se tornam mais satisfeitos.

O algoritmo exato foi entdo modificado da seguinte forma:

Pode-se verificar que estas (n-1), restricdes que atingiram a igualdade,
sdo as que restringem a regido de solucdo do problema, ou seja, formam o
poliedro de solugfes possiveis para o ntcleo, onde (n-1) corresponde ao nimero
total de jogadores. Dentre estas solucbes possiveis, 0 algoritmo deve obter a
solugdo que maximize lexicograficamente o vetor de excessos proveniente
destas solugdes. Deste modo o algoritmo, que serd citado em seguida, ira
maximizar o vetor de excessos resultante destas solugdes, pois estas (n-1)
coalizBes sd0 as que possuem o menor excesso dentre todas as (2™ -1)
restricbes, ao encontrar este vetor de excessos todas as variaveis ja estardo
fixadas com seus respectivos valores, logo o vetor de excessos para as (2™ —1)
restrigdes ja estard formado, portanto este resultado serd o nucleolus obtido.

Para encontrar o vetor de excessos maior lexicograficamente dentre
todos aqueles resultantes das solugdes do nucleo, no primeiro passo o algoritmo

fixa separadamente na igualdade cada uma destas (n-1) restrices com o0 excesso
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E; obtido e executa o simplex com cada um destes problemas, verifica-se entéo
se algum destes problemas de programacéo linear retorna um excesso E, maior
que o Ey, para as (n-2) restri¢des, entdo escolhe o problema que obtiver o maior
excesso E,, se existir. Se obtiver este excesso E, maior que E; significa que o
problema de programacdo linear que se tem no momento possui apenas uma
restricdo fixada na igualdade com Ej, portanto em seu proximo passo 0
algoritmo verifica se tem alguma restri¢cdo fixada na igualdade com o excesso
E;. Se existir o algoritmo ira fixar na igualdade separadamente cada uma destas
(n-2) restrigdes com o excesso E, obtido, para assim verificar se algum destes
problemas retornara um excesso Ez maior que E; para as (n-3) restrices. Se ndo
existir restricdo fixada na igualdade com o excesso E;, ou seja, ndo obteve E;
maior que E; no primeiro passo, o algoritmo fixa separadamente cada
combinagdo de duas das (n-1) restrigdes na igualdade com o excesso E; e
verifica se 0 simplex retorna um excesso E, maior que E; para as (n-3) restricdes.
Escolhe-se portanto o problema que retornar o melhor excesso E,, se existir. No
terceiro passo verifica se existem duas restri¢des fixadas na igualdade com seus
respectivos excessos, se existir fixa cada uma das (n-3) restri¢fes restantes com
0 melhor excesso obtido para tais coalizdes e escolhe o problema que retornar o
maior excesso, que seja maior que o anterior, para as (n-4) restricdes, se existir.
Os préximos passos seguem 0 mesmo raciocinio, até que se obtenha as (n-1)
coalizBes mais satisfeitas com os excessos obtidos.

Suponha o exemplo de um jogo de cinco jogadores, onde o simplex é

executado com as (2M

—1) restricdes e obtém um excesso Ej;, com cinco
restricGes atingindo a igualdade com este excesso. Supondo que as restricdes 16,
17, 22, 27, 29 compdem estas cinco restrigdes. A Tabela 15 mostra 0s passos
seguidos pelo algoritmo na tentativa de obter melhores excessos para as (n-1)

restricdes.
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Tabela 15: Combinag6es

Combinacdes
entre as (n-1)
restricoes

16

17

22

27

29

16 17

16 22

16 27

16 29

17 22

1727

17 29

22 27

2229

2729

16 17 22

No primeiro passo o algoritmo tenta encontrar um
melhor excesso para as (n-2) restricbes fixando
separadamente cada uma das (n-1) restricdes com o
excesso E; encontrado, contudo o algoritmo ndo obteve
excesso maior que E; para as quatro demais restrigoes.
Portanto o simplex foi executado (n-1) vez neste passo,

sem nenhuma melhora obtida para estas restri¢des.

Se o algoritmo tivesse obtido um excesso melhor no
passo citado anteriormente, este passo iria executar o
simplex apenas 4 vezes, que seria a combinagdo de
cada uma das (n-2) restricbes com a restricdo ja fixada.
Mas como ndo obteve melhor excesso o simplex foi
executado mais dez vezes que é total de combinagdes
das cinco restricdes tomadas dois a dois (C.1), 2=
O(nz)), na tentativa de obter um melhor excesso.

Um melhor excesso E, foi obtido para as (n-3)
restri¢des fixando as restricbes 16 e 17 na igualdade
com Ej, este é o melhor pois o simplex ndo retornou
um excesso maior que este ao fixar as demais

combinacdes na igualdade com o excesso E; .

Como o passo anterior obteve um melhor excesso para
as (n-3) restricdes, entdo o algoritmo tenta fixar cada
uma destas ('},'29’) restricobes com o melhor excesso
obtido para elas, na tentativa de obter uma folga maior
para as (n-4) restricdes, no entanto esta folga ndo foi
obtida. Este passo exigiu que o simplex fosse rodado
(n-3) vezes, que é o0 nimero de combinacGes das (n-3)

restricdes com as duas restricbes que estdo fixas na



16 17 27

16 17 29

16 17 22 27

16 17 22 29

16 17 27 29

Como o passo anterior ndo obteve melhor folga para as
(n-4) restri¢des, o algoritmo fixa entdo duas das (n-3)
restricbes com o0 melhor excesso obtido para elas, que
até entdo é o excesso Ej, para tentar obter um melhor
excesso para as (n-5) restricdes, mas este melhor
excesso também ndo é obtido. O simplex é rodado trés
vezes neste passo, que é o numero de combinacdes de
(n-3) variaveis tomadas dois a dois, onde n é o total de

variaveis do jogo (E; + 5 jogadores=6).

Como se pode verificar o algoritmo proposto ird obter um vetor de

excessos maior lexicograficamente para as (n-1) coalizdes, onde n é o nimero

total de variaveis do problema. Isto ja garante a obtencdo de um vetor de

excessos maior lexicograficamente para as (Z'N' —1) restricdes do problema, isto

pois, ao resolver o problema para as (n-1) restricdes, que séo as restricdes que

limitam o nucleo, todas as variaveis do problema j& estardo com seus valores

fixados, portanto o vetor total de excessos maior lexicograficamente ja estara

definido.

Para que sejam definidos quais sdo as (n-1) restricdes, o simplex é

executado com todas as (2" —1) restricdes do problema, retornando entio o
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maximo excesso E; e as (n-1) restricdes que atingem a igualdade com este

excesso, , 0u seja, as (n-1) restrigdes mais insatisfeitas.

5.2 - Andlise de Complexidade Tedrica

O algoritmo exato avaliado se baseia em iteragdes do método simplex
até que todas as restricdes atinjam a igualdade, ou seja todas os 2N |
subconjuntos de usuarios.

Deste modo se apenas uma restri¢cdo por vez atinge a igualdade temos o
método simplex executando 2™ vezes, tornando o algoritmo O(2"), portanto
impraticavel para um numero grande de jogadores, no entanto se todas as
restricdes atingem a igualdade ao mesmo tempo, temos o método simplex
executando uma Unica vez, mas se a cada vez que o método simplex é executado
varias restricGes atingem a igualdade juntas, a complexidade se torna polinomial.

O método simplex parte de um vértice inicial, ou seja pontos de
intersecdo entre as restri¢des, & procura da solugdo 6tima, no pior caso a solucéo
Otima é o ultimo vértice a ser procurado. No pior caso o simplex é exponencial,
tomando como n o nimero de jogadores, tem-se 0 problema de programagéo
linear com todas as combinac@es destas restri¢ces. Logo tem-se:

Cl o+ Cl g+ + G S =22 2" 1=4"-2"-1=0(4)

No caso médio o simplex é polinomial, pois encontra 0 melhor vértice
no principio.

Como este algoritmo exato, encontrado na literatura, ndo deixava clara a
politica utilizada na fixac&o das restricdes com o0 excesso 6timo, uma proposta
foi desenvolvida na se¢do anterior. Comprovou-se no capitulo 6 com os testes

realizados, que sua complexidade modificou-se e ficou da seguinte forma:
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O melhor caso ocorreria se cada passo do algoritmo obtivesse um
excesso melhor para as demais restricGes, sendo assim, no primeiro passo o
simplex seria rodado (n-1) vezes, sendo este 0 numero total de restricdes que
formam o poliedro de solucBes do nucleo, e seria escolhido o problema que
obtivesse 0 maior E,. O segundo passo do algoritmo executaria o simplex (n-2)
vezes, Visto que uma das restricdes ja estaria fixa com E;. O terceiro passo
executaria o simplex (n-3) vezes, j& que duas restri¢ces j& estariam fixas na
igualdade com seus respectivos excessos, e assim sucessivamente até ((n-1)
-(n-3)), pois a Gltima folga é uma conseqtiéncia do problema anterior. Conclui-se

entdo que a complexidade no melhor caso é polinomial da forma:

X

(n-1) + (n-2) + (n-3) + ..+ 2= =2 +x).(x-1) / 2= O(x%)
i=2

O pior caso ocorre quando nenhum dos passos do algoritmo obtém
melhor folga para as restri¢des, sendo assim este executa o simplex em todas as
combinacdes possiveis das (n-1) restricdes, ou seja, no primeiro passo executa o
simplex Cy.1),1, como ndo obteve melhor excesso no primeiro passo, no segundo
0 simplex é executado Cn.1)2, como ndo obtém melhor folga para as (n-3)
restri¢es, o terceiro passo roda o simplex C(x.1),3, € assim segue até Cn.1),(n-2).

A complexidade no pior caso é exponencial da forma:

Cina+ Conz + Cpups + .. + Cuayng) = 2"

Tendo em vista a complexidade de ordem exponencial, conclui-se que o
algoritmo é impraticavel para um ndmero grande de jogadores. Neste caso,
resolver jogos com nimero grande de jogadores com este algoritmo so se torna
vidvel se existir uma estrutura eficiente de coalizbes permitindo assim a
decomposicédo do jogo, e como decompor um jogo € um processo féacil e rapido,

este pode ser utilizado com éxito se possivel.
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Capitulo 6

Resultados e Analises

6.1 - Recursos Utilizados

O algoritmo exato para o célculo do nucleolus foi implementado no
ambiente Scilab, ambiente este utilizado no desenvolvimento de programas para
a resolucdo de problemas numéricos, criado e mantido por um grupo de
pesquisadores do Institut de Recherche en Informatique et en Automatique,
INRIA, Franca. O Scilab é gratuito e distribuido com o cddigo fonte, possui
linguagem propria, e se caracteriza pela facilidade de desenvolvimento de
protétipos, por estes motivos optou-se por sua utilizagéo.

O desenvolvimento do algoritmo, assim como os testes, foram
realizados em um computador com processador Athlon, 128Mb de memodria

RAM, 1,3 GHz e sistema operacional Windows 98.

6.2 - Resultados e Analise da Melhora Destes

Usando como exemplo de jogo cooperativo a topologia da rede UFLA

da Figural2 em anexo, levantada por [Lopes02], visto que, esta cabe muito bem
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nesta formulacdo de problemas, pois € uma situacdo em que VArios USUArios
estdo cooperando entre si, para poderem participar da rede de informagéo da
melhor maneira possivel. O significado das siglas desta topologia pode ser visto
na Tabela 19 da secéo 1 do anexo.

Como se pode verificar na Figura 12 do anexo o ndmero de 17
jogadores, 2*" restricdes, & um valor grande para ser tratado pelo algoritmo
proposto. Tendo em vista a dificuldade, foi verificada a possibilidade de se
decompor o jogo. A existéncia de uma estrutura eficiente de coalizdes no jogo
permite afirmar que o nucleolus do jogo original serd o produto cartesiano dos
nucleolus dos jogos definidos sobre os componentes da estrutura eficiente de
coalizdes assim como mostram [Grano81].

A decomposicdo obtida do jogo da topologia da UFLA e a matriz de
custos C do jogo, podem ser verificadas respectivamente na Secdo 2 do Anexo e
na Tabela 20 da Se¢éo 1 do Anexo.

O algoritmo foi executado para cada sub-jogo resultante da
decomposicdo, dentre estes vale a pena destacar o sub-jogo Ng», em anexo na
Secdo 2, pagina 56, na qual possui um numero de cinco jogadores. O algoritmo
ao receber 0 jogo Ng, ele executa 0 método simplex, que retorna um excesso
6timo E; igual a 11, como o nimero de variaveis do jogo é igual a 6 (0 nUmero
de jogadores + a varidavel E; ) e devido a existéncia de uma restricdo de
igualdade, o simplex retorna 0 méximo E; com 5 restricbes atingindo a
igualdade com esta folga, abaixo segue o resultado:

Ei=11

X190 = 304; X1 = 236; X15 = 123; X16 = 304; X;7=187

Tal excesso fixava na igualdade as cinco restri¢fes:

Xie+ X175502 = X6+ X17+ E; =502

X10+ X11 + X15 S674= Xyo+ X1+ X35+ E; = 674

Xi0+ Xi6+ X17 <806 = X9+ Xi6+ Xy7+ E; = 806

37



Xio+ Xy1 + X5+ X6 <978 = Xyo+ X11 + Xy5+ X6+ E1= 978
Xio+ X1+ Xg+ X17<51042 = Xqp+ Xq1 + X6+ X7 +E1=1042

Como o algoritmo ndo obteve melhor excesso que E; ao fixar apenas
uma das cinco restri¢des, citadas a cima, com este excesso, ele entdo fixou duas
destas restricdes com o excesso E;, sendo elas (X1 + X7 + E; = 502) e (X0 +
X11 + X35 + E; = 674), e entdo obteve um excesso E, maior que E; para as trés
demais restri¢des. A nova solucdo 6tima obtida foi:

E, =395

X10 = 275,5; X117 = 236; X15 = 151,5; X436 = 275,5; X17=215,5

As restricdes ficaram fixadas na igualdade com seus respectivos
eXCessos:

X1+ X175502 = Xye+ X7+ E; =502

X0+ Xq1 + X15 <674 Xyo+ Xy1 + Xg5+ E; = 674

X10+ X6+ X17 <806 = Xyo+ Xi6+ X17+ E> =806

X0+ X113+ X5+ X6 978 = Xy0+ Xq1 + X5+ Xy + Ep= 978

X0+ Xq1 + Xgg+ X7 51042 = Xyo + Xpg +X16 +X17 +E2=1042

Como pode se ver o melhor excesso foi obtido no segundo passo do
algoritmo. Os demais passos do algoritmo ndo forneceram excesso maior que
39,5, portanto o resultado obtido fornece um vetor de excessos maior
lexicograficamente que qualquer outro vetor proveniente das possiveis solucdes
do nucleo.

Com o objetivo de comprovar a melhora através das modificacGes
propostas para o algoritmo exato, este foi desenvolvido sem estas propostas de

corregdes e executado com o jogo da topologia da rede UFLA, onde o nucleolus
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para 0 jogo Ng, obtido pode ser visto na Tabela 16, onde estd também
representado o nucleolus obtido por [Lopes02], e o nucleolus obtido pelo
algoritmo proposto.

Tabela 16: Nucleolus do jogo

Nucleolus do sub- | Nucleolus do sub-jogo | Nucleolus do sub-jogo
jogo Ng obtido Ns., obtido pelo N2 Obtido por
pelo algoritmo algoritmo exato [Lopes02]

proposto encontrado na
literatura
X1 | 2755 304 280
X1t | 236 236 190
X5 | 151,5 123 190
X | 2755 304 314
Xi7 | 2155 187 180

A solugédo obtida pelo algoritmo exato é um resultado melhor que o
encontrado por [Lopes02]. Esta melhora pode ser vista através da comparagdo
entre os vetores de excesso obtido pelos dois resultados na Tabela 17.

Como se pode verificar na Tabela 16 os resultados obtidos pelo
algoritmo proposto s&o mais justos, em relagéo ao conceito de nucleolus, que o0s
resultados obtidos pelo algoritmo exato original. Veja que o jogador X,
representado na Figura 11 pelo n6 10, possui um custo alocado mais justo em
relacdo ao valor obtido pelo algoritmo exato, visto que, todos os demais
jogadores dependem dele para se conectarem ao fornecedor, 0 X ficou com
um custo muito alto determinado pelo algoritmo exato, no algoritmo proposto
este custo diminuiu, 0 que € justo, j& que o X;7 depende dele para se conectar,
com isso 0 Xj7 tem seu valor aumentado pelo algoritmo proposto. Como 0 Xi3
possui um custo da ligagdo proximo ao custo do X, que estd em seu mesmo
nivel na arvore geradora minima da Figura 11, o algoritmo proposto o mantém

com este custo. Como 0 X5 possui um custo de ligagdo muito menor que o custo
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alocado ao jogador Xj;7 que estd no mesmo nivel que 0 X5, seu valor €

aumentado, esta diferenca é utilizada para minimizar a sobrecarga do Xi.

Figura 10: AGM do jogo N,
O vetor de excessos para 0 jogo Ng, proveniente do algoritmo proposto,
assim como os vetores de excessos obtidos pelo algoritmo exato e por [Lopes02]

estdo representados na Tabela 17.

Tabela 17: Vetores de excessos

Vetor de excessos a partir Vetor de excesso a Vetor de excesso a
do algoritmo proposto partir do algoritmo partir de [Lopes02]
exato
11 11 4
11 11 8
39,5 11 12
39,5 11 14
39,5 11 32
39,5 22 36
50,5 22 44
50,5 22 46
50,5 22 48
50,5 22 58
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79 68 78
79 79 78
79 79 82
79 79 82
90 90 92
99,5 90 92
110,5 124 122
118,5 128 122
124 135 126
135 135 126
139 139 136
139 139 136
139 139 138
163,5 192 146
163,5 203 170
1745 203 182
178,5 207 216
203 252 216
223,5 296 260
263 320 260

Verificando-se 0s vetores de excessos resultantes do algoritmo exato e
por [Lopes02] e sabendo que o nucleolus é o conjunto de alocacBes de entrada
que primeiro maximiza o menor excesso dentre todas as solucBes possiveis,
fazendo assim com que os jogadores mais ‘insatisfeitos’ se tornem mais
‘satisfeitos’, conclui-se que a solucdo obtida pelo algoritmo exato para o sub-
jogo Ng» € melhor que a solucdo obtida em [Lopes02], ja que o jogador mais
‘infeliz’, correspondente ao jogador que possui 0 menor excesso, obteve uma
folga maior no resultado do algoritmo (11>4).

Pode-se ver que as modificacBes no algoritmo fizeram com que 0s
subconjuntos correspondentes a linha 3 a 5 na Tabela 17, que antes eram fixados
na igualdade com a folga 11, obtivessem uma maior folga deixando-0s mais
satisfeitos, logo este novo vetor de excesso € maior lexicograficamente que o

vetor gerado pelo algoritmo exato.
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O algoritmo proposto obteve o vetor de excessos maior ou igual
lexicograficamente que qualquer outro vetor de excessos proveniente deste jogo.
Isto foi possivel, pois o algoritmo tentou fixar na igualdade apenas uma das
restricGes, dentre aquelas que tinham obtido a igualdade com o excesso 11, no
entanto ndo obteve melhor excesso para as quatro demais restri¢cées. O algoritmo
tentou entdo fixar na igualdade de duas em duas restrigdes com este excesso 11,
e entdo obteve um excesso 39,5 para as demais trés restricbes, 0 que tornou o
vetor de excessos maior lexicograficamente, e assim prosseguiu mas ndo obteve
maior excesso que 39,5 para as duas demais restri¢des. Os valores alocados a
cada jogador resultam no vetor de excessos da Tabela 17.

O nucleolus do jogo cooperativo da topologia da rede UFLA obtido a
partir do produto cartesiano dos nucleolus, encontrados através do algoritmo
proposto, dos jogos definidos sobre os componentes da estrutura eficiente de
coalizBes, mostradas na Secéo 2 do Anexo, pode ser visto na Tabela 18.

Tabela 18: Nucleolus do jogo da topologia da rede UFLA

Valor do Nucleolus obtido Valor pago por cada
para cada departamento departamento igual ao custo
através do algoritmo exato da fibra que chega nele,
com as modifica¢Ges nucleo # &
especificadas (primeira proposta)

X1=274 X1=274

X, =1300 X, =1300

X3=54.666667 X3=100

X4=54.666667 X4=32

X5=74.666667 X5 =52

Xe =304 Xe = 304

X7=169 X; =288

Xg =169 Xg =50

Xg=144 Xo= 144

X]_o =275.5 X10 =326

X11 =236 Xll =236

42



X12 =158 Xlz =326
X13 =188 X13 =104
X14 =158 X]_4 =74

X15 =151.5 X15 =112
Xi6= 2755 X16= 304
X17 =2155 X17 =176

Como pode se ver, 0s jogadores Xi, X, € Xg permaneceram com 0S Seus
respectivos valores em relacéo & primeira proposta, visto que, estes estdo ligados
diretamente ao fornecedor e néo existe nenhum jogador dependente deles para se
conectar a fonte 0, logo tém que arcar com seus proprios custos .

O X4 e 0 Xs estdo pagando mais, pois estes dependem do X3 para se
ligarem & fonte O, e o custo do X3 é alto para se conectar ao fornecedor. Se ndo
houvesse uma divisdo deste custo o X3 poderia se sentir insatisfeito de pagar o
custo sozinho. O Xg permaneceu com o mesmo valor, para ele este valor é
satisfatorio, pois nenhum jogador depende dele para se conectar, mas ele
depende do Xs.

O X5, tem o custo diminuido, custo que era alto para se ligar a fonte, mas
como o0 Xg depende deste para se conectar, 0s custos sao divididos e 0 Xgtem seu
custo aumentado.

O Xy3e 0 X14 dependem do X, para se conectarem, logo o custo do Xi,,
que era alto diminui e os custos do X3 e do X134 aumentam. O X5 tem 0 Seu
custo diminuido , visto que, 0 X;7 depende dele para se conectar. O Xj5 que
possuia custo baixo, teve este aumentado, ja que ele depende de outros
jogadores, que possuem altos custos, para se conectar ao fornecedor. Logo 0 Xy,
que permite a ligacdo destes jogadores Xii, X1z, Xi3, X1a, X15, X156 € X17 a0

fornecedor, tem o custo diminuido.
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6.3 - Analise da Complexidade Pratica

Ao executar o algoritmo com o jogo Ng, de cinco jogadores o tempo
necessario para a obtencdo do resultado foi de 1 minuto e 93 segundos. Como o
tempo de execugdo do método simplex foi na média de 5 segundos para este
problema, pode-se concluir que o método simplex foi executado vinte duas
vezes, que foi 0 nimero de vezes avaliado teoricamente. Executando um
exemplo com seis jogadores foi avaliado um tempo de processamento igual a 21
minutos, o tempo de execucdo do método simplex foi na média de 33 segundos
para este problema. Um jogo com nimero maior de jogadores ndo foi testado
devido a dificuldade de montar as (Z'NI —1) restricbes, assim como a

complexidade exponencial do jogo.

6.4 — Instancias Possiveis de Solucéo

Tendo verificado uma complexidade de ordem exponencial, e
confirmado esta através da complexidade préatica, pode-se dizer que a utilizacdo
do algoritmo proposto é recomendado apenas para um pequeno numero de
usuarios, pois além da complexidade, a obtencdo das (2“\II —1) restricbes é uma
tarefa dificil e trabalhosa em situagGes de jogos com um grande numero de
usuarios, portanto nestes casos o algoritmo sé sera utilizado se existir uma

estrutura eficiente de coalizbes, permitindo entdo a decomposicao do jogo.
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7 - Conclusao

Ao realizar-se o estudo do algoritmo exato para o calculo do nucleolus,
verificou-se que este necessitava de modificaces para que o nucleolus pudesse
ser obtido. Um algoritmo foi entdo proposto e testes foram realizados. Ao
analisar estes testes p6de-se comprovar que realmente faltavam informagdes no
algoritmo exato encontrado na literatura, completando entdo este algoritmo, o
nucleolus p6de entdo ser obtido.

Estas correcOes, no entanto ndo melhoraram a complexidade do
algoritmo, ja que tais corre¢Oes ndo tinham este objetivo, mas a complexidade se
manteve.

Ao verificar uma complexidade exponencial no pior caso para o
algoritmo proposto, conclui-se que este deve ser utilizado em jogos cooperativos
com um ndmero pequeno de jogadores, pois ndo sé pela complexidade do
algoritmo, como também pela dificuldade em formular todas as (2™ — 1)
restri¢des do jogo. Para um nimero grande de jogadores o algoritmo podera ser
utilizado se existir uma estrutura eficiente de coalizbes que viabilize a
decomposicdo do jogo, onde o nucleolus do jogo original serd formado pelo
produto cartesiano dos nucleolus dos sub-jogos provenientes da estrutura

eficiente de decomposicéo.

7.1 — Trabalhos Futuros

PropOe-se para um futuro trabalho a melhora da complexidade do
algoritmo proposto, e a utilizagdo de politicas de escolha das (n-1) restri¢oes

INI

dentre as (2™ — 1) , através de heuristicas, pois formular estas restricdes para um

namero grande de jogadores é uma tarefa dificil, assim como a complexidade, j&
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que somente estas restricdes sdo responsaveis pela obtengdo do nucleolus, visto
que elas restringem a regido n-dimensional (poliedro) de solucbes possiveis do

nucleo do jogo.
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1 - Complemento da Topologia da Rede UFLA

Tabela 19: Siglas para a Topologia da Rede UFLA

ADM: Prédio de Administragdo

BIBL: Biblioteca

CREDESAL: Banco Credesal

DAE: Departamento de Administracdo e Economia

DAG: Departamento de Agricultura

DBI: Departamento de Biologia

DCA: Departamento de Ciéncia Alimentos

DCC: Departamento de Ciéncia da Computagao

DCF: Departamento de Ciéncias Florestais

DCS: Departamento de Solos

DEG: Departamento de Engenharia

DEX: Departamento de Exatas

DFS: Departamento de Fitopatologia e Entomologia

DMV: Departamento de Medicina Veterinaria

DQI: Departamento de Quimica

DZO: Departamento de Zootecnia

EPAMIG: Empresa de Pesquisa Agropecudria de Minas Gerais

UFLATEC: Centro de Tecnologia e Informatica
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Tabela 20: Matriz de Custo do Grafo da Rede UFLA

7 a8 9 10 1 12 | 13 | 14 | 15 16 | 17

gE|~

Q274 [1300( 100 | 100 | 100 268 | 288 | 144 | 326 | 326 | 326 [ 326 | 326 [ 326 | 326 | 326
1 1300| 274 | 274 | 274 260 | 288 | 274 | 326 | 326 | 326 [ 326 | 326 | 326 | 326 | 326
E 1300 | 1300 1300 1300 | 1300] 1300) 1300 [ 1300 | 1300 [ 1300] 1300 | 1300 1300 [ 1300 ) 1300
3 32 52 | 304 [ 2B8 | 288 | 144 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
4 92 | 304 | 288 [ 288 | 144 | 326 | 320 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
g 304 [ 268 | 288 | 144 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
g 304 | 304 [ 304 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
7 50 | 288 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 [ 326 | 326 | 326
8 288 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
g 326 [ 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326 | 326
10 236 [ 326 | 326 | 326 | 236 [ 304 | 304
1 280 | 326 [ 326 | 112 | 304 | 176
13 104 | 74 [ 326 | 326 | 326
13 104 | 326 | 326 | 326
14 326 | 326 | 326
1§ 304 | 304
1€ 176
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2 - Decomposicao do Jogo da Topologia da Rede UFLA

Ny = {1}
Cl
Tabela 21: matriz de custos de N;
1
0 |274

Nucleolus do jogo (N; ,CY)

X1=274
N> = {2}
(:2
Tabela 22: matriz de custos de N,
2
0 |1300
Nucleolus do jogo (N, ,C?)
X»,=1300
N;=4{3, 4,5, 6}
(:3

Tabela 23: matriz de custos de N3
3 4 5 6

0 |100 |100 |100 |304
3 32 |52 |304
4 52 304
5 304

Decomposto em N3 1={6}
N3.={3, 4, 5}
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Figura 12: AGM N;
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Figura 13: AGM N,
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Figura 14:



N31= {6}

C3.1

Tabela 24: matriz de custos de N3

6
0 |304
Nucleolus do jogo (N34 ,C3%)
Xs=304
N3, = {3, 4, 5}
C3.2
Tabela 25: matriz de custos de N3
3 4 5
0 |100 |100 |100
3 32 |52
4 52
X3<100
X4< 100
X5< 100
X3+ X4 <132
X3+ X5 <152
Xq+ X5 <152

X3+ X4 + X5=184

Nucleolus do jogo (N3, ,C*?)
X3="54,666667
X4=54,666667
X5=74,666667

Figura 15: AGM N3,

(=3

By
SRED

Figura 16: AGM N3



Ny = {71 8}

C4
Tabela 26: matriz de custos de Ny
7 8
0 |288 |288
7 50

X7<288
Xg< 288
X7+ Xg=338

Nucleolus do jogo (N4 ,C%
X7;=169

Xg=169
Ns= {9}
C5
Tabela 27: matriz de custos de Ng
9
0 |144

Nucleolus do jogo (Ns ,C°)
Xo = 144
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Figura 17: AGM N,

Figura 18: AGM Ns



Ne = {10, 11, 12, 13}

CG
Tabela 28: matriz de custos de Ng

10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17
0 [326 |326 |326 [326 |326 [326 |326 |326
10 236 |326 |326 |326 |236 |304 |304
11 380 1326 |326 |112 304 |176
12 104 |74 326 |[326 |326
13 104 326 |326 |326
14 326 326 |326
15 304 | 304
16 176

126

3 236
jﬂﬁ/x- &&‘ 10k -

Figura 19: AGM Ng
Decomposto em Ng1= {12, 13, 14} e Ng 2= {10, 11, 15, 16, 17}
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N5_1 = {12, 13, 14}

CG.l
Tabela 29: matriz de custos de Ng 1
12 | 13 | 14

0 |326 |326 |326
12 104 |74
13 104

X12< 326

X13< 326

X14< 326

X1+ X13<430

X2+ X14 <400

X3+ X124 <430

Xi2 + X13 + X14= 504

Nucleolus do jogo (N1 ,C®%)
X12 =158
X13 =188
X12=158
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Figura 20: AGM Ng1



Ne2 = {10, 11, 15, 16, 17}

C6.2
Tabela 30: matriz de custos de Ng 2
10 | 11 | 15 | 16 | 17
0 |326 |326 |326 |326 |326 16
10 236 | 236 |304 |304 -
11 112 | 304 |304
15 304 | 304
16 176
X10< 326 Xio+ X1+ Xi5< 674
X11<326 X1o+ Xq1 + X15< 866
X15< 326 X0+ X11 + X17< 866
X16< 326 X0+ X5+ X15< 866
X17< 326 X0+ X5+ X17< 866
X0+ X171 <562 X0+ X6+ X17< 806
X0+ X15< 562 X1+ X5+ X6 742 .
X10+ X15< 630 X1 + Xi5 + X17 < 742 Figura 21: AGM Ns
X0+ X17<630 X11+ X6+ X17<806
X1+ X155 438 Xi5+ X6+ X17< 806
X1+ X16< 630 Xio+ X1+ X35 + X6 <978
X11+ X417 £630 Xio+ X1+ X5 + X17 <978
X5+ X6 < 630 Xio+ X1+ Xgg + X17 <1042
X5+ X17< 630 Xio+ X5+ X6 + X17 <1042
X1+ X17< 502 X1+ X5+ X6 + X917 <918

X10+ Xq1 + Xg5+ Xgg + X17= 1154

Nucleolus do jogo (N ,C®?):

X10= 275,5
X11= 236

X15= 151,5
X15= 275,5
X17= 215,5
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