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RESUMO

Pode-se obter reducao no custo computacional na resolucao de
sistemas de equacgoes lineares com a reducao da largura de banda das
matrizes de coeficientes. O problema da reducao de largura de banda
de matrizes consiste em realizar permutagoes de linhas e colunas de uma
matriz, deixando-a com uma estrutura compacta e com coeficientes nao
nulos préximos a diagonal principal. Identificou-se, na literatura, oito
heuristicas que apresentaram os melhores beneficios (i.e. reducao de
largura de banda) por custos computacionais e essas heuristicas foram
implementadas. Também, foi implementada a heuristica GPS, que é uma
das heuristicas mais classicas nesse problema. Ainda, duas novas heuristicas
sao propostas neste trabalho. Simulacoes computacionais foram realizadas
com essas 11 heuristicas em 113 instancias de matrizes da base Harwell-
Boeing e em trés conjuntos de instancias de sistemas de equacoes lineares
oriundos de discretizacoes da equagao da conducao do calor e da equagao
de Laplace pelo método dos volumes finitos. Ainda, esses sistemas de
equagoes lineares foram resolvidos pelo método dos gradientes conjugados
precondicionado. Com os testes nas instancias da base Harwell-Boeing,
identificou-se que a heuristica VNS-Band é a melhor heuristica para a
reducao de largura de banda. Porém, essa heuristica nao é a mais adequada
para a redugao do custo computacional do método dos gradientes conjugados
precondicionado em instancias muito grandes. Especificamente, melhores
resultados na reducao do custo computacional da resolucao de sistemas de
equacoes lineares foram obtidos por heuristicas que nao reduzem muito a
largura de banda, mas que tém baixo custo computacional. Entao, pode-se
considerar que essas heuristicas sao mais indicadas para se reduzir o custo
computacional do método dos gradientes conjugados precondicionado na
resolucao de sistemas de equacoes lineares.

Palavras-chave: Reducao de largura de banda. Heuristicas. Método dos
Gradientes Conjugados Precondicionado. Matrizes Esparsas.



ABSTRACT

Computational cost of a linear system solver can be reduced by
matrix bandwidth reduction. Bandwidth reduction consists of carrying
out permutations of lines and columns so that they allow coefficients to
remain near the main diagonal. By a systematic review, eight heuristics
were identified with the best benefits, i.e., bandwidth reduction per
computational cost, and then were implemented. In addition, the GPS
heuristic, one of the most known heuristic in this problem, was implemented.
Furthermore, two new heuristics are proposed in this work. Computational
simulations were performed with these 11 heuristics in 113 instances of the
Harwell-Boeing Sparse Matrix Collection and with three sets of instances
with linear systems obtained from discretizations of the heat conduction and
the Laplace equations by finite volumes. These linear systems were solved
using the preconditioned Conjugate Gradient Method. According to the
results presented here, the best heuristic in the simulations performed with
the Harwell-Boeing Sparse Matrix Collection was the Variable neighborhood
search for bandwidth reduction. However, this heuristic is not indicated
to reduce the computational cost of preconditioned Conjugate Gradient
Method in large-scale sparse linear systems. In particular, the better results
in reducing the computational cost of solving linear systems were obtained
by low-cost heuristics. Then, low-cost heuristics can be considered the best
option to reduce the computational cost of the preconditioned Conjugate
Gradient Method.

Keywords: Bandwidth Reduction. Heuristics. Preconditioned Conjugate
Gradient Method. Sparce Matrices.
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1 INTRODUCAO

Nas tltimas décadas, o avanco da tecnologia em termos de hardware
permitiu que simulagoes computacionais atingissem niveis satisfatorios
de precisao. Essas simulagoes sao realizadas por meio da modelagem
dos fenémenos fisicos por equagdes diferenciais parciais (EDPs). Alguns
exemplos de fendmenos fisicos e problemas modelados por EDPs podem
ser encontrados na industria de petrdleo, em simulagoes aeroespaciais e
estruturais, em previsdes meteorolégicas e em estudos de poluicao de
oceanos.

Para se discretizar fenémenos fisicos modelados por EDPs, utilizam-
se métodos numéricos, como, por exemplo, o método dos volumes finitos.
Sistemas de equagoes lineares (SELs) sdao gerados nas aplicagoes desses
métodos. Na maioria dos casos, as matrizes desses SELs sdo de grande
porte e esparsas. “Por serem de grande porte, necessitam de muita
memoria e de alto custo de processamento para armazenar e resolver esses
SELs” (OLIVEIRA; CHAGAS, 2014, p. 1). Por exemplo, segundo Kaveh
(2004, p. 221), “de 30% a 50% do custo computacional total exigido nas
simulacoes sao relacionados as resolucoes de SELs”. Entre alguns exemplos
praticos os quais tém-se a necessidade de uma resolucao eficiente de SELs,
podemos citar: sistemas de redes de energia elétrica, processos de engenharia
quimica, modelos econdémicos, sistemas de producao industrial e anélise de
circuitos digitais (BENZI, 2002).

Métodos diretos ou iterativos sao utilizados para a resolucao de
SELs. Embora os primeiros sejam mais confidveis, seu custo computacional
é, geralmente, maior que o custo computacional exigido por um método

iterativo. Por isso, utilizam-se métodos iterativos para a resolucao de SELs
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de grande porte. Ainda, Benzi (2002) explica que, apds diversas ideias
e técnicas da area de métodos diretos serem transferidas, na forma de
precondicionadores para métodos iterativos, os métodos iterativos passaram
a ser cada vez mais confidveis.

Um dos métodos iterativos mais populares é o método dos gradientes
conjugados (MGC) (HESTENES; STIEFEL, 1952; LANCZOS, 1952). Esse
método é baseado no subespago de Krylov (1931). Segundo Saad (2003,
p. 187), “0o MGC é um dos melhores métodos iterativos para a resolugao de
SELs em que as matrizes de coeficientes sao simétricas, esparsas e positivas-
definidas”. Neste trabalho, as matrizes das instancias de SELs, utilizadas
nas simulagoes, sao simétricas, esparsas e positivas-definidas.

Embora o MGC seja um resolutor de SELs rapido, hé situagoes em
que a convergéncia desse método é lenta. Isso pode ser evitado por meio do
pré-processamento das matrizes de coeficientes dos SELs, denominado de
precondicionamento. Alguns métodos diretos e iterativos para a resolugao
de SELs sao utilizados, de forma parcial, como precondicionadores. O
capitulo 10 de Saad (2003) é dedicado & descri¢do de alguns destes métodos.

Para matrizes utilizadas neste trabalho, um  método
precondicionador indicado é a fatoracdo incompleta de Cholesky. Ainda,
essas matrizes de coeficientes sao diagonalmente dominantes. Uma matriz
A = [a;j] ¢ diagonalmente dominante se a; > Y4 |a;j|, para 1 <i < n.
Para esse tipo de matrizes, o método de Jacobi (1845) é um bom
precondicionador.

“Pode-se obter baixo custo computacional na resolucao do sistema
de equacées lineares pelo MGC com a reducao de largura de banda da matriz

de coeficientes”(OLIVEIRA; CHAGAS, 2014, p. 94). Seja A uma matriz
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simétrica. A largura de banda B(A) é a maior distancia de um elemento nao
nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal. O problema da
minimizagao de largura de banda de uma matriz simétrica A é aproximar, ao
méximo possivel, todos os coeficientes nao nulos da diagonal principal de A.
Esse é um problema NP-dificil, conforme foi demonstrado por Papadimitriou
(1976).

Duff e Meurant (1989) compararam varias reordenacoes de
coeficientes de matrizes de SELs para a redugao do custo computacional do
MGC precondicionado. Esses autores verificaram que as reordenacoes em
que os coeficientes ficam préximos uns dos outros, forneceram os melhores
resultados. Esse foi o caso das reordenacoes geradas pelas heuristicas de
Cuthill e McKee (1969) e o Cuthill-McKee reverso (CMr) de George (1971).

A reducao do custo computacional do MGC por heuristicas para a
reducao de largura de banda se deve a arquitetura atual de hierarquia de
memoéria e as politicas de paginamento. Isso porque a reducao de largura
de banda proporciona mais localidade em memoria e coeréncia de cache, ou
seja, memorias recentemente referenciadas sao agrupadas em vez de serem
dispostas aleatoriamente (OLIVEIRA; CHAGAS, 2015a). Isso foi verificado
por Temam e Jalby (1992) e Burgess e Giles (1997).

Muitas heuristicas para o problema da reducao de largura de banda
tém sido propostas desde a década de 1960 (CHAGAS; OLIVEIRA, 2015).
Nas revisoes sistematicas realizadas por Oliveira e Chagas (2015a) e Chagas
e Oliveira (2015), foram identificadas 73 heuristicas para a redugao de
largura de banda. Com isso, nao é uma tarefa trivial identificar qual
¢ a melhor heuristica para a reducao de largura de banda de matrizes.

Ainda, algumas heuristicas reduzem expressivamente a largura de banda;
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porém, exigem um grande custo computacional. Entao, possivelmente
os ganhos obtidos na resolugao do sistema de equacbes lineares com a
reducao da largura de banda da matriz de coeficientes, ndo compensem
o custo computacional exigido para se realizar a reducao de largura de
banda. Por isso, ha a necessidade de se identificar a heuristica que reduz
expressivamente a largura de banda com um custo computacional razodvel.

Este trabalho estd dividido como a seguir. Nas secoes 1.1 e 1.2, sao
apresentados, respectivamente, a justificativa e o objetivo deste trabalho.
No Capitulo 2 é apresentado o referencial tedrico. Nesse Capitulo, sao
descritos os conceitos basicos para o entendimento deste texto, o método
dos gradientes conjugados e as heuristicas e métodos implementados.
Abordam-se, no Capitulo 3, a metodologia de pesquisa e desenvolvimento
adotados neste trabalho. Na metodologia, sao apresentados os detalhes de
implementacao, as ferramentas e os métodos utilizados. Os resultados e as
analises das simulacoes com as instancias de matrizes da Harwell-Boeing
sao mostrados no Capitulo 4. As anédlises e os resultados das simulagoes
com resolucao de SELs sao apresentadas no Capitulo 5. Finalmente, no
Capitulo 6, apresentam-se as conclusoes sobre este trabalho e as proposicoes

de trabalhos futuros.

1.1 Justificativa

Como descrito, hd um grande custo computacional envolvido nas
resolucoes de SELs, por métodos diretos ou por métodos iterativos,
tornando-se o verdadeiro gargalo em simulagbes computacionais. Com a
reducao de largura de banda de matrizes, pode-se obter reducao no custo

computacional na resolucdo de SELs. Segundo Tarjan (1975), o custo da
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eliminacdo gaussiana, um resolutor direto, é O(n-B?), em que n é a ordem
da matriz de coeficientes e B é a largura de banda dessa matriz. Se f = n,
entdo serdo realizadas O(n®) operacoes. Claramente, se B << n, o custo do
método serd bem menor que O(n3). Ainda, com a redugao de largura de
banda, pode-se reduzir o custo de armazenamento da matriz, se a esta é
armazenada por Skyline (JENNINGS, 1966).

“O MGC é um dos melhores métodos para a resolugao de SELs em
que a matriz de coeficientes é simétrica e definida-positiva”’(SAAD, 2003,
p. 187). Também, o MGC precondicionado é um dos resolutores mais
utilizados. Pesquisas atuais utilizam esse método em comparagoes com
outros resolutores e na resolucao de SELs provenientes de varios problemas
da ciéncia. Como exemplos, tém-se os trabalhos de Abbasbandy, Jafarin
e Ezzati (2005), Verschoor e Jalba (2012), Oliveira e Chagas (2015b) e
Oliveira, Oliveira e Chagas (2015).

Com a reducao de largura de banda é possivel gerar reordenacoes
em que haja mais coeréncia de cache e, consequentemente, menor custo
computacional. Porém, existem muitas heuristicas para a reducao de largura
de banda na literatura e nao é uma tarefa trivial encontrar qual a melhor
heuristica.

Dada a abrangéncia de estudos que utilizam o MGC precondicionado
e as demandas existentes neste interim, relativas a reducao de largura de
banda e & busca pela heuristica que melhor execute essa tarefa. Justificamos,

assim, a relevancia deste trabalho.
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1.2 Objetivos

O objetivo geral é avaliar as heuristicas para a redugao de largura
de banda de matrizes para a redugao do custo computacional do MGC
precondicionado. Para isso, pretende-se identificar a melhor heuristica para
a reducao de largura de banda com custo computacional razodvel. Com
essa andlise, serd possivel verificar se o custo de se reduzir expressivamente
a largura de banda, como é o caso da heuristica VNS-band de Mladenovic
et al. (2010), é compensado pela redugdo do custo computacional para a

resolugao do SELs. Os objetivos deste trabalho sao:

1. Identificar a melhor heuristica para a redugéo de largura de banda

com custo computacional razodavel.

2. Identificar a heuristica para a redugdo de largura de banda
mais adequada para a reducao do custo computacional do MGC

precondicionado pelo método de Jacobi.

3. Identificar a heuristica para a redugdo de largura de banda
mais adequada para a reducao do custo computacional do MGC
precondicionado pela fatoragao incompleta de Cholesky com zero fill-

mn.

4. Identificar qual o menor custo computacional: o MGC
precondicionado pelo método de Jacobi com a heuristica identificada
em 2 ou o MGC precondicionado pela fatoracdo incompleta de

Cholesky com zero fill-in com a heuristica identificada em 3.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste Capitulo, é apresentado o conteido necessiario para o
entendimento deste trabalho. Primeiramente, na se¢ao 2.1, sao apresentadas
definicoes sobre grafos e matrizes de adjacéncias utilizadas neste texto.

Apresentam-se, na secao 2.2, as heuristicas Cuthill-McKee (CM)
(CUTHILL; MCKEE, 1969), Cuthill-McKee reverso (CMr) (GEORGE,
1971) e Cuthill-McKee reverso com vértice pseudo-periférico pelo algoritmo
de George e Liu (1979) (CMr-GL). Aborda-se, brevemente, a heuristica de
Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) (GPS) na segao 2.3. E apresentada na
secao 2.4 a heuristica de Burgess e Lai (1986) (BL). A heuristica Wonder
Bandwidth Reduction Algorithm (WBRA) (ESPOSITO et al., 1998) é
mostrada na se¢dao 2.5. Aborda-se, na se¢do 2.6, a heuristica Fast Node
Centroid with Hill-Climbing (FNCHC) de Lim, Rodrigues e Xiao (2007).

Na secao 2.7, a heuristica Generalized GPS (GGPS), de Wang, Guo
e Shi (2009), é descrita. Na secao 2.8, descreve-se a heuristica Variable
Neighbourhood Search for bandwidth reduction (VNS-band) de Mladenovic
et al. (2010). Apresenta-se, na secao 2.9, a heuristica gerada pela hiper-
heuristica por programagao genética (WGPHH) de Koohestani e Poli (2011).
A heuristica Charged Search System for bandwidth reduction (CSS-band) de
Kaveh e Sharafi (2012) é mostrada na segao 2.10.

O algoritmo para se encontrar um vértice pseudo-periférico de
George e Liu (1979) é descrito na secao 2.11. Mostra-se, na secao 2.12,
o método dos gradientes conjugados e o método dos gradientes conjugados
precondicionado. O precondicionador de Jacobi e a fatoracdo incompleta
de Cholesky com zero fill-in sao detalhadas na secao 2.13. As estruturas de

armazenamento de matrizes simétricas esparsas CSC-SSS e CSR-SSS sao
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apresentadas na segao 2.14.

2.1 Conceitos basicos

Para o entendimento deste texto, considere que os sistemas de
equagoes lineares aqui abordados sao da forma Ax = b. A matriz de
coeficientes A = [g;;] é uma matriz n X n esparsa, simétrica e positiva-
definida, o vetor x é o vetor de incégnitas e o vetor b é o vetor de termos
independentes. Ainda, considere o particionamento A =L+ U, em que L é
a matriz triangular inferior de A e U é a matriz triangular superior de A.

Pode-se considerar a matriz de coeficientes A de um sistema de
equagoes lineares como uma matriz de adjacéncias. Com isso, pode-se obter
permutagoes de linha e colunas dessa matriz pela renumeragao dos vértices
do grafo correspondente a essa matriz de adjacéncias. Para isso, considere
que G = (V,E), um grafo nao orientado e nao direcionado, em que V é um
conjunto finito de vértices e E é um conjunto finito de arestas.

Como exemplo, na Figura 1, tem-se a representacao de um grafo por
meio de uma matriz de adjacéncias. Cada linha da matriz A corresponde a
um vértice no grafo da Figura 1, ou seja, para 1 <i <6, a linha i da matriz
corresponde ao vértice i do grafo.

Para o grafo da Figura 2, utilizou-se uma ordem diferente da anterior
para numerar os vértices do grafo e obteve-se uma representagdo matricial
também diferente. Nota-se que a disposicao dos coeficientes nao nulos na
representacao matricial do grafo depende da ordem em que se numeram
os vértices do grafo para a montagem da matriz. E da ordem dessa

numeracao de que se trata este texto. A seguir, tém-se as seguintes defini¢oes

(OLIVEIRA; CHAGAS, 2014, p. 7-9):
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Figura 2 Grafo da Figura 1 com
a numeracao dos vértices
alterada.

Figura 1 Representacao da matriz por
meio de um grafo.

Defini¢do 1 (largura de banda). Seja A wuma matriz
simétrica nxn, com coeficientes a;j e 1 <i,j<n. A largura de
banda da i-ésima linha € B;(A) =i—min((1 < j <i) a;;#0). A
largura de banda B(A) € a maior distincia de coeficiente nao
nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal,
considerando-se todas as n linhas da matriz, ou seja, B(A) =

max((1 <i<n) B;(A)).

Para uma matriz A assimétrica, a largura de banda da i-ésima
linha é B;(A) =max(|i— j| a;; #0), para 1 <i,j<n. A largura
de banda de A é B(A) = max(f;(4)), 1 <i<n.

Definicao 2 (profile). O profile de A, wuma matriz

simétrica, € definido como profile =Y, Bi(A).

Seja A uma matriz assimétrica e L e U sejam as partigoes de A
em matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente.

O profile de A é definido como profile =Y ,(Bi(L) + B;(U)).

Definigao 3 (distancia). A distdncia d(v,u) entre dois

vértices v eu €V € o tamanho do menor caminho entre eles.

Definicao 4 (excentricidade). A excentricidade £:V — N

de um vértice veV é dada por £(v) = max((Vu € V) d(v,u)).



27

Definigdo 5 (diametro do grafo). O didmetro ®(G) =
max((YveV) £(v)) =max((Vv,u e V) d(v,u)) do grafo G=(V,E)

é a maior excentricidade encontrada em G = (V,E)

)3

Definicao 6 (vértice periférico). Um  vértice v ¢
considerado periférico se a sua excentricidade € igual ao

digmetro do grafo, ou seja, {(v) = ®(G).

Para Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976), um vértice é
considerado pseudo-periférico se sua excentricidade for

préxima ao didmetro do grafo.

Definicao 7 (estrutura de nivel enraizada). Seja G =
(V,E) conexo e simples. Dado um vérticev € V, a estrutura de
nivel com raiz v e profundidade £(v) é o particionamento £ (v)
= {Lo(v),L1(v), - Le)(v)}s em que Lo(v) = {v} e Li(v) =
Adj(Li,l(v))fU;;%)Lj(v), para i=1,2, 3, ....0(v) e Adj(.)

retorna os vértices adjacentes aos vértices do argumento.

Definigdo 8 (estrutura de nivel). Seja G= (V,E) conexo
e stmples. A estrutura de nivel € o particionamento
H(ve) = {Ko(v ) K1) Ky (v o)}, em que v e
Kol e Kilv,-+) = Adj(Ki (1)) ~ Uih Ks(--), para
i=1,2,3,...,0(v).

Definicao 9 (largura de nivel). A largura de nivel
b(Z(u)) é o nimero de vértices do mivel com mais vértices,

ou seja, b(ZL(u)) =max((0 <i</l(u)) |Li(u)]).

Segundo Cuthill e McKee (1969), se a renumeracao dos
vértices de G = (V,E) é realizada nivel a nivel de J& (v,---),

entdo, B(A) <2b(# (v,---))—1. Ainda, se a estrutura de nivel
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é enraizada, a largura de banda de A ndo pode ser menor que
a largura de nivel da estrutura de nivel enraizada, ou seja,

b(L (1)) < B(A) < 26(L()) ~ 1.

2.2 Heuristicas Cuthill-McKee e Cuthill-McKee reverso

As heuristicas Cuthill-McKee (CM) e Cuthill-McKee reverso
(CMr) foram propostas por Cuthill e McKee (1969) e George (1971),
respectivamente. Essas heuristicas podem ser consideradas como duas das
heuristicas mais conhecidas na literatura. Essas heuristicas podem ser
encontradas implementadas em softwares e bibliotecas, como, por exemplo,
MATLAB e Boost c++ Libraries.

As heuristicas CM e CMr sdo semelhantes, com a excecdo que,
na heuristica CMr, a renumeracao final dos vértices do grafo é invertida.
George (1971) constatou que inverter a renumeracao obtida pela heuristica
CM resulta em um profile pelo menos tdo bom quanto o profile sem inversao
da renumeracdo. Além disso, a largura de banda nao é alterada. Essa
constatagao foi provada posteriormente por Liu e Sherman (1976) e Liu
(1976).

As heuristicas CM e CMr originais podem ser divididas em trés
etapas. Na primeira etapa, sao escolhidos os vértices iniciais com base
no nuimero de adjacéncias. Assim, vértices com menor grau tem maior
prioridade. Na segunda etapa, sao geradas as estruturas de nivel enraizadas
de todos os vértices selecionados na primeira etapa. Aquela(s) estrutura(s)
que apresentar(em) a menor largura de banda é(sdo) armazenada(s).
Finalmente, realiza-se a renumeragao dos vértices de cada estrutura de nivel
enraizada selecionada na segunda etapa. A renumeracao é realizada nivel

a nivel da estrutura de nivel. Para o primeiro nivel, como é uma estrutura
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de nivel enraizada, ha somente um vértice, o vértice inicial. Entao, esse
vértice é o primeiro a ser renumerado. Posteriormente, a renumeracao
é realizada como a busca em largura, com a diferenca que os vértices
“visitados” (renumerados) s@o em ordem crescente de grau. Apés todos
os vértices de todas as estruturas de nivel enraizadas armazenadas forem
renumerados, a renumeracao que resultar na menor largura de banda, sera
a renumeracao final dos vértices do grafo.

Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) verificaram que as heuristicas
CM e CMr realizavam um esforco computacional desnecessario gerando
varias estruturas de nivel. Com isso, esses autores propuseram a heuristica
GPS, descrita na subsecao 2.3. Além disso, Gibbs, Poole e Stockmeyer
(1976) popularizaram o uso de um vértice pseudo-periférico como vértice
inicial de heuristicas, baseadas em estrutura de nivel, para a redugao de
largura de banda. Entao, as heuristicas CM e CMr passaram a realizar a
renumeracao dos vértices de um grafo iniciando-se de um vértice pseudo-
periférico. Posteriormente, George e Liu (1981) disponibilizaram o cédigo
da heuristica CMr com vértice pseudo-periférico pelo algoritmo de George
e Liu (1979). Essa versao da heuristica, denominada neste trabalho como
CMr-GL, é a heuristica que se encontra implementada no MATLAB. Para
mais detalhes sobre as heuristicas CM e CMr, veja Oliveira e Chagas (2014)

a partir da pagina 14 até a 18.

2.3 Heuristica GPS

A heuristica de Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) (GPS) foi
proposta, inicialmente, como uma melhoria nas heuristicas CM e CMr.

Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) verificaram que o custo computacional
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das heuristicas CM e CMr era demasiadamente alto. Isso porque, nessas
heuristicas, originalmente, selecionavam-se todos os vértice de grau minimo
e geravam-se as estruturas de nivel enraizadas de todos esses vértices. Em
seguida, era realizada a renumeracao dos vértices da estrutura de nivel
enraizada que apresentasse a menor largura de nivel. Se houvesse mais de
uma estrutura de nivel com a menor largura de nivel, entao, renumeravam-
se os vértices de todas essas estruturas de nivel enraizadas e a renumeragao
que resultasse na menor largura de banda era a renumeracao final.

Divide-se a heuristica GPS em trés etapas. Nessa heuristica, em vez
de se construirem varias estruturas de nivel enraizadas, como nas heuristicas
CM e CMr, constroem-se apenas duas estruturas de nivel enraizadas de
dois vértices pseudo-periféricos. Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) foram
os primeiros autores a utilizarem um vértice pseudo-periférico como vértice
inicial para a renumeragao. Um vértice pseudo-periférico é um bom vértice
inicial para a renumeracao. Isso porque na estrutura de nivel enraizada desse
vértice haverd mais niveis e, consequentemente, menor largura de nivel do
que um vértice que nao esteja na periferia ou préximo da periferia do grafo.
Para definicao de vértice pseudo-periférico, veja a definicao 6, na pagina 27.
Entao, na primeira etapa da heuristica GPS, sao selecionados dois vértices
pseudo-periféricos, v e u € V, e as suas estruturas de nivel enraizadas, .Z(v)
e Z(u), sdo geradas.

Na segunda etapa da heuristica GPS, cria-se uma nova estrutura de
nivel, #(v,---), a partir das estruturas de nivel enraizadas, .Z(v) e .Z(u),
geradas na primeira etapa. As estruturas de nivel enraizadas sdo combinadas
com o objetivo de se reduzir a largura de nivel. Com esta etapa, garante-se

que a largura de nivel da estrutura de nivel £ (v,---) seja, no maximo, a
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menor largura de nivel das estruturas de nivel enraizadas £ (v) e £ (u).

Finalmente, na ultima etapa, realiza-se a renumeracao dos vértices
percorrendo-se a estrutura de nivel JZ(v,---), gerada na segunda etapa
da heuristica GPS. Os niveis sao percorridos na ordem inversa, ou seja,
iniciando-se pelo nivel Ky, (Vv,--) até o nivel Ko(v,---). Essa renumeracio
é realizada nivel a nivel da estrutura de nivel, em que a renumeracao dos
vértices é realizada em ordem crescente de grau. Para mais detalhes da
heuristica GPS, veja Oliveira e Chagas (2014), a partir da pagina 18 até a
27.

2.4 Heuristica Burgess-Lai

A heuristica para a reducao de largura de banda de matrizes
proposta por Burgess e Lai (1986) (BL) é inspirada nas heuristicas CM
e GPS. Como a heuristica GPS, a heuristica BL é, também, dividida em
trés etapas. Na primeira etapa, um vértice pseudo-periférico é encontrado.
Burgess e Lai (1986) utilizaram o mesmo algoritmo para encontrar um
vértice pseudo-periférico de Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976). A segunda
etapa consiste na modificacdo da estrutura de nivel enraizada gerada do
vértice encontrado na primeira etapa. Na terceira etapa, ¢ realizada a
renumeracao dos vértices do grafo. Nesta secao, apresenta-se uma descrigao
da heuristica BL. Essa descri¢ao é baseada no artigo de Burgess e Lai (1986).

Burgess e Lai (1986) utilizaram uma definicdo diferente das
definigoes 7 e 8, apresentadas na subsecao 2.1, para a estrutura de nivel
enraizada e a estrutura de nivel. Na descricao da heuristica BL, esses
autores consideram que, na estrutura de nivel (enraizada ou nao), também

sao armazenadas as conectividades entre os vértices. Essa estrutura é
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semelhante & estrutura Shortest Route Tree (SRT) (KAVEH, 1986), que
é detalhada em Oliveira e Chagas (2014), a partir da pagina 32. Porém,
na SRT sado armazenadas somente as conectividades de vértices entre niveis
diferentes. Entao, por simplicidade, para a descricao da heuristica BL,
neste trabalho, considera-se que sao armazenadas, nas estruturas de nivel
enraizadas e estruturas de nivel, as conectividades entres os vértices.

A seguir, na subsegao 2.4.1, é descrita a segunda etapa da heuristica

BL. Descreve-se, na subsecao 2.4.2, a etapa de renumeracao da heuristica

BL.

2.4.1 Modificagao da estrutura de nivel enraizada

Na etapa de modificacao da estrutura de nivel enraizada, a estrutura
de nivel enraizada do vértice pseudo-periférico encontrado na primeira etapa
¢é alterada para se reduzir a largura de nivel. Isso é realizado para que a
renumeracao realizada na terceira etapa obtenha uma reducao maior na
largura de banda.

Para o entendimento desta etapa, considere as seguintes definigoes
utilizadas por Burgess e Lai (1986). Seja v € V um vértice pseudo-periférico
selecionado na primeira etapa da heuristica BL, .2 (v) sua estrutura de nivel

enraizada e u e w € V. Entao,

e uma aresta {u,w} € E é considerada uma aresta de entrada do vértice

wseuecLi_1(v) eweLi(v), para 0 <i </{(v)+1;

e uma aresta {u,w} € E é considerada uma aresta de saida do vértice u

seucLi(v)eweLiy(v), para0<i</l(v)+1;

e se uma aresta {u,w} € E, com u € L;(v) e w € Li11(v), é uma aresta de
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entrada do vértice w e é a unica aresta de saida do vértice u, entao,

{u,w} € E é aresta movel de entrada do vértice w;

e um vértice u é considerado um vértice movel se Adj(G,u) € Li—1(v)U

Li(v) eue Li(v), para 0 <i</t(v)+1;

e um nivel de uma estrutura de nivel é reduzivel se todos os vértices

pertencentes a esse nivel sao vértice méveis;

e uma aresta {u,w} € E é removivel se u e w € L;(v) para 0 <i < /{(v)+1.

Nesta etapa, objetiva-se reduzir a largura de nivel de cada nivel
reduzivel de Z(v). Para isso, tenta-se trocar o nivel de todos os vértices
moéveis de cada nivel reduzivel deslocando-os para um nivel anterior. Mais
especificamente, seja L;(v) € Z(v), para 0 <i < /(v)+ 1, um nivel reduzivel
e u € Li(v) um vértice mével. O vértice u serd movido do nivel L;(v) para o
nivel L;_;(v). Porém, pode ser que nem sempre seja uma boa ideia trocar
um vértice de nivel. Burgess e Lai (1986) utilizaram um valor limiar para
se verificar se o nimero de vértices em um determinado nivel é satisfatério
ou nao. Esses autores denominaram esse valor de numero residual, dado
por [|V|/¢(v)+ 1], ou seja, a funcdo teto da razao do numero de vértices
pelo nimero de niveis da estrutura de nivel em questao. Com isso, nao sao
alterados os niveis reduziveis com ntimeros de vértices menores ou iguais ao
nimero residual.

Burgess e Lai (1986) constataram, empiricamente, que utilizar
apenas um valor residual para se alterar a estrutura de nivel nem sempre
era uma boa alternativa. Entao, Burgess e Lai (1986) utilizaram, também,
os valores [|V|/¢(v)+1]—1e [|V|/€(v)+1]+1. Com isso, sao geradas trés

estruturas de nivel enraizadas no vértice pseudo-periférico encontrado na
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primeira etapa. Cada estrutura de nivel enraizada é alterada com um valor
residual ([|V|/e(v)+1] =1, [|V|/L(v)+1] e [|V|/€(v)+1]+1). A estrutura
de nivel que serd utilizada na etapa seguinte da heuristica BL é aquela que
apresentar a menor largura de nivel. Em caso de empate na largura de nivel,
seleciona-se aquela estrutura de nivel que possuir o menor niimero de niveis
com a largura de nivel maxima.

Apresenta-se um pseudo-cédigo da etapa de redugao da largura de
nivel da heuristica BL na Figura 3. O algoritmo recebe um grafo G = (V,E)
e o vértice pseudo-periférico v. Na estrutura de repeticao para das linhas
2 a 19, geram-se as trés estruturas de nivel enraizadas para que possam
ser alteradas cada uma com um ntumero residual. A estrutura de repeticao
enquanto, das linhas 6 a 16, é realizada para cada nivel reduzivel da estrutura
de nivel, em que o niimero de vértices é maior que o niimero residual. Nessa
estrutura, é selecionado um vértice movel que serd colocado no nivel anterior
da estrutura de nivel. A sub-rotina EMaxNumArestaMEntrada, da linha 7,
retorna, em um vetor, o(s) vértice(s) que possuir(em) o maior nimero de
arestas moveis de entrada. Se houver mais de um vértice, entao, a estrutura
condicional se das linhas 8 a 13 tratard essa excecao. Nessa estrutura
condicional, serd(ao) selecionado(s) o(s) vértice(s) que possuir(em) o menor
nimero de arestas removiveis e esse(s) vértice(s) permanecera(ao) no vetor
verticesMoveis. Caso ocorra de o vetor verticesMoveis possuir mais de um
vértice, entao, serd selecionado o vértice com o maior niimero de adjacéncias.
Se ainda assim houver mais de um vértice, o algoritmo escolherd o primeiro
vértice do vetor verticesMoveis, como mostrado na linha 14. Na linha 15 o
vértice selecionado é movido para o nivel anterior da estrutura de nivel.

Posteriormente, armazena-se, na sub-rotina da linha 18, a estrutura de
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nivel corrente que possuir a menor largura de nivel. Caso haja mais de
uma, armazena-se a estrutura de nivel que possuir menos niveis com a
maior largura de nivel. O algoritmo retorna a melhor estrutura de nivel

encontrada.

2.4.2 Renumeracao dos vértices

A renumeracao do vértices pela heuristica BL é realizada a cada nivel
da estrutura de nivel. Para isso, utiliza-se a estrutura £ (v,---) proveniente
da segunda etapa da heuristica BL, apresentada na subse¢do 2.4.1. Note
que, a estrutura de nivel alterada pela etapa descrita na subsecao 2.4.1 nao
é necessariamente enraizada.

Para o entendimento desta etapa, outras definicbes, além das
definigoes apresentadas na subsecao 2.4.1, sdo necessarias. Considere, entao,

que:

e uma aresta de saida falsa {u,w}, em que u € K;(v,---) ew € Kiy1(v,+),
para 0 <i < /{(v)+1, é uma aresta de saida em que o vértice
w é adjacente a um ou mais vértices de K;(v,---), que ja foram

renumerados;

e o numero mdximo de entrada de um vértice u € K;(v,---), para 0 <i <
f(v)+1, é a maior numeragao de um vértice adjacente ao vértice u e

pertencente ao nivel K;_i(v,---);

e o numero minimo de entrada de um vértice u € K;(v,---), para 0 <i <
£(v)+1, é a menor numeragao de um vértice adjacente ao vértice u e

pertencente ao nivel Kj_i(v,---).



36

Algoritmo: Reduz_LargNivel.

1
2
3
4
5
6

10

11
12
13
14

15
16
17

18
19
20

21 fim.

para (i< -1;i<2;i<i+1) faca
Z(v) < BuscaEmLargura(v);
numeroResidual < [|V|/L(v)+i];
para cada ( nivel reduzivel L;(v) € £ (v) ) faga
enquanto ( |L;(v)| > numeroResidual ) faca

// encontra-se vértice(s) com maior
// ntimero de arestas méveis de entrada
verticesMoveis < EMaxNumArestaM Entrada(v);
se ( |verticesMoveis| > 1) entao
// encontra-se vértice(s) com menor
// nimero de arestas removiveis
EMinNumArestaRem(verticesMoveis);
se ( |verticesMoveis| > 1) entao
// vértice(s) com maior grau
EMaxGrau(verticesMoveis);
fim-se;
fim-se;
u < verticesMoveis[1];
// move o vértice para o nivel anterior
moveVerticeNivel (u);

fim-enquanto;
fim-para-cada;
// seleciona e armazena a melhor .Z de acordo
// com a descrigdo da heuristica BL
melhorEstrutura < verificaMelhorEstrutura(£(v));
fim-para;
retorna melhorEstrutura;

Figura 3 Pseudo-cédigo da sub-rotina Reduz LargNivel da segunda etapa da

heuristica de Burgess e Lai (1986).

Na heuristica BL, a renumeracao dos vértices do primeiro nivel de

H (v,--+) é diferente da renumeragao dos vértices pertencentes aos outros

niveis. No primeiro nivel, os vértices sao renumerados em ordem crescente
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do numero de arestas que nao sao arestas de saida falsas. Para os outros
niveis, a renumeracao é diferente. Para isso, calcula-se o numero falso. O
nimero falso é calculado depois que todos os vértices do nivel atual foram
renumerados. Esse valor é calculado para cada vértice desse nivel. Considere
que todos os vértices pertences a K;(v,---), para 0 <i < {(v)+ 1, tenham sido
renumerados e considere que u € K;(v,---). O nimero falso de u é dado por
nF(u) =nl+b(H (v,--+))—nUv+1senUv>0enF =nl+b(H (v,---))—nUv
caso contrario, em que nF(u) é o nimero falso de u, nl é a nova numeracao
atribuida a u e nUv é o numero de vértices ainda nao renumerados no
préximo nivel da estrutura de nivel adjacentes a u.

Para a renumeracao dos vértices dos niveis
Ki(v,--+),K2(v,++), - ,Ky)(v) considere os passos a seguir. Considere,
também, que os vértices do nivel K;(v,---), para 0 <i < {(v)+ 1, ainda nao

foram renumerados.

1. Ap6s os vértices do nivel K;_1(v,---) serem renumerados, 0os nimeros
falsos para cada vértice pertencente a K;_j(v,---) s@o calculados.
Para a renumeragao do nivel Kj(v,---), verificam-se se todos os
numeros falsos dos vértices do nivel Kj_j(v,---) sdo maiores que
0 préximo numero utilizado para a renumeragdao. Por exemplo,
suponha que ha quatro vértices no nivel K;_j(v,---) e esses vértices
ja foram renumerados. Necessariamente, esses quatro vértices foram
renumerados de va+1 a va+4, em que vn = Z?;IO |K;(v,---)|]. Com isso,
a préxima numeragao, a ser atribuida a um vértice do nivel K;(v,---),
serd o nuamero vn+ 1. Entao, é verificado se os ntimeros falsos, dos
vértices do nivel K;_j(v,---), sdo maiores que o numero vn+ 1. Caso

todos os niimeros falsos forem maiores que o proximo ntmero utilizado
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na renumeracao, entao, ¢ realizado o passo 2. Em caso contrario,
seleciona-se um vértice ainda nao renumerado com o menor numero

de arestas de saida. Entao, realiza-se o passo 6;

Neste passo, seleciona-se um vértice do nivel Kj(v,---) para ser
renumerado. Se houver apenas um vértice que ainda nao foi
renumerado, entao € realizado o passo 6. Caso haja mais de um vértice
para ser renumerado, entao seleciona-se aquele vértice que possuir o
menor nimero de arestas que nao sejam arestas de saida falsas. Se
houver mais de um vértice com o menor nimero de arestas que nao
sejam arestas de saida falsas, entao, realiza-se o passo 3. Se houver

apenas um, va para o passo 6.

Seleciona-se, para a renumeracao, o vértice que possuir o menor
nimero minimo de entrada. Caso haja mais de um vértice, va para o

passo 4. Em caso contrério, realiza-se o passo 6.

Seleciona-se, para a renumeracao, o vértice que possuir o menor
nimero maximo de entrada. Caso haja mais de um vértice, va para

o passo 5. Em caso contrario, realiza-se o passo 6.

Seleciona-se o vértice que possuir o menor nimero de arestas de saida

e va para o passo 6.

Realiza-se a renumeragao do vértice selecionado. Se ainda existirem
vértices para serem renumerados no nivel K;(v,---), recalculam-se os
nimeros falsos dos vértices K;_j(v,---) e retorna para o passo 1. Caso
contrario, calculam-se os nimeros falsos para os vértices do nivel

K;i(v,--+), vé para o passo 1 e inicie a renumeracao dos vértices do nivel
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Kit1(v,-++). O algoritmo para quando os vértices do nivel Ky(v, )

forem renumerados.

2.5 Heuristica WBRA

A heuristica  Wonder Bandwidth Reduction Algorithm (WBRA)
(ESPOSITO et al., 1998) é baseada na heuristica CM. Assim como as
heuristicas CM e CMr, a heuristica WBRA realiza a renumeragdao dos
vértices nivel a nivel da estrutura de nivel. Nesta secao, apresenta-se
uma descrigao da heuristica WBRA. Essa descrigdo é baseada no artigo
de Esposito et al. (1998).

A heuristica WBRA pode ser dividida em duas etapas. Na primeira,
etapa, tem-se a construcao das estruturas de nivel enraizadas dos vértices
do grafo e, em seguida, tem-se a tentativa de se reduzir as larguras de
nivel dessas estruturas de nivel enraizadas. Essa etapa é descrita na
subsecao 2.5.1. Na segunda etapa, realiza-se a renumeracao dos vértices
do grafo. Essa renumeracao é realizada nivel a nivel da estrutura de nivel,
considerando-se o problema de associagao linear com gargalo. Descreve-
se essa etapa na subsecao 2.5.2. Apresenta-se, na subsecdo 2.5.3, o

pseudocddigo da heuristica WBRA.

2.5.1 Inicializacao e redugao da largura de nivel

Nesta etapa, constroem-se as estruturas de nivel enraizadas de todos
os vértices pertencentes a V. Em seguida, reduz-se a largura de nivel de cada
estrutura de nivel gerada. Para se realizar a reducao da largura de nivel,
Esposito et al. (1998) utilizaram uma heuristica denominada PushUp. A

reducao da largura de nivel é realizada ao se mover alguns vértices do nivel
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da estrutura de nivel com maior largura para outros niveis da estrutura
de nivel, considerando-se a limitagdo de que, para cada aresta (i, j) € E, os
vértices i e j pertencem ao mesmo nivel da estrutura de nivel ou pertencem a
niveis adjacentes. Isso pode fazer com que as estruturas de nivel enraizadas
tornem-se estruturas de nivel (ndo enraizadas). Segundo Esposito et al.
(1998), a complexidade do PushUp é O(|V|?).

Apos a reducao de largura de nivel de cada estrutura de nivel, sao
armazenadas, em uma fila de prioridades, as estruturas de nivel que tiverem
largura de nivel menor que a largura de banda inicial. Isso significa que,
ao se considerar cada vértice v € V, se b(# (v, -+)) < B(A), armazena-se
J(v,---) na fila de prioridades. Essa fila de prioridades é organizada pela

ordem crescente de largura de nivel das estruturas de nivel.

2.5.2 Renumeracgao

Nesta etapa, renumeram-se os vértices de cada estrutura de nivel
armazenada na fila de prioridades do passo anterior. Primeiramente,
remove-se a estrutura de nivel # (v,---) da fila de prioridades. Os vértices
de cada nivel da estrutura de nivel sdo organizados em ordem crescente
de grau. A renumeracao é realizada nivel a nivel de J#(v,---). Nessa
renumeracao, minimizam-se as larguras de bandas das submatrizes geradas
pela numeragao dos vértices de cada nivel da estrutura de nivel.

Como a renumeragao dos vértices de % (v,---) é realizada nivel
a nivel, considere que Kj(v,---), com h = 0,1,---,£(v), é o nivel de
A (v,--+) corrente na renumeragao dos vértices. Também, considere que os
vértices dos niveis Ko(v,---), K1 (v, -+), -+ ,Kp—1(v,--+) foram renumerados.

A largura de banda correspondente ao nivel K,(V,---), representada pela
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submatriz Mj, x My, s6 serd influenciada pela largura de banda da submatriz
My X Mj_q.

Esposito et al. (1998) interpretaram o problema da redugao de
largura de banda de matrizes como um problema de atribuicdo linear
com gargalo. Seja t;; o tempo para a maquina j realizar a tarefa i com
i,j=1,2---,n, em que n é o numero de maquinas e tarefas. Considere que
todas as maquinas sdo executadas paralelamente. Com isso, o problema de
atribuicao linear com gargalo é min(max; ;(#i;xi;)), em que x;; é o coeficiente
da matriz de permutagoes P. Considere as seguintes restricoes: Y ,x;; =
l,para todo j=1,---,n; ¥i_  x;j=l,para todo i=1,--- ,n e x;; € {0, 1}, para
todoi,j=1,---,n (BURKARD; CELA, 1999). Considerando-se a estrutura
de nivel ' (v,---) e o coeficiente a;; da matriz A, o problema da minimizagao
da largura de banda pode ser aproximado por min (o), sujeito a 0 > fuxi;
O =1, k=1 K (vl B e =1, i =1 K (v,
xik €{0,1}, em que fix = max{my,gi}, para todo i,k=1,---,|Ku(v,---)| com
my = (|Kp—1(v,--+)| —min{l € Kp(v,--) | au =1})+i e g = |[Kn(v, )|+
Yilaw) =i, 1 € Kpir (Vo).

Com os coeficientes fi, pode-se obter boas renumeragoes para os
vértices do nivel K, (v,---). Para isso, consideram-se as renumeragoes dos
vértices dos niveis Kj_1(v,-++) e Kj1(v,--+).

A seguir, é apresentado o pseudocddigo da sub-rotina Renumerag¢ao
na Figura 4. A sub-rotina Renumera¢do recebe a estrutura de nivel
H (v, ) e anumeragao S dos vértices. Uma solu¢ao (ou renumeracao) S é
o conjunto das renumeracoes dos vértices, ou seja, S = {s(1),s(2),---,s(|V|])},
em que s(i) é a numeracao do vértice i da solugdo S. Considerando-se

uma estrutura de nivel J#(v,---), a renumeracao Sk, ¢ o conjunto das
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renumeragoes dos vértices do nivel K,(v,---). A matriz Ag é obtida pela
renumeragao S do grafo G = (V,E).

Na estrutura de repeticio das linhas 2 a 5, calculam-se,
iterativamente, os coeficientes fi, que sdo representados pela matriz F. Esse
passo é realizado, na linha 3, pela sub-rotina CaluloGargalo, que recebe a
numeragao S.

Na linha 4, para cada nivel da estrutura de nivel J# (v,---), altera-
se a numeracao correspondente ao nivel corrente. Essa numeracao é
representada por Sk, e é realizada pela sub-rotina AtribuicaoGargalo. Essa
sub-rotina recebe a matriz F, o nivel K,(v,---) corrente da iteracao e a
numeragao dos vértices Sk, correspondente ao nivel Kj(v,---). Com a
renumeracao de cada Sk,, o algoritmo da Figura 4, na linha 6, retorna §

renumerado.

Algoritmo: Numeracao.

1 inicio
2 para cada ( nivel Ky(v,---) de # (v,---) ) faga
// a matriz F é calculada iterativamente
3 F < CalculaGargalo(Sk, );
// com a numeragdo de cada nivel Sk,
// tem-se ao final das iteracgdes
// a numeracdo S

4 Sk, < AtribuicaoGargalo(F,Ky(v,---),Sk,);
5 fim-para-cada;

6 retorna S;

7 fim.

Figura 4 Pseudo-cédigo da sub-rotina Renumera¢do da heuristica WBRA.

A sub-rotina AtribuicdoGargalo, apresentada na Figura 5, recebe a
matriz F, o nivel Kj(v,---) de J#(v,---) e a renumeragao dos vértices de

Ky(v,---) representada por Sk,. Na linha 2, calcula-se o valor minimo do
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gargalo e armazena-se esse valor limite na varidvel limite.

Algoritmo: AtribuigdoGargalo.

1 inicio
// menor valor do gargalo com i,k=1,--- |Ky(v, )|
limite < max(max;(ming(fix)), maxg(min;(fix)));
Sk, < MaxCardMatching(Ky(v,---),F,limite,Sk,);
se (|Sk,| = |Kn(v,---)| ) entao
// retorna a numeragdo Sk, obtida pela
// sub-rotina MaxCardMatching

5 retorna Sk, ;
6 fim-se;
7 ini < limite;
8  fim<limite+|Ky(v,---)|;
9 enquanto ( ini # (fim—1) ) faga
10 meio < {szfimJ;
11 Sk, < MaxCardMatching(Ky(v,---),F,meio, Sk, );
12 se ( |Sk,| = |Kn(V,---)| ) entao fim < meio;
13 senao ini < meio;
14 fim-enquanto;
// retorna a numerag3o obtida pela dltima
chamada da
// sub-rotina MaxCardMatching
15 retorna Sk, ;
16 fim.

Figura 5 Pseudo-cédigo da sub-rotina AtribuicdoGargalo da heuristica WBRA.

Seja E' um subconjunto de E do grafo G = (V,E). E’ é um conjunto
de arestas independentes se as arestas de E’ sao incidentes a todos os vértices
de V sem possuir vértices em comum. Seja B= (U,W, Q) um grafo bipartido,
em que U e W sdo conjuntos de vértices com |U| = |[W| e Q é um conjunto de
arestas. Os vértices de U sao considerados de saida e os vértices de W sao
os vértices de chegada. Os vértices de chegada sao os vértices pertencentes

ao nivel K,(v,---) e os vértices de saida sdo os vértices que representam as
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numeragoes que devem ser associadas a cada vértice pertencente ao nivel
K, (V, ce. )

Na linha 3 da Figura 5, utiliza-se a sub-rotina MazCardMatching.
Essa sub-rotina encontra um conjunto maximo de arestas independentes
de B= (U,W,Q). Para isso, Esposito et al. (1998) utilizaram o algoritmo
de Steiner e Yeomans (1996). Steiner e Yeomans (1996) propuseram um
algoritmo em tempo linear para encontrar um conjunto maximo de arestas
independentes em um grafo bipartido.

A sub-rotina MazCardMatching recebe o nivel K,(v,---), a matriz
F, um valor limite para se encontrar o conjunto de arestas independentes
e a numeragao Sk, referente ao nivel Kj(v,---). SejaucU e we W.
H4 uma aresta (u,w) € Q se e, somente se, f,, for menor ou igual ao
parametro limite passado para a sub-rotina MaxCardMatching. Na linha
3 da Figura 5, esse valor limite é passado por meio da varidvel limite. A
sub-rotina MazCardMatching retorna nSk, que é a numeracao dos vértices
do nivel Kj(v,---) de acordo com o conjunto de arestas independentes de B
encontrado pela sub-rotina.

Seja Sk, a renumeragao dos vértices de Kj(v,---) realizada pela sub-
rotina MazCardMatching, na linha 3. Se |Sk,| é igual a |K,(v,---)|, entao,
significa que todos os vértices de K,(v,---) foram renumerados. Com isso,
retorna-se a renumeragao dos vértices obtida pelo MaxCardMatching. Caso
contrério, inicializam-se as variaveis ini e fim com os valores de limite e de
(limite+ |Kp(v,---)]), respectivamente. Essas varidveis sao inicializadas com
esses valores para se limitar o intervalo de busca do valor do gargalo. Na
estrutura de repeticao das linhas 9 a 14, procura-se a melhor atribuigao

da numeragdo dos vértices do nivel Kj(v,---). O algoritmo retorna a
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renumeracao obtida pela ultima chamada da sub-rotina MaxCardMatching

na ultima iteracao da estrutura de repeticao das linhas 9 a 14.

2.5.3 Pseudocddigo da heuristica WBRA

Mostra-se o pseudocddigo da heuristica WBRA na Figura 6. O
algoritmo recebe um grafo G = (V,E) e a numeracao S dos vértices de G =
(V,E). Considere que a matriz Ag é a matriz obtida pela renumeracao S.

Inicializa-se a fila de prioridades na linha 2. Na estrutura de
repeticao das linhas 3 a 9, constroem-se as estruturas de nivel enraizadas
de todos os vértices de V. Essas estruturas de nivel tém a largura de nivel
reduzida pela heuristica PushUp. Armazenam-se, na fila de prioridades, as
estruturas de nivel que tiveram a largura de nivel menor que a largura de
banda correspondente & numeragao original S dos vértices de G = (V,E).
Essas estruturas de nivel sao referenciadas na fila de prioridades em ordem
crescente de largura de nivel. Em seguida, remove-se a primeira estrutura de
nivel J (u,---), da fila de prioridades. . (u,---) é passada como parametro
para a sub-rotina Numeracdo, apresentada na Figura 4. Se a largura de
banda obtida pela numeragao S’ de . (u,---) for menor que a largura de
banda S corrente, S’ é atribuida a S. Em seguida, remove-se a proxima
estrutura de nivel da fila de prioridades e repetem-se esses passos. A
estrutura de repeticao das linhas 11 a 15 termina quando a largura de nivel
da estrutura de nivel corrente for maior ou igual a largura de banda da
matriz de adjacéncias correspondente a numeragao S corrente. O algoritmo
retorna a numeragao S. Segundo Esposito, Malucelli e Tarricone (1998), a

complexidade da heuristica WBRA é O(|V|- |E|+ |V [*1g|V]).
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Algoritmo: WBRA.

1 inicio

2 para cada ( vértice veV ) faga

3 BuscaEmLargura(v); // constréi-se estrutura de
nivel Z(v)
// reduz-se a largura de nivel de .Z(v)
PushUp(Z (v));

se (b(H (v,--+)) <B(A) ) entao
// a fila de prioridades é organizada na
ordem
// crescente das larguras de nivel
// insere a estrutura de nivel .J#(v,---) na
fila
filaPrioridade.Insere( % (v,---));
fim-se;
fim-para-cada;
H (u,--+) < filaPrioridade.Remove();
10 enquanto ( b(# (u,---)) < B(As) ) faga
// realiza-se a numeracdo dos vértices de

© ® N o

G=(V,E)
11 S" < Numeracao(H# (u,---),S);
12 se ( B(Asy) < B(As) ) entao S+« 5
13 H (u,---) « filaPrioridade.Remove();
14 fim-enquanto;
15 retorna S;

16 fim.

Figura 6 Pseudo-cédigo da heuristica WBRA.

2.6 Heuristica FNCHC

Proposta por Lim, Rodrigues e Xiao (2007), a heuristica Node
Centroid Hill Climbing (NCHC) baseia-se no ajuste de numeracao para
a busca global e no Hill Climbing para a busca local. Foi proposta com o
intuito de ser um método rapido, simples e que gerasse bons resultados.

De forma geral, a heuristica NCHC inicia por uma solucao gerada
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pela busca em largura. Altera-se essa numeracao inicial pelo ajuste de
numeracao em relacao a um determinado vértice e seus vértices adjacentes,
denominado de node centroid (NC). Isso é realizado atribuindo-se um valor
a cada vértice do grafo de acordo com os vértices que sao considerados node
centroid. Com isso, os vértices sao renumerados em ordem crescente desse
valor. Finalmente, aplica-se a busca local pelo Hill Climbing para obter
um minimo local. Essa busca local foi proposta por Lim, Rodrigues e Xiao
(2006) e outros autores também a utilizaram como, por exemplo, Rodriguez-
Tello, Kao e Torres-Jimenez (2008) e Mladenovic et al. (2010). Como a etapa
da busca local tem grande custo computacional, o Hill Climbing é aplicado
em apenas metade das vezes.

A heuristica Fast Node Centroid Hill Climbing (FNCHC) é uma
variacdo da heuristica NCHC de Lim, Rodrigues e Xiao (2007). Na
heuristica. FNCHC, esses autores utilizaram alguns parametros pré-
definidos, como por exemplo, nimero de solu¢ées minimas geradas e niimero
de vértices aos quais o Hill Climbing é aplicado. Com isso, uma redugao
do custo computacional pode ser alcancada em relacao a heuristica NCHC.
Para mais detalhes sobre a heuristica NCHC e FNCHC, veja Oliveira e
Chagas (2014), a partir da pagina 43 até a 48.

2.7 Heuristica GGPS

A heuristica Generalized Gibbs-Poole-Stockmeyer (GGPS) foi
proposta por Wang, Guo e Shi (2009) para a reducao de largura de banda.
Essa heuristica, assim como a heuristica de Gibbs, Poole e Stockmeyer
(1976) (GPS), é dividida em trés etapas: escolha de vértices pseudo-

periféricos, reducao da largura de nivel e renumeracao.
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A heuristica GGPS tem duas diferencas principais em relacao a
heuristica GPS. A primeira diferenca é que, na heuristica GPS, apenas
dois vértices pseudo-periféricos sdo encontrados na etapa de inicializagao.
Na heuristica GGPS, dois conjuntos de vértices pseudo-periféricos sao
encontrados na etapa de inicializacao. Primeiramente, selecionam-se dois
vértices pseudo-periféricos v e u, em que u é o vértice com menor largura
de nivel do ultimo nivel da estrutura de nivel enraizada de v. Essa escolha
ocorre da mesma forma que o passo de inicializacao da heuristica GPS.

No primeiro conjunto de vértices pseudo-periféricos, selecionam-se
todos os vértices do ultimo nivel da estrutura de nivel de v. No segundo
conjunto, selecionam-se todos os vértices do grafo que possuem o mesmo
grau e a excentricidade de v e que nao tenham sido escolhidos no primeiro
conjunto.

Com mais vértices iniciais, mais estruturas de nivel enraizadas sao
geradas. Com isso, pode ser que se obtenham larguras de nivel menores
que as larguras de nivel das estruturas de nivel obtidas pelo GPS. Isso
porque, como na heuristica GPS, as estrutura de nivel enraizadas dos
vértices pseudo-periféricos sao combinadas para se gerar uma nova estrutura
de nivel.

A segunda diferenca entre o GPS e o GGPS é que, na etapa
de renumeracao, em vez de se renumerar os vértices nivel a nivel da
estrutura de nivel em ordem crescente de grau, renumeram-se os vértices
em ordem crescente do somatério dos rétulos dos seus vértices adjacentes
ja renumerados. Assim como no GPS, a renumeragao final é invertida no
GGPS. Para mais detalhes sobre a heuristica GGPS, veja Oliveira e Chagas
(2014), a partir da pagina 36 até a 41.
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2.8 Heuristica VNS-Band

A meta-heuristica variable neighbourhood search (VNS) foi proposta
por Mladenovi¢ e Hansen (1997). Divide-se o VNS em trés fases:
perturbacao, busca local e troca de vizinhanca. Inicialmente, o raio k
da vizinhanca da solugdo inicial S é atualizado como k,;,. Geram-se
perturbacoes para tentar escapar dos vales que os minimos locais pertencem.
Na etapa de perturbacao, uma solucao S’ é encontrada dentro da vizinhanca
Ny, (S). Realiza-se uma exploragao dentro do raio da vizinhanga corrente.
Uma busca local é aplicada na solugao S’ para encontrar uma solucao S”. Por
meio dessa busca, procura-se encontrar um étimo local. Na terceira etapa,
verifica-se se a solu¢ao encontrada S” é melhor que a solu¢ao corrente S.
Caso seja, S passara a ser a solucao corrente e k serd atualizado novamente
para k. Caso contrario, o raio da vizinhanca k é incrementado de um Ky,
que ¢é ajustado de acordo com o problema. Repetem-se esses passos até que
um critério de parada seja satisfeito. Um ntimero maximo de iteragdes ou
um tempo maximo de processamento sao exemplos de critério de parada.

Um exemplo da meta-heuristica VNS é mostrada na Figura 7. A
busca comeca na solucao inicial §. Em seguida, é gerada, dentro da
vizinhanca Ni(S), a solugdo S|. Essa solugdo é gerada pelo passo de
perturbacao e pela busca local. Como a solugao gerada S7 é melhor que
a solucdo S corrente, entdo, S| passa a ser a solugdo corrente e a busca
continua em Ni(S7). Dentro da vizinhanca da solugdo S| é encontrada a
solugao §5. Mais uma vez, a nova solugao é melhor que a solugao corrente.
Com isso, a solucdo S5 passa a ser a solugao corrente. Uma nova busca é
iniciada na vizinhanca Ni(S5). Com a busca em Ni(S5), é gerada a solugao

S4. Como a solugao S5 nao é melhor que a solugao corrente S5, o raio de
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busca na vizinhanca é aumentado, entao, uma nova busca é realizada na

vizinhanca Ni41(S5). Em seguida, a solugao Sy é gerada. Esses passos sao

repetidos até que o critério de parada estabelecido seja alcancado.

Ni(s4")
Ni+1(s2")

Ny(s:") Netsz")

Ni(s)

Figura 7 Exemplo de busca pela heuristica VNS. A busca é iniciada na soluc¢ao
A solugao S| é melhor que
a solucao corrente S. Entao, uma nova busca ¢é iniciada na vizinhanga
Ni(SY) e asolucao S5 é encontrada. Com a primeira busca na vizinhanga
Ni(S%), ¢ encontrada a solugao S5. Como a solugdo S5 nao ¢ melhor

S. A solugao S| é encontrada em Ni(S").

que a solucdo corrente, entdo, o raio de busca na vizinhanga Ni(S5) é

7

incrementado. Com isso, a solucdo S é encontrada dentro da vizinhanga

Nir1(55).

Na heuristica VNS-band, uma solugao S é o conjunto das numeragoes

dos vértices, ou seja, S = {s(1),s(2),---,s(|V|)}, em que s(i) é a numeracao do

vértice i da solugao S. No VNS-band, uma solucao inicial das numeragoes

dos vértices é construida por uma busca em largura aleatéria, iniciando-

se por um vértice aleatério. Na busca em largura aleatéria, os vértices

adjacentes de cada vértice sao visitados aleatoriamente. Os passos do VNS

(perturbacao, busca local e troca de vizinhanca) sdo seguidos até que o
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critério de parada seja satisfeito. Segundo Mladenovic et al. (2010), o VNS-
band é, ou pelo menos era, até a data de publicacao do artigo, o estado da
arte em métodos para a reducao de largura de banda. Para mais detalhes
sobre a heuristica VNS-band, veja Oliveira e Chagas (2014), a partir da
pagina 51 até a 60.

2.9 Heuristica hGPHH

Koohestani e Poli (2011) propuseram uma hiper-heuristica baseada
em programac¢ao genética para o problema da redugao de largura de banda
de matrizes. O termo hiper-heuristica foi introduzido por Cowling, Kendall
e Soubeiga (2001) e, em termos gerais, é uma heuristica de alto nivel
especializada na geracao de heuristicas para um determinado problema.

Proposta por Koza (1992), a programacao genética é um método
evolutivo inspirado na evolucao biolégica. Conforme Baeck, Fogel e
Michalewicz (1997) explicam, na programagao genética, individuos, que sao
algoritmos, sao modificados pelas regras da programacao genética até que
os resultados desejados sejam alcancados, ou seja, um algoritmo adequado
para o problema em questao. Essas regras sao similares ao que observamos
na natureza em relacao a teoria da evolucao, como, por exemplo, mutacgao,
cruzamento de individuos (crossover), heranga de caracteristicas e outros.
Segundo Koohestani e Poli (2011), pode-se considerar a programagao
genética como uma especializacdo da meta-heuristica algoritmo genético.
A principal diferenca entre essas abordagens é que no algoritmo genético os
individuos sado strings de tamanho e alfabeto limitado. J4 na programagao
genética, os individuos sao algoritmos. Outro exemplo de diferenca entre

esses métodos é a fungdo de avaliagdo (fitness). Na meta-heuristica
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algoritmo genético, essa funcao é diretamente atrelada a solugdo. Ja
na programacao genética, a funcao de avaliagao é ligada a execucao dos
algoritmos e nas solugoes por eles geradas.

Koohestani e Poli (2011) utilizaram a hiper-heuristica Genetic
Programming Hyper-Heuristic for Bandwidth Reduction (GPHH-band) para
a geragdo de heuristicas para a reducao de largura de banda. Os
autores basearam-se na heuristica CMr para a geragao das heuristicas
pela GPHH-band. A heuristica CMr foi utilizada como base por ser uma
heuristica rapida, bem difundida na literatura e por gerar bons resultados.
Todas as heuristicas geradas pela hiper-heuristica GPHH-band realizam a
renumeracao dos vértices de forma similar & heuristica CMr, ou seja, nivel
a nivel da estrutura de nivel enraizada em um vértice pseudo-periférico. Os
autores nao informaram qual algoritmo para se encontrar um vértice pseudo-
periférico foi utilizado nas heuristicas geradas pela GPHH-band. Koohestani
e Poli (2011) apenas explicam que essas heuristicas iniciam-se por um vértice
pseudo-periférico.

A tnica diferenca entre as heuristicas geradas pela GPHH-band e a
heuristica CMr estd na forma em que os vértices de cada nivel da estrutura
de nivel enraizada sao renumerados. Como descrito na subsecao 2.2, a
heuristica CMr é similar a busca em largura, porém os vértices sao visitados
(e renumerados) em ordem crescente de grau. J& as heuristicas geradas pela
GPHH-band, os vértices sao visitados (e renumerados) em ordem crescente
do resultado de uma equacao, encontrada pela prépria hiper-heuristica
GPHH-Band (KOOHESTANTI; POLI, 2011).

Para a geracao das equacoes de cada heuristica, sao utilizados alguns

operadores primitivos e as expressoes sao representadas, e armazenadas,
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em forma de arvores. Embora a heuristica CMr realize a renumeragao
dos vértices em ordem crescente de grau, Koohestani e Poli (2011) nao
utilizaram um operador primitivo que retornasse o grau do vértice. Isso
porque os autores observaram que utilizar esse operador primitivo gerava
heuristicas ruins. Em vez disso, os autores utilizaram a soma dos graus
dos vértices adjacentes ao vértice em questao. Esse operador primitivo é
denominado de SDV. Os outros operadores primitivos utilizados na geragao
das heuristicas pela GPHH-Band sao: adigdo, subtragao, multiplicagao,
numero de vértices do grafo e constantes uniformemente distribuidos no
intervalo real [-1, 1].

A hiper-heuristica GPHH-Band inicia com uma populacdo de
individuos, ou heuristicas, geradas aleatoriamente. Posteriormente, cada
heuristica dessa populagao é executada em cada instancia do conjunto
de treinamento. Koohestani e Poli (2011) utilizaram, para o conjunto
de treinamento, 25 instancias da base Harwell-Boeing.  Apds todas
as heuristicas terem renumerado todas as instancias do conjunto de
treinamento, é calculada a largura de banda para cada instancia. A funcao
de avaliacdo, ou fitness, de cada heuristica é a soma das larguras de banda
de cada instancia do conjunto de treinamento. Apds o cédlculo da funcao de
avaliacao de cada heuristica, sao realizadas aos operacoes genéticas. Aplica-
se a selecao de heuristicas baseada na funcao de avaliagdo. Em sequéncia,
a nova geracao de heuristicas é gerada por meio do cruzamento, mutagao
e elitismo aplicados as heuristicas selecionadas. Esses passos sao repetidos
até que o critério de parada estabelecido seja atingido, ou seja, o nimero
de geracoes. A melhor heuristica encontrada é retornada.

Koohestani e Poli (2011) realizaram testes na reducao de largura de
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banda com a melhor heuristica gerada pela hiper-heuristica GPHH-Band.
Essa heuristica, denominada neste trabalho de hGPHH, foi comparada com
a heuristica CMr-GL do MATLAB e obteve resultados competitivos na
reducao de largura de banda e no custo computacional. Por isso, na revisao
sistematica realizada em Oliveira e Chagas (2015a), essa heuristica foi
selecionada como sendo uma possivel melhor heuristica na relagao beneficio
(i.e. redugao de largura de banda) por custo computacional.

A heuristica. hGPHH ¢é similar & heuristica CMr. Inicia a
renumeracao por um vértice pseudo-periférico, neste trabalho utilizou-se
o algoritmo de George e Liu (1979), e realiza a renumeracao dos vértices
em ordem crescente do valor da equacdo 0,179492928171 x SDV? +
0,292849834929 x SDV? - 0,208926175433 x |V| - 0,736485142138 x |[V| x
SDV - 1,77524579882 x SDV - 1,75681383404. Essa equacao foi encontrada
pela hiper-heuristica. GPHH-Band nos testes realizados por Koohestani e

Poli (2011).

2.10 Heuristica CSS-band

A meta-heuristica busca em sistema carregado, Charged System
Search (CSS), é uma meta-heuristica desenvolvida por Kaveh e Talatahari
(2010) para a resolucao de problemas relacionados & andlise de estruturas.
Os autores utilizaram as leis de Coulomb e Gauss, da eletrostatica, e das
leis da mecanica de Newton para desenvolver essa meta-heuristica.

A CSS é composta por particulas carregadas (PC), em que uma PC
é uma solucao valida para o problema em questdao. Cada PC é considerada
uma esfera eletricamente carregada que exerce uma forca elétrica sobre

as outras particulas, de acordo com as leis de Coulomb e de Gauss. A
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forca resultante e as leis da mecanica determinam as novas posigoes e as
velocidades das PCs. A utilizacao de tais leis pelo CSS prové um modelo
que pode ser utilizado em problemas de otimizacao discretos e continuos.
Kaveh e Sharafi (2012) utilizaram um modelo baseado nessas leis para
criar uma proposta para a renumeragao dos vértices de um grafo. Com
isso, utilizaram essa meta-heuristica para a reducao de banda de matrizes
esparsas, denominada, neste trabalho, como CSS-band.

A heuristica CSS-band possui nove regras bésicas e todos os passos
da heuristica devem respeitar essas regras. Inicialmente, solucoes aleatorias
sao geradas. Cada PC inicia em uma posicao aleatéria que é definida
justamente de acordo com a solucgao, ou seja, a renumeracao dos vértices do
grafo definem a posigdo da PC. Além disso, as PCs iniciam com velocidade
0. A cada iteragao, as PCs influenciam umas as outras de acordo com as leis
de Coulomb e Gauss. Com isso, novas solugoes (posigoes) sao geradas. Esse
processo € realizado até que o critério de parada estabelecido seja alcangado.
Kaveh e Sharafi (2012) utilizaram o nimero de iteragoes como critério de
parada. Para mais detalhes sobre a heuristica CSS-band, veja Oliveira e

Chagas (2014), a partir da pagina 60 até a 66.

2.11 Algoritmo de George-Liu

George e Liu (1979) propuseram um algoritmo para se encontrar
um vértice pseudo-periférico. Esse algoritmo foi proposto como melhorias
em relacao ao algoritmo da primeira etapa da heuristica GPS. George e
Liu (1979) propuseram quatro mudangas nesse algoritmo das quais duas
apresentaram os melhores resultados.

Primeiramente, é escolhido um vértice v € V qualquer. Em seguida,
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gera-se a estrutura de nivel enraizada £ (v). Um vértice u € Ly(,)(v) de grau
minimo ¢ selecionado. Z(u) é gerada e verifica-se se ¢(u) > ¢(v). Se isso
ocorrer, o vértice u passa a ser o corrente e todo o processo é repetido. Caso
contrario, o algoritmo termina e o vértice v é selecionado como um vértice
pseudo-periférico. Para mais detalhes sobre o algoritmo de George e Liu
(1979), veja Oliveira e Chagas (2014), a partir da pagina 70 até a péagina
71.

2.12 Meétodo dos gradientes conjugados

Apresenta-se, nesta secao, uma breve descrigao sobre o método dos
gradientes conjugados (MGC). Considere, a seguir, a descricdo do MGC
(CHAGAS, 2013):

O método dos gradientes conjugados foi proposto por
Hestenes e Stiefel (1952) e Lanczos (1952). “Verificou-se que
o método dos gradientes conjugados é um eficiente método
iterativo para solugdo de sistemas de equagoOes lineares,
simétricos, positivos-definidos e esparsos” (BURDEN;
FAIRES, 2003, p. 404). Todos os sistemas de equagoes
lineares abordados neste trabalho sdo simétricos e positivos-

definidos.

Seja um sistema de equagodes lineares na forma Ax = b, em que
AeR™™ x e beR" A solugdo desse sistema de equagdes
lineares pode ser encontrada por meio da minimizagao de
f(x), com x € R". Seja f uma fungdo quadratica,

)CT
F =, (1)

o vetor x* é uma solugao do sistema de equacgoes lineares se,
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e somente se, x* minimiza f. Ao derivar f da equacdo 1 em

relagdo ao vetor x e igualar a zero, obtém-se

Vf(x")=Ax"—b=0, (2)

ou seja, o método dos gradientes conjugados soluciona o

sistema de equagoes lineares quando encontra o minimo de
fi f'(x)=0.

Inicia-se 0 método dos gradientes conjugados escolhendo-se
uma solugdo inicial xp, uma solugdo aproximada de Ax* = b.
Considere que, inicialmente, ro =b—Axg e d| = rg, em que ry é
o vetor residuo na iteragao k e dy é o vetor de diregdo de busca
na iteragao k, com k=0,1,--- ,n—1. O método dos gradientes

conjugados constroi os vetores r e d, a cada iteragao, por

g = r_1 — OAdy (3)

dii1 = 1+ Brdy. (4)

Os escalares o da equagdo 3 e B (ndo confunda com largura

de banda) da equagao 4 sdo dados por

T
Tk—1"Tk—1
o = 5
= (5)
(S}
T
r, i
B = —~——. (6)
Te—1"k—1

A solugdo em cada iteragao é dada por

Xk = Xp—1 + Odp. (7
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Os vetores r e d auxiliam o método dos gradientes conjugados
na busca do minimo de f, em que cada iteragdao a solucao x;
aproxima-se mais de x*. O vetor d satisfaz a condigdo de
A-ortogonalidade (ou conjugada), df Ad; =0, com i # j. Em
Luenberger (2008, p. 263), tem-se a definigdo formal de A-
ortogonalidade. “O uso dos vetores de diregdo d A-ortogonais
produz o método de diregdo conjugada” (BURDEN; FAIRES,

2003, p. 409). Residuos sao ortogonais entre si, portanto,

T

r;rj =0, para i # j. Ainda, os vetores r; e dj, com i # j, sao

mutuamente ortogonais, ou seja, rdej =0.

Com as equagoes 3, 4, 5, 6 e 7, forma-se o algoritmo iterativo
do método dos gradientes conjugados. Esse algoritmo é
mostrado na Figura 8. Inicialmente, define-se a precisao
numérica € desejada. Nas linhas 3 a 5, inicializam-se os
vetores x,r e d. As varidveis k e erro sdo inicializadas
na linha 6, em que k é o contador para a estrutura de

repeticdo enquanto e o erro é a varidvel para o critério de

[ =g 1[0

parada. A cada iteracdo atualiza-se erro < Tl

, em que
|Ix]|ee = max{|xy|,|x2],- - ,|xn|}. Se erro> ¢, o algoritmo para.

O método dos gradientes conjugados converge para a solugdo
em no maximo n iteragoes. Para mais detalhes sobre o método

dos gradientes conjugados, veja Shewchuk (1994) e Burden e

Faires (2003), da pagina 404 a 415, por exemplo.

2.12.1 Meétodo dos gradientes conjugados precondicionado

Embora o método dos gradientes conjugados seja um resolutor
rapido em relagdo aos métodos diretos, hd casos em que a convergéncia
desse método é lenta. Segundo Saad (2003, p. 261), “isso ocorre com

frequéncia em sistemas de equacoes lineares (SEL) oriundos de problemas
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Algoritmo: método dos gradientes conjugados.

1 inicio

// define a precisdo numérica &, ex. 107'°
€« 107'°;

x0 < 0; // estimativa inicial

1o < b — Axp;

dp ro;

k< 1;erro+e+1;

// n é a dimensfo de x

7 enquanto ( (k <n)A(erro>¢€) ) faga

S Uk WwN

8 O rizﬂ:;l; // equagdo 5

X = Xk—1 + 0dy; // equagdo 7
10 Iy < rk—1 — OAdy; // equagdo 3
11 erro <— W;
12 k+—k+1;

e <

13 B + T // equagdo 6
14 diy1 < 15+ Brdy; // equagdo 4
15 fim-enquanto;
16 fim.

Figura 8 Pseudo-cédigo do método dos gradientes conjugados.

em dindmica dos fluidos e dispositivos eletronicos”. Com isso, métodos de
precondicionamento de SEL s&o utilizadas para acelerar a convergéncia do
método dos gradientes conjugados.

O precondicionamento da matriz de coeficientes de um SEL ¢
realizado de forma que seja gerado um SEL equivalente ao SEL original mas
que possa ser resolvido mais rapidamente e que apresente a mesma solucao.
Embora nao seja garantido que a resolucdo de um SEL precondicionado
convirja com menos iteragoes, isso geralmente ocorre (SAAD, 2003, p. 261).

Considere um SEL Ax = b. Em termos simples, os métodos de

precondicionamento encontram uma matriz M nao singular, ou seja, uma
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matriz que possua inversa, em que o resultado da operacdo P~'A tenha um
nimero de condicdo menor que A. Além disso, M deverd ser de tal forma
que, a resolucao de Mx = b apresente o menor custo computacional possivel.
Isso porque, em cada iteracao, esse SEL devera ser resolvido. Ainda, no caso
do método dos gradientes conjugados precondicionado, a matriz M também
deve ser simétrica e positiva-definida.

Como Saad (2003, p. 262) explica, “hd trés formas de
precondicionamento: a esquerda, a direita e o precondicionamento
conhecido como split”. Especificamente, neste trabalho, utilizou-se os
precondicionamentos a esquerda e split.

A matriz M pode ser aplicada & esquerda do SEL Ax=b. Nesse caso,

gera-se o SEL precondicionado

M~ '"Ax=M""b. (8)

No precondicionamento split utiliza-se a matriz M em sua forma
fatorada M = M; Mg, em que as matrizes M; e Mg sao matrizes triangulares.

Com isso, o precondicionador pode ser separado em

M;'AM 'w=M; b, x=Mg'u. (9)

Como descrito neste trabalho, utilizou-se os precondicionamento a
esquerda e o precondicionamento split. O precondicionamento a esquerda,
apresentado na equagao 8, foi utilizado com o método precondicionador de
Jacobi. O precondicionamento split, apresentado na equacao 9, foi utilizado
com o método incompleto de Cholesky. Esses métodos precondicionadores

sao detalhados na subsecao 2.13.
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A seguir, sao apresentados os pseudo-cédigos do método dos
gradientes conjugados precondicionado a esquerda e pelo split. Esses
métodos sao apresentados nas Figuras 9 e 10, respectivamente. Note que, no
algoritmo da Figura 9, utiliza-se a matriz precondicionadora M e a varidvel
Zx para alterar o algoritmo do método dos gradientes conjugados mostrado

na Figura 8.

Algoritmo: método  dos  gradientes  conjugados
precondicionado a esquerda.

1 inicio

// define a precisdo numérica &, ex. 107'°
€« 107'°;

X0 < 0; // estimativa inicial

ro < b — Axp;

20 M 'rg;

d() < 1o;

k< 1;erro<€+1;

// n é a dimens&o de x

8 enquanto ( (k<n)A(erro>¢€) ) faca

N O o0k WoN

r[—lzkfl

9 O <~ “qTad; 0
10 Xy < Xp—1 + ody;
11 rp < Trg—1— OCkAdk;
12 Ik < Mﬁll”k;
13 erro < 7ka“;ﬁ‘:|‘“;
14 k+—k+1;

T

15 ﬁk A #7
16 diy1 2+ Brdi;
17 fim-enquanto;

18 fim.

Figura 9 Pseudo-cédigo do método dos gradientes conjugados precondicionado a
esquerda.

No algoritmo da Figura 10, utiliza-se a matriz M na forma de uma
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fatoracdo incompleta de Cholesky, ou seja, M = LLT. Isso é possivel pois
pode-se utilizar o precondiocionador do tipo split, mostrado na equagao 9,
para que a simetria seja mantida. Com isso, pode-se reescrever a equagao
9 na forma L 'AL Tu=L""b, em que x =L Tu. Além disso, a varidvel
7r € também utilizada. Para mais detalhes sobre o método dos gradientes

conjugados precondicionado, veja Saad (2003), a partir da pagina 262 até a

264.

Algoritmo: método  dos  gradientes  conjugados
precondicionado por split.

1 inicio

// define a precisdo numérica &, ex. 107'°
€« 107'°;

x0 < 0; // estimativa inicial

ro < b — Axo;

20+ L7 'rg ;

do < LTz ;

k< 1;erro<—€+1;

// n é a dimens&o de x

8 enquanto ( (k<n)A(erro>¢) ) faga

N O ok woN

T

9 O <= ZZ&Z: ;
10 Xy — X1 + ogdy;
11 2% — 21 — oy L Ad, ;
12 erro < kaH—xﬁ‘:Hm;
13 k< k+1;

T

14 Bk — ﬁ%v
15 dipi LiTZk + ﬁkdk ;
16 fim-enquanto;
17 fim.

Figura 10 Pseudo-cédigo do método dos gradientes conjugados precondicionado
por split.
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2.13 Meétodos precondicionadores

Alguns métodos diretos e iterativos para a resolugao de SEL sao
utilizados como precondicionadores. Tem-se o método de Cholesky, como
exemplo de método direto utilizado como precondiocionador, e o método de
Jacobi (1845) como método iterativo. Contudo, esses métodos sao aplicados
de forma parcial.

O método de Jacobi (1845) é um resolutor cldssico de SEL e é um dos
métodos de precondicionamento mais simples. Seja A uma matriz n xn, D a
matriz composta pela diagonal principal de A, (L— D) a matriz estritamente
triangular inferior de A e (U — D) a matriz estritamente triangular superior
de A, em que A=D+(L—D)+ (U —D). A matriz M precondicionadora de
Jacobi é definida por M = D.

Na fatoracdo de Cholesy, a matriz A é fatorada em L e LT em que
A =LL"T. Para o precondicionamento, utiliza-se a fatoracdo incompleta de
Cholesky. Com isso, calcula-se M = LLT. Segundo Benzi (2002), os autores
Meijerink e van der Vorst (1977) foram os primeiros autores a utilizarem a
fatoracao incompleta de Cholesky como precondicionador do MGC.

Especificamente, neste trabalho, utilizou-se a fatoracao incompleta
de Cholesky com zero fill-in (IC0) para realizar o precondicionamento das
matrizes de coeficientes dos SEL. O IC0O mantém, na matriz M, a estrutura
de matriz A sem realizar fill-in. Em outras palavras, se a;; # 0, entao, m;; # 0
e se a;j =0, entdo, m;; =0, para 1 <i,j <n, A=la;j] e M = [mj].

Mostra-se, na Figura 11, o algoritmo da fatoracao incompleta de
Cholesky com zero fill-in (GOLUB; VAN LOAN, 1996, p. 535). O algoritmo
recebe uma matriz A simétrica e retorna a matriz M precondicionadora.

Para mais detalhes sobre o método precondicionador de Jacobi, veja
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Algoritmo: 1CO.
Entrada: matriz A = [a;;] simétrica n x n;
Saida: matriz M = [m;;] precondicionadora;
inicio
M < A; // copia-se os elementos de A apra M
para (k< 1; k<n; k< k+1) faga

My <= /Mik;

1

2

3

4

5 para (i< k+1;i<n; i< i+1) faga
6

7

8

9

se (my #0 ) entao my, < n":;’;,
fim-para;
para ( j« k+1; j<n; j« j+1) faga

para (i« j; i<n; i< i+1) faga

10 se (m,j;éO) entao Mij <= Mjj — Mg ¥ M jg;
11 fim-para;

12 fim-para;

13 fim-para;

14 retorna M;

15 fim.

Figura 11 Pseudo-cédigo da fatoragao incompleta de Cholesky com zero fill-in.

Saad (2003, p. 284). Para mais detalhes sobre a fatoragao incompleta de
Cholesky com zero fill-in, veja Golub e Van Loan (1996, p. 535).

2.14 Estruturas CSR-SSS e CSC-SSS

Pode-se economizar espago em memdria apenas armazenando-se
as informacoes essenciais das matrizes esparsas, por exemplo, somente
os elementos nao nulos e os indices. Para isso, ha vérios esquemas de
armazenamento de matrizes esparsas e Saad (2003, p. 89-92) apresenta
alguns.

Os esquemas de armazenamento de matrizes esparsas Compressed

Sparse Row/Column Sparse Symmetric Skyline (CSR-SSS/CSC-SSS) sao
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a combinacao de outros dois esquemas conhecidos: Compressed Sparse
Row/Column (CSR/CSC) e Skyline. Para detalhes sobre os esquemas de
armazenamento de matrizes esparsas CSR/CSC e Skyline, veja Saad (2003,
p- 90) e Jennings (1966) respectivamente.

As estruturas CSR-SSS/CSC-SSS sao para o armazenamento de
matrizes esparsas simétricas. Essas estruturas utilizam quatro vetores para
armazenar uma matriz esparsa A: um vetor para armazenar os coeficientes
da diagonal principal; um vetor em que se armazenam os coeficientes nao
nulos da matriz estritamente triangular inferior (ou superior); um vetor
que armazena os indices das colunas (CSR-SSS) ou os indices das linhas
(CSC-SSS); um vetor armazena as posi¢oes em que cada linha (CSR-SSS)
ou coluna (CSC-SSS) sao iniciadas nos vetores dos coeficientes e indices.

A seguir, um exemplo das estruturas CSR-SSS e CSC-SSS é

mostrado. Para isso, considere a seguinte matriz:

5 0 -1 -6 4

A matriz A pode ser armazenada no formato CSR-SSS da seguinte

forma:

dCoef = |

linhaPtr = | 6

colunalnd = [ 1 1 2 1 3 4 ]
[

coef =
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em que dCoef é o vetor dos coeficientes da diagonal principal, linhaPtr é
o vetor de onde se inicia cada linha nos vetores collnd e coef, colunalnd
é o vetor dos indices das colunas e coef sdao os coeficientes da matriz
estritamente triangular inferior.

De forma similar ao formato CSR-SSS, a matriz A pode ser

armazenada no formato CSC-SSS da seguinte forma:

dCoef = [ 1 -2 -1 3 4 |
colunaPtrr = [ 0 3 4 5 6 6 |,
linhalnd = [ 1 1 1 2 3 4 ],
coef = [ -2 -3 5 4 -1 -6 |,

em que o colunaPtr é o vetor de onde se inicia cada coluna nos vetores

collnd e coef, linhalnd é o vetor dos indices das linhas.
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3 METODOLOGIA

Neste Capitulo, apresentam-se os procedimentos metodolégicos
adotados neste trabalho. Explica-se, na subsecao 3.1, as revisoes
sistematicas realizadas.  As heuristicas propostas neste trabalho sao
mostradas na subsecao 3.2. As instancias utilizadas nas simulagoes
computacionais sao detalhadas na subsecao 3.3. Apresenta-se, na subsegao
3.4, os detalhes das implementagoes realizadas no desenvolvimento deste
trabalho. Na subsecao 3.5, as especificagoes das maquinas e as ferramentas

utilizadas nas simulagoes computacionais sao mostradas.

3.1 Revisoes sistematicas

Como descrito, heuristicas para a reducao de largura tém sido
propostas desde a década de 1960 e é dificil dizer qual heuristica é a melhor.
Isso porque ha outros fatores que devem ser levados em consideracao além
da reducao de largura de banda. Por exemplo, a heuristica deve ser rapida,
pois tem-se o objetivo de se reduzir o custo computacional na resolucao de
SELs. Além disso, é importante que essa heuristica também possua um
baixo consumo de memoéria. Com isso, realizou-se uma revisao sistematica
para identificar heuristicas para a reducao de largura de banda com bons
beneficios (i. e. redugao de largura de banda) por custos computacionais.

A revisdo sistemética foi realizada na base de artigos Scopus
(http://www.scopus.com/). Na busca, foram utilizados os termos
“TITLE-ABS-KEY ((matrix bandwidth reduction) or (matrix bandwidth
minimization))”. Com essa busca, foram obtidos 502 artigos. Foram
identificados, entre todos os 502 artigos, aqueles que apresentavam propostas

de heuristicas para a reducao de largura de banda ou que apresentavam
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comparagoes entre heuristicas para a redugdo de largura de banda. Além
disso, as referéncias de todos os artigos sobre reducao de largura de banda
foram analisados na tentativa de se encontrar outros artigos de heuristicas
para a redugao de largura de banda. Com isso, 73 heuristicas para a redugao
de largura de banda foram identificadas.

Foram analisados os resultados, em cada artigo, em relacao a
reducao de largura de banda e ao custo computacional de todas as 73
heuristicas. Com isso, foi possivel identificar nove heuristicas como sendo
as heuristicas com os melhores beneficios (i. e. reducao de largura de
banda) por custos computacionais. As heuristicas identificadas foram: CMr
iniciando-se por um vértice pseudo-periférico pelo algoritmo de George-Liu
(CMr-GL) (GEORGE; LIU, 1981), BL (BURGESS; LAI, 1986), WBRA
(ESPOSITO et al., 1998), heuristica de Boutora et al. (2007), FNCHC (LIM;
RODRIGUES; XTAO, 2007), GGPS (WANG; GUO; SHI, 2009), VNS-band
(MLADENOVIC et al., 2010), hGPHH (KOOHESTANI; POLI, 2011) e
CSS-band (KAVEH; SHARAFI, 2012). Com a excegao da heuristica de
Boutora et al. (2007), todas as outras oito heuristicas foram avaliadas neste
trabalho.

A heuristica de Boutora et al. (2007) nao foi implementada neste
trabalho, pois é uma heuristica especifica para malhas (grafos) triangulares.
Portanto, a heuristica de Boutora et al. (2007) nao funcionaria na maioria
das instancias da base Harwell-Boeing. Porém, com a ideia da heuristica
Boutora et al. (2007), foi possivel propor a nova heuristica BeL-GL, que
é apresentada na subsecao 3.2.1. Para mais detalhes sobre a revisao
sistematica, veja os trabalhos de Chagas e Oliveira (2015) e Oliveira e

Chagas (2015a).



69

3.2 Heuristicas propostas

Nesta secao, sao apresentadas as heuristicas propostas neste
trabalho. Na subsecao 3.2.1, apresenta-se a heuristica por busca em
largura iniciada por um vértice pseudo-periférico pelo algoritmo de George
e Liu (1979) (BeL-GL). A proposta de modificacao da heuristica WBRA é

mostrada na subsecao 3.2.2.

3.2.1 Heuristica BeL-GL

A heuristica por busca em largura iniciando-se por um vértice
pseudo-periférico pelo algoritmo de George e Liu (1979), denominada de
BeL-GL, foi proposta neste trabalho.

Na revis@o sistematica realizada em Oliveira e Chagas (2015a), a
heuristica de Boutora et al. (2007) foi selecionada como uma das melhores
heuristicas na relagdo beneficio (redugao da largura de banda) por custo
computacional. Porém, a heuristica de Boutora et al. (2007) é especifica
para malhas triangulares. Com isso, essa heuristica nao funcionaria, por
exemplo, na maioria das instancias da base Harwell-Boeing. A heuristica
de Boutora et al. (2007) pode ser considerada como uma busca em largura
modificada para malhas triangulares. Entao, decidiu-se utilizar a busca
em largura nos testes. Com a busca em largura, é possivel realizar a
renumeracao em qualquer instancia. Além disso, utilizou-se o algoritmo
de George e Liu (1979) para se encontrar um vértice pseudo-periférico para
a busca em largura. Com isso, a heuristica BeL.-GL é uma heuristica com
baixo custo computacional em relacdo as outras heuristicas testadas. Além
disso, a heuristica BeL-GL gera bons resultados em relacao as reducoes de

largura de banda e de profile.
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3.2.2 Heuristica WBRA-GL

A heuristica WBRA-GL, proposta neste trabalho, é uma modificacao
da heuristica. WBRA. Como descrito na subsecdao 2.5.1, na pagina 39, a
heuristica WBRA gera as estruturas de nivel enraizadas de todos os vértices
de V. Em seguida, sao reduzidas as larguras de nivel dessas estruturas pelo
método PushUp. Com isso, as estruturas de nivel que possuirem a largura de
nivel menor que a largura de banda inicial sao armazenadas. Dependendo da
instancia, pode ser que sejam armazenadas as estruturas de nivel de todos
os vértices do grafo. Claramente, isso pode resultar em muita ocupagao
de memoéria. Também, ha grande custo computacional para a geragao das
estruturas de nivel enraizadas de todos os vértices do grafo.

Esposito et al. (1998) realizaram testes com instancias de até 2.000
vértices. Como, neste trabalho, foram realizados testes com instancias de
até 1.015.004 vértices, tornou-se impraticavel o uso da heuristica WBRA.
Com isso, foi proposta uma modificacao na heuristica WBRA para torna-la
mais rapida e diminuir seu consumo de memoria.

A diferenga entre as heuristica WBRA e WBRA-GL estd na primeira
etapa dessas heuristicas. Na heuristica WBRA-GL, em vez de serem
geradas as estruturas de nivel de todos os vértices do grafo, é gerada
apenas a estrutura de nivel enraizada de um vértice pseudo-periférico.
Especificamente, utilizou-se o algoritmo de George e Liu (1979) para
encontrar um vértice pseudo-periférico. Em seguida, utiliza-se, também,
o método PushUp para se reduzir a largura de nivel da estrutura de nivel
enraizada de um vértice pseudo-periférico. Essa estrutura de nivel com
largura de nivel reduzida é armazenada. Posteriormente, os mesmos passos

da heuristica WBRA sao executados, com a diferenga que a renumeragao
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serd realizada somente em uma estrutura de nivel.

Com essas modificagoes, a heuristica WBRA-GL realiza as
renumeracoes dos vértices com custo computacional bem menor que a
heuristica. WBRA e com redugoes de largura de banda e de profile
equiparaveis as redugoes obtidas pela heuristica WBRA. Além disso, o
consumo de memoria da heuristica. WBRA-GL é expressivamente menor

que o consumo de memoria da heuristica WBRA.

3.3 Instancias utilizadas

Nesta secao, sao apresentadas as instancias de matrizes e de SELs
utilizadas neste trabalho. As instancias de matrizes utilizadas nos testes
para avaliar as reducgoes de largura de banda e de profile pelas heuristicas,
sao detalhadas na subsecao 3.3.1. Para os testes com a resolucao de SELs,
utilizou-se trés conjuntos de instancias. O primeiro conjunto, é composto
de SELs oriundos da discretizacao da condugao do calor e é detalhado na
subsecao 3.3.2. No segundo e terceiro conjuntos, foram utilizados SELs
oriundos da discretizacao da equacao de Laplace e esses conjuntos sao

apresentados na subsecao 3.3.3.

3.3.1 Instancias da Harwell-Boeing

Para a avaliacao das reducoes de largura de banda e de profile pelas
heuristicas, foram utilizadas 113 matrizes da base Harwell-Boeing (DUFF;
GRIMES; LEWIS, 1992). Esse conjunto de matrizes tem sido utilizado por
muitos autores que testam heuristicas para a reducao de largura de banda
de matrizes. Por exemplo, Lim, Rodrigues e Xiao (2007), Rodriguez-Tello,

Kao e Torres-Jimenez (2008) e Mladenovic et al. (2010), realizaram testes
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com essas 113 matrizes

Como pode ser visto no Capitulo 4, dividiu-se as 113 matrizes
em quatro subconjuntos. As 33 matrizes muito pequenas possuem,
desconsiderando linhas sem coeficientes, até 200 linhas. As 80 matrizes
pequenas possuem de 201 a 992 linhas, desconsiderando linhas sem
coeficientes. Como é explicado na subsecao 3.4.2, nem todas essas matrizes
sao simétricas. Com isso, decidiu-se dividir o conjunto de matrizes, também,
em matrizes simétricas e assimétricas. Entao, tém-se os quatro subconjuntos
de matrizes: 15 matrizes muito pequenas simétricas, 18 matrizes muito
pequenas assimétricas, 35 matrizes pequenas simétricas e 45 matrizes

pequenas assimétricas.

3.3.2 Instancias oriundas da discretizacao da conducao do calor

Os SELs oriundos da discretizagdo da condugdo do calor foram
gerados pelo projeto computacional de Oliveira (2014a). Nesse projeto
computacional, utilizou-se as condicoes de contorno de Dirichlet e o dominio
discretizado foi um quadrado unitdrio, com os valores das condigoes de
contorno nos lados superior, esquerdo e direito iguais a dez e, no lado
inferior, igual a zero. Ainda, Oliveira (2014a) utilizou o método dos volumes
finitos para a discretizacao da equagao da conducao do calor, com malhas
geradas pelo refinamento de Delaunay e diagramas de Voronoi. A equagao
da conducao do calor é uma equagao parcial parabdlica e é definida por

o0 =v- (o).
em que t é o tempo, p é a massa volumétrica de um corpo sélido, ¢ é a

temperatura, k é a condutibilidade térmica e ¢, ¢ o calor especifico.
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Foram utilizadas oito SELs gerados pelo projeto computacional de
Oliveira (2014a). Essas instancias de SELs possuem de 4.816 a 965.545

incognitas.

3.3.3 Instancias oriundas da discretizagao da equacao de laplace

Os SELs oriundos da discretizagao da equagao de Laplace foram
gerados pelo projeto computacional de Oliveira, Kischinhevsky e Tavares
(2013). Assim como os SELs oriundos da discretizacao da condugao do calor,
a discretizagao da equacgao de Laplace também foi realizada pelo método dos
volumes finitos. A equacado de Laplace é uma equacao diferencial parcial

eliptica e é definida por
Vo =0em QeR?, ¢ =fem 0Q,

em que ¢ é a varidvel dependente da equagao diferencial parcial, Q é um
dominio limitado em R? e f é uma funcdo suave definida no contorno Q.
Oliveira, Kischinhevsky e Tavares (2013) utilizaram o quadrado unitédrio
como dominio. Foram utilizadas as condic¢oes de contorno definidas nos
lados superior, inferior e esquerdo com um valor definido tnico f e no lado
direito com um valor diferente.

As instancias de SELs oriundas da discretizagdo da equagéo de
Laplace, podem ser divididas em dois conjuntos. No primeiro conjunto, tém-
se os SELs gerados na ordem curva de Sierpinski modificada (OLIVEIRA;
KISCHINHEVSKY, 2008). Esse conjunto possui oito SELs com 16.922
a 1.015.004 incégnitas. No segundo conjunto, tém-se os SELs gerados
de forma aleatéria. Esse conjunto possui sete SELs com 7.322 a 277.118

incognitas.
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3.4 Detalhes de Implementagao

Nesta secao, sao apresentados os detalhes das implementacoes
realizadas. Para o desenvolvido deste trabalho, implementou-se um
projeto computacional denominado LinearSystemSolver que é abordado,
em detalhes, na subsecao 3.4.1.

Embora os cédigos de todas as heuristicas tenham sido pedidos para
o0s respectivos autores, apenas em duas heuristicas obteve-se resposta. Sao
os casos das heuristicas FNCHC de Lim, Rodrigues e Xiao (2007) e VNS-
band de Mladenovic et al. (2010). Especificamente, o professor Dr. Fei
Xiao enviou o cédigo da heuristica FNCHC. Com isso, algumas adaptacoes
tiveram que ser realizadas no cédigo da heuristica FNCHC para incorpora-la
ao projeto computacional LinearSystemSolver.

No caso da heuristica VNS-band, o professor Dr. Dragan Urosevic
enviou o executdvel dessa heuristica. Adaptagoes foram realizadas para
incorporar o executavel da heuristica VNS-band no projeto computacional.
Esse executavel foi compilado em um sistema operacional Linux de 64 bits.
Ainda, esse executavel aceita, como entrada, instancias de matrizes n X n,
com n < 500.000, no formato das matrizes da Harwell-Boeing.

As heuristicas CMr-GL (GEORGE; LIU, 1981), GPS de Gibbs,
Poole e Stockmeyer (1976), BL de Burgess e Lai (1986), WBRA de Esposito
et al. (1998), GGPS de Wang, Guo e Shi (2009), hGPHH de Koohestani e
Poli (2011) e CSS-band de Kaveh e Sharafi (2012) foram implementadas.
Vale ressaltar que, em alguns casos, as descricoes das heuristicas, nos
respectivos artigos, sdo incompletas e/ou ambiguas e tentou-se ser o mais
fiel possivel as descricoes.

Implementou-se, também, as heuristicas BeL-GL e WBRA-GL,
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propostas neste trabalho. Essas heuristicas sao descritas nas subsecoes 3.2.1
e 3.2.2 respectivamente. Ainda, implementou-se o algoritmo de George e Liu
(1979) e a fatoracao incompleta de Cholesky com zero fill-in (ICO).

Utilizou-se o codigo do MGC precondicionado pelo método de Jacobi
de Oliveira (2014b). Nesse cédigo, foi utilizada a precisdo ntmerica do
MGC precondicionado de 10716, Esse cédigo foi adaptado para o MGC split
nas estruturas CSR-SSS/CSC-SSS, conforme é explicado na subsegao 3.4.1.
Além disso, foi implementada a inversao de matrizes triangulares inferiores
por substituicao avancada multipla. Porém, por causa do grande custo
computacional envolvido na inversao de matrizes, adotou-se a abordagem
detalhada na subsegao 3.4.3.

Esta secao esta dividida como a seguir. Na subsecao 3.4.1, detalhes
do projeto computacional desenvolvido neste trabalho sao explicados.
Descreve-se, na subsecao 3.4.2, a abordagem utilizada para transformar as
matrizes assimétricas da base Harwell-Boeing em simétricas. Apresenta-
se, na subsecao 3.4.3, como se evitou a inversao de matrizes no MGC

precondicionado a esquerda e no MGC split.

3.4.1 Projeto computacional

Todas as heuristicas e métodos implementados compoem um
Unico projeto computacional. Ao todo, foram implementadas 28 classes
totalizando cerca de 26.000 linhas de cdodigo. O fluxograma simplificado
desse projeto computacional, desenvolvido neste trabalho, é mostrado na
Figura 12.

O projeto computacional 1é o arquivo de configuragao de entrada

e ¢é identificado qual tipo de teste deverd ser realizado e com qual



76

instancia. Caso a instancia seja da base Harwell-Boeing gera-se o grafo na
estrutura utilizada pelas heuristicas. A estrutura de dados utilizadas pelas
heuristicas é baseada em lista de adjacéncias utilizando-se a classe vector
(http://www.cplusplus.com/reference/vector/vector/) do c++. Em seguida,
executa-se a heuristica para a reducao de largura de banda e os resultados,
como largura de banda, profile e tempo de execucgdao, sdo gravados em
arquivo.

Se a instancia passada como entrada é de SEL, entao, gera-se um
grafo baseado em listas de adjacéncias. Caso a simulagao definida no arquivo
de entrada nao seja com reducao de largura de banda, entdo, o SEL é
resolvido pelo MGC precondicionado pelo método escolhido, isto é, ICO ou
Jacobi. Se o precondicionador escolhido é o ICO, entao, é necesséario gerar o
SEL na estrutura CSR-SSS/CSC-SSS. Isso porque, a implementacao do IC0O
em uma estrutura de dados baseada em listas de adjacéncias ¢é ineficiente
(ABREU, 2014). Posteriormente, passa-se essa estrutura para o MGC-
ICO (MGC split) que resolve o SEL e grava os resultados em arquivo. Em
ocorrendo de o precondicionador de Jacobi ser escolhido, nenhuma estrutura
extra é gerada, pois a estrutura de dados do MGC precondionado por Jacobi
(MGCPJ) é baseada em lista de adjacéncias. Posteriormente, os resultados
sao salvos em arquivo.

Caso seja escolhida a opcgao de resolucao de SEL com a redugao de
largura de banda, entdo, um grafo na estrutura das heuristicas deve ser
gerado. Com isso, a redugao de largura de banda é realizada pela heuristica
determinada no arquivo de configuracao. Em seguida, a renumeracao obtida
pela heuristica é passada do grafo baseado em lista de adjacéncias por vector

para o grafo baseado em lista de adjacéncias. Posteriormente, o SEL,



77

renumerado, é resolvido pelo MGC precondicionado escolhido, conforme

explicado no paragrafo anterior. Finalmente, os resultados sao escritos em

arquivo.
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3.4.2 Instancias assimétricas da Harwell-Boeing

Nos testes realizados, utilizou-se 113 matrizes da base Harwell-
Boeing (DUFF; GRIMES; LEWIS, 1992) para avaliar as redugées de largura
de banda e de profile das heuristicas. Essas matrizes sdo oriundas das
mais diversas aplicagoes cientificas e, consequentemente, nem todas as
matrizes sao simétricas. Infelizmente, nem todas as heuristicas podem
ser utilizadas com matrizes assimétricas. Esse é o caso das heuristicas
BL, GPS, GGPS, WBRA e WBRA-GL, que s@o especificas para matrizes
simétricas. As heuristicas CSS-band FNCHC e VNS-band, foram projetadas
para funcionar em matrizes simétricas e assimétricas. Ainda, as heuristicas
Bel-GL, CMr-GL e hGPHH foram facilmente adaptadas para funcionarem
em matrizes assimétricas sem ser necessario mexer na estrutura dessas
heuristicas. Entao, uma abordagem precisou ser adotada para tornar
possivel a utilizacdo das heuristicas BL, GPS, GGPS, WBRA e WBRA-
GL em matrizes assimétricas.

Reid e Scott (2005) apresentaram trés técnicas para adaptar matrizes
assimétricas para heuristicas para a reducao de largura de banda. A
primeira técnica é utilizar um grafo bipartido, em que ha 2-|V| vértices. Isso
pode nao ser uma boa alternativa, pois dobra o custo de armazenamento.
A segunda técnica é utilizar um grafo denominado de grafo linha. Seja B,
uma matriz assimétrica, esse grafo consiste em ser uma representagao da
matriz BBT. Claramente, essa ndo é uma boa opcdo, pois o custo para
computar uma multiplicacdo de matrizes é alto. A ultima técnica consiste
em transformar a matriz assimétrica em uma matriz simétrica por somar a
matriz original com sua transposta, ou seja, B+ B’ . Essa tltima técnica foi

adotada neste trabalho.
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O custo computacional para realizar a soma de duas matrizes é,
relativamente, baixo. Como as matrizes sao representadas por grafos, para
fazer a soma B+ BT, considerando v,u € V, basta criar arestas {u,v} para
todos os vértices vyu € V, em que {vu} € E e {u,v} ¢ E.

Depois de ter transformado o grafo assimétrico em simétrico,
a renumeracdo € realizada pelas heuristicas nesse grafo simétrico.
Posteriormente, o grafo é transformado em sua forma original, isto é,
assimétrico. Isso pode ser feito, com facilidade, ao se remover as arestas

inseridas. Finalmente, a largura de banda e profile sao calculados.

3.4.3 Inversao de matrizes

Como pode ser notado nos pseudo-cédigos das Figuras 9 e 10, nas
paginas 61 e 62, respectivamente, sao utilizadas as inversas das matrizes
precondicionadoras M, L e LT. Porém, exige-se alto custo computacional
para se calcular a inversa de uma matriz. Por exemplo, Cormen et al.
(2009, p. 827-828) apresentam um algoritmo @(n*) para inversio de matrizes
baseado na decomposigao LUP.

Em Cormen et al. (2009), nas paginas 828 a 831, é mostrado que a
inversao de matrizes é equivalente a multiplicacao de matrizes. Com isso,
algoritmos atuais para inversao de matrizes sao, originalmente, propostos
para multiplicagao de matrizes quadradas. A maioria desses algoritmos sao
variacoes do algoritmo de Coppersmith e Winograd (1990), um algoritmo

2:376). Como exemplo, tem-se o algoritmo de Williams (2012)

com custo O(n
com complexidade O(n*373). Infelizmente, algoritmos com esses custos sdo
impeditivos. Isso porque pode ser que o custo computacional da inversao da

matriz precondicionadora seja maior que o custo computacional na resolugao
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do SEL pelo MGC. Entao, deve-se evitar a inversao de matrizes.

A matriz precondicionadora gerada pelo método de Jacobi,
apresentado na subsecao 2.13, na pégina 63, é uma matriz diagonal. O
calculo da inversa de uma matriz diagonal é trivial. Para isso, calcula-
se o inverso da diagonal principal de A. Entao, implementou-se o MGC
precondicionado a esquerda ao custo de uma multiplicacao vetor-vetor por
iteragao.

Em relacao ao MGC precondicionado por split, mostrado na Figura
10, na pagina 62, ndo se realizou a inversa das matrizes L e LT de forma
explicita. Note que, no algoritmo da Figura 10, as matrizes L~! e L™7 sdo
utilizadas nas linhas 5, 6, 11 e 15. Em vez disso, utilizou-se algebrismo para
evitar o cédlculo das inversas das matrizes.

Para a linha 5, tem-se zg < L™ 'rg, entdo considere que

y=L"r (10)

multiplicando-se a equacao 10, a esquerda, por L dos dois lados da igualdade,

tem-se
1

Ly = LETr = 10,
logo,
Ly =ry. (11)

Com isso, em vez de se calcular a inversa da matriz triangular inferior
L~', resolve-se o SEL mostrado na equacdo 11. Como a matriz L é
uma matriz triangular inferior, o SEL mostrado em 11 pode ser resolvido
diretamente por substituicao avangada. E facil verificar que, no pior caso,

ou seja, quando a matriz L é densa, o algoritmo de substituicao avancada
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ocorre em O(n?). Como as matrizes utilizadas neste trabalho sio esparsas,
espera-se um comportamento linear do algoritmo de substituicao avancada.
Claramente, o custo computacional de se resolver o SEL mostrado na
equacao 11 é menor que o custo computacional para se inverter a matriz L.
Entao, substitui-se a linha 5, do algoritmo da Figura 10, por zg <y, em que
y é a solugao do SEL Ly = ry.

A mesma ideia pode ser aplicada as linhas 6, 11 e 15 do algoritmo
da Figura 10. Porém, nas linhas 6 e 15, é utilizada a matriz LT, que ¢é
triangular superior. Com isso, utiliza-se a substituicao regressiva.

A linha 6, dy < L™ Tzy, pode ser substituida por
do=w, LTw = z.
Tem-se, na linha 11, a seguinte atribuicao
2t 21 — oL Ady.
Essa atribuicao pode ser substituida por
Ik < Zk—1 — OkC,

em que,

Lc=t et =Ad.

Ja a atribuigao da linha 15, representada por

dir1 + LTz + Bedy,
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pode ser substituida por
diy1 < u+ Brde, Lu = z.
Com essas modificacoes, evita-se o calculo da inversa das matrizes L e L.

3.5 Ferramentas utilizadas

Utilizou-se a IDE Netbeans 8.0.2 para auxiliar na escrita dos cédigos
em linguagem C++. O compilador utilizado foi o G++ 4.8.2. Além disso,
utilizou-se a biblioteca GNU Multiple Precision Floating-point computations
with correct-Rounding (MPFR) para se obter maior precisao nos calculos
na resolugao dos SELs.

Para os testes computacionais realizados nas instancias da Harwell-
Boeing, utilizou-se um computador com processador Intel® Core™ i3-
2120 CPU 3,30GHz x 4, com 3 MB de memoéria cache e com 8 GB de
memoria RAM DDR3 1,333GHz. Esse computador também foi utilizado nas
simulacoes envolvendo a resolucao dos SELs provenientes da discretizagao
por MVF da equacao de Laplace numerados de forma aleatéria. Para essas
simulacGes, utilizou-se o sistema operacional Ubuntu 14.04 LTS 64 bits,
kernel 3.13.0-39-generic e precisao de 256 bits na biblioteca GNU MPFR.

Para os testes da heuristica VNS-Band com a instancia
SHERMAN4, da base Harwell-Boeing, utilizou-se uma méaquina com sistema
operacional de 32 bits. Isso porque o executdvel da heuristica VINS-
Band utilizado em todas as simulacoes deste trabalho é 64 bits e nao
funciona corretamente nessa instancia. Com isso, utilizou-se uma versao da
heuristica VNS-Band 32 bits, disponibilizada por Mladenovic et al. (2010),

que funciona corretamente na instancia SHERMAN4. Por isso, utilizou-se
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um computador com processador Intel® Core™ i5-3337U CPU 1,80GHz
x 4, com 3 MB de memdria cache, com 6 GB de meméria RAM DDR3
1,333GHz e com sistema operacional Ubuntu 12.04 LTS 32 bits e kernel
3.2.0-83-generic.

Para os testes computacionais realizados na resolucao dos SELs
provenientes da discretizagao por MVF da equagao de Laplace numerados
pela curva de Sierpinski modificada (OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY,
2008), utilizou-se um computador servidor IBM® com processador Intel®
Xeon™ E5620 2,40GHz x 8 com 12 MB de memoria cache e 24 GB
de meméria RAM DDR3 1,333GHz. Para essas simulagoes, utilizou-se o
sistema operacional Ubuntu Server 14.04 LTS 64 bits, kernel 3.13.0-44-
generic e precisao de 256 bits na biblioteca GNU MPFR.

Para os testes computacionais realizados na resolucao dos SELs
provenientes da discretizagao por MVF da equacgao da conducao do calor,
utilizou-se um computador com processador Intel® Core™ i3 CPU 550
3,20GHz x 4, com 4 MB de memoéria cache e 16 GB de memoéria RAM
DDRS3 1,333GHz. Para essas simulagoes, utilizou-se o sistema operacional
Ubuntu 14.04 LTS 64 bits, kernel 3.13.0-39-generic e precisao de 512 bits
na biblioteca GNU MPFR.
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4 SIMULACOES COM INSTANCIAS DA BASE HARWELL-
BOFEING

Neste Capitulo, apresentam-se os resultados das heuristicas para
a reducao de largura de banda nas 113 matrizes da base Harwell-Boeing
(DUFF; GRIMES; LEWIS, 1992). Essas 113 matrizes foram divididas em
quatro conjuntos. Todas as 11 heuristicas para a redugao de largura de
banda foram testadas nas 113 matrizes. Resultados em relagao a largura de
banda, ao profile e ao custo computacional, sdo apresentados. As tabelas
de desvio padrao e coeficiente de variacao dos custos computacionais das
heuristicas, em cada conjunto, sao apresentadas no apéndice A.

A heuristica VNS-band é, provavelmente, a heuristica para a reducao
de largura de banda no estado da arte (MLADENOVIC et al., 2010).
Mladenovic et al. (2010) utilizaram, como critério de parada, 500s em todas
as instancias utilizadas nos testes. Porém, como o intuito deste trabalho é
identificar a melhor heuristica para a reducgao de largura de banda com custo
computacional razoavel, utilizou-se tempos diferentes para cada conjunto de
matrizes. O tempo de 500s foi utilizado como tempo méaximo de execugao,
ou seja, a heuristica VNS-band nao foi testada com mais de 500s. O objetivo
foi encontrar o menor tempo em que a heuristica VNS-band obtivesse os
melhores resultados. Esses tempos foram definidos de forma empirica.

Nas tabelas presentes neste Capitulo, a dimensao da matriz é
representada por n, a largura de banda original da matriz por By e o profile
original da matriz por profileg. No final de cada tabela mostra-se o niimero
de vezes em que cada heuristica obteve o melhor resultado. Ainda, no final
das tabelas dos resultados referentes a largura de banda e ao profile, ha o

somatério do escore padronizado (Z-score), representado por Y *=*, em que
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x é o valor do dado, X é a média da populacdo e 6 é o desvio padrao. O
escore padronizado representa o quanto uma medida se afasta da média em
termos de desvios padroes. No caso das reducgoes de largura de banda e de
profile, quanto menor esse valor €, melhores sao os resultados da heuristica.
Quanto maior os resultados sao, piores sao os resultados.

Todas as heuristicas foram executadas 10 vezes. Os resultados,
médios, em relagdo as reducoes de largura de banda e de profile e os
resultados em relacao aos custos computacionais sao apresentados nas
respectivas tabelas das subsecOes seguintes. Apresentam-se, os coeficientes
de variagao e os desvios padroes, referentes as 10 execugodes no apéndice.

Para a heuristica CSS-Band, utilizaram-se 500 iteragoes como
critério de parada e uma particula carregada a cada 100 vértices em todas
as 113 instancias. Esses valores foram os mesmos utilizados por Kaveh e
Sharafi (2012).

Este Capitulo é dividido em quatro secoes. Na secao 4.1,
apresentam-se os resultados das 11 heuristicas nas 15 instancias simétricas
muito pequenas da base Harwell-Boeing. Os resultados das simulagoes
com as 11 heuristicas nas 35 instancias pequenas da Harwell-Boeing sao
apresentados na secao 4.2. Mostram-se, na secao 4.3, os resultados referentes
as 11 heuristicas nas 18 instancias assimétricas muito pequenas. Na secao
4.4, sao apresentados os resultados das 11 heuristicas nas 45 instancias

assimétricas pequenas. A andlise dos resultados é feita na secao 4.5.

4.1 Instancias simétricas muito pequenas

Nesta subsecao apresentam-se os resultados obtidos pelas heuristicas

nos testes computacionais nas 15 instancias simétricas muito pequenas da
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base Harwell-Boeing. Essas instancias possuem de 39 a 237 vértices.

A Tabela 1 é dividida em trés partes. Na primeira parte, tém-se os
resultados das heuristicas em relacao a largura de banda. Na segunda parte,
mostram-se os resultados das heuristicas em relagao ao profile. Finalmente,
na terceira parte, tém-se os resultados das heuristicas em relacao ao custo
computacional.

Para a heuristica VNS-Band, foram utilizados 500s de tempo
méximo de execugao em todas as 15 instancias nos testes para as redugoes de
largura de banda e de profile. Utilizou-se 500s para mostrar que a heuristica
VNS-band, nem com o tempo maximo estabelecido neste trabalho, obteve
resultados melhores, nas redugoes de largura de banda e de profile, que a
heuristica FNCHC.

Observa-se, na primeira parte da Tabela 1, que a heuristica FNCHC
obteve os melhores resultados na reducao de largura de banda. A heuristica
FNCHC obteve, em 12 das 15 instancias, as melhores largura de banda.
Também, o menor somatorio do escore padronizado foi obtido pela heuristica
FNCHC. Embora a heuristica VNS-band tenha ficado executando por
500s, os resultados dessa heuristica nao foram superiores aos resultados
da heuristica FNCHC. Em relagdo ao profile, as heuristicas que mais vezes
obtiveram os melhores resultados foram as heuristicas CMr-GL e Bel.-GL.
A heuristica FNCHC foi a heuristica que apresentou o menor somatério
de escore padronizado. Com isso, pode-se afirmar que a melhor heuristica
na reducao de profile foi a heuristica FNCHC, pois foi a heuristica com
resultados mais regulares na reducao de profile. A heuristica com menor
custo computacional foi a heuristica BeL-GL. Claramente, a heuristica mais

lenta, foi a heuristica VNS-band. Observa-se, ainda, que os piores resultados
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o -~ s
Tabela 1 Resultados de cada heuristica em relagao a largura de banda, ao profile e
- . - P .
ao tempo de execugao das simulacgoes nas 15 instancias simétricas muito
pequenas da base Harwell-Boeing.
CM Bel WEBRA NS-Band b
T BoT- - B
Instancia n By GL GL hGPHH GL (500s) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
ASHS5 85 39 10 11 10 15 14 9 10 10 15 10 76
BCSPWRO01 39 38 8 8 8 8 7 5 9 8 9 6 31
BCSPWRO02 49 34 13 13 13 12 10 7 10 14 12 11 43
BCSPWRO03 118 115 17 19 19 21 10 11 15 19 23 19 104
BCSSTKO1 48 35 27 27 27 35 24 16 26 26 33 24 42
BCSSTKO04 132 47 54 54 54 47 37 37 46 54 57 47 127
BCSSTKO05 153 28 26 32 24 28 20 20 23 28 32 28 146
BCSSTK22 138 111 15 13 14 13 10 10 14 14 16 12 125
CAN_144 144 142 18 19 15 20 13 13 15 14 22 19 134
CAN_161 161 79 30 32 30 46 18 19 18 18 30 24 152
DWT_234 234 48 19 26 17 21 12 11 17 24 23 17 212
LUND_A 147 23 23 23 23 23 23 23 23 23 28 23 140
LUND_B 147 23 23 23 23 23 23 23 23 23 31 23 140
NOS1 237 4 4 4 4 4 3 4 3 4 4 4 220
NOS4 100 13 12 16 13 13 10 10 13 12 17 11 91
Melhores resultados 2 2 2 2 10 12 4 3 0 2 0
Z% -4,04 -3,41 -4,13 -2,21 -6,80 -8,86 -5,33 -4.33 -1,43 -5,48 46,02
profile
CMr- BeL- WBRA- NS-Band
Instancia n_profileg GL G hGPHH GL (500s) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
ASHS5 85 1153 B89 500 608 715 080 503 B89 038 0603 ©OI0  2A31
BCSPWRO01 39 292 123 122 171 182 159 126 123 123 121 138 367
BCSPWRO02 49 377 214 200 344 330 306 224 212 356 223 296 565
BCSPWRO03 118 1288 774 751 1150 1232 740 841 1073 673 736 1128 4063
BCSSTKO1 48 851 654 661 749 851 759 554 676 676 618 729 923
BCSSTKO04 132 3631 3585 3515 4079 3631 3576 3555 3493 3555 3398 3631 8077
BCSSTKO05 153 2449 2313 2454 2540 2449 2353 2360 2465 2414 2360 2449 10002
BCSSTK22 138 2124 891 855 948 898 883 882 870 873 878 968 5820
CAN_144 144 7355 1071 1063 1572 1848 1295 1321 1096 1308 1323 1859 8012
CAN_161 161 3378 3079 3151 3233 3558 2610 2670 2610 2610 2753 2796 10199
DWT_234 234 1765 1363 1413 1801 1900 1460 1472 1274 1295 1155 1838 14372
LUND_A 147 2870 2303 2303 2303 2870 2471 2507 2303 2303 2363 2870 9510
LUND_B 147 2870 2229 2300 2299 2870 2532 2492 2229 2303 2366 2870 9346
NOS1 237 780 467 467 472 624 468 507 468 467 469 624 16663
NOS4 100 766 761 917 892 766 742 781 936 900 852 845 3413
MeThores resultados 5 5 2 0 2 T Z z 3 0 0
yiF -5,99 -6,02 -1,61 0,23 -3,20 -6,57 -5,72 -4,45 -6,42 -2,58 42,32
Tempo (s)

- CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL VNS D9 ENCHC — GPS  GGPS BL WBRA CSS-Band

Instancia (500s)
ASHS5 0,00008 0,00002 0,00008 0,00042 503,84300 0,02657 0,00022 0,00038 0,00025 0,00360 0,17278
BCSPWRO1 0,00002 0,00001 0,00003 0,00016 527,31500 0,00745 0,00008 0,00011 0,00012 0,00070 0,10229
BCSPWRO02 0,00002 0,00002 0,00004 0,00023 635,63000 0,00900 0,00011 0,00015 0,00019 0,00307 0,11034
BCSPWRO03 0,00008 0,00003 0,00011 0,00050 500,57900 0,02613 0,00034 0,00061 0,00089 0,02567 0,26830
BCSSTKO1 0,00005 0,00001 0,00005 0,00026 621,28400 0,02829 0,00019 0,00020 0,00022 0,00880 0,11412
BCSSTKO04 0,00041 0,00006 0,00036 0,00144 500,28800 0,10722 0,00178 0,01205 0,00186 0,02050 0,30567
BCSSTKO5 0,00029 0,00007 0,00029 0,00105 500,63300 0,06697 0,00134 0,00956 0,00138 0,03248 0,32391
BCSSTK22 0,00011 0,00003 0,00010 0,00051 500,37100 0,02796 0,00063 0,00178 0,00056 0,02015 0,27752
CAN_144 0,00018 0,00004 0,00014 0,00089 500,47800 0,03813 0,00059 0,00119 0,00063 0,08453 0,42721
CAN_161 0,00014 0,00003 0,00013 0,00080 500,43200 0,07352 0,00076 0,00170 0,00145 0,01367 0,41429
DWT_234 0,00010 0,00003 0,00014 0,00088 500,22600 0,04197 0,00079 0,00142 0,00133 0,01059 0,59239
LUND_A 0,00028 0,00005 0,00021 0,00078 501,48600 0,07169 0,00171 0,00627 0,00059 0,02714 0.42032
LUND_B 0,00030 0,00006 0,00021 0,00078 501,53500 0,07329 0,00118 0,00620 0,00069 0,02720 0,39847
NOS1 0,00015 0,00002 0,00013 0,00068 500,41400 0,02006 0,00118 0,00277 0,00043 0,00867 0,44627
NOS4 0,00009 0,00002 0,00007 0,00044 500,51900 0,03208 0,00027 0,00035 0,00041 0,00392 0,31988
Melbores 1 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0

resultados

em relagao a largura de banda e

CSS-band.

4.2 Instancias simétricas pequenas

Nesta

subsecao,

apresentam-se

ao profile foram

oS

resultados

obtidos pela heuristica

obtidos pelas

heuristicas nos testes computacionais nas 35 instancias simétricas pequenas

da base Harwell-Boeing. Essas instancias possuem de 209 a 1.000 vértices.
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A Tabela 2 é dividida em duas partes. Na primeira parte, sdo
mostrados os resultados das heuristicas em relacdo a largura de banda.
Na segunda parte, mostram-se os resultados das heuristicas em relagao ao
profile. Os resultados em relagao ao custo computacional, de cada heuristica,
sao mostrados na Tabela 3.

Para a heuristica VNS-Band, foram utilizados 8s de tempo méaximo
de execucao em todas as 35 instancias nos testes para a reducgao de largura
de banda. Para os testes com a reducgao de profile, utilizou-se 12s como
critério de parada para a heuristica VNS-band. Esses foram os menores
tempos encontradas para que a heuristica VNS-band obtivesse os melhores
resultados nas reducgoes de largura de banda e de profile. Esses tempos
foram encontrados empiricamente.

Em relagao aos resultados na reducao de largura de banda,
mostrados na primeira parte da Tabela 2, a heuristica que mais vezes
obteve o melhor resultado foi a heuristica VNS-band com 8s como critério
de parada. Também, a heuristica VNS-band foi a heuristica que obteve o
menor somatorio de escore padronizado entre as heuristicas testadas. Entao,
a heuristica VNS-band foi considerada a melhor heuristica para a redugao
de largura de banda nas instancias simétricas pequenas. Ainda, a heuristica
FNCHC foi a segunda heuristica que mais vezes obteve o melhor resultado
e apresentou, também, o segundo menor somatoério de escore padronizado.

Na reducao de profile, a heuristica que obteve, mais vezes, o melhor
resultado foi a heuristica GPS. Porém, a heuristica que obteve o menor
somatdério de escore padronizado foi a heuristica VNS-band com 12s como
critério de parada. Vale destacar que a heuristica FNCHC, embora nao

tenha obtido o melhor profile em nenhuma instancia, foi a heuristica que
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Tabela 2 Resultados de cada heuristica em relagao a largura de banda e ao profile
das simulagoes nas 35 instancias simétricas pequenas da base Harwell-

Boeing.
CM BeL: WEBRA NS-Band B
T el = -Ban
Instancia n By GL oL hGPHH GL 8s) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
494 BUS 494 428 62 60 87 137 35 41 56 67 107 56 458
662_BUS 662 335 135 139 125 154 51 53 85 88 101 120 622
685_BUS 685 550 102 100 82 128 39 44 84 72 115 57 647
ASH292 292 24 28 29 34 24 19 21 34 25 53 24 278
BCSPWR04 274 265 65 66 77 95 25 26 48 66 72 44 255
BCSPWRO05 443 435 59 59 64 59 29 36 49 47 65 50 415
BCSSTKO06 420 47 50 49 49 47 45 47 47 52 81 47 409
BCSSTKI19 817 567 22 22 22 28 15 17 18 22 22 22 790
BCSSTK20 485 20 20 22 20 20 13 16 19 20 25 18 467
BCSSTMO07 420 47 54 59 52 Y 45 a7 50 54 81 47 408
CAN_292 292 282 74 68 67 99 39 44 78 74 121 66 276
CAN_445 445 403 89 87 94 169 58 62 88 85 109 105 426
CAN_715 715 611 133 142 133 157 108 20 126 133 126 121 691
CAN_838 838 837 124 135 138 175 91 94 136 120 217 128 816
DWT_209 209 184 37 39 34 51 23 24 37 30 39 37 197
DWT_221 221 187 16 18 17 22 13 13 19 16 22 19 207
DWT_245 245 115 43 51 55 58 22 22 50 43 60 44 230
DWT_310 310 28 15 16 13 19 12 12 13 13 20 17 296
DWT_361 361 50 25 25 25 19 16 16 14 14 24 19 344
DWT_ 419 419 356 34 33 33 50 28 28 34 33 47 44 402
DWT_503 503 452 64 63 64 63 48 a7 64 64 88 54 487
DWT_592 592 259 42 42 42 56 33 31 36 42 65 52 573
DWT_878 878 519 37 37 37 54 27 37 27 37 70 49 850
DWT_ 918 918 839 57 54 63 89 38 41 58 52 73 51 885
DWT_992 992 513 65 67 63 117 73 52 36 63 63 57 969
GR_30-30 900 31 59 60 59 31 59 47 49 49 101 31 872
JAGMESH1 936 778 27 27 28 43 31 28 27 27 48 43 903
NOS2 957 4 4 4 4 4 3 4 3 4 4 4 911
NOS3 960 43 81 81 79 43 79 64 83 65 80 43 939
NOSs5 468 178 92 91 88 141 64 67 88 90 134 122 452
NOS6 675 30 17 16 16 21 20 19 16 16 29 21 641
NOS7 729 81 65 65 67 81 81 67 65 65 76 81 701
PLAT362 362 249 52 58 53 58 36 36 52 53 87 45 350
PLSKZ362 362 248 36 36 34 31 20 20 33 37 50 25 341
SHERMAN1 1000 100 61 62 57 56 56 57 57 57 96 55 947
Melhores resultados 2 3 T 2 23 9 7 4 0 3 0
riF -10,65 -10,29 -10,21 -6,05 -16,06  -15,95 -11,73 -11,73 -5,22 -11,62 109,51
profile
CMr- Bel- WBRA- VNS-Band
Instancia n_profileg GL GL hGPHH GL (12s) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
662_BUS 662 45165 32903 32142 42965 43945 22703 21663 18616 30699 17233 34954 118988
685_BUS 685 28261 25606 26422 25787 28252 17198 20397 17715 16532 17865 25249 145227
ASH292 292 4224 3898 3779 5433 4224 3832 4100 4000 4266 4215 4224 31572
BCSPWRO04 274 21015 4825 4884 9327 8429 4039 4482 7345 4909 5269 8250 23186
BCSPWRO05 443 36248 8825 8818 16041 14727 8331 10013 10188 8656 7503 14993 52418
BCSSTKO06 420 14691 13238 13193 15086 14691 14380 15062 13287 13200 15056 14691 76841
BCSSTK19 817 74051 9594 9589 10950 11351 8087 10413 8721 9598 8828 10678 255853
BCSSTK20 485 4309 5069 5056 5303 4229 3603 4234 4416 4378 4006 3869 81118
BCSSTMO07 420 14691 13816 13809 15323 14691 14131 15047 13411 13786 14923 14691 75258
CAN_292 292 23170 8589 9232 11636 12720 8852 9313 9414 9113 10161 12402 31862
CAN_445 445 22321 22445 22046 27248 28982 20860 21298 20686 21264 20243 23932 77494
CAN_715 715 72423 38449 39476 47761 49300 40879 43445 40364 38540 36709 57989 200931
CAN_838 838 207200 34295 35841 82204 94541 45971 54838 52107 73168 45165 84109 283028
DWT_209 209 9503 3980 4045 4433 4511 3617 3680 4816 3414 3379 4554 16770
DWT_221 221 9910 2011 2080 2210 2411 2002 2077 1997 2019 2063 2225 18355
DWT_245 245 3934 4620 5004 7270 7769 3523 3558 5054 6309 4091 6988 19668
DWT_310 310 2696 2836 2885 2759 3056 2773 2795 2695 2754 2814 2764 36499
DWT_361 361 5084 5139 5139 5337 5030 5022 4902 4699 4699 4940 5030 50067
DWT_419 419 39726 8221 8156 9447 10092 8674 8936 8276 9684 8572 11172 68002
DWT_503 503 35914 14816 14881 17101 17226 18163 16862 14783 14802 15381 17441 102643
DWT_592 592 28805 10983 11373 12043 12964 13050 12534 11703 10984 11088 20918 136471
DWT_878 878 26055 21034 21044 22026 24141 20318 21543 19120 21161 21856 21903 297043
DWT_ 918 918 108355 22187 21835 27339 28234 24657 24562 21940 20983 21760 24671 325236
DWT_992 992 262306 37136 37612 37980 38892 43720 36112 33076 36926 36894 36106 434021
GR_30-30 900 26970 33872 34250 35496 26970 33313 31328 27916 29520 36049 26970 312960
JAGMESH1 936 37240 21817 21805 22150 22458 24818 22181 21817 21817 22136 22458 318013
NOS2 957 3180 1907 1907 1912 2544 1908 2082 1908 1907 1909 2544 277961
NOS3 960 39101 47536 46778 48938 39101 47713 44862 42278 41276 40306 39101 405513
NOS5 468 27286 25228 25100 28509 29073 23708 24232 27632 28180 24732 30619 89723
NOSsé6 675 16229 9305 9305 9357 9523 10587 9821 9305 9305 9301 9523 148014
NOS7 729 53144 34110 34110 34704 53144 49692 35296 34110 34110 34826 53144 190627
PLAT362 362 45261 13366 13786 14363 15110 9948 10184 13366 14936 14062 11765 57533
PLSKZ362 362 43090 6643 6599 7265 5043 5423 5123 6522 6948 6318 5325 45268
SHERMANI1 1000 34740 26673 26757 27054 27330 27421 27431 26109 26997 28167 27536 218119
Melhores resultados 0 5 0
Z% -12,75 -12,41 -6,54 -6,13 -13,60 -13,11 -12,27 -11,91 -13,39 -7,35 109,45

obteve o terceiro menor somatério de escore padronizado.

Ja a heuristica

GPS, apresentou o sexto menor somatorio de escore padronizado, ficando
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atras das heuristicas VNS-band, BL, FNCHC, CMr-GL e BeL-GL. Como
a heuristica VNS-band obteve o menor somatério de escore padronizado,
essa heuristica foi considerada a melhor heuristica na reducgao de profile nas
instancias simétricas pequenas.

Tabela 3 Resultados de cada heuristica em relagao aos tempos médios, em

segundos, de execucao das simulagoes nas 35 instancias simétricas
pequenas da base Harwell-Boeing.

. CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL — YNo-Band __pNoHC  GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
Instancia S S
19450 0,00030 0,00013 0,00030  0,00278 8,01115 12,01460 0,11930 0,00184 0,00532 0,00871 0,08981 1,50015
662_.BUS 0,00049 0,00013 0,00054  0,00418 8,01106 12,01460 0,19709 0,00354 0,00516 0,01813 2,04695 3,35895
685_BUS 0,00065 0,00015 0,00054  0,00373 8,00967 12,00960 0,20994 0,00431 0,00792 0,00878 0,31447  3.23729
ASH292 0,00026 0,00009 0,00031  0,00015 8,01350 12,02710 0,09472 0,00133 0,00193 0,00360 0,01937  0,73219

BCSPWRO04 0,00020 0,00006 0,00024 0,00150 8,01258 12,00490 0,08774 0,00093 0,00245 0,00189 0,10597  0,74097
BCSPWRO05 0,00022 0,00015 0,00046 0,00216 8,01152 12,02330 0,11853 0,00151 0,00364 0,00594 0,04451 1,31506
BCSSTKO06 0,00121 0,00020 0,00080 0,00309 8,01484 12,01660 0,24036 0,00992 0,00514 0,00364 0,25516  1,48727
BCSSTK19 0,00079 0,00021 0,00085 0,00323 8,01750 12,01630 0,18535 0,00941 0,02591 0,00663 0,53780 5,03361
BCSSTK20 0,00039 0,00007 0,00043 0,00182 8,01318 12,01650 0,08821 0,00350 0,00391 0,00714 0,53863 1,66873
BCSSTMO07 0,00106 0,00015 0,00073 0,00299 8,01383 12,01140 0,22470 0,00789 0,00338 0,00312 0,24463 1,55799

CAN_292 0,00030 0,00010 0,00087 0,00231 8,01043 12,02410 0,11556 0,00205 0,00262 0,00416 0,25688 0,55259
CAN_445 0,00054 0,00016 0,00042 0,00349 8,00986 12,01210 0,21571 0,00376 0,00296 0,00725 1,07809 1,49066
CAN_715 0,00133 0,00017 0,00285 0,00553 8,00848 12,01690 0,25288 0,00854 0,01361 0,00716 2,70695 3,54888
CAN_838 0,00145 0,00041 0,00139 0,01137 8,01337 12,00920 0,36517 0,01118 0,01964 0,02074 2,13967 5,88495

DWT_209 0,00020 0,00006 0,00027 0,00103 8,01087 12,01990 0,08045 0,00091 0,00164 0,00215 0,06519  0,47427
DWT 221 0,00028 0,00008 0,00025 0,00094 8,01254 12,02810 0,06564 0,00156 0,00247 0,00156 0,07156 0,67145
DWT_245 0,00018 0,00005 0,00024 0,00127 8,01335 12,01810 0,08183 0,00083 0,00146 0,00273 0,11240 0,66980
DWT_310 0,00025 0,00009 0,00038 0,00126 8,01318 12,01950 0,08185 0,00383 0,00908 0,00115 0,06047 0,92464
DWT_361 0,00029 0,00006 0,00030 0,00139 8,01045 12,02200 0,11941 0,00363 0,00684 0,00258 0,03272 1,02529
DWT_419 0,00057 0,00011 0,00047 0,00208 8,01108 12,01390 0,15123 0,00402 0,00486 0,00209 0,50116  1,63497
DWT_503 0,00079 0,00023 0,00061 0,00308 8,00890 12,02450 0,25259 0,00648 0,02181 0,00321 0,16225 2,02977
DWT_592 0,00063 0,00016 0,00076 0,00274 8,00978 12,01480 0,20212 0,00768 0,01973 0,00220 1,06711 2,02271
DWT_878 0,00068 0,00018 0,00154 0,00506 8,01239 12,01670 0,32332 0,01528 0,02766 0,00663 1,38669 6,16999
DWT 918 0,00084 0,00022 0,00147 0,00466 8,01000 12,02050 0,34543 0,01241 0,03426 0,00927 0,40884  6,58047
DWT_992 0,00163 0,00036 0,00314 0,00657 8,01118 12,01550 0,52678 0,03642 0,07698 0,02726 0,44736  8,43124

GR_30_30 0,00025 0,00022 0,00316 0,00032 8,01269 12,01590 0,36400 0,01394 0,01141 0,01476 0,03762 7,29861
JAGMESH1 0,00082 0,00017 0,00068 0,00408 8,00928 12,01540 0,27140 0,01456 0,00625 0,00146 3,29223 6,66841
NOS2 0,00067 0,00017 0,00053 0,00251 8,01091 12,01490 0,07614 0,00722 0,02009 0,00190 0,07515 7,06462
NOS3 0,00174 0,00031 0,00366 0,00051 8,01534 12,02200 0,54996 0,03008 0,01873 0,06605 0,05944  7,56294
NOS5 0,00077 0,00021 0,00071 0,00357 8,01442 12,01160 0,30422 0,00483 0,00636 0,00614 1,20624 1,68894
NOS6 0,00038 0,00013 0,00049 0,00245 8,01380 12,02580 0,17752 0,00630 0,01452 0,00078 0,18980  3,23702
NOS7 0,00053 0,00019 0,00053 0,00419 8,01123 12,02390 0,34139 0,00925 0,00450 0,00217 2,15392 4,29754
PLAT362 0,00074 0,00017 0,00075 0,00276 8,01369 12,02000 0,22143 0,00567 0,01049 0,00483 0,21445 1,02139

PLSKZ362 0,00030 0,00010 0,00034 0,00203 8,01281 12,01960 0,09231 0,00283 0,00684 0,00227 0,14088 1,01867
SHERMAN1 0,00114 0,00033 0,00068 0,00430 8,01266 12,02390 2,23921 0,01246 0,00923 0,00698 0,15679  9,30472

Melhores
resultados 0 35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Como nos resultados apresentados na secao 4.1, a heuristica mais
rapida, nos testes com a 35 matrizes assimétricas, foi a heuristica Bel.-
GL. Essa heuristica foi a mais rdpida em todas as instancias. A heuristica
mais lenta foi a heuristica VNS-band em suas duas versoes: com tempo
maximo de 8s e com o tempo maximo de 12s. Ainda, os piores resultados nas
reducoes de largura de banda e de profile foram apresentados pela heuristica

CSS-band.



91

4.3 Instancias assimétricas muito pequenas

Nesta subsecao, apresentam-se os resultados obtidos pelas
heuristicas nos testes computacionais nas 18 instancias assimétricas muito
pequenas da base Harwell-Boeing. Essas instancias possuem de 30 a 199
vértices.

A Tabela 4 é dividida em trés partes. Na primeira parte, tém-se os
resultados das heuristicas em relacao a largura de banda. Na segunda parte,
mostram-se os resultados das heuristicas em relagao ao profile. Finalmente,
na terceira parte, tém-se os resultados das heuristicas em relacao ao custo
computacional.

Para a heuristica VNS-Band, foram utilizados 500s de tempo
maximo de execucgao em todas as 18 instancias nos testes para as reducoes de
largura de banda e de profile. Utilizou-se 500s para mostrar que a heuristica
VNS-band, nem com o tempo maximo estabelecido neste trabalho, obteve
resultados melhores, nas redugoes de largura de banda e de profile, que a
heuristica FNCHC.

Especificamente, para a instancia GENT113, utilizou-se a heuristica
VNS-band com 5s como critério de parada. Isso porque, com mais tempo
de execucao, o executdvel dessa heuristica retorna resultados inconsistentes.
Com isso, utilizou-se 5s como critério de parada, pois é o maior tempo em
que é possivel rodar o executavel da heuristica VNS-band, com a instancia
GENT113, sem que o executavel retorne resultados inconsistentes.

Como é mostrado na primeira parte da Tabela 4, a heuristica que
mais vezes obteve o melhor resultado, na redugao de largura de banda, foi a
heuristica VNS-band. Essa heuristica obteve os melhores resultados em 13

das 18 instancias. Entretanto, a heuristica que apresentou o menor escore
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Tabela 4 Resultados de cada heuristica em relagao a largura de banda, ao profile
e ao custo computacional das simulagoes nas 18 instéancias assimétricas
muito pequenas da base Harwell-Boeing.

B
CMr=""BeL- "y qpyy WBRA-VNS-Band pNoyge  GPS GGPS BL WBRA CSS-Band

Instancia n Bo GL GL GL (500s)
ARCI30 130 125 129 129 129 125 63 63 10T 100 78 125 98
CURTIS54 54 44 50 50 44 44 16 10 12 13 16 44 44
FS_183.1 183 181 175 156 141 181 60 63 149 113 117 181 167
GENT113 113 101 111 111 125 94 271 39 34 44 38 94 104
GRE_115 115 101 96 97 98 101 23 24 35 33 39 101 106
GRE_185 185 60 39 45 41 60 21 22 21 23 33 60 172
IBM32 32 26 25 26 27 26 14 11 18 18 17 26 26
IMPCOL_B 59 43 54 49 53 43 24 20 41 28 28 43 54
IMPCOL_C 137 91 110 101 109 91 30 32 45 58 65 91 126
LNS_131 131 111 93 95 98 111 20 37 29 31 41 111 113
MCCA 180 65 121 108 78 65 37 38 54 52 73 65 170
PORES1 30 11 14 11 9 11 7 7 9 8 9 11 25
STEAM3 80 43 7 7 7 43 11 7 7 10 8 43 75
WEST0132 132 94 91 91 125 94 32 35 62 47 57 94 122
WESTO0156 156 147 151 150 148 147 36 38 65 54 80 147 144
WESTO0167 167 158 166 166 165 158 34 35 69 65 84 158 155
WILL57 57 44 20 19 23 44 14 7 9 14 8 44 49
WILL199 199 169 186 174 189 169 65 68 104 108 137 169 182
Melhores resultados I 1 I 0 13 7 2 0 0 0 0
):% 12,41 10,35 11,23 12,04 -22,23 -22,89 -12,00 -13,67 -11,59 12,04 24,32
profile
CMr-  BeL- WBRA- NS-Band
Instancia n_profileg GL GL hGPHH GL (5008) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
ARCI30 130 9624 9175 9143 9624 9123 TT18 6085 6657 6569 5595 9624 9873
CURTIS54 54 715 978 1011 715 749 995 672 701 66 71 715 1829
FS_183.1 183 23064 17259 18923 23064 17582 10079 11445 14677 17047 13791 23064 18540
GENT113 113 4419 3289 3287 4419 3264 2820? 3230 2846 2917 3014 4419 6867
GRE_115 115 5960 4211 4357 5960 4226 2981 3066 3344 3350 3472 5960 7387
GRE_185 185 9698 7039 7255 9698 7272 5541 5656 5560 5700 5732 9698 23366
IBM32 32 599 450 462 599 483 469 400 488 386 429 599 574
IMPCOL_B 59 1192 1618 1624 1192 1406 1259 1232 1683 1349 1555 1192 2146
IMPCOL_C 137 3975 6217 5485 3975 5823 3921 4486 5132 4684 4965 3975 9967
LNS_131 131 6090 3375 4095 6090 3497 2894 3107 2473 2704 3015 6090 6997
MCCA 180 4015 6963 7218 4015 9117 6535 6008 5817 5684 7941 4015 23331
PORES1 30 434 359 366 434 300 276 311 330 353 308 434 639
STEAM3 80 3440 848 848 3440 848 1216 848 848 860 852 3440 5336
WESTO0132 13 5329 7884 8040 5329 5230 4129 4340 5446 4504 4769 5329 9837
WESTO0156 156 12197 7704 7746 12197 7056 5939 5888 8161 6449 7324 12197 13165
WESTO0167 167 8390 10080 9959 8390 8070 5597 5893 7526 8351 8599 8390 14847
WILL57 57 714 612 625 714 470 639 432 43 590 443 714 2139
WILL199 199 25398 18990 18905 25398 17631 14801 15528 16287 18013 17591 25398 23957
Melhores resultados T T 2 T 9 3 2 2 T 2 0
):% 0,61 1,66 8,80 -3,96 -12,97 -14,83 -8,26 -10,35 -9,61 8,80 40,11
Tempo (s)

- CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL YNo DT pNCHC — GPS  GGPS BL WBRA CSS-Band
Instancia (500s)
ARCI30 0,00014 0,00003 0,00013 0,00171 500,36700 0,04518 0,00085 0,00228 0,00329 0,01619 0,27576
CURTIS54 0,00004 0,00001 0,00007 0,00026 512,93500 0,02045 0,00016 0,00023 0,00026 0,00323 0,10114
FS_183.1 0,00011 0,00003 0,00013 0,00535 500,17900 0,07077 0,00079 0,00318 0,00349 0,33894 0,42969
GENT113 0,00007 0,00002 0,00011 0,00066 5,093411 0,18503 0,00061 0,00192 0,00066 0,04220 0,31037
GRE_115 0,00008 0,00002 0,00013 0,00080 500,53800 0,05219 0,00041 0,00049 0,00056 0,05500 0,22651
GRE_185 0,00014 0,00007 0,00016 0,00121 500,99500 0,09578 0,00117 0,00221 0,00123 0,02162 0,43835
IBM32 0,00002 0,00001 0,00003 0,00019 554,71500 0,01514 0,00010 0,00012 0,00012 0,00306 0,08609
IMPCOL_B 0,00004 0,00001 0,00005 0,00073 552,06900 0,02528 0,00024 0,00032 0,00042 0,01656 0,09577
IMPCOL_C 0,00006 0,00003 0,00013 0,00076 500,36000 0,06834 0,00075 0,00076 0,00110 0,00913 0,40642
LNS_131 0,00005 0,00002 0,00007 0,00069 500,51500 0,28147 0,00038 0,00056 0,00096 0,06512 0,33030
MCCA 0,00039 0,00005 0,00021 0,00240 500,27000 0,11936 0,00248 0,01136 0,00360 0,08900 0,44040
PORES1 0,00003 0,00001 0,00003 0,00016 517,13500 0,01390 0,00015 0,00020 0,00012 0,00151 0,07414
STEAMS3 0,00015 0,00002 0,00020 0,00076 716,82600 0,03620 0,00059 0,00310 0,00024 0,00308 0,12844
WESTO0132 0,00010 0,00002 0,00009 0,00088 500,39000 0,05658 0,00078 0,00092 0,00104 0,02160 0,31351
WESTO0156 0,00008 0,00003 0,00012 0,00099 500,39500 0,08212 0,00055 0,00084 0,00132 0,01444 0,28191
WESTO0167 0,00012 0,00002 0,00013 0,00137 500,31900 0,07043 0,00087 0,00138 0,00087 0,01572 0,29481
WILL57 0,00005 0,00001 0,00007 0,00035 536,42800 0,01585 0,00026 0,00057 0,00036 0,00515 0,10329
WILL199 0,00011 0,00004 0,00016 0,00233 500,21500 0,14719 0,00104 0,00154 0,00278 0,20027 0,26639
MeThores
resultados 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 Resultado obtido com a heurfstica VNS-Band(5s).

padronizado foi a heuristica FNCHC. A heuristica VNS-band apresentou
o segundo menor escore padronizado. Mesmo com 500s de execugao, a
heuristica VNS-band nao obteve resultados melhores que os resultados da

heuristica FNCHC em relagao a redugao de largura de banda.
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Em relacao ao profile, a heuristica VNS-band também foi a heuristica
que obteve o melhor resultado mais vezes. Porém, a heuristica que
apresentou o menor escore padronizado foi a heuristica FNCHC. Em relagao
ao custo computacional, a heuristica mais rapida foi a heuristica BeL-GL.

A heuristica mais lenta foi a heuristica VNS-band.

4.4 Instancias assimétricas pequenas

Nesta subsecao, apresentam-se os resultados obtidos pelas
heuristicas nos testes computacionais nas 45 instancias assimétricas
pequenas da base Harwell-Boeing. Essas instancias possuem de 207 a 1.104
vértices.

Para a heuristica VNS-Band, foram utilizados 9s de tempo maximo
de execucao em todas as 45 instancias nos testes para a reducao de largura
de banda. Para os testes com a reducao de profile, utilizou-se 12s como
critério de parada para a heuristica VNS-band. Esses foram os menores
tempos encontradas para que a heuristica VNS-band obtivesse os melhores
resultados nas reducoes de largura de banda e de profile. Esses tempos
foram encontrados empiricamente.

Especificamente, na instdncia SHERMAN/, o executdvel da
heuristica VNS-band retorna resultados errados independente do tempo
passado como critério de parada. Nos testes mostrados na secao 4.3,
um comportamento parecido desse executdvel foi notado na instancia
GENT118. Porém, nessa instancia, o executavel do VNS-band executa até
5s. Entao, utilizou-se, somente na instancia SHERMA N/, uma outra versao
do executavel da heuristica VNS-band. Essa versao é um executavel 32 bits

e esse teste, em especifico, teve que ser realizado em uma outra maquina
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com sistema operacional 32 bits. Para detalhes da maquina utilizada, veja
a subsecao 3.5, na pagina 82.
Tabela 5 Resultados de cada heuristica em relagao a largura de banda e ao profile

das simulagoes nas 45 instancias assimétricas pequenas da base Harwell-
Boeing.

B
CMr- BelL- WBRA- VNS-Band
Instancia n_profiley GL GL hGPHH GL (9s) FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band

BP0 822 20 19 19 15 20 250 259 422 439 54T 820 789
BP_200 822 820 814 821 811 820 271 285 508 483 609 820 796
BP_400 822 820 814 804 806 820 279 296 530 530 620 820 795
BP_600 822 820 813 814 811 820 286 304 541 523 630 820 798
BP_800 822 820 818 817 817 820 359 309 523 523 600 820 800
BP_1000 822 820 818 814 820 820 371 315 603 489 679 820 799
BP_1200 822 820 820 819 815 820 356 317 554 491 630 820 795
BP_1400 822 820 816 811 816 820 358 324 636 475 681 820 796
BP_1600 822 820 815 815 813 820 301 322 609 476 673 820 799
FS 5411 541 540 540 540 540 540 270 270 529 529 354 540 518
FS_680_1 680 600 404 358 30 600 25 17 25 20 29 600 629
FS_760_1 760 740 175 732 72 740 52 38 62 40 71 740 731
GRE_216A 216 36 36 36 41 36 28 21 21 21 33 36 203
GRE_343 343 49 49 49 53 49 57 28 28 28 40 49 327
GRE_512 512 64 64 64 66 64 21 36 36 36 61 64 490
HOR_131 434 421 93 93 101 421 55 60 104 73 121 421 417
IMPCOL_A 207 167 165 165 127 167 33 53 58 48 66 167 194
IMPCOL-D 425 406 416 418 418 406 42 41 85 61 81 406 404
IMPCOL_E 225 92 190 188 219 92 42 43 65 75 109 92 214
JPWH_991 991 197 928 975 921 197 232 163 152 152 192 197 950
LNSP_511 511 57 450 485 447 57 46 57 55 55 97 57 486
MBEACXC 496 490 484 485 484 490 316 427 481 481 465 490 491
MBEAFLW 496 490 484 484 484 490 316 426 481 481 465 490 492
MBEAUSE 496 490 490 488 490 490 285 429 482 480 419 490 490
MCFE 765 187 734 241 247 187 126 133 178 179 258 187 754
NNC261 261 64 40 38 37 64 24 26 36 36 49 64 246
NNC666 666 262 67 71 69 262 61 46 66 63 88 262 642
ORSIRR_2 886 554 160 160 157 554 95 99 132 111 206 554 854
PORES_3 532 77 14 13 16 77 23 14 13 15 24 77 510
SAYLR1 238 14 15 15 15 14 14 14 14 15 15 14 224
SAYLR3 1000 100 59 58 57 100 56 57 57 55 104 100 941
SHERMAN4 1104 368 41 41 29 368 361 31 27 28 46 368 1027
SHL_O0 663 661 660 660 658 661 233 252 425 412 374 661 623
SHL_200 663 661 661 661 656 661 239 256 437 426 360 661 628
SHL_400 663 662 660 658 658 662 234 250 465 425 385 662 635
STEAM1 240 146 50 50 50 146 44 46 50 50 63 146 231
STEAM?2 600 331 63 63 63 331 63 63 63 63 67 331 588
STR_O 363 359 357 357 346 359 122 127 192 173 256 359 351
STR_200 363 359 348 344 815 820 129 137 233 199 267 820 351
STR_600 363 359 351 353 352 359 138 142 262 221 288 359 352
WESTO0381 381 363 370 367 372 363 154 162 328 269 295 363 367
WEST0479 479 388 494 465 473 388 125 133 304 237 313 388 459
WEST0497 497 416 465 416 494 416 88 96 189 269 221 416 476
WEST0655 655 564 561 640 649 564 169 173 382 257 408 564 630
WEST0989 989 855 903 884 841 855 379 237 403 323 560 855 953
MeThores resultados T 2 T T 30 14 7 5 0 T 0
riF 20,84 18,09 18,54 26,50 -54,72 -52,11 -22,82 -28,85 -17,35 26,50 65,41

1 Resultado proveniente do executavel da heuristica VNS-Band(9s) 32bits.

Como pode ser observado na Tabela 5, a heuristica que obteve o
melhor resultado em relagao a largura de banda mais vezes foi a heuristica
VNS-band. Também, a heuristica VNS-band foi a heuristica que apresentou
o menor escore padronizado. O segundo menor escore foi obtido pela
heuristica FNCHC, que também foi a segunda heuristica no nimero de
melhores resultados. Vale ressaltar que, é nitida a superioridade dos
resultados das heuristicas VNS-band e FNCHC nas instancias assimétricas

pequenas. Isso porque essas duas heuristicas foram propostas para reduzir
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a largura de banda de matrizes simétricas e assimétricas.

Tabela 6 Resultados de cada heuristica em relagao ao profile das simulagGes nas
45 instancias assimétricas pequenas da base Harwell-Boeing.

profile
CMr- Bel- WBRA- VNS-Band

Instancia  n profiles oL i hGPHH oL (132) FNCHC ~ GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
BP0 822 313542 232402 2409202 235800 313542 204085 215330 272304 248221 240088 313542 367471
BP_200 822 356678 276452 270970 276640 356678 235129 242323 290703 273874 280548 356678 402470
BP_400 822 372881 287618 271263 277420 372881 243716 250851 335155 303001 283621 372881 405921
BP_600 822 390312 291410 284213 293314 390312 252441 255028 336451 337004 295578 390312 410346
BP_800 822 400827 311978 303241 284372 400827 270730 264568 311143 290406 291020 400827 418244
BP_1000 822 411136 301913 298198 301295 411136 304830 271438 312766 313475 310747 411136 426792
BP_1200 822 419750 302688 283637 303672 419750 264080 268572 314490 307522 311502 410750 430840
BP_1400 822 416507 303342 303749 309504 416507 299650 279842 322162 316360 313794 416507 433218
BP_1600 822 418320 301596 302505 308094 418320 273213 276168 307868 322252 317037 418320 435456
FS_541_1 541 231254 157999 156902 161360 231254 143919 158608 220229 160727 164501 231254 222494
FS_680_1 680 230957 154209 156566 157707 230957 9367 13727 16817 15206 16084 230957 223733
FS_760_1 760 419828 56918 61380 59194 419828 44212 44868 60737 47978 49130 419828 419364
GRE_216A 216 7130 7388 7526 7353 7130 6379 6378 6252 6252 6332 7130 28293
GRE_343 343 15608 16104 16362 16031 15608 14037 13932 13494 13494 13681 15608 73448
GRE 512 512 30715 31586 32027 31763 30715 40527 27490 26250 26250 26672 30715 161253
HOR_131 434 108080 46568 44424 41452 108080 37611 38024 42731 44934 39140 108080 155563
IMPCOL.A 207 5291 9706 9756 5851 5291 6633 8982 7301 8132 8356 5291 22582
IMPCOL D 425 19078 21433 21268 18868 19078 16965 19363 21980 20916 21928 19078 108628
IMPCOLE 225 8971 11244 10111 13970 8971 8586 8638 8870 8757 10510 8971 32312
JPWH. 991 991 139359 247683 260674 255225 139359 274052 178925 153998 172468 158827 139359 617513
LNSP511 511 33577 49094 47964 28029 33577 20840 27493 26776 27097 30979 33577 140758

MBEACXC 496 173863 164128 168420 181029 173863 173180 183140 185763 184889 167115 173863 201549
MBEAFLW 496 173863 172341 178597 171448 173863 173180 183759 185763 184889 167115 173863 203572
MBEAUSE 496 161473 165406 161786 153244 161473 152734 169708 176638 177858 161272 161473 184658

MCFE 765 78957 160071 113848 89225 78957 113677 115725 115859 116427 137029 78957 534213
NNC261 261 9383 11034 11200 10719 9383 8281 9040 11068 9558 10629 9383 46056
NNC666 666 37389 48829 48621 46248 37389 45515 41677 47857 45891 46137 37389 300427
ORSIRR_2 886 211572 156553 156206 144929 211572 135203 131915 149219 135201 137841 211572 577745
PORES_3 532 55932 10690 11123 10995 55932 9337 11104 10777 10737 11202 55932 200447
SAYLR1 238 6298 4998 4998 5139 6298 5957 5520 4998 4998 5010 6298 36737
SAYLR3 1000 69490 52843 56117 52575 69490 55003 53004 53150 52213 57663 69490 441649
SHERMAN4 1104 269743 33748 34036 34316 269743 336271 22295 21181 22049 21203 269743 419220
SHL_0 663 148668 108431 108008 96751 148668 138287 127217 141750 139926 117021 148668 195984
SHL_200 663 153482 112165 112082 103117 153482 140442 128214 165441 136033 117823 153482 196907
SHL_400 663 159588 109703 112147 114794 159588 143280 129004 159558 148933 127843 159588 201811
STEAM1 240 33051 15060 15060 16257 33051 16539 16212 15060 15084 15864 33051 50325
STEAM2 600 196168 69416 69488 61704 196168 64328 63685 61704 61704 62312 196168 328472
STR-0 363 67460 47623 47672 47374 67460 45259 47301 49611 52381 53681 67460 80962
STR_200 363 80640 58220 58088 59215 80640 51366 50375 58039 59332 59162 80640 90055
STR_600 363 87176 64123 58716 63831 87176 54285 55059 58628 65187 61994 87176 90508
WESTO0381 381 70091 86994 86525 83604 70091 67238 73202 81202 84393 82995 70091 97921
WEST0479 479 84283 95668 100341 98934 84283 64739 63125 88591 88014 81677 84283 138152
WEST0497 497 69403 90686 89189 92078 69403 39566 42426 51786 47002 46587 69403 129716

WEST0655 655 159257 139047 139740 135904 159257 114802 112860 165510 159705 144307 159257 258930
WEST0989 989 250490 375258 419762 376481 250490 231017 233135 330835 285486 296197 250490 573230
Melhores resultados g 2 3 Z 20 © Z 0
Y= -14,89 -15,09 -17,56 18,37 -30,75 -28,16 -6,84 -11,70 -20,59 18,37 108,83

! Resultado proveniente do executavel da heuristica VNS-Band(12s) 32bits.

Similarmente aos resultados em relagao a largura de banda,
apresentados na Tabela 5, a heuristica VNS-band apresentou os melhores
resultados na reducao de profile, que sao mostrados na Tabela 6. A
heuristica VNS-band foi a heuristica que obteve, mais vezes, o melhor
resultado. Ainda, essa heuristica apresentou o menor escore padronizado.

Pode-se observar na Tabela 7 que, da mesma forma que nos outros
conjuntos de instancias, a heuristica mais rapida foi a heuristica BeL-GL.
A mais lenta foi a heuristica VNS-band com os dois tempos utilizados, 8s e

12s.
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Tabela 7 Resultados de cada heuristica em relagao aos tempos médios, em
segundos, de execucao das simulagoes nas 45 instancias assimétricas
pequenas da base Harwell-Boeing.

VNS-Band

Instancia CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL 5 FNCHC GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
BP_0 0,00046 0,00028 0,00059 0,03122  9,01101 12,11430 0,72333 0,00805 0,01394 0,04619 10,9737 4834
BP_200 0,00070 0,00027 0,00060 0,03766 9,01290 12,11040 0,77538 0,01258 0,01540 0,05913 26,1421 s

BP_400 0,00057 0,00022 0,00063 0,04351 9,01530 12,11820 0,76745 0,01019 0,01399 0,07177 30,0366 5,16874
BP_600 0,00082 0,00021 0,00073 0,04939 9,01280 12,11280 0,74581 0,01029 0,01145 0,07460 30,6494  4,59449
BP_800 0,00079 0,00019 0,00078 0,04718 9,01725 12,11820 0,77311 0,01045 0,01327 0,05441 30,4342  4,89230
BP_1000 0,00083 0,00018 0,00090 0,05947 9,01216 12,11430 0,80888 0,01014 0,01566 0,09430 32,2775 4,93832
BP_1200 0,00077 0,00023 0,00076 0,06162 9,01550 12,11320 0,80673 0,00934 0,01334 0,05735 28,7140 5,21761
BP_1400 0,00081 0,00021 0,00081 0,06137 9,02008 12,12010 0,82667 0,00941 0,01141 0,09985 28,0810 4,98693
BP_1600 0,00068 0,00027 0,00081 0,05708 9,01137 12,11320 0,80806 0,01065 0,01174 0,09464 27,2418 5,08025
FS_541_1 0,00051 0,00010 0,00040 0,02658 9,02082 12,12240 0,20655 0,01954 0,03533 0,04804 0,41081 2,16609
FS_680_1 0,00037 0,00006 0,00027 0,00336 9,01060 12,11150 0,17512 0,00426 0,00662 0,00405 0,12872  3,07982
FS_760-1 0,00070 0,00011 0,00064 0,00618 9,01532 12,12090 0,40112 0,00830 0,00779 0,00697 0,36369  3,92669
GRE_216A 0,00022 0,00005 0,00014 0,00107 9,02610 12,11650 0,08698 0,00175 0,00386 0,00074 0,03562  0,47035
GRE_343 0,00028 0,00005 0,00022 0,00186 9,01485 12,11640 0,15027 0,00332 0,00712 0,00092 0,17124  0,95727
GRE 512 0,00035 0,00010 0,00033 0,00289 9,01092 12,12930 0,23382 0,00638 0,01413 0,00196 0,30448 1,97609
HOR_131 0,00070 0,00019 0,00054 0,00456 9,01586 12,11820 0,33836 0,00372 0,00390 0,00845 1,38752 1,51304

IMPCOL_A 0,00014 0,00004 0,00014 0,00158 9,01719 12,11080 0,07314 0,00105 0,00130 0,00168 0,02356 0,51433
IMPCOL.D 0,00019 0,00006 0,00040 0,00302 9,01639 12,11580 0,16637 0,00362 0,00420 0,00452 0,13316  1,38153
IMPCOL_E 0,00014 0,00003 0,00016 0,00183 9,01731 12,12960 0,09095 0,00174 0,00551 0,00356 0,33301  0,60196
JPWH_991 0,00074 0,00021 0,00116 0,01129 9,01940 12,11670 0,25023 0,01028 0,01212 0,01624 0,81226 7,26773
LNSP 511 0,00028 0,00005 0,00031 0,00326 9,01310 12,10960 0,24249 0,00425 0,00448 0,00394 0,67530 1,90546
MBEACXC 0,00668 0,00075 0,00525 0,68729 9,06807 12,15370 2,71791 0,10215 0,22174 1,48127 132,095 2,34597
MBEAFLW 0,00679 0,00083 0,00528 0,68282 9,06011 12,15120 2,71398 0,10133 0,22022 1,45529 132,721 2,31394
MBEAUSE 0,00555 0,00010 0,00379 0,57547 9,05699 12,15650 0,23382 0,00638 0,01413 0,00196 119,409 1,97609

NNC261 0,00042 0,00008 0,00027  0,00146 9,03795 12,13700 0,10887 0,00229 0,00428 0,00218 0,06117  0,66376
MCFE 0,00282 0,00023 0,00191  0,04380 9,01755 1212490 1,03463 0,03807 0,16950 0,07967 5,17640  4,85498
NNC666 0,00049 0,00023 0,00056  0,00467 9,01350 12,10930 0,29576 0,00565 0,01064 0,00780 1,60060  2,93249

ORSIRR_2 0,00082 0,00019 0,00113 0,00907 9,01444 12,11440 0,57990 0,00769 0,01107 0,01281 0,50638 5,38558
PORES_3 0,00048 0,00013 0,00034 0,00284 9,01790 12,11470 0,17307 0,00650 0,00432 0,00216 0,11005 2,06139

SAYLR1 0,00013 0,00003 0,00015 0,00023 9,02262 12,12760 0,08067 0,00107 0,00079 0,00039 0,00306 0,59436
SAYLR3 0,00060 0,00016 0,00051 0,00499 9,01580 12,11770 2,13638 0,00800 0,00735 0,00593 0,14012  7,99298
SHERMAN4 0,00046 0,00018 0,00072 0,00410 9,01699' 12,12140% 0,32052 0,00800 0,00524 0,00319 0,50591 10,39652
SHL_0 0,00032 0,00010 0,00038 0,01752 9,01451 12,10860 0,19918 0,00393 0,01276 0,01906 9,62097  2,88522
SHL_200 0,00032 0,00016 0,00039 0,01956 9,01106 12,11390 0,19452 0,00323 0,01039 0,02265 10,8522 3,01915
SHL_400 0,00030 0,00017 0,00038 0,01860 9,01018 12,11110 0,21131 0,00398 0,01037 0,02254 9,79234  2,79648
STEAM1 0,00053 0,00010 0,00047 0,00234 9,02253 12,11310 0,22305 0,00292 0,00242 0,00265 0,24201  0,58608
STEAM2 0,00133 0,00024 0,00108 0,00954 9,02204 12,12140 0,70515 0,01826 0,01245 0,00928 3,95201  3,31327
STR-0 0,00028 0,00012 0,00029 0,00675 9,01288 12,11270 0,23600 0,00489 0,00546 0,00940 0,69059  1,13044
STR-200 0,00069 0,00011 0,00043 0,00920 9,01154 12,10890 0,30776 0,00434 0,00612 0,01661 2,03940 1,04132
STR_600 0,00049 0,00011 0,00046 0,01315 9,01081 12,10950 0,32812 0,00581 0,00940 0,02201 2,27952 1,15622

WEST0381 0,00039 0,00006 0,00032 0,00923 9,01090 12,11110 0,41265 0,00753 0,00452 0,01805 1,04006 0,93019
WEST0479 0,00037 0,00007 0,00035 0,00823 9,01282 12,12330 0,33187 0,00384 0,00793 0,01417 1,76949 1,56818
WEST0497 0,00031 0,00009 0,00034 0,00695 9,01452 12,11410 0,21657 0,00376 0,00646 0,00985 0,48501  1,49981
WEST0655 0,00071 0,00016 0,00049 0,01791 9,01121 12,11460 0,56168 0,00534 0,01090 0,02734 0,40966 2,79211
WEST0989 0,00076 0,00016 0,00103 0,02667 9,01467 12,11400 0,84681 0,00960 0,01385 0,05563 12,7455 7,45910

MoThores
resultados 0 45 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 Resultado proveniente do executdvel da heuristica VNS-Band(9s) 32bits.
2 Resultado proveniente do executdvel da heuristica VNS-Band(12s) 32bits.
4.5 Analise dos resultados dos testes nas instancias da Harwell-

Boeing

Mostra-se, na Tabela 8, as posicoes de cada heuristica em relacao
aos resultados da reducgao de largura de banda, da redugao de profile e do
custo computacional. Considerou-se os resultados em todas as 113 matrizes
da Harwell-Boeing. Para a largura de banda e o profile, foram somados os
nimeros de “vitérias” de cada heuristica, ou seja, o nimero de vezes em
que cada heuristica obteve o melhor resultado. Para o custo computacional,

somou-se os tempos de cada heuristica nas 113 instancias da Harwell-Boeing.
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Pode-se observar, na Tabela 8, que a heuristica que mais vezes obteve
o melhor resultado nas reducoes de largura de banda e de profile foi a
heuristica VNS-band. Porém, o custo computacional dessa heuristica foi
o pior. Entretanto, como mostrado nas secoes 4.2 e 4.4, pode-se obter boas
reducgoes de largura de banda e de profile com a heuristica VNS-band com
poucos segundos. Nao é necessario utilizar 500s como Mladenovic et al.
(2010) utilizaram.

Algumas heuristicas merecem destaque. A heuristica Bel-GL foi a
heuristica mais rapida e obteve resultados razoaveis nas redugoes de largura
de banda e de profile. A heuristica CMr-GL, a segunda heuristica mais
rapida, também apresentou resultados razoaveis nas reducgoes de largura de
banda e de profile. A heuristica GPS obteve bons resultados nas redugoes
de largura de banda e de profile e foi relativamente répida.

Tabela 8 Posicoes, de cada heuristica, em relagcado ao nimero de “vitorias”
obtidas nas 113 matrizes da base Harwell-Boeing. Sao apresentadas

as respectivas posi¢oes em relacao & largura de banda (f8), ao profile e
ao custo computacional (t).

Heuristica B profile t (s)
CMr-GL 6° 4° 2°
BeL-GL 50 50 1°
hGPHH 8° 10° 3°
WBRA-GL 9° 8° 6°
VNS-Band 1° 1° 11°
FNCHC 2° 6° 8°
GPS 3° 20 4°
GGPS 40 3° 5°
BL 10° 7° 7°
WBRA 7° 9° 9°
CSS-Band 11° 11° 10°

Na Tabela 9, mostra-se, em cada conjunto de instancia, a heuristica
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que obteve o menor somatério do escore padronizado. Observa-se que, no
conjunto das matrizes muito pequenas simétricas e assimétricas, a heuristica
que obteve as melhores reducbes de largura de banda e de profile foi a
heuristica FNCHC. Nas instancias pequenas, simétricas e assimétricas, a
heuristica que obteve os menores somatérios de escore padronizado, para
largura de banda e profile, foi a heuristica VNS-band. Ainda, pode ser
observado que a heuristica VNS-band obteve esses resultados com um custo
computacional relativamente baixo, o maior tempo foi 12s.

Ao todo, sdo 80 matrizes pequenas e 33 matrizes muito pequenas
que sao divididas em simétricas e assimétricas. Como o ntimero de matrizes
pequenas é maior que o numero de matrizes muito pequenas, pode-se
considerar que a heuristica VNS-band obteve as melhores reducgoes de
largura de banda e de profile nas matrizes da base Harwell-Boeing.

Tabela 9 Heuristicas que obtiveram os menores somatdérios de escore padronizado

(Z“%XL em cada conjunto de instancia. Sdo apresentados os resultados
em relagdo & largura de banda () e profile.

Instancias Quantidade Tipo B profile
. 15 Simétricas
Muito pequenas 18 Assimétricas FNCHC FNCHC
35 Simétricas VNS-Band(8s)
Pequenas 45 Assimétricas VNS-Band(9s) VNS-Band(12s)

Os resultados mostrados na Tabela 8 e 9 corroboram com os
resultados obtidos por Mladenovic et al. (2010). Podemos reafirmar que
a heuristica VNS-band é a heuristica no estado da arte para a redugao de
largura de banda. Em relacao ao profile, a heuristica VNS-band também
foi a melhor. Porém, ndo se pode afirmar que ela é o estado da arte para a

reducao de profile.
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5 SIMULACOES COM RESOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES

Neste Capitulo, mostram-se os resultados dos testes com a resolucao
de SELs pelo MGC precondicionado pelo método de Jacobi (MGCPJ) e
pela fatoragao incompleta de Cholesky com zero fill-in (MGC-IC0). Para
isso, foram utilizadas trés conjuntos de SELs, conforme descrito na segao
3.3. Para cada conjunto de instancias, resolveu-se os SELs pelo MGCPJ e
pelo MGC-ICO com e sem as reducoes de largura de banda e de profile pelas
heuristicas para a reducao de largura de banda.

Para os testes com a resolucao de SELs, todas as heuristicas para
a reducdo de largura de banda, implementadas neste trabalho, foram
utilizadas, com a excegdo da heuristica WBRA de Esposito et al. (1998).
Isso porque essa heuristica apresentou muita ocupacao de memoria e custo
computacional elevado em relagado as outras heuristicas. Por exemplo, em
uma instancia com, aproximadamente, 30.000 vértices, a heuristica WBRA
ocupou cerca de 5 GiB de memoéria. Isso ocorreu pois a heuristica WBRA
gera as estruturas de nivel enraizadas de todos os vértices do grafo. Em
seguida, todas as estruturas de nivel enraizadas que apresentarem largura
de nivel menor que a largura de banda original serao armazenadas. Como
as matrizes dos SELs utilizadas neste trabalho possuem largura de banda
original grande, todas as estruturas de nivel enraizadas sao armazenadas.
Com isso, a ocupagao de memoéria, pela heuristica’ WBRA, é grande e
tornou a utilizagao dessa heuristica impraticavel em instancias maiores que
as instancias da Harwell-Boeing.

Na heuristica VNS-Band, inicialmente, utilizou-se o tempo maximo

de execucao de um segundo. Na tentativa de se obterem melhores resultados
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na resolucao de SELs com a renumeracao obtida pela heuristica VNS-Band,
utilizou-se, também, outros valores para o tempo maximo de execucgao.

Na heuristica CSS-Band, utilizou-se, como critério de parada, dez
iteragbes e uma particula carregada a cada 1.000 vértices nas instancias
com até 50.000 vértices. Nas instancias com 50.000 a 499.999 vértices,
utilizou-se uma iteragdo e uma particula carregada a cada 10.000 vértices.
Para instancias com mais de 500.000 vértices, utilizou-se uma iteragao e
uma particula carregada a cada 20.000 vértices.

Nas secoes 5.1 e 5.2, sao descritas as estruturas das tabelas dos
resultados com as simulagoes do MGCPJ e MGC-ICO0, respectivamente. Os
resultados da resolucao de SELs oriundos da discretizacao da conducao do
calor sao mostrados na secao 5.3. Os resultados da resolucao de SELs
oriundos da discretizacao da equacao de Laplace sao mostrados na segao

o.4.

5.1 Estruturas das Tabelas dos Resultados das Simulagoes com

o MGCPJ

A Tabela 10, mostrada na subsecao 5.3.1, a Tabela 12, mostrada na
subsecao 5.4.1.1 e a Tabela 14, mostrada na subsecao 5.4.2.1, referentes aos
resultados do MGCPJ, sao estruturadas como a seguir. Na primeira coluna,
n ¢ a dimensao da matriz de coeficientes do respectivo SEL ou o ntimero de
vértices do grafo. Na segunda coluna, ha o nome da heuristica utilizada para
as reducgoes de largura de banda e profile. Note que, na primeira linha da
segunda coluna, de cada instancia, ha a heuristica “Sem renumeracao”. Isso
significa que nenhuma heuristica foi utilizada para as reducoes de largura

de banda e de profile. Com isso, o SEL foi resolvido pelo MGCPJ em sua
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forma original, isto é, sem a reordenacao da matriz de coeficientes. Com esse
resultado é possivel verificar se a redugao de largura de banda da matriz de
coeficientes, por uma heuristica, reduz o custo computacional do MGCPJ.

Os resultados em relagdo a largura de banda e ao profile sao
mostrados na terceira e quarta colunas, respectivamente, da Tabela 10. Na
quinta e sexta colunas, sao apresentados, respectivamente, os resultados das
heuristica em relagao ao custo computacional em segundos e a ocupacao de
memoria em mebibytes. O ntimero de iteragoes e o custo computacional, em
segundos, do MGCPJ sao mostrados na sétima e oitava colunas. Os desvios
padroes e os coeficientes de variacao, referentes ao custo computacional do
MGCPJ, sao mostrados na nona e décima colunas. Na tultima coluna, tém-
se os percentuais de redugoes dos tempos totais de execucao da heuristica
correspondente, mais os tempos de execucdo do MGCPJ, em relagao ao
tempo de execucao do MGCPJ sem reducoes de largura de banda e de
profile.

Na tabelas, para cada instancia, os melhores resultados sao
destacados em negrito. Isso é feito para os resultados em relacdo a
largura de banda, ao profile, ao custo computacional da heuristica, ao
custo computacional do MGCPJ e a porcentagem de reducao do custo

computacional do MGCPJ.

5.2 Estruturas das Tabelas dos Resultados das Simulagcoes com

o MGC-ICO

A Tabela 11, mostrada na subsecao 5.3.2, a Tabela 13, mostrada
na subsecao 5.4.1.2 e a Tabela 15, mostrada na subsecao 5.4.2.2, referentes

aos resultados do MGC-ICO0, sao estruturadas como a seguir. Na primeira
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coluna das tabelas, n é a dimensao da matriz de coeficientes do respectivo
SEL ou o ntimero de vértices do grafo. Na segunda coluna, ha o nome da
heuristica utilizada para as reducbes de largura de banda e profile. Note
que, na primeira linha da segunda coluna, de cada instancia, ha a heuristica
“Sem renumeracao”. Isso significa que nenhuma heuristica foi utilizada para
as redugdes de largura de banda e de profile. Com isso, o SEL foi resolvido
pelo MGC-ICO em sua forma original, isto é, sem a reordenagao da matriz
de coeficientes.

Os resultados em relagdo a largura de banda e ao profile sao
mostrados na terceira e quarta colunas respectivamente. Na quinta e sexta
colunas, sao apresentados, respectivamente, os resultados das heuristica em
relagdo ao custo computacional em segundos e a ocupagao de memoéria em
mebibytes. Os custos computacionais do IC0 e do MGC precondicionado
sao mostrados, separadamente, na sétima e oitava colunas. Decidiu-se
discriminar esses dados, pois as renumeracoes produzidas pelas heuristicas
também afetam o custo computacional do 1CO.

O nuamero de iteragoes e o custo computacional total, em segundos,
do MGC-ICO0 sao mostrados na nona e décima colunas. Os desvios padroes
e os coeficientes de variacao, referentes ao custo computacional total do
MGC-ICO0, sdo mostrados na décima primeira e décima segunda colunas.
Na ultima coluna, tém-se os percentuais de reducoes dos tempos totais
de execucao da heuristica correspondente, mais os tempos de execucao do
MGC-IC0, em relacao ao tempo de execucao do MGC-IC0O sem redugoes de
largura de banda e de profile.

Na tabelas, para cada instancia, os melhores resultados sao

destacados em negrito. Isso é feito para os resultados em relagdo a
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largura de banda, ao profile, ao custo computacional da heuristica, ao custo
computacional do IC0O, ao custo computacional do MGC precondicionado,
ao custo computacional total do MGC-ICO e a porcentagem de reducao do

custo computacional do MGC-ICO.

5.3 Simulagoes Com instancias oriundas da discretizacao da

conducgao do calor

Nesta secao, apresentam-se os resultados dos testes computacionais
nos SELs resultantes da discretizagdao da conducao do calor por volumes
finitos. Esses SELs foram gerados pelo projeto computacional de Oliveira
(2014a). Foram utilizadas oito instancias (SELs) com tamanhos de 4.846 a
965.545 incognitas. Executou-se cada heuristica e o resolutor trés vezes em
cada instéancia.

Na subsecao 5.3.1, sao mostrados os resultados das simulagoes do
MGCPJ com a redugao de largura de banda. Os resultados com o MGC-
ICO, com a reducao de largura de banda, sao apresentados na subsegao
5.3.2. As ocupagoes de memoria das heuristicas sao detalhadas na subsegao
5.3.3. Comparacoes dos resultados dos resolutores MGCPJ e MGC-ICO sao

realizadas na subsecgao 5.3.4.

5.3.1 Simulacoes com o método dos gradientes conjugados

precondicionado pelo método de Jacobi

Nesta subsecao, sao apresentados os resultados da resolucao de
SELs, oriundos da discretizagao da condugao do calor, pelo MGCPJ com as
reducoes de largura de banda e de profile. Executou-se cada heuristica e o

MGCPJ trés vezes. Os resultados médios dessas execucoes sao apresentados
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na Tabela 10.

Em relacao a heuristica VNS-band, como pode ser observado na
Tabela 10, em cada instancia, foram utilizados diferentes tempos de
execucao. Porém, em todas as oito instancias, os melhores resultados da
heuristica VNS-Band, em relacao a redugao do custo computacional do
MGCPJ, foram obtidos com um segundo. Ainda, como descrito na se¢ao
3.4, na pagina 74, o executéavel da heuristica VNS-band aceita matrizes com
dimensao de até 500.000. Com isso, nao foi possivel executar a heuristica
VNS-band na tltima instancia, com 965.545 vértices.

Devido ao grande custo computacional das heuristicas BL. e CSS-
band e aos resultados ruins obtidos na redugao do custo computacional do
MGCPJ, essas heuristicas nao foram executadas nas duas dltimas instancias,
com 492.853 e 965.545 vértices. Também, pelos mesmos motivos, as
heuristicas GPS e GGPS nao foram executadas na ultima instancia, com
965.545 vértices.

Na Tabela 10, pode-se observar que, nos resultados em relagao as
ocupacoes de memoria, as heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e BL nao
apresentaram ocupacao de memdria. Em relagdo as heuristicas CMr-GL,
BeL-GL e hGPHH, esses resultados foram obtidos, pois essas heuristicas
nao precisam de nenhuma estrutura auxiliar para realizar a renumeracao
dos vértices do grafo, embora atributos extras tenham sido implementados
na classe vértice. Em relacao a heuristica BL, essa heuristica faz uso de
algumas estruturas extras, porém, a ocupacao de memoria nao € significativa
e foi considerada como 0.

A heuristica que mais vezes obteve as melhores reducées de largura

de banda e de profile, foi a GPS. Porém, o custo computacional dessa
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Tabela 10 Resultados referentes as execucoes do MGCPJ e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da
condugao calor.

Heuristica MGCPJ

n  Heuristica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Redugao
Sem renum. 4769 9116750 - - 319 9,97 0,04 0,46% -
CMr-GL 161 468110 0,005 0 319 9,55 0,19 2,01% 4,16%
BeL-GL 163 467970 0,003 0 319 10,21 0,07 0,66% -2,43%
hGPHH 161 518637 0,005 0 319 9,46 0,05 0,5% 5,07%
WBRA-GL 171 441298 0,063 1,03 319 9,49 0,04 0,46% 4,21%
(1s) 154 499797 1,054 44,51 319 10,06 0,15 1,50% -11,43%

g VNS-Band (2s) 154 499797 2,049 44,51 319 9,78 0,07 0,71% -18,65%
® (58) 154 499797 5,045 44,51 319 9,81 0,03 0,33%  -48,99%
(10s) 154 499797 10,053 44,51 319 9,82 0,08 0,89% -99,30%

FNCHC 121 437962 2,287 2,22 319 10,04 0,08 0,86% -23,67%
GPS 140 406081 0,166 0,32 319 9,83 0,19 1,90% -0,30%
GGPS 130 422281 0,273 0,56 319 9,83 0,22 2,31% -1,30%

BL 233 417653 0,545 0 319 10,27 0,05 0,48% -8,42%
CSS-Band 4765 8596483 2,360 22,16 319 10,93 0,27 2,51% -33,29%
Sem renum. 10626 45314579 - - 462 37,35 0,36 0,96% -
CMr-GL 270 1579179 0,02 0 462 34,19 0,06 0,17% 8,41%
BeL-GL 274 1590382 0,01 0 462 34,69 0,07 0,20% 7,09%
hGPHH 275 1768638 0,02 0 462 33,44 0,04 0,12% 10,45%
WBRA-GL 306 1680767 0,22 2,58 462 34,36 0,11  0,32% 7,41%

© (1s) 552 1746660 1,14 135,62 462 34,73 0,40 1,14% 3,96%
A VNS-Band (2s) 552 1746660 2,14 135,62 462 35,09 0,13 0,37% 0,32%
o (5s) 552 1746660 5,23 135,62 462 35,16 0,16 0,46% -8,14%
~ (10s) 552 1746660 10,15 135,62 462 34,92 0,14 0,40% -20,67%
FNCHC 208 1637305 6,12 2,49 462 35,74 0,98 2,74%  -12,07%
GPS 207 1358676 0,63 1,54 462 34,69 0,23  0,66% 5,43%
GGPS 226 1477595 1,00 1,38 462 35,35 0,63 1,79% 2,68%

BL 398 1365197 6,38 0 462 35,96 0,12 0,32% -13,36%
CSS-Band 10625 42631422 4,71 79,92 462 42,80 0,78 1,82%  -27,20%
Sem renum. 23167 216212086 - T 671 124,39 0,53 0,42% .
CMr-GL 313 4664523 0,07 0 671 110,69 2,01 0,82% 10,96%
BeL-GL 314 4662697 0,05 0 671 112,37 2,34 2,04% 9,62%
hGPHH 314 5129407 0,08 0 671 106,32 0,26 0,25% 14,46%
WBRA-GL 681 5618347 0,75 7,73 671 109,46 1,84 1,68% 11,40%

N (1s) 1564 8889127 1,54 371,10 671 113,53 1,74 1,53% 7,49%
$  UNS.Bang  (28) 1564 8889127 2,52 371,10 671 112,99 0,27 0,24% 7,14%
3 (58) 1564 8889127 5,51 371,10 671 111,84 1,62 1,44% 5,66%
N (10s) 1564 8889127 10,52 371,10 671 113,83 0,33  0,29% 0,03%
FNCHC 333 5519183 15,64 2,06 671 111,14 0,64 0,57% -1,92%
GPS 293 4221479 3,57 3,34 671 112,56 3,50 3,12% 6,64%
GGPS 314 5007391 5,30 3,51 671 111,47 2,72 2,45% 6,13%

BL 465 4296542 11,20 0 671 116,66 0,29 0,25% -2,79%
CSS-Band 23183 202741325 94,78 549,09 671 149,49 1,59 1,05% -96,37%
Sem renum. 50461 1020411959 - - 970 391,19 0,13 0,03% -
CMr-GL 647 17502999 0,26 0 970 348,44 10,71 3,07% 10,87%
BeL-GL 650 17518537 0,19 0 970 345,01 6,23 1,81% 11,76%
hGPHH 640 19173913 0,26 0 970 335,17 0,48 0,14% 14,25%
WBRA-GL 706 18363549 2,61 15,98 970 334,85 2,12 0,63% 13,72%

~ (1s) 7377 47268027 3,03 967,10 970 355,55 8,48 2,38% 8,34%
2 VNS- Band (4s) 7377 47268027 6,88 967,10 970 368,95 2,74 0,74% 3,93%
=} (9s) 7377 47268027 10,91 967,10 970 357,99 7,04 1,97% 5,69%
® (15s) 7377 47268027 16,91 967,10 970 363,49 7,91 2,18% 2,75%
FNCHC 479 17779307 43,05 5,55 970 349,03 2,05 0,59% -0,23%
GPS 466 14149442 24,65 5,51 970 357,03 10,56 2,96% 2,43%
GGPS 499 15922368 55,64 7,72 970 341,25 2,13 0,63% -1,46%

BL 961 14447154 491,74 0 970 361,89 2,08 0,58% -118,21%
CSS-Band 50287 951213645 954,92 2701,00 970 474,22 10,54 2,22% -265,33%

heuristica nao compensa a redugao do custo computacional do MGCPJ.
Ainda, a reducao do custo computacional do MGCPJ néo é proporcional as

reducgoes de largura de banda e de profile. Como nos testes nas instancias
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Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Redugao
Sem renum. 108216 4725435534 - - 1398 1238,76 29,02 2,34% -
CMr-GL 868 54290089 0,25 0 1398 1043,15 2,57 0,25% 15,77%
BeL-GL 868 54309266 0,12 0 1398 1055,17 1,41 0,13% 14,81%
hGPHH 868 59697870 0,26 0 1399 1062,85 5,69 0,53% 14,18%
WBRA-GL 756 56646417 9,52 26,55 1400 1046,99 5,02 0,48% 14,71%
= (1s) 16676 157588720 8,64 2293,76 1398 1067,87 2,34 0,22% 13,09%
3 VNS- Band (9s) 16676 157588720 17,45 2293,76 1398 1101,91 1,38 0,13% 9,64%
g (18s) 16676 157588720 27,53 2293,76 1398 1087,70 2,19 0,20% 9,97%
- (27s) 16676 157588720 37,55 2293,76 1398 1116,26 0,36 0,03% 6,86%
FNCHC 738 55924986 116,36 11,63 1398 1045,24 4,70 0,45% 6,23%
aPs 642 48744729 139,22 12,62 1398  1070,03 5,69 0,53% 2,38%
GGPS 736 54051275 225,84 23,33 1398 1048,35 0,79 0,08% 2,86%
BL 1262 45836037 617,56 0 1398 1117,72 0,68 0,06% -40,08%
CSS-Band 108390 99051906 369,55 586,52 1400 1479,50 11,81 0,80% -49,26%
Sem renum. 231672 21652820640 - - 2034 3814,37 0,33 0,01% -
CMr-GL 1471 183551861 0,58 0 2039 3370,62 5,59 0,17% 11,62%
BeL-GL 1471 183479875 0,31 0 2038 3382,99 5,79 0,17% 11,30%
hGPHH 1471 200679371 0,61 0 2030 3352,40 20,39 0,61% 12,09%
~ WBRA-GL 1972 177829270 30,03 65,74 2029 3284,84 15,75 0,48% 13,09%
g VNS- Band (1s) 17036 313594920 33,49 5048,32 2030 3379,30 33,09 0,98% 10,52%
2 (34s) 17036 313594920 67,01 5048,32 2030 3412,60 30,29 0,89% 8,77%
N FNCHC 1145 182638143 287,81 22,40 2031  3340,45 18,27 0,55% 4,88%
GPS 1104 148697458 585,48 25,42 2032 3422,30 2,65 0,08% -5,07%
GGPS 1243 170494162 1236,95 43,79 2031 3337,75 9,26 0,28% -19,93%
BL 2048 153659093 47604,01 0 2038 3589,31 1,11 0,03% -1242,12%
CSS-Band 231606 2857086021 1551,79 841,35 2039 4709,74 6,28 0,13% -64,16%
Sem renum. 492100 97893937993 - - 2927 11619,20 11,49 0,10% -
CMr-GL 1805 510308269 1,48 0 2925 10440,46 12,96 0,22% 10,13%
BeL-GL 1811 510450511 0,93 0 2932 10241,11 8,86 0,09% 11,85%
hGPHH 1814 557734280 1,57 0 2932 10395,07 16,07 0,15% 10,52%
«x» WBRA-GL 2671 590763978 101,77 222,88 2935 10539,18 37,65 0,36% 8,42%
B VNS-Band (1s) 41845 1083304907 137,67 10844,16 2936 10580,39 11,12 0,11% 7,76%
Q T (138s) 26192 959280807 273,79 10844,16 2935 11096,60 2,46 0,02% 2,14%
¥ FNCHC 1660 583349111 749,03 74,19 2932 10233,68 14,51 0,14% 5,48%
GPS 1454 460254575 2700,88 49,85 2932 10516,23 25,40 0,34% -13,75%
GGPS 1734 571294474  4759,91 107,57 2932 10297,02 16,08 0,16% -29,59%
BL - - - - - - - - -
CSS-Band - - - - - - - - -
Sem renum. 964827 377848438952 - - 4358 34061,44 11,67 0,03% -
CMr-GL 2201 1332260636 2,21 0 4346 31978,36 37,83 0,12% 6,11%
BeL-GL 2453 1447960230 1,14 0 4360 32247,29 39,08 0,12% 5,32%
hGPHH 2315 1495703784 2,37 0 4370 32392,77 15,64 0,05% 4,89%
Q WBRA-GL 3603 1469674194 259,95 256,07 4362 31901,95 19,41 0,06% 5,58%
3 VNS-Band! - - - - - - - - -
€ FNCHC 2189 1562324154 1636,39 139,75 4365 32511,67 30,43 0,09% -0,25%
GPS - - - - - - - - -
GGPS - - - - - - - - -
BL - _ _ _ - _ - - -
CSS-Band - - - - - - - - -

1 A heuristica VNS-Band executa em instancias de até 500000 vértices.

da Harwell-Boeing, mostrados no Capitulo 4, a heuristica mais rapida foi a

heuristica BeL-GL.

Em relagdo ao MGCPJ, observa-se que nao hé variagao no niimero

de iteracgoes. Os graficos das redugoes dos custos computacionais do MGCPJ

sao mostrados nas Figuras 13, 14 e 15. Na Figura 13, sao apresentadas as

porcentagens de todas as 10 heuristicas testadas. Com essa figura, nota-se,
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claramente, que a heuristica BL e a heuristica CSS-band foram as piores
para a redugao do custo computacional do MGCPJ.

Na Figura 14, foi removido as heuristicas BL e CSS-band. Com isso,
é possivel observar que as heuristicas GPS, GGPS, FNCHC e VNS-band
obtiveram resultados piores que os resultados das heuristicas CMr-GL, Bel-
GL, hGPHH e WBRA-GL. O grafico dessas quatro heuristicas é mostrado
na Figura 15.

Conforme mostrado no grafico da Figura 15, as heuristicas que
apresentaram as melhores reducgoes foram as heuristicas CMr-GL, BeLL.-GL,
hGPHH e WBRA-GL. Essas heuristicas, além de gerarem reordenagoes em
que ha mais coeréncia de cache, possuem baixo custo computacional.

200
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é 0 > ¥
8 4846 10728 50592 3 52 492853 965545
T -200
g e Crr-GL
S Bal-GL
g 400 et hGPHH
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g 600 VNS-Band
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3 800 —— GGPS
8 8L
< -1000 e CSS-Bad
]
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¢

-1400
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Figura 13 Grafico das porcentagens das redugbes do custo computacional do
MGCPJ de todas as 10 heuristicas testadas.
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Figura 14 Gréfico das porcentagens das reducbes do custo computacional do
MGCPJ sem os resultados das heuristicas BL e CSS-Band.

s Cerir-GL

et hGPHH
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3

0
4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853 965545

Reducao

5

Namero de vértices

Figura 15 Gréfico das porcentagens das redugoes do custo computacional do
MGCPJ das heuristicas CMr-GL, Bel.-GL, hGPHH e WBRA-GL.

5.3.2 Simulacoes com o método dos gradientes conjugados
precondicionado pelo método incompleto de Cholesky com

zero fill-in

Nesta subsecao, sao apresentados os resultados da resolucao de SELSs

oriundos da discretizagdo da condugao do calor, pelo MGC-ICO com as
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reducoes de largura de banda e de profile. Executou-se cada heuristica
e o MGC-ICO trés vezes. Os resultados, médios, dessas execugoes sao
apresentados na Tabela 11.

Devido ao grande custo computacional envolvido nas simulagoes
realizadas neste trabalho, os testes nas instancias com 492.853 e 965.545
vértices nao haviam terminado até a data da entrega da dissertacao. Com
isso, mostram-se, na Tabela 11, os resultados do MGC-ICO com todas
as instancias excetuando-se as instancias com 492.853 e 965.545 vértices.
Também, sé foi possivel executar a heuristica VNS-band com 1s de tempo
maximo.

Assim como nos resultados do MGCPJ, apresentados na secao 5.3.1,
a heuristica GPS foi a que obteve as melhores redugoes de largura de
banda e de profile. Também, em relacdo ao consumo de meméria, nao
houve diferenca com os resultados apresentados na subsecao 5.3.1. Ainda,
a heuristica mais rapida foi a heuristica BelL.-GL. Esses resultados ja eram
esperados, pois as instancias sao as mesmas.

Mesmo a heuristica GPS ter apresentado as melhores redugoes de
largura de banda e de profile, a reducao do custo computacional do MGC-
1CO nao foi relevante. Isso porque o custo computacional dessa heuristica
nao compensa a reducao do custo computacional do MGC-IC0. Além disso,
as reducoes do custo computacional do MGC-IC0 nao sao proporcionais as
reducoes de largura de banda e de profile.

Em relacao a reducgao do custo computacional do MGC-ICO0, ha
alguns pontos importantes que precisam ser destacados. As renumeracoes
dos vértices pelas heuristicas também influenciam no custo computacional

do ICO e nao somente do MGC precondicionado. Especificamente, o custo
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Resultados referentes as execugoes do MGC-ICO e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da
condugao calor.

Heuristica ICO MGC MGC-ICO
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB) t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 1769 9116750 Z - 2,29 5,81 144 8,10 0,02 0,26% B
CMr-GL 152 425223 0,005 0 324 3,50 92 6,74 0,02 0,34% 16,72%
BeL-GL 165 448906 0,002 0 3,31 3,65 95 6,96 0,06 0,80% 14,04%
hGPHH 152 471590 0,006 0 3,29 4,04 106 7,33 0,01 0,19% 9,43%
© WBRA-GL 198 495965 0,069 1,03 3,31 3,89 101 7,20 0,02 0,33% 10,26%
% VNS-Band (1s) 154 499797 1,054 44,51 3,25 3,68 97 6,93 0,01 0,09% 1,43%
< FNCHC 126 460851 2,297 2,22 3,25 3,78 98 7,03 0,04 0,62% -15,14%
GPS 140 406081 0,166 0,32 3,24 3,59 94 6,83 0,01 0,21% 13,63%
GGPS 136 409134 0,397 0,56 3,31 3,61 94 6,92 0,01 0,07% 9,67%
BL 233 417653 0,533 0 3,30 3,89 100 7,19 0,07 1,10%  4,65%
CSS-Band 4709 8470608 0,588 19,59 2,54 5,51 132 8,05 0,04 0,61% -6,64%
Sem renum. 10626 45314579 - - 11,77 20,69 206 32,46 0,27 0,82% -
CMr-GL 242 1504910 0,014 0 16,71 11,36 133 28,07 0,28 1,01% 13,48%
BeL-GL 241 1455453 0,007 0 15,86 11,77 137 27,63 0,11 0,42% 14,86%
hGPHH 249 1645616 0,015 0 15,32 12,96 152 28,28 0,10 0,34% 12,83%
% WBRA-GL 300 1641665 0,203 2,58 15,74 12,44 145 28,18 0,22 0,77% 12,56%
R VNS-Band (1s) 552 1746660 1,148 135,62 16,78 12,46 145 29,24 0,51 1,75%  6,38%
2 FNCHC 211 1646613 5,968 2,49 15,69 12,37 144 28,06 0,06 0,22% -4,83%
GPS 207 1358676 0,658 1,54 16,60 11,40 133 28,00 0,11 0,38% 11,71%
GGPS 230 1540354 1,122 2,57 15,88 11,62 135 27,50 0,26 0,96% 11,82%
BL 398 1365197 5,895 0 15,82 12,27 141 28,09 0,06 0,22% -4,70%
CSS-Band 10602 42658429 5,030 83,38 12,02 19,51 192 31,53 0,44 1,39% -12,63%
Sem renum. 23167 216212086 - - 71,05 70,76 302 141,81 2,21 1,56% -
CMr-GL 367 4913698 0,05 0 93,52 36,80 192 130,32 0,45 0,35% 8,07%
BeL-GL 355 4786316 0,02 0 93,43 38,12 198 131,55 0,73 0,56% 7,22%
hGPHH 376 5521227 0,05 0 90,82 41,63 219 132,45 0,29 0,22% 6,57%
5 WBRA-GL 671 5597225 0,71 7,73 92,58 39,99 208 132,57 0,78 0,59%  6,02%
® VNS-Band (1s) 1564 8889127 1,50 371,10 93,56 43,36 223 136,92 0,58 0,42%  2,39%
& FNCHC 309 5319151 15,32 2,96 92,59 40,00 208 132,59 0,97 0,73% -4,30%
GPS 203 4221479 3,65 3,34 93,42 37,32 194 130,74 0,45 0,35%  5,23%
GGPS 317 5194437 5,22 3,51 92,75 38,86 202 131,61 0,11 0,08% 3,51%
BL 465 4296542 11,19 0 95,57 41,64 213 137,21 0,69 0,51% -4,65%
CSS-Band 23127 203145287 38,63 549,09 69,96 66,75 276 136,71 2,80 2,05% -23,64%
Sem renum. 50461 1020411959 - - 383,76 220,27 431 604,03 0,83 0,14% -
CMr-GL 553 16182346 0,11 0 479,33 115,46 278 594,79 4,01 0,67% 1,51%
BeL-GL 541 16420191 0,06 0 478,28 118,42 283 596,70 3,01 0,50%  1,20%
hGPHH 547 18159371 0,12 0 471,42 128,22 314 599,64 0,15 0,03%  0,71%
Q WBRA-GL 706 18363549 2,49 15,98 478,02 125,58 301 603,60 2,57 0,43% -0,34%
w VNS-Band (1s) 7377 47268027 2,89 967,10 490,37 130,10 309 620,47 0,69 0,11% -3,20%
2 FNCHC 507 18166254 42,46 5,55 479,22 122,11 299 601,32 2,94 0,49% -6,58%
GPS 466 14149442 24,22 5,51 480,09 115,99 276 596,07 4,22 0,71% -2,69%
GGPS 497 16985652 48,51 7,72 478,83 120,15 289 598,98 2,99 0,50% -7,20%
BL 961 14447154 493,21 0 494,69 124,66 291 619,35 2,17 0,35% -84,19%
CSS-Band 50349 953617481 391,62 2701,00 400,99 216,97 398 617,91 4,38 0,71% -67,13%

computacional do ICO aumentou com as reducoes de largura de banda

e profile.

Como a reordenacao dos vértices altera a coeréncia de cache,

possivelmente isso influenciou no custo computacional do IC0. Também,

nota-se que o numero de iteragoes apresentados na nona coluna da Tabela

11, diferentemente dos resultados apresentados na subsegao 5.3.1, varia

consideravelmente dependendo da heuristica para reducao de largura de

banda utilizada.
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Tabela 11  Conclusio.

Heuristica 1Co MGC MGC-IC0
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 108216 4725435534 - -1963,07 702,21 627 2665,28 3,560,13% -
CMr-GL 911 55350648 0,25 0 2184,50 351,83 400 2536,34 6,950,27% 4,83%
BeL-GL 907 55649180 0,13 0 2166,44 357,33 408 2523,77 2,040,08% 5,31%
hGPHH 885 59355159 0,27 0 2177,27 399,50 452 2576,77 3,390,13% 3,31%
2 WBRA-GL 1764 61146321 9,31 26,55 2164,43 375,23 428 2539,66 3,870,15%  4,36%
® VNS-Band (1s) 16676 157588720 8,65 2293,76 2203,43 395,10 442 2598,53 4,170,16% 2,18%
S FNCHC 756 59671449 116,22 11,63 2164,09 376,48 430 2540,57 7,290,29% 0,32%
GPS 642 48744729 139,04 12,62 2167,24 354,53 402 2521,77 4,270,17% 0,17%
GGPS 743 54261170 226,47 23,33 2151,90 363,15 416 2515,06 2,100,08% -2,86%
BL 1262 45836037 609,52 0 2258,58 388,54 428 2647,1116,280,61% -22,19%
CSS-Band 108332 110396292 471,52 596,52 2179,06 700,35 575 2879,4212,76 0,44% -25,73%
Sem renum. 231672 21652820640 - - 9338,85 2167,06 908 11505,9119,050,17% -
CMr-GL 1231 168178362 0,55 0 9726,021080,58 573 10806,6021,120,20% 6,07%
BeL-GL 1275 167101014 0,28 0 9731,16 1125,55 595 10856,70 8,850,08% 5,64%
hGPHH 1228 180118365 0,63 0 9810,81 1239,59 654 11050,40 3,650,03%  3,95%
S WBRA-GL 1958 184101780 30,14 65,74 9751,17 1177,30 621 10928,4713,140,12%  4,76%
SVNS-Band (1s) 17036 313594920 33,43 5048,32 9941,82 1220,63 636 11162,4517,780,16%  2,69%
R[FNCHC 1148 185662203 286,27 22,40 9728,52 1170,46 618 10898,9819,920,18% 2,79%
GPS 1104 148697458 584,63 25,42 9757,33 1108,14 580 10865,4713,710,13% 0,49%
GGPS 1190 172865013 1297,69 43,79 9694,34 1121,97 595 10816,3011,490,11% -5,28%
BL 2048 153659093 47698,40 010286,48 1219,04 621 11472,19 6,46 0,06% -414,26%
CSS-Band 231315 2916471097 4486,55 841,3511253,46 2207,07 830 13470,5329,480,22% -56,07%

Em geral, nos resultados apresentados na Tabela 11, se hé redugoes
de largura de banda e de profile, o ntimero de iteragoes do MGC-ICO
também diminuiu. Possivelmente, as reordenacoes geradas pelas heuristicas
fazem com que a matriz precondicionadora gerada pelo ICO seja melhor
condicionada. Com isso, o MGC-ICO converge com menos iteragoes e,
consequentemente, com menor custo computacional.

Verifica-se, na coluna dos custos computacionais do IC0O da Tabela
11, que, com a excecao das duas primeiras instancias, o custo computacional
do precondicionador ICO foi maior que o custo computacional do MGC
precondicionado. Isso se deve ao comportamento quadratico do algoritmo
do ICO nessas instancias.

Mostram-se, nas Figuras 16, 17 e 18, os graficos dos percentuais de
reducao do custo computacional do MGC-ICO. Similarmente aos resultados
com o MGCPJ mostrados na subsecao 5.3.1, as heuristicas BL e CSS-
band obtiverem os piores percentuais de reducao do custo computacional

do MGC-ICO.
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Figura 16 Gréfico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO de todas as 10 heuristicas testadas.

Analisando-se o gréfico da Figura 17, é possivel considerar que as
heuristicas GPS, GGPS, FNCHC e VNS-band obtiveram percentuais de
reducao do custo computacional do MGC-IC0O piores que os percentuais
das heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH ¢ WBRA-GL. Observando-se
a Figura 18, verifica-se que a heuristica CMr-GL obteve resultados dos
percentuais de reducao do custo computacional do MGC-ICO ligeiramente
melhores que os resultados das demais heuristicas. Apenas nas instancias
com 10.728 e 108.683 vértices, a heuristica CMr-GL nao obteve o maior
percentual de redugdo do custo do MGC-ICO. Ainda, observa-se que,
na instancia com 50.592 vértices, o percentual de reducdo do custo
computacional MGC-ICO foi menor dos que os percentuais apresentados
nas outras instancias. Isso ocorreu porque, provavelmente, as reordenagoes
geradas por essas quatro heuristicas nao geraram boa coeréncia de cache e

localidade e memodria como nas outras instancias.
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Figura 17 Gréfico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO sem os resultados das heuristicas BL e CSS-Band.
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Figura 18 Gréfico das percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO das heuristicas CMr-GL, BeL.-GL, hGPHH ¢ WBRA-GL.

5.3.3 Ocupacoes de memoria

Como descrito, as heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e BL nao
apresentaram ocupagoes de memoria significativas. Entao, mostram-se,
nesta subsegao, os graficos dos consumos das heuristicas WBRA-GL, VNS-

band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band. A ocupacao de memoria dessas
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heuristicas é a mesma nos testes com o MGCPJ e com o MGC-IC0. Embora
nos testes com o MGCPJ ¢ utilizada uma estrutura de dados diferente
da estrutura de dados utilizada nos testes com o MGC-IC0, as heuristicas
utilizam, para ambos os testes, a mesma estrutura de dados (para detalhes,
veja a subsecao 3.4.1). Com isso, o mesmo consumo de memoria é observado
nos dois testes.

O gréafico das ocupagbes de meméria das heuristicas WBRA-GL,
VNS-band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band é mostrado na Figura 19.
Pode-se observar que a heuristica VNS-band é a heuristica com o maior
consumo de memoria. Na heuristica CSS-band, utilizou-se diferentes
numeros de PCs. Isso justifica o comportamento anormal de ocupacao de

memoria da heuristica CSS-band.

12000
10000
8000
%3 s \WBRAGL
< NS-Band
e 6000 i FNCHC
'g w——GPS
g 4000 GGPS
e (55-Band
2000
0 » » » PV — #-
4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853 965545

NGmero de vértices

Figura 19 Gréfico das ocupagoes de meméria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, VNS-Band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-Band nas
instancias oriundas da discretizagao da equacao da condugao do calor.

Na Figura 20, tem-se o mesmo gréifico de ocupagoes de memoria
mostrado na Figura 19. Porém, na Figura 20, ndo sdo apresentados as

ocupagoes de memoria das heuristicas VNS-band e CSS-band. Com isso, é
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possivel observar, com mais detalhes, os comportamentos das ocupacoes de
memoria das heuristicas WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS. Entre essas
heuristicas, a WBRA-GL é a heuristica que apresentou a maior ocupagao

de memoria.
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Figura 20 Gréfico das ocupagoes de memoria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS nas instancias oriundas da
discretizacao da equagao da condugao do calor.

5.3.4 Comparagao dos resultados dos resolutores MGCPJ e
MGC-ICO0

Apresenta-se, na Figura 21, o grafico dos custos computacionais, em
segundos, do MGCPJ e do MGC-IC0. Como sé foi possivel obter, até a
data da entrega deste trabalho, resultados com o MGC-ICO com instancias
de até 232.052 vértices, os resultados do MGCPJ, com as instancias com
492.853 e 965.545 vértices, nao sao mostrados.

Pode-se considerar que a heuristica CMr-GL obteve as melhores
redugoes do custo computacional do MGC-IC0. Em relagao as simulacoes

com o MGCPJ, nao se pode afimar que a heuristica CMr-GL foi a
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melhor heuristica na reducao do custo computacional do MGCPJ. Porém, a
heuristica CMr-GL foi uma das melhores juntamente com as heuristicas

Bel.-GL, hGPHH e WBRA-GL. Com isso, os resultados mostrados na
Figura 21 sao referentes aos resolutores MGCPJ e do MGC-ICO com
reducoes de largura e banda e de profile pela heuristica CMr-GL.
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4000
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4846 10728 23367 50592 108683 232052
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Figura 21 Custos computacionais, em segundos, nas instancias com até 232052
vértices, do MGCPJ e do MGC-IC0. Mostram-se os resultados dos
resolutores MGCPJ e MGC-IC0O com as redugoes de largura de banda
e profile pela heuristicas CMr-GL.

Pode-se observar na Figura 21, que o custo computacional do MGC-
1ICO0 4+ CMr-GL foi maior que o custo computacional do MGCPJ + CMr-
GL. Isso ocorreu por causa do alto custo computacional do I1C0. A
reducao no nimero de iteragoes do MGC pelo ICO nao compensou o custo

computacional do ICQ.
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5.4 Simulagoes com instancias oriundas da discretizagao equagao

de Laplace

Nesta secao, apresentam-se os resultados dos testes computacionais
na resolucao dos SELs resultantes da discretizacao da equagao de Laplace
por volumes finitos. Foram utilizados dois conjuntos de instancias: SELs
numerados aleatoriamente e SELs numerados pela curva de Sierpinski
modificada (OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY, 2008).

Na subsecao 5.4.1, apresentam-se os resultados dos testes
computacionais dos SELs numerados aleatoriamente. Os resultados dos
testes computacionais dos SELs numerados pela curva de Sierpinski

modificada sao mostrados na subsegao 5.4.2.

5.4.1 Instancias numeradas de forma aleatdria

Nos testes apresentados nesta subsecao, utilizou-se sete SELs
numerados de forma aleatéria, com tamanhos de 7.322 a 277.118 incégnitas,
provenientes da discretizacao da equacao de Laplace por volumes finitos.
Executou-se cada heuristica e o resolutor trés vezes em cada instancia.

Na subsecao 5.4.1.1, sao mostrados os resultados das simulagoes
do MGCPJ com a reducao de largura de banda. Os resultados com
o MGC-IC0, com a reducao de largura de banda, sao apresentados na
subsegao 5.4.1.2. As ocupagoes de meméria das heuristicas sao detalhadas
na subsecao 5.4.1.3. Comparagoes dos resultados dos resolutores MGCPJ e

MGC-ICO sao realizadas na subsecao 5.4.1.4.
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5.4.1.1 Simulagoes com o método dos gradientes conjugados

precondicionado pelo método de Jacobi

Nesta subsec¢ao, sao apresentados os resultados da resolucao de SELs,
oriundos da discretizacao da equacao de Laplace obtida de forma aleatéria
pelo MGCPJ com as redugoes de largura de banda e de profile. Executou-
se cada heuristica e o resolutor MGCPJ trés vezes. Os resultados médios
dessas execucoes sao apresentados na Tabela 12.

Em relacao a heuristica VNS-band, como pode ser observado na
Tabela 12, em cada instancia, foram utilizados diferentes tempos de
execucao. Porém, em todas as oito instancias, os melhores resultados da
heuristica VNS-Band, em relacdo a reducao do custo computacional do
MGCPJ, foram obtidos com um segundo.

Nos resultados apresentados na Tabela 12, a heuristica que mais
vezes obteve a melhor redugao de largura de banda foi a heuristica FNCHC.
A heuristica FNCHC s6 nao obteve a melhor reducao de largura de banda em
duas das seis instancias. Em relagdo ao profile, a heuristica que mais vezes
obteve o menor profile foi a heuristica BL.. De forma andloga aos resultados
apresentados anteriormente, a heuristica mais rapida foi a heuristica BeL-
GL.

Em relacao a ocupacao de memoria, as heuristicas CMr-GL, BeL-
GL, hGPHH e BL nao apresentaram resultados significativos. Observa-
se, ainda, que as heuristicas com maiores ocupagoes de memoéria sao as
heuristicas VNS-band e CSS-band.

Diferentemente dos resultados apresentados na secao 5.3, nao se
obteve reducao no custo computacional do MGCPJ com as reducgoes de

largura de banda e de profile. Verifica-se, na ultima coluna da Tabela 12,
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Tabela 12 Resultados referentes as execucoes do MGCPJ e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da

equagao de Laplace numeradas de forma aleatoria.

Heuristica MGCPJ
n  Heurfstica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o Cy, Redugdo
Sem renum. 7248 16083808 - - 498 10,39 0,02 0,16% -
CMr-GL 80 396652 0,005 0 498 11,12 0,04 0,37% -7,07%
BeL-GL 80 396709 0,003 0 498 12,54 0,07 0,55% -20,72%
hGPHH 80 406461 0,005 0 498 11,18 0,03 0,29% -7,65%
WBRA-GL 152 411821 0,052 0,73 498 12,61 0,08 0,61% -21,85%
g‘, VNS-Band (1s) 1599 966638 1,061 75,90 498 11,40 0,31 2,73% -19,92%
o (28) 1599 966638 2,06 75,90 498 11,65 0,01 0,02%  -31,95%
FNCHC 75 444803 2,273 0,54 498 12,51 0,05 0,36% -42,25%
GPS 78 404414 0 0,24 498 12,16 0,40 3,26% -20,89%
GGPS 79 397534 0,415 1,28 498 12,46 0,04 0,30% -23,87%
BL 152 407458 0,189 0 498 12,77 0,03 0,20% -24,74%
CSS-Band 7190 16103602 1,079 40,91 498 13,57 0,06 0,48% -41,00%
Sem renum. 15902 76482022 - - 745 33,74 0,21 0,63% -
CMr-GL 121 1149442 0,02 0 745 38,65 0,04 0,10% -14,61%
BeL-GL 122 1149179 0,01 0 745 42,96 0,005 0,01% -27,36%
hGPHH 124 1231692 0,02 0 745 38,56 0,29 0,76% -14,34%
WBRA-GL 175 1271533 0,11 1,20 745 36,08 0,15 0,42% -7,26%
g (1s) 3916 5108940 1,19 196,70 745 40,01 0,49 1,23% -22,11%
% VNS-Band (2s) 3916 5108940 2,19 196,70 745 39,01 0,17 0,45% -22,11%
— (3s) 3916 5108940 3,20 196,70 745 39,42 0,01 0,01% -26,31%
FNCHC 113 1321180 5,85 1,26 745 42,89 0,11 0,26%  -44,46%
GPS 118 1154030 1,58 0,51 745 41,63 1,38  3,31% -28,06%
GGPS 118 1210195 3,55 2,83 745 42,85 0,07 0,17% -37,52%
BL 212 1144254 1,09 0 745 43,65 0,07 0,16%  -32,60%
CSS-Band 15749 77021429 8,56 192,70 745 50,72 0,33 0,65% -75,70%
Sem renum. 34059 357518296 - - 1069 105,36 0,41 0,39% -
CMr-GL 194 3411077 0,04 0 1069 113,75 0,90 0,79% -8,00%
BeL-GL 192 3413781 0,02 0 1069 122,25 0,32  0,26% -16,05%
hGPHH 192 3759478 0,04 0 1069 113,30 0,11 0,10% -7,57%
. WBRA-GL 272 3750387 0,29 2,9 1069 113,50 0,54 0,48% -8,00%
2 UNS.Bama  (15) 2726 6767128 2,66 490,55 1069 116,21 1,23 1,06%  -12,82%
< (3s) 2726 6767128 3,66 490,55 1069 123,07 0,31  0,25% -20,28%
“  FNCHC 192 3913543 15,44 3,95 1069 121,94 0,38 0,31% -30,39%
GPS 191 3545656 9,72 1,57 1069 118,49 0,59 0,50% -21,69%
GGPS 170 3415253 19,69 5,15 1069 121,60 0,11  0,09% -34,10%
BL 334 3282297 4,31 0 1069 125,07 0,29 0,23% -22,80%
CSS-Band 33923 359144453 67,28 910,68 1069 154,73 0,63 0,41% -110,71%
Sem renum. 75490 1744941733 - - 1540 327,95 0,38 0,11% -
CMr-GL 274 12086129 0,09 0 1540 361,89 0,62 0,17% -10,38%
BeL-GL 273 12107123 0,04 0 1540 372,46 0,81 0,22% -13,58%
hGPHH 277 13793938 0,10 0 1540 360,27 0,22 0,06% -9,89%
. WBRA-GL 436 13766127 0,88 6,72 1540 372,62 1,02 0,27% -13,89%
g VNS-Band (1s) 21310 42564399 3,70 1198,13 1540 364,72 1,35 0,37% -12,34%
10 (4s) 21310 42564399 6,66 1198,13 1540 383,35 0,53 0,14% -18,92%
™~ ENCHC 269 13978910 40,81 7,20 1540 360,65 1,66 0,46%  -22,42%
GPS 272 12086603 41,53 3,60 1540 371,00 1,52 0,41% -25,79%
GGPS 271 12405895 86,66 10,31 1540 390,82 0,44 0,11% -45,60%
BL 460 11175444 42,51 0 1540 395,90 0,64 0,16% -33,68%
CSS-Band 74879 1747422045 692,60 3819,18 1540 496,82 1,33 0,27% -262,68%

que as renumeracoes geradas por todas as heuristicas aumentaram o custo

computacional do MGCPJ em todas as instancias.

Era esperado que, com as redugoes de largura de banda e de

profile, fossem obtidas reducgoes do custo computacional do MGCPJ.

Especificamente, os SELs apresentados nesta subsecao foram montados de
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Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Redugao
Sem renum. 101583 3169282786 - - 2173 630,79 0,36 0,06% -
CMr-GL 405 21399542 0,13 0 2173 682,61 1,81 0,26% -8,24%
BeL-GL 404 21404400 0,06 0 2173 699,69 0,09 0,01% -10,93%
hGPHH 407 24041332 0,14 0 2173 684,12 0,30 0,04% -8,48%
o WBRA-GL 697 24026871 1,53 7,50 2173 698,40 0,32 0,05% -10,96%
[ VNS- Band (1s) 5207 25033097 5,58 1638,40 2173 685,04 2,07 0,30% -9,49%
3 (6s) 5207 25033097 10,63 1638,40 2173 737,53 0,86 0,12% -18,61%
— FNCHC 391 26974311 59,59 9,82 2173 698,63 1,41 0,20% -20,20%
GPS 405 21399542 73,12 4,89 2173 693,82 4,57 0,66% -21,58%
GGPS 400 21727818 153,20 15,46 2173 734,50 8,73 1,19%  -40,73%
BL 745 19394495 4385,66 0 2173 741,47 0,50 0,07% -712,81%
CSS-Band 101333 3160566736 1638,03 611,37 2173 944,45 2,03 0,22% -309,40%
Sem renum. 191738 11329772559 - - 2383 1304,62 0,72 0,06% -
CMr-GL 360 42578191 0,24 0 2382 1436,77 3,39 0,24% -10,15%
BeL-GL 363 42634929 0,12 0 2383 1471,47 0,22 0,02% -12,79%
hGPHH 364 48308977 0,27 0 2383 1429,24 0,12 0,01% -9,57%
© WBRA-GL 617 48295345 3,25 13,65 2383 1466,81 2,59 0,18% -12,68%
S UNS.Bang (1) 11142 09018771 16,49 3194,93 2383 1442,61 6,79 0,47% -11,84%
S (17s) 11142 99018771 32,50 3194,93 2383 1535,75 0,87 0,06% -20,21%
— FNCHC 348 48496246 114,76 20,96 2383 1469,44 1,65 0,11% -21,43%
GPS 371 41541059 256,01 10,05 2383 1474,96 3,57 0,24% -32,68%
GGPS 363 42925208 530,82 27,84 2383 1467,54 0,63 0,04% -53,18%
BL 621 40149530 349,55 0 2383 1580,14 0,19 0,01% -47,91%
CSS-Band 191446 2737568773 793,50 1124,89 2383 1998,90 5,49 0,27% -114,04%
Sem renum. 277019 23512579029 - - 2771 2235,58 2,78 0,12% -
CMr-GL 421 74726891 0,35 0 2771 2382,51 5,18 0,22% -6,69%
BeL-GL 424 74852621 0,17 0 2771 2428,08 0,76 0,03% -8,62%
hGPHH 427 84714895 0,38 0 2771 2328,01 3,04 0,13% -4,15%
o WBRA-GL 713 84585649 6,20 18,47 2771 2420,37 0,21 0,01% -8,54%
= VNS-Band (1s) 12132 97666318 32,12 4618,20 2771 2397,35 6,11 0,26% -8,67%
N (33s) 12132 97666318 64,18 4618,20 2771 2516,44 0,54 0,02% -15,43%
N FNCHC 424 86076670 183,16 26,65 2771 2425,58 0,74 0,03% -16,69%
GPS 399 72378558 510,31 16,37 2771 2458,52 12,28 0,50% -32,80%
GGPS 420 75610158 1054,65 20,70 2771 2585,99 7,44 0,29% -62,85%
BL 793 66880423 401,85 0 2771 2613,54 0,85 0,03% -34,88%
CSS-Band 276285 23509305627 1606,08 1679,64 2771 3314,23 26,97 0,81% -120,09%

forma aleatéria.

Com isso, esperava-se que, com a reordenagoes realizadas

pelas heuristicas para a reducgao de largura de banda, fossem obtidas mais

coeréncia de cache.

instancias possuem mais coeréncia de cache.

Porém, aparentemente, as ordenacgoes originais das

5.4.1.2 Simulagoes com o método dos gradientes conjugados

precondicionado pelo método incompleto de Cholesky

com zero fill-in

Nesta subsecao, sao apresentados os resultados da resolucao de SELSs

oriundos da discretizacao da equacao de Laplace obtida de forma aleatéria

pelo MGC-ICO com as reducoes de largura de banda e de profile. Executou-
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se cada heuristica e o MGC-ICO trés vezes. Os resultados médios dessas
execucoes sao apresentados na Tabela 13.

Em relacao a heuristica VNS-band, como pode ser observado na
Tabela 13, em cada instancia, foram utilizados diferentes tempos de
execucao. Porém, na maioria das instancias, os melhores resultados da
heuristica VNS-Band, em relagdo a redugdo do custo computacional do
MGCPJ, foram obtidos com um segundo. Somente na instancia com
192.056 vértices a melhor reducao do custo computacional do MGC-ICO,
pela heurisitica VNS-band, nao foi obtida com 1s, mas com 306s.

Como pode ser observado na Tabela 13, de forma analoga aos
resultados do MGCPJ mostrados na subsecao 5.4.1.1, a heuristica que mais
vezes obteve a melhor reducao de largura de banda foi a FNCHC. Também,
a heuristica que mais reduziu o profile foi a BL e a heuristica mais rapida
foi a Bel.-GL. Em relacao ao consumo de memoria, os mesmos resultados
dos testes com o MGCPJ, mostrados na subsecao 5.4.1.1, foram obtidos.

Observa-se que, com as reducgbes de largura de banda e de
profile, o numero de iteracoes do MGC-ICO reduziu consideravelmente.
Possivelmente, as reordenacoes geradas pelas heuristicas fazem com que
a matriz precondicionadora gerada pelo ICO seja melhor condicionada.
Com isso, o MGC-ICO converge com menos iteragoes e, consequentemente,
com menor custo computacional. Por isso, diferentemente dos resultados
apresentados na subsecao 5.4.1.1, houve reducao no custo computacional do
MGC-ICO com as reducoes de largura de banda e de profile.

As renumeracdtes dos vértices, pelas heuristicas, também influenciam
no custo computacional do IC0O e nao somente do MGC precondicionado.

Como a reordenagao dos vértices altera a coeréncia de cache, possivelmente
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Tabela 13 Resultados referentes as execugoes do MGC-ICO e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da
equagao de Laplace numeradas de forma aleatoria.

Heuristica ICO MGC MGC-ICO
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB) t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 7248 16083808 - - 3,36 7,66 271 11,01 0,01 0,05% -
CMr-GL 80 397878 0,005 0 4,17 5,19 201 9,36 0,01 0,12% 14,94%
BeL-GL 80 398377 0,003 0 4,16 5,56 202 9,72 0,01 0,06% 11,69%
hGPHH 80 406461 0,006 0 4,18 5,36 208 9,55 0,02 0,24% 13,21%
WBRA-GL 154 412219 0,051 0,73 4,18 5,64 205 9,82 0,04 0,43% 10,25%
g VNS- Band (1s) 1599 966638 1,061 75,90 4,15 5,59 214 9,74 0,07 0,67% 1,90%
ke (2s) 1599 966638 2,068 75,90 4,16 5,53 214 9,68 0,03 0,30% -6,70%
FNCHC 71 423722 2,222 0,54 4,16 5,63 205 9,79 0,02 0,18% -9,08%
GPS 78 404414 0,362 0,24 4,18 5,46 203 9,65 0,11 1,12% 10,17%
GGPS 80 403391 0,323 1,28 4,17 5,61 204 9,78 0,02 0,27%  8,26%
BL 152 407458 0,151 0 4,12 5,55 201 9,67 0,01 0,11% 10,81%
CSS-Band 7185 15979344 0,870 40,91 3,36 7,69 271 11,05 0,10 0,87% -8,27%
Sem renum. 15902 76482022 - - 19,38 25,79 396 45,17 0,08 0,17% -
CMr-GL 120 1149124 0,02 0 24,45 16,56 290 41,01 0,04 0,11% 9,37%
BeL-GL 124 1148009 0,01 0 24,58 17,87 291 42,45 0,04 0,09% 6,21%
hGPHH 121 1219929 0,02 0 24,20 17,26 304 41,47 0,07 0,16%  8,35%
- WBRA-GL 176 1233347 0,11 1,20 24,71 18,76 305 43,46 0,04 0,10%  3,75%
; VNS- Band (1s) 3916 5108940 1,18 196,70 24,29 18,72 319 43,10 0,28 0,64% 2,19%
0 (2s) 3916 5108940 2,19 196,70 24,18 18,24 319 42,42 0,19 0,45% 1,24%
~ FNCHC 113 1315311 5,73 1,26 24,50 18,47 301 42,97 0,13 0,31% 2,47%
GPS 118 1154030 3,61 0,51 24,62 17,42 290 42,04 0,59 1,40% -0,84%
GGPS 117 1210422 1,79 2,83 24,66 18,57 302 43,22 0,21 0,48%  0,57%
BL 212 1144254 1,09 0 24,99 17,95 291 42,95 0,14 0,33%  2,72%
CSS-Band 15724 76687757 8,06 192,70 18,64 25,60 395 44,24 0,56 1,26% -15,53%
Sem renum. 34609 357518296 - - 108,04 81,50 565 189,53 0,60 0,32% -
CMr-GL 192 3413888 0,04 0 125,85 50,13 411 175,98 0,47 0,27% 17,13%
BeL-GL 191 3416318 0,02 0 126,75 52,36 412 179,11 0,75 0,42%  5,49%
hGPHH 193 3756415 0,04 0 125,15 52,87 434 178,02 0,03 0,02%  6,05%
w WBRA-GL 267 3750738 0,29 2,9 127,10 54,89 431 181,99 0,67 0,37%  3,83%
B UNS.Bang (19) 2726 6767128 1,67 490,55 127,16 54,85 444 182,01 0,31 0,17%  3,09%
g (2s) 2726 6767128 2,66 490,55 134,93 54,20 444 189,13 0,14 0,07% -1,19%
FNCHC 170 3910584 15,03 3,95 126,38 55,36 436 181,73 0,76 0,42% -3,81%
GPS 191 3545656 9,61 1,57 126,88 52,55 418 179,43 0,80 0,45% 0,26%
GGPS 192 3415253 19,63 5,15 125,86 52,04 411 177,90 0,36 0,21% -4,22%
BL 334 3282297 4,30 0 129,89 53,82 419 183,70 0,01 0,09% 0,81%
CSS-Band 33953 359290792 68,63 910,68 107,35 81,42 562 188,77 2,80 1,48% -35,81%
Sem renum. 75490 1744941733 - - 590,68 268,22 815 858,91 1,15 0,13% -
CMr-GL 275 12096902 0,09 0 621,62 164,43 607 786,05 0,65 0,08% 8,47%
BeL-GL 275 12128940 0,04 0 624,21 168,84 616 793,05 1,40 0,18%  7,66%
hGPHH 277 13793938 0,10 0 624,75 179,41 663 804,16 0,14 0,02% 6,36%
WBRA-GL 459 13739132 0,87 6,72 627,12 175,33 639 802,45 1,52 0,19% 6,47%
g (1s) 21310 42564399 3,69 1198,13 636,68 176,04 642 812,72 2,15 0,26% 4,95%
i VNS-Band (4s) 21310 42564399 6,69 1198,13 628,72 175,63 642 804,35 0,73 0,09% 5,57%
~ (7s) 21310 42564399 10,72 1198,13 650,73 174,77 642 825,50 0,95 0,12% 2,64%
FNCHC 266 13848181 41,49 7,20 629,77 176,63 644 806,40 2,68 0,33%  1,28%
GPS 272 12086603 41,44 3,60 623,99 165,54 607 789,52 0,42 0,05%  3,25%
GGPS 271 12405895 86,21 10,31 625,03 166,47 604 791,50 1,45 0,18% -2,19%
BL 460 11175444 42,77 0 642,44 171,11 612 813,55 0,83 0,10% 0,30%
CSS-Band 75031 1747217131 692,02 3819,18 590,65 268,80 819 859,44 7,56 0,88% -80,63%

isso influenciou no custo computacional do ICO0.

A heuristica CMr-GL obteve os melhores resultados em relagao a

reducao do computacional MGC-IC0. Isso é mostrado nas Figuras 22, 23

e 24. Na Figura 22, nota-se que as heuristicas CSS-band e BL foram as

heuristicas com as piores redugoes do custo computacional do MGC-ICO.
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Tabela 13  Conclusao.
Heuristica 1Co MGC MGC-ICO
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 101583 3169282786 - - 1093,56 405,13 907 1498,68 0,13 0,01% -
CMr-GL 407 21336387 0,13 0 1126,20 248,99 670 1375,19 0,640,05% 8,23%
BeL-GL 406 21346316 0,06 0 1127,17 253,62 676 1380,79 0,71 0,05% 7,86%
hGPHH 408 23967214 0,13 0 1123,87 265,42 716 1389,29 1,810,13% 7,29%
WBRA-GL 697 24026871 1,53 7,50 1128,75 262,94 701 1391,70 2,270,16%  7,04%
2 (1s) 5207 25033097 5,58 1638,40 1139,72 255,56 686 1395,28 0,74 0,05% 6,53%
& VNS-Band (6s) 5207 25033097 14,67 1638,40 1134,55 252,38 686 1386,93 2,510,18% 6,48%
S (15s) 5207 25033097 21,74 1638,40 1133,88 252,30 686 1386,18 2,67 0,19% 6,06%
FNCHC 399 25629738 59,89 9,82 1133,36 264,52 705 1397,88 0,97 0,07% 2,73%
GPS 405 21399542 73,37 4,89 1124,59 249,59 668 1374,18 3,46 0,25% 3,41%
GGPS 402 21624122 152,69 15,46 1128,08 250,57 665 1378,65 2,650,19% -2,18%
BL 745 19394495 4383,70 0 1151,55 262,36 683 1413,92 4,32 0,31% -286,84%
CSS-Band 101300 3161769330 227,12 611,37 1093,12 405,07 906 1498,20 9,21 0,61% -15,12%
Sem renum. 191738 11329772559 - - 4115,15 1045,04 1215 5160,18 10,96 0,21% -
CMr-GL 360 42577946 0,24 0 4029,35 641,39 909 4670,73 3,90 0,08% 9,48%
BeL-GL 360 42627911 0,11 0 4036,74 659,31 927 4696,05 4,22 0,09% 8,99%
hGPHH 364 48325681 0,26 0 4056,77 704,00 1000 4760,77 3,95 0,08% 7,74%
WBRA-GL 616 48302407 3,26 13,65 4062,07 695,39 975 4757,46 3,26 0,07% 7,74%
© (1s) 11142 99018771 16,56 3194,93 4055,66 704,80 992 4760,46 8,180,17% 7,43%
g VNS- Band (17s) 11142 99018771 35,42 3194,93 4042,63 696,15 992 4738,78 6,550,14% 7,48%
Q (36s) 11142 99018771 53,51 3194,93 4018,57 689,57 992 4708,15 3,75 0,08% 7,72%
— (54s) 11142 99018771 72,55 3194,93 4045,34 693,92 992 4739,26 3,93 0,08% 5,98%
FNCHC 344 48743268 115,23 20,96 4055,82 699,79 982 4755,61 7,46 0,16% 5,61%
GPS 371 41541059 257,39 10,05 4047,62 648,79 911 4696,41 7,84 0,17% 4,00%
GGPS 363 42925208 530,00 27,84 4040,40 644,60 904 4685,00 1,46 0,03% -1,06%
BL 621 40149530 349,47 0 4142,02 681,53 934 4823,5517,220,36% -0,25%
CSS-Band 191322 2731669814 1345,01 1124,89 4101,31 1046,61 1211 5147,92 15,01 0,29% -25,83%
Sem renum. 277019 23512579029 - - 8562,78 1765,92 1430 10328,70 3,22 0,03% -
CMr-GL 420 74697812 0,34 08371,11 1075,95 1066 9447,06 7,030,07% 8,53%
BeL-GL 419 74759303 0,17 0 8387,01 1095,76 1078 9482,77 2,16 0,02% 8,19%
hGPHH 425 84682829 0,38 0 8415,59 1177,67 1168 9593,26 5,38 0,06% 7,12%
o WBRA-GL 714 84487732 6,16 18,47 8421,79 1163,83 1146 9585,62 3,27 0,03% 7,13%
b VNS- Band (1s) 12132 97666318 32,30 4618,20 8430,11 1149,17 1134 9579,28 11,61 0,12% 6,94%
I[: T (33s) 12132 97666318 65,12 4618,20 9009,83 1133,83 1134 10143,66 15,71 0,15% 1,16%
N FNCHC 412 85849403 182,40 26,65 8418,54 1161,37 1144 9579,91 8,70 0,09% 5,48%
GPS 399 72378558 511,51 16,37 8395,41 1087,38 1070 9482,79 23,37 0,25% 3,24%
GGPS 422 75150257 1051,71 20,70 8411,78 1068,69 1047 9480,48 6,09 0,06% -1,97%
BL 793 66880423 397,85 0 8639,69 1138,351093 9778,04 2,86 0,03% 1,48%
CSS-Band 276240 2054061697 3994,77 1679,64 8579,13 1764,89 1421 10344,02 46,55 0,45% -38,82%

Removeu-se, da Figura 24, os resultados das heuristicas CSS-band e BL, com

isso, pode-se verificar os resultados das oito heuristicas restantes. Observa-se
que, as heuristicas GGPS, GPS, FNCHC e VNS-band obtiveram resultados
piores que os resultados das heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e
WBRA-GL.

Mostra-se, na Figura 23, os resultados das heuristicas CMr-GL,

BeL-GL, hGPHH ¢ WBRA-GL em relacao aos percentuais das reducoes

dos custos computacionais do MGC-IC0. Observa-se, claramente, que a

heuristica CMr-GL obteve as melhores redugoes seguida pelas heuristicas

BeL-GL, hGPHH ¢ WBRA-GL.



124

e Cor-GL
Bel-GL
= hGPHH
e \VBRA-GL
VNS-Band
e FNCHC

-200 —_— GGPS

250 e CSS-Bard

-300

Reduc¢ao (%) do custo computacional do MGC-ICO
]
o

-350

Numero de vértices

Figura 22 Grafico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO de todas as 10 heuristicas testadas.
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Figura 23 Gréfico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
I1CO sem os resultados das heuristicas BL e CSS-Band.

5.4.1.3 Ocupacgoes de memoria

Como descrito, as heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e BL néao
apresentaram ocupagdes de memoria significativas. Entao, mostram-se,
nesta subsegao, os graficos dos consumos das heuristicas WBRA-GL, VNS-

band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band. A ocupacao de memoria dessas
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Figura 24 Gréfico das percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO das heuristicas CMr-GL, BeL.-GL, hGPHH e WBRA-GL.

heuristicas é a mesma nos testes com o MGCPJ e com o MGC-ICO. Embora
nos testes com o MGCPJ seja utilizada uma estrutura de dados diferente
da estrutura de dados utilizada nos testes com o MGC-IC0, as heuristicas
utilizam, para ambos os testes, a mesma estrutura de dados (para detalhes,
veja a subsecao 3.4.1). Com isso, o mesmo consumo de meméria é observado
nos dois testes.

O gréfico das ocupacdes de meméria das heuristicas WBRA-GL,
VNS-band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band é mostrado na Figura 25.
Pode-se observar que a heuristica VNS-band, é a heuristica com o maior
consumo de memoria. Na heuristica CSS-band, utilizou-se diferentes
nimeros de PCs. Isso justifica o comportamento anormal de ocupagao de
memoéria da heuristica CSS-band.

Na Figura 26, tem-se o mesmo grafico de ocupacoes de memoria
mostrado na Figura 25, porém nao sao apresentados as ocupagoes de
memoria das heuristicas VNS-band e CSS-band. Com isso, é possivel

observar com mais detalhes os comportamentos das ocupacoes de memoria
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Figura 25 Gréficos das ocupagoes de memoria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, VNS-Band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-Band nas
instancias oriundas da discretizagao da equacao de Laplace numeradas
de forma aleatéria.

das heuristicas WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS. Entre essas heuristicas
a heuristica GGPS é a heuristica que apresentou a maior ocupacao de
memoria.
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Figura 26 Graficos das ocupagbes de memoria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS nas instancias oriundas da
discretizacao da equagao de Laplace numeradas de forma aleatoria.
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Particularmente, a heuristica GGPS consumiu mais memoria do que
as outras heuristicas, possivelmente, por causa do numero de estruturas de
nivel enraizadas construidas. O numero de estruturas de nivel enraizadas
geradas por essa heuristica depende do ntumero de vértices pseudo-
periféricos escolhidos na etapa inicial dessa heuristica. Isso pode variar
de instancia para instancia. Entao, provavelmente, muitos vértices pseudo-
periféricos foram escolhidos nas instancias dos testes mostrados na Tabela

13.

5.4.1.4 Comparagao dos resultados dos resolutores MGCPJ e
MGC-ICO

Apresenta-se, na Figura 27 o grafico dos custos computacionais em
segundos, do MGCPJ e do MGC-ICO. Pode-se considerar que a heuristica
CMr-GL obteve as melhores redugoes do custo computacional do MGC-
ICO. Em relagao as simulagdoes com o MGCPJ, nao se obtiveram redugoes
no custo computacional do MGCPJ com as heuristicas para reducao de
banda. Com isso, os resultados mostrados na Figura 27 sao referentes aos
resolutores MGCPJ sem as redugoes de largura de banda e de profile e
do MGC-ICO com reducoes de largura e banda e de profile pela heuristica
CMr-GL.

Pode-se observar na Figura 27, que o custo computacional do MGC-
ICO + CMr-GL foi maior que o custo computacional do MGCPJ. Isso
ocorreu por causa do alto custo computacional do IC0. A redugado no niimero
de iteragoes do MGC pelo ICO nao compensou o custo computacional do

ICO0.
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Figura 27 Gréfico dos custos computacionais, em cada instancia, dos resolutores
MGCPJ e MGC-ICO. Utilizaram-se os resultados da melhor
combinacao para cada resolutor, ou seja, utilizou-se os resultados do
MGCPJ sem reducao de largura de banda e utilizou-se os resultados do
MGC-ICO com reducao de largura de banda pela heuristica CMr-GL.

5.4.2 Instancias numeradas pela curva de sierpinski modificada

Nos testes apresentados nesta subsecao, utilizou-se SELs numerados
pela curva de Sierpiriski modificada (OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY,
2008), com tamanhos de 16.922 a 1.015.004 incégnitas, provenientes da
discretizagao da equacao de Laplace por volumes finitos. Executou-se cada
heuristica e o resolutor trés vezes em cada instancia.

Na subsecao 5.4.2.1, sao mostrados os resultados das simulagoes
do MGCPJ com a reducao de largura de banda. Os resultados com
o MGC-IC0, com a reducao de largura de banda, sao apresentados na
subsegao 5.4.2.2. As ocupagdes de meméria das heuristicas sdo detalhadas
na subsecao 5.4.2.3. Comparagoes dos resultados dos resolutores MGCPJ e

MGC-ICO sao realizadas na subsecao 5.4.2.4.
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5.4.2.1 Simulagoes com o método dos gradientes conjugados

precondicionado pelo método Jacobi

Nesta subsegao, sao apresentados os resultados da resolucao de SELSs
oriundos da discretizacao da equacao de Laplace obtidos pela curva de
Sierpinski modificada, pelo MGCPJ com as redugoes de largura de banda e
de profile. Executou-se cada heuristica e o resolutor MGCPJ trés vezes. Os
resultados médios dessas execugoes sao apresentados na Tabela 14.

Em relacao a heuristica VNS-band, como pode ser observado na
Tabela 14, em cada instancia, foram utilizados diferentes tempos de
execucao. Porém, em todas as oito instancias, os melhores resultados da
heuristica VNS-Band, em relacdo a reducao do custo computacional do
MGCPJ, foram obtidos com um segundo. Ainda, como descrito na se¢ao
3.4, na pagina 74, o executéavel da heuristica VNS-band aceita matrizes com
dimensao de até 500.000. Com isso, nao foi possivel executar a heuristica
VNS-band nas ultimas instancias, com 750.446 e 1.015.004 vértices.

Nos resultados apresentados na Tabela 14, a heuristica que obteve,
na maioria das instancias, a melhor redugdo de largura de banda foi a
heuristica. FNCHC. Em relacao ao profile, a heuristica que mais vezes
obteve o menor profile foi a heuristica BL. Porém, a reducdo do custo
computacional do MGCPJ néo é proporcional as redugoes de largura de
banda e de profile. Ainda, de forma anéloga aos resultados apresentados
anteriormente, a heuristica mais rapida foi a heuristica BeL-GL.

Em relacao a ocupacao de memoria, as heuristicas CMr-GL, BelL-
GL, hGPHH e BL nao apresentaram resultados significativos. Observa-
se, ainda, que as heuristicas com maiores ocupacoes de memoéria sao as

heuristicas VNS-band e CSS-band.
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Tabela 14 Resultados referentes as execucoes do MGCPJ e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da
equagao de Laplace numeradas pela curva de Sierpinski modificada.

Heuristica MGCPJ
n  Heurfistica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) [ C, Reducao
Sem renum. 16921 1710910 - T 767 51,20 0,02 0,04% .
CMr-GL 115 1252527 0,012 0 767 52,56 0,73 1,40% -2,68%
BeL-GL 117 1253216 0,005 0 767 52,79 0,40 0,76% -5,08%
hGPHH 119 1321688 0,016 0 767 51,08 0,07 0,14% 0,20%
. WBRA-GL 178 1327087 0,181 1,55 767 53,03 0,07 0,14% -3,93%
q VNS-Band (1s) 4756 2393029 1,287 144,70 767 51,57 0,19 0,37% -3,24%
< (2s) 4756 2393029 2,298 144,70 767 55,31 0,02 0,04% -4,74%
~  FNCHC 114 1372628 8,212 2,02 767 50,95 0,04 0,09% -15,55%
GPS 115 1252527 3,248 0,46 767 52,70 0,24 0,47% -9,28%
GGPS 115 1321081 2,311 4,12 767 52,92 0,13 0,25% -7,87%
BL 224 1235707 0,698 0 767 53,73 0,30 0,56% -6,31%
CSS-Band 16746 85797563 13,445 140,91 767 55,39 1,06 1,91% -34,43%
Sem renum. 39715 6309342 - - 1144 187,88 0,04 0,02% -
CMr-GL 195 4376986 0,05 0 1144 210,13 0,52 0,25% -11,87%
BeL-GL 198 4380812 0,02 0 1144 211,13 0,20 0,10% -12,39%
hGPHH 192 4770829 0,05 0 1144 209,49 0,31 0,15% -11,53%
© WBRA-GL 280 4764403 0,57 3,35 1385 259,05 0,36 0,14% -38,18%
2 VNS-Band (1s) 5863 9979067 2,32 327,22 1144 211,90 1,11 0,52% -14,02%
=) (3s) 5863 9979067 4,33 327,22 1144 214,33 0,52 0,24% -16,38%
“®  FNCHC 189 5021600 22,89 3,35 1144 211,14 1,00 0,47% -24,56%
GPS 180 4464634 9,05 0,77 1144 213,40 0,65 0,31% -18,40%
GGPS 194 4391324 19,90 3,08 1144 213,65 4,54 2,13%  -24,31%
BL 335 4156848 6,63 0 1144 221,48 0,15 0,07% -21,41%
CSS-Band 39346 480512986 341,561 537,93 1144 257,20 1,69 0,66% -281,69%
Sem renum. 68413 14882117 - - 1514 430,09 0,03 0,01% -
CMr-GL 238 9598308 0,08 0 1514 480,92 1,09 0,23% -11,84%
BeL-GL 240 9605665 0,03 0 1514 485,29 1,02 0,21% -12,84%
hGPHH 236 10705920 0,08 0 1514 480,96 0,39 0,08% -11,85%
- WBRA-GL 316 10702498 1,22 5,15 1514 473,28 1,20 0,25%  -10,33%
S UNS.Band (19 516 17030717 4,59 557,40 1514 483,22 0,93 0,19% -13,42%
0 (5s) 516 17030717 8,61 557,40 1514 506,31 0,18 0,03% -19,72%
©  FNCHC 233 11325816 42,02 5,12 1514 484,70 1,66 0,34%  -22,47%
GPS 225 9751463 28,90 1,45 1514 495,22 0,29 0,06%  -21,86%
GGPS 233 9781546 68,94 6,18 1514 507,94 0,07 0,01% -34,13%
BL 440 8910920 30,69 0 1514 515,09 0,43 0,08% -26,90%
CSS-Band 67862 1432183654 1962,01 2042,96 1514 590,52 3,97 0,67% -493,49%
Sem renum. 105763 29560801 - - 1846 815,79 0,04 0,04% -
CMr-GL 311 18180951 0,13 0 1846 899,11 2,09 0,23% -10,23%
BeL-GL 307 18183664 0,05 0 1846 904,16 2,29 0,25% -10,84%
hGPHH 309 20753083 0,14 0 1846 900,93 1,75 0,20% -10,45%
<+ WBRA-GL 523 20706588 2,33 8,25 2210 1071,93 0,31 0,03% -31,68%
e VNS-Band (1s) 2809 33762228 9,38 857,20 1846 901,06 0,36 0,04% -11,60%
3 (10s) 2809 33762228 18,26 857,20 1846 930,94 0,15 0,02% -16,35%
— FNCHC 289 21067109 69,00 9,36 1846 905,39 2,95 0,33% -19,44%
GPS 299 18336159 60,95 2,06 1846 927,15 0,80 0,09% -21,12%
GGPS 306 18163269 136,02 7,47 1846 898,52 0,29 0,03% -26,81%
BL 483 16959146 112,25 0 1846 968,00 0,40 0,04% -32,42%
CSS-Band 105406 3418070351 305,06 494,47 1846 1114,79 3,78 0,34% -74,05%

Como nos resultados apresentados na subsegdao 5.4.1.1, nao se

obteve redugdo no custo computacional do MGCPJ com as

largura de banda e de profile.

redugoes de

Verifica-se, na ultima coluna da Tabela

14, que as renumeracoes geradas por todas as heuristicas, com excecao da

heuristica CMr-GL na instancia com 16.922 vértices, aumentaram o custo

computacional do MGCPJ em todas as instancias.
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Heuristica MGCPJ
n  Heuristica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Redugao
Sem renum. 237085 115804392 - - 2611 2629,25 8,69 0,33% -
CMr-GL 391 56621430 0,29 0 2612 2865,81 7,98 0,28% -9,08%
BeL-GL 392 56725752 0,12 0 2611 2869,30 1,04 0,04% -9,13%
hGPHH 393 64411087 0,30 0 2612 2852,31 3,88 0,14% -8,50%
© WBRA-GL 671 64251019 6,87 15,47 2612 2815,44 0,52 0,02% -7,34%
2 VNS- Band (1s) 1783 92303199 40,84 1911,67 2612 2858,49 5,97 0,21% -10,27%
g -pan (41s) 1783 92303199 81,09 1911,67 2612 3054,09 1,74 0,06% -19,24%
N FNCHC 388 64592246 176,95 20,38 2612 2858,73 1,31 0,05% -15,46%
GPS 392 56476790 392,34 12,85 2612 2965,49 5,43 0,18% -27,71%
GGPS 389 57030510 820,90 16,20 2612 2869,19 11,37 0,40% -40,35%
BL 718 52953332 698,29 0 2612 3100,47 0,90 0,03%  -44,48%
CSS-Band 236418 2682971255 1657,82 1107,41 2612  3636,71 25,22 0,69% -101,37%
Sem renum. 467503 382386929 - - 3446 6972,41 2,65 0,04% -
CMr-GL 448 130166482 0,57 0 3446 7433,93 3,43 0,05% -6,63%
BeL-GL 445 130547416 0,24 0 3446 7444,73 4,57 0,06% -6,68%
hGPHH 445 149299971 0,60 0 3446 7422,67 6,17 0,08% -6,46%
<+ WBRA-GL 721 148990820 16,10 25,97 3446 7402,24 3,32 0,04% -6,40%
2 VNS-Band (1s) 5001 227019725 154,17 4903,50 3446  7409,42 2,46 0,03%  -8,48%
g (155s) 5001 227019725 307,20 4903,50 3446 7695,53 11,25 0,15% -14,78%
¥ FNCHC 449 156037685 371,87 39,59 3446 7416,14 6,92 0,09% -11,70%
GPS 455 129684974 1593,12 26,78 3446 7617,91 2,46 0,03% -32,11%
GGPS 438 132748941 3228,37 29,45 3446 8033,11 7,73 0,10% -61,51%
BL 862 119436630 895,21 0 3446 8070,87 3,74 0,04% -28,59%
CSS-Band 466181 2526782462 9693,08 3644,05 3446 9489,89 6,99 0,07% -175,13%
Sem renum. 750445 911516500 - - 4246 13659,77 5,64 0,07% -
CMr-GL 461 224589050 0,93 0 4245 14562,95 4,39 0,03% -6,61%
BeL-GL 462 225259320 0,38 0 4245 14673,63 2,30 0,02% -7,42%
hGPHH 471 257304543 0,96 0 4246 14629,19 7,03 0,05% -7,18%
£ WBRA-GL 727 257141087 27,66 41,23 4246 15194,03 0,54 0,01% -11,43%
S VNS-Band - - - - - - - - -
12 FNCHC 715 304070803 615,49 60,35 4245 14675,77 0,23 0,01% -11,94%
GPS - - - - - - - - -
GGPS - - - - - - - - -
BL - - - - - - - - -
CSS-Band - - - - - - - - -
Sem renum. 1015003 1580908606 - - 4569 20178,33 2,41 0,01% -
CMr-GL 461 316976358 1,35 0 4569 21208,57 8,08 0,04% -5,11%
BeL-GL 463 317942317 0,65 0 4569 21268,53 12,01 0,05% -5,41%
« hGPHH 465 363241451 1,43 0 4569 21117,00 20,10 0,09% -4,66%
o WBRA-GL 726 362058495 38,81 54,83 4569 22303,33 11,73 0,06% -10,72%
o
»  VNS-Band - - - - - - - - -
2 FNCHC 455 365943729 819,904 87,63 4569 21173,57 10,56 0,05% -9,01%
~ GPS - - - - - - - - -
GGPS - - - - - - - -
BL - - - - - - - - -
CSS-Band - - - - - - - - -
Era esperado que, com as redugoes de largura de banda e de

profile, fossem obtidas redugoes do custo computacional do MGCPJ.

Especificamente, os SELs apresentados nesta subsecao foram montados por

uma curva de preenchimento de espaco. Aparentemente, quando um SEL é

montado por uma curva de preenchimento de espaco, ha mais coeréncia de

cache. Esses resultados também foram observados por Abreu (2014).
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5.4.2.2 Simulagoes Com o método dos gradientes conjugados
precondicionado pelo método incompleto de Cholesky

com zero fill-in

Nesta subsecao, sao apresentados os resultados da resolucao de SELS
oriundos da discretizacao da equagao de Laplace obtidos pela curva de
Sierpinski modificada, pelo MGC-ICO com as redugoes de largura de banda
e de profile. Executou-se cada heuristica e o MGC-ICO trés vezes. Os
resultados médios dessas execugoes sao apresentados na Tabela 15.

Devido ao grande custo computacional envolvido nas simulagoes
realizadas neste trabalho, os testes nas instancias com 750.446 e com
1.015.004 vértices nao haviam terminado até a data da entrega desta
dissertacao. Com isso, mostram-se, na Tabela 15, os resultados do MGC-
ICO com todas as instancias excetuando-se as instancias com 750.446 e com
1.015.004 vértices. Também, sé foi possivel executar a heuristica VNS-band
com 1s de tempo maximo.

Como pode ser verificado na Tabela 15, as heuristicas GPS, GGPS,
BL e CSS-band nao obtiveram resultados bons na reducao do custo
computacional do MGC-ICO0 nas instancias com até 237.086 vértices. Com
isso, para se economizar tempo de processamento, decidiu-se nao utilizar
essas heuristicas nas instancias com mais de 237.086 vértices.

Como pode ser verificado na Tabela 15, as heuristicas que obtiveram
as melhores redugdes de largura de banda foram as heuristicas GPS, GGPS
e FNCHC. Em relagdo ao profile, a heuristica que obteve os melhores
resultados foi a heuristicas BL. A reducdo do custo computacional do
MGC-ICO nao é proporcional as reducdes de largura de banda e de

profile.  Com isso, como o custo computacional dessas heuristicas é,
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Tabela 15 Resultados referentes as execugoes do MGC-ICO e aos SEL com
renumeragao dos vértices nas instancias oriundas da discretizagao da
equagao de Laplace numeradas pela curva de Sierpinski modificada.

Heuristica ICO MGC MGC-ICO
n Heurfstica B profile t(s) m.(MiB) t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 16921 1710910 . ~ 33,24 25,79 295 59,06 0,14 0,25% N
CMr-GL 115 1253675 0,018 0 32,69 26,09 299 58,78 0,22 0,38% 0,44%
BeL-GL 115 1255425 0,007 0 32,70 26,28 300 58,98 0,04 0,07% 0,12%
hGPHH 118 1322460 0,019 0 32,72 27,14 311 59,86 0,08 0,13% -1,39%
Q WBRA-GL 176 1326189 0,176 1,55 32,88 27,25 311 60,13 0,49 0,81% -2,11%
& VNS-Band  (1s) 4756 2393029 1,296 144,70 32,92 28,06 319 60,98 0,16 0,28% -5,45%
g FNCHC 114 1364365 8,278 2,02 32,93 27,35 312 60,28 0,30 0,49% -16,08%
GPS 115 1252527 3,276 0,46 32,71 26,19 299 58,90 0,15 0,26% -5,28%
GGPS 115 1321081 4,121 4,12 32,88 27,02 308 59,90 0,26 0,44% -8,40%
BL 224 1235707 0,700 0 32,74 26,85 303 59,59 0,11 0,19% -2,08%
CSS-Band 16723 86692655 11,73 140,91 26,73 37,82 411 64,55 1,10 1,70% -29,16%
Sem renum. 38715 6309342 - - 191,46 92,62 437 283,72 0,11 0,04% -
CMr-GL 195 4377424 0,04 0 195,05 92,86 446 287,91 0,13 0,05% -1,49%
BeL-GL 198 4380812 0,02 0 195,34 93,58 448 288,92 0,48 0,16% -1,84%
hGPHH 197 4773104 0,04 0 194,25 97,22 467 291,46 0,34 0,12% -2,74%
© WBRA-GL 280 4762429 0,56 3,35 195,02 95,60 458 290,63 0,27 0,09% -2,63%
S VNS-Band (1s) 5963 9979067 2,31 327,22 194,72 96,58 460 291,30 0,49 0,17% -3,49%
2 FNCHC 189 4885951 22,66 3,35 195,15 96,38 462 291,54 0,17 0,06% -10,74%
GPS 180 4464634 8,78 0,77 194,75 95,50 457 290,26 0,19 0,07% -5,40%
GGPS 192 4453408 19,21 3,08 195,67 91,15 435 286,82 0,40 0,14% -7,86%
BL 335 4156848 5,60 0 195,47 95,56 452 291,03 0,81 0,28% -4,55%
CSS-Band 39424 473525061 22,47 537,93 153,84 137,88 608 291,71 0,86 0,30% -10,74%
Sem renum. 68413 14882117 - - 621,85 205,26 567 827,12 0,52 0,06% -
CMr-GL 238 9598308 0,08 0 624,12 218,25 589 842,37 0,33 0,04% -1,85%
BeL-GL 241 9608251 0,04 0 625,43 220,47 593 845,90 1,58 0,19% -2,28%
hGPHH 238 10712844 0,09 0 622,24 232,47 628 854,70 2,07 0,24% -3,35%
% WBRA-GL 315 10703573 1,22 5,15 625,37 230,36 620 855,73 1,08 0,13% -3,61%
< VNS-Band (1s) 516 17030717 4,58 557,40 624,00 232,83 626 856,84 0,65 0,07% -4,15%
& FNCHC 229 11045900 42,28 5,12 626,18 233,80 629 859,99 1,41 0,16% -9,09%
GPS 225 9751463 28,94 1,45 624,54 220,68 593 845,22 0,85 0,10% -5,69%
GGPS 235 9719428 67,55 6,18 625,21 218,51 587 843,72 1,92 0,23% -10,17%
BL 440 8910920 30,86 0 632,88 225,83 600 858,71 0,82 0,10% -7,55%
CSS-Band 68078 1423971272 99,24 2042,96 481,60 328,12 797 809,73 3,02 0,37% -9,90%
Sem renum. 105763 29560801 . ~1708,76 396,11 691 2104,87 1,82 0,09% N
CMr-GL 306 18161623 0,13 0 1612,34 406,62 705 2018,96 2,23 0,11% 4,08%
BeL-GL 306 18183385 0,07 0 1609,20 417,28 721 2026,48 1,23 0,06%  3,72%
hGPHH 308 20752577 0,15 0 1604,55 456,04 790 2060,59 3,18 0,15% 2,10%
g WBRA-GL 522 20711096 2,28 8,25 1608,44 442,96 766 2051,40 1,31 0,06% 2,43%
E VNS-Band (1s) 2809 33762228 9,20 857,20 1604,61 445,50 769 2050,11 1,67 0,08% 2,16%
S FNCHC 291 20811211 68,14 9,36 1607,47 445,04 770 2052,51 3,57 0,17% -0,75%
GPS 299 18336159 61,50 2,06 1610,69 414,16 713 2024,85 0,86 0,04% 0,88%
GGPS 310 18521099 137,95 7,47 1612,18 407,44 702 2019,62 4,70 0,23% -2,50%
BL 483 16959146 112,89 0 1640,94 430,68 733 2071,62 1,34 0,06% -3,78%
CSS-Band 105266 3356556041 349,91 494,47 1310,76 626,19 964 1936,95 8,11 0,42% -8,64%

relativamente, grande, essas heuristicas nao obtiveram as melhores reducoes
do custo computacional do MGC-IC0. Isso porque os tempos gastos por
essas heuristicas, nas reducoes de largura de banda e profile, ndo foram
compensados pelas reducoes dos tempos de execugoes do MGC-ICO.

Em relacao a ocupacao de memoria, as heuristicas CMr-GL, BelL-
GL, hGPHH e BL nao apresentaram resultados significativos. Observa-

se, ainda, que as heuristicas com maiores ocupacoes de memoéria sao as
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Tabela 15 Conclusao.

Heuristica 1Co MGC MGC-ICO
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB t(s) t(s) iter. t(s o C, Red.
Sem renum. 237085 115804392 - - 8532,651228,89 956 9761,54 4,66 0,05% -
CMr-GL 391 56621430 0,29 0 8223,28 1288,89 991 9512,17 2,56 0,03% 2,55%
BeL-GL 392 56725752 0,15 0 8217,34 1319,85 1014 9537,19 5,650,06% 2,30%
hGPHH 398 64285994 0,34 0 8223,60 1429,04 1102 9652,64 5,120,05% 1,11%
© WBRA-GL 672 64236202 6,87 15,47 8206,33 1402,49 1078 9608,82 7,110,07% 1,49%
Q VNS-Band (1s) 1783 92303199 40,81 1911,67 8192,05 1409,12 1085 9601,18 3,820,04% 1,22%
R} FNCHC 411 66836889 117,14 20,38 8192,86 1405,03 1081 9597,89 14,00 0,15% 0,48%
GPS 392 56476790 329,41 12,85 8211,96 1306,15 1000 9518,11 4,81 0,05% -0,88%
GGPS 388 57902889 821,65 16,20 8233,53 1272,04 971 9505,57 10,43 0,11% -5,79%
BL 718 52953332 705,68 0 8380,82 1360,20 1027 9741,02 12,29 0,13% -7,02%
CSS-Band 236309 2846248883 3457,00 1107,41 7244,02 2005,18 1335 9249,20 16,69 0,18% -30,17%
Sem renum. 467503 382386929 - - 32586,49 2948,99 1180 35535,49 8,21 0,02% -
CMr-GL 448 130166482 0,58 0 32069,17 3305,69 1321 35374,85 29,53 0,08% 0,45%
BeL-GL 450 130399787 0,31 0 32114,15 3265,03 1304 35379,18 11,09 0,03% 0,44%
hGPHH 452 149122278 0,67 031984,63 3762,82 1473 35747,46 12,43 0,03% -0,60%
3 WBRA-GL 722 148936289 16,04 25,97 32106,75 3595,98 1438 35702,73 3,07 0,01% -0,52%
© VNS-Band (1s) 5001 227019725 153,50 4903,50 31988,08 3554,27 1412 35542,35 34,78 0,09% -0,45%
g FNCHC 439 149803349 372,82 39,59 32101,20 3580,63 1432 35681,83 39,15 0,12% -1,46%
GPS - - - - - - - - - - -
GGPS - - - - - - - - - - -
BL - - - - - - - - - - -
CSS-Band - - - - - - - - - - -

heuristicas VNS-band e CSS-band.

Observa-se que, nas instancias com 39.716 e 68.414 vértices, nao
foram obtidas redugbes nos custos computacionais do MGC-ICO com as
reducoes de largura de banda e de profile. Ainda, nas outras instancias
nota-se que os percentuais das reducoes dos custos computacionais do MGC-
ICO nao foram tao grandes como, por exemplo, os resultados mostrados na
subsecao 5.3. Isso ocorreu, possivelmente, pois os SELs foram montados
por uma curva de preenchimento de espago e, com isso, hd mais coeréncia
de cache.

Um ponto importante a ser observado é que as heuristicas, na
maioria das instancias, nao reduziram o custo do MGC precondicionado,
mas sim do ICO. Além disso, aparentemente, o IC0 gera uma matriz
precondicionadora melhor quando o SEL é montado por uma curva de
preenchimento de espaco, como a curva curva de Sierpinski modificada.
Isso porque, com as renumeracoes realizadas pelas heuristicas, o nimero de

iteragoes do MGC-IC0O aumentou em quase todas as instancias.
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Mostram-se, nas Figuras 28, 29 e 30, os graficos dos percentuais
das redugoes dos custos computacionais do MGC-ICO pelas heuristicas.
Nota-se que as heuristicas BL, CSS-band e GGPS foram as heuristicas que
apresentaram os piores percentuais da redugao do custo computacional do
MGC-ICO0. Com isso, apresenta-se, na Figura 29, o mesmo grafico da Figura

28, mas sem os resultados das heuristicas BL, CSS-band e GGPS.
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Figura 28 Gréfico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO de todas as 10 heuristicas testadas.

Mostra-se, na Figura 29, os resultados das heuristicas CMr-GL, Bel-
GL, hGPHH e WBRA-GL em relacao aos percentuais das redugoes dos
custos computacionais do MGC-IC0O. Observa-se, que a heuristica CMr-GL
obteve as melhores redugoes. Ainda, pode-se observar que a heuristica Bel-
GL foi a segunda com as melhores redugoes dos custos computacionais do
MGC-ICO0. Pode-se considerar, também, que a heuristica WBRA-GL obteve
resultados ligeiramente superiores que a heuristica hGPHH na reducao do

custo computacional do MGC-ICO.
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Figura 29 Gréfico dos percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO sem os resultados das heuristicas BL, CSS-Band e GGPS.
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Figura 30 Gréfico das percentuais das redugoes do custo computacional do MGC-
ICO das heuristicas CMr-GL, BeL.-GL, hGPHH ¢ WBRA-GL.

5.4.2.3 Ocupagoes de memoria

Como descrito, as heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e BL néao
apresentaram ocupagdes de memoria significativas. Entao, mostram-se,
nesta subsegao, os graficos dos consumos das heuristicas WBRA-GL, VNS-

band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band. A ocupacao de memoria dessas
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heuristicas é a mesma nos testes com o MGCPJ e com o MGC-IC0. Embora
nos testes com o MGCPJ seja utilizada uma estrutura de dados diferente
da estrutura de dados utilizada nos testes com o MGC-IC0, as heuristicas
utilizam, para ambos os testes, a mesma estrutura de dados (para detalhes,
veja a subsecao 3.4.1). Com isso, o mesmo consumo de memoria é observado
nos dois testes.

O gréafico das ocupagbes de meméria das heuristicas WBRA-GL,
VNS-band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-band é mostrado na Figura 31.
Pode-se observar que, a heuristica VNS-band, é a heuristica com o maior
consumo de memoria. Na heuristica CSS-band, utilizou-se diferentes
numeros de PCs. Isso justifica o comportamento anormal de ocupacao de

memoria dessa heuristica.
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3 3000 g FNCHC
'g e GPS
g 2000 GGPS
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1000
0 — » L » Y ———

16922 39716 68414 105764 237086 467504 750446 1015004

Namero de vértices

Figura 31 Gréficos das ocupagoes de memoria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, VNS-Band, FNCHC, GPS, GGPS e CSS-Band nas
instancias oriundas da discretizagao da equacao de Laplace numeradas
pela Curva de Sierpinski modificada.

Na Figura 32, tem-se o mesmo grafico de ocupacoes de memoria
mostrado na Figura 31. Porém, na Figura 31, nao sdo apresentados as

ocupacgoes de memoria das heuristicas VNS-band e CSS-band. Com isso, é
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possivel observar, com mais detalhes, os comportamentos das ocupacoes de
memoria das heuristicas WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS. Entre essas
heuristicas, a FNCHC é a heuristica que apresentou a maior ocupagao de

memoria.

e \WBRA-GL
wr== FNCHC
40 e GPS
GGPS

Memoria (MiB)
3

0 p—_— > »
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Figura 32 Gréficos das ocupagoes de memoria, em mebibytes, das heuristicas
WBRA-GL, FNCHC, GPS e GGPS nas instancias oriundas da
discretizacdo da equacao de Laplace numeradas pela Curva de
Sierpinski modificada.

5.4.2.4 Comparagao dos resultados dos resolutores MGCPJ e
MGC-ICO

Apresenta-se, na Figura 33, o grafico dos custos computacionais em
segundos do MGCPJ e do MGC-IC0. Pode-se considerar que a heuristica
CMr-GL obteve as melhores redugoes do custo computacional do MGC-
ICO. Em relagao as simulagoes com o MGCPJ, nao se obtiveram redugoes
no custo computacional do MGCPJ com as heuristicas para redugao de
banda. Com isso, os resultados mostrados na Figura 33 sao referentes aos

resolutores MGCPJ sem as redugoes de largura de banda e de profile e
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do MGC-ICO com redugoes de largura e banda e de profile pela heuristica
CMr-GL.

40000
35000
30000

25000

20000 s MGCPJ
MGC-ICO + Cmr-GL

Tempo (s)

15000
10000

5000 /

0% — ¢

16922 39716 68414 105764 237086 467504

Numero de vértices

Figura 33 Grafico dos custos computacionais, em cada instancia, dos resolutores
MGCPJ e MGC-ICO. Utilizaram-se os resultados da melhor
combinacao para cada resolutor, ou seja, utilizou-se os resultados do
MGCPJ sem reducao de largura de banda e utilizou-se os resultados do
MGC-ICO com reducao de largura de banda pela heuristica CMr-GL.

Pode-se observar na Figura 33, que o custo computacional do MGC-
IC0 + CMr-GL foi maior que o custo computacional do MGCPJ. Isso
ocorreu por causa do alto custo computacional do IC0O. A redugéo no niimero

de iteragoes do MGC pelo IC0 nao compensou o custo computacional do

ICO0.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, heuristicas para a reducao de largura de banda,
selecionadas por meio de uma revisao sistematica, foram implementadas e
avaliadas em relacao as reducoes de largura de banda e de profile. Também,
avaliou-se os efeitos dessas reordenacoes na reducao do custo computacional
do MGC precondicionado. Especificamente, utilizou-se o MGCPJ e o MGC-
ICO. Além disso, foram propostas duas novas heuristicas, com baixo custo
computacional, para as redugoes de largura de banda e de profile.

Ao todo, foram testadas 11 heuristicas para a reducao de largura
de banda. Dessas 11 heuristicas, oito foram selecionadas por meio das
revisoes sistemdticas realizadas por Chagas e Oliveira (2015) e Oliveira e
Chagas (2015a). Essas oito heuristicas foram consideradas as melhores
heuristicas com boa reducao de largura de banda e custo computacional
razoavel. Entre essas oito heuristicas, hd a heuristica VNS-band que,
considerando-se somente a reducao de largura de banda, é a heuristica
no estado da arte no problema. Ainda, a heuristica GPS, que é uma das
heuristicas mais difundidas na literatura, também foi implementada. As
outras duas heuristicas implementadas, as heuristicas WBRA-GL e BeL-
GL, foram propostas neste trabalho.

Nas sec¢oOes seguintes, sao realizadas algumas consideracoes finais.
Na secao 6.1, sao apresentadas as consideracgoes sobre as simulagdes com
as instancias da base Harwell-Boeing. Nas secoes 6.2 e 6.3, apresentam-
se as consideracoes dos testes realizados com as reducgoes de largura de
banda e de profile com os resolutores MGCPJ e MGC-ICO respectivamente.
Apresentam-se, na secao 6.4, as consideragoes finais sobre as heuristicas

propostas neste trabalho. Finalmente, na segao 6.4, propostas de trabalhos
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futuros sao descritas.

6.1 Consideragoes sobre as simulacoes na base Harwell-Boeing

Nas simulagoes realizadas com as matrizes da base Harwell-Boeing,
a heuristica que obteve os melhores resultados, em relagao as reducgoes
de largura de banda e de profile, foi a heuristica VNS-band. Como pode
ser verificado na secao 4.5, na pagina 96, a heuristica VNS-band obteve
mais vezes as melhores redugoes de largura de banda e de profile. Além
disso, a heuristica VNS-band obteve os menores somatorios do escore
padronizado nas 35 instancias pequenas simétricas e nas 45 instancias
pequenas assimétricas. Esses dois conjuntos contém as maiores matrizes da
base Harwell-Boeing e, também, possuem 80 das 113 matrizes dessa base.
Com isso, esses resultados tém mais relevancia que os resultados obtidos
nos conjuntos de 15 matrizes simétricas e 18 matrizes assimétricas.

Os resultados obtidos pela heuristica VNS-band, neste trabalho,
corroboram com os resultados obtidos por Mladenovic et al. (2010) e
reforcam a condicdo dessa heuristica como estado da arte na reducao de
largura de banda. Além disso, essa heuristica pode ser considerada a
melhor heuristica para a reducao de largura de banda com baixo custo
computacional. Isso porque, diferentemente dos testes realizados por
Mladenovic et al. (2010), os resultados foram obtidos, pela heuristica VNS-
band, com um limite relativamente baixo para o tempo de execucao.

A heuristica VNS-band pode ser utilizada em sistemas em que as
matrizes esparsas sao armazenadas por skyline. No armazenamento por
skyline, quanto menores sao a largura de banda e o profile, menor sera a

ocupacao de memoria.
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Vale ressaltar, também, que a heuristica FNCHC obteve boas
reducoes de largura de banda e profile com baixo custo computacional.
Ainda, observa-se que a heuristica mais rapida, em todos os quatros
conjuntos de matrizes, foi a heuristica BeL-GL, proposta neste trabalho.

Essa heuristica apresentou reducoes de largura de banda e profile razoaveis.

6.2 Consideracoes sobre os testes com resolucao de SELs pelo

MGCPJ

Nas simulagoes com o MGCPJ, observou-se que nao houve variacao
no numero de iteragoes desse resolutor com as reducgoes de largura de banda.
Isso porque, provavelmente, as reducoes de largura de banda e de profile nao
melhora o precondicionamento realizado pelo método de Jacobi.

Ainda, nas instancias oriundas da discretizacdo da equacdo de
Laplace, nao foram obtidas reducées nos custos computacionais do MGCPJ
com as reducoes de largura de banda e de profile. Possivelmente, ha mais
coeréncia de cache nos SELs originais dessas instancias. Em relagao as
instancias obtidas pela curva de preenchimento de espaco, esses resultados
sao justificaveis. Isso porque ha indicios que, se um SEL é montado por
uma curva de preenchimento de espaco, entao, haverd melhor localidade de
memoria desses elementos e, consequentemente, maior coeréncia de cache.
Resultados similares foram obtidos por Abreu (2014).

Em relagao aos resultados obtidos nas simulagoes do MGCPJ com
as instancias oriundas da discretizacao da conducao do calor, houve redugao
no custo computacional desse resolutor com as redugoes de largura de
banda e de profile. Pode-se considerar que as heuristicas que obtiveram os

maiores percentuais de redugao do custo computacional do MGCPJ foram
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as heuristicas CMr-GL, Bel-GL, hGPHH e WBRA-GL. Essas heuristicas
foram, também, as mais rdapidas.

Destacam-se, as heuristicas CMr-GL e BeL-GL que podem ser
consideradas as mais adequadas para a reducao do custo computacional
do MGCPJ em SELs oriundos da discretizagao, por volumes finitos, da
conducao do calor. As vantagens dessas heuristicas sdo mostradas na Tabela
16.

Tabela 16 Vantagens das heuristicas CMr-GL e BeL-GL.

Vantagens
BeL-GL

e A busca em largura é amplamente
difundida na literatura.

CMr-GL

e Heuristica consolidada presente em
bibliotecas e softwares, por exemplo,
MATLAB.

e Obteve a maior redugdo do custo
computacional do MGCPJ na maior
instancia, com 965545 vértices.

e Apresentou, na maioria das instancias,
melhores redugoes de largura de banda
e de profile em comparacdo com o0s

e Foi mais rdpida em todos os testes
realizados.

e A implementacdo é um pouco mais
simples que a implementacao da heuristica
CMr-GL.

resultados da heuristica BeL-GL.
e Obteve melhores resultados na redugao
do custo computacional do MGCPJ em
mais instancias.

Ainda, verificou-se que a reducdo do custo computacional do
MGCPJ nao é proporcional as redugoes de largura de banda e de profile.
Com isso, ndao compensa reduzir muito a largura de banda se o custo
computacional para isso é alto. Mesmo heuristicas com custo computacional
razoavel, como as heuristicas FNCHC, VNS-band e GPS, nao obtiveram
resultados bons como as heuristicas CMr-GL, BeL-GL, hGPHH e WBRA-
GL, na reducao do custo computacional do MGCPJ.

Finalmente, verificou-se que o custo computacional do MGCPJ é

menor que o custo computacional do MGC-ICO na resolucao de SELs
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oriundos das discretizagoes, por volumes finitos, da conducao do calor e da
equagao de Laplace. Com isso, o MGCPJ é mais adequado para a resolugao

desses SELs.

6.3 Consideragoes sobre os testes com resolucao de SELs pelo

MGC-ICO

Diferentemente dos resultados com o MGCPJ, obtiveram-se
reducoes, com as reductes de largura de banda e de profile, nos custos
computacionais do MGC-ICO em todas os trés conjuntos de SELs. Além
disso, houve variagdo no niimero de iteracoes do MGC-ICO com as redugoes
de largura de banda e de profile. Observou-se, também, que a reducao do
custo computacional do MGC-ICO0 nao é proporcional as redugoes de largura
de banda e de profile.

As heuristicas que obtiveram os melhores percentuais de reducao
do custo computacional do MGC-ICO foram as heuristicas CMr-GL, Bel.-
GL, hGPHH e¢ WBRA-GL. Porém, a heuristica que obteve os maiores
percentuais foi a heuristica CMr-GL, nos trés conjuntos de SELs. Com
isso, a heuristica CMr-GL é a mais indicada para se reduzir o custo
computacional do MGC-ICO nos SELs oriundos das discretizagoes, por
volumes finitos, da condugao do calor e da equacao de Laplace.

As renumeragoes dos vértices, pelas heuristicas, também influenciam
no custo computacional do IC0O e nao somente do MGC precondicionado.
Como a reordenagao dos vértices altera a coeréncia de cache, possivelmente
isso influenciou no custo computacional do ICO.

Em relagdo aos testes mnos conjuntos de SELs oriundos da

discretizagdo da conducao do calor e dos SELs oriundos da discretizagao
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da equacao de Laplace obtidos aleatoriamente, com as redugoes de largura
de banda e de profile, o ntimero de iteragcoes do MGC-ICO reduziu
consideravelmente. Possivelmente, as reordenacoes geradas pelas heuristicas
fazem com que a matriz precondicionadora gerada pelo ICO seja melhor
condicionada. Com isso, o MGC-ICO converge com menos iteragoes
e, consequentemente, com menor custo computacional. Com os SELs,
oriundos da discretizacao da equagao de Laplace, obtidos pela curva de
Sierpinski modificada, o contrario foi observado, ou seja, o ntimero de
iteragoes do MGC-ICO aumentou com as redugoes de largura de banda e de
profile. Aparentemente, o IC0 gera uma matriz precondicionadora melhor

quando o SEL é montado por uma curva de preenchimento de espaco.

6.4 Consideracoes sobre as heuristicas propostas: BeL-GL e

WBRA-GL

As heuristicas WBRA-GL e BeL-GL foram propostas neste trabalho.
Essas heuristicas apresentaram reducgoes de largura de banda e de profile
razoaveis. Porém, essas heuristicas foram propostas com o intuito serem
rapidas, pois o principal motivo de se reduzir a largura de banda de matrizes
é se obter redugao no custo computacional da resolucao de SELs.

Nas simulagoes em que se obteve reducao, com as redugoes de largura
de banda e de profile, no custo computacional do MGCPJ e do MGC-
1CO0, as heuristicas BeL-GL e WBRA-GL apresentaram bons percentuais
de reducao dos custos computacionais desses resolutores. Especificamente,
esses resultados foram observados nas simulagées com o MGCPJ e o MGC-
ICO nas instancias oriundas da discretizagao da condugao do calor e nas

simulacoes com o MGC-ICO nas instancias oriundas das discretizacoes
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da equacao de Laplace obtidas de forma aleatéria e pela curva de
Sierpinski modificada. Nessas casos, os percentuais de reducao dos custos
computacionais do MGCPJ e do MGC-ICO0, pelas heuristicas BeL-GL e
WBRA-GL, ficaram entre os quatros melhores percentuais.

Particularmente, a heuristica BeL-GL ¢é uma heuristica
extremamente simples, de facil implementacao e possui baixo custo
computacional. Ainda, com os resultados do MGCPJ nas instancias
oriundas da discretizacao da conducgao do calor, pode-se considerar que,
juntamente com a heuristica CMr-GL, a heuristica Bel.-GL foi a melhor
heuristica na redugéao do custo computacional do MGCPJ.

Em relacao a heuristica WBRA-GL, observou-se que a modificacao
proposta neste trabalho da heuristica WBRA original, diminuiu
consideravelmente o custo computacional e a ocupagao de meméria dessa
heuristica. Embora apenas uma estrutura de nivel seja gerada na heuristica
WBRA-GL em vez de vérias, como na WBRA, a heuristica WBRA-GL
obteve resultados similares as resultados da heuristica WBRA nas redugoes
de largura de banda e de profile.

Com esses resultados, observa-se que heuristicas para a reducao de
largura de banda devem ser rapidas, se o intuito é obter reducao do custo

computacional na resolucao de SELs.

6.5 Trabalhos futuros

Como trabalho futuro, pretende-se implementar outros
precondicionadores para o MGC. Espera-se implementar o precondicionador
Incomplete LU with Threshold (ILUT) e avaliar, com as redugoes de largura

de banda e de profile, a redugao no custo computacional do MGC. Outros
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precondicionadores que podem ser testados sao os precondicionadores
Multigrid algébrico, Successive Quver-Relazation e Symmetric Successive
Over-Relazation.

Ainda, simulagGes computacionais com SELs oriundos de outros
problemas devem ser realizadas. Para isso, bases de SELs, disponiveis
gratuitamente na rede, serao utilizadas.

Também pretende-se verificar se a heuristica VNS-band é a heuristica
no estado da arte para a reducao de profile. Para isso, comparacoes na
reducao de profile, com as heuristicas identificadas na revisao sistematica
realizada por Bernardes e Oliveira (2015), precisam ser feitas.

Espera-se realizar um estudo sobre heuristicas que sao paralelizaveis.
Especificamente, pretende-se realizar uma revisao sistemédtica de heuristicas

paralelas para a reducao de largura de banda.
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APENDICE A - Coeficientes de Variacao e Desvios Padroes dos
Testes nas Instancias da Harwell-Boeing

Tabela 17 Desvio padréao (o) e coeficiente de variacao (C,) dos resultados obtidos
s ~ 2 1s -
pelas heuristicas em relagao aos tempos médios de execucao nas 15
instancias simétricas muito pequenas da base Harwell-Boeing.
Instanci CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL VNS Bond pNoHCe  GPS GGPS  BL WBRA CSS-Band
nstéancia (500s)
ASHSS s 1105 6100 2.104 3101 8100  3.103 2.106 4106 2.106 3.10 6102
Cy 13,51%  2,48%  6,38% 0,12% 3,21% 11,58% 10,34% 0,97% 3,75% 7,44%  34,14%
BCSPWRo1 O 21076 11073 21073 3.107! 1105 1103 8107 5.100 2.100 6100 11072
Cy  8,18% 16,23%  2,38% 0,25% 7,25% 13,48% 9,17% 4,10% 6,18% 3,63%  11,14%
BOSPWRo2 O 61076 11075 2.1074 5.107! 9.10°¢  7.10% 1.10° 7.10°¢ 6.10°0 5.107° 21072
Cy  26,77%  9,19%  6,35% 0,30% 5,62%  7,85% 9,08% 4,35% 5,49% 22,60%  14,42%
BCSPWRo3 O 11073 11074 2ii0—4 3.1073 2.10°5 31073 4.10% 5.10°5 5.106 5.10°3 81072
Cy 18,18% 33,77%  0,93% 0,17% 3,26% 13,14% 12,67% 8,84% 4,07% 9,66%  29,16%
BOssTKo1 O 111073 2075 5.1074 6-10! 3.0 3103 3.10° 2.10°5 3.10°0 2.107° 21072
Cy  28,17% 12,55%  5,78% 0,37% 7,92%  9,37% 19,65% 10,17% 5,65% 7,17%  19,51%
BCSSTKo4 O 31075 21074 6-1074 2.1073 6:1075 61073 2100 2.1073 2.105 11074 8.10~2
Cy  7,65% 11,69%  2,86% 0,10% 3,42%  5,79% 2,85% 21,36% 5,07% 6,81%  25,50%
BOsSTKos O 11075 11075 7.1073 6-1073 2.1073 51003 9.10°¢ 3.1073 3.10°0 .10 9.1072
Cy  3,75% 0,82%  0,23& 0,31% 8,36%  7,77% 12,20% 18,36% 1,12% 7,49%  26,82%
BOsSTK2e O 31076 11073 2074 3.1073 3.0 3-1003 4.10° 6.107% 4.10°0 3.107° 9.10~2
Cy  2,70% 2,08% 1,01% 0,17% 5,22%  9,53% 13,91% 3,49% 4,15% 5,38%  30,66%
CAN. 144 s 5105 g.105 2.1074 2.1073 4105 2.103 2.0 2.1074 2.10°0 110 1-10
Cy  29,76% 12,82%  0,23% 0,11% 5,74%  4,73% 5,69% 18,51% 2,01% 10,85%  23,75%
CAN.161 o 21005 11075 3.107% 3.1073 21004 5.103 3.107%  2.107% 3.1000  2.1075 1-10~1
Cy 16,78% 12,85%  2,46% 0,16%  13,12%  7,16% 10,45% 11,20% 2,15% 2,29%  29,84%
DWT 234 o 11005 3.1075 21074 1.1073 2105 4103 3106 41075 3.106 4075 20107
Cy  12,79%  3,96%  2,18% 0,07% 1,76% 10,10% 9,57% 2,76% 2,33% 4,45%  39,86%
LUND.A s 1-100°  2.100%  6.107° 3.1073 3.107% 501003 11075 8.107% 3.10°0 5.107° 1-10~1
Cy  4,62%  1,19%  0,23% 0,15% 9,52%  6,99% 21,66% 13,11% 1,24% 6,88%  25,49%
LUND.B 6 6105 3105 6.10°5 4.1073 2105 5103 2100 4.104 2100 5.10°° 1-1071
Cy 20,13%  2,99% 0,21% 0,22% 3,00% 7,51% 4,08% 6,29% 1,13% 5,70%  26,09%
NOS1 s 31000 2105 2.1074 3.1073 7.1073  9-107% 8.1077 5.107% 2.10°0 3.107° 5.1072
Cy 21,06% 2,05% 2,12% 0,16% 6,53%  4,32% 4,56% 18,60% 1,87% 4,62%  11,57%
NOS4 o 410° 400 2.1074 7.1073 8100 41073 2.10® 7.10°5 3.100 3.10°° 5.1072
Cy  4,98%  1,35%  5,21% 0,34% 1,94% 11,09%  8,86% 20,25% 3,50% 7,11%  14,17%
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Tabela 18 Desvio padrao (o) e coeficiente de variagio (C,) dos resultados obtidos
pelas heuristicas em relagao aos tempos médios de execugao nas 35
instancias simétricas pequenas da base Harwell-Boeing.

Inetancia CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL —3S-Bmd _pNCHC — GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
494 BUS o 3-10° 5-10°° 3-10° 7-10° 1102 9-107° 3-10° 2-10° 6-10° 4.10° 7-10° 4107
- C, 10,86% 3,89% 1,09% 2,60% 0,06% 0,15%  2,36% 11,55% 10,81% 4,80% 0,08%  26,26%
662.BUS 4 3.107° 7-10°  4.10°° 3-10° 1-10% 2.1072 6-1073 S04 2.10% 810 4.10* 9-10°!
C, 7,04% 5,36% 0,72% 0,60% 0,05% 0,04%  2,88% 11,22% 3,23% 4,44% 0,02%  29,08%

685.BUS 4 1-1073 2:107° 5-10°° 1-1075 1.107% 1.1072 6-10°  3.10* 6.10* 7.10* 2.107* 7-107!
- C, 2,30% 13,53% 0,88% 0,29% 0,05% 0,07%  2,69% 7,14% 7,20% 8,80% 0,07%  21,17%
ASH292 4 3-10°° 11073 4-1076 6-10° 9.10°% 7.107% 2:10°%  2.10*  3.10*  5.10*  2.107° 3-107!
C, 1,31% 16,87% 1,37% 4,03% 0,05% 0,12%  2,60% 14,99% 17,21% 14,82% 0,08%  40,68%

BCSPWR04 © 6-10~° 4.0 4.10°¢ 1-1075 4.107% 3.107° 61073 8.107°  4.10° 11074 2.107* 3.107!
C, 3,04% 6,50% 1,55% 0,89% 0,02% 0,23%  7,04% 8,84% 17,91% 6,04% 0,19%  35,25%

BCSPWRO5 C 6-10°° 2:107° 5-10°° 1-107% 9.107% 1.107* 1-102 2.107* (1074 7104 41074 107!
C, 2,87% 16,19% 1,03% 5,94% 0,05% 0,17%  9,69% 12,36% 12,30% 12,91% 0,84%  31,59%

BCSSTKO6 .C 9-107° 1073 5-10°° 2:10° 7.107% 5.107% 31073 10~ 1-1073  2.107%  3.107* 107!
C, 7,45% 16,55% 0,58% 0,60% 0,04% 0,02%  1,35% 11,95% 29,26% 6,41% 0,11%  31,17%

BCSSTK19 © 1074 1073 51076 2:10° 1-1072 1-107% 4:1073  1-10~ 2:1073 S04 81074 107!
C, 13,97% 17,24% 0,63% 0,75% 0,06% 0,02%  2,23% 1,14% 7,56% 11,22% 0,14%  16,16%

BCSSTK20 .© 11073 4.10°  4.10°¢ 1-107° 7103 6-1073 4103 5.10% 6104 104 2.10 (107!
C, 22,87% 5,59% 0,88% 0,64% 0,03% 0,41%  4,26% 14,03% 15,22% 12,68% 0,05%  25,43%

BCSSTMO7? © 1-104 1-1073 5-10°¢ 1-10° 8.10°3 3.1073 8-1073 10~ 9-10°% 1-10*  2.107* 5-10°!
C, 10,73% 7,42% 0,62% 0,34% 0,04% 0,08%  3,80% 9,39% 2,71% 3,52% 0,10%  32,34%

CAN 292 4 31075 9-10°¢ 6-10 3-10% 4.107°3 3.10°3 6-10%  1-10*  3.10*  3.10*  8.10°° 107!
= C, 11,03% 8,54% 0,65% 11,83% 0,02% 0,13%  5,45% 5,17% 12,82% 7,72% 0,03%  33,77%
CAN_445 [ 5-10°% 5-10°° 4-10 3-10 5103 4.1073 4103 6-10*  3.10*  1-10°%  2.1073 5-10°!
- C, 8,49% 3,32% 1,03% 0,79% 0,03% 0,14%  1,78% 16,94% 11,06% 15,41% 0,23%  36,85%
CAN_715 o 3.104 1-1073 3.10°° 5107 8.107° 9-107* 7-1073 -10 4104 7.10*  2.107 9-10°!
- C, 23,92% 8,38% 1,04% 0,84% 0,04% 0,02%  3,07% 3,12% 2,96% 9,63% 0,06%  27,13%
CAN.838 o 2-1074 7-107° 2-10 1-103 9.107° 5.10°* 1-102 1-1072 1072 -0 3.107° 6-10"!
- C, 17,13% 18,50% 1,12% 12,24% 0,04% 0,11%  2,88% 13,50% 11,25% 11,25% 0,14%  11,01%
DWT_209 4 3-10°° -10°° 5-107° 1-10°5 7.107°% 6-1073 2-10°%  9-10° 3.107* S04 41070 2-107!
- C, 1,45% 14,10% 1,81% 1,37% 0,04% 0,10%  2,46% 1,03% 17,75% 9,04% 0,06%  34,52%
DWT 221 4 8-10°° 2-10°  4.10°° 3-107° 4.10° 2.107° 3-10°%  3.10°  1-107 1-10°5  3.107° 2-107!
- C, 2,80% 2,63% 1,74% 3,57% 0,02% 0,32%  5,29% 1,80% 3,98% 0,86% 0,05%  34,89%
DWT._245 4 4-1076 5-10°  4.10°° 1-1075 9.107% 9.1073 2-10°  8-10° 2.10* 2.10*  7.107° 2-107!
- C, 2,20% 10,37% 1,56% 1,03% 0,05% 0,31%  2,92% 9,75% 13,99% 7,38% 0,06%  33,19%
DWT._310 4 3.10° 6-10°° 5-10°° 1-10* 6-10° 5.10°* 510 6-10*  8.10* 2.10° 3.10% 3-10°!
- C, 12,95% 7,27% 1,30% 10,35% 0,03% 0,03%  5,91% 16,97% 8,72% 1,61% 0,29%  30,13%
DWT. 361 4 -107% 1070 3.10°° 1-107° 7.107% 6-107° 6-10  5.10*  6.10* 1.10*  4.107° 107!
- C, 10,04% 14,45% 1,10% 0,99% 0,04% 0,13%  5,13% 14,90% 8,31% 5,80% 0,13%  38,78%
DWT 419 4 1073 -10°° 5-10°° 2:10° 8.10°% 5.107% 41073 <1074 9.10% 2.107°  2.107* 6-10~!
- C, 12,90% 7,69% 0,98% 0,93% 0,04% 0,21%  2,35% 10,80% 18,99% 0,98% 0,04%  39,23%
DWT. 503 4 10~ 1073 1070 2:10° 7-107% 1-107* 6-1073 <1074 3.1074 107t 61070 6-107!
- C, 15,80% 8,53% 0,57% 0,74% 0,04% 0,33%  2,24% 10,32% 1,47% 8,95% 0,04%  30,82%
DWT 592 4 1073 1073 1076 4-10°5 7.107% 5.107% 1-102 9-107* 11073 1-100*  4.107* 10~
- C, 12,47% 34,17% 0,55% 1,49% 0,04% 0,67%  4,99% 11,50% 6,38% 4,31% 0,04%  31,62%
DWT. 878 o -10°0 -1073 4-10°¢ 1-107% 21072 1-1072 810~ 1-107%  9-10* 110 1-107° 1,22
- C, 0,83% 16,87% 0,25% 22,53% 0,06% 0,05% 2,61% 8,99% 3,52% 17,13% 0,08%  18,96%
DWT. 918 4 1-104 11073 3-10°¢ 9-107% 510 3.10°* 1-102 1-107%  3.10° 107 110 810!
- C, 12,87% 11,40% 0,19% 1,98% 0,03% 0,07%  3,38% 9,18% 9,39% 3,62% 0,03%  12,67%
DWT 992 o S1074 -10°3 2.1073 8-10¢ 1102 2.1073 2:102  2-10%  3.10°  1-10°  4.10% 1,24
- c, 12,31% 11,37% 0,71% 0,12% 0,05% 0,08%  4,52% 5,77% 3,72% 4,18% 0,10%  14,72%
GR_30.30 o 5-1073 4-1073 31073 1-10 2-10 1-1072 1-102 9-10%  7-100*  9.10* 5.10°° 1,04
. C, 2,08% 19,01% 0,81% 3,20% 0,05% 0,22%  2,88% 6,90% 5,76% 6,38% 0,13%  14,26%
JAGMESH1 © 1-104 4105  4.10¢ 3105 5.10°% 5-10°  6:10° 3.10* 6-10* 8105 1.10° 9-107!
C, 17,04% 23,04% 0,54% 0,66% 0,02% 0,21%  2,32% 2,06% 9,74% 5,54% 0,04%  14,37%

NOS2 o 81074 2-10°° 5-10°° 2-10° 5.103 3.107* 3-10°  3-10*  8.10*  3.10*  2.107° 1,14
C, 11,66% 10,10% 0,87% 0,93% 0,03% 0,32%  3,45% 4,53% 3,78% 14,65% 0,028%  16,11%

NOS3 o 310~ 210~ 2.1073 1105 7-1073 3-1073 1102 7-10%  5-10~ 2107 6-107* 1,12
C, 16,37% 5,62% 0,59% 2,90% 0,04% 0,41%  2,21% 2,33% 2,78% 3,64% 0,95%  14,84%

NOS5 4 -107% 1-107° 81077 2-10° 5.10°% 3.107* 8107 5.10%  2.10%  4.10%  2.107° 6-10"!
C, 10,52% 7,25% 0,11% 0,50% 0,03% 0,05%  2,58% 11,24% 3,79% 7,02% 0,13%  35,13%

NOS6 4 5-107° 2:107° 3-10°° 1-10°5 9.107% 8.107° 9-1073  5-107*  2.10 1-107% 3.107* 7-107!
C, 13,50% 12,08% 0,67% 0,53% 0,05% 0,08%  5,04% 7,51% 16,38% 16,25% 0,18%  22,19%

NOST 4 -107° 2-10 9-1077 2:10° 810 1073 4-103  5-10% 2107 2:10% 3.10°% 810!
C, 9,23% 11,14% 0,16% 0,47% 0,04% 0,14%  1,15% 5,56% 4,78% 8,41% 0,02%  18,19%

PLAT362 4 9-107° 4.107° 5-10°° 2:10° 9.107% 2.107% 9-103 5.10* 1.10°%  5.10*  4.107* 3-107!
C, 12,96% 25,62% 0,73% 0,67% 0,05% 0,35%  3,93% 9,45% 14,73% 11,47% 0,19%  29,08%

PLSKZ362 4 6-107° 3107 5-10°° 2:10% 7103 2.107° 4-103  2:.10%  5.10° 3-10% 1.107* 3-10°!
C, 19,86% 30,07% 1,53% 8,23% 0,04% 0,24%  4,33% 5,98% 7,46% 13,52% 0,08%  30,43%

SHERMAN1 .© 1-1074 8107 8-10°° 2:10° 1:1072 3.1072 8102 2.107% 8.0 1-10°°  8.107° 1,48
C, 12,30% 23,31%  1,19% 0,54% 0,07% 0,02% _ 3,65% 17,27% 8,63% 15,35% 0,05%  15,91%
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Tabela 19 Desvio padrao (o) e coeficiente de variagio (C,) dos resultados obtidos
pelas heuristicas em relagao aos tempos médios de execugao nas 18
instancias assimétricas muito pequenas da base Harwell-Boeing.

Instanci CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL VNS Bond pNCoHC  GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
nstancia (500s)
ARC130 s 2100 2100 4.100 210 4 4103 2103 2.0 % 10t 410t 4103 7-10°2
Cy 16,54% 7,80%  3,45% 11,32% 0,28%  4,52% 18,87% 4,99% 13,11% 0,24%  25,48%
CURTISs4 O 41076 31076 3.1076 6-10°°6 3.1002 2.103 5.10° 4.10° 8.10°0 2.1075 2.1073
Cy  8,89% 20,20% 4,33% 2,29% 0,35%  8,52% 3,48% 1,95% 2,99% 0,68% 2,43%
FS.183.1 s 310° 3100 4.100 11073 11073 1103 3005 3004 1104 4104 1-1071
Cy,  2,70% 9,66% 2,87% 20,52% 0,26% 1,91% 3,45% 9,50% 3,53% 0,16%  31,78%
GENT113 O 41076 31076 4.106 81070 3.0 5.103 11000 1.100% 2.1075 .10 61072
Cy  5,28% 13,61%  4,10% 1,22% 0,92%  2,48% 2,50% 7,12% 3,59% 0,14%  20,24%
GRE.115 s 210° 3100 6100 7.1073 2104 2.1003 51005 3005 7.105 11074 6-1072
Cy,  2,76% 15,45%  4,70% 8,70% 0,71%  3,29% 12,49% 6,34% 13,36% 0,25%  25,36%
GRE.185 6 2105 5000 5100 2.1074 2.1073  2.1073 2.100% 21003 5.1074 4.0 1-107!
Cy  14,95% T7,16%  2,77% 12,64% 0,23%  2,12% 20,24% 0,80% 38,48% 0,17%  33,96%
IBM32 s 2:10° 1106 2.10°6 2.1079 502 2.1003 610 7.100 9.100 1.1073 31073
Cy 10,33% 13,15%  6,69% 12,15% 0,43%  8,88% 5,98% 5,59% 7,06% 0,35% 3,10%
IMPCOLB O 3:1006 2.1076  3.1076 6-107 61002 2.1073 2.10°5 2.10°5 1.1075  9.107 8-103
Cy  8,31% 14,30%  5,48% 8,20% 0,41%  5,25% 8,50% 6,71% 2,60% 0,53% 8,32%
IMPCOL.C O 1:1075  2.1076  4.10°6 11073 2.1073  3.1073 3.1005 11005 11074 3.1079 2.1072
Cy, 19,08%  8,40%  2,92% 1,69% 0,17%  4,32% 4,73% 1,57% 9,39% 0,29% 4,65%
LNS.131 s 310° 21000 5100 8100 3.103 6103 8.10° 4105 7.105 s5.10°5 8102
Cy  5,61% 8,47%  7,60% 1,35% 0,16% 1,97% 2,02% 8,78% 7,35% 0,08%  25,08%
MCCA s 710 1105 6.10°© 3.107% 4102 5103 3104 2.103 504 51074 1-1071
Cy,  1,95% 22,68%  2,88% 12,48% 0,11%  4,40% 12,27% 15,50% 14,01% 0,52%  29,49%
PORES1 s 510° 200 2.10°0 5.10°6 21004 2.0 2.1005 9.10% 5.105 1.0 5.1073
Cy  13,52% 14,80%  5,62% 3,14% 1,22% 11,44% 13,56% 4,78% 39,30% 0,93% 6,95%
STEAMS 6 51000 2.0 1.107 2.1074 3.1073  2.103 11000 5.107% 5.0 4.1074 31073
C, 31,93% 6,16%  6,85% 22,46% 2,06%  4,30% 2,56% 16,32% 2,09% 13,96% 2,65%
WESTOo132 © 91006 31076 3.10°6 11074 2004 2.103 104 2004 7105 4109 81072
Cy  9,14% 17,55%  3,78% 14,06% 0,14%  2,52% 18,78% 18,16% 6,67% 0,17%  27,00%
WESTo156 O 41076 4.1076 4106 1-1073 41073 4103 9.100 8100 2.105 3.107% 81072
Cy  4,74% 15,39%  3,39% 1,54% 0,18%  4,44% 1,63% 0,98% 1,45% 0,20%  29,84%
WESTO0167 .©  3:1076 41076 3.10°6 11074 3.10°3 3103 2104 3.1005 3.1005 3.1074 9.1072
Cy  2,72% 17,84%  2,54% 11,56% 0,27%  4,52% 21,31% 2,32% 3,39% 0,22%  31,34%
WILLS7 s 7.0 2.100  3.10°0 5.1073 11074 5074 2.1005 2.1005 6-1075 3.107 4.1073
Cy  12,18% 17,86%  4,75% 12,77% 0,33%  3,20% 6,37% 4,42% 16,87% 0,55% 3,83%
WILL199 6 410° 1.105 4.100 2.1073 2103 6103 2.105 2104 8105 2.1074 1-1072

Cy 3,42% 32,49% 2,38% 8,32% 0,22% 3,79% 1,73% 1,37% 2,90% 0,08% 5,44%
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Tabela 20 Desvio padrao (o) e coeficiente de variagao (C,) dos resultados obtidos
pelas heuristicas em relagao aos tempos médios de execugao nas 45
instancias assimétricas pequenas da base Harwell-Boeing.

Instancia CMr-GL BeL-GL hGPHH WBRA-GL —iS-Bd __ pNCHC — GPS GGPS BL WBRA CSS-Band
BP0 < 10° 110 7-10° 3107 5107  3.10° 3107  2.107 3.107 6.10° 2-10 " 810"
- C, 0,91%  5,30%  1,25% 0,92% 0,32% 0,21%  5,25% 2,76% 1,87% 1,41% 1,88% 16,87%
BP_200 c 2107 41076 -10°6 6-10% 4.107*  4.107 3.1072  2-107° 1-1073 .10 3.107" 1,14
- C, 23,62% 1,43% 1,11% 1,52% 0,02% 3,26%  3,99% 14,10% 7,94% 1,87% 1,33%  23,58%
BP_400 4 8-10° 3.10°° 6-10~ 310 7-10° 2-107° 3102 7-10%  7-10*  7-10% 410! 6-107"
- C, 14,76% 13,92%  1,01% 7,91% 0,04% 12,56%  3,93% 7,06% 5,25% 0,99% 1,30% 12,75%
BP_600 o 3-107° 5.107% 5-10°° 310 8.10%  4.107* 4102 1-10°%  3.10% 4.10%  4.107! 107!
- C,  4,28% 25,28% 0,70% 5,98% 0,04% 1,28%  5,39% 12,30% 3,04% 5,08% 1,24% 13,81%
BP_800 o 1-1074 610~ 6-10° 4-10% 6107 1.107* 3-1072 21074 9.107% 1.107% 5.107! 1,1
C, 14,90%  3,29%  0,78% 0,93% 0,03% 11,40%  3,60% 4,87% 6,92% 2,13% 1,83%  22,81%

BP.1000 o 11074 6:10°  7.10°6 5.10% 4.10°3  3.1073 3-102  7-10%  9.10* 1107 4-107 9-107!
C, 13,68% 3,60% 0,83% 0,83% 0,02% 0,05%  3,99% 6,57% 5,69% 1,41% 1,11% 18,03%

BP.1200 o 11074 1-105  4.10°6 5104 6-10°  1.10°* 2102 1-10¢  1.10°5  7.10*  3.107 9-10!
C, 18,32%  4,82%  0,63% 0,74% 0,03% 0,32%  3,02% 1,63% 9,74% 1,21% 1,17% 17,78%

BP_1400 o 1-10 3-10°° 5-10°¢ 4-10 7-10 2-10°° 2:102  5.10% 6104 103 110! 1,0
- C, 12,40% 15,36% 0,68% 0,58% 0,04% 0,16%  2,78% 4,96% 5,03% 3,60% 0,58%  21,91%
BP_1600 o 4-107° 5-10°° 5-10°° 4104 5.103 3.0 3102 1-107% 810 2103 4.107! 1,07
- C, 6,66%  2,08%  0,68% 0,63% 0,03% 0,76%  3,41% 14,38% 7,06% 1,97% 1,49%  21,10%
FS. 5411 c 9-107° 1073 41076 1-1073 7-103  8.1073 4-103 1103 11073 11073 2.1070 5-10°"
—o% - C, 17,77% 23,92%  0,99% 5,37% 0,03% 0,14%  2,07% 5,41% 5,01% 2,56% 0,55%  25,25%
FS_680.1 c 6-10° 110~ 5-10° 1-1075 7-103  5.107* 2:10%  5.10* 2.10% 1.10¢ 5.107° 3-10°!
-Deb- C, 1,61%  3,33%  1,84% 0,42% 0,04% 1,11%  1,30% 11,84% 3,19% 3,32% 3,84% 11,35%
FS.760.1 c 8-10° 1-1073 4.10°6 5-10° 6-10° 8107 6103 5.10*  4.10* 1107 7.10* 10~
e C, 11,56% 11,68% 0,56% 0,79% 0,03% 0,05% 1,51% 5,99% 5,64% 20,53% 0,20%  20,74%
GRE.216A 4-107° 3-10°¢ 41076 2:-107° 810 2.107* 3107 4.10* 1074 2.100° 7-107° 2-10-
- C, 16,82%  6,48%  2,93% 1,99% 0,04% 0,12%  3,59% 25,39% 15,96% 2,77% 0,22%  36,57%
GRE.343 o 3-107° 6-10° 3-10° 2-10°5 7.1073  7.1073 8107 6-107* 21074 3.107% 2.107* 4-107"
— C, 10,08% 13,45% 1,21% 1,06% 0,04% 0,08%  5,30% 17,69% 6,41% 3,32% 0,09%  39,80%
GRE._512 o 11074 2:107° 4:10°° 21075 6-107° 1.107* 6:107%  4.10%  7.100*  1.107*  7.107% 6-107!
- C, 28,03% 22,45% 1,21% 0,43% 0,03% 0,03%  2,63% 6,30% 5,09% 7,21% 2,18%  29,82%
HOR_131 o 3-10° (1075 4106 2107 3.107°%  5.107* 81073  4.10°5  4.10*  5.10%  3.10* 610~
C, 38,94% 20,75% 0,77% 1,00% 0,02% 0,19%  2,47% 0,98% 10,65% 5,84% 0,02%  39,01%

IMPCOL.A O 2.107° 9.10°  5.10°6 1-10% 8.10°  8.107* 4-10°  9.10°  3.10*  2.10*  8.10°° 2-107"
- C, 14,38% 24,09%  3,33% 8,95% 0,04% 0,18% 5,92% 8,76% 21,16% 12,28% 0,34%  33,83%
IMPCOL_D o 3-107° 8-10°° 5-10°° 4:10°5 9.1073  1.1073 7-1073 2103 910 6-10% 9.107° 107!
-~ ¢, 17,20% 15,03%  1,36% 1,40% 0,05% 0,20%  3,96% 29,06% 21,60% 12,62% 0,07%  42,38%
IMPCOL_E o 3-10°° 2:10°° 5-10°° 2:-10° 4-10°%  3.10° 2:10°%  7-10°  4.107% <10~ 1-1073 110!
-G 1,.83%  5,76%  3,44% 0,83% 0,02% 0,09%  2,81% 4,30% 8,06% 2,51% 0,32%  32,71%

JPWH. 991 o 2-10°° 1-10°° 3-10°© 2104 3-10°  6-10* 4107 2.10%  8-10*  2.10%  3.10° 1,22
- C, 3,24%  6,97%  0,26% 1,35% 0,02% 0,10%  1,70% 2,49% 6,89% 14,21% 0,32% 16,81%
LNSP 511 c 4-10°° 4-10°° 3-10°° 2:10° 5-10°%  6-107° 4:103  3.10%  4.00% 104 3.0 6-10°!
- C, 1,31%  7,40%  0,59% 0,51% 0,03% 0,13%  1,50% 7,58% 9,79% 2,63% 0,05%  31,64%
MBEACXC ¢ 1-1074 6-107° 210~ 4-1072 8.107°  7-107 2:1072  4-10°  4.10°  3.1072 12,8 7-107!
C, 2,15%  8,30%  0,46% 5,99% 0,04% 0,15%  0,61% 3,70% 2,05% 2,25% 9,71%  29,20%

MBEAFLW 8-10~4 1-1074 9.10°° 4-1072 1-1072 810 2.102 3.1073 6-1072 1-1072 8, 4.107"
C, 11,25% 11,91%  1,72% 5,57% 0,06% 0,31%  0,64% 3,38% 2,59% 0,67% 6,47% 17,22%

MBEAUSE 1-1074 2.10°° 7-10°° 2:103  6-107° 1-1074 6-1073 4.1074 7-1074 1-104 6,1 210!
C, 28,03% 22,45% 0,20% 4,93% 0,03% 0,03%  2,63% 6,30% 5,09% 7,21% 5,10%  29,82%

NNC261 4 2:10~ 1-1073 6-10° 2:.10° 8-10°  2.10* 4103 5.10%  1-10* 9.10°  8.107° 2-107"
C, 39,72% 12,30%  2,36% 1,16% 0,04% 0,06%  4,17% 23,61% 2,55% 4,10% 0,14%  33,71%

MCFE o 2-1074 3-107° 8-10° 1.0 9.107%  6-107* 3-1072 2107 1-1072 0 11070 201072 -10~
C,  8,41% 15,09% 0,39% 2,25% 0,05% 0,14%  3,20% 4,89% 7,94% 1,63% 0,32% 19,14%

NNC666 c 1-10% 4-107 5-10°6 2:10° 6:10°  7-107° 81073  1.10* 810 1.10°%  1.107° 610~
C,  2,52% 16,50% 0,93% 0,36% 0,03% 0,05%  2,66% 2,25% 7,40% 12,48% 0,07%  21,02%

ORSIRR._2 o 1-1074 8-10°° 8-10°° 1-10°5 9.102  1.107* 1-102 7.10%  1.107°  2.10%  1-107° 5-10°"
C, 19,01% 4,08% 0,71% 1,14% 0,05% 0,01%  2,00% 9,57% 12,86% 1,47% 0,20% 9,00%

PORES.3 o 7-10°3 3:10°° 2:10°° 1-105 7.103  3.103 5103 6-10% 104 2104 3.10* 410!
- C, 14,59%  2,19%  0,63% 0,44% 0,04% 0,09%  2,68% 9,70% 6,07% 9,76% 0,31%  20,79%
SAYLR1 o 2-10° 1-10°¢ 2-10°° 2:-10° 7-10°%  2.10° 2:10°%  9.10" 1-10 4-10¢  9.10°3 2-10°!
C, 1,78%  4,00%  1,59% 7,13% 0,04% 1,78%  3,06% 0,84% 1,37% 0,92% 3,14%  36,59%

SAYLR3 o 7-107° 4-107° 5-10°° 2:10°5 7-10°  6-10°* 1-102  4-.10*  7-10*  7-10%  2.107* 1,31
C, 11,08% 25,99%  0,96% 0,32% 0,03% 0,01%  0,56% 5,26% 9,77% 12,52% 0,13% 16,33%

SHERMAN4 © 5-107° 5-107° 8-10°° 6-107° 9-10°  5.107 2:102 1103 6-10*  3.30¢ 5.0 9-10~!
C, 11,17% 26,67% 1,12% 1,49% 0,04% 0,03%  5,95% 18,71% 12,28% 8,42% 0,09% 8,40%

SHL.O c 6-107° 1073 6-10° 3104 1-102  4.10* 5107 10~ 7-104 4.10% 5102 107!
- C, 17,88% 18,32% 1,61% 1,55% 0,06% 0,04%  2,31% 12,42% 5,17% 2,19% 0,50% 17,02%
SHL_200 4-10° 1-1073 41076 3-10% 5-10°  1-107 3107 2-10° 1107 1103 7-102 5-107"
- C, 13,19%  6,74%  1,03% 14,58% 0,03% 0,10%  1,60% 0,71% 9,45% 5,12% 0,63% 19,81%
SHL_400 o 4-1073 5-10°° 6-10° 3.0 5.1073  4.107° 6-10% 7-10%  3.107%  1.107%  8.1072 4-107"
C, 13,87%  2,96% 1,49% 1,49% 0,02% 1,13%  2,67% 16,71% 2,71% 5,16% 0,84% 15,68%

STEAML o 2-1074 2:107° 5-10° 4:10% 9107 1.107* 4107 210 6-10°  4.107*  1.107* 2-107!
C, 30,41% 19,67% 1,06% 17,16% 0,04% 0,41%  1,70% 8,37% 2,37% 13,63% 0,06%  34,30%

STEAM2 c 2:107% 2.107° 7-10°6 8:10¢ 1.102 5.10°* 1-102  4.10%  3.10*  5.10¢ 5.107° 9-10°!
C, 15,35% 10,36% 0,61% 7,93% 0,06% 0,32%  2,08% 2,41% 2,39% 5,63% 0,12%  26,96%

STR.O o 8-10° 7-10° 5-10°6 9-10° 6-10° 3.10°* 9-10° 7.10¢  8.10* 1.10*  1-1072 5.107"
C,  2,86% 5,52% 1,85% 1,29% 0,03% 0,06%  3,81% 13,85% 14,60% 1,52% 1,58%  40,95%

STR_200 o 2:1074 3:10°° 41076 21004 6-10°%  1.10°* 1-102  7-10%  4.10%  4.10%  2.1072 41071
C, 31,76% 2,64% 0,82% 2,51% 0,03% 0,06%  3,29% 15,39% 6,14% 2,72% 1,26%  36,27%

STR_600 o 8-107° 5-10°° 6-10°° 2104 6-10°  2.102 5.10°%  9.10%  1.107%  1.10%  2.1072 4-10°!
C, 16,08%  4,50% 1,26% 1,29% 0,03% 0,08%  1,59% 14,95% 10,69% 5,60% 0,98%  36,81%

WESTO0381 c 7-107° 8106 41076 1104 6-103  5.107* 110~ 1-1073 3.10% 610 1.1072 3-10°!
C, 17,36% 14,30% 1,15% 1,24% 0,03% 0,03%  2,93% 17,04% 6,62% 3,67% 1,06%  38,13%

WEST0479 c 3-10° 5-10°° 41076 8104 6-10°  4.10* 810 5104 2.10*  7-10% 7107 6-10°"
C, 10,74%  6,50% 1,07% 9,22% 0,03% 0,07%  2,56% 14,09% 2,88% 5,09% 0,45%  37,71%

WEST0497 c 4-107° 3-10°¢ 41076 S04 7107 7-107 61073 3.10*  7.10* 410 21077 6-10~
C, 10,48%  2,97%  1,04% 13,50% 0,04% 0,08%  2,64% 6,83% 11,32% 3,97% 0,41%  38,29%

WESTO0655 -10~ 3-107° 410~ <1070 7-107% 6-107° .10 4.30%  2.102°  3.107  5.107° 6-10"
C, 30,87% 17,13%  0,90% 14,29% 0,03% 0,78%  2,51% 7,04% 16,91% 12,17% 1,30%  23,06%

WEST0989 o 1-1074 2.107° 6-107° 3.10%  6-107 2-107* 2.102 1-1074 2.107* 2103 2.107! 1,62
C,  12,89% 12,04%  0,59% 0,99% 0,03% 0,17%  2,50% 1,61% 1,48% 4,39% 1,43%  21,77%
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