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RESUMO

Alguns tipos de dados, como as medidas angulaggsierem certas
restricdes na utilizacdo de métodos estatisticasics tratados pela estatistica
circular. Medidas que retratam angulos sao exeng@atados circulares. Em se
tratando de técnicas estatisticas multivariadasdidas angulares estao
relacionadas com os Componentes Principais e heténeis. A andlise de
Componentes Principais é uma técnica de reducadirdensionalidade que
identifica combinacdes lineares que expliquem aomparte da variacdo dos
dados. Os Componentes Interpretaveis utilizamigéss para que se tenha uma
melhor interpretacdo dos coeficientes dessas capdés limitando os valores
assumidos pelos coeficientes. Sua eficiéncia eracdel ao Componente
Principal é avaliada em relacdo ao angulo formadmeeos componentes, que
deve ser minimo. Assim, objetivou-se neste trabalkaliar, por meio de
simulagdo computacional, o efeito da presenca derelcdes discrepantes na
reparametrizacdo dos componentes principais pelmpa@nentes interpretaveis,
utilizando de diferentes probabilidades de mistestruturas de correlacdo e
coeficientes de correlagéo utilizada na geracacadasstras. Foi proposta uma
medida para identificagdo das distancias circulamse os valores médios
angulares sob contaminacdo e sem contaminacdoesbDiados obtidos por
meio de simulacdo mostraram que as médias angul@mesomponentes se
diferem quanto ao coeficiente de correlagdo e testrule correlagéo utilizada e
a medida de distancia circular proposta identificoefeito das observacdes
discrepantes, por meio de pontos dissimilares.

Palavras-chave¥edidas Angulares. Estatistica Circular. Compon@emitecipal.
Componente Interpretavel. Observactes Discrepantes.



ABSTRACT

Some types of data, such as angular measuremeufsSira certain
restrictions on the use of statistical methodsndpéieated by circular statistics.
Angle measurements are examples of circular datdenWconsidering
multivariate statistical techniques, angular meas@nts are related to the
Principal Components and Interpretable ComponeRtgcipal Component
Analysis is a dimensionality reduction technique ichih identifies linear
combinations that explain most data variationserfirietable Components use
restrictions in order to have a better interpretatof the coefficients of these
combinations, restricting the values assumed by ¢toefficients. Their
efficiency compared to the Principal Componentval@ated in relation to the
angle formed between the components, which shoealdnmimal. Thus, the
objective of this study was to evaluate by compugienulation the effect of
outliers in the reparameterization of the principagdmponents by the
interpretable components using different mixtureobabilities, correlation
structures and correlation coefficients, used tmegate the samples. We
proposed a measure to identify the circular distanbetween the expected
angular values under contamination and without amimation. The results
obtained through simulation showed that the angmeans of the components
differ in regard to the correlation coefficient atie correlation structure used,
and that the circular distance measurement propatesdified the effect of
outliers through dissimilar points.

Keywords: Angular measurements. Circular statistesncipal Components.
Interpretable Components. Outliers.
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1 INTRODUCAO

A andlise estatistica de dados, por vezes, requdrecimento sobre
determinadas caracteristicas dos mesmos. Deterasin@tnicas, mesmo as
mais usuais, podem apresentar algum tipo de r&stdependendo do conjunto
de dados com o qual se esta trabalhando.

Dessa forma, dados estatisticos podem ser claskficde acordo com a
sua topologia distribucional. Dados lineares podeer representados
considerando uma reta. Por outro lado, a circunééméé apropriada para
representar um conjunto de medidas angulares, aquenp se referir a
observacdes mensuradas, por exemplo, como angliéhsbuidos geralmente
em graus ou radianos (ABUZAID et al., 2012).

Medidas angulares ocorrem em varios campos do conéeto, como
biologia, meteorologia, medicina, andlise de imagerstronomia (MARDIA,
1972). Uma observacéo circular pode ser definidmocawm ponto em um
circulo de raio unitario ou um vetor unitério irahelo dire¢cdo. Desde que uma
direcdo inicial e uma orientacdo do circulo sejagfinilas, cada observagéo
circular pode ser especificada pelo angulo formawlwe a dire¢do inicial do
circulo e o ponto no circulo correspondente a ebgao.

A periodicidade relacionada a esse tipo de medidaeta situacdes que
nao ocorrem em observagdes na reta. Sendo assgtenexécnicas estatisticas
especificas para tratar esses tipos de dados, smudssarias definicbes de
medidas de posicéo e dispersdo, bem como modelbalplisticos apropriados
que séo tratados pela estatistica circular.

Medidas angulares estéo sujeitas aos mesmos fenémee os dados
lineares, como, por exemplo, ocorrénciaoddiers. Estudos sobre ocorréncia
de outliers em dados circulares séo encontrados em lbrahial. §2013) e
Abuzaid et al. (2012).
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Em se tratando de técnicas estatisticas, citasseg exemplo, algumas
técnicas de analise multivariada em que podem lsglas de alguma forma,
medidas angulares, como o0s Componentes PrincipaisComponentes
Interpretaveis, que tém como medida resultantengulé formado entre as suas
direcOes.

Um dos objetivos da estatistica multivariada é augéo de
dimensionalidade de um conjunto de dados, com pefdana de informacéo,
para que se possam executar analises de forma mempdexa e a técnica de
analise de Componentes Principais pode ser utdipada esse fim.

Segundo Johnson e Wichern (2007), a analise de Qumpes
Principais tem por caracteristica explicar a esteutle variancia e covariancia
de um conjunto de variaveis, por meio de poucasbowmdes lineares destas
variaveis, que promovem uma rotacdo no eixo dersst Assim, podem-se
citar dois objetivos que sdo a reducéo do sistemdados e a interpretacao.

Apesar da facilidade de aplicacdo da técnica depboentes Principais,
dependendo do nimero de variaveis, da presencaittiers e do namero de
componentes retidos, estes podem apresentar stiagfe dificultam algum
tipo de interpretacdo. Assim, Chipman e Gu (2008&)oduziram algumas
restricbes aos componentes, para que sejam maipregtiveis, no sentido de
limitar os valores assumidos pelos seus coeficsemestringindo-os. Desta
forma surgiu uma nova reparametrizacdo, denomin&lamponentes
Interpretaveis (ClI).

Essencialmente os Cl sédo validados, por meio dangéb do angulo
entre o Componente Interpretdvel e o Componentacipal, que deve
apresentar minima variacdo angular. Portanto, acfager inferéncia na
distribuicdo desses angulos, torna-se necessaigizacdo de uma inferéncia
estatistica, apropriada para distribuicbes angsilgustificando a utilizacdo das

técnicas para esse tipo de dados.
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A interpretabilidade dos Componentes Principais ®do objeto de
estudo sob diferentes enfoques. Enki, Trendafildelkffe (2013) consideraram
um novo meétodo para se obter Componentes Principaisrpretaveis.
Primeiramente realizaram uma andlise de clusteuagento) das variaveis,
utilizando as técnicas multivariadas ja existergesp0ls a identificacdo dos
grupos similares, foram obtidos os Componentesrdrativeis a partir das
matrizes de correlacdo das varidveis ja agrupadas.

A metodologia para avaliar os Componentes Pringipai presenca de
outliers e posterior recomendacao do uso dos Componernteprigtaveis, dar-
se-4 na utilizagdo de recursos computacionais o me simulacdo Monte
Carlo. Neste contexto amostras de varidveis contrilliggdo normal
multivariada sdo geradas, sendo algumas unidadegerpentes de outra
populagdo, caracterizando uma mistura de disti@i@sic Tal procedimento
caracteriza a distribuicdo normal contaminada.

Como a contaminacao é feita na amostra, tornacasséria a obtencao
de alguns critérios para analise desse efeito almses médios angulares entre
0s componentes. Dessa forma, justifica-se a wdiaalos conceitos de média e
distancia circulares nos angulos obtidos pelos commtes, contribuindo para a
disseminacao de técnicas estatisticas angulares.

Partindo dessa premissa, 0 presente trabalho #dizado com os

objetivos de apresentar as seguintes contribuicdes:

a) Avaliar o efeito de estruturas de correlacaatliers e tamanho
amostral na construcdo de Componentes Principaisa esua
reparametrizacao, dita por Componentes Interpristave

b) Utilizar medidas angulares para discriminar estd@em funcdo de

amostras com diferentes graus de simetria e curtose
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Estatistica para dados circulares

Ao se tratar de medidas angulares, encontram-$asceeculiaridades
que ndo ocorrem em situacbes na reta. Este fatccdar que se tornem
necessarias algumas definicdes especificas parasedglas de posicdo e
dispersao, bem como de modelos probabilisticoxc#gqmes. A literatura sobre o
assunto pode ser encontrada em Mardia (1972), IBdé&tic(1981) e Fisher

(1993). A Figura 1 representa, graficamente, umasta referente a dados
angulares.

BN

Py |

Figural Representacao grafica de uma amostra aaidas angulares

2.1.1 Direcdo Média

O problema do calculo da direcdo média para dadtwslares foi
ilustrado por Barriga (1997), considerando a regres;do na Figura 1 de trés
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dire¢Bes dadas pelos angul@s=80°, ,=350° e, =50°. Visualmente espera-se
que o angulo médio assuma um valor entre 0° eA®Talcular-se a média
aritmética (4 +6,+6,)/3 obtém-se como média o valor 160° que n&o
corresponde a situacdo. De acordo com Barriga §189%imples procedimento
de obtencdo de uma média aritmética pode ndo mpgeEsuma estatistica
adequada para representacao da direcdo média.

Considerando, entéo, a representacdo grafica gasijfio dos angulos
de uma amostra em um circulo, pode se associadaapmanto uma massa de
igual valor M e encontrar seu centro de mas3aou centro de gravidade
(BARRIGA, 1997). O vetorOG gue aponta para o centro de gravidade é

definido como vetor médio amostral e determina winacdo média amostral

que é o angulo médié . A Figura 2 representa o centro de gravidade:

Figura 2 Representacdo grafica do centro de grdeidie uma amostra com
medidas angulares

Fonte: Adaptado de Barriga (1997)
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Duas formas para determinacdo do vetor média (@ul@nmédio)
podem ser utilizadas: determinagéo por meio debédgeetorial e determinagéo

pelas fun¢des trigopnométricas.

a) Determinacao do vetor média por meio de algebra vetial

Seja uma amostra angulér,...,d, as quais estéo associados 0s vetores

unitarios correspondentesOP;, OP,,...,OR. Na Figura 3 tem-se a

representacéo de um vetor

-

-

Figura 3 Representacdo deesimo ponto amostral
Fonte Barriga (1997)

Conforme Figura 2, atribuindo maddea cada ponto, o vetor

0G=13 0P (@
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Aponta para o centro de massa BeR,...,P . Dessa formaOGé o

vetor média da amostra. Considera-se, aiRd@mmo comprimento resultante e

0 comprimento do vetor média, ou seja:

R=

o e refoq-7 @

b) Determinacdo do vetor média por meio de funcBes
trigonométricas
Na ocorréncia de varios vetores, algebricamenteulean-se as médias

com base nas coordenadas do centro de massaaias{81ARDIA, 1972), que

x=>3cosg)=C ey=_) ser(q)= < @
n n+
O comprimento do vetor média é entao:
. .\t
r=(C?+5?)e (4

e, assim, a partir das expressdes apresentadé3)eandirecdo média

6 é dada por:
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arctar{gJ $®> 0> 0
C
_ S _
6 =:180 + arctarEEJ s€E< 0 ((5)
S _
360 + arctarEE] s€< @G> O
Sao casos especificos:
o0 ®> G= 0
g =427 $#< G= O (6)

ndo determinado &= O= O

2.1.2 Variancia Circular

Considerando RB,B,...,P como vetores unitarios e sabendo que

1
r= (62 + §2)5 , entdo,0<r <1. Se os angulod,,d,,....6, estdo mais agrupados

r é mais proximo de 1. Por outro lado, &¢4,,...,6, estdo mais dispersosera
mais proximo de 0 (MARDIA, 1972). Assim nota-se qué uma medida de
concentracdo do conjunto de dados. Ainda;, s@ mostra que todos os pontos
estdo em uma disperséo uniforme pelo circulo e =s&, todos 0s pontos séo
coincidentes.

A variancia circular amostral €, entdo, definidenoo

V. =1-r @)
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Salienta-se, ainda, qug<V_ <1, o que ndo acontece em dados na reta.

Assim, quanto menor o valor 8¢, mais homogénea é a amostra.

2.1.3 Desvio padréao circular
O desvio padréo circular amostral é definido coMARDIA, 1972):

1

s =[-2In(1-V,) ]2 (8)

Em queV, é a variancia circular.
Para casos ond¥, tende a zero ou assume valores muito pequenos,

utiliza-se uma aproximacéao de, dada por:

1

s 0(2v) 9)(

O desvio padréo circular ndo pode ser obtido sismpégite como a raiz

quadrada da variancia circular.

2.1.4 Amplitude circular

De acordo com Mardia (1972), a amplitude circular@enor arco que

contém todas as observagBes. Para sua determimag@ideram-se 0O

angulos,d,,6,,....4,no intervalo0< § < 277. Sendog), <...< §,, as estatisticas

de ordem ded,é,,...8,, o comprimento do arco entre as observagbes

Yn o

adjacentes sao:
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T =4

i = %)

-8, i=1..n-1e (10)

T, =360 - 6y * 6 (11)

Em que T, sdo medidas dos comprimentos de arco entre pontos

consecutivos.

Assim a amplitude circulaw € dada por:

w=360 — max(, ,...T, (12)

2.1.5 Distribuicdo de Von Mises

A distribuicdo de Von Mises é a base das infer&negtatisticas para
dados circulares (BARRIGA, 1997). E consideradacaso anéalogo no circulo
a distribuicdo normal em dados lineares. Estailisg&o foi introduzida por
Von Mises, em 1918, para estudar desvios de medalpssos atbmicos.

Se © é uma variavel aleatdria circular, entdo, a fungénsidade de
probabilidade de uma distribuicdo Von Mises € dpda (ABUZAID et al.,
2012):

f(x)= exp qcogf-u)] , &< Zr o= | (13)

1
2m,(q)

Em que pé o pardmetro que representa a direcdo mégiam
parédmetro associado a concentragag(q) € a funcao de Bessel modificada de

ordem zero:
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(@) =3 (1) qu ((14)

Mais detalhes sdo encontrados em Mardia (1972).
Denotamos a distribuicdo Von Mises pMM(,u,q). Quanto ao

pardmetrag da distribuicdo, quanto mais proximo de zero, maislados estdo
uniformemente distribuidos ao redor do circulopasso que quanto mais tender

ao infinito, mais os dados estardo concentradosuendirecdo media.
2.2 Deteccao deoutliers em dados circulares

Em se tratando da aplicabilidade de metodologiaa p@teccdo de
outliersem dados circulares, Ibrahim et al. (2013) prommeuma metodologia
para um modelo de regresséo circular utilizandsta@isticaCOVRATIO.

Um modelo de regresséo para duas variaveis alestérculared) eV
chamado modelo de regressao circular JS (JAMMALAMKE,; SARMA,

1993) pode ser escrito em termos da esperancacimmalie” dadou tal que
E(¢1u)=p(4 &= g( 9+ ig( ) ((15)

em que € =coqV)+isefV), u(u) representa a direcio média
condicional dev dadou e ,o(u) 0 parametro de concentracdo para as funcdes

periédicas g (U) e g,(u) (JAMMALAMADAKA; SARMA, 1993). Pode se

escrever:
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((16)
E(ser(v) lu)= & (4
Segundo os autorespode ser predito da seguinte forma:
arcta{ng(Lng w(u)> 0
,u(u):\A/:arctar{ gi((z))j: 180+ arct{%} sg(uys o (17)
indefinido sg,(u)=g,(uy= 0

As aproximacOes utilizadas s&o polindmios trigontices ajustados,
de graum e da forma:

(Acos( hu + §serf hy)

n
M=

9 (u)

:‘
O

N ((18)
0:(1)= (G cos{ ) + Dise o)
Com isso, tém-se 0s seguintes modelos:
cos(v):zm:(ﬁh coghu)+ B sefihy)+¢,
((19)
sen(v) =Y (G, coghu)+ D, sefihy) +&,

=
1l
o
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[oq]
Em que |:a'l 0} € um vetor dos erros aleatdrios seguindo uma

0 o,
distribuicdo normal com vetor de médias matriz de variancias e covariancias
Y desconhecidas. Os parametrdg, B,, C,, D,, os erros padrédo e a matriz

Y podem ser estimados.

A estatisticaCOVRATIOfoi proposta por Belsley, Edwin e Roy (1980)
e consiste na investigacdo do impacto de se eliminza linha por vez do
conjunto de dados nos coeficientes estimados, eslajustados, residuos e
matriz de covariancias.

Ibrahim et al. (2013) desenvolveram, entdo, pronedio similar para
dados circulares, atuando na matriz de varianciesvariancias do modelo de
regressao circular JS. Para tal, elimina-se unieloios dados e verifica-se o
efeito da eliminacdo na razdo entre a matriz dédweias e covariancias,
estimada com todas as observagfes disponiveis atriz rde variancias e

covariancias com pésima observacgéao eliminada.

_ |coyv]

COVRATIQ_J.) = ‘COV(_J.)‘

((20)

Em que|CO\/] € 0 determinante da matriz de covariancias panpcto
de dados completo }COV(_J.)‘ 0 determinante da matriz de covaridncias que

exclui aj-ésima linha.

E utilizada, como teste de deteccdo, a quantir#@d)a/RATl(P_j) —4,

obtendo um ponto de corte, tabelado, obtido peilamilacdes prévias que

estabeleceram percentis superiores a 5% para ‘arinhos amostrais. Para
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obtencéo dos percentis foram geradas variaveisndedistribuicdo Von-Mises

e, também, erros aleatdrioss; (e &,) de tamanhon considerando uma

distribuicdo Normal, como vetor de médiﬁBO]Te matriz de variancias e

0,

0
covariéncia{ } A partir deste ponto é ajustado um modelo decssgto

02
circular e calculad¢CO\4. Exclui-se g-ésima linha da amostra gerada e para

cada j é reajustado o modelo obtendr#CO\/(_j)‘. A quantidade

‘COVRATIC()_J.) —ﬂ também é obtida para cafi@® observa-se o seu maximo

valor, obtendo os pontos de corte tabelados.
2.3 Distancias para dados circulares
Considerando &,6,,...,8,0bservacdes circulares alocadas na

circunferéncia de circulo unitario, Jammalamadak&mgupta (2001) definiram

a distancia circular entre dois angulés,e 6’J como:
d, =1-cos@l -4 ) (21)

Como medida de dissimilaridade, Abuzaid Mohamedusskh (2009)
utilizaram a distancia circular para propor umdede discordancia, dado pela

estatisticdB definida por:

DJ'
B-@&%{z(n_l)} )
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n
Em queD, =Zdij . B fornece, entdo, um ponto para andlise de possivel
i=1

ocorréncia de observacgbes discrepantesHjSé umoultlier, o valor de DJ- é

aumentado, atuando diretamente na estatistica& qamparada a percentis pré-
estabelecidos e tabelados, baseados no parametroord®ntracdoq da
distribuicdo Von-Mises.

Jammalamadaka e Sengupta (2001) consideram umanicédefi

alternatianj da distancia circular, em termos de angulo, etddre pontossd, e

6’j . Para tal, considera-se a representacéo dos pumfeigura 4.

Pin P;

\/

Figura 4 Representacdo das distancias angularesdsrit pontos

Pode-se observar na Figura 4, a existéncia de ghssdveis distancias

g, formadas entre? e P, pelos angulog, e 6,. Dessa forma ao calcular a

distancia pela expressao:

6, =180 -|180-/4 -6 | .q O] 0,180] (23)
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E assegurado quéj assuma valores com menores angulos eRtre

2.4 Componentes Principais

A Andlise de Componentes Principais (ACP) é umaitécestatistica
multivariada introduzida por Karl Pearson em 198hdo sua consolidacdo em
Hotelling (1933).

O principal objetivo da ACP € explicar a estrutdeavariancia de um
vetor aleat6rio, composto de p-varidveis, utilizarmmbinac8es lineares das
variaveis originais. Estas combinacdes linearesckamadas de CP e sdo néo
correlacionadas entre si.

E possivel reter tantos Componentes Principaistquarem o ndmero
p de variaveis, ou seja, considerango variaveis, consegue-se retgr
Componentes Principais, onde cada componente raetéan porcentagem da
variacao original dos dados.

Haja vista que um dos principais objetivos € a ¢adwe dimensao, ndo
ha sentido pratico em retep componentes. Procura-se, entdo, um nimero
k < p de componentes que explique, satisfatoriamentariacao total contida

no conjunto de dados. Assim, condensa-se a infé@mnegntida em um conjunto

de p varidveis em um nimero menor #evariaveis, procurando uma perda

minima de informac&o (HAIR JUNIOR et al., 2005).

Segundo Johnson e Wichern (2007), geometricamagatepmbinacdes
lineares representam a selecdo de um novo sisterva@oddenadas, obtidas pela
rotacdo dos eixos do sistema original de coordenats Figuras 5 e 6 abaixo

exemplificam o sistema:
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Figura5 Eixo original do sistema

Fonte Jolliffe (2002)
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Figura 6 Novo eixo formado pelos Componentes Ryaisi

Fonte Jolliffe (2002)
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Observa-se, entdo, na Figura 6, que os ComponeptegEipais
promoveram uma rotacdo do eixo de coordenadasmidlee&le maior variagdo
dos dados.

Supondo um vetoK de p varidveis aleatorias com matriz de variancia

e covarianciaZ , o primeiro passo é procurar por uma funcéo lirgat dos

elementos d&X que tenha maxima variancia. Essa funcéo tem argedgarma:
eIX:enXl"' € Xt T X (24)

O préximo passo é procurar por uma segunda furig@arle] X, néo
correlacionada come] Xtambém com uma varidncia méxima e, assim,
sucessivamente. @ -ésimo componente principal sera dado ﬂ@(

Considerandce] X, e, deve-se maximizavar[ €] X] =€ Ze,. Para tal,
deve se impor a restric& e =1, a fim de que 0 méaximo seja atingido para um
g, finito.

A maximizacdo dee] Xe, sujeita a restricA@ g =1 pode ser obtida,

utilizando a técnica de multiplicadores de Lagramgeseja, maximizar
exe -4(€ g-1) (25)

onde A € o multiplicador de Lagrange. A diferenciac@oretacéo ae,

resulta em:

ze -Ag=0ou (-1l )e, =0 (26)
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em quel, é uma matriz identidade de ordem. Assim, A é um

autovalor deX e e, o autovetor correspondente. Para decidir a resgeiual

dos p autovetores resultard na maxima variancia pakg, basta notar que

ere=-eglg=4¢ e=A1 (27)

Dessa formad deve ser tdo grande quanto possiwgl.é entdo, o
autovetor correspondente ao maior autovalozde var[e} XJ =gXe=41,0

maior autovalor (JOLLIFFE, 2002).

;. . . , T
No geral, o p-ésimo componente principal dXé X e a

var[e{, XJ =A,, em qued, é o p -ésimo maior autovalor dE .

2.4.1 Componentes Interpretaveis

Em alguns casos, os coeficientes dos Componentesigais podem
requerer algum tipo de interpretacdo ou, aindajdentificadas as dire¢fes,
sendo estas dificultadas pelos valores assumidos pesmos.

Para interpretar os componentes, existe uma daiteargue é filtrar os
coeficientes das combinagfes lineares e identifiardes. Chipman & Gu
(2005) apresentam métodos para simplificar as amngbies, tornando-as mais
interpretaveis. Outros métodos de simplificacdo cambinacdes podem ser
encontrados em Vines (2000).

Por coeficiente interpretavel entende-se uma redutds possiveis
combinacbes que os coeficientes podem assumir. ékemplo, muitos

coeficientes podem assumir valores zero ou, aira,coeficientes dos
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componentes podem assumir alguns poucos e distialoges, que € 0 caso

apresentado pela restricdo de homogeneidade.

2.4.1.1Restricdo de Homogeneidade

Considerandop variaveis, existem métodos para identificar diescd
mais interpretaveis para os componentes sob @striEsses Componentes
Interpretaveis séo chamadosdae i =1,...p .

A i-ésima diregdo de; pode ser mais interpretavel se seus elementos
assumirem poucos e distintos valores, como @ouconsiderando um valor de
c que permita ques, o =1. Esta restricdo de homogeneidade pode corresponder

a uma direcao que é a média de algumas variaveli®{AN; GU, 2005).

A restricdo de homogeneidade fixa como, a quantidadeti, com

N,

k =1,...,p variaveis, sendo uma constante normalizadora.
Existem 3° possiveis valores de,. Para encontrar o melhor, minimiza-
se o arccos{efai), que é o angulo entre iaésima direcdo do componente

principal e o componente interpretavel. Equivalerete pode-se, também,
proceder a maximizagao do produto direto estre (CHIPMAN; GU, 2005).
Como um exemplo de ilustragé@o, suponha um vetarogécientese,

de um primeiro componente principal, cqm=4. Seja entéo:

e, =[0,41 -0,03 - 0,42 0,41
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O proximo passo é encontrarep que seja 0 mais proximo possivel de

. 1 . ~
€. Como aregra é procurarc@ €m +£—, tem-se as seguintes opgoes:

Jk

1 1 1
—out——

1
TR B

Assim, alguns possiveis candidatos séo:

T T
al:[o 00 1] ’alz[o 0-1-1}

NG J2 ’
ro-14 [1-1-171

Neste caso, a,mais préximo deg =[0,41 -0,03 - 0,42 O,E]E é

.
al:[l 0 -11

NE

existe uma correspondéncia de sinais de elemeéatoprdximos a zero.

, com um angulo de 18,8 graus. Observa-se, ainga, q

Note que agora 0s componentes sdo mais interpigtansto que os

valores quec assume sdo, 0 el. A constante normalizadorg3 pode ser
omitida para efeito de comparacéo, ja que € comtodas 0s elementos.

Um exemplo pratico de aplicacdo dos Componentesprdtaveis foi
apresentado em Chipman e Gu (2005), em um estumte saracteristicas de
carros vendidos nos Estados Unidos em 1993, rapieek®s na Tabela 1. As
caracteristicas avaliadas foram: preco minimo,@rpge¢o maximo, consumo
na cidade, consumo em rodovia, tamanho do motor,R#®1, revolucdes por
milhas, capacidade do tanque, passageiros, compomgistancia entre pneus,
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largura, distancia de viragem, assento traseircesd.pSao apresentados 0s
coeficientes dos Componentes Principais e os deefes dos Componentes
Interpretaveis correspondentes.

Para os Componentes Interpretaveis apresentadabela, ressaltou-se
que o primeiro componente referiu-se ao tamanhacdo®s, com coeficientes
positivos relacionados, positivamente, com o tamamltoeficientes negativos
seguindo a logica contraria. O segundo Componenterpretavel pode ser
interpretado como um contraste entre carros barfsos e grandes versus

carros caros, potentes e pequenos (CHIPMAN; GU;00

Tabela 1 Direcdes interpretdveis e angulos correfgdes as direcbes dos

componentes
Componentes Componentes
Principais Interpretaveis
Variave 1 2 3 4 1 2 3 4
Preco Mir 0,23 -0,37¢ -0,11¢ -0,15¢ 1 -1 0 0
Precc 0,22 -0,427 -0,231 -0,12¢ 1 -1 -1 0
Preco Ma 0,20: -0,43¢ -0,13¢ -0,07: 1 -1 -1 0

Consumo C -0,26¢ 0,00z -0,10¢ -0,45C -
Consumo. F  -0,247 0,01 -0,00¢ -0.611 -1 0 0 -1

H
o
o
KN

Motor 0,28- 0,05C 0,18 -0,20z 1 0 1 -1
HP 0,24: -0,28¢ 0,19C -0,00¢8 1 -1 0
RPM -0,141 -0,411 -0,24¢ 0,24C -1 -1 -1 0
Rev/milh¢ -0,241 -0,13¢ -0,34¢ 0,12¢ -1 O -1 0
Tanqut 0,27¢ 0,00¢ -0,06¢ 0,212z 1 0 0 1
Passageil 0,19z 0,321 -0,461 0,231 1 1 -1 1
Comprimentt  0,26% 0,07 0,05¢ -0,29t 1 0 0 -1
Dist.Pneu 0,27t 0,20¢ -0,172 -0,13C 1 0 -1 0
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“Tabela 1, conclusao”

Componentes Componentes

Principais Interpretaveis
Variave 1 2 3 4 1 2 3 4
Largure 0,271 0,26: 0,18 -0,10t 1 1 1 0
Dist.Viragen 0,247 0,17 0,19¢ -0,117 1 1 1 0
Assento 0,17¢ 0,19t -0,637 -0,26( 1 1 -1 -1
Pesi 0,29t 0,011 0,017 0,097 1 0 0 0
Angulo (°© 10 220 330 3le

Fonte: Chipman e Gu (2005).
2.5 Distribuicdes Assimétricas

Estudos envolvendo distribuicbes assimétricas séontrados nas mais
diversas areas.

O objetivo de desenvolvimento de trabalhos dessassel de
distribuicBes foi a obtencdo de distribuicdes pataicas que representassem
uma transi¢cdo da normalidade para a ndo normalidadsiderando parametros
especificos que controlassem posicao, escala e fdandistribuicdo.

Azzalini (1985) apresenta o seguinte lema, parmidefma distribuicdo
assimétrica:

Lema: Seja f uma funcdo densidade de probabilidade simétrica em
torno de 0, €6 uma funcao de distribuicdo acumulada, absolutasreitinua,

tal queG' é simétrica em torno de 0. Ent&o,

2f (x)G(AX) 28)
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€ uma funcédo densidade de probabilidade para cerafgumero reall.
Observa-se, ainda, qeco <x<w).

Levando em consideracdo o lema e a funcdo desuarit§28), muitas
distribuicBes podem ser propostas, sendo mais comumanipulacdo de
distribuicbes que possuam funcdo densidade de lptiolaale e funcdo de
distribuicdo acumulada mais conhecida.

Ao se definir, por exemplo,f e G, como a funcdo densidade de
probabilidade e a funcdo de distribuicdo acumulBelaima variavel aleatoria
normal padrdo, respectivamente, tem-se como rdsuliadistribuicdo normal

assimétrica, que sera definida a seguir.

2.5.1 Distribuicdo Normal Assimétrica

A distribuicdo normal assimétrica foi inicialmentetroduzida por
Azzalini (1985), a partir do lema da secéo 2.5.
Definicdo: Se uma variavel aleatoria, com parametro de assimetija

tem a seguinte funcdo densidade:
f(Z;A):2¢(Z)<D(/13 (—00< zoo) (29)

Em queA é definido ent] , ¢ e @ sdo, respectivamente, a densidade e

a funcéo distribuicdo da normal padréo, entdo Ziesegna distribuicdo normal
assimétrica com parametrh Resumidamente, denota-sé:- NA(A).

Propriedades:
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A densidade deNA0)é igual a densidade dé&i(0,1). Em outras

palavras, uma distribuicdo normal assimétrica, qarAmetro de assimetria
igual a 0, é uma distribuicdo normal padréo.

a) Se Z é uma variavel aleatoridlA(1), entdo-Z é uma variavel
aleatériaNA(-A) .
b) SeZ~ NA, entdoz” ~ x7.

2.5.2 Distribuicdo Normal Assimétrica com parametros de psicao e escala

A forma da distribuicdo normal assimétrica apresdatem (29), ainda,

pode ser reescrita com adi¢do de parametros dgfposiescala.
Definicdo: Uma variavel aleatériaY tem distribuicdo normal

assimétrica com parametro de assimedrigparametro de posi¢do e, também,

parametro de escala, com a seguinte densidade:

f(y)=21w(y_’ujd{/](y_’ujj,yﬂm (30)
g g g

Em que ¢() e (D() sdo, respectivamente, a funcdo densidade de

probabilidade e a funcdo de distribuicAo acumulddadistribuicdo normal
padrdo. Salienta-se, ainda, que ao se consideaar\duiaveis aleatériag, e

Y, comZ~NAA) eY=u+0Zz, entdoY ~ NA,0,1) . Verifica-se, entdo,
gue qualquer combinacdo linear de uma varidvelt@iaanormal assimétrica

padrdo, também, tem distribuicdo normal assimétrica
Propriedades (AZZALINI, 1986):
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a) SeY~NAu,0,4) entdaoX =a+bY~ NAa+ Iy, bo,A), abll .

b) A funcdo geradora de momentose

My(t)ZZeX;{(tz_a'l;)z]tb[d(y;’uD (31)

em qued =

A
NTUTh
c) Y tem como média:

E(Y)=u+ 05\/% (32)

d) Y ,tem como variancia:

Var(Y)=o? [1—7%52) (33)

A Figura 7 apresenta o comportamento da distrilouigbrmal

assimétrica, considerando diferentes valores dinpetro de assimetria.
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Densidade da NA
(]
e
!
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00 -

Figura 7 Funcdes densidade de NA(9),NA(-9) e NA(0)
2.5.3 Distribuicdo Normal Assimétrica Multivariada

A distribuicdo normal assimétrica multivariada fayiginalmente,
introduzida de forma sucinta por Azzalini (1985jnmouma extensdo da normal
assimétrica apresentada em (29) e, posteriormgéesenvolvida de forma mais
completa por Azzalini e Valle (1996).

A necessidade da generalizacdo do caso univar@dogmultivariado
deu-se, segundo os autores, pelo relevante pdtedeiaaplicacdo de tal
distribuicdo, afirmando que, no caso multivariadé, uma maior escassez de
distribuicBes disponiveis para tratamento de datdsvariados e ndo normais.

As familias das distribuicdes normais multivariadassimétricas
possuem, como distribuicBes marginais, as nornsssnatricas univariadas e
como um de seus membros, a distribuicdo normaivarida.

Para apresentacdo do caso multivariado, considermsio exemplo

p caracteristicas ou variaveis. Segundo Azzalini 8eMA996), uma variavel
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aleatéria Z, p-dimensional, tem uma distribuicdo normal assice

multivariada, se € continua e com a seguinte fudeasidade:
fp(z)=2¢p(z,>:)d>(aTz) , comzJ P (34)

em que ¢p(z,2) representa a densidade da distribuicdo normal

multivariada com vetor de média 0 e matriz de veigs e covarianciaX ;
®(.) é uma fungéo distribuicdo normal padrdaaé um vetor p-dimensional do
parametro de forma.

Assim, quandooa é igual a0, a funcdo densidade (34) reduz-se a

normal multivariada.

2.5.4 Distribuicdo Normal Assimétrica Multivariada com parametros de

posicdo e escala

A densidade apresentada em (34) ndo incorpora ptdsrde posicéo e
escala que sdo essenciais para trabalhos estatigiiéticos (AZZALINI;
CAPITANIO, 1999).

Com esta premissa, Azzalini e Capitanio (1999)odhiziram estes
parametros, até entdo omitidos, na funcdo densidiade. Assim, considera-se

entao:

Y =p+oZ (35)

Em quep :(,ul,...,,uk)Te o =diag(g,,,...,0,,) s&o, respectivamente,

0s parametros de posi¢do e escala. Os component®sséo positivos.
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A funcéo densidade d€é € entdo:
o (¥) =28, (y-n.2)@{a’0 (y -n)} (36)

Em que X é uma matriz de covariancia e a notacdo (SILVA; TN
JUNIOR, 2010):

Y U NA, (1. Z,a) (37)

€ utilizada para indicar qu¥ tem uma funcao densidade multivariada
assimétrica com parametro de posicao e escalarooaf36).

A Figura 8 é uma representacdo gréfica, para caggar de uma
normal bivariada e uma normal assimétrica bivariadm u=[—0,1 01,

a=[-5 g eZz[ols 0’15]
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Normal Bivariada Contornos Normal Bivariada

Normal Assimétrica Bivariada Contornos Normal Assimétrica Bivariada

Figura 8 Representacao grafica da normal bivariada

2.6 Distribuicdo normal multivariada contaminada

A distribuicdo normal multivariada contaminada éitmumportante
para realizacdo de certos tipos de estudo, priinograe, os de simulagdo em

que se envolverautliers
Seja um vetor aIeatér'X)z[Xl,..., Xp]T 00 P com distribuicdo normal

multivariada contaminada. Sua fungéo de densidageababilidade sera
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f(x)=(1-0)(27) 2|z, 2 exp{—%(x ) 2 (x- ul)]

((38
+3( 1) 2|%,| 2 ex;ﬁ—%(x—uz)T zgl(x—uz)} )

Em que (1—5) € a probabilidade do processo ser realizado p@ um
Np(pl,Zl) e O a probabilidade que o processo tem de ser realipad
Np(uz,):z). X, é uma matriz de variancias e covarianciag, eo vetor de

médias,i =1,2 e 0< <1 (JOHNSON, 1987).
2.7 Distribuic&o t-Student multivariada

A distribuicdo t-Student multivariada pertence amifm das
distribuicBes elipticas e pode ser, também, utlizpara avaliar desvios de
normalidade dos dados.

Para defini-la, considere um vetl&r:[xl,... , Xp]T 00 P com

tp

(=2l el 2] {u (=)= x —»)TZ (@39
)

(T2 (v 12 v

Assim,X tem distribuicdot multivariada com parametrqgs e £ com
v graus de liberdade com a notagXot,(p,Z,v) (LANGE; RODERICK;
TAYLOR, 1989).
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2.8 Distribuic&o log-normal multivariada

A distribuic&o log-normal multivariada pode ser fargihte declarada:

Se X tem distribuicdo normal multivariada com vetorrdédiasp e

matriz de variancias e covarianci&s, segundo Kotz, Balakrishnan e Johnson
(2004), Y tem uma distribuicdo log-normal multivariada, ses $egaritmo

d
converge em distribuicdo padé, ou seja,logY - X . Sua funcdo densidade é

dada por:
()=(2n) ey e 5y w2 ()| (@)

Assim, Y segue uma distribuicdo log-normal multivariada com

parametror € X etema notagéd~LNp(u,E)
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3 METODOLOGIA

Em consonancia com o0s objetivos propostos, a g@aliado
comportamento dos Componentes Interpretaveis seitd pelos valores
assumidos pelos angulos dos mesmos em relagdo rmpowente principal
original. Para tal, foram geradas amostras coutliers em termos
computacionais que, posteriormente, foram subnwtids técnicas de
Componentes Principais e Componentes Interpretaveis

3.1 Mistura de Distribuicdes

Para criacdo das amostras coutliers utilizou-se, entdo, uma mistura
de distribuicdes, que caracterizard a amostra lgonemtos predominantes de
uma distribuicdo e elementos de uma segunda disiib.

O modelo de mistura utilizado foi:
f(x)=(1-y) f,(x) + ¥f,(x) (41)

Em que(l— y) representa a probabilidade do processo ser rdaljzer

fl(x) e y a probabilidade do processo ser realizado Qoﬁlx). Os valores
assumidos poyséao 0,05, 0,15 e 0,30.
Dessa forma tem-sd; (x) como a distribuicdo de referéncia, sempre

assumida com&X~N, (p,Z), que é uma normal multivariada,fg(x) assumiu:
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a) Normal multivariada assimétrica:

X~NA, (n.Z.0), a=[-20 -20 -20' (42)

b) t-Student multivariada:

X~t,(n,Z,v=5) (43)

¢) log-normal multivariada:

X~LN, (n.X) (44)

Para as distribui¢cbes utilizadas na obtencéo dastsas foi utilizado
um vetor de médiag :[0 0o - qTe para as matrizes de covarianciagle

ordemp foram consideradas trés diferentes estruturasodelacdo, chamadas
R,.R, e R;.

De acordo com Diggle et al. (2002) e Diggle (1988)matriz de
correlacdo deve apresentar flexibilidade para éragldontes de variacdo, em
funcdo dos efeitos aleatdrios, variacdo explicadacprrelacéo serial, em que se
espera que as observacgBes mais proximas sejarmémtie correlacionadas e,
ainda, variacdo em virtude dos erros de medidasdfssma, foram assumidas
trés diferentes estruturas de correlagdo, a fimgde se obtivesse maior
abrangéncia dos aspectos citados pelo autor.

As estruturas adotadas tém a seguinte representdddadEL;
PENDERGAST; NATARAJAN, 2000; CAMARINHA FILHO, 2002)

1) Autoregressiva de ordem 1 AR(1) representada Rpr possui

estrutura com variancias homogéneas. A correlagéice edois elementos

adjacentes € igual @, entre dois elementos separados por um tercginal a

p° e, assim, sucessivamente. Observa-se, entdo, astrigura especifica
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correlagBes diferentes entre variaveis, que desmeg@ra zero com o aumento
do lag. Este modelo de estrutura de correlacdo é bastiiizado em dados

provenientes de medidas repetidas e longitudinais.

1 pz—l pp—l
2-1 1 p-2

R,=|” : - p : (45)
Pt p™? 1

2) Simetria Composta de Varidancia Homogénea (&pyesentada por
R,e que possui estrutura de correlagdo homogéneassséimido que as

variaveis tenham a mesma correlacdo, que é oc@r&eenum em alguns

estudos experimentais.

1 p - p
1 ...

R,=|” 7 (46)
pp 1

3) Estrutura Toeplitz, representada [y, especifica que a correlagéo

depende de untag, mas ndo de forma exponencial, como o caso AR(1),
podendo ser declarados coeficientes de correldaféentes para cada variavel,

dependendo da dimensédo da matriz.

1 101 pp

R,=|7 T ((47)



50

Foram assumidos os coeficientes de correlgga®,5 e p=0,8para
R, e R,. ParaR, € necessario assumir conjuntamente tantos caefsiele

correlagdo quanto for o nimen de variaveis. Assim parR, utilizou-se um
vetor de correlag6e$1:[0,9 0,8 0,]’T, representando altas correlacbes e um

vetor p, :[0,6 0,5 O,A}T para médias correlagfes, afim de que possam ser

comparados com as outras estruturas.
No processo de simulagcédo recorreu-se, ainda, aediés tamanhos

amostrais  igual a 50, 100 e 200) ep=3 variaveis e diferentes
probabilidades de mistura.

Assim, considerandq, alternando as estruturas de correlacdoXde
entre R,, R, e R,, diferentes misturas de distribuicbes foram gesada

obedecendo aos valores gepreviamente informados.

3.2 Componentes Principais e Componentes Interpretaveis

Para cada situacdo descrita na secdo 3.1, owaggjairas geradas com
uma populacdo de referéncia normal multivariada oatazninadas com
observacdes de outras distribuicbes foram obtidns3 Componentes
Principais.

A partir do vetorX de p=3 variaveis aleatérias, foram encontradas 3
combinacdes lineares, ndo correlacionadas, doseatesi deX que tenham
méaxima variancia. A combinagao é dadagpot, i =1,2,3.

Dessa forma, ha trés Componentes Principais:
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e X=X+ 8,%+ 6%
X=X+ €, %+ 6% (48)
e X=X+ e, %t §,%

Partindo das equacdes apresentadas em 48, pramedentdo, a

obtencéo dos Componentes Interpretaeejsi =1,...,p considerando a restricdo

de homogeneidade em qag assumiu os valoresc, sendac proposto como

t%, em quek =1,2,...,p. Esse processo reduziu ainda mais a quantidade dos
coeficientes a serem assumidos pelos Componentesipais. Dessa forma

obtiveram-se os Componentes Interpretaveis:

T —
(11 X - allxl+ a12X2+ al3x3
T —
uZX - aZlX1+ a22X2+ a 29(3 ((49)

Ty —
U3 X = QX + 03X+ 05Xy

Sobre todoss, (coeficientes dos Componentes Principais) reptadea
em (48) foi feita uma correspondéncia com cagleem (49). Dessa forma, para

cadag, houve uma; correspondente;

O algoritmo de procura executa 0s seguintes passos:

. 1
a) Fixa os elementos deem +——.

N

b) Faz a correspondéncia dos sinais dos coeficiedescom os
coeficientes des .

c) Considera-se a restricada, =1.
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d) Obtém-se o angulo entkg e e , por meio doarccos(e?ai )

A avaliacdo dos angulos foi feita por meio dos redanédios angulares

obtidos pelosa:arcco{efai) nas simulagées. Como resultado, obtiveram-se

valores em radianos que, posteriormente, foransfmamados em graus. Quanto
mais préximo de zero for o valor médio angular, sr@idxima da dire¢do do
componente principal é a direcdo do componentepirgivel.

Para obtencdo dos Componentes Interpretaveis fdeitas 2000
simula¢gdes Monte Carlo, utilizando o software RORVELOPMENT CORE
TEAM, 2013), por meio do desenvolvimento de um@eotomputacional, que

se encontra no Anexo C. Dessa forma foram obtidogtores dee, e seusa,

correspondentes.
Para a obtengéo dos valores médios angularesam®dgtda simulacao,

foram utilizados os conceitos de estatistica carcul

3.3 Procedimento para discriminar o efeito deoutliers nos angulos
formados entre os eixos CP e Cl com aprimoramentcaddistancia de
Jammalamadaka & Sengupta

A fim de se visualizar os possiveis valores espsrahs angulos mais
afastados dos demais, em razdo do caso de predergliers na amostra
gerada, foram simuladas, para efeito de comparagéostras provenientes de

uma Normal Multivariada. Para tal, fixa-9e=0no processo de simulacéo,
garantindo, assim, ocorréncias de amostras orngarake distribuidas por

Np (u,);‘.) , isto €, livre deoutliers considerando as estruturas de correldgfo

R, eR;.
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Dado o propésito de identificar o efeito detliers na distribuicdo
empirica dos angulos formados pelos eixos enti@avsponentes Principais e
Interpretaveis, procedeu-se a uma modificacdo stardiia apresentada por
Jammalamadaka e Sengupta (2001), reescrevendo-a por

6, =180 -|180 -

&, -4,/ .6 0 0,180], em que ((50)

a,representa o valor esperado dos angulos corresp@sdea

N, (m.E)com (y=0) , sendok um indexador dos componentds 1,2,3
componentes);

éyk representa o valor esperado dos angulos das e@riaa presenca

deoutliers (obtidos de acordo com a mistura de distribuigdes)

Obtiveram-se, dessa forma, as distancias em caded&b avaliada, em
relagdo aN, (p,X).

A modificacdo proposta esta no fato de que asmdistd sdo sempre
calculadas em relacdo a uma amostra de refer&eeiapresenca dmutliers A
identificac@o do efeito dosutliers nos angulos foi, entdo, obtida por essa
medida de distancia proposta, que identificou whiafidades entre angulos
obtidos de uma amostra sentlierse angulos de outra amostra coutliers

Apés obtencdo dos valores esperados dos angulass edidgtancias

N

6{jprocedeu—se a representacdo grafica angular encleta no circulo

trigonométrico, com o objetivo de identificar passs padroes. A representacédo
angular foi feita, considerando conjuntamente a@s coeficientes de correlacéo.
Foram utilizados gréaficos do tipo Dot-Plot (WILKIKSI, 1999), que
representaram cada observacdo obtida em uma dsmddantal e, também,
permitiram a visualizacdo de diferencas entre s cmeficientes de correlagéo
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(médios e altos). Os gréficos foram elaborados pargalores esperados dos

angulos e distancias, a fim de se verificar, vimealte, pontos discrepantes.

Modele de mistura; Probabilidades de Mistura
Y=0; V=005 =015 ) =030

>

S -9 fixl+7fix

Distribuigdes: Parimetros:
£(x)=N_(n.T) p=[000] a=[-20-20-20]
A (n.E R, 0.5:p=0.8
| NA (n.Z.a) | R, p=03xp=0
LHilx) =1 (nEv=3) T -
A |, P =[0.90807]
LN (p.I) R.} s
' - | py=[0.60.504]

Tamanhos Amostrais n;:’:l}: 100 e 200

<>

| 2000 Simulacies Monte Carlo |
<L}

p=3 varidveis — 3 CP—> 3 CI

b

Obtencdo das médias angulares entre CP e CI

nSg

Obtencio das distincias circulares entre amostras
com presenga e auséncia de outliers

Figura 9 Fluxograma do processo de simulacdo MOatt para computar as
distancias obtidas em (50) (se¢éo 3.3)
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Médias angulares dos componentes

Tendo por base os cenarios avaliados na simulacanteMCarlo,
representados pelas combina¢des, envolvendo disrestruturas e graus de

correlacdo, proporcao de outlierg)( em relacdo ao tamanho amostrgl ps

resultados descritos nas Tabelas 2-5 correspondmsmvalores esperados
angulares entre os eixos formados pelos Componéttesipais e 0s eixos
gerados pelos Componentes Interpretaveis, obtidosmeio da distribuicéo
empirica resultante das realizacdes Monte Carlo.

Neste contexto, os resultados e discussdo sadtdesde modo que 0s
valores encontrados na Tabela 2 correspondem asasnédhgulares dos
componentes estimados em amostras sem a presengtiers

De forma analoga, os resultados nas Tabelas 3-5 ds&oritos,

considerando as amostras contaminadas com difengriporcdes deutliers

Tabela2 Média dos angulos em graus considerandistdbuicdo Normal
Multivariada

0£=0,80 0£=0,50
a, a, cH a, a, a,

Estrutura de Correlagéo A

50 1,95 30,5919,74 5,91 31,00 18,25

AR(1) 100 1,97 31,38 19,02 4,93 31,04 17,97
200 1,96 33,07 17,91 4,36 32,85 16,32

50 0,62 25,1923,80 2,55 27,55 23,10

CS 100 0,43 25,3524,32 1,87 26,47 24,51
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200 0,32 25,22 23,76 1,38 25,85 25,09
“Tabela 2, conclusao”

. ©£=0,80 ©=0,50
Estrutura de Correlagéo A— ~ - < - -
& a, a & a, &

p,=[09080F7  p,=[060504

50 1,23 30,5819,87 2,01 30,56 19,48
Toeplitz 100 1,21 32,06 19,07 2,04 32,36 18,22
200 1,15 33,02 18,78 1,95 33,12 17,94

Os resultados encontrados na Tabela 2 evidencigtamos valores
esperados dos angulos entre 0s eixos dos CompsndPiacipais e
Interpretaveis sdo menos influenciados pelo efeito tamanho amostral.
Entretanto, notou-se um maior impacto, ao consideestrutura de correlacdo e
os coeficientes de correlacdo, uma vez que ostaedssl obtidos para a
correlagdo de simetria composta (CS) foram maisrastantes em relacdo as
demais estruturas.

Em se tratando de analise de Componentes Princimiacordo com
Morrison (1990), a estrutura CS garante a explizaigimaior parte da variacdo
em um unico componente principal em situacdes tie arrelacdo entre as
variaveis, possuindo uma dimensado que tem umatac@&n com angulos iguais
entre 0s eixos das variaveis originais, garanticaleficientes muito proximos
para os Componentes.

Uma vez obtidos os Componentes Principais no neoeficiente de

correlacdo p =0,80), o primeiro Componente Principal explicou a maiarte
da variancia, garantindo coeficientes ndo muitpetisos pelo uso da estrutura

citada.
Contextualizando com os resultados observados g@asstrutura CS,
no estudo dos Componentes Interpretaveis, estawrstfoi a que apresentou 0s



58

menores angulos entre os primeiros componentesrtoafobservado na Tabela
2. Como os coeficientes dos primeiros Componentéscifais ndo sao
dispersos, os coeficientes dos primeiros Composédnterpretaveis estdo bem
préximos, garantindo os menores angulos.

Por outro lado, a estrutura AR(1) apresenta cqydekn diferentes entre
as variaveis em virtude dag do coeficiente de correlacdo. Assim explicacédo da
variagdo pelo componente diminui, elevando o vddoéngulo formado entre os
primeiros componentes, qguando comparados os deiiemtes de correlacao.

Frente ao exposto, sugere-se uma nova investigdod@feito da
estrutura com énfase nas amostras contaminadas,resultados séo discutidos

a sequir.

Tabela3 Média dos angulos em graus considerandistdbuicdo Normal
Assimétrica cony =0,05e y=0,30

Estrutura 0 »=0,80 »=0,50
de Correlacéo a a4 a &4 4, a,
50 1,91 30,38 19,79 5,98 31,03 19,05
AR(1) 0,05 100 1,95 31,84 18,55 5,94 32,06 16,91

200 2,02 32,71 18,01 5,15 32,84 15,82

50 2,07 30,19 19,77 6,37 30,93 19,12
AR(1) 0,30 100 2,29 31,96 18,34 5,79 31,77 17,31
200 2,07 32,41 18,17 5,42 32,03 16,81

50 0,72 25,28 25,46 3,08 27,27 24,16
CS 0,05 100 0,46 25,69 25,00 1,56 26,67 24,02
200 0,29 25,12 25,53 1,22 25,76 25,20
50 0,65 25,71 25,05 2,85 27,41 23,66
CS 0,30 100 0,52 25,90 24,84 1,85 25,95 24,94
200 0,34 25,03 25,67 1,22 26,67 23,87
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“Tabela 3, concluséo

Estrutura »=0,80 0=0,50

de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
p,=[09080] p,=[0,6050%
50 1,21 30,78 19,81 1,92 31,42 18,86

Toeplitz 0,05 100 1,20 32,19 18,99 1,95 32,58 18,16
200 1,18 33,19 18,68 1,68 33,06 18,16

50 1,42 31,06 19,50 2,20 30,52 19,22
Toeplitz 0,30 100 1,22 32,96 18,65 1,88 32,93 18,06
200 1,17 32,50 18,83 1,81 33,34 17,95

Em concordancia com os resultados obtidos em aasostéo
contaminadas (Tabela 2), os resultados descritdsbela 3 evidenciaram que,
indiferente do grau de contaminacédo, a estrutwayeu de correlacdo entre as
variaveis, de fato, apresentam um efeito mais geatlor nos valores esperados
dos angulos formados entre os eixos dos componentes

De forma mais especifica, notou-se que ao assundstatura de

correlacdo AR(1), o angul@,, formado entre os eixos representados pelo

Componente Interpretavel e o primeiro Componentecial, assumiu menor

valor quando as variadveis foram altamente cormefedias p=0,80). Ao

comparar 0s angulos entre os eixos formados pelgandos Componentes
Principais e Interpretaveis, com suas respectiaanmetrizacfes e nos dois
coeficientes de correlacdo, notou-se uma variac@ona entre as médias
angulares, explicada meramente pelo erro MonteCarl

Em se tratando da estrutura de Simetria ComposH), (& menores

médias angulares foram identificadas nos primeimyaponentes, com valores
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& menores em relagéo aos angulos obtidos ao seleaasas estruturas AR(1)

e Toeplitz.

A ocorréncia de menores angulos nos eixos formandte os primeiros
Componentes Principais e Interpretdveis estdo dedaccom resultados
apresentados em Chipman e Gu (2005) e Vines (208)pbtiveram a mesma
relacdo para os primeiros componentes, porém nasideyaramoutliers ou
diferentes estruturas de correlacdo em seus estudos

Ainda sobre a estrutura CS, a média angular masseveferior para os

segundos componented, (). Para o terceiro componente, apresentou elevagao
nas médias em relacdo a estrutura AR(1) e Toepflitsituacdes de =0,80.

Na estrutura CS, praticamente em todas as situagopsmeiro angulog,
apresentou médias inferiores a 1° para0,80 e o segundo e terceiros angulos,

médias em torno de 25°.
Ao assumir a estrutura de correlacdo Toeplitz, mbsese que o0s

valores angulares esperados para o primeiro Compmorieterpretavel &),

foram inferiores aos valores esperados nas sitsag@eque a estrutura AR(1)
foi considerada. Porém, ressalta-se que dado digsrgyraus de correlacdo um
aumento nos valores esperados foi detectado, amtentom menor variagao,
guando comparado as demais estruturas.

O terceiro componente apresentou valores espenagiogres, proximos
a 19°, nas estruturas AR(1) e Toeplitz em ambagass de correlacéo.

Em relacdo ao efeito do tamanho amostral, os eskdt foram
concordantes com os apresentados na Tabela Zaposealores esperados dos
angulos sao pouco influenciados pela variagdordartho da amostra.

Quanto a variacao dg, verifica-se pelas Tabelas 3, 4 e 5 a ocorréncia

de minimas variac6es nos valores médios dos angploxipalmente, nos

angulos4, da estrutura AR(1). As variagbes sdo pequenasexéadendo 1°.
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As maiores variagbes continuam acontecendo na madde o =0,80 para
£=0,50, no caso AR(1) e CS.

Os casos em qug=0,15 apresentam resultados similares e encontram-
se no Anexo A (Tabelas 1-3).

Mantendo as mesmas situacdes paramétricas avaledasmulacéo
Monte Carlo, os resultados encontrados na Tabetdfedem-se a distribuicéo
log-normal multivariada, da qual as amostras foganadas.

Notou-se que o efeito do excesso de curtose, beno @ito grau de
assimetria, caracterizado por esta distribuicAm a@iresentou diferencas
expressivas, ou seja, as diferencas nas médiatamgyforam perceptiveis na

mudanca da estrutura de correlagé@o e nos casesidoss assumidos de .

A estrutura CS manteve-se com as menores médiagases) para 0S
dois primeiros componentes, ao passo que a estrldlR(l) e Toeplitz
apresentou menores meédias angulares para osasrceinponentes.

Em relacdo aos Componentes Interpretaveis, de udo rgeral estes
apresentaram médias angulares minimas em relaggwia@iros Componentes
Principais, em cada estrutura de correlacdo e o®me angulos ocorrem no
caso de maior coeficiente de correlagéo.

Ao se comparar as Tabelas 3-5 com a Tabela 2jomerife, ainda, que
a distribuicdo dos angulos nédo é afetada quandmastea é perturbada pela
contaminacao.

Com as mesmas evidéncias estatisticas, ao sinml@sti@s com a t-
Student multivariada (Tabela 5), caracterizadaupea simetria e baixo nivel de
curtose, os resultados foram semelhantes aos @atsores.
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Tabela4 Média dos angulos em graus consideramiikirédbuicdo log-Normal
comy =0,05e y=0,30

Estrutura . »=0,80 »=0,50
de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
50 1,98 29,24 21,08 5,21 29,54 21,09
AR(1) 0,05 100 1,84 30,5 20,26 4,80 31,19 18,46

200 1,72 32,11 18,58 4,53 32,13 16,64

50 1,96 27,72 22,47 3,47 27,64 23,37
AR(1) 0,30 100 1,96 30,21 19,95 4,18 29,80 19,87
200 1,57 29,66 20,66 4,12 30,24 20,46

50 0,64 25,76 24,98 2,56 26,81 24,30
CS 0,05 100 0,52 24,81 26,19 1,72 26,21 24,80
200 0,47 25,68 24,75 1,32 27,05 23,32

50 0,85 25,60 25,22 2,68 26,37 25,69
CS 0,30 100 0,76 26,28 24,18 2,01 25,83 25,58
200 0,87 26,17 24,55 1,33 26,11 24,66

p,=[09080] p,=[0,60504

50 1,23 30,63 19,97 1,82 31,23 19,03

Toeplitz 0,05 100 1,11 31,69 19,31 1,68 31,94 18,77
200 1,12 31,80 19,81 1,55 32,84 18,34

50 1,26 29,35 20,96 1,34 30,13 20,45
Toeplitz 0,30 100 0,98 29,24 21,48 1,16 29,47 21,23
200 1,34 28,49 21,50 1,19 32,09 19,14
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Tabela5 Média dos angulos em graus considerandistrdbuicao t-Student
comy=0,05e y=0,30

Estrutura vV oon ,=0,80 0=0,50
de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
50 1,86 30,81 19,55 5,95 30,60 19,83
AR(1) 0,05 100 2,01 31,63 18,67 5,05 31,97 16,79

200 1,83 32,97 18,06 4,48 31,77 17,57

50 2,50 29,73 20,28 6,35 30,36 20,64
AR(1) 0,30 100 2,03 31,17 19,00 5,49 31,31 18,04
200 1,89 31,84 18,59 4,87 32,01 17,26

50 0,68 25,17 25,57 3,31 28,04 23,20
CS 0,05 100 0,36 25,13 25,77 1,79 27,08 23,73
200 0,30 25,69 25,08 1,16 25,32 25,90

50 0,81 25,54 25,23 2,47 27,16 23,69
CS 0,30 100 0,57 26,21 24,45 2,12 26,72 24,14
200 0,36 26,08 24,82 1,69 24,91 26,80

p,=[09080] p,=[0,60504

50 1,16 30,85 20,07 2,23 31,42 18,63

Toeplitz 0,05 100 1,18 31,47 19,31 2,05 32,57 18,03
200 1,10 33,22 18,66 1,95 31,83 18,58

50 1,28 30,13 20,27 2,07 30,77 19,24
Toeplitz 0,30 100 1,21 31,89 19,20 2,21 32,57 17,92
200 1,14 32,66 18,85 2,16 32,94 17,88
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No que diz respeito a distribuicbes assimétricdeaas as medidas
angulares, Fisher e Hall (1989) ressaltaram a itApoia do estudo de regides
de confianca nessas situagdes. Segundo os aummesdo um modelo
paramétrico como Von-Mises ndo é apropriado, reesera teoria assintotica,
para elaboracdo de tais regides. Ainda, para aasostienores de medidas
angulares, que ndo possuem simetria rotacionamf@ropostas pelos autores
regibes de confianchootstrap baseadas em uma quantidade pivotal que é
funcdo do angulo entre a direcdo média verdadeiralieecdo média amostral.
No presente estudo, porém, ndo séo levadas endeoasio inferéncias sobre
0s angulos, pois nao foi utilizada a distribuicam\Mises.

Dado o proposito de identificar o efeito datliers nas medidas de
distancia entre os angulos, os resultados doraepnsentados na secdo 4.2 sdo

baseados na obtencéo da disténcia entre as madidares.

4.2 Obtencéo e representacdo das distancias entre ogjatos

A maior parte das estatisticas de teste para fibagiio deoutliers em
medidas angulares utiliza o pressuposto de amastlegancias, identicamente,
distribuidas por uma distribuicdo Von-Mises, parae gsejam feitas as
inferéncias. Partindo desta premissa, as Figuras I apresentam os graficos
P-P Plot referente as distancias obtidas na esruls, para o primeiro
Componente Principal. Os demais casos encontrampsesentados no Anexo
B.
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Figura 10 P-P Plot da distribuicdo Von-mises esteuCSn=50,0=0,5e CP 1
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Figura 11 P-P Plot da distribuicdo Von-mises egteuCS,n=100,0=0,5 e CP
1
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As Figuras 10 e 11 representaram o ajuste da diatpela Distribuicdo
Von-Mises, por meio de um grafico Probabilidadekakilidade (P-P Plot).
Uma vez que 0s pontos ndo se distribuem, uniform@meobre a reta obtida
por uma distribuicdo empirica e a distribuicdo \lises, as distancias ndo sédo
bem representadas por tal distribuic&o.

0.8
1

0.6

Empirical Distribution
0.4

0.2

0.2 04 0.6 08

von Mises Distribution

Figura 12 P-P Plot da distribuicdo Von-mises esteu€Sn=200,0=0,5 e CP
1
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Figura 13 P-P Plot da distribuicdo Von-mises esteu€CSn=50,0=0,8 e CP 1

Para um tamanho amostralgual a 200 ep =0,5 as distancias obtidas
entre os primeiros Componentes ndo se ajustaramst@buicdo Von-Mises
(Figura 12). O mesmo ocorre para as condicfesrdaniao amostrah igual a

50 e p=0,8 (Figura 13). O mesmo pode ser observado gasds 14 e 15.
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Figura 15 P-P Plot da distribuicdo Von-mises egteuCSn=200,0=0,8 e CP
1

Lewis, Fisher e Willcox (1981) afirmam que um exapmeliminar de
um dado conjunto de medidas angulares, por meioPdBsPlots, € 0 passo
inicial na identificacdo deutliers. Os resultados representados pelos P-P Plots,
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estdo de acordo com resultados apresentados panalamadaka e Sengupta
(2001) e Lewis e Fisher (1981) que utilizam a medereamenta para um
diagnostico inicial de dados circulares. Os autonestraram que a ocorréncia
de pontos fora da linha de referéncia indica petsfresenca de pontos
discrepantes.
A partir dos resultados apresentados pelas Figl@aks e conforme

resultados descritos na segdo anterior tornou-sessério identificar técnicas
especificas para estudo das distancias entre amgrétgulares. Para tal foi

utilizado como medida de dissimilaridade:

6, =180 -|180 -

&, -8, .4, 0[ 0189 ()

Os resultados das distancias encontram-se no Ah¢kabelas 4-6).

As Figuras 16-24 representam os angulos referaotegomponentes e
as distancias entre amostras coutliers e amostras geradas de uma Normal
Multivariada. Estdo representados, também, graficopo Dot-Plot, a fim de
que se visualize a dispersao das distancias olpedla®expressao 51.

Em relacdo as médias angulares dos componenteside@ndo a

estrutura AR(1) e, conjuntamente os dois coefieene correlagdqy =0,80 e
0 =0,50, a Figura 16 representa a disposi¢cdo dos valoéesosiangulares no

circulo trigonométrico. Observa-se a presencaédeamrupamentos distintos.
Os grupos sao formados pelas médias angularessatiasrpara os trés
Componentes Principais em relacao aos respectiowgp@nentes Interpretaveis.

A Tabela 3 confirma os grupos representados, gisoapresenta pa@, uma
variacdo entre 1,5° a, aproximadamente 6,0°, @gneariacdo das médias
angulares em torno de 30,0° e paaem torno de 19,0°, comprovando a

existéncia de pontos dispersos em trés grupos, owrstrado na Figura 16.
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Pelos resultados dos grupos, observou-se uma o@mmia com
resultados de uma nova metodologia proposta poi Ehlal. (2013), que
propuseram o estudo dos Componentes Interpretdgbie 0 agrupamento de
variaveis. Primeiramente sao identificadas as weisamais similares para
construcdo dos agrupamentos. Posteriormente caglpaagento é tratado como
uma variavel sendo submetido a andlise de CompemeRrincipais e
Interpretéveis, porém sob outras restricdes, tambégarantindo a

interpretabilidade.

A distribuicdo das distémciaéj para a estrutura de correlacdo AR(1)

encontram-se na Figura 17. Embora seja percepdivekisténcia de valores
distintos, o diagrama circular apresenta uma tifientificacao de tal situacéo,
por apresentar valores com baixa amplitude. Parddatificacdo, utilizou-se,

entdo, o Gréfico do tipo Dot-Plot, apresentadoigarg 18.

180 + 0

270

Figura 16 Representacdo angular dos componentesstnatura AR(1) para
»=0,80e p=0,50



71

270

Figura 17 Representacdo angular das distanciastmauea AR(1)
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Cada simbolo representa duas observacoes

Figura 18 Dot-Plot para o angulo e distancia caraiodo a estrutura AR(1)

O Dot-Plot, para as médias angulares e distanai@sgestrutura AR(1)
(Figura 18), apresenta uma melhor visualizacagdasos, separadamente, para

cada p . A parte superior, que representa os angulos,&aminostra a mesma

diferenciacdo dos grupos das médias angulares,ideomsdo o0s trés
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Componentes Principais, onde claramente percebemnése concentragbes
distintas de pontos. Ja para as distancias, estas eepresentadas na parte
inferior do grafico que mostra alguns valores didlares dos demais.

Abuzaid, Hussin e Mohamed (2008) utilizaram a messpaesentacao
angular das Figuras 16 e 17, como forma de ideatifio de possiveaitliers,
em um modelo de regressédo circular, baseado nandiatcircular, em que
propuseram uma nova definicdo de residuo circutmeddo nesse tipo de
distancia. Também foram utilizados graficos do tipd® Plot para andlise
inicial.

Uma forma gréfica mais apropriada, para a detedgioutliers foi
proposta por Abuzaid et al. (2012) que é o chanhadplot circular. Os autores
utilizaram a técnica em um exemplo prético apresknpor Collet (1980), de
medidas angulares referentes a direcdo tomadaapos,sapds serem libertados
de um confinamento, identificando, assim, de formeambém, grafica os
outliers

Estes trabalhos recentes estdo em consonancia £oesutados aqui
encontrados, confirmando que, no caso de medidadaaas, a representacao
gréafica é uma eficiente ferramenta de deteccao.

Considerando o Anexo A (Tabela 4), é possivel ianifque as
distAncias mais dissimilares ocorrem nas situagiEscontaminacdo pela

distribuicdo log-normal e seu valor mais extrem®, ¥° em 0 =0,5, y= 0,30

7

correspondente ao terceiro componente principafjoL@ste € um possivel
ponto discrepante.

Collet (1980) utilizou como teste de possivel didlsiidade, o desvio
de uma observacdo angular em relacéo a direcaaraéubstral. A partir dos
possiveis pontos discrepantes, estudou a efici@ecaguns testes na deteccao
de outliers Foram avaliados 3 testes (C, D e M) dos quaiD2e(M)
identificaram o possivel ponto candidato como éjsante.
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Jammalamadaka e Sengupta (2001) utilizaram a défiralternativa de
distancia circular apresentada em 23, como ideatifio inicial deoutliers em
amostras, identicamente, distribuidas por umaildistédo Von-Mises, onde
detectaram o0s possiveis pontos discrepantes. Andiast diferencia-se da
proposta atual pela identificacdo do efeito dodiers nos angulos provenientes
de componentes de amostras contaminadas e naicasesnte distribuidas.

A distancia circular foi utilizada, também, comcéfiia por Abuzaid,
Hussin e Mohamed (1999) e Abuzaid et al. (2012}a [ criacdo de uma
estatistica para identificacdo de pontos discregaapresentada na equacao 22.
A medida que a distancia entre duas observacGesrse maior que as demais,
influenciam diretamente no valor da estatistica.

Os autores identificararmutliers, utilizando a estatistica baseada na
distancia circular, no exemplo pratico apresentanio Collet (1980). O teste,
envolvendo a distancia circular, apresenta coontlier, 0 mesmo ponto
estudado por Collet (1980). Assim, pode-se se djmera distancia circular &,
realmente, uma boa ferramenta de deteccdo inic@koborando com os
resultados encontrados neste trabalho.

No que se refere a estrutura de correlacao de iBnt@mposta (CS),
encontram-se representados na Figura 19, os valw#diis angulares para tal
estrutura. Verifica-se a presenca de dois grumigttis de pontos que, também,

correspondem a dispersédo no circulo, dos anggllps, e &,. A estrutura CS

apresentou valores médios angulares menores qu@a® o primeiro
componente e em torno de 25° para o segundo érteotemponentes, o que

caracteriza a visualizacdo de somente dois gruptistds no diagrama circular.
Quanto a representacdo das distanéaspor apresentarem a maioria
dos valores muito préximos, esta, também, ndo é\bsmalizada no diagrama

(Figura 20). Para tal visualizac&o, utilizou-se¢geno Dot-Plot apresentado na

Figura 21, em que a parte superior representa kdistrdpuicdo dos angulos em
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dois grupos distintos nos dois casos de coeficidateorrelacdo,o=0,80 e

©£=0,50. Para as distancias, representadas na parteomfatentificam-se
alguns pontos afastados dos demais. O mais extéemwalor deé?ij igual a

2,59, em p =0,5, y= 0,30, distribui¢cdo log-normal para o terceiro pomente
(ANEXO A, TABELA 5).

90

180 + 0

270

Figura 19 Representacdo angular dos componentesstmatura CS para
p,=0,80e p=0,50

180 + 0

270

Figura 20 Representacdo angular das distanciastmauea CS
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Figura 21 Dot-Plot para o angulo e distancia carsitdo a estrutura CS

Em relacdo a estrutura de correlacdo Toeplitz,ngsllés e distancias
encontram-se representados nas Figuras 22 — 2Bighea 22, visualizam-se 3

agrupamentos de valores médios angulares, comstniguea AR(1). Os valores

de &, &, e &, estdo em torno de 1°, 20° e 30°, respectivamesaniacterizando
os 3 agrupamentos. Em relagdo a distribuicdo datindias éij , estas

encontram-se representadas na Figura 23 e no DotplFigura 24, para uma

melhor visualizacéo.
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180 + 0

270

Figura 22 Representacdo angular dos componentestndura Toeplitz para
p,=0,80e p=0,50

180 + 0

270

Figura 23 Representacdo angular das distanciastmduea Toeplitz

O valor mais extremo déij € 4,53° na situacao de =0,8, y= 0,30,

distribuicdo log-normal para o segundo componefiEXXO A, TABELAG).
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Figura 24 Dot-Plot para o angulo e distancia carsitdo a estrutura Toeplitz

A identificacdo de possiveis pontos discrepantaapém, € de grande
importancia em estudos de regressédo envolvendodasedingulares. Segundo
Abuzaid, Hussin e Mohamed (2008), a ocorréncia oddliers altera as
estimativas dos parametros em um modelo de regrdse@ar para variaveis
circulares. A identificagdo, em casos de modelogedgessdo e estudo dos
efeitos nas estimativas dos parametros, foi apiedanpor Hussin, Fielle e
Stillman (2004) e Hussin et al. (2010) no ajusteude conjunto de dados
envolvendo direcdo do vento. Como feito no presergbalho, os autores
verificaram, graficamente, a possivel existéncia mntos discrepantes,
diferindo no fato de serem analisados pela estai€OVRATIO e verificados
sua influéncia nas estimativas dos paradmetros daoelmode regressao,
considerando a distribuicdo Von-Mises.

Em se tratando de modelos de regressdo circulagstatistica
COVRATIO, também, foi utilizada por Ibrahim et §2013), especificamente,
no chamado modelo de regressao circular JS (JAMMARBRAKA; SARMA,
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1993). Foi utilizado o modelo no mesmo conjuntoditecéo dos ventos e foi
identificada somente uma observacédo camtier, a0 passo que os trabalhos
anteriores encontraram duas observacoes, utilizanddelos de regressao
linear. Os trabalhos citados estdo de acordo cohjativo do presente trabalho,
no que tange a identificacédo de possivettiers

Um estudo da estatistica robusta, aplicada a nedidgulares, foi
apresentada por Agostinelli (2007), que apresenima metodologia de
estimagdo dos parametros da distribuicdo Von-Midékzando como exemplo
os dados apresentados em Collet (1980), procedauigga estimacéo robusta

dos parametros, considerando o ponto discrepamt@amente, identificado.

4.3 Roteiro para aplicacdo das medidas angulares na idgficacdo de

angulos discrepantes na sele¢édo de componentes.

Para a utilizacdo da metodologia elaborada no piedseabalho em
dados reais, é apresentado o roteiro abaixo pdemgio de possiveis pontos

outliers utilizando a distancia circular.

a) Considerar uma amostra multivariada representadamaetor

X =[ Xy X, rens X ]T, em que(i=1..n) e p representa o

W X
ndmero total de variaveis. Matricialmente:

X, Xp ... X

X21 Xzz XZp

i)

X

2 o



b)

d)

9)
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Estimar a matriz de correlagdo amostr®l referente as
variaveis a serem analisadas.

Obter todos o Componentes Principais,() e Componentes

Interpretaveis ¢;) relacionados e computar os angulos entre os
mesmos, por meio darccos(efai ) :

Gerar, via simulacdo Monte Carlo, considerando anmae

dimens&o do conjunto de dadasamostrasN, (0,R), ou seja,

de uma distribuicdo Normal Multivariada com veter dédias

0 e matriz de correlac@R estimada no pas$n

Computar valores esperados dos angulos obtidos ergr
componentes das amostras simuladas no jpasso

Computar as distancias entre os angulos do massis angulos
do pass@, por meio da expressao apresentada na se¢ao 3.3:

6, =180 -|180 -

&, -4, .0, 0189
Considerand(ﬁfyk como os angulos obtidos no passo 61,@03

angulos obtidos no passo 3.
Construir os graficos descritivos para represeasapossiveis
distancias dissimilares relacionadas aos angulisosh
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5 CONCLUSOES

A utilizacdo da estatistica circular é fundamenpara a correta
interpretacdo de resultados e inferéncias sobrdades, pois como exposto,
ocorrem diferencas nas formas de obtencédo de afgmmdidas estatisticas em
dados circulares quando comparados a situacdegerais.

O efeito de outliers ndo apresentou diferencas expressivas na
distribuicdo dos angulos entre o eixo dos Comp@seRtincipais e o eixo dos
Componentes Interpretaveis. Entretanto, ao utilezatistancia proposta neste
trabalho tornou-se possivel identificar quais aogdbram discrepantes dentro
dos cenérios de simulacéo avaliados.

Em se tratando da distribuicdo dmgtliers, observou-se que o excesso
de curtose, causado pela contaminacao pela digéiblog-normal, resultou nas
maiores distancias entre os angulos. Em relacdsimetria e curtose, a curtose

é fonte causadora de distancias mais dissimilares.
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ANEXOS

ANEXO A — Tabelas

Tabelal Média dos angulos em graus considerandistdabuicdo Normal
Assimétrica comy=0,15

Estrutura~ vV oon »=0,80 »=0,50
de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
50 1,92 30,09 19,89 6,80 31,37 18,78
AR(1) 0,15 100 1,95 31,82 18,58 5,52 32,20 16,59

200 1,85 32,78 18,13 5,02 32,42 16,17
50 0,64 25,62 25,17 2,78 26,71 24,94
CS 0,15 100 0,33 26,08 24,62 2,05 26,97 23,59
200 0,29 25,29 25,36 0,96 26,34 24,40

p.=[09080] p,=[0,6050%

a 4 a & & @ 4
50 1,16 30,73 19,80 1,68 31,21 19,15
Toeplitz 0,15 100 1,18 32,27 18,95 2,22 32,94 17,77
200 1,22 32,60 18,76 2,03 32,90 17,85
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Tabela 2 Média dos angulos em graus consideramiiktrébuicdo log-Normal

com.y=0,15
Estrutura v oon p»=0,80 p=0,50
de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
50 1,87 29,63 21,17 4,17 28,81 22,39
AR(1) 0,15 100 1,42 28,08 22,37 3,78 29,65 20,42

200 1,91 31,54 18,68 4,01 29,45 19,96

50 0,69 25,78 25,06 2,67 26,44 24,95

CS 0,15 100 0,75 26,32 24,06 1,64 26,49 24,32

200 0,46 26,41 24,85 1,26 24,94 26,06

p,=[09080] p,=[0,6050%
a a4 a 4 4 a,

50 1,07 29,26 21,44 1,35 29,93 20,40

Toeplitz 0,15 100 1,08 29,91 20,79 1,42 32,08 18,83

200 1,13 31,61 19,38 1,41 33,68 18,27
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Tabela 3 Média dos angulos em graus considerandistrdbuicao t-Student

com.y=0,15
Estrutura vV oon ,=0,80 0=0,50
de Correlagéo a, a, a, a, a, a,
50 1,99 30,23 19,75 5,72 30,73 19,46
AR(1) 0,15 100 2,09 31,32 18,91 5,06 31,45 18,06

200 1,98 32,66 18,09 5,22 32,43 16,56

50 0,72 25,97 24,82 2,94 27,62 23,35

CS 0,15 100 1,02 24,92 26,45 2,30 26,34 24,84

200 0,35 25,54 24,67 1,17 25,82 25,03

p,=[09080] p,=[0,6050%
a a4 a 4 4 a,

50 1,18 30,82 19,74 2,05 30,37 19,55

Toeplitz 0,15 100 1,26 31,77 19,19 1,82 31,75 18,64

200 1,03 32,82 18,87 1,92 32,45 18,17




89

Tabela 4 Distancia entre os angulos considerandDis&ribuicdo Normal
Multivariada na estrutura AR(1)

n P Distribuicio  PC y a Distancia
50 0,50 na PC1 0,05 5,98 0,07
50 0,50 na PC1 0,15 6,80 0,89
50 0,50 na PC1 0,30 6,37 0,46
50 0,50 t PC1 0,05 5,95 0,04
50 0,50 t PC1 0,15 5,72 0,19
50 0,50 t PC1 0,30 6,35 0,44
50 0,50 In PC1 0,05 5,21 0,70
50 0,50 In PC1 0,15 4,17 1,74
50 0,50 In PC1 0,30 3,47 2,44
50 0,50 na PC2 0,05 31,03 0,03
50 0,50 na PC2 0,15 31,37 0,37
50 0,50 na PC2 0,30 30,93 0,07
50 0,50 t PC2 0,05 30,60 0,40
50 0,50 t PC2 0,15 30,73 0,27
50 0,50 t PC2 0,30 30,36 0,64
50 0,50 In PC2 0,05 29,54 1,46
50 0,50 In PC2 0,15 28,81 2,19
50 0,50 In PC2 0,30 27,64 3,36
50 0,50 na PC3 0,05 19,05 0,80
50 0,50 na PC3 0,15 18,78 0,53
50 0,50 na PC3 0,30 19,12 0,87
50 0,50 t PC3 0,05 19,83 1,58
50 0,50 t PC3 0,15 19,46 1,21
50 0,50 t PC3 0,30 20,64 2,39
50 0,50 In PC3 0,05 21,09 2,84
50 0,50 In PC3 0,15 22,39 4,14
50 0,50 In PC3 0,30 23,37 5,12
50 0,80 na PC1 0,05 191 0,04
50 0,80 na PC1 0,15 1,92 0,03

50 0,80 na PC1 0,30 2,07 0,12
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50 0,80 t PC1 0,05 1,86 0,09

Tabela 4, continua

n P Distribuicido  PC y a Distancia
50 0,80 t PC1 0,15 1,99 0,04
50 0,80 t PC1 0,30 2,50 0,55
50 0,80 In PC1 0,05 1,98 0,03
50 0,80 In PC1 0,15 1,87 0,08
50 0,80 In PC1 0,30 1,96 0,01
50 0,80 na PC2 0,05 30,38 0,21
50 0,80 na PC2 0,15 30,09 0,50
50 0,80 na PC2 0,30 30,19 0,40
50 0,80 t PC2 0,05 30,81 0,22
50 0,80 t PC2 0,15 30,23 0,36
50 0,80 t PC2 0,30 29,73 0,86
50 0,80 In PC2 0,05 29,24 1,35
50 0,80 In PC2 0,15 29,63 0,96
50 0,80 In PC2 0,30 27,72 2,87
50 0,80 na PC3 0,05 19,79 0,05
50 0,80 na PC3 0,15 19,89 0,15
50 0,80 na PC3 0,30 19,77 0,03
50 0,80 t PC3 0,05 19,55 0,19
50 0,80 t PC3 0,15 19,75 0,01
50 0,80 t PC3 0,30 20,28 0,54
50 0,80 In PC3 0,05 21,08 1,34
50 0,80 In PC3 0,15 21,17 1,43
50 0,80 In PC3 0,30 22,47 2,73
100 0,50 na PC1 0,05 594 1,01
100 0,50 na PC1 0,15 5,52 0,59
100 0,50 na PC1 0,30 5,79 0,86
100 0,50 t PC1 0,05 5,05 0,12
100 0,50 t PC1 0,15 5,06 0,13
100 0,50 t PC1 0,30 5,49 0,56
100 0,50 In PC1 0,05 4,80 0,13

100 0,50 In PC1 0,15 3,78 1,15
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100 0,50 In PC1 0,30 4,18 0,75
100 0,50 na PC2 0,05 32,06 1,02
Tabela 4, continua
n P Distribuicio  PC y a Distancia
100 0,50 na PC2 0,15 32,20 1,16
100 0,50 na PC2 0,30 31,77 0,73
100 0,50 t PC2 0,06 31,97 0,93
100 0,50 t PC2 0,15 31,45 0,41
100 0,50 t PC2 0,30 31,31 0,27
100 0,50 In PC2 0,05 31,19 0,15
100 0,50 In PC2 0,15 29,65 1,39
100 0,50 In PC2 0,30 29,80 1,24
100 0,50 na PC3 0,05 16,91 1,06
100 0,50 na PC3 0,15 16,59 1,38
100 0,50 na PC3 0,30 17,31 0,66
100 0,50 t PC3 0,05 16,79 1,18
100 0,50 t PC3 0,15 18,06 0,09
100 0,50 t PC3 0,30 18,04 0,07
100 0,50 In PC3 0,05 18,46 0,49
100 0,50 In PC3 0,15 20,42 2,45
100 0,50 In PC3 0,30 19,87 1,90
100 0,80 na PC1 0,056 1,9 0,02
100 0,80 na PC1 0,15 1,95 0,02
100 0,80 na PC1 0,30 2,29 0,32
100 0,80 t PC1 0,05 2,01 0,04
100 0,80 t PC1 0,15 2,09 0,12
100 0,80 t PC1 0,30 2,03 0,06
100 0,80 In PC1 0,05 1,84 0,13
100 0,80 In PC1 0,15 1,42 0,55
100 0,80 In PC1 0,30 1,96 0,01
100 0,80 na PC2 0,05 31,84 0,46
100 0,80 na PC2 0,15 31,82 0,44
100 0,80 na PC2 0,30 31,96 0,58
100 0,80 t PC2 0,05 31,63 0,25
100 0,80 t PC2 0,15 31,32 0,06
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100 0,80 t PC2 0,30 31,17 0,21
100 0,80 In PC2 0,05 30,50 0,88
Tabela 4, continua
n P Distribuicido  PC y a Distancia
100 0,80 In PC2 0,15 28,08 3,30
100 0,80 In PC2 0,30 30,21 1,17
100 0,80 na PC3 0,05 18,55 0,47
100 0,80 na PC3 0,15 18,58 0,44
100 0,80 na PC3 0,30 18,34 0,68
100 0,80 t PC3 0,05 18,67 0,35
100 0,80 t PC3 0,15 18,91 0,11
100 0,80 t PC3 0,30 19,00 0,02
100 0,80 In PC3 0,05 20,26 1,24
100 0,80 In PC3 0,15 22,37 3,35
100 0,80 In PC3 0,30 19,95 0,93
200 0,50 na PC1 0,05 5,15 0,79
200 0,50 na PC1 0,15 5,02 0,66
200 0,50 na PC1 0,30 5,42 1,06
200 0,50 t PC1 0,05 4,48 0,12
200 0,50 t PC1 0,15 5,22 0,86
200 0,50 t PC1 0,30 4,87 0,51
200 0,50 In PC1 0,05 4,53 0,17
200 0,50 In PC1 0,15 4,01 0,35
200 0,50 In PC1 0,30 4,12 0,24
200 0,50 na PC2 0,05 32,84 0,01
200 0,50 na PC2 0,15 32,42 0,43
200 0,50 na PC2 0,30 32,03 0,82
200 0,50 t PC2 0,05 31,77 1,08
200 0,50 t PC2 0,15 32,43 0,42
200 0,50 t PC2 0,30 32,01 0,84
200 0,50 In PC2 0,05 32,13 0,72
200 0,50 In PC2 0,15 29,45 3,40
200 0,50 In PC2 0,30 30,24 2,61
200 0,50 na PC3 0,05 15,82 0,50
200 0,50 na PC3 0,15 16,17 0,15
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200 0,50 na PC3 0,30 16,81 0,49
200 0,50 t PC3 0,05 17,57 1,25
Tabela 4, conclusédo
n P Distribuicido  PC y a Distancia
200 0,50 t PC3 0,15 16,56 0,24
200 0,50 t PC3 0,30 17,26 0,94
200 0,50 In PC3 0,05 16,64 0,32
200 0,50 In PC3 0,15 19,96 3,64
200 0,50 In PC3 0,30 20,46 4,14
200 0,80 na PC1 0,05 2,02 0,06
200 0,80 na PC1 0,15 1,85 0,11
200 0,80 na PC1 0,30 2,07 0,11
200 0,80 t PC1 0,05 1,83 0,13
200 0,80 t PC1 0,15 1,98 0,02
200 0,80 t PC1 0,30 1,89 0,07
200 0,80 In PC1 0,05 1,72 0,24
200 0,80 In PC1 0,15 191 0,05
200 0,80 In PC1 0,30 1,57 0,39
200 0,80 na PC2 0,05 32,71 0,36
200 0,80 na PC2 0,15 32,78 0,29
200 0,80 na PC2 0,30 3241 0,66
200 0,80 t PC2 0,05 32,97 0,10
200 0,80 t PC2 0,15 32,66 0,41
200 0,80 t PC2 0,30 31,84 1,23
200 0,80 In PC2 0,06 32,11 0,96
200 0,80 In PC2 0,15 31,54 1,53
200 0,80 In PC2 0,30 29,66 3,41
200 0,80 na PC3 0,05 18,01 0,10
200 0,80 na PC3 0,15 18,13 0,22
200 0,80 na PC3 0,30 18,17 0,26
200 0,80 t PC3 0,05 18,06 0,15
200 0,80 t PC3 0,15 18,09 0,18
200 0,80 t PC3 0,30 18,59 0,68
200 0,80 In PC3 0,05 18,58 0,67
200 0,80 In PC3 0,15 18,68 0,77
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200 0,80 In PC3 0,30 20,66 2,75

Tabela 5 Distancia entre os angulos considerandDis&ribuicdo Normal
Multivariada na estrutura CS

n P Distribuicio ~ PC y a Distancia
50 0,5 na PC1 0,05 3,08 0,53
50 0,5 na PC1 0,15 2,78 0,23
50 0,5 na PC1 0,30 2,85 0,3

50 0,5 t PC1 0,05 3,31 0,76
50 0,5 t PC1 0,15 2,94 0,39
50 0,5 t PC1 0,30 2,47 0,08
50 0,5 In PC1 0,05 2,56 0,01
50 0,5 In PC1 0,15 2,67 0,12
50 0,5 In PC1 0,30 2,68 0,13
50 0,5 na PC2 0,05 27,27 0,28
50 0,5 na PC2 0,15 26,71 0,84
50 0,5 na PC2 0,30 27,41 0,14
50 0,5 t PC2 0,05 28,04 0,49
50 0,5 t PC2 0,15 27,62 0,07
50 0,5 t PC2 0,30 27,16 0,39
50 0,5 In PC2 0,05 26,81 0,74
50 0,5 In PC2 0,15 26,44 1,11
50 0,5 In PC2 0,30 26,37 1,18
50 0,5 na PC3 0,05 24,16 1,06
50 0,5 na PC3 0,15 24,94 1,84
50 0,5 na PC3 0,30 23,66 0,56
50 0,5 t PC3 0,05 23,2 0,1

50 0,5 t PC3 0,15 23,35 0,25
50 0,5 t PC3 0,30 23,69 0,59
50 0,5 In PC3 0,05 24,3 1,2

50 0,5 In PC3 0,15 24,95 1,85
50 0,5 In PC3 0,30 25,69 2,59
50 0,8 na PC1 0,05 0,72 0,1

50 0,8 na PC1 0,15 0,64 0,02
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50 0,8 na PC1 0,30 0,65 0,03
50 0,8 t PC1 0,05 0,68 0,06
50 0,8 t PC1 0,15 0,72 0,1
Tabela 5, continua

n P Distribuicio  PC y a Distancia
50 0,8 t PC1 0,30 0,81 0,19
50 0,8 In PC1 0,05 0,64 0,02
50 0,8 In PC1 0,15 0,69 0,07
50 0,8 In PC1 0,30 0,85 0,23
50 0,8 na PC2 0,05 25,28 0,09
50 0,8 na PC2 0,15 25,62 0,43
50 0,8 na PC2 0,30 25,71 0,52
50 0,8 t PC2 0,05 25,17 0,02
50 0,8 t PC2 0,15 25,97 0,78
50 0,8 t PC2 0,30 25,54 0,35
50 0,8 In PC2 0,05 25,76 0,57
50 0,8 In PC2 0,15 25,78 0,59
50 0,8 In PC2 0,30 25,6 0,41
50 0,8 na PC3 0,05 25,46 1,66
50 0,8 na PC3 0,15 25,17 1,37
50 0,8 na PC3 0,30 25,05 1,25
50 0,8 t PC3 0,05 25,57 1,77
50 0,8 t PC3 0,15 24,82 1,02
50 0,8 t PC3 0,30 25,23 1,43
50 0,8 In PC3 0,05 24,98 1,18
50 0,8 In PC3 0,15 25,06 1,26
50 0,8 In PC3 0,30 25,22 1,42
100 0,5 na PC1 0,05 1,56 0,31
100 0,5 na PC1 0,15 2,05 0,18
100 0,5 na PC1 0,30 1,85 0,02
100 0,5 t PC1 0,05 1,79 0,08
100 0,5 t PC1 0,15 2,3 0,43
100 0,5 t PC1 0,30 2,12 0,25
100 0,5 In PC1 0,05 1,72 0,15
100 0,5 In PC1 0,15 1,64 0,23



96

100 0,5 In PC1 0,30 2,01 0,14
100 0,5 na PC2 0,05 26,67 0,2
100 0,5 na PC2 0,15 26,97 0,5
Tabela 5, continua

n p Distribuicido  PC y a Distancia
100 0,5 na PC2 0,30 25,95 0,52
100 0,5 t PC2 0,05 27,08 0,61
100 0,5 t PC2 0,15 26,34 0,13
100 0,5 t PC2 0,30 26,72 0,25
100 0,5 In PC2 0,05 26,21 0,26
100 0,5 In PC2 0,15 26,49 0,02
100 0,5 In PC2 0,30 25,83 0,64
100 0,5 na PC3 0,05 24,02 0,49
100 0,5 na PC3 0,15 23,59 0,92
100 0,5 na PC3 0,30 24,94 0,43
100 0,5 t PC3 0,05 23,73 0,78
100 0,5 t PC3 0,15 24,84 0,33
100 0,5 t PC3 0,30 24,14 0,37
100 0,5 In PC3 0,05 24,8 0,29
100 0,5 In PC3 0,15 24,32 0,19
100 0,5 In PC3 0,30 25,58 1,07
100 0,8 na PC1 0,05 0,46 0,03
100 0,8 na PC1 0,15 0,33 0,1
100 0,8 na PC1 0,30 0,52 0,09
100 0,8 t PC1 0,05 0,36 0,07
100 0,8 t PC1 0,15 1,02 0,59
100 0,8 t PC1 0,30 0,57 0,14
100 0,8 In PC1 0,05 0,52 0,09
100 0,8 In PC1 0,15 0,75 0,32
100 0,8 In PC1 0,30 0,76 0,33
100 0,8 na PC2 0,05 25,69 0,34
100 0,8 na PC2 0,15 26,08 0,73
100 0,8 na PC2 0,30 25,9 0,55
100 0,8 t PC2 0,05 25,13 0,22
100 0,8 t PC2 0,15 24,92 0,43
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100 0,8 t PC2 0,30 26,21 0,86
100 0,8 In PC2 0,05 24,81 0,54
100 0,8 In PC2 0,15 26,32 0,97
Tabela 5, continua

n P Distribuicio  PC y a Distancia
100 0,8 In PC2 0,30 26,28 0,93
100 0,8 na PC3 0,05 25 0,68
100 0,8 na PC3 0,15 24,62 0,3
100 0,8 na PC3 0,30 24,84 0,52
100 0,8 t PC3 0,05 25,77 1,45
100 0,8 t PC3 0,15 26,45 2,13
100 0,8 t PC3 0,30 24,45 0,13
100 0,8 In PC3 0,05 26,19 1,87
100 0,8 In PC3 0,15 24,06 0,26
100 0,8 In PC3 0,30 24,18 0,14
200 0,5 na PC1 0,05 1,22 0,16
200 0,5 na PC1 0,15 0,96 0,42
200 0,5 na PC1 0,30 1,22 0,16
200 0,5 t PC1 0,05 1,16 0,22
200 0,5 t PC1 0,15 1,17 0,21
200 0,5 t PC1 0,30 1,69 0,31
200 0,5 In PC1 0,05 1,32 0,06
200 0,5 In PC1 0,15 1,26 0,12
200 0,5 In PC1 0,30 1,33 0,05
200 0,5 na PC2 0,05 25,76 0,09
200 0,5 na PC2 0,15 26,34 0,49
200 0,5 na PC2 0,30 26,67 0,82
200 0,5 t PC2 0,05 25,32 0,53
200 0,5 t PC2 0,15 25,82 0,03
200 0,5 t PC2 0,30 24,91 0,94
200 0,5 In PC2 0,05 27,05 1,2
200 0,5 In PC2 0,15 24,94 0,91
200 0,5 In PC2 0,30 26,11 0,26
200 0,5 na PC3 0,05 25,2 0,11
200 0,5 na PC3 0,15 24,4 0,69
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200 0,5 na PC3 0,30 23,87 1,22
200 0,5 t PC3 0,05 25,9 0,81
200 0,5 t PC3 0,15 25,03 0,06
Tabela 5, conclusao

n P Distribuicio  PC y a Distancia
200 0,5 t PC3 0,30 26,8 1,71
200 0,5 In PC3 0,05 23,32 1,77
200 0,5 In PC3 0,15 26,06 0,97
200 0,5 In PC3 0,30 24,66 0,43
200 0,8 na PC1 0,05 0,29 0,03
200 0,8 na PC1 0,15 0,29 0,03
200 0,8 na PC1 0,30 0,34 0,02
200 0,8 t PC1 0,05 0,3 0,02
200 0,8 t PC1 0,15 0,35 0,03
200 0,8 t PC1 0,30 0,36 0,04
200 0,8 In PC1 0,05 0,47 0,15
200 0,8 In PC1 0,15 0,46 0,14
200 0,8 In PC1 0,30 0,87 0,55
200 0,8 na PC2 0,05 25,12 0,1
200 0,8 na PC2 0,15 25,29 0,07
200 0,8 na PC2 0,30 25,03 0,19
200 0,8 t PC2 0,05 25,69 0,47
200 0,8 t PC2 0,15 25,54 0,32
200 0,8 t PC2 0,30 26,08 0,86
200 0,8 In PC2 0,05 25,68 0,46
200 0,8 In PC2 0,15 26,41 1,19
200 0,8 In PC2 0,30 26,17 0,95
200 0,8 na PC3 0,05 25,53 1,77
200 0,8 na PC3 0,15 25,36 1,6
200 0,8 na PC3 0,30 25,67 1,91
200 0,8 t PC3 0,05 25,08 1,32
200 0,8 t PC3 0,15 24,67 0,91
200 0,8 t PC3 0,30 24,82 1,06
200 0,8 In PC3 0,05 24,75 0,99
200 0,8 In PC3 0,15 24,85 1,09



99

200 0,8 In PC3 0,30 24,55 0,79

Tabela 6 Distancia entre os angulos considerandDis&ribuicdo Normal
Multivariada na estrutura Toeplitz

n P Distribuicido  PC y a Distancia
50 0,50 na PC1 0,05 1,92 0,09
50 0,50 na PC1 0,15 1,68 0,33
50 0,50 na PC1 0,30 2,20 0,19
50 0,50 t PC1 0,05 2,23 0,22
50 0,50 t PC1 0,15 2,05 0,04
50 0,50 t PC1 0,30 2,07 0,06
50 0,50 In PC1 0,05 1,82 0,19
50 0,50 In PC1 0,15 1,35 0,66
50 0,50 In PC1 0,30 1,34 0,67
50 0,50 na PC2 0,06 31,42 0,86
50 0,50 na PC2 0,15 31,21 0,65
50 0,50 na PC2 0,30 30,52 0,04
50 0,50 t PC2 0,05 31,42 0,86
50 0,50 t PC2 0,15 30,37 0,19
50 0,50 t PC2 0,30 30,77 0,21
50 0,50 In PC2 0,056 31,23 0,67
50 0,50 In PC2 0,15 29,93 0,63
50 0,50 In PC2 0,30 30,13 0,43
50 0,50 na PC3 0,05 18,86 0,62
50 0,50 na PC3 0,15 19,15 0,33
50 0,50 na PC3 0,30 19,22 0,26
50 0,50 t PC3 0,05 18,63 0,85
50 0,50 t PC3 0,15 19,55 0,07
50 0,50 t PC3 0,30 19,24 0,24
50 0,50 In PC3 0,05 19,08 0,45
50 0,50 In PC3 0,15 20,40 0,92
50 0,50 In PC3 0,30 20,45 0,97

50 0,80 na PC1 0,06 1,21 0,02
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50 0,80 na PC1 0,15 1,16 0,07
Tabela 6, continua
n P Distribuicdo  PC y a Distancia
50 0,80 na PC1 0,30 1,42 0,19
50 0,80 t PC1 0,05 1,16 0,07
50 0,80 t PC1 0,15 1,18 0,05
50 0,80 t PC1 0,30 1,28 0,05
50 0,80 In PC1 0,05 1,23 0,00
50 0,80 In PC1 0,15 1,07 0,16
50 0,80 In PC1 0,30 1,26 0,03
50 0,80 na PC2 0,06 30,78 0,20
50 0,80 na PC2 0,15 30,73 0,15
50 0,80 na PC2 0,30 31,06 0,48
50 0,80 t PC2 0,05 30,85 0,27
50 0,80 t PC2 0,15 30,82 0,24
50 0,80 t PC2 0,30 30,13 0,45
50 0,80 In PC2 0,05 30,63 0,05
50 0,80 In PC2 0,15 29,26 1,32
50 0,80 In PC2 0,30 29,35 1,23
50 0,80 na PC3 0,06 19,81 0,06
50 0,80 na PC3 0,15 19,80 0,07
50 0,80 na PC3 0,30 19,50 0,37
50 0,80 t PC3 0,05 20,07 0,20
50 0,80 t PC3 0,15 19,74 0,13
50 0,80 t PC3 0,30 20,27 0,40
50 0,80 In PC3 0,05 19,97 0,10
50 0,80 In PC3 0,15 21,44 1,57
50 0,80 In PC3 0,30 20,96 1,09
100 0,50 na PC1 0,05 1,95 0,09
100 0,50 na PC1 0,15 2,22 0,18
100 0,50 na PC1 0,30 1,88 0,16
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100 0,50 t PC1 0,05 2,05 0,01
100 0,50 t PC1 0,15 1,82 0,22
100 0,50 t PC1 0,30 2,21 0,17
100 0,50 In PC1 0,05 1,68 0,36
100 0,50 In PC1 0,15 1,42 0,62
Tabela 6, continua
n P Distribuicdo  PC 4 a Distancia
100 0,50 In PC1 0,30 1,16 0,88
100 0,50 na PC2 0,05 32,58 0,22
100 0,50 na PC2 0,15 32,94 0,58
100 0,50 na PC2 0,30 32,93 0,57
100 0,50 t PC2 0,06 32,57 0,21
100 0,50 t PC2 0,15 31,75 0,61
100 0,50 t PC2 0,30 32,57 0,21
100 0,50 In PC2 0,05 31,94 0,42
100 0,50 In PC2 0,15 32,08 0,28
100 0,50 In PC2 0,30 29,47 2,89
100 0,50 na PC3 0,05 18,16 0,06
100 0,50 na PC3 0,15 17,77 0,45
100 0,50 na PC3 0,30 18,06 0,16
100 0,50 t PC3 0,05 18,03 0,19
100 0,50 t PC3 0,15 18,64 0,42
100 0,50 t PC3 0,30 17,92 0,30
100 0,50 In PC3 0,05 18,77 0,55
100 0,50 In PC3 0,15 18,83 0,61
100 0,50 In PC3 0,30 21,23 3,01
100 0,80 na PC1 0,05 1,20 0,01
100 0,80 na PC1 0,15 1,18 0,03
100 0,80 na PC1 0,30 1,22 0,01
100 0,80 t PC1 0,06 1,18 0,03
100 0,80 t PC1 0,15 1,26 0,05
100 0,80 t PC1 0,30 1,21 0,00
100 0,80 In PC1 0,05 1,11 0,10
100 0,80 In PC1 0,15 1,08 0,13
100 0,80 In PC1 0,30 0,98 0,23
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100 0,80 na PC2 0,05 32,19 0,13
100 0,80 na PC2 0,15 32,27 0,21
100 0,80 na PC2 0,30 32,96 0,90
100 0,80 t PC2 0,05 31,47 0,59
100 0,80 t PC2 0,15 31,77 0,29
Tabela 6, continua
n P Distribuicdo  PC 4 a Distancia
100 0,80 t PC2 0,30 31,89 0,17
100 0,80 In PC2 0,05 31,69 0,37
100 0,80 In PC2 0,15 29,91 2,15
100 0,80 In PC2 0,30 29,24 2,82
100 0,80 na PC3 0,05 18,99 0,08
100 0,80 na PC3 0,15 18,95 0,12
100 0,80 na PC3 0,30 18,65 0,42
100 0,80 t PC3 0,05 19,31 0,24
100 0,80 t PC3 0,15 19,19 0,12
100 0,80 t PC3 0,30 19,20 0,13
100 0,80 In PC3 0,06 19,31 0,24
100 0,80 In PC3 0,15 20,79 1,72
100 0,80 In PC3 0,30 21,48 2,41
200 0,50 na PC1 0,05 1,68 0,27
200 0,50 na PC1 0,15 2,03 0,08
200 0,50 na PC1 0,30 1,81 0,14
200 0,50 t PC1 0,06 1,95 0,00
200 0,50 t PC1 0,15 1,92 0,03
200 0,50 t PC1 0,30 2,16 0,21
200 0,50 In PC1 0,05 1,55 0,40
200 0,50 In PC1 0,15 141 0,54
200 0,50 In PC1 0,30 1,19 0,76
200 0,50 na PC2 0,05 33,06 0,06
200 0,50 na PC2 0,15 32,90 0,22
200 0,50 na PC2 0,30 33,34 0,22
200 0,50 t PC2 0,06 31,83 1,29
200 0,50 t PC2 0,15 32,45 0,67
200 0,50 t PC2 0,30 32,94 0,18
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200 0,50 In PC2 0,05 32,84 0,28
200 0,50 In PC2 0,15 33,68 0,56
200 0,50 In PC2 0,30 32,09 1,03
200 0,50 na PC3 0,05 18,16 0,22
200 0,50 na PC3 0,15 17,85 0,09
Tabela 6, concluséo
n 14 Distribuicdo  PC 4 a Distancia
200 0,50 na PC3 0,30 17,95 0,01
200 0,50 t PC3 0,05 18,58 0,64
200 0,50 t PC3 0,15 18,17 0,23
200 0,50 t PC3 0,30 17,88 0,06
200 0,50 In PC3 0,05 18,34 0,40
200 0,50 In PC3 0,15 18,27 0,33
200 0,50 In PC3 0,30 19,14 1,20
200 0,80 na PC1 0,05 1,18 0,03
200 0,80 na PC1 0,15 1,22 0,07
200 0,80 na PC1 0,30 1,17 0,02
200 0,80 t PC1 0,05 1,10 0,05
200 0,80 t PC1 0,15 1,03 0,12
200 0,80 t PC1 0,30 1,14 0,01
200 0,80 In PC1 0,06 1,12 0,03
200 0,80 In PC1 0,15 1,13 0,02
200 0,80 In PC1 0,30 1,34 0,19
200 0,80 na PC2 0,05 33,19 0,17
200 0,80 na PC2 0,15 32,60 0,42
200 0,80 na PC2 0,30 32,50 0,52
200 0,80 t PC2 0,06 33,22 0,20
200 0,80 t PC2 0,15 32,82 0,20
200 0,80 t PC2 0,30 32,66 0,36
200 0,80 In PC2 0,05 31,80 1,22
200 0,80 In PC2 0,15 31,61 1,41
200 0,80 In PC2 0,30 28,49 4,53
200 0,80 na PC3 0,05 18,68 0,10
200 0,80 na PC3 0,15 18,76 0,02
200 0,80 na PC3 0,30 18,83 0,05
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ANEXO B — Gréficos P-P Plot da distribuicdo das digincias
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CP1 CP1

ANEXO C - Rotinas computacionais para obtencédo dasédias angulares

library(fMultivar)
library(mvtnorm)
library(circular)

# HEHHIHHHEHHH I Parametros #HHHHHHHEHHHHHT
p=3 # n. de variaveis (fixo)

nsim=1000 # numero de simulacoes (fixo)

pho=0.8 # grau de correlacao entre variaveis #

n=201 # tamanho amostral (lembrarque n+1)#
gama=0.30 # probabilidade de mistura

HHHHIH R Matriz de covariancia #HHHHHHHH B HIHHE #

AR=matrix(0,p,p) ; eco=matrix (0,p,p) ; mil=c(regd)) ; X=matrix(0,1,p)
for (iin 1:p)

{

for (jin 1:p)

{

if (I==)) AR[i,j]=1

if (i'=j) AR[i,j]=pho”(abs(i-))

if (i==j) ecoli,i]=1
if (i'5j) ecoli,j]=pho
}

}

# HHHHHHAAHE EStrutura de correlacao #HHHHHHHHHHHHH #
#covp <- AR # HHH#HHE Matriz AR(1) ##HH #

#covp <- eco # ##H#H# Matriz Eco ##HH #

covp <- toeplitz(c(0.6, 0.5, 0.4)) # ## Matrizauitar ## #

# H#HiH I constantes normalizadoras ##HHH
#clp=1/sqrt(1) ; cln=-clp

#c2p=1/sqrt(2) ; c2n=-c2p
c3p=1/sqrt(3) ; c3n=-c3p
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vetcp=c(c3p,c3n,c3p)

# #### Funcao de reducdo de dimensao interpretéett #

RDI=function(vetcp,coef)

{

# vetcp: vetor das constantes normalizadoras #

# coef: vetor linha dos coeficientes do PCA #

alfacor=c(0,0,0) : alfa=c(0,0,0) : matalfa=matdix(,3) :
nor_alfa=matrix(0,500,1) ; vetcp=as.vector(vetcp)

for (cb in 1:500)

{
for (zin 1:3)

{
u=round(runif(1,1,3))
alfa[z]=vetcp[u]

nor_alfa[cb,1]=as.matrix(t(alfa)%*%alfa)
matalfa=rbind(matalfa,t(as.matrix(alfa)))

resalfa=cbind(matalfa[2:nrow(matalfa),],nor_alfa)
frameres=as.data.frame(resalfa)
sel=resalfa[frameres$V4=="1"]

# ### correspondéncia de sinais entre coef ddsePiGterpretaveis ####H #
a=sign(coef)
for (k in 1:nrow(sel))

{

b=sign(sel[k,1:3])

if (a[1]==b[1] && a[2]==Db[2] && a[3]==Db[3])
{

alfacor[1]=sel[k,1] ; alfacor[2]=sel[k,2] ;alfad3]=sel[k,3]
}
}

theta=acos(coef%*%alfacor)
return (list(ang=theta, alfsel=alfacor,dad=sel))

}

HHHHHHH A A
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resp_ang=matrix(0,nsim,3) ; resp_alfa=c(0,0,0)lox0
res_coef PC1=c(0,0,0) ; res_coef PC2=c(0,0,0) caef PC3=c(0,0,0)

#HitHHHHHAAHHAHINICIO DA SIMULACAQ #HHHEHHHHHIFHHHEHHE #

for (s in 1:nsim)

{
### Normal contaminada #####
for (rin 1:n)

{
u=runif(1)
obs=rmvnorm(1, mean=mil, sigma=covp)

# B Distribuicao de referencisH I 1HE #
if (u>=gama) Xaux <- obs

# MR geracao dos outliers tHHHHHHHHHHEHHHHHHET #

#if (u<gama) Xaux <- rmvsnorm(1,3,mu=rep(0,3)&Yya—covp,alpha=rep(-
20,3)) # Normal Assimétrica #

if (ucgama) Xaux <-exp(obs) # log-nairi

#if (u<gama) Xaux <- rmvt(1,sigma=covp, df=5)-#tudent

X=rbind(X,Xaux)

}
X=X[2:n,1:p]

# HHHHHAA Obtencao dos PCA #HHHHHHHHHE #

comp=princomp(X,cor=T)

coef=comp$loadings

mcoef=as.matrix(coef)

RDI_PCA1=RDI(vetcp,mcoef[,1])

RDI_PCA2=RDI(vetcp,mcoef[,2])

RDI_PCA3=RDI(vetcp,mcoef[,3])

res_coef PCl=rbind(res_coef PC1,mcoef[,1])

res_coef PC2=rbind(res_coef PC2,mcoef[,2])

res_coef PC3=rbind(res_coef PC3,mcoef[,3])
resp_alfa=cbind(resp_alfa,RDI_PCA1$alfsel,RDI_PC&A®Zel,RDI_PCA3s$alf

sel)
resp_ang[s,1]=RDI_PCA1l$ang
resp_ang[s,2]=RDI_PCA2%ang



resp_ang[s,3]=RDI_PCA3$ang

HHHHHHH##H medidas angulares #HHHHHHHHHHHH T
#it#H#H# Obtencdo das estatisticas angulares

##### Média para o primeiro vetor de angulos
angulosl=circular(resp_ang[,1])
médial=summary(angulosl)

###H# Média para o segundo vetor de angulos
angulos2=circular(resp_ang[,2])
média2=summary(angulos?2)

#### Média para o segundo vetor de angulos
angulos3=circular(resp_ang[,3])
média3=summary(angulos3)
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