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RESUMO

Regressao inversa ou calibragdo estatistica € uma técnica estatistica utili-
zada em situacdes em que, por meio da anélise de regressdo, deseja-se estimar um
valor desconhecido da varidvel independente dado o valor da varidvel dependente.
Meétodos para a estimag@o pontual e intervalar na regressdo inversa para esse valor
desconhecido estdo disponiveis na literatura. Porém, observa-se que sdo escas-
sos os métodos que considerem a informacao espacial dos dados no processo de
estimacdo na regressdo inversa. O objetivo principal desta tese é propor a regres-
sdo espacial inversa ou calibrac@o espacial por meio de métodos para a estimagdo
pontual e intervalar do valor desconhecido da varidvel independente utilizando um
modelo que considere a estrutura de dependéncia espacial em dados de drea. Esses
estimadores foram construidos a partir de um modelo do erro espacial ou modelo
condicional autorregressivo (CAR) e aplicados em dados reais que caracterizam
um problema de calibracio espacial. Os resultados obtidos mostram que a re-
gressdo espacial inversa é apropriada na andlise dados de area com dependéncia
espacial, fornecendo um ferramenta util para casos que configurem a necessidade
de se obter o valor de uma varidvel independente conhecendo-se o valor da varidvel
dependente. Observa-se também que, um grande potencial que esse modelo de re-
gressao espacial inversa tem, estd no fato de que ele pode ser um método eficiente
de imputacdo, em casos especificos, de dados faltantes na andlise de dados de 4rea.

Palavras-chave: Regressdo inversa. Dependéncia espacial. Estimador pontual.
Estimador intervalar. Imputagao.



ABSTRACT

Inverse regression or statistical calibration is a statistical technique used
in situations where, through regression analysis, it is desired to estimate a unk-
nown value of the independent variable given the value of the dependent variable.
Methods for the point and interval estimation in the inverse regression for this unk-
nown value are available in the literature. However, it is observed that there are few
methods that consider the spatial information of the data in the estimation process
in the inverse regression. The main objective of this thesis is to propose inverse
spatial regression or spatial calibration by means of methods for the point and in-
terval estimation of the unknown value of the independent variable using a model
that considers the spatial dependence structure in area data. These estimators were
constructed using spatial error model or autoregressive conditional model (CAR)
and applied to real data that characterize a spatial calibration problem. The results
show that the inverse spatial regression is appropriate in the spatial dependence
data area analysis, providing a useful tool for cases that configure the need to ob-
tain the value of an independent variable by knowing the value of the dependent
variable. It is also observed that a great potential that this inverse spatial regression
model has is in the fact that it can be an efficient method of imputation, in specific
cases, of missing data in the analysis of area data.

Keywords: Regression inverse. Spatial dependence. Point estimator. Interval
estimator. Imputation.
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1 INTRODUCAO

Na Estatistica, muitas vezes existe o interesse em relacionar duas varia-
veis de forma que seja possivel entender a variacdo de uma por meio da variacio
da outra. Particularmente, a andlise de regressdo simples estuda a relacdo entre
uma varidvel Y, chamada varidvel dependente e outra varidvel X, chamada va-
ridvel independente. Através de um modelo matematico objetiva-se determinar
o valor de Y correpondente a um valor de X. Em contrapartida, em alguns ca-
sos especificos, existe interesse em fazer o contrdrio, ou seja, determinar o valor
da variavel independente usando o valor conhecido da varidvel dependente. Esse
interesse ocorre, em sua maioria, quando a medi¢c@o ou a obten¢do da varidvel in-
dependente é mais complicada devido a custos financeiros elevados, demanda de
tempo, praticidade, etc. Um exemplo tipico para ilustrar essa situagdo é: consi-
dere X a concentracdo de glicose em certa substancia; em seguida, um método
espectrofotométrico é usado para medir a absor¢do Y dessa glicose. Essa absor-
cdo depende da concentragdo de glicose X e assim, pode-se ajustar um modelo
de regressdo da absorcdo Y como varidvel dependente em fungdo da concentracio
de glicose X caracterizando a varidvel independente. A resposta Y € facil medir
com o método espectrofotométrico, mas a concentracio da glicose ndo ¢é ficil de
medir. Como na pratica, tem-se interesse em predizer o valor de concentracio de
glicose X, este é um problema de regressao inversa ou calibracio, onde busca-se
obter o valor da concentracdo x( da glicose (varidvel independente) dado um valor
yo (varidvel dependente) da absor¢do medido de forma simples.

Muitos estudos apresentam a calibragdo como metodologia prética na re-
lacdo entre as varidveis dependente e independente, sendo o foco principal o pro-
cesso de estimacdo de um valor da varidvel independente xy dado um valor da

varidvel dependente .
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Grande parte desses estudos assumem que a relacdo entre as varidveis Y
e X ¢é linear e que os erros do modelo sdo independentes e seguem uma distribui-
¢do normal com média zero e varidncia constante. Utilizando essas suposi¢des,
a regressdo inversa € utilizada em diversas dreas, como por exemplo, Biologia,
Quimica, Fisica, Engenharia, Medicina, entre outras. Estimadores inversos pontu-
ais e intervalares ja foram propostos na literatura, porém a dependéncia espacial
do fendmeno em estudo ndo é considerada no processo de obten¢do da maioria
desses estimadores.

Em algumas dreas de pesquisa que utilizam dados de dreas com contagens
como epidemiologia, econometria, experimentos agronémicos e geoldgicos, etc,
quando um modelo de regressdo € ajustado por alguma finalidade, muitas vezes
observa-se dependéncia entre os erros depois do processo de ajuste desse modelo.
Essa dependéncia surge devido ao fato de que regides geograficamente proximas
tendem a apresentar valores semelhantes de algum fendmeno observado, ou seja,
uma observagdo realizada em uma posi¢do sofre influéncia das regides vizinhas.
Portanto, nesse tipo de situagdo € necessdrio utilizar métodos da estatistica es-
pacial, pois a aplicacdo dos procedimentos exigidos a uma andlise de regressdo
tradicional ndo considera a dependéncia entre os erros.

A suposicio de independéncia dos erros facilita a teoria da estatistica, mas
modelos de regressdo que modelam a dependéncia espacial de maneira correta po-
dem ser mais realisticos. O uso de modelos de regressdao que englobam informagcao
espacial, como o uso de modelos autorregressivos, tendem a proporcionar estima-
tivas paramétricas que melhoram a qualidade do ajuste tendo em vista que, em
condicdes reais, pode existir depedéncia espacial, o que contribui para o aumento
da variag@o residual e, consequentemente, uma diminuicdo da precisdo da anélise.

O foco principal da andlise espacial é encontrar um modelo inferencial
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que incorpore explicitamente as relacdes espaciais constituintes de um fenémeno.
Nessa perspectiva, Cordeiro (2015) propds um modelo de calibrag@o espacial que
leva em consideracdo a estrutura de dependéncia espacial entre dreas vizinhas,
considerando o modelo espacial autorregressivo (SAR).

O objetivo dessa tese € propor um modelo de calibracio espacial conside-
rando o modelo condicional autorregressivo (CAR). Esse modelo € ajustado bus-
cando modelar a estrutura de dependéncia espacial que existe em dados de area. A
partir dessa modelagem s@o obtidos estimadores inversos (pontual e intervalar) de
um valor zy desconhecido da varidvel independente, dado o valor yg conhecido,
da varidvel dependente. Esses estimadores obtidos foram implementados compu-
tacionalmente e aplicados em um fendmeno real que caracteriza um problema de

calibragdo espacial.

2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Regressio inversa ou calibracio estatistica

A calibracdo simples ou regressdo inversa simples é caracterizada esta-
tisticamente por duas varidveis X e Y que se relacionam segundo uma fungio f
conhecida. Na primeira etapa do experimento de calibragdo, amostram-se n obser-
vagodes da varidvel aleatéria Y, a partir de valores prefixados de X, de modo que se
possa estimar a fungdo f que relaciona as duas varidveis. Portanto, X e Y podem
se relacionar por meio do modelo estatistico Y; = f (X;) +¢&;, comi = 1,2, ..., n.
Numa segunda etapa, seleciona-se uma amostra aleatéria de tamanho k£ (k > 1) da
varidvel Y correspondente a um tnico valor xg desconhecido. Procura-se, entdo,
estimar este valor desconhecido xg baseado nas informag¢des do ponto de interesse

e da funcdo estimada no experimento de calibragao.
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2.1.1 Estimador pontual

No modelo de regressao linear simples, dado uma varidvel dependente Y

e uma independente X, a relacdo entre elas pode ser representada por:

y = PBo+ frr +¢, 2.1)

em que [y e By sdo pardmetros da relagdo linear e € representa o erro de medicdo.
Baseado nesse modelo, pode-se explorar dois métodos mais comuns para o pro-

blema de calibracio: o método cldssico e o método inverso.
Método classico

O modelo (2.1) com n valores de X pode ser escrito da seguinte forma:
Yi = 50 + ﬁll’i + &4, com i = 17 27 - 1 (22)

em que g; ~ N (0,0?).
Para estimar um valor zy desconhecido da varidvel independente em fun-

¢do de yg, conhecido, tem-se:

. yo—Bo
rTop = —=

; (2.3)
A

em que os valores de Bo e Bl sdo obtidos por meio da estimagdo pelo método de

minimos quadrados ou pelo método de maxima verossimilhanca.
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Método inverso

O método inverso para calcular o valor x(, desconhecido, considera a re-
gressdo de X em fungdo de Y, assim reescreve-se o modelo 2.1, considerando n

valores, da seguinte forma:
T =wo+wiy; +e;, com =12 ..n, (2.4)

emquee; ~ N (0,02).
Agora, o valor xg desconhecido da variavel independente, em funcdo de

170, € estimado da seguinte forma:

To = Wo + W1Yo, (2.5)

em que as estimativas wg e w; também sdo obtidas utilizando o método de minimos
quadrados ou o método de maxima verossimilhanca.

Muitos autores discutem a eficiéncia desses dois estimadores pontuais.
Dentre eles pode-se citar Eisenhart (1939), Krutchkoff (1967), Martinelle & Krut-
chkoff (1970), Shukla (1972), Williams (1969) e Thonnard (2006). O estimador
cléssico € citado em vadrias situacdes como mais eficiente.

Para a escolha de um desses dois métodos em questdo, Eisenhart (1939)
comparou a andlise de varidncia desses dois estimadores. Na Tabela 1 € apre-
sentada o resultado da andlise de varidncia do estimador classico e na Tabela 2 é
apresentada a andlise de variancia do estimador inverso. Eisenhart concluiu que o
estimador cldssico é mais adequado quando o pesquisador seleciona os valores de
X com antecedéncia e depois observa os valores de Y correspondentes. Essa con-

clusdo estd baseada na andlise da Tabela 2, onde pode-se observar que os valores



16

da varidvel x sdo fixados e estes valores ndo dependem dos valores observados de
Y. A soma de quadrados da regressdo, SQ)reg, representa a variabilidade dos va-
lores da varidvel x observados e esta variabilidade resulta da forma como eles sdo
escolhidos. A SQreg mede a dependéncia de x em Y, mas esta é uma dependén-
cia falsa porque x ndo depende de Y . Por fim, a SQreg nio pode ser interpretada
como uma medida do erro dos valores de x, porque os valores dessa varidvel z
sdo fixados e entdo ndo tem um erro. Portanto, como salienta Eisenhart (1939), se
os valores da varidvel x sdo selecionados e os correspondentes valores de Y sdo
observados, entdo o estimador cléssico é o estimador apropriado para problemas

de calibracdo.

Tabela 1 Andlise de varidncia considerando a regressdo de Y em funcgéo de z,
método cldssico.

Fonte de variacdo Graus de liberdade Soma de Quadrados
~ n
Modelo 1 SQreg = p1 Y. (xi — %) (yi — 7)
i=1
n
Erro n—2 SQerro= 3" (y; — 9)*
i=1
n
Total n—1 SQtotal = > (y; — gj)2
i=1

Tabela2 Anadlise de variancia considerando a regressdo de x em fungéo de Y,
método inverso.

Fonte de variacdo Graus de liberdade Soma de Quadrados
n
Modelo 1 SQreg =1 >, (i — ) (yi — )
i=1
n
Erro n—2 SQerro =3 (z; — &)?
i=1
n
Total n—1 SQtotal = Y. (z; — z)*
i=1

Analisando o nimero de observacdes, Shukla (1972) também comparou

os dois métodos. A conclusido foi que se o nimero de observacdes € pequeno,
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entdo o estimador inverso tem menor erro quadratico médio (EQM). Mas quando
um grande nimero de observacdes € utilizado, entdo o estimador cldssico é mais
vantajoso.

Segundo Thonnard (2006), a maioria dos estatisticos prefere o método
cléssico, devido a sua consisténcia e seu EQM de distribui¢des assintéticas rele-
vantes e que se deve minimizar os erros na direcdo em que ocorrem, que € na

direcdo de Y. Assim, deve-se utilizar o método classico.

2.1.2 Estimador intervalar

Além de uma estimativa pontual para o valor de g desconhecido, € im-
portante obter um intervalo que forneca informacgao da confianca que se pode de-
positar na estimativa pontual. Nessa perspectiva, existem trabalhos que propdem
e discutem a construcio de estimadores intervalares para xg. Podem ser citados
Brown (1982), Eisenhart (1939), Fieller (1954), Graybill (1976), Lieberman, Mil-
ler e Hamilton (1967), Mathew e Kasala (1994), dentre outros.

Sendo um dos precursores nesse ambito, Eisenhart (1939), baseado na
distribuicdo de probabilidade ¢ de Student, propds um estimador intervalar para a
estimativa x( obtido por meio do método cldssico de estimacao inversa pontual.
Baseado no teorema Student-Fisher que envolve as distribui¢des ¢ de Student e
Qui-quadrado, Eisenhart desenvolveu um intervalo utilizando a distribuicdo ¢ de
Student com n — 2 graus de liberdade.

Graybill (1976) apresentou uma técnica para criar um intervalo de confi-
anca para xg por meio do método cldssico, onde a constru¢do desse intervalo é
possivel se o pardmetro estimado Bl para o modelo de regressao ¢é diferente de

zero. Para isso, é utilizado um teste de hipdteses que utiliza o teste ¢ de Student
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para testar a hipdtese nula de que 81 € igual a zero. Se o teste verificar que a
hipétese nula € verdadeira, supde-se que (31 € zero e que ndo existe um intervalo
de confianca. Caso contrario, se a hip6tese nula for rejeitada, conclui-se que 51
¢ diferente de zero e pode-se contruir um intervalo de confianga para xy com um
coeficiente de confianga ligeiramente inferior a 100(1 — «)% (GRAYBILL, 1976).
Em testes com simula¢do computacional Thonnard (2006) e Cordeiro (2015)
geraram intervalos de confianca utilizando o nivel de significincia o = 0,05 e ve-
rificaram que a diferenga dos coeficientes de confianga do intervalos simulados em
relagdo a 100(1 — «)% € muito pequena, sendo que a maior diferenca encontrada

por ambos foi inferior a 0, 5%.

2.1.3 Processo de estimacio inversa simples (pontual e intervalar)

Neste tdpico € apresentado o processo de construgdo dos estimadores pon-
tual e intervalar proposto por Graybill (1976) para a estimagao do valor desconhe-
cido x( da varidvel independente X que é muito difundido entre pesquisadores.

O modelo de calibracao linear pode ser formalmente definido por (GRAY-

BILL, 1976):

1/;250"‘51551""51', i:]-a"wnv (26)

Y()i:ﬁO'i_ﬁle—i_EOi? Z:n—i—l,,n—i—k, (27)

em que 0S €1, ...y, € Egn+1, ---E0n+k SA0 varidveis normais independentes e identi-

camente distribuidas com média zero e variancia constante o2. Os valores 1, T2, ...Tp,

2

sdo considerados constantes conhecidas, enquanto que 5y, 81 € 0° sdo parimetros
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desconhecidos, sendo que o interesse principal é estimar o valor xy desconhecido.
A equacdo (2.6) diz respeito a primeira etapa do processo de calibragdo, onde
ocorre a estimagdo dos pardmetros. A equacgdo (2.7) refere-se a segunda etapa,
também chamada de calibrag@o propriamente dita, onde estima-se o valor desco-
nhecido x.

Segundo Cordeiro (2015), um facilitador computacional da estimagdo é
considerar o modelo de regressao linear simples centrado, onde a varidvel regres-
sora x € redefinida como o desvio de sua propria média, x; — . Com essa repara-

metrizacdo o modelo € escrito da seguinte forma:
Y;=ao+a1(zi —2) +e, e~ N(0,0?), (2.8)

emque a; = By e ap — 1T = Po.

Para obter um estimador de x( observa-se &k > 1 valores de Y, denotado
por Y correspondentes a um tnico valor zg desconhecido (GRAYBILL, 1976).
Dessa forma, tem-se uma amostra de tamanho n + k, em que x( é desconhecido e
os valores x; sdo distintos. Os k valoresde Y, Yo = {Yy+1, Yn+2, -, Yk} tEm
distribui¢io normal com média ag + a1 (z; — Z) e variancia o2,

A funcdo de verosimilhanca do modelo, com a suposi¢do de normalidade

¢ dada por:

1
L(ao,a1702,:p0 s (Y1,21)y e, (Yoo @n) t Yogd, ooy Yogg) = orh)
(2mwo2) 2
1 n n+k
N —\\2
°Xpy~5 3 Zl (Y; —ag — o (w; — )"+ 'ZH (Y; —ap — o (wo — T))
1= =n

(2.9)

Obtém-se os estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros o, o
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e o2 e da varidvel independente x igualando a zero as derivadas parciais do log
da fun¢do de verossimilhanca dada em (2.9), em relagdo cada um desses termos
e resolvendo o conjunto de equacdes resultantes. Os estimadores dos parimetros
o e g obtidos a partir dos n primeiros valores (z1, Y1), (22, Y2), ..., (25, Yy,) séo

EXPpressos por:

n p—
] (Y =Y) (zi — 7)
qy = f = =—; — (2.10)

> (w — )
=1

Gy =Y, 2.11)

_ i Y; Xn: x;
emqueY = ’L:; exT = l:;

O estimador da varidvel independente x( obtido usando as n + k observa-

coes e baseado nas estimativas de maxima verossimilhanca de o e a1 € expresso

por:
Y, —
R S e, (2.12)
a1
n+k
¥y
em que Yy = ="~

O estimador ndo viesado da variancia o2 obtido a partir da fungio de ve-

rossimihancga € expresso por (GRAYBILL, 1976):

) 1 n ) ) B n—+k B
= (Z (Vi — o — dn (i — 2))°+ Y (Vi— Yo)) . (213)

=1 i=n+1

Esses estimadores possuem vdérias propriedades, sendo as principais des-

critas no seguinte teorema (GRAYBILL, 1976).
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Teorema 1: Considerando o modelo expresso pela equacdo (2.8) e os
estimadores de ag, a1, 02 e g, tem-se que:
1 - &g e &y sdo independentes;
2

. 2 .
2—a0~N(a0,%>ea1~N o, —2—|;

(zi—2)°

o

7

1

3-U=(n+k-3) g—z tem distribui¢do qui-quadrado com (n + k — 3)

R

graus de liberdade, Xi k3

4 - 52 é independente de o, g € .

Segundo Graybill (1976), 2o possui uma distribuicdo de probabilidade.
Porém, ela é muito dificil de ser explicitada e, em contrapartida, ela ndo € neces-
séria para se obter um intervalo de confiancga para x.

Buscando construir um intervalo de confianca para xy dado Yj, evidente-
mente pode-se observar que nao hd um intervalo util se a1 € zero, o que faz com
que a linha de regressao linear simples seja horizontal. Sendo «; diferente de zero
e usando as informacdes do Teorema 1, pode-se construir intervalo de confianga
para xg.

Primeiramente, calcula-se a variancia de ép= Yy — ao — &1 (20 — Z), dada

por:

11 —z)?
) [ Sl [PV
k n

Var [Yo — o — d1(zo — 2)] =0 -
(i —2)°

=1

Com essa varidncia pode-se construir um varidvel Z normal padrio, obtende-
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se o seguinte resultado:

%—do—dl(xo—f) :Yo—ééo—dl(:lio—i’)

7 —
\/VCLT' [Yo — Qg — dl(xo - i‘)] oA

~N(0,1).

(2.15)

Baseado no item 3 do Teorema 1, tem-se que:

~2
U = (n+k—3)%

n+k B
(Y — a0 — iz — 2))°+ 3 (Yi-Y)
i=1 i=n+1

= — ~ Xnsk_3)2.16)

-

Antes de prosseguir, torna-se necessdrio enunciar um importante teorema

que relaciona as distribui¢des de probabilidades normal padrio e qui-quadrado.

Teorema 2: Considere Y e V' duas varidveis aleatérias independentes tal que Y ~

N(0,1) e V ~ x3. Sendo X uma varidvel aleatéria de tal forma que

Y
V/k

)

entdo a varidvel aleatéria X tem distribui¢do ¢ de Student com £ graus de liber-
dade.
Pelo Teorema 2, como Z ~ N (0,1) e U ~ X%n +k—3) S30 independentes,

segue que:

T=—" ~ths) (2.17)

P (=t(a/znik-3) < T < tlajomin-3) =1 —a, (2.18)
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sendo 1 — « o nivel de confianga do intervalo.

De forma equivalente podemos escrever (2.18) da seguinte forma:

T2 < ¢? (2.19)

— Y(a/2;n+k—3)"

e, assim, segue que:

(}70—@0—541(560—53))2 9

< t(a/Q;n+k73)’ (2.20)
2
52 | £ 4 Ly Jlroal
Z (x’L_x)
ou seja,
Y, A o1 1 Zo — )2
(Y()—do—al(mo_j))2_02 +n+n(0)2 (206/2;n+k73) <0.
> (zi — )
1=1
(2.21)

Como o interesse estd na variavel z(, expande-se a primeira parte da ine-
quacdo (2.21), sendo possivel identificar z(p como a Unica incégnita da inequacio

resultante, como segue:

~242
d% g t(a/2 in+k—3)

3 (-2

(w0 — Z)* — 241 (o — bo) (w0 — T)+

o . 1 1
+ <(yo —ao)? =67t <k + n)) <0. (2.22)

A expressao 2.22 trata-se de uma inequacio quadratica da seguinte forma

q(zo — ) = a(zo — )% + 2b(xg — ) + ¢ < 0, onde a, b e ¢ sdo identificados
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na inequagdo 2.22. Se os valores de x( que satisfazem esta desigualdade formam
um intervalo, entdo tem-se um intervalo de 100 (1 — «) % de confianca para z
(GRAYBILL, 1976).

O discriminante dessa fun¢do quadratica é expresso por (2b)? — 4ac =
4(b? — ac). De acordo com Graybill (1976), se b*> — ac é negativo, ento o discri-
minante da fun¢io quadrdtica g(xo — &) € negativo, portanto essa fun¢éo niao pode
ser igual a zero (Figura 1a e 1¢). Nesse caso, hd um intervalo de confianca infinito
e sem utilidade para xp, —0o < xg < oo (Figura 1a) ou ndo existe intervalo de
confianca para xg (Figura 1¢). Sendo assim, é necessdrio analisar desigualdade
(2.22) nos casos em que o discriminante € positivo.

Se b2 —ac da fungio quadritica q(xo — ) é positivo, entio o discriminante
¢ positivo, sendo assim existem duas possibilidades para o intervalo de confianga
de zg (Figura 1b e 1d). Primeiro, se o coeficiente a < 0 (Figura 1b), entdo os
valores de xg formam dois intervalos infinitos, o que também nao € ttil. Por fim,
no caso em que o discriminante € positivo e o coeficiente a > 0, os valores valores
de xp formam um intervalo de confianca finito e util para a estimagéo de x (Figura

1d).
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(@) ®)

© @

Figura 1 Formas gréficas que uma fungdo quadrética pode assumir dependendo do sinal
do discriminante.

Portanto, existe intervalo de confianga para zg resultante de g(x¢ — 7)? <

0, se somente se, a > 0 e b> — ac > 0. Ainda, expandindo b — ac, tem-se :

X 1 1 Jo — Gp)>
b —ac= JQt?a/z»anfs) <k: + > a+ 753/()70) . (2.23)
H n _\2
> (z — )
=1

A partir da expressdo (2.23) pode-se notar que se a > 0, entdo b2 —ac > 0,

5.22

t
ou seja, hd um intervalo para xg se, e somente se, d% — —lo/am¥k=3) >, Simpli-
> (zi—1)°
=1
o _\2
at Y (zi—7)
=1 2

ficando a expressdo, tem-se que ———— >t = F g0 que

caracteriza um teste, de tamanho «, para as hipéteses Hy : ¢y =0 versus Hj :



26

aq 75 0.
Portanto, o procedimento para obter o valor de x(, dado Yy é (GRAYBILL,

1976):

1. Obtém-se a estimativa de xy por meio do estimador de mdxima verossimi-
lhanga, dado por: 29 = 2+ Y‘)&;fm, de onde pode-se obter estimativa pontual

de xg.

Posteriormente, pode-se obter um estimador intervalar para xg da seguinte

maneira:

1. Realiza-se oteste Hy : oy =0 wersus Hj : a1 # 0, onde rejeita-se Hy

n
at > (wi—x)° )
i=1 J—
se, € somente se —=y—— > t(a/2;n+k—3) = F(l;a/g;n+k73).

2. Se a hipétese Hy ndo € rejeitada, assume-se que o modelo € y; = ag + €;.

Portanto, ndo existe intervalo de confianca para xg.

3. Se a hipétese Hy é rejeitada, o limite inferior (L1) e o limite superior (LS

do intervalo de 100 (1 — «) % de confianca para x sdo dados por:

A0 — @ Ol e 1 1 Yo — Y
LI — 7 i « (yo y) . (a/2sn+k—3) ( + > a—+ M’ (224)

a a k n

A (T — i ot .. 1 1 yo — Y
LS — 7 & (Yo — 9) (a/2im+k—3) < ) a+ M (2.25)
a a k n



27

522
em que a = GF — —— /2 tE=S)
Y (@i=2)?

=1
Graybill (1976) afirma que este ndo é um intervalo de 100 (1 — o) % de

confianca para xy, mas que tem o coeficiente de confianga ligeiramente menor que

100 (1 — ) %.

2.1.4 Processo de estimacao inversa quadratica (pontual e intervalar)

Na andlise de regressao existem situagdes em que a relacdo entre a varidvel
dependente Y e a varidvel independente X ndo é adequadamente modelada por
uma linha reta. Em fend6menos onde isso acontece € necessario ajustar um modelo

polinomial, como ilustrado na Figura 2.

25
1

15

10

Regressio polinomial quadrética

—— Regressio linear

00

0.0 02 0.4 06 08 1.0

Figura 2 Situagdo ilustrativa onde a relagdo entre a varidvel dependente Y e a varidvel
independente X ndo é adequadamente modelada por uma linha reta.
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Muitas vezes, o modelo polinomial usado € o de grau dois, denominado
modelo polinomial quadrético. Na regressao polinomial quadrética assume-se que
a relagdo entre a varidvel independente X e a varidvel dependente Y é expressa

por:

yi = Bo + Bizi + Poxi® +e;, com g ~N (0, 02) , (2.26)

emque:=1,2,...,n.

Na forma matricial o modelo (2.26) apresenta-se da seguinte forma:
Y=XB3+e¢ e~ NM(0,Ic?), (2.27)

em que:

Y € um vetor n X 1 cujas componentes correspondem as n observagdes;
X é uma matriz de dimensdo n X 3 denominada matriz de incidéncia;

B é um vetor 3 x 1 cujos elementos sao os pardmetros da regressao;

€ é um vetor de dimens@o n X 1 cujas componentes SA0 0s erros.

Expandindo em termos matriciais tem-se:

Y1 1 x x% €1
|| B
Y2 1 zo x5 €9
=1 . B |+ ] . (2.28)
1))
| Yn | i 1 x, xi ] | en |

Os parametros fg, 51 e B2 da equacdo (2.26) podem ser estimados usando

o método de minimos quadrados ou o método de maxima verossimilhanca. Dessa
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forma, tem-se que o estimador do vetor de parametros Sy, 51 € S2 € dado por:
B =(XTX)'XTY. (2.29)

A variancia desse estimador é:

Var [B] = o*(X™X) ", (2.30)

Baseado nisso, alguns autores como Kirkup e Mulholland (2004) e Oli-

veira e Aguiar (2009) discutiram o problema de calibracio (ou regressdo inversa)
para dados univariados na regressdo polinomial quadratica. Segundo esses auto-
res, uma vez que tenha sido realizado o ajuste do modelo, com o objetivo de obter
o estimador para z( , observa-se k£ > 1 valores de Y para um valor x(y desconhe-
cido. Dado a média %y dos valores observados de Y para um valor xg, o estimador

pontual classico de minimos quadrados de z( € obtido pela equacdo (2.31):

b\~ 452 (o - o)
Fo = . , (2.31)
202

com a raiz sendo positiva quando a funcdo y; € crescente e negativa quando a
funcdo y; € decrescente.

A variancia de Zg pode ser calculada a partir da expansdo em série de
Taylor da equagdo (2.31) em torno do ponto P (S, 51, B2, E(o)). Considerando
a fungdo zg = f (BO, Bl, Bg, o), calcula-se a varilncia, desprezam-se 0s termos

de ordem superior e a correlagdo entre §j e os coeficientes estimados, obtendo-se
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assim a equacdo (2.32) (OLIVEIRA; AGUIAR, 2009):

A 830\ to\> . -
Var(tg) = (&yo) Var(yo) + (8,5’ > Var(Bo) +
0

_l’_

dBo 9B
2
) Cov(B1, Ba),

1
5 <8i0 0%o
dB0 0pa

2
0%y 0Z¢

91 9B

2
> COU(B@, 32) + 2<

em que as varidncias e as covariincias dos parametros sdo obtidas da equagio
(2.30) e a variancia de uma resposta g € estimada pela variancia da regressio. Se

7o € a média de k observacdes dependentes, tem-se:

~2
R o
6o, = - (2.33)

em que
AT
52 YTY -8 XTY'
n—3

(2.34)

Os termos correspondentes as derivadas parciais de Zo em relagdo a cada
um dos parametros da equacgao (2.32) sdo expressos por:

%o _ —! : (2.35)

O[5 48 (o )

A —1+5A/¢32—4@2 Bo —
0% _ 1 _ ( >; (2.36)
061 20

N 5\ 2 2o D20\ >
<Z;O> Var(/3’1)+ (g?) Var(32)+2,5’0<ax0 8%) CO”(60761)+

(2.32)
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dig _ B — \/512 — 40, (30 - @o) B (BO - g()) o
o e By 1~ 452 (o~ 10)
Oy _ = (2.38)

Mo [ 4 (h
\/5% — 452 (ﬁo - Z/o>
Para obter um intervalo de 100(1 — «))% de confianga para uma nova ob-
servagdo xg, o erro padrdo é multiplicado pelo quantil (1 — «//2) da distribuigéo ¢
de Student bicaudal para os graus de liberdade da calibragio (n — 3) (KIRKUP;

MULHOLLAND, 2004). Dessa forma, tem-se os seguintes limites para o inter-

valo:

LI =39—t(1—a/2;n—3)\/Var (o) (2.39)

LS=%g+t(1—a/2;n—3)\/Var (o). (2.40)
2.2 Estatistica Espacial

Segundo Assung¢do (2001), a estatistica espacial € uma drea da estatistica
que estuda metodologias para coleta, descri¢do, visualizacdo e andlise de dados,
associados a posicdes geograficas, que possam ser modelados como processos es-
tocdsticos.

Pode-se entdo, definir a estatistica espacial como um conjunto de métodos
e modelos que usam explicitamente a referéncia espacial (coordenadas), associ-

ada a cada observagdo, para descrever os padrdes existentes nessas observagdes e
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estabelecer, preferencialmente, de forma quantitativa, os relacionamentos entre as
diversas varidveis geograficas envolvidas na andlise.

Conforme Bailey et al. (1995), Cressie (1991) e Camara et al. (2004), a
andlise estatistica espacial considera, entre outros, trés tipos bdsicos de observa-
coes geogréficas. Sdo eles: configuracoes pontuais, superficies continuas e dreas

com contagens e taxas agregadas (lattice).

o Configuracées pontuais: sao fendmenos expressos por meio de ocorréncias
identificadas como pontos localizados no espaco. Exemplo desses tipos de
fendmenos sio a localizacdo de casos de uma doenga em uma regido geo-

gréfica e a localizag@o de individuos de uma determinada espécie.

o Superficies continuas (Geoestatistica): sdo fendmenos que se distribuem
continuamente em uma regido. Usualmente, esse tipo de observagdo € re-
sultante de levantamento de fendmenos naturais. Exemplos desse tipo de
fendmeno sdo as medidas de concentragdo de um elemento quimico no solo,

medidas de precipitacdo e de temperatura.

e Areas com contagens e taxas agregadas (lattice): sio fendmenos associados
aos dados de levantamentos populacionais, como censos, e que originaria-
mente referem-se a individuos localizados em dreas especificas no espaco.
Normalmente, esses dados sdo agregados em unidades de andlises, usual-
mente delimitadas por poligonos fechados, tais como setores censitarios,
municipios e microrregides. Um exemplo desse tipo de fendmeno pode ser

a contagem do nimero de pessoas portadoras do virus HIV por municipio.

Para Guimardes (2004), a incorporagdo da informacao espacial nos dados
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pode complementar a andlise cldssica destes, uma vez que, na andlise cldssica em
geral, as realizacOes das varidveis aleatdrias sao independentes. Logo, observagdes
vizinhas nio sofrem influéncia umas das outras, o que ndo acontece na andlise
espacial, pois esta considera, em suas estimagdes, as correlacdes existentes entre
as observagdes.

Em cada um do tipos de observacdes geogrificas existe o interesse em
se obter alguma estatistica que quantifique a medida de dependéncia espacial do
conjunto de dados. Para cada um dos trés tipos bésicos de observacdes geogrifi-
cas citados existem diferentes métodos estatisticos para analisd-los considerando a

dependéncia espacial. Neste trabalho, o enfoque estd na andlise de dados de area.

2.3 Analise de dados de area

Segundo Assung¢do (2001), andlise de dados de 4rea associa o mapa geo-
gréfico de umaregido 12 auma base de dados. Esse mapa é dividido em sub-regides
A;,comi = 1,2, ...,n, de forma que Lnj A; =ReA;NAj =0,sei # j, qualquer

i=1
que seja a forma de A; e de R. Essasl divisdes geograficas que resultam nas dreas
sdo, em geral, de cardter politico e geofisico, geralmente caracterizadas por bair-
ros, municipios, estados ou setores censitarios. Em dados de area, ndo se conhece
a localizacdo exata do evento. Dessa forma a andlise € feita no valor agregado a
cada 4rea do estudo procurando-se identificar padrdes espaciais de distribuicao nos
valores observados.

A forma inicial de apresentacdo de dados de dreas € o uso de mapas co-
loridos do fendmeno de interesse na regido. Se houver padrdo espacial, espera-se
encontrar padrdes ou cores parecidas geograficamente proximas, como mostrado

na Figura 3.
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Figura 3 Mapa para ilustrar a apresentagéio de um mapa da drea R.

As técnicas de andlise de dados de area foram desenvolvidas para ten-
tar identificar regides onde a distribuicdo dos valores possa apresentar um padrio
especifico associado a sua localizagdo espacial. A informacdo que se busca € o
quanto o valor de uma varidvel em uma determinada drea assemelha-se com os va-
lores da mesma varidvel localizada em sua vizinhanga préxima e o quanto € similar

ou dissimilar aos valores de sua vizinhanga distante (SILVA et al., 2011).

2.4 Analise de autocorrelacio espacial

Para Cliff & Ord (1981), a autocorrelagdo espacial pode ser entendida
como a tendéncia a que o valor de uma varidvel associada a uma determinada
localizacdo assemelha-se mais aos valores de suas observagdes vizinhas do que ao
restante das localizacdes do conjunto amostral.

A presenca de autocorrelacdo espacial evidencia a existéncia de dependén-
cia espacial, que é um conceito de extrema importincia para a compreensiao dos

fendmenos espaciais. Nesse contexto, para contabilizar a presenga de dependéncia
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espacial, segundo Waller & Gotway (2004), na andlise de dados de area, o grau
de dependéncia espacial ou similaridade é avaliado por meio da autocorrelacio
espacial. Essa avaliacdo pode ser feita utilizando varias estatisicas como: indice
de Moran (Bailey & Gatrell, 1995), estatisticas Gi e Gi* (Getis & Ord, 1992), in-
dice de Geary (Rosenberg et al., 1999), dentre outras. Essas técnicas possibilitam
estimar o quanto o valor observado de uma varidvel aleatéria em uma determi-
nada localizacdo ¢ dependente dos valores desta mesma varidvel nas localizacdes
vizinhas. Destaca-se como metodologia muito difundida em estudos envolvendo
andlise de dados de drea o indice de Moran. A aplicacdo desse indice depende
da defini¢do de uma matriz de vizinhanga ou matriz de proximidade espacial. A
matriz de vizinhanga espacial e o indice de Moran estdo apresentados, respectiva-

mente, nas duas préximas segoes.

2.5 Matriz de vizinhanca espacial

A matriz de vizinhanga espacial € um dos componentes presentes na esti-
macao da variabilidade espacial de dados de drea. Também conhecida como matriz
de proximidade espacial, ela é definida de vérias formas na literatura. Segundo As-
sunc¢do (2001), Camara et al. (2004) e Collins, Babyak e Moloney (2006), dado
um conjunto de n dreas {41, Ao, ..., A, } constréi-se a matriz de vizinhanga espa-
cial W (n x n), onde cada elemento w;; representa uma medida de proximidade
entre A; e A;. Waller & Gotway (2004) apresentam trés diferentes critérios que
podem ser usados na constru¢do da matriz W. Sao eles:

a) wi; = 1, se o centréide de A; estd a uma determinada distancia do
centréide de A;, caso contrdrio w;; = 0;

b) w;; = 1, se A; compartilha um lado comum com A;, caso contrario
wij = 0;

¢) wi; = l;j/1;, em que [;; é o comprimento da fronteira entre A; e A; e l;
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€ o perimetro de A;.

Uma das formas comumente empregadas para a constru¢ido da matriz W
consiste em adotar o citério (b). Nesse critério, a diagonal principal da matriz W
possui todos os elementos iguais a zero, por defini¢do. O elemento w;; da matriz
assume o valor w;; = 1, caso os poligonos 7 € j sejam vizinhos, ou seja, fagam
fronteira e w;; = 0, caso 4 € j ndo sejam vizinhos. A seguir serd dado um exemplo

de matriz de vizinhancga espacial. Seja a regido apresentada na Figura 4.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Figura4 Regido hipotética utilizada como exemplo para a construgéio de uma matriz de
vizinhanga espacial.

Usando a parcela 4 como referéncia, tem-se que as parcelas 1, 5 e 7 seriam
consideradas vizinhas e na matriz de vizinhanca W os elementos wy1, wys € way
receberiam o valor 1. J4 os demais elementos wy; (i = 2, 3,4, 6,8,9) receberiam
o valor 0, pois ndo sdo vizinhas da parcela 4. Agora, tomando como referéncia a
parcela 5, seriam vizinhas de 5 as parcelas 2, 4, 6 e 8. Portanto, reberiam o valor 1
os elementos ws2, W54, Wse € wss € 0 0s elementos ws; (i = 1,3,5,7,9). Assim, a
matriz de vizinhanga espacial W dessa regido hipotética, utilizando o critério (b),

¢ dada por:



37

-0 1 01 00000-
101010000
01 00010O0O00O0
100010100
W=]10101010T10
001010001
0001O0O0O0T1TFQO0
0000101001
000O0O0O1O0T10

A matriz W, com elementos O e 1, é conhecida como matriz de vizinhanga
ndo normalizada. Alguns autores tais como Cressie (1991), Druck et al. (2004) e
Waller & Gotway (2004), para facilitar o processamento computacional de indica-
dores como o indice de Moran, recomendam a normalizacdo das linhas da matriz
W dividindo cada elemento da matriz pela soma total da linha e assim, obtém-se
a soma dos pesos de cada linha igual a 1. Essa nova matriz W¥*, designada de
matriz normalizada, possui todas as linhas com a soma igual a 1. Por sua vez,
a matriz W original € simétrica, o que ndo acontece para a matriz W* (YWATA;

ALBUQUERQUE, 2011).

2.6 Indice de Moran

Moran (1948) propds uma medida para avaliar o grau de autocorrelacio de
variaveis espacialmente referenciadas. Essa medida, conhecida como coeficiente
ou indice de Moran, pode ser calculada comparando-se os pares adjacentes das
observagdes com o seu desvio em relagdo a média das observacdes, utilizando,

segundo Waller e Gotway (2004), a seguinte férmula:
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n n _ _
L Tus M-V (5-Y)
o 1=1 j3=
I=—— - — , (2.41)
> wij > (Yi-Y)
i=1 j=1 i=1
em que:
n € o numero de 4reas ou de observacoes;
Y; € a variavel aleatoria na area i;
Y; € a varidvel aleatoria na érea j;
n
> Y

i=1
n

Y a média amostral da varidvel aleatéria em toda regido, dada por Y =
wj; sdo os elementos da matriz de proximidade espacial.

Os valores do coeficiente de Moran podem ser positivos, assim como, ne-
gativos, podendo assumir qualquer valor no conjunto dos nimeros reais (WAL-
LER; GOTWAY, 2004). Porém, o mais comum sio valores dentro do intervalo
[—1,1]. Segundo Plant (2012), quando existe homogeneidade entre as parcelas
préximas, o indice I tende a ser positivo, enquanto que se as parcelas proximas
forem dissimilares, o coeficiente tende a ser negativo. Um valor préximo de zero
indica auséncia de autocorrelacdo espacial.

Calculado o indice de Moran, € necessario estabelecer a sua validade sub-
metendo tal valor a um teste de significancia, ou seja, é preciso verificar se os
valores encontrados representam correlacdo espacial significativa ou ndo. Para
avaliar a significancia do indice é preciso associd-lo a uma distribui¢do amostral.
Segundo Cliff e Ord (1981), o mais comum € associar esse indice a distribui¢do
normal. Sob a suposicdo de normalidade, o valor esperado da estatistica de Moran

na auséncia de autocorrelacdo espacial € dado por:

E[ll=—-—— (2.42)



39

e a variancia é expressa por:

Var[l] = (2.43)

n—1

M&—m$+w&_<1 y
(n—1) (n+ 1) Sp? ’

N[

n
1=

n n
(wij +wji)?, So =3 (Wit + wyj),
=1 =1

n n

emque: Sop = > Y wj, S1 =
i=1 j=1 1j
n

n
sendo Wi4 = Z Wij € Wy = Z Wiy -
j=1 i=1

A significincia da estatistica de Moran pode ser avaliada por meio da es-

tatistica teste expressa por:

. _1-E[
VVar[l]

O valor de z obtido na equagdo 2.44, corresponde a um quantil da distri-

(2.44)

bui¢do normal padronizada, que estd associado a um valor-p. O indice de Moran
serd considerado significativo se o valor-p for inferior ao valor nominal de signifi-
cancia pré-definido.

Segundo Anselin (2005), Waller e Gotway (2004) e Ywata & Alburquer-
que (2011), a presenca da dependéncia espacial nos residuos pode ser analisada
calculando a estatistica de Moran dos residuos no modelo Gauss-Markov ordiné-

rio conforme a equagdo seguinte:

Ires =

T
““my (2.45)

z [
non uTu
Do D Wi
i=1 j=1

em que u representa o vetor de residuos obtidos no ajuste do modelo de regressao
linear simples, W € a matriz de vizinhanga, w;; sd0 os elementos da matriz de
vizinhanca e n é o nimero de 4reas da regido em estudo.

O indice de Moran dos residuos segue uma distribuicdo normal assint6-

tica com média e varidncia dadas pelas equacdes (2.46) e (2.47), respectivamente
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(CLIFF & ORD, 1981):

E(lres) = [trqi‘nfw)] (2.46)
PNTAE
2
. tr (MW(MW)T) T ((MW)2) + (tr(MW))? ;
Var [Lies) = | - - —p12) — [E(Ires)]” | s
PR

(2.47)
em que M = I, — X(XTX) !XT ¢ matriz de projedo, com I, sendo a matriz
identidade.

A partir da estatistica /s, pode-se construir um teste para a hipétese nula
de presenca de independéncia espacial. Por sua vez, a rejeicdo da hipdtese nula
implica evidéncias da existéncia de dependéncia espacial no modelo. A estatistica
de Moran € assintoticamente distribuida e é representada pela seguinte equagao:

Ires — E [Ires]

== = 248
‘ Var [Ies] ( )

O valor de z obtido na equacdo (2.48), corresponde a um quantil da distri-
buicdo normal padronizada, que estd associado a um valor-p. O indice de Moran
serd considerado significativo se o valor-p for inferior ao valor nominal de signifi-

cancia pré-definido.
2.7 Modelos autorregressivos

Dado um conjunto de regides geogréficas, as observagdes coletadas em

regides mais proximas geralmente tendem a ter caracteristicas similares, em com-
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paracdo com regides distantes. Do ponto de vista estatistico, este fendmeno € atri-
buido ao fato da autocorrelag@o entre as observacdes recolhidas em regides mais
préximas ser mais elevada do que as regides que estdo distantes. Assim, este pro-
cesso espacial observado ao longo de uma rede ou de um conjunto de regides, ge-
ralmente é modelado usando modelos autorregressivos (KYUNG; GHOSH, 2010).

Segundo Cressie (1991), os modelos autorregressivos assumem que a res-
posta Y de cada lugar € uma funcdo nao sé da varidvel explicativa nesse local, mas
também dos valores das respostas dos vizinhos, isto &, a estrutura autorregressiva
dos modelos requer uma defini¢do de dados de vizinhanca.

Os dois modelos mais comumente utilizados na andlise de regressdo de
dados com dependéncia espacial, sdo: Simultaneous Autoregressive Model (SAR)
e Spatial Error Model (SEM), esse segundo também conhecido como Conditional
Autoregressive Model (CAR). Ambas abordagens relacionam os dados de um de-
terminado local com uma combinag@o linear de valores vizinhos, que representam
a estrutura autorregressiva (COLLINS; BABYAK; MOLONEY, 2006).

Camara et al. (2002) salientam que, na prética, a distin¢do entre os dois
tipos de modelos de regressao espacial com parametros globais € dificil, pois, ape-
sar da diferenca nas suas motivagdes, eles sdo muito préximos em termos formais.
No entanto, o modelo CAR ¢ utilizado quando o residuo resultante de um modelo
de regressdo convencional possui dependéncia espacial, constatada pelo estatistica
de Moran. Outros fatores que corroboram a utilizacdo desse modelo sdo a au-
séncia de varidveis explicativas ou varidveis ndo-observaveis, erros de medida e
heterocedasticidade.

A seguir, é apresentada uma descri¢do desses dois modelos e do processo
de estimacdo desses parametros. Nesta tese, a calibracdo espacial serd abordada

utilizando-se o modelo autorregressivo condicional CAR.
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2.8 Modelo espacial autorregressivo - SAR

O modelo SAR assume que o processo autorregressivo € dado pela varid-
vel resposta (autocorrelacio espacial inerente). Este inclui o termo pW que € um
vetor de lags espaciais para modelar a autocorrelagdo espacial na varidvel resposta

Y. O modelo pode ser representado da seguinte forma (ANSELIN, 1999):
Y =X8+ pWY +¢, (2.49)

em que:

Y é um vetor n x 1 dos valores observados;

X € uma matriz n X p de incidéncia das varidveis explicativas;

5 é um vetor p x 1 dos pardmetros;

p € o coeficiente espacial autorregressivo;

W € a matriz de proximidade espacial;

€ é um vetor n x 1 de erros aleatérios inerentes a cada observacio que seguem um
distribuicdo normal com média zero e variincia constante, € ~ N (0, I 02).

A ideia béasica no modelo (2.49) € incorporar a autocorrelacio espacial
como componente do modelo e é utilizado quando se deseja explicar a varidvel
dependente Y a partir dela mesma e de outras varidveis explicativas. Porém, o
fato de Y depender dos seus proprios lags Y espaciais pode implicar que também
dependa dos lags espaciais do vetor de covaridveis, incorrendo no problema de re-
flexao (reflexion problem), apontado por Manski (1993). A consequéncia pratica é
que a inclusdo de lags espaciais do vetor de covaridveis pode ocasionar uma matriz
de delineamento X com alto grau de multicolinearidade (Y WATA; ALBUQUER-
QUE, 2011).
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2.8.1 Estimacao dos parametros do modelo SAR

A estimacdo dos pardmetros no modelo SAR via minimos quadrados or-
dindrios produz estimativas inconsistentes. Sendo assim, pode-se utilizar méxima
verossimilhanga para essa estimacdo, a partir da hipétese de que o vetor de residuos
€ possui distribui¢ao normal multivariada com média nula e matriz de covariancias
021 (YWATA; ALBUQUERQUE, 2011). Pode-se entio escrever o modelo (2.49)
da seguinte forma (ANSELIN, 1999):

Y =(I—pW) ' XB+ (I —pW) e, (2.50)

em que o vetor de varidveis observadas Y possui distribuicdo (condicional a X)

normal multivariada, com média condicional:
E[Y]=U—-pW)'Xp (2.51)
e matriz de varidncia condicional dada por:
2 -1 117
VAR(Y) = 02(I — pW) [(I — W) } . (2.52)

Assim, segundo Anselin (1999), Militino, Ugarte e Reinaldos (2004) e Plant (2012),
a fungdo de log-verossimilhanga In L (p, 3, 0?) do modelo SAR ¢ definida como:
L (p,B,0%|X,Y) = —g In (270%) +In (I — pW) —

(2}‘2) (v = X5 — pWY)' (¥ = XB— pWY).

Por fim, para obter os estimadores dos pardmetros do modelos SAR usando
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o método de méxima verossimilhancga, deriva-se a (2.53) em relag@o aos parame-
tros e iguala-se a zero, resolvendo o sistema de equagdes resultantes.
Segundo Ord (1975), a estimagao por maxima verossimilhanga de um mo-

delo espacial autorregressivo consiste em explorar a decomposi¢do do Jacobiano

J = ‘g—; = |I — pW| em termos de autovalores 7; da matriz W. Dessa forma:
J= | - pw) =1 - (1 - pyi) (2.53)
= |—| = 1IN —_ = 1n —_ : .
oYy p 1. PYi)|

=1

em que y; sdo os autovalores da matriz . Da equagdo (2.53) obtém-se um polind-
mio que ndo possui solugdo tnica. Portanto, o parametro p na equacgéo é estimado
por métodos iterativos, usando métodos de aproximacgdo numérica como o algo-

ritmo de Newton-Raphson ou de Gauss-Newton.

2.8.2 [Estimacao espacial inversa via modelo SAR

Em seu trabalho, Cordeiro (2015), baseado no método de Graybill e uti-
lizando o modelo autorregressivo SAR, propds um estimador pontual e intervalar
para o valor xg desconhecido considerando a dependéncia espacial dos dados. Para
incorporar a dependéncia espacial considerou-se o modelo autorregressivo SAR

com uma Unica varidvel independente, dado por:

Y =XB+pWY +¢, (2.54)

em que Y € um vetor de varidveis dependentes, X € uma matriz de varidveis in-
dependentes, 5 é um vetor de pardmetros, p € um coeficiente espacial autorregres-
sivo, W € uma matriz de proximidade espacial e € é um vetor de erros aleatdrios

ndo correlacionados que seguem uma distribui¢do normal com média zero e vari-
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ancia comum. Para a construcio do estimadores espaciais inversos, os paraimetros
do modelo (2.54) foram estimados por meio da méxima verossimilhanca, a partir
da hipétese de que o vetor de residuos € possui distribui¢do normal multivariada
com média zero e matriz de covariancias o21.

O estimador pontual da varidvel independente desconhecida =, em fungdo

de yo, é dado pela seguinte expressio:

Yo —p(WooYo +WocYe) — Bo
B B ’

Zo

(2.55)

em que hd uma parti¢do no vetor de varidveis dependentes Y e na matriz de proxi-
midade espacial W, sendo que Y, € o vetor correspondente as unidades da amostra
onde os valores de Y e X sdo conhecidos, Yy € o vetor correspondente as unidades
onde os valores de X ndo sdo conhecidos, Wy, a matriz de proximidade espa-
cial correspondente a estrutura de vizinhanca entre as unidades ndo pertencentes
a amostra e as unidades pertencentes a amostra, e Wyg correspondente a estrutura
de vizinhanca entre as unidades ndo pertencentes a amostra. Maiores detalhes so-
bre o estimador (2.55) e sobre o estimador intervalar podem ser encontrados em

Cordeiro (2015).
2.9 Modelo autorregressivo condicional - CAR

O modelo CAR assume que o processo autorregressivo € encontrado no
termo referente ao erro, a dependéncia espacial ocorre a partir dos erros. Segundo
Diniz Filho et al. (2003), isso € mais realista se a autocorrelacdo espacial ndo é
totalmente explicada pela inclusio de varidveis explicativas (dependéncia espacial
induzida), como exemplo, se uma varidvel explicativa espacialmente estruturada

ndo foi considerada. Nesse caso, os efeitos da autocorrelagdo espacial sdo associ-
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ados ao termo do erro espacial e o modelo CAR tem a seguinte especificagao:

Y = XB+u, (2.56)

em que:

Y € um vetor n x 1 dos valores observados da varidvel dependente;
X ¢ uma matriz n X p de incidéncia das varidveis explicativas;

5 é um vetor p x 1 dos pardmetros;

u é um vetor n X 1 de erros espacialmente dependentes;

Os erros da equagdo (2.56) apresenta a seguinte estrutura autorregressiva:

u=AWu+-e, (2.57)

em que:

A € um pardmetro espacial autorregressivo;

W é a matriz de vizinhanca espacial;

u & o vetor n X 1 do erro espacialmente dependente;

€ € um vetor n X 1 dos erros inerentes a cada observagao.

O vetor de residuos € possui distribuicdo normal multivariada, com média
nula e matriz de covaridncias o21. O coeficiente escalar \ indica a intensidade da
autocorrelacdo espacial entre os residuos obtidos no ajuste do modelo de regres-
sdo linear simples, ou seja, esse parametro mensura o efeito médio dos erros dos
vizinhos em relacdo ao residuo da regido em estudo.

Em termos de componentes individuais, 0 modelo CAR pode ser expresso
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por:
p n
yi=Bo+ Y xibi+A[ D wiu | +ei (2.58)
i=1 j=1

Em contraposi¢do ao modelo SAR, nos modelos CAR a autocorrelagdo
espacial aparece nos termos do erro, de forma que a varidvel resposta ndo se apre-
senta como funcdo direta dos seus vizinhos. Outra diferenca e uma vantagem do
modelo CAR em relagio aos modelos SAR é que os coeficientes no vetor 8 podem

ser estimados consistentemente via minimos quadrados ordindrios.

2.9.1 Estimacao dos parametros do modelo CAR

Os pardmetros do modelo espacial CAR podem ser estimados pelos mé-
todos de Minimos Quadrados Ordindrios ou Generalizados e pelo método da Ma-
xima Verossimilhanca. O processo de estimagdo utilizando esses métodos sdo

descritos e discutidos a seguir.

2.9.1.1 Estimacao pelo método dos minimos quadrados ordinarios

Segundo Ywata e Albuquerque (2011), os coeficientes no vetor 3 podem
ser estimados de uma forma consistente utilizando minimos quadrados ordinérios

(ordinary least squares-OLS), obtendo-se

Bois = (XTX) ' XTY. (2.59)
Porém, a matriz de covariincia das estimativas de Bols nio serd o2 (X Tx )71,

devido aos erros correlacionados. Sendo assim, matriz de covariincia de (5,5 €

dada por:
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Var [Bozs} — [xTx] [xTo'x] 7 [XTX], (2.60)

T
em que 2 = Varu] = o?(I — A\W)~! [(I - )\W)fl} = 0%0. Essa matriz

2 e, segundo Ywata

Q) depende do coeficiente autorregressivo A e da variancia o
e Albunquerque (2011), as estimativas desses dois parametros podem ser obtidas
consistentemente a partir da estimag@o de um modelo SAR sem varidveis exdge-
nas, via maxima verossimilhanga, para os residuos & = Y — X Bols, dado por

@ = AWa. Com as estimativas A e 62 obtém-se o estimador para a matriz de

covariancia de [3,;s, dada por:

Var [Bols} = [xTX] {XTQ_lX}_l [XTX], 2.61)

~ ~ N —11T
onde ) = 62(1 — AW)~! [(I —AW) }

2.9.1.2 Estimacao pelo método dos minimos quadrados generalizados

Modelos lineares com varidveis exdgenas e residuos correlacionados, como
o modelo CAR, podem ter os pardmetros estimados utilizando-se estimadores de
minimos quadrados ordindrios de forma consistente, mas nao eficiente. Portanto,
existem outros estimadores lineares que produzem varidncias menores (Y WATA;
ALBUQUERQUE, 2011).

Para o modelo CAR, o estimador linear com variancia minima é o estima-
dor de minimos quadrados generalizados (generalized least squares - GLS), dado

por:

Bas = [XTO'X] 7 [XTO Y], (2.62)
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A matriz © ndo é conhecida, uma vez que ela depende do parimetro des-
conhecido A. Utiliza-se entéo o estimador de minimos quadrados generalizados
exequiveis (feasible generalized least squares - FGLS), para o qual os erros das
estimativas de minimos quadrados ordindrios sdo utilizados para obter uma es-
timativa consistente da matriz de covariancia ). Assim, o estimador pode ser

EXpresso como:

Bigls = [XT(Q)*XT1 [XTé)‘lY} , (2.63)

em que © = (I — AW)~! [(I - XW)_l}T, sendo \ estimador de méxima ve-
rossimilhanga do modelo SAR sem varidveis exdgenas, a partir dos residuos & =
Y — XBos.

Portanto, uma alternativa para a estimacdo dos parametros do modelo
CAR por meio de minimos quadrados é dada pelos seguintes passos (YWATA;
ALBUQUERQUE, 2011):

. . .. . . A -1
1) Obter a estimativa de minimos quadrados ordindrios By;s = (X Tx ) XTy;
i1) Calcular os residuos & = Y — X Bois:

2

i91) Estimar os pardmetros A e o, via mdxima verossimilhanga, para o

modelo SAR em 4 , &t = AW 4 + e, como descrito posteriormente;
~ ~ ~ 11T
iv) Calcular a estimativa © = (I — A\W)~! [(I —AW) ] ;
~ ~ -1 o
v) Obter a estimativa Bfgs = [XT(%”X] [XT@”Y} :

vi) Obter a estimativa para a matriz de covaridncia de /3’ fgls, Var [[3 fql S} =
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XTO1X| -

O processo para se obter a estimativa final para o vetor 5 ndo deve ser
interrompido no passo (v), pois uma vez obtida uma estimativa B t41s» pode-se obter
um novo vetor t = Y — X B tqls- Para este novo vetor i, estimam-se novamente
os parAmetros \ e o2, repetindo-se em seguida (iv) e (v). Este processo deve ser
efetuado repetidamente até que os valores no vetor /3 tqls atinjam a convergéncia,

finalizando, entdo, as estimacdes com 0 passo (v).

Estimaciio dos parametros \ e o2 via maxima verossimilhanca do modelo

SAR simples

Considerando o modelo SAR v = AWwu + e no item ¢ do algoritmo

descrito anteriormente, tem-se que e = Bu, onde:

B=1-\W. (2.64)

Dado que e ~ N (O, ol ), a funcdo de log-verossimilhanga para \ e o2 é repre-

sentada pela equacdo

BB
InL(), 0%) = — (%) In (2702) +In |B| — % (2.65)
em que |B| € o Jacobiano da transformagdo de e para y dado por J = g—;

1T — AW,

Segundo Ord (1975), de (2.65) obtém-se os estimadores de mdxima veros-
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similhanca

52 = n"'u" BT Bu, (2.66)

e A sendo o valor de que maximiza
£(A,6%) = const — S n (6%B72/"). (2.67)

Nessa forma, B € um polindmio de ordem n, onde A é estimado por mé-
todos iterativos. A forma explicita desses polindmios é conhecido para algumas
configuragdes regulares de pontos de amostragem, mas a avaliacdo de A torna-se
muito demorada (mesmo computacionalmente) quando n nao é pequeno.

A dificuldade da andlise do Jacobiano |B| = |I — AW| pode ser minimi-
zada utilizando-se os autovalores 71, ...., Y, da matriz W. Decompondo |B| em

termos desses autovalores tem-se que:

n

1B =] (1= ). (2.68)

i=1
A vantagem de (2.68) € que os autovalores sdo determinados apenas uma
vez, entdo a estimativa de A € o valor de A que minimiza

n -2/n
{H (1- )\%)} (" — 22 g + Nujur), (2.69)
=1

onde u;, = Wu.
A obtengdo de X é feita utilizando-se métodos computacionais, onde o
tempo envolvido no processo depende do tamanho de n. Um procedimento com-

putacional para tal fim é descrito no Apéndice A.
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2.9.1.3 Estimacio pelo método da maxima verossimilhanca

Combinando-se as equagdes (2.56) e (2.57) obtém-se:

Y = XB 4 (I - W) e, (2.70)

em que ¢ possui distribuicdo normal com média zero e covaridncia Io2. Dessa
forma, o vetor da varidvel resposta Y possui distribuicdo normal multivariada com

média condicional igual a

E[Y|X] = X8, 2.71)

e matriz de variancia condicional

VAR[Y|X] = o2(I — \W)~! [(I - AW)—l]T — 020, (272)

Partindo-se da distribui¢do de Y obtém-se a funcio de log-verossimilhanga condi-

cional da seguinte forma (LESAGE; PACE, 2009):

ETE

n
InL(X, 0% B|X,Y) = — (5) In (270°) + I |1 = AW| = .

(2.73)

sendoe = (I — A\W) (Y — Xp3).
Maximizando-se a fungdo (2.73) em relagdo aos pardmetros do modelo,
encontram-se as estimativas para os coeficientes e para a variancia dos residuos.
Os estimadores dos parametros e variancia do erro sdo obtidos pelo pro-
cesso de derivagdo da equacgdo (2.73) em relagdo a cada um desses parametros e

resolucdo dos sistemas de equacdes geradas por esse procedimento.
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Dessa forma, como mostra Ord (1975) e Anselin (1988), o estimador de

maxima verossimilhanca para (3 é
A -1
= (X*TX*> Xy (2.74)

em que X e Y podem ser escritoscomo X* = (I — A\W)XeY* = (I — A\W)Y.

A variancia desse estimador é

Var [ﬁ] = o2, {XT(I AT (1= ) x| (2.75)

Derivando-se (2.73) em relagdo ao parimetro o2 obtém-se o estimador da
varidncia residual dado por:
o (=AW (Y = XB)T [ = AW) (Y — XP)]

62 = : (2.76)
n

Calculando a esperanga desse estimador, tem-se que

E[6*] = E

(1= AW) (Y — XB)|T [(T — AW) (Y — Xﬂ)]]

= LB[I W) (v XB)T L AW (¥~ XB)]

n

_ 17
= nE[z-:a]

= B[SQRes @.77)

Este resultado mostra que a estimativa (2.76) para 62 é viesada. Na cons-
trucdo de um estimador intervalar para xg, na regressdo espacial inversa, é ne-

cessdrio um valor ndo viesado para o2. Dessa forma, segundo Anselin (1988) é
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sugerido a utilizagdo do seguinte estimador ndo viesado

SQRes
52 = 278
= 26r(S) + tr(STS)’ (2.78)

sendo § = AW + H (I — AW), com H = X (XTX) 7' X7
3 MATERIAL E METODOS

Neste trabalho, o problema da regressdo espacial inversa ou calibragio es-
pacial é abordado propondo-se um estimador pontual e um estimador intervalar
para um valor xy desconhecido da varidvel independente X. Para a construcéo
desses estimadores considerou-se o modelo de regressao espacial com parametros
globais, conhecido como "modelo do erro espacial”, também chamado de "condi-
tional autoregressive model (CAR)"ou "spatial error model (SEM)"ou ainda.

A implementacdo computacional desses estimadores, bem como os cél-
culos e andlises estatisticas, foram realizados utilizando funcdes desenvolvidas e
funcdes ja existentes em bibliotecas do software R (R CORE TEAM, 2016).

Nas proximas secdes deste capitulo estdo apresentadas as etapas para a

construcio dos estimadores propostos.
3.1 Ajuste e estimacio dos parametros do modelo CAR

O processo de andlise espacial para dados de area inclui duas etapas: ana-
lise exploratdria e modelagem.

A andlise exploratdria permite descrever as distribui¢des das varidveis e a
existéncia de dependéncia espacial das mesmas para que seja possivel a tomada de
decisdo sobre qual modelo serd ajustado. Portanto, foram calculadas estatisticas

descritivas cldssicas das varidveis buscando entender a distribuicao das mesmas, e
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o indice de Moran nas varidveis e nos residuos para detectar a presenca de depen-
déncia espacial nesses componentes.

Feita a analise exploratoria, para modelar a dependéncia espacial ajustou-
se 0 modelo CAR considerando uma varidvel dependente e uma unica varidvel
independente, por meio dos métodos de minimos quadrados generalizados exequi-
veis ou mixima verossimihanga.

A matriz de vizinhanca espacial W necessdria nas duas etapas de andlise
exploratéria e modelagem foi construida adotando-se o seguinte o critério: se A;
compartilha um lado comum com A; entdo w;; = 1, caso contrdrio w;; = 0.
Em seguida, a matriz W foi normalizada conforme € citado na secio (2.5). Por
fim, para uma notagdo mais leve nos cédlculos feitos e expressos na obtencao dos

estimadores, denota-se a matriz normalizada apenas por W.

3.2 Construcio dos estimadores pontual e intervalar

As equacdes de estimagao pontual foram desenvolvidas com base na abor-
dagem cldssica apresentada na se¢@o 2.1.1. Para essa abordagem considerou-se a
regressdo de Y em funcdo de X , considerando o modelo CAR com uma dnica
variavel independente, caracterizando uma regressdo simples.

O estimador intervalar foi obtido por meio da metodologia proposta por
Graybill (1976), conforme a se¢do 2.1.13. Para isso, assim como em Kato (2008)
e Thomas-Agnan (2013) fizeram em seus trabalhos sobre predi¢do utilizando mo-
delos espacias, considerou-se dois tipos dreas: o primeiro formado pelas unidades
observadas pertencentes a amostra utilizada na estimagdo do modelo e o segundo

por aquelas que ndo pertencem a essa amostra.
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3.3 Aplicacao dos estimadores

A metodologia desenvolvida foi aplicada aos dados descritos por Anse-
lin (1988) e que estdo disponiveis na biblioteca "spdep"do software R (R CORE
TEAM, 2016).

4 RESULTADOS METODOLOGICOS

Neste capitulo é apresentado o processo metodolégico proposto para a

obtencdo dos estimadores propostos.

4.1 Estimador pontual do valor desconhecido z( da variavel independente
X

Na estimacgdo de xg relaciona-se dois tipos de unidades: as unidades ob-
servadas pertencentes a amostra utilizada na estimagdo do modelo com as que ndo
pertencem a essa amostra. As unidades observadas pertencentes a amostra sdo as
n dreas que s@o usadas na estimacdo do modelo de regressdo espacial, onde se
conhecem os valores da varidvel dependente Y, denotada por Y., e da varidvel in-
dependente X, denotada por X .. As unidades que nfo pertencem a amostra sao as
k areas onde nio se conhece os valores da varidvel independente, denotada por Xy,
mas os valores da varidvel dependente, denotada por Y, sdo conhecidos. Dessa
forma os vetores das varidveis dependente e independente sdo particionados, res-
pectivamente, em Y = (Y, Yy) e X = (X, Xy). Da mesma forma, particiona-se

a matriz de vizinhanca espacial da seguinte forma:

ch WCO
W= , 4.1

Woe | Woo
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em que:

W, € uma matriz n X n correspondente a estrutura de vizinhanga das uni-

dades pertencentes a amostra;

o W, é uma matriz n X k correspondente a estrutura de vizinhanga entre as

unidades pertencentes a amostra e as unidades ndo pertencentes a amostra;

o Wy, é uma matriz k X n correspondente a estrutura de vizinhanga entre as

unidades ndo pertencentes a amostra e as unidades pertencentes a amostra;

o Wyo € uma matriz k£ x k correspondente a estrutura de vizinhanga entre as

unidades nlo pertencentes a amostra.

As dreas sombreadas na Figura 5 sdo unidades que ndo sdo utilizadas na
fase de estimacdo e ajuste do modelo, ou seja, ndo sdo usadas na estimacdo dos
parametros. No entanto sio utilizadas na fase de estimagdo do valor g da varidvel

independente X.
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~
o X.Y conhecidos
#® X desconhecido e Y conhecido
0 Unidades pertencentes a amostra
B Unidades ndo pertencentes a4 amostra
. v

Figura5 Caracterizagiio do problema de estimacdo de um valor desconhecido da va-
ridvel independente.

O modelo CAR na forma matricial é escrito da seguinte forma:

Y =XB+ \Wu +e¢, 4.2)

e considerando a forma particionada, tem-se que:

Y. 1 X, Wee | Wen U, €
c _ c 60 A cc c i c L (43)

Yo 1 Xo ﬁc Woe | Woo Ug €o
Depois de se ajustar o modelo CAR utilizando os n valores da varidvel

dependente Y e da varidvel independente X que sdo conhecidos e usando as esti-

mativas dos pardmetros X, By e 31, 0 modelo 4.3 fica da seguinte forma:
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Y, 1 X, 3 o We | W, e
e | _ | o] e e @
Yo 1 Xo Be Woe | Woo ()

Dessa expressao, pode-se obter:

Yo = Xof3 + A (Woclle + Woolo) - (4.5)
Expandindo (4.5) em termos matriciais tem-se que:
Yot 1zl R Woey,  **° Woey, (s
o Bo ; : : : :
= .| TA : : : S
B )
Yok 1 ok Wocy,;  “ Wocy, Ucn
w00, w0, Up1
A (4.6)
W00y, W00y, ok
Assim, em termos individuais:
4.7)

Yoi = Bo + z0iB1 + A (woc; tiec + woo, o) -
Portanto, o estimador para um determinado valor desconhecido xq; da va-

ridvel X € expresso por:

 Yoi — A (Woe; e + woo, o) — 50‘ 4.8)

5%02' = =
B

E necessdrio observar que os componentes ug; do vetor ug sdo desconhe-
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cidos, pois ug = Yy — X3 e os valores da varidvel independente X sdo desco-
nhecidos. Dessa forma, para se obter a estimativa de xg; por meio da expressao
(4.8) € necessario estimar o valor de ug. Alguns métodos podem ser utilizados,

como:

Uci

]
i

1. Média do erros conhecidos (observados), ig; = U, = , em que Uc;

n

sdo os valores do vetor u. = Y, — X¢0.

2. Média dos erros conhecidos das dreas que fazem fronteira com a drea onde
n
E Uyi

i=1

—, €M qUe uy; s30 os valores dos

se deseja estimar o erro, tg; = U, =
erros vindos das dreas que fazem fronteira com a drea onde se deseja estimar

O €IT1T0.

3. Estimar zq,; desconsiderando a dependéncia espacial por meio do estimador

inverso classico porposto por Graybill (1976), e depois estimar o erro tg; =
Yoi — Z0iB1 — Po.

4. Estimar xg; usando o estimador espacial inverso proposto por Cordeiro (2015),

e obter o erro Uo; = yoi — ZoifB1 — Po-

O primeiro método citado possui facilidade de se calcular apenas uma
média, ou seja, a obtencdo dos valores de u, ¢ ficil, porém essa média utiliza
valores que pertencem a locais espacialmente distantes do local onde se deseja
fazer a estimacdo do valor desconhecido da varidvel independente. Isso faz com
que lugares proximos e lugares distantes influenciam de mesma intensidade, o que
quase sempre nio € verdade em dados espaciais.

O segundo método também ¢é de facil utilizacao visto que calcula-se ape-
nas uma média. Além disso, ele corrige o problema de influéncia espacial homo-

génea independente da distancia apresentado no primeiro método. Essa correcio
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acontece pelo fato de que apenas valores de regides que fazem fronteira com a
drea em estudo s@o considerados no cédlculo dessa média. Porém, pode acontecer
que a area em estudo possua apenas uma regido vizinha, de forma que a média
seja obtida usando apenas a informacao de um local. Dessa forma, ndo é confidvel
fazer inferéncia com média calculada utilizando apenas um valor.

A estimac¢do usando o quarto método pode ocasionar a remocao da de-
pendéncia espacial entre os valores de u. devido ao fato de se usar um modelo
de regressdo espacial SAR. Dessa forma, os resultados usando o modelo CAR fi-
cam comprometidos uma vez que a potencialidade principal desse modelo estd em
modelar a dependéncia espacial existentes nos erros.

Por fim, o terceiro método sera o utilizado nesta tese. Esse método estima
o valor desconhecido da varidvel independente no local em estudo preservando
as caracteristicas de dependéncia espacial. Isso acontece devido ao fato de que
o modelo utilizado é o modelo de regressao linear cldssico. Dessa forma, o erro
relacionado ao valor da varidvel independente estimado € o mais indicado para ser

usado na expressao 4.8.

4.2 Estimador intervalar do valor desconhecido = da variavel independente
X

Baseado na metodologia de Graybill (1976), primeiramente define-se uma

varidvel Z com distribui¢do normal padrio, sendo Z = ——=%_— Para tanto,

Varleos]
calcula-se a esperanca e a variancia de €g;, dadas por:

Eleoi] = B [yos — w0:8 — A (woeytte + woo,t0) | = 0: (4.9)
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Varlegs] = Var [yOZ- — 203 — ) (WoesUe + wooiuo)]
= Var[yo] + Var [mﬁ} +Var [S\(woquc + woo,-uo)} —
— 2Cov {ym, A (Woe; Ue —i—'woo‘.uo)] —2Cov [yol',a:()i,@’} +
+ 2Cov P\ (Woe; Ue + Woo; o) ,xOZﬂA}
= Var [yoi] + ANV ar [woe; e + woo;uo] + xo;Var[8lzl, —
~ 22 {Covyoi, woe,ue] + Cov i, woo,t]} — 2Cov |yoi, B] ol +
+ 2) {C’ov [woquc, B} + Cov [wooiuo, B} } x%;
= Var[yo] +
+ A2 {Var [woo,uo] + Var [woe;ue] + 2C0v [woo,uo, Woe; e} +
+ o Var[Blzl; — 2X {Cov [y, woo,uo] + Cov [yoi, Woe;te]} —
— 2Cov [you B} x& +2A {C’ov [’U)OO.-’UIO, B} + Cov [’U’Oc,-’uc, B] } xg;

(4.10)

Os resultados de alguns termos de (4.10) serdo mostrados separadamente

a fim de facilitar a compreensao dos célculos, ou seja:
Vv _ \Va T 26 T .
L] ar [’wOo‘.’u,o] = Weo; V ar [’u,o] wooi = Weo; 0 OOwOOi’
T 2 T .
o Var [woeue] = woe; Var [ue) Wy, = Woe; 0 waoq,
C _ C T _ 26 T .
o Cov [woo, uo, Woc; Ue| = woo; Cov [ug, U] W, = Woo; 0" OocW,, ;

e Cov [yoi, woo;ue] = Cov [ym,Uo]wS“o,. = Cov [ym, Yoi — 5601‘5} w(")ro,. =
= {Cov [Yoi, Yoi] — Cov {ym, :cgiﬁ} }'wgz)i = {02(I)ii — Cov [yoi, Ye| aTxg;} w(q);)i =

_ 52 T.T7 L. -
= 0” [®ii — Boica” ;] woo,
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Clow s woeste] = Cov [y uel w, = Cov [y e — 2B wl, =
= {Cov [Y0i, Ye] — Cov [yo,mc@} }'woq;i = {02‘I>0ic — Cov [yoi> Ye) aT:I:Z} wg;i _

= 02 [®gic — Poica’ T | wg;i;

Cov [in> 5} = Cov [yoi, Ye] a* = 0?®p;ca’;

Cov [woo..uo,B} = wop; Cov [ym' - 3302‘3,3}
= Woo; {COU [?/02"5} —Cov [90013,3]}
= Woo; {C’OU [Y0i, Ye] a” — 20 Cov {B, B
= woo; {JQ(I)MCCLT — 002 (wac_cla:c)fl}

1 -1
= 0w, [<I>o,-caT — z0; (2T O ) ];

Cov [quuc, B} = woc; Cov [yc — zf, 3}
= Wog; {Cov {yc,ﬁ} — Cov [ch,B]}

— g, { Cov e, el a” — zeCov [, 3] }
= woo, {UQQCCaT — zc0? (21O z.) !

= c?woq; [<I>ccaT — 1z, (a:?@;clxc)_l} ;
em que:
-1
¢a= [x:—f(f AT - AW)xc} 2T (I — AW)T (I — AW).

Assim, obtém-se:
Var [eg;] = o? {‘I)ii + A2 (’woot.eoo’wgoi + woqeccwg;, + 2w00,.908w07;) +
— -1 2
+Zo; (xfecclxc) $(7);-—2)\ ([Qii — QOicaTx%;] wgoi + [‘I’g{c — q)o,;caT.’BrEp} w:;';i)

—2<I>0icaT:c%;+ 2\ <'w00i {QOicaT — Zo; (m{@;}xc)_l} + wo; [‘I)ccaT — T (zg‘ec_clzc)_l}) :c%;} .

Por fim, segue que

Var [eg] = oM. 4.11)
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Com o resultado (4.11), tem-se:

7 £ _ Yoi — x0i3 — A (woe;the + woo,tlo) N(©0.1) @12)
Var [50i] U2M
e
U= 2tr (S sTs 2 4.13
= (n —2tr (8) +tr ( )) o2~ Xn—2tr(8)+r(STS)" (4.13)
Como Z ~ N (0,1)e U ~ Xi_ 20r(S) 1t (STS) sdo independentes, pode-

se obter a seguinte varidvel:

T = Z . (4.14)

U
\/n—Qtr(S)+tr(STS)

Pelo Teorema 2, a varidvel aleatéria 7' dada em (4.14), tem distribuicdo ¢ de Stu-
dent com (n —2tr (S) +tr (ST S )) graus de liberdade. Assim, sendo 7" uma

quantidade pivotal,

P (_t(antr(S)ﬂfr(STS)) =T< t(antr(S)+tr(STS))> =l-a (415

De (4.15) tem-se que
2 <2 . .
"< t(a/Q;n72tr(S)+t'r(STS)) (4.16)

Entdo,

N N 2
(on' — 20if — A (Woe; Ue + woo{“o)) )

o2M < t(n—Ztr(S)—i—tr(STS))‘ 4.17)
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Por fim, seque que

N ~ 2
(yOz' —xgif — A ("-UOci'ac + wo()i’l'l())) — &QMt%n—QtT(S)+tT(STS)) <0. 4.18)

Dessa forma, para obter o intervalo de confianca (1 — «)100% de x;
quando Y = yyg; é necessdrio expandir o resultado (4.18), o que resulta em uma
inequacdo quadritica, em fun¢do do valor desconhecido xp; da seguinte forma:
q(zo;) = ax(%i + bxg; + ¢ < 0.

De acordo com Graybill (1976) e Thonnard (2006) os valores de xg; que
satisfazem essa inequagio, quando a > 0 e b> — 4ac > 0 (segdo 2.1.3), formam
um intervalo de confianga (1 — a/)100% para x;.

Os estimadores inversos pontual e intervalar foram implementados com-

putacionalmente usando o software R e foram usados na andlise de dados reais.
5 APLICACAO E DISCUSSAO

Para a aplicacdo dos estimadores inversos pontual e intervalar propostos
neste trabalho foi utilizado um conjunto de dados reais que esta presente na bibli-
oteca "spdep"do software R (R CORE TEAM, 2016).

Esse conjunto de dados € descrito em Anselin (1988) e inclui observagdes
dos roubos residenciais e roubos de veiculos por mil domicilios (quantidades de
crimes), renda média familiar (em mil ddlares) e o valor médio da habitagcdo (em
mil délares) em cada um dos 49 bairros da cidade de Columbus, Ohio, EUA.

A distribuic@o espacial do nimero de crimes e da renda média familiar
estd representada geograficamente nas Figuras 6a e 6b, respectivamente. Observa-
se nessa representacio que ha uma associacdo inversa entre o nimero de crimes e

a renda média familiar. Bairros com maior nimero de roubos sio os bairros que
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apresentam a menor renda familiar.

A teoria econdmica sugere que a desigualdade de renda contribui para o
aumento da criminalidade (RESENDE & ANDRADE, 2011). A relagdo entre de-
sigualdade de renda e criminalidade ja foi objeto de andlise de diversos estudos
econdmicos como Eberts & Schwirian (1968), Danzinger & Wheeler (1975), Fo-
wles & Merva (1996), Demombynes & Ozner (2002), Dahlberg & Gustavsson
(2005), Resende & Andrade (2011), dentre outros. Nesses estudos os autores con-
cluiram que existe um padrio de atuacdo da varidvel desigualdade de renda sobre
os indicadores de criminalidade.

Dessa forma, nota-se que a ocorréncia de crimes esta correlacionada com
a distribuicdo de renda, onde essa taxa de criminalidade varia de acordo com a
variagdo da renda média, ou seja, intuitivamente a ocorréncia da criminalidade
depende da distribui¢do de renda. Portanto, considerou-se a ocorréncia de crimes
como sendo a varidvel dependente e distribuicdo de renda média familiar como
sendo a varidvel independente na andlise de regressao.

Porém, conforme descreve Cordeiro (2015), observa-se que nessa situacio
pode ser mais complicado obter informagdes dos valores da renda familiar do que
informagdes sobre nimero de crimes, devido a dificuldade das pessoas declara-
rem o valor real dos rendimentos familiares. Portanto, essa situacdo caracteriza
um problema de regressao inversa, onde tem-se o interesse em estimar o valor da
renda média familiar (X)) dadas as observagdes dos roubos residenciais e roubos
de veiculos por mil domicilios (Y). Incorporando-se a distribuicdo espacial dos
dados no processo de modelagem da regressdo inversa tem-se a regressao espacial

inversa.
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Figura 6 Mapa dos crimes relacionados a roubos residenciais e de veiculos por mil
domicilios (a) e o mapa da renda média mensal familiar em mil délares (b),
em Columbus, Ohio, EUA.

As quatro classes que estdo nas legendas da figura acima foram obtidas
a partir dos quartis que dividem a distribuicdo dos dados em ordem crescente em

quatro partes iguais.

5.1 Ajuste do modelo CAR

Segundo Ponciano e Scalon (2010), o processo de andlise espacial para da-
dos de drea inclui duas etapas: andlise exploratéria e modelagem. De uma forma
geral, a andlise exploratdria permite descrever as distribuicdes das varidveis e os
padrdes de associagdo espacial das mesmas. A andlise exploratéria fornece indica-
dores sobre possiveis modelos que serdo analisados através de procedimentos de
estimacdo e validacao.

Inicialmente realizou-se uma andlise exploratéria das varidveis envolvidas
na andlise. As estatisticas descritivas cldssicas e o indice de Moran dessas varidveis

estdo na Tabela 3.
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Tabela 3 Estatisticas descritivas das varidveis: nimeros de crimes (CRIME), va-
lor da renda média familiar (RENDA) e indice de Moran.

Estatistica CRIME RENDA
Minimo 0,17 4,48
Mediana 34,00 13,38
Média 35,13 14,37
Maéximo 69,89 31,07
Desvio padrao 16,73 5,70
Moran 0,49* 0,42**

*(palor —p = 4,5 x 107%)
#*(palor —p =1,3 x 1079)

O indice de Moran foi utilizado para descrever a estrutura de dependéncia
espacial das varidveis envolvidas medindo o nivel de autocorrelacio espacial entre
as unidades (bairros). Conforme a Tabela 3, pode-se verificar que os dados sdo au-
tocorrelacionados espacialmente tanto para a varidvel crime como para a varidvel
renda com valores significativos desse indice iguais a 0,486 e 0,417, respectiva-
mente, com valor-p <0,0001.

Testou-se a suposi¢cdo de independéncia dos residuos utilizando o indice
de Moran obtendo o valor I = 0,16, o que revelou a presenca de autocorrelacio
espacial dos residuos (valor-p <0,05), indicando que os residuos apresentam de-
pendéncia espacial, o que normalmente acontece quando as varidveis utilizadas no
modelo sdo espacialmente dependentes.

Baseado nos indices de Moran calculados para as varidveis e para os resi-
duos, pdde-se concluir que os bairros mais préximos sdo mais semelhantes entre
si, ou seja, existe um componente espacial envolvido nas varidveis analisadas. O
calculo do indice de Moran foi realizado com a matriz de peso espacial W cons-
truida de acordo com o critério que se A; compartilha um lado comum com A;
entdo w;; = 1, caso contrdrio w;; = 0.

Depois da andlise exploratdria inicial, baseado no valor do indice de Mo-
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ran buscou-se capturar a estrutura de autocorrelacio espacial ajustando o modelo
de regressdo espacial autorregressivo condicional (modelo CAR). Apds estimar o
parametro autorregressivo espacial A desse modelo, pode-se testar a significan-
cia desse parametro, utilizando-se o teste de Wald, o teste da razdo de verossimi-
lhanca ou o teste dos multiplicadores de Lagrange. Segundo Ywata e Albuquerque
(2011), testando-se a significancia do pardmetro A testa-se implicitamente a pre-
senca de dependéncia espacial, pois a ideia basica no modelo CAR € incorporar a
autocorrelacdo espacial como componente do modelo. Caso se observe a ausén-
cia de autocorrelagdo espacial (A = 0), o modelo CAR (2.56 e 2.57) é o préprio
modelo de Guass-Markov geral, ou seja, o modelo de regressao linear cléssico.

De acordo com a Tabela 4 , o parAmetro espacial autorregressivo possui
valor igual a 0,983, estatisticamente significativo pelo teste de Wald, confirmando
que os bairros mais proximos sdo mais semelhantes entre si e que a dependén-
cia espacial foi modelada adequadamente. Ainda, para efeito de comparagdo, os
modelos de regressdo linear simples e espacial autorregressivo condicional (CAR)
foram comparados através dos seguintes critérios descritos em Draper e Smith
(1998): critério de Akaike e erro quadritico médio. Pode-se observar na Tabela
4 que o modelo CAR obteve melhor desempenho uma vez que apresenta menores
valores nos dois critérios.

Tabela 4 Camparagdo dos modelo de regressado linear simples e modelo CAR.

Modelos EQM  AIC  Componente aut. espacial (\)
Linear simples 144,5 294,64 ——
CAR 1,2 172,31 0,983*

*significativo a 1%.
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5.2 [Estimacao do valor x( desconhecido da variavel X

Para aplicar os estimadores propostos objetivando estimar uma observagio
ndo pertencente a uma amostra particionou-se a regiao de estudo em dois tipos de
unidades espaciais. Primeiramente, tem-se unidades em que os valores das varia-
veis independente e dependente sdo conhecidas (X, Y.), ou seja, essas unidades
pertencem a amostra selecionada e sdo necessarias na realiza¢do da primeira etapa
do processo de calibracdo (ajuste do modelo). O outro tipo de unidades espaciais
sdo aquelas onde os valores da varidvel independente sdo desconhecidos e os va-
lores da varidvel dependente sdo conhecidos (X, Yy), ou seja, é onde deseja-se
estimar um valor zy desconhecido da varidvel independente X .

Baseado no que foi dito no pardgrafo anterior, algumas situagdes hipoté-
ticas foram usadas para o efetivo uso dos estimadores. A seguir apresenta-se a
configuracdo de cada uma dessas situagdes bem como o resultado da estimacdo

espacial inversa por meio dos estimadores propostos em (4.8) e (4.18).

Situacio 1

Nessa primeira situa¢do foram selecionados ao acaso 48 bairros onde os
valores das varidveis X (renda média familiar) e Y (crimes) sdo conhecidos, e
um bairro onde considera-se conhecido somente o valor ¥, da varidvel dependente
e onde deseja-se estimar o valor desconhecido x(y da varidvel independente. A

configuracdo espacial deste cendrio estd representada na Figura 7.
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Figura7 As édreas sombreadas evidenciam os 48 bairros usados na primeira etapa da
calibracdo espacial, ou seja, usadas no ajuste do modelo.

Inicialmente construiu-se a matriz de vizinhanga desses 48 bairros, em
seguida ajustou-se o0 modelo CAR por meio da maxima verossimilhanga, consi-
derando como varidvel independente "renda média familiar"e como varidvel de-
pendente "crimes". Os pardmetros do modelo podem ser observados na Tabela

5.

Tabela 5 Estimativas dos parametros do modelo CAR ajustado utilizando 48 uni-
dades espaciais (ou bairros) selecionadas ao acaso.

Parametros Estimativas Erro-padrdo z calculado Valor-p
Constante 34,930 2,933 11,908 2,2 x 10716
Renda média familiar -1,590 0,339 -4,679 2,8 x 106

Componente espacial aut. (\) 0,446 0,157 2,835 4,0 x 1073
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De acordo com a Tabela 5, a varidvel renda média familiar possui um co-
eficiente negativo, o que indica que quanto maior a renda, menor serd o nimero
de crimes. O coeficiente espacial autorregressivo apresentou um valor estatistica-
mente significativo a 1%, o que evidencia a dependéncia espacial nos residuos.

Na segunda etada do processo, estimou-se o valor desconhecido da va-
ridvel independente de forma pontual e intervalar. Essas estimativas podem ser
observadas na Tabela 6.

Tabela 6 Estimativa pontual e intervalar para a renda média familiar para o bairro
onde ndo se conhece o valor dessa variavel.

Crimes Renda média familiar Estimativa intervalar Renda média familiar
(valor estimado) (valor observado)

18,80 21,72 [6,94; 43,65] 21,23

Pode-se observar que o valor real estd proximo do valor pontual estimado
e estd dentro do intervalo de confianca obtido. Este resultado evidencia que os
estimadores funcionaram de maneira satisfatdria.

Para validar o modelo foi feita a validacdo cruzada leave-one-out. Se-
gundo Snee (1977) a validacio cruzada é um método eficaz de avaliacdo de um
modelo de regressdo. O grafico da validacdo cruzada, que apresenta os valores

preditos pelo modelo versus os valores reais, ¢ apresentado na Figura 8.
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Figura 8 Grifico de dispersdo dos valores reais e dos valores preditos da varidvel X.

Observa-se no grafico uma relagdo linear entre os valores reais e os pre-
ditos com um coeficiente de correlagdo igual a 0,693, o que comprova que 0 mo-
delo € preciso em se tratando de predicdo. Existe uma observacio (observagdo 7)
que apresentou um comportamento diferente, com seu valor afastado dos demais.
Trata-se de uma regido de fronteira da cidade de Columbus que possivelmente so-
fre influencia de regides que ndo pertencem a drea de estudo e que exerce efeito no
ajuste do modelo.

Situacio 2

Nesse segundo momento, para a primeira etapa do processo de calibracio

espacial foram selecionadas ao acaso 45 unidades (bairros) conforme a Figura 9.
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Figura 9 As édreas sombreadas sdo os 45 bairros utilizados na fase de ajuste do modelo.

Depois de construir a matriz de vizinhanca desses bairros, novamente
ajustou-se o modelo CAR e os valores estimados dos pardmetros do modelo podem

ser observados na Tabela 7.

Tabela 7 Estimativas dos parametros do modelo CAR ajustado considerando as
45 éreas selecionadas ao acaso.

Parametros Estimativas Erro-padrdo z calculado Valor-p

Constante 34,482 2,926 11,781 2,2 x 10716
Renda familiar -1,632 0,341 -4,786 1,6 x 1076
Componente espacial aut. (\) 0,405 0,162 2,486 1,2x 1072

O coeficiente espacial autorregressivo estimado A apresentou um valor sig-
nificativo diferente de zero, o que mostra que os residuos apresentam dependéncia
espacial e que o modelo CAR conseguiu modelar a dependéncia espacial na area
em estudo, pois conforme salienta Camara et al. (2004), a dependéncia espacial
nos residuos pode ser reflexo da autocorrelacdo presente nos dados, que pode se

manifestar por diferengas regionais sistematicas nas relacdes do modelo, ou ainda,
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por uma tendéncia espacial continua.

O interesse na segunda etapa da calibracdo espacial € obter os valores da
varidvel independente em funcdo dos valores da varidvel dependente. Dessa forma,
considerou-se que nos quatro bairros restantes tem-se apenas os valores yg da va-
riavel crimes e os valores x( da variavel renda média familiar sdo desconhecidos.

Esses valores da varidvel independente foram estimados e estdo apresen-
tados na Tabela 8.

Tabela 8 Estimativa pontual e intervalar para a renda média familiar nos bairros
onde ndo se conhece o valor real dessa variavel.

Crimes Renda média familiar Estimativa intervalar Renda média familiar

(valor estimado) (valor observado)
33,70 15,19 [-1,78; 33,19] 11,70
34,01 14,22 [-2,87; 32,18] 13,59
38,42 11,16 [-7,19; 27,38] 11,33
41,96 10,74 [-8,48; 26,89] 9,91

Como pode ser observado na Tabela 8, os limites inferiores possuem va-
lores negativos, o que deve ser admitido teoricamente. Porém, do ponto de vista
pratico ndo € til, visto que trata-se da varidvel renda média familiar.

A medida que a quantidade de crimes aumenta observa-se que os valores
estimados para a renda média familiar diminui, o que estd em consonancia com o
que o modelo ajustado propde.

Além disso, novamente obsrva-se que os valores reais estdo proximos dos
valores pontuais estimados e estdo dentro dos intervalos de confianca obtidos. Si-
tuacio 3

Nesse terceiro cendrio de estudo, foram selecionadas ao acaso 40 unidades
(bairros) para a primeira etapa da calibragdo espacial, conforme pode ser obser-

vado na Figura 10.
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Figura 10  As dreas sombreadas sdo os 40 bairros utilizadas no ajuste do modelo.

Novamente, depois de obter a matriz de vizinhanca espacial dessas 40
dreas, ajustou-se o modelo CAR via méximaverossomilhanca para a modelagem
espacial. Os valores estimados dos pardmetros do modelo estdo apresentados na

Tabela 9.

Tabela 9 Estimativas dos parametros do modelo CAR ajustado considerando as
40 areas selecionadas ao acaso.

Parametros Estimativas  Erro-padrdo z calculado Valor-p

Constante 36,143 2,994 12,069 2,2x 10716
Renda familiar -1,648 0,281 -5,856 4,7 x107°
Componente espacial aut. () 0,522 0,143 3,643 2,0x 1074

O coeficiente estimado A apresentou um valor positivo estatisticamente
diferente de zero, evidenciando a dependéncia dos residuos e que os valores em
bairros que fazem fronteira entre si sdo similares, ou seja, hd uma dependéncia
espacial modelada nesse ajuste considerando os 40 bairros selecionados .

Dando sequéncia ao processo de calibracdo espacial, estimou-se os valores
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xo da varidvel independente renda média familiar em cada um dos nove bairros que
nao foram considerados no ajuste do modelo, e onde em tese existe a informagao
somente dos valores yq da varidvel dependente crimes. Os valores estimados con-
siderando o valor gy em cada um desses bairros podem ser observados na Tabela

10.

Tabela 10  Estimativa pontual e intervalar para a renda média familiar nos bairros
ndo se conhece o valor real dessa varidvel.

Crimes Renda média familiar Estimativa intervalar Renda média familiar

(valor estimado) (valor observado)

0,17 37,29 [25,34; 62,36] 8,43

23,97 20,17 [9,04; 34,73] 14,94
26,64 18,70 [7,31; 32,61] 11,81
27,82 20,35 [9,85; 35,62] 18,95
30,51 17,48 [5,85; 30,61] 17,58
30,62 16,49 [4,69; 29,40 ] 15,95
33,70 15,80 [3,83; 28,72] 11,70
34,00 14,91 [2,92; 27,93] 13,59
41,96 11,54 [-1,63; 23,31] 9,91

Percebe-se novamente a associacdo inversa entre as varidveis "crimes'e
"renda média familiar"e também que os valores reais estdo dentro dos intervalos
obtidos. Exceto pelo primeiro intervalo que trata-se da observacio 7 ja mencio-
nada anteriormente, nota-se que a amplitude dos intervalos de confianca diminuiu
em relagdo as outras duas situacdes estudadas (Tabela 6 e Tabela 8), gerando uma
maior precisdo. Esse menor valor de amplitude estd associado ao fato de que,
conforme pode ser observado na expressao (4.10), o vetor de proximidade entre
as dreas onde nao se conhece os valores zg da varidvel independente € usado na
compilacdo da estimacdo intervalar de x¢g. Uma vez que mais dreas fazem parte
do segunda etapa da calibracdo espacial, entdo a estimag@o pontual e intervalar

da variavel "renda média familiar", xg, em uma determinada localidade, sofre in-
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fluéncia direta das outras regides onde ndo se conhece os valores da "renda média
familiar", mas que fazem fronteira com a regido onde se estd estimando.

Outro fator que influencia a amplitude do intervalo que deve ser levado
em consideracdo € a variancia presente nos dados usados na primeira etapa de
estimagdo do modelo, isto é, se para o conjunto de 40 observacdes selecionadas ao
acaso houve um menor valor da variancia (52), do que quando foram selecionadas
as 45 e 48 observacgdes, entdo esse menor valor de varidncia influencia diretamente

o tamanho da amplitude do intervalo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A abordagem da calibragdo espacial ou regressao espacial inversa usando
o modelo condicional autorregressivo CAR mostrou ser apropriada na andlise da-
dos de drea com dependéncia espacial. Porém, mais estudos precisam ser realiza-
dos, tendo analisando-se o tipo da estrutura espacial. A forma como as matrizes de
dependéncia espacial sdo determinadas, levando-se em consideragao a irregulari-
dade dos mapas de municipios e de setores censitdrios, pode afetar o desempenho
da regressao espacial inversa, uma vez que este fator pode influenciar o desempe-
nho dos modelos autorregressivos.

O modelo proposto de calibracdo espacial é vantajoso no sentido de que
ao se estimar os parimetros de um modelo considerando a informagdo espacial,
no caso de modelos autorregressivos, obtém-se um ganho de eficiéncia dos esti-
madores. Na literatura quase todos os modelos de regressio inversa existentes nao
consideram a informacdo espacial, existindo apenas o modelo proposto por Cor-
deiro (2015) com tal particularidade. Dessa forma, este trabalho vem a enriquecer
a anélise de dados de drea, fornecendo um ferramenta qtil para casos que configu-
rem a necessidade de se obter o valor de uma varidvel independente conhecendo-se
o valor da varidvel dependente.

Por fim, um grande potencial que esse modelo de regressdo espacial in-
versa tem estd no fato que ele pode ser um método eficiente de imputacio de
dados faltantes na andlise de dados de drea. Mas para essa utiliza¢do € necessario
que se conheca os valores observados de uma variavel dependente. Constante-
mente, um problema comum que surge em investigacdes cientificas é a ocorréncia
de dados faltantes (missing data), muitas vezes a "solucdo"para esses problemas
¢ a decisdo do pesquisador em desconsiderar o local onde ndo se conhece o valor

de alguma das varidveis, visto que a maioria das técnicas estatisticas foram desen-
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volvidas para a andlise de dados completos. Porém, desconsiderar esses locais do
estudo pode gerar inferéncias que ndo sao vélidas, dado o fato de que na andlise de
dados de area a informacgdo de um local € influenciada pela informacao de locais

vizinhos.
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APENDICES

APENDICE A: Procedimento Newton-Raphson para a determinacio de A

A estimativa de maxima verossimilhanga A é o valor de A\ que minimiza

(1= Ay) +1n(s?), (A1)
1

) =—

SEN

n
1=
onde s? = s?(\) = ul'u— 22 uTup + N2uluy, e f(N) é 0 logaritmo da expressdo
2.69.

Fazendo a primeira e segunda derivadas de Al em relacdo a A\ tem-se,

respectivamente:
2 — ~i 2 ()\ur‘guL — uTuL)
A== A2
) n;(l)\vi)+ = (A2)
© 2
2 — )2 20Ty A uFup, —ulup,
= 2y 0 i Qi mww)
n (1 —XMy) S S
Em seguida, A por ser obtida interativamente através da expressao:
f)\()\r)
Argl = Ap — . (A4)
T By

Segundo Ord (1975), um valor inicial ttil € \g = uTur, / uTu.
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ANEXOS

ANEXO A: Cédigo do software R para a estimacio inversa pontual e

intervalar em regressao inversa linear simples.

#Fazendo estimacdo inversa pontual e intervalar usando a regressdo cléassica

y=c () #vetor com os valores da variadvel dependente usados na estimacao
x=c () #vetor com os valores da varidvel independente usados na estimacao
alpa=0.05 ## nivel de significancia

y0=c () ## vetor com os k valores da variadvel dependente

yO0i=mean (y0)

#fungdo para calcular o intervalo usando a regressdo inversa simples
invregsimples<-function(x, y, y0, alfa)

{

n =length(x) #gquantidade de observagdes utilizadas no ajuste
xbar=mean (x) #média de x

k=length(y0) #tamanho de y0

ybar=mean (y) #média de y

xl=x-xbar

y0Obar=mean (y0) #média dos valores de yO0

#Estimac¢cdo do modelo centrado

reg <- Im(y~x1)

#valor estimado x0 dado uma nova observagdo yo0

x0=xbar+ (yObar-ybar) /coef (reg) [2]

# Valores para gerar o intervalo de confianca

tc=qgt ((1-alfa/2),reg$df.residual)

s2yx=sum(reg$residual”2) /reg$df.residual

a= (coef (reqg) [2]72) - ((s2yx* (tc"2))/ (sum( (x—xbar)"2)));a
ml=xbar+ (coef (reqg) [2] * (yObar-ybar) /a) ;ml

hl=((tc)*sqgrt (s2yx)/a)*sqgrt (a* ((1/n)+(1/k))+((yObar-ybar)"2)/ (sum((x-xbar)"2)));hl
# Gerando o intervalo de confianga x0.

1il= ml-hl;1i1

1sl= ml+hl;1sl

list (x0,c(11i1,1s1))
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}
invregsimples (x,y,y0i,alfa=0.05)

ANEXO B: Codigo do software R para a estimacio espacial inversa pontual e

intervalar utilizando o modelo CAR.

###### Bibliotecas necessarias #######4#
rm(list=1s())

library (agricolae)

library (geoR)

library (MASS)

require (GeoXp)

library (car)

library (spdep)

library (rgdal)

#H##HEHH##HFEEE Conjunto de dados #######

data (columbus)

columbus

Y=columbus[, 9] ## varidvel dependente:CRIME ##

X=columbus [, 8] ## Varidvel independente: RENDA MEDIA ##
Xm=columbus [, 8] -mean (columbus [, 8]) #valores centrados na média

#H#####HH#E##E Matriz de vizinhanga espacial ###########444#

COL.listw=nb2listw(col.gal.nb, style="W")#lista de vizinhacga
COL.listw

w=listw2mat (COL.listw);w #matriz de vizinhang¢a padronizada

I = diag(length (columbus$INC))

I

#H#####H##4HH AJuste do modelo CAR ########## #4444 H4HH4#H
ajust=errorsarlm(Y~Xm, data=columbus,nb2listw(col.gal.nb, style="W"),
etype="error", method="eigen", quiet=FALSE, tol.solve=1.0e-10)

summary (ajust)
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#### Funcdo para obter a estimativa pontual e intervalar ###

### INTERVALO DE CONFIANCA/PREDICAO PARA O MODELO CAR #########4#
##4##4#separando o conjunto de dados em duas partes######

#r é um vetor que contém as unidades a serem consideradas na
#primeira etapa da calibracgéo

#h é um vetor que contém as unidades utilizadas na

#segunda etapa da calibracéo

h=c () ## vetor que explicita quais unidades ndo estdo na amostra
r=c () ## vetor que exlicita quais unidades estdo na amostra
alfa=0.05 ## nivel de significancia para o intervalo

espacial_inv=function(h,r,i,alfa) {
tcolumbus<-readOGR (dsn = system.file ("etc/shapes", package="spdep"),

layer="columbus")

# Separa a regido da primeira etapa

spols<-polygons (tcolumbus) [r]

# Cria lista de vizinhos a partir do objeto "Spatial Polygon"
polgal<-poly2nb (spols)

# Cria uma lista de pesos a partir da lista de vizinhos

W_polgal<-nb2listw(polgal)

Xcl=X[r]-mean (X[r]) #valores de XC centrados na média
nc=length (Xcl)

xnc=cbind(rep(1l,nc),Xcl)

####ftestimando o modelo com as r observagdes ####
ajustc=errorsarlm(columbus$CRIME [r]~Xcl,data=columbus,
nb2listw(polgal, style="W"),etype="error", method="eigen",

quiet=FALSE, tol.solve=1.0e-10)

lambdac=ajustc$lambda

###matriz de vizinhaca das regides da primeira etapa #####

COL.listwl=nb2listw(polgal, style="W")

wc=listw2mat (COL.listwl)

### matriz indentidade e coeficientes
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Ic = diag(length (columbus$INC[r]))

Bc=cbind(coef (ajustc) [2],coef (ajustc) [3])

###montando a matriz S para obter o sigma2

o 0

matrizSc=(lambdac*xwc+xnc$x%$solve (t (xnc) $*%$xnc) $*%t (xnc) %$*% (Ic—lambdac*wc))

tracomatrizSc=sum(diag (matrizSc)) #tr(S)
tracomatrizSSc=sum(diag (t (matrizSc) $*%matrizSc)) #tr(S’S)
SSEc=deviance (ajustc); #SQResiduo

s2c=SSEc/ (nc-2+tracomatrizSc+tracomatrizSSc);s2c #varidncia

###regides em que sé se conhece os valores observados de y###

Y0=Y [h]

###Estimativas de componentes individuais###

##UESTIMADO é o vetor dos erros estimados conforme o final da segdo (4.1)
x0i=mean (X[r])+(YO[i]-lambdac* (w[h[[1]],h]%*%UESTIMADO+w[h[[1]],r]%*%

residuals (ajustc))-coef (ajustc) [2]) / (coef (ajustc) [3])

tce=qt ((l-alfa/2), (nc-2xtracomatrizSc+tracomatrizSSc)) ## quantil t
kc=s2c%*% (tcc”2)
at=t ((solve (t (xnc) %*%t ((Ic-lambdacx*wc) ) $*% (Ic—lambdac*wc) $*%

(xnc)) ) $x%t (xnc) $x%t ((Ic—-lambdac*wc) ) $*% (Ic-lambdacx*wc) )

00= (solve (I-lambdac* (w))) %$*% (solve ( (I-lambdac*t (w))))
PHI=(solve (I-lambdac#* (w))) %$*% (solve ((I-lambdac*t (w))))

M=solve (t (xnc) $*%$solve (O0O[r, r]) %$*%$xnc)

## esses objetos sdo oriundos da expansdo do expressdo (4.18)
i=PHI[h([[i]],h[[1i]]]+(lambdac”2)x(w[h[[1]],h]%$*%00[h, h]%x%
cbind(w[h([[1i]],h])+w[h[[1]],r]%*%00[r, r]%*%wlh[[i]],r]+
2xw[h[[1]],h]%*%00[h, r]%$*%cbind(w[h[[i]],r]))

i_i=-2+lambdac+«PHI[h[[1i]],h]%*% cbind(w[h[[i]],h])

i_i_i=-2+lambdac* (PHI[h[[1]],r]-PHI[h[[i]],r]%*%at%+%t (xnc))%$*%

cbind(wlh[[i]],r])

i_v=-2%(PHI[h[[i]],r]-lambdacx (w[h[[1i]],h]\$*\$PHI[h, r]+w[h[[1]],r]%x$%

PHI[r,r])) %*%at
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v=-2*lambdac*w[h[[i]], r]%*%$xnc%*%M

cec=i+i_di+i_i_ 1

####calculando o intervalo###

11m=YO[i]- (lambdac) * (W[h[[1]],h]\$*\SUESTIMADO+w[h[[1]],r]%*

o

residuals (ajustc))

## coeficientes do polindmio
a=Bc[,2]"2-(M[2,2]+2x1lambdac+M[2,2]) xkc

b=- (2% (11m-Bc[,1])*Bc[,2])-kcx (2xM[1,2]+i_v[1,2]-vI[1,2])
c=(1llm-Bc[,1])"2-kcx (M[1,1]+i_v[1,1]+v[1,1]+cc)
deltam= (b"2) - (4*ax*c)

xUm=mean (X[r])+ (-b+sqgrt (deltam)) / (2*a)

xLm=mean (X[r])+ (-b-sqgrt (deltam))/ (2*a)

list (x01, ¢ (xLm, xUm) )

}

espacial_inv(h,r,i=,alfa) ## 1 é uma posigdo do vetor h



