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RESUMO

Os testes de normalidade multivariada influenciam diretamente
na qualidade e confiabilidade das pesquisas cientfficas. Os objetivos desse traba-
lho foram: proposigdo de dois novos testes de normalidade multivariada ilimitados
quanto ao tamanho da amostra denominados de teste Monte Carlo de normalidade
multivariada baseado em distincias e o teste de normalidade multivariada baseado
em bootstrap paramétrico. Esse iltimo teste contempla também as circunstincias
em que o nimero de varidveis ultrapassa o tamanho amostral; avaliagdo do desem-
penho dos testes propostos, comparando-o com o do teste de normalidade de Roys-
ton. Foi usada simulagio Monte Carlo para avaliar o desempenho dos novos testes
de normalidade multivariada propostos e do teste de normalidade multivariada de
Royston, mensurando-se as taxas de erro tipo I e o poder. Todos os procedimentos
foram implementados no software R. Os dois testes de normalidade multivariada
foram propostos com sucesso; nio houve um teste uniformemente mais poderoso
em todos os casos considerados; o teste de normalidade multivariada Monte Carlo
baseado em disténcia teve grande sucesso no controle das taxas de erro tipo I e
poder praticamente equivalente ao teste de normalidade multivariada de Royston
para grandes amostras. O teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap
paramétrico obteve um excelente controle do erro tipo I € um 6timo desempenho
de poder, sendo considerado ideal para testar a normalidade multivariada. Ademais
e€sse teste apresenta as vantagens de ser ilimitado quanto ao tamanho da amostra e
possibilita que o nimero de varidveis ultrapasse o tamanho da amostra. O tempo
computacional para execugdo dos novos testes é praticamente 0 mesmo em com-

parag@o com os testes atuais de normalidade multivariada existentes no software
R.

Palavras-chave: Tamanho da amostra. Monte Carlo. Bootstrap paramétrico. R.

Erro tipo 1. Poder.



ABSTRACT

The multivariate normality tests directly influence the quality
and reliability of scientific research. The aims of this work were: the proposal
of two new tests of multivariate normality unlimited with respect to the sample
sizes denoted Monte Carlo test of multivariate normality based on distances and
multivariate normality test based on parametric bootstrap. This last test also inclu-
des the circumstances in which the number of variables exceed the sample size;
evaluation of the new tests performance, comparing it with the performance of
Royston’s multivariate normality test. Monte Carlo simulation was used to evalu-
ate the performance of the new tests and Royston’s test for multivariate normality,
evaluating the type I error rates and power. All procedures were implemented in
the software R. Both multivariate normality tests have been successfully proposed;
there was not a uniformly most powerful test in all cases, the multivariate norma-
lity test based on Monte Carlo distance controlled the type I error rates and had
power roughly equivalent to the multivariate normality test of Royston for large
samples. The multivariate normality test based on parametric bootstrap has excel-
lent control of the type I error and high power and is considered ideal for testing
multivariate normality. Also this test shows the advantages of having no limitati-
ons concerning to the sample size and allows the number of variables exceeds the
sample size. The computational time to perform the new tests is almost the same
of the current tests for multivariate normality in the software R.

Keywords: Sample size. Monte Carlo. Parametric bootstrap. Type I error rate. R.

Power.
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1 INTRODUCAO

As anilises de dados pedem ser realizadas tanto sob a 6tica da estatistica
univariada quanto da multivariada. Nos casos multivariados, a fundamentagio da
estatistica inferencial ¢ calcada na suposigio de normalidade multivariada e/ou na
extensdo do teorema central do limite univariado em sua maioria. Dessa forma,
a maior parte das andlises de dados é feita por meio de métodos inferenciais da
estatistica multivariada os quais sio baseados na suposi¢do de normalidade mul-
tivariada. Destaca-se entdo a importéncia dos testes de normalidade multivariada
- que influenciam diretamente na qualidade e confiabilidade das pesquisas cientifi-
cas, uma vez que a ndo checagem dessa pressuposi¢io pode conduzir a resultados
e conclusdes incorretas.

Uma forma de verificagdo da normalidade multivariada é feita mediante o
uso dos coeficientes de assimetria e curtose. A ndo rejei¢do da hip6tese de dis-
tribui¢cdo simétrica e mesociirtica néo garante normalidade multivariada, pois uma
condigdo necessdria e suficiente para que duas distribui¢Ges sejam as mesmas é
que todos seus momentos sejam idénticos e ndio apenas os quatro primeiros mo-
mentos. Além disso, esses testes caracterizam-se pelas propriedades assintéticas,
isto €, requerem amostras muito grandes para conseguirem tanto o controle das
taxas de erro tipo I quanto o alto desempenho de poder.

Existem outros testes de normalidade multivariada na literatura especiali-
zada, no entanto, apresentam limitagGes nas aplicagdes, isto &, sdo restritos quanto
as dimensGes das amostras multivariadas. Para esses testes, o niimero de varidveis
ndo deve ser maior que o tamanho da amostra. Além disso, a amostra niio deve
ultrapassar 5.000 dados. Isso tem restringido a validade das inferéncias realizadas,
uma vez que os testes de normalidade multivariadas ndo podem ser aplicados, é o

caso do teste de Alva e Estrada (2009).
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Alguns testes ndo possuem limitagSes quanto ao tamanho da amostra é
o caso do teste McNeil, Frey e Embrechts (2005), o teste quiquadrado de Pear-
son multivariado e o teste de Szekely e Rizzo (2005). O teste de McNeil, Frey
¢ Embrechts (2005) é fundamentado no teste de Kolmogorov-Smirnov, que pos-
sui baixo desempenho, refletindo diretamente no seu desempenho, tornando um
teste inapropriado. Da mesma forma, o teste quiquadrado de Pearson multivariado
possui baixo desempenho de poder. O teste de Szekely e Rizzo (2005) ndo pode
ser aplicado para situagdo em que o mimero de varidveis é superior ao tamanho
da amostra, assim como também, os testes de teste de McNeil, Frey e Embrechts
(2005) e o quiquadrado de Pearson multivariado.

Para testar a normalidade multivariada para os casos em que o mimero de
varidveis é maior que o tamanho amostral, existe o teste de Liang, Tang e Chan
(2009). Esse teste, além de possuir baixo poder € limitado para amostras até 2.000,
pois, para o célculo da estatistica do teste usa os procedimentos de Royston (1983).

Tendo em vista os problemas evidenciados nos testes de normalidade mul-
tivariada, conforme salientado anteriormente, foi realizado esse trabalho para ten-

tar contornd-los, com os objetivos apresentados a seguir

1. propor dois novos testes de normalidade multivariada, ilimitados quanto ao

tamanho da amostra n, sendo dados por:
(a) teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em disténcias
(TMCNMD);
(b) teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico

(TNMBP).

sendo que o segundo teste, TNMBP, além de ser ilimitado quanto ao tama-

nho da amostra, também pode ser usando para testar a normalidade multi-
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variada para casos em que o nimero de varidveis é maior do que o tamanho

da amostra.

. avaliar o desempenho dos testes de normalidade multivariada, TMCNMD e
TNMBP, e compar4-los com o teste de normalidade multivariada de Royston
(1983, 1993), que € a extensdo do teste de Shapiro-Wilk de normalidade
univariado para o caso multivariado, o qual denominou-se de TSWNM. Essa
validagdo consistiu na mensuragio do desempenho quanto 3s taxas de erro

tipo I e valores de poder dos testes usando simulagio Monte Carlo.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Formas quadriticas

Como as distincias sdo sempre positivas ou nulas, ressalta a importincia
de conhecer algumas propriedades das f(;nnas quadriticas para que ndo se viole
as pressuposicdes de distincias com a escolha da métrica adequada ¥. Pode-
se definir uma forma quadrética a partir de uma matriz simétrica A(n x n) por

(FERREIRA, 2008):
Q(z) =x"Ax= Zanw + 22 z QK TiTk = Zzazkxzz'k, ¢))
i=1 k—1+l i=1 k=1

em que x # 0 é um vetor definido em R”t

A expressio (1) é chamada de forfma quadrética por apresentar apenas ter-
mos quadréticos ou duplos produtos dos e}ementos do vetor x. Como os elementos
de A sio conhecidos, Q(x) representa um”a fungdo do vetor x.

Assim toda distincia quadritica é ma forma quadritica, que pode ser vista

como !

d2 (x:y ) = (x-y )T ¥ (x"y )1 2

em que x e y sdo vetores pertencentes R? e ¥ € uma matriz positiva definida,
denominada de métrica.
2.1.1 Classificacao das formas quadraticas

Se Q(x) = x" Ax é uma forma quadritica, entdo:

i) Q(x) é positiva definida, se e somente se, Q(x) > 0, V& # 0 (0 : vetor nulo);
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ii) Q(x) é positiva semi-definida, se e somente se, Q(x) > 0, Vz, e existe pelo

menos um o # 0, tal que Q(xg) = 0;
iii) Q(x) é negativa definida, se e somente se, O(x) < 0,Vx # 0;

iv) Q(x) € negativa semi-definida, se e somente se, Q(x) < 0, Vz, e existe pelo

menos um xq # 0, tal que Q(xg) = 0;
v) Q(x) € ndo definida se ndo se enquadra em nenhum dos casos anteriores.

A matriz A correspondente a cada caso anterior de Q(x), recebe a mesma
classificagdo da forma quadrdtica segundo Giri (1995).

No caso em que a métrica na expressio (2) é definida por ¥ = S$~1, em
que S ¢ a matriz de variincia e covaridncia amostral, entio, a distincia quadratica

€ chamada de Distdncia de Mahalanobis, e é dada por:
d*(xy) = Q(z - y) = (x-y) TS (xy). 3)

Ao empregar essa definigio de distancia, iguala-se s condiges das escalas
e considera-se o efeito das correlagGes, pois cada varidvel é padronizada pelas

respectivas variabilidades e a correlagio entre diferentes vari4veis é contemplada

(FERREIRA, 2008).

2.2 Errostipolell

Ao realizar um teste de hipétese, o interesse maior do pesquisador estd
na tomada de decisdo quanto a ndo rejei¢do ou rejei¢io da hipétese referente ao
pardmetro populacional (STEEL, TORRIE e DICKEY, 1997). Desse modo, ao

testar uma hip6tese de nulidade, ele deve levar em consideragio o risco global
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de tomar decisGes erradas, e estd sujeito a incorrer nos possiveis erros (MOOD,
GRAYBILL e BOES, 1974; STEEL, TORRIE e DICKEY, 1997; BARON, 2006;
HOGG e TANIS, 2010):

1. Erro tipo I: erro cometido ao se rejeitar a hip6tese nula verdadeira, quando
deveria ser aceita. Esse erro € controlado diretamente pelo pesquisador e a
probabilidade de se cometé-lo € dada pelo nfvel de significincia o, ou seja,

P|Erro Tipo I] = P[rejeitar Hyp| Hp verdadeira] = o;

2. Erro tipo II: erro cometido ao ndo se rejeitar a hipétese nula falsa. Esse erro
nio € controlado diretamente pelo pesquisador e a probabilidade de se come-
ter esse erro, denotada por 3, é dada por P[Erro Tipo II] = P|[ndo rejeitar

Hy | Hj falsa] = .

Deve-se aplicar os testes, limitando a probabilidade de erro tipo J em um
valor pré-atribuido, o, em geral entre 1% e 10%. Sob estas condigGes, espera-se
minimizar a probabilidade de erro tipo 11 (BARON, 2006). O poder do teste € a
probabilidade de se rejeitar a hipdtese nula Hyp, quando ela € realmente falsa e é
dada por 1 — f# (MOOD, GRAYBILL e BOES, 1974).

As probabilidades de se cometerem os erros do tipo I e I sdo inversa-
mente proporcionais, ou seja, a baixa probabilidade de se incorrer no erro tipo
T est4 associada 2 alta probabilidade de se cometer o erro tipo 11 (FERREIRA,
2005). Portanto, é necessdrio tomar algumas precaugdes para ndo se aplicar um
teste a um nivel muito baixo de probabilidade, para ndo aumentar exageradamente
a probabilidade de ocorréncia do outro.

Segundo Ferreira (2005), existem algumas medidas que podem ser toma-
das para minimizar o erro tipo 1. Uma que pode ser destacada consiste na escolha
apropriada do teste e a avaliago cautelosa das pressuposig¢Ges a serem atendidas.

Se essas condigbes sdo satisfeitas, € provdvel que o poder do teste seja maior.
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Outra medida que pode permitir que um teste tenha o maior poder possivel é a de-
terminagio do tamanho da amostra, desde que o custo da pesquisa a ser realizada
ndo aumente excessivamente. Finalmente, a fixago do nivel de significincia o
entre 0,10 e 0,01 é outra alternativa récomendével, por causa da relagio inversa
entre as taxas de erro tipo I e do erro tipo I1.

Assim, o desempenho de um teste pode ser avaliado mensurando, por
exemplo, as taxas de erro tipo I, em diferentes condiges da hip6tese nula de
normalidade, e o poder do teste, simulando amostras sob a hip6tese alternativa de
ndo-normalidade. Apesar de ndo existir, um teste ideal seria aquele que ndo re-
Jeitasse para nenhuma amostra observada a hipé6tese nula verdadeira e rejeitasse
100% das vezes as hipéteses nulas falsas. Como em situagdes reais isso ndo acon-
tece, busca-se um teste que mantenha as taxas de erro tipo I menores ou iguais ao
valor nominal de significéncia escolhido, o, e que tenha o maior poder possivel

(CANTELMO e FERREIRA, 2007b).

2.3 Simulagio Monte Carlo

Desde os séculos passados o uso de simulagdes tornou-se imperativo, pois
¢ uma maneira de experimentar planos e projetos antes que sejam postos em ope-
ragdo. Ndo obstante, seu estudo ainda é extremamente ativo nos dias atuais, prin-
cipalmente com o uso de recursos computacionais ¢ muita pesquisa desenvolvida
por estudiosos.

Por diversas épocas, o homem tem usado processamentos de realizagdes
de varidveis ao acaso, mas a teoria de probabilidade sé se formalizou no século
XVII, devido ao desenvolvimento matemético que surgiu de pesquisas em jogos
de azar. O nome Monte Carlo estd relacionado com a cidade de mesmo nome,

localizada no Principado de Mdnaco, onde se jogavam jogos de azar (BUSSAB e
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MORETTIN, 2010).

Outro grande impulso para o desenvolvimento de simulagGes ocorreu no
século XX, na década de 40, durante trabalhos bélicos sobre a bomba atémica.
Os cientistas ndo conseguiam, por meio de andlise, resolver alguns problemas ma-
tematicos ndo-probabilisticos complexos. Segundo Bussab e Morettin (2010) as
pesquisas relacionadas a difusdo aleat6ria de neutrons na construgdo de material
radioativo foram desenvolvidas nessa mesma época.

Os métodos de Monte Carlo t&ém suas raizes na década de 1940, quando
Ferni, Ulam, von Neumann e Metropolis comecaram a considerar o uso de mime-
ros aleat6rios para analisar diferentes problemas em Fisica a partir de uma pers-
pectiva estocéstica (LANDAU e BINDER, 2009; BUSSAB e MORETTIN, 2010).

Landau e Binder (2009) certificam que, com o avango da capacidade de
processamento dos computadores atuais e a queda constante dos pregos desses
equipamentos, as simulagSes de computador serdo capazes de aumentar rapida-
mente em sofisticagfio para permitir comparagGes mais perspicazes.

Landau e Binder (2009) afirmam que métodos simples de simulagdo Monte
Carlo foram criados a fim de fornecer meios para estimar respostas para os proble-
mas analiticamente intratdveis. Muitas dessas técnicas mantém a sua importdncia
devido ao fato de os computadores estarem mais acessiveis e com grande capaci-
dade de processamento. Consequentemente, os métodos Monte Carlo podem ser
aplicados a imimeros problemas interessantes.

Na drea de Estatistica, mais especificamente nos testes de normalidade,
tanto para os casos univariados como para os casos multivariados, o método Monte
Carlo tem sido aplicado para a validagio desses testes quanto ao desempenho de
poder e controle das taxas de erro tipo I. Para isso, simulagGes de realizagdes de

varidveis normais ¢ ndo-normais sdo feitas. Alguns estudos utilizando esse mé-
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todo foram realizados por Cirillo e Ferreira (2003), Cantelmo e Ferreira (2007a),
Cantelmo e Ferreira (2007b), Farrell, Barrera e Naczk (2007), Oliveira e Ferreira
(2009) e Silva (2009).

No entanto, vale ressaltar que o uso de simulagdo s6 ¢ justificivel se o
procedimento for adequado por substituir um sistema real por meio de uma amos-
tra representativa de uma populagdo. Consequentemente, isso ostenta iniimeros

beneficios, como economia de custo e tempo.

24 Bootstrap

O bootstrap foi introduzido por Efron no final da década de 1970 e consiste
em um método computacional para se obter estimativas de parimetros e realizar
testes de hipéteses, ndo se fazendo muitas suposi¢es sobre a natureza da distri-
buigio dos dados (EFRON e TIBSHIRANI, 1993).

Em Estatistica, as caracteristicas retiradas de uma populagio sio obtidas a
partir de observagdes de amostras. Uma vez que a amostra representa a populagio,
e suas caracteristicas andlogas deverdo fornecer informagdes sobre as caracteristi-
cas da populagdo. Segundo Casella e Berger (2010) o bootstrap ajuda a aprender
sobre as caracterfsticas da amostra pela obtengdo de reamostras, isto é, é feita a re-
amostragem a partir da amostra original e utiliza-se essas informagdes para inferir
a respeito de pardmetros da populagio.

O bootstrap € um método de reamostragem baseado na construgio de
subamostras a partir de uma amostra inicial, conforme salientado por Hair et al.
(1998). O método & bastante itil quando se deseja avaliar, para um certo estima-
dor, o seu erro padrio, o seu viés, ou ainda quando se quer estimar a distribuigdo
de probabilidade do estimador. O métedo bootstrap pode ser construido de modo

paramétrico ou ndo-paramétrico.
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24.1 Bootstrap nao-paramétrico

No bootstrap ndo-paramétrico, o processo de reamostragem se d4 a partir
da fung@o de distribuigio empirica dos dados, ou dos resfduos, no caso em que h4
uma estrutura de regressdo (GIVENS e HOETING, 2005). Segundo esses autores,
cada elemento da amostra tem a mesma probabilidade 1/7 de ser selecionado, pois
considera-se que a amostra original é independente e identicamente distribuida
com uma fungio de distribuigio desconhecida, sendo n o tamanho da amostra.

Para uma amostra X = (X1, X, - -+, Xj, - -+, X5) e um estimador 5(X1,
Xy, o, Xp) = 5, seleciona-se B reamostras, ou amostras bootstrap. Em cada
uma delas estima-se o pardmetro de interesse pela mesma fung¢éio usada na amos-
tra original, assim, na i-ésima amostra bootstrap tem-se o i-ésimo estimador bo-
otstrap dado por é{ (X1, X5, , X)) = é{, em que X7 € o j-ésimo elemento
da amostra bootstrap obtido por um processo de amostragem por reposi¢dao da
amostra original. As B reamostragens irdo fornecer B estimativas, cuja média é

denotada por 5“. A variancia do estimador 6 ¢ obtida por

R 1 S/ za2
Vary(d) = 5 (o; - o*) . @
i=1

Essa distribuigdo, contendo B estimativas, € denominada distribuicdo bo-
otstrap do estimador 6. Ela pode ser usada, além da obtengdo da varidncia do
estimador ou do seu erro padrdo, também para a construgdo de intervalos de con-
fianca e para testes de hip6teses. No caso particular de construgiio de intervalos de
confianca, pelo menos cinco diferentes métodos de estimagdo por intervalo exis-
tem (EFRON e TIBSHIRANI, 1993). O mais importante € conhecido por intervalo
de confianga com correcéio acelerada de viés. Nos testes de hipéteses, a hip6tese

nula é imposta de alguma forma, antes de se obter a distribui¢do bootstrap, que



deverd ser usada para a tomada de decisdo a respeito da rejeigio ou nio de Hy.

O bootstrap considerado até agora foi 0 ndo-paramétrico, uma vez que nio
se assume forma funcional alguma para a funcio densidade de probabilidade ou
fungdo distribuigio acumulada da populagdo (CASELLA e BERGER, 2010). Por
outro lado, existe ainda o método conhecido por bootstrap paramétrico, que serd

detalhado na préxima subsegdo.

24.2 Bootstrap paramétrico

No bootstrap paramétrico sdo feitas suposigdes a respeito da forma fun-
cional da distribuigdo da varidvel aleatéria que se estd amostrando. Nesse caso,
reamostra-se observagdes da distribui¢do postulada, usando os valores das esti-
mativas dos pardmetros, obtidas na amostra original, como pardmetros dessa dis-
tribui¢do no processo de geragdo de pseudo-amostras (DAVISON e HINKLEY,
2008).

Considere que X3, X3, -+, Xj, -+, X, seja uma amostra obtida de uma
distribuicdo com fungZo densidade probabilidade f(z|@), em que 8 pode ser um
vetor de parametros. Sendo 0 o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de

6, obter amostras aleatérias de tamanho n de f(x|@) sendo que

Se forem consideradas B dessas amostras, pode-se estimar a varidncia de
6 utilizando (4). Essa distribui¢do pode ser utilizada para obtengio de intervalos
de confianga e, com algumas pequenas modificagdes, também pode ser utilizada
para se realizar testes de hip6teses. Essas amostras ndo sio reamostras dos dados,

mas amostras aleatérias reais, obtidas a partir de f(z|), que, algumas vezes, é



chamada de distribuicéo plugada (CASELLA e BERGER, 2010).

2.5 Software R

O software R (R Development Core Team, 2011) foi criado em 1996, por
professores estatisticos da Universidade de Auckland, na Nova Zeldndia. A ideia
era implementar um novo programa para analisar dados e produzir modelos gra-
ficos com objetivo de atender as necessidades dos préprios alunos de estatistica
da universidade, com o uso de uma linguagem mais simples, comparado com os
softwares criados por cientistas da computacdo, nos quais a linguagem € mais com-
plexa (VENABLES e RIPLEY, 2002). Esses autores destacam algumas vantagens
do programa R:

1. é eficaz na manipulagfio e no armazenamento dos dados;
2. tem um conjunto de operadores para cdlculos de matrizes;

3. é uma ferramenta répida integrada para andlise de dados, com facilidades

gréificas moderadamente flexfveis;

4. apresenta uma linguagem de programacfio bem desenvolvida, simples e efi-
caz que inclui condicionais, loops, funces recursivas definidas pelo usuério

e facilidades de entrada e saida.

O software R para andlises estatisticas destaca-se como um instrumento de
grande utilidade nessa 4rea e que tem pacotes (library), escritos por pesquisadores
das mais diferentes dreas do conhecimento e profissionais da 4rea de estatistica,
os quais servem como sistema de auxilio. No entanto, a implementag@o do pro-
grama € mais eficiente quando as fun¢es ndo dependem de loops, pois o tempo

computacional para as realizagGes de varidveis aleatérias é menor.
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2.5.1 Testes de normalidade multivariada doe software R

Para fins de desenvolvimento deste trabalho, na sequéncia seré realizada
uma descrigdo de alguns testes de normalidade multivariada existentes na litera-
tura, para os quais implementagdes no R foram realizadas pelos respectivos autores

que os propuseram.

i) Teste normalidade multivariado de Szekely e Rizzo (2005) do pacote

energy

O teste de Szekely e Rizzo (2005) é uma nova classe de testes consistentes
para a comparagéo de distribuigSes multivariadas baseada na distancia euclidiana
entre os elementos da amostra. O teste se aplica a qualquer distribuigdo multivari-
ada com segundo momento finito. Os dados sdo padronizados para ter média nula,
# = 0, e matriz de covaridncias uma identidade, ¥ = I, usando a média e matriz
de covaridncias da amostra para realizar tal padronizagio. Caso a dimensdo da
matriz X seja (n x 1), uma versdo do teste de normalidade univariada é aplicada.
A aplicagdo deste teste ndo ¢ possivel quando existem dados faltantes (ndo balan-
ceados) ou quando a matriz de covaridncias da amostra é singular, o que limita a
sua utilizagdo.

Para entender melhor a construgdo deste teste, suponha que X, X, ...,
X, ....Xn, ¢ uma amostra aleatéria de uma populagio p-variada com distribui¢go

Geuxy, xo, ..., Zj, ..., Ty 530 valores observados da amostra aleatéria. A

proposta da estatistica para testar Hy : G = Gg versus Hy : G # Gy é

1 n n
Enp=n ZEuz, X\ - E|X - X'|| - —222 lz; —=zell |, (9
= k=
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em que X e X' sdo independentes e identicamente distribuidos (iid) com distri-
buigdo Gy € || o || denota a norma euclidiana.

Se a distribuigdo da hipétese € a normal multivariada com vetor de média
{4 e matriz de covaridncias ndo singular X, denotado por Np(i, X), considere a

transformacéo da amostra dada por
zj = 57V (z; - p), ©)

j=1,...,n. Aestatistica do teste de normalidade para o caso multivariado (Sze-

kely e Rizzo, 2005) &

2 & 1
Enp =T (; ZEllzj -Z||-E|Z-2Z'| - -

n
j:l J=

> iz - zk") , (D

1 k=1

em que Z e Z' sdo varidveis aleatérias, iid, com distribuigdo normal padrdo mul-
tivariada, Np(0, I) e I é a matriz identidade de dimensdo (p x p). A primeira
componente da estatfstica do teste envolve o célculo E|la — Z||, em que @ € RP é
fixo. No caso univariado Ef|a — Z|| = 2a®(e) + 2¢(a) — a, em que ®(z) e ¢(z)
sdo a distribuigio acumulada e a fung@o densidade da normal, N(0, I). Parap > 1,

tem-se

r ptl r Is:+E

_ 7 (—l)k "a"2k+2 ( 2 ) ( 2

Ella- 2| - E|Z|| = \/;kz_; HF @+ 42 p(k+E41) ®
= 2

e desde que

p+1
| ——
, 2
E\Z - Z'| = V2E| 2| = 21‘— )
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o cdlculo da estatistica para o teste de normalidade multivariada, Szekely e Rizzo
(2005), € dada por

r (p+ 1)
Enp=mn| — E :E||z_, Z|| - 2——5~ E :E :“2.1 -zl |, (10)
s F(z) J=lk=1

em que

Elle-2| =

\fz (<1 faperz T (E;—l> i (k ’ g) .1

K2k (2k+1)(2k+2) (k + 1_2’ + 1)

O teste rejeita a hipétese de normalidade multivariada para grandes valores
de &5, p. Esse teste estd disponivel no pacote energy pela fungio mvnorm.etest( X,
Ry), em que X € a matriz da amostra multivariada de dimensdo (n x p), sendo
p < ne Ry representa o mimero de replicagdes por meio de bootstrap paramétrico.
Nas situagGes reais, 11 e = sdo desconhecidos, entdio X e 3 sdo utilizados para
estimé-los. A distribuigo de &, , também ndo é conhecida. Por essa razio, utiliza-
se bootstrap paramétrico na obtengdo do valor-p e substitui-se £, 5 por &y, p, em
que os parametros sao substituidos pelos estimadores em (10).

O teste de Szekely e Rizzo (2005) merece destaque, uma vez que a ava-
liagdo feita por esses autores com diversas distribuigbes normais contaminadas
(misturas de normais) considerando o = 5%, apresentou-se melhor em muitas si-
tuagdes, em comparagio aos testes de normalidade multivariada de simetria, de
curtose e o teste de Henze e Zirkler (1990). Vale ressaltar que nos estudos reali-

zados por Farrell, Barrera e Naczk (2007), o teste de Henze e Zirkler (1990) foi
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destacado como sendo o melhor da categoria dos testes consistentes. Por sua vez,
o teste de Szekely e Rizzo (2005) supera este teste em vdrias situagGes, como por
exemplo, no caso bivariado em que n = 25, 50 e 100 para quinze distribui¢Ges
normais contaminadas diferenciadas.

De forma geral o teste de Szekely e Rizzo (2005) é aconselhdvel para
amostras superiores ou iguais a 50. Destacam-se os casos em que esse teste foi
superior em poder para n = 25, 50 e 100 com p = §, considerando as distribui¢des
0,9N5(0,I)+0,1N5(2,I),0,7887N5(0,I) +0,2113N5(2,I) e 0,5N5(0, X) +
0,5N5(2, I), em que O e 2 s@o os vetores de médias compostos, respectivamente,

porQ’se I’s.

ii) Generalizagdo do teste de Shapiro-Wilk para o caso multivariado do

pacote mvShapiroTest

Mais recentemente, foi proposta uma generalizag@o do teste de Shapiro-
Wilk para o caso multivariado por Alva e Estrada (2009), disposto no pacote
mvShapiroTest pela fungéio mvShapiro.Test (X), em que X € a matriz de dados
multivariados de dimensdo (n x p). Esta fungdo calcula a estatistica do teste e
o valor-p do teste de Shapiro-Wilk para normalidade multivariada. Porém, uma
grande desvantagem deste teste € que ele possui limitagGes quanto ao tamanho da
amostra (12 < n < 5000).

A construgdo do teste multivariado parte da estatistica univariada de Sha-
piro-Wilk. Admite-se que X1, X, ..., Xj, ...,Xy, sdo vetores aleatrios inde-
pendentes e identicamente distribuidos em R?, p > 1. Seja Np(u, X) a densidade
normal p-variada com vetor de média p e matriz de covaridncia . Seja 0, o vetor

nulo de dimens&o (p x 1) e I a matriz identidade de ordem (p X p). A proposigdo
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2.3.1 caracteriza a distribui¢do do teste de normalidade multivariado, citada em

Alva e Estrada (2009).

Proposicio 2.3.1. X ~ Np(u,X), se e somente se Z = Z~V2(X — p) ~
Ny(0,I).

Conhecidos X e 3 a média e a matriz de covaridncias amostral, dados

respectivamente por

M=

X;

L%Y

=1 e £= (Xj—X)(Xj—X)T-
n n

X=

(12)

Seja $3-1/2 a matriz raiz quadrada positiva definida e 33~ a inversa da matriz de
covaridncias de ﬁ, obtida a partir da amostra. Quando X1, X3, ..., X Gy oo Xn

tiverem distribuigdo Ny (1, X), os vetores aleat6rios
Z; =E£7%(X; - X) (13)

t€m distribui¢do aproximada N(0, I), j =1, 2, .. ., n, 0 que significa que as coor-
denadas de ZJ'f, denotadas por Zj3, . . ., Zjp, sdo aproximadamente independentes
com uma distribui¢do normal padrio univariada.

Para testar a hipétese nula Hg: X, Xo, ..., X, ....X, é uma amostra
da Nyp(p, X), em que p e I sdo desconhecidos, a estatistica do teste para o caso

multivariado de Shapiro-Wilk, proposto por Alva e Estrada (2009) é

1 r
wr=-% Wgz, 14
p; 2 (14)
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em que Wz, € a estatistica do teste de Shapiro-Wilk avaliada na i-ésima coor-
denada das observagdes transformadas Zi;, ..., Zyni, ¢ = 1,2,...,p. Sob Hy,
espera-se que W* seja préximo de 1, uma vez que para cada Wz, espera-se tam-
bém um valor préximo de 1.

O teste baseado na estatistica W* rejeita a hip6tese Hp, para um nivel de

significancia o, se W* < cqa;n,p, €M que Cq;n,p satisfaz a equagio
a=P{W" < canp | Ho verdadeira}. (15)

Para obter os percentis cq;np, Alva e Estrada (2009) usaram simulagdo Monte
Carlo.

Alva e Estrada (2009) avaliaram o peder do teste proposto por eles com
cinco testes de normalidade multivariada da literatura, sendo eles o teste de sime-
tria e o teste de curtose de Mardia (1970), o teste de Henze e Zirkler (1990), o teste
de Mudholkar, Srivastava e Lin (1995) e o teste de Srivastava e Hui (1987). Para
a avaliagiio de poder desses testes foram usadas uma ampla quantidade de distri-
buigdes ndo normais (mais de 30 distribui¢Ges) e como resultados Alva e Estrada
(2009) concluiram que o teste que propuseram € mais poderoso que os testes de
Mardia (1970), Henze e Zirkler (1990) e Srivastava e Hui (1987).

Embora Alva e Estrada (2009) estudaram o poder dos testes com uma
grande quantidade de distribui¢Ges ndo normais, eles ndo avaliaram com uma
grande quantidade de dados com tamanhos de amostras diferenciados, restringido
o estudo para quatro situag¢Ges, n =20 e n = 50 combinados comp=2ep=>5. De
forma geral, o poder do teste de Alva e Estrada (2009) foi melhor para amostras

de tamanho n = 50.

iii) Teste de normalidade multivariada de Shapiro-Francia do pacote mvsf
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E uma adaptacdo do teste de normalidade Shapiro-Wilk multivariado im-
plementado por Slawomir Jarek, em 2009, a partir da fungiio mshapiro.test para o
teste de normalidade Shapiro-Francia. O tamanho da amostra continua restrito 2
condigdo (5 < n < 5000). Esse teste est4 disponivel no pacote mvsf pela fungio
mysf, em que X ¢é a matriz de dimensdo n x p, sendo n o tamanho da amostra
entre 5 e 5.000 e p, o mimero de varidveis menor que n. Nio existem detathes do

teste na literatura.
iv) Teste de normalidade multivariada de Doornik-Hansen do pacote asbio

O teste Doornik-Hansen de normalidade multivariada (Doornik e Hansen
(2008)) € baseado na assimetria e curtose dos dados multivariados. Para efetuar a
normalidade multivariada pelo software R, é necessério carregar o pacote asbio e
usar a fungdo DH.test (X'), em que X representa a matriz de dados multivariados
de dimensdo (n x p).

Como safda, este teste retorna uma lista com dois resultados: um relaci-
onado ao da normalidade multivariada (multi), e o outro relacionado aos casos
univariados (univ) de cada varidvel p da matrix X. Em cada um desses resulta-
dos € possivel obter as estatisticas do teste, os graus de liberdades e os valores-p
relacionados em cada caso.

Para construgio do teste, Doornik e Hansen (2008) consideraram que X,
X3, .. Xj, ..., Xn, sdo vetores aleatérios em RP, que forma uma matriz X com
dimensdes (n x p), com média e matriz de covariincias amostrais dados em (12).

Doornik e Hansen (2008) definiram V/, a matriz que tem as varidncias na

diagonal: V' = diag(61,...,632), e a matriz de correlagio C = V~1/23y —1/2,
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Doornik e Hansen (2008), definiram também os vetores Y1, Y2, ..., Y}, ... Y, €

R? com as transformacdes nas observagdes dada por
Y; = HA™Y2HTV-Y2(X,; - X), (16)

em que A = diag(Ay,...,Ap) é a matriz diagonal com os autovalores de C na
diagonal. As colunas de H sdo correspondentes aos autovetores associados aos
respectivos autovalores de C, desdeque H' H = Ie A= H'CH,emque I éa
matriz identidade. Considerando ¥, a matriz formada pelos vetores Y”'s, entdo
n~lYTY = I. Usando valores populacionais para C e V, a normal multivariada
pode, nesse caso, ser transformada em varidveis normais padrdes independentes.
Usando valores amostrais, isso € somente uma aproximagao.

Pode-se assim, calcular a estatistica do teste de assimetria e curtose univa-

riada para cada p varidvel transformada, de tamanho amostral n. Definindo

Bl = (Vb11,- -+, V1iy- -, \/b1p) € B = (bat,---,b2i,---,b2p).  (17)

em que

my

_m%’

sendo m, o0 momento central amostral de ordem r. Seja 1 um vetor de dimensgo

(p x 1) de 1's. A estatistica do teste de Doornik e Hansen (2008) ¢ calculada por

nBYB; n(By-31)T(B;-31
B = :sl+(2 ;4(2 )“‘X%m’ (19)

sendo apenas assintoticamente uma quiquadrado com 2p graus de liberdade.

No lugar de utilizar diretamente os coeficientes de assimetria e curtose,
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0s autores propuseram realizar as transformagdes de /b;; e by; em varidveis nor-
mais padrdo, propostos por D’ Agostino (1970), associado ainda, no segundo caso,
por uma transformacio de Wilson-Hilferty. A estatfstica do teste multivariada de

Doornik e Hansen (2008), € obtida dessa forma,

By =Z] Z1+ 23 Z3 ~ Xiap)» (20)
emque Z{ = (211,...,21p) € Zg = (za1,... , Z2p) sdo determinados pelas pelas

equacdes (21) e (22).
As transformag@es para assimetria v/b; em z; foram propostas por D’ Agos-

tino (1970) citado por Doornik e Hansen (2008):

5 3(n? +27n — 70)(n + 1)(n + 3)
T (n=-2)n+5)n+Tn+9)

W = -1+ [2(8 - 1)]%,

0= ;, (¥3))

[log (\/17)]

(Ml

_ o [w=-1(n+1)(n+3)]?
y“/’;[ 2 6(n-2) ] ’

21 = dlog [y + @+ 1)%] .

A curtose by transforma uma distribuigdo gama em quiquadrado, que €
entdo transladada em normal padrdo z; usando a transformagdo raiz ciibica de

Wilson-Hilferty (DOORNIK e HANSEN, 2008):

6 = (n—3)(n+1)(n? + 15n — 4),
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_(n=2)(n+5)(n+ 7)(n? + 27n — 70)
66 ’
_(n=T)(n+5)(n+ 7)(n? + 2n - 5)
B 66 ’

_(n+85)m+ 7)(n3 + 37n? + 11n — 313)

126 22)
a=a-+ blc,
=(b-1- b1)2k,

zz=[(§x;) -1+ ](Qa)%.

A avaliagdo feita por Doornik e Hansen (2008), para o caso bivariado e
tamanho amostral 50, o poder desse teste apresentou-se semelhante ao teste con-
junto de simetria e curtose de Mardia (1970). Pelo fato da desprovida avaliagdo
feita por Doornik e Hansen (2008) para avaliar o poder, ndo se sabe de fato se este

teste € apropriado para testar a normalidade multivariada.

v) Teste de normalidade multivariada de Anderson-Darling do pacote rob-

Compositions

E uma extensio do teste de normalidade univariado de Anderson e Darling
(1952) para o caso multivariado. A estatfstica do teste € definida por Paulson,
Roohan e Sullo (1987), dada por

2 _ w(D?) — F(D?) 2
o = [ RO - O

( ) S (@5 - 1) {logFp (D) + log [1 = Fp(Dfpsa-p)]} —n,  (23)

i=1

em que F,,(D?) é a fungio da distribuigio empirica com corregéo de continuidade



36

k/m, F(e) representa a fungdo de distribuigio acumulada empfrica da distribuigio

X%p) e D_;‘-’ ¢ a distdncia de Mahalanobis, dada pela expressio:

D} = (X; - X)Ts7\(X; - X),
paraj =1,2,...,n,emque X; é o vetor relativo i j-ésima observagdo p-variada,
X é o vetor de médias das n observagdes e S € a matriz de varidncia e covariincia
amostral. Essa estatistica para testar normalidade multivariada é baseada na soma
das distincias de uma observagio multivariada dos focos relacionados da elipse
tedrica, elipsoide ou hiperelipsoide definidos pela forma quadrética da distribuigdo
normal multivariada considerada (PAULSON, ROOHAN e SULLO, 1987). Esse
teste estd disponivel no pacote robCompositions pela fungio adtest(X, Ryc), em
que X € a matriz multivariada de dimensdo (n X p), sendo p < 7 e Ry representa
o mimero de simulagGes Monte Carlo para obter o valor-p.

Concernente a uma avaliagiio do desempenho de poder para amostras de
tamanho 20 e 50 com dimensées 2 e 5, Paulson, Roohan e Sullo (1987) mostraram
que essencialmente ndo existem diferengas entre o teste de Anderson-Darling e
o teste Cramer-von Misses baseado na estimativa da distribuigio x2 dos quadra-
dos dos residuos (a descrigdo desse Gltimo teste pode ser encontrada em Thode
(2002)), quando usado as distribuigSes ndo-normais: lognormal, quiquadrado, ¢-

Student e distribui¢Ses de Dirichlet.

vi) Teste de normalidade multivariada McNeil, Frey e Embrechts (2005 )
do pacote QRMIib

Para testar a normalidade multivariada, segundo McNeil, Frey e Embre-

chts (2005), néio € suficiente testar as distribuigSes marginais univariadas, pois
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marginais ndo-normais sdo indicativos de ndo-normalidade p-variada, mas margi-
nais univariadas normais nio garantem normalidade conjunta. Como alternativa

para testar a normalidade multivariada eles propoem usar a forma quadratica
D}=(X; - X)"EY(X; - X), 24)

que tem distribuigdo aproximadamente quiquadrado, em que X e 3 sdo obtidos
por (12). Como as estimativas do vetor médio e da matriz de covaridncia s3o
utilizados na construgdo de cada D2, estes dados ndo sdo independentes, mesmo
se os dados originais X; sdo. Além disso, a distribuigdo marginal de Df- sob
a hipétese nula ndo é precisamente a quiquadrado para valores pequenos de 7.
Assim, é realizada a transformagé@o de Gnanadesikan e Kettenring (1972)

nD?

by = ﬁ 25)

que se distribui de forma exata, sob normalidade multivariada, como uma varidvel

beta com pardmetros

n—-p-1
7 (26)

o= g e fB=
Espera-se, entdo, que D%l), e, D%n) se comporte de forma aproximada como
uma amostra iid xf,. Como forma de visualizag@o, constréi-se os QQplots con-
frontando os quantis de D(2j) vs X2, em que D%j) sdo as estatisticas de ordem da
distancia de Mahalanobis (24). Ou, entdo, ao invés de usar os QQplots da distri-
buigdio quiquadrado, pode realizar os QQplots da distribui¢do beta confrontando
by vs b;f, em que b; sdo as estatisticas de ordem da transformacao dada em (25)

e bj sdo os quantis tedricos da distribuigiio beta com os pardmetros o e 5 dados
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em (26). Para consolidar o teste formalmente no c4lculo do valor-p, McNeil, Frey
e Embrechts (2005) baseou-se na estrutura do teste de normalidade univariado de
Kolmogorov-Smirnov, que pode ser encontrado em Hogg e Tanis (2010) e Press et
al. (1992). O teste de McNeil, Frey e Embrechts (2005) estd disponivel no pacote
ORMIib pela fungdo jointnormalTest(X), em que X é a matriz multivariada de
dimensdo (n x p).

Nio foi encontrada uma avaliagiio que descrevesse o desempenho desse
teste na literatura. Porém, existe um indicativo que esse teste nio seja apropriado,
pois, uma avaliagdo feita por Thode (2002) levou a conclusio de que o teste uni-
variado de Kolmogorov-Smimnov deveria ser evitado por possuir pequeno poder e,
portanto, isso reflete diretamente no teste de McNeil, Frey e Embrechts (2005),
uma vez que os autores fundamentaram a estatistica do teste de normalidade na
estatistica de Kolmogorov-Smirnov.

Muitos outros testes de normalidade multivariada do software R, bem co-
mo o pacote e a fungdo necessdria estdo resumidos na Tabela 1. No entanto, a

escolha de um teste que possui melhor controle da taxa de erro tipo I € um 6timo

desempenho de poder é o que deve ser almejado.

Tabela 1 Outros testes disponiveis no software R de normalidade multivariada.

Teste de normalidade multivariada (TNM) Pacote Fungio
1 TNM de Mardia dprep mardia
2 TNM (Trés momentos) dprep mo3
3 TNM (Quatro momentos) dprep mo4
4 TNM baseado em curtose ICS mvnorm.kur.test
5 TNM baseada em simetria ICS mvnorm.skew.test
6 TNM ruido branco normwhn.test normwhn.test-package
7 TNM conjunta com independéncia’ normwhn.test normality.test1
8 TNM conjunta sob fraca dependéncia normwhn.test normality.test2
9 TNM bascado em simetria e curtose vars normality
10 TNM Shapiro-Wilk? mvnormtest mshapiro.test
11 TNM “mvnormtest” ou “energy” fAssets assetsTest
12 TNM conjunta sob independéncia® normwn.test normality.test1
13 TNM conjunta sob fraca dependéncia normwn.test normality.test2

! proposto por Doornik e Hansen (1994)
2 proposto por Domanski (1998)
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2.6 Testes de normalidade multivariada

Thode (2002) verificou nos seus estudos que a pressuposi¢io de normali-
dade ndo tem sofrido falta de ateng@o. E uma ampla revis@o de literatura considera
mais de quarenta procedimentos de testes formais que foram propostos para testar
especificamente a normalidade univariada e multivariada. No entanto, uma vez
que existem muitos tipos de testes de normalidade multivariada, um teste tinico e
melhor ainda n#o existe.

Com o objetivo de resumir a vasta literatura sobre os testes de normalidade,
Thode (2002) descreveu quais desses testes séio mais eficazes e quais ndo sdo. Parte
de suas conclusdes refere-se ao teste popular de Kolmogorov-Smirnov univariado
que possui um baixo poder e, portanto, niio deveria ser considerado um teste para
testar a normalidade.

Thode (2002) comenta sobre quatro estratégias gerais que podem ser usa-
das para avaliar a normalidade multivariada. A primeira delas é referente a andlise
grifica. Thode (2002) diz que, como no caso univariado, esses testes sdo subje-
tivos para a avaliagio dos desvios de normalidade. A segunda estratégia consiste
em avaliar objetivamente a normalidade marginal usando testes univariados, em-
bora necesséria ndo é uma condigfo suficiente. A terceira estratégia € a redugio
de dados para as dimensdes p’< p, de tal forma que a distribuigdo dos dados redu-
zida tenha alguma estrutura conhecida ou simples. E uma quarta estratégia que é
a avaliagdo direta da normalidade multivariada das observagdes multivariadas.

J4 em um outro estudo realizado por Farrell, Barrera e Naczk (2007), existe
um vasto mimero de métodos propostos para a construgéo de testes de normalidade
multivariada. Segundo esses autores, uma revisao levantada por Mecklin e Mund-
from (2005), mais de 50 procedimentos diferentes para os testes de normalidade

multivariada sdo enumerados. No entanto, para a escolha de um bom teste deve-se
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levar em consideragio o desempenho de poder, o controle da taxa de erro tipo I e,
de preferéncia, um algoritmo simples para realizagio de tal tarefa.

Em estudos que avaliam os testes de normalidade multivariada observou-
se que pouca atengdo € dada para o desempenho do poder dos testes, isto &, pelas
reduzidas situages de casos em que esses testes foram avaliados. Sobre a avalia-
¢do dos testes, Thode (2002) também comenta que a introdugiio de um novo teste
quase invariavelmente inclui uma comparagio de poder com outros testes. No caso
multivariado, distribui¢Ses alternativas nfio sdo tdo bem definidas, e os testes sdo
muito mais complexos. Portanto, as comparagées de poder tém sido limitados em
escopo e em tamanho.

Farrell, Barrera e Naczk (2007) verificaram que os testes decorrentes de
procedimentos correlacionais apresentaram uma performance pobre em relago
ao poder. Assim, focaram seus estudos em trés principais categorias de testes de
normalidade multivariada: técnica da falta de ajuste, procedimentos baseados em
assimetria e curtose e testes consistentes e invariantes, optando por escolher o teste
mais poderoso de cada categoria. Os testes comparados foram o de Henze e Zirkler
(1990), o teste de Royston (1992) e o teste de Doornik e Hansen (1994).

O teste proposto por Henze e Zirkler (1990) para a distribuigio -Student
multivariada apresentou alto poder. Esse teste se classifica entre os testes consis-
tentes e invariantes. O teste de Royston (1992), baseado na técnica da falta de
ajuste, foi o que apresentou bom desempenho de poder, em todas as distribuicGes
alternativas usadas nas simulagdes.

Farrell, Barrera e Naczk (2007) concluiram, pelos resultados de suas simu-
lagGes, que o teste de Doornik e Hansen (1994), da classe de procedimentos base-
ados em assimetria e curtose, possui bom desempenho de poder, principalmente,

nos casos em que as amostras sdo maiores ou iguais a 75. Esse teste também se
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apresentou pouco conservador para pequenos valores de n, o que justifica o fato
de ndo possuir alto desempenho nessa situagao.

Cirillo e Ferreira (2003) propuseram a extensdo do teste para normalidade
univariada no coeficiente de correlagio Quantil-Quantil para o caso multivariado
e verificaram que o teste apresentou algumas deficiéncias em relagdo ao poder.
Por exemplo, o aumento do mimero de varidveis ocasionou uma redugéo no poder
independentemente do tamanho amostral. J4 quanto ao erro tipo I, o teste mostrou-
se com as mesmas caracteristicas relacionadas ao caso univariado, sendo eficaz
para o controle do erro tipo I.

Sendo assim, julgou-se o teste de coeficiente de correlagdo Quantil-Quan-
til para o caso multivariado apropriado devido a essas propriedades no controle da
taxa de erro tipo I e também por ser invariante ao niimero de varidveis. Isso €, o
teste apresenta uma alternativa para amostras pequenas, pois, nesse caso, os testes
de simetria e curtose sdo invidveis.

Dois trabalhos de validagdo da performance quanto ao poder e ao controle
das taxas de erro tipo I de testes de normalidade multivariados foram realizados
por Cantelmo e Ferreira (2007a) e Cantelmo e Ferreira (2007b). No primeiro ar-
tigo, os autores avaliaram o desempenho do teste multivariado de normalidade
de Shapiro-Wilk generalizado por Royston (1983) e compararam com o teste de
normalidade implementado no programa R (R Development Core Team , 2004),
proposto por Domanski (1998), dado pela fungdo mshapiro.test do pacote mv-
normtest.

Foram realizadas simulagdes Monte Carlo para avaliar o desempenho do
teste de Royston (1983) com o teste de Domanski (1998). Os resultados obtidos
permitiram as seguintes conclusGes pelos autores: o teste de normalidade imple-

mentado no programa R possui baixo desempenho, principalmente em relagao ao
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controle do erro tipo I, e seu uso nio foi aconselhado nas situagdes reais. O teste
de Royston (1983) apresentou excelente desempenho no controle do erro tipo I e
alto poder, sendo assim recomendado como um teste padrio para avaliar a norma-
lidade multivariada.

No segundo artigo, Cantelmo e Ferreira (2007b) avaliaram os testes de
assimetria e curtose de Mardia (1970, 1975) com o mesmo teste de normalidade
multivariado de Shapiro-Wilk implementado no R, dado pela fungio mshapiro.test
do pacote mvnormtest. O teste de normalidade multivariado de Shapiro-Wilk im-
plementado no R novamente apresentou fraco desempenho, e os autores nio acon-
selharam o seu uso rotineiro. Por outro lado, o teste de normalidade multivariado
baseado em desvios de assimetria é recomendado para situagSes em que n > 50 e
o teste baseado por curtose é recomendado para situagdes em que n > 100.

O teste de Domanski (1998) ndo € a extensdo multivariada de Royston
(1983). Cantelmo e Ferreira (2007b) esclareceram que o teste de Domanski se
baseia em buscar uma combinagio linear das p varidveis originais e aplicar o teste
de Shapiro-Wilk nessa nova varidvel. E o teste de normalidade multivariada de
Royston (1983) prevé a estimagio da estatistica W de Shapiro-Wilk para cada uma
das varidveis, sendo a estatfstica final do teste baseada na soma dos seus valores.

Oliveira e Ferreira (2009) propuseram um novo teste de normalidade ba-
seado na extensdo multivariada do teste de normalidade quiquadrado de Pearson e
compararam com dois testes: o teste conjunto de assimetria e curtose e a extensdo
do teste de normalidade univariado de Shapiro-Wilk para o caso multivariado, pro-
posto por Royston (1983, 1993). A extensdo do teste de normalidade quiquadrado
de Pearson para o caso multivariado foi desenvolvido com sucesso e esse teste
permitiu um melhor controle do erro tipo I em todas as circunstincias simuladas.

Nas situagdes em que o mimero de varidveis p era préximo do tamanho
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da amostra n, o poder do teste de normalidade quiquadrado de Pearson multiva-
riado apresentou-se melhor do que o teste conjunto de assimetria e curtose. A
performance do poder do teste de normalidade quiquadrado de Pearson multivari-
ado melhorou com o aumento do tamanho da amostra e, portanto, foi considerado
satisfatério para n maior ou igual a 50 (OLIVEIRA e FERREIRA, 2009).

Para distribui¢Ges semelhantes & normal multivariada, o teste de norma-
lidade quiquadrado de Pearson multivariado teve desempenho melhor do que o
teste de Royston (1983, 1993). Néo houve um teste uniformemente superior em
todos os casos. O teste de normalidade quiquadrado de Pearson multivariado foi
recomendado nas situagSes em que p é préximo de n (OLIVEIRA e FERREIRA,
2009).

Silva (2009) propds a extensdo multivariada do teste de normalidade uni-
variado de Shapiro e Francia (1972). A extensdo do teste multivariado pode ser
encontrada em Ferreira (2008) e difere essencialmente do teste de Shapiro-Wilk
multivariado na defini¢do dos coeficientes necessarios para o clculo da estatistica
do teste.

Silva (2009) comparou o teste proposto com a extensdo do teste de norma-
lidade de Shapiro-Wilk univariada para o caso multivariado proposto por Royston
(1983, 1993). O desempenho dos testes foi avaliado pelas taxas de erro tipo I e
poder, por meio de simulagdo Monte Carlo. Sob H; foram consideradas as dis-
tribui¢des alternativas t multivariada com v = 1 e v = 30 graus de liberdade,
lognormal e normal contaminada com grau de contaminagdo 6 = 0, 30. Em todos
os casos foram simuladas situagdes com p = 2 e com p = 10 varidveis. Di-
ferentes valores de tamanho de amostra e de correlagiio entre as varidveis foram
considerados, da mesma forma que foi simulada para o erro tipo I. Os resulta-

dos apresentados foram restritos 2 situagio de oo = 5%, uma vez que o padrio de
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O teste proposto por Silva (2009) foi estendido para o caso multivariado
com sucesso e controlou o erro tipo I, sendo equivalente ao teste Shapiro-Wilk
multivariado. O poder do teste de Shapiro-Francia multivariado foi, em geral,
igual ou superior ao do teste Shapiro-Wilk multivariado. Ndo houve um teste, entre
os dois, uniformemente superior, em todos os casos. O teste de Shapiro-Francia
multivariado foi recomendado para uso rotineiro nas aplicagses multivariadas que
requerem testes de normalidade.

Liang, Tang e Chan (2009) propuseram uma generalizagdo da estatistica
do teste de Shapiro-Wilk univariado para testar normalidade em situagdes de alta-
dimensdo, ou seja, quando n < p, embora a proposta possa ser aplicada também
as situagGes regulares em que p < n. A justificativa dos autores para a construgio
dessa proposta de teste se baseou na premissa de que as poucas generalizagdes
existentes na literatura do teste de Shapiro-Wilk para o caso multivariado eram
apropriadas para grandes tamanhos de amostra. Logo o foco do trabalho deles
consistiu em generalizar a estatistica de Shapiro-Wilk para testes de normalidade
de alta dimensdo com tamanho reduzido da amostra, limitado para amostras de
tamanho n < 2000, concentrando sobre os casos em que o tamanho amostral, n, &
pequeno e n < p, em que estudos para esses casos ainda ndo tinham sido abordados
na literatura.

Para comparagGes das taxas de erro tipo I, Liang, Tang e Chan (2009)
compararam a sua proposta de teste baseada na generalizagdo do Shapiro-Wilk
com o teste de normalidade Srivastava e Hui (1987) que é baseado na ideia de
componentes principais. Para realizar as comparagdes foi usado o método Monte
Carlo. Como resultado, verificaram que o teste proposto controlou as taxas de

erro tipo I adequadamente quando os valores observados foram comparados com
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os niveis nominais de significAncia adotados por eles. Enquanto que o teste de
Srivastava e Hui (1987) mostrou-se liberal nos mesmos casos.

Uma das desvantagens do teste de Liang, Tang ¢ Chan (2009) refere-se
ao desempenho do poder. Os autores compararam o teste proposto com os testes
de assimetria e curtose de Mardia (1970) e com o teste de Liang et al. (2000)
verificando que o teste de Liang, Tang e Chan (2009) € menos poderoso.

Os testes baseados nos procedimentos de assimetria e curtose sao limitados
para amostras de tamanho grandes, devido as caracteristicas assintéticas. Além
disso, ndio garantem resultados referentes & normalidade, pois estes apresentam
problemas, para os quais ndo sdo realizadas comparagées apés 0 quarto momento
(CIRILLO e FERREIRA, 2003).

Outro ponto que se pode destacar € a abordagem gréifica “Q-Qplot”, que
é bastante poderosa para verificar desvios de normalidade. Entretanto, néo é um
teste formal e, além disso, a simples constatagdo via grificos ndo € suficiente,
principalmente no caso multivariado, especificamente nas situagdes de muitas va-
ridveis. Esse procedimento serve apenas como uma anélise exploratéria dos dados
e na identificacéio de outiliers, segundo Cirillo e Ferreira (2003).

Diante das revisdes feitas em relag@o aos testes de normalidade multiva-
riada existentes na literatura, verificou-se que a maioria € restrita ao tamanho das
amostras ou, ainda, apresenta deficiéncias quanto ao controle da taxa de erro tipo I
e ao desempenho do poder. No entanto, a busca de um teste de normalidade multi-
variada que supra todas essas condi¢cGes e também seja baseado em um algoritmo

simples & algo que ainda continua.
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3 METODOS
3.1 Testes de normalidade multivariada propostos

Foi considerada uma amostra aleatéria dada por X, X», ..., X Groe e Xn,
sendo X; € R?, de uma populagio com média p2 com dimensio (p x 1) e covari-
dncia X de dimensdo (p x p). A hip6tese nula de interesse é dada por

Hp : Os dados amostrais seguem uma distribui¢io normal multivariada
fx(z),

em que

Fx (@) = (2m) P52 exp {—%(m - Bz - u)} , @

com média p € R? e covaridncia ¥ € RP*? positiva definida.

Foi estendido os testes univariados de normalidade no espago p-dimen-
sional, ou seja, foram apresentados dois procedimentos para testar a normalidade
multivariada: um deles, baseado em distincias, e o outro em bootstrap paramé-
trico. Todos os procedimentos descritos foram implementados no R e os scrips

estido apresentados no Apéndice.

3.1.1 Teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em distéin-

cias

Como as estatisticas de ordem, no caso multivariado, sdo complicadas de
obter em virtude da correlagdo entre as varidveis, foi utilizado um procedimento
baseado em distdncias. As observagdes multivariadas foram transformadas em
distincias, que sdo observagdes univariadas e, em seguida, quantis esperados da

distribuigdo relativa a essas distancias foram obtidos. Finalmente a estatistica do
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teste foi computada utilizando o coeficiente de determinac@o entre as estatfsticas
de ordem observadas relativas as distincias e 3s estatisticas de ordem esperadas.
A distribuico nula foi obtida por simulagdo Monte Carlo e o valor observado na
amostra original foi confrontado com os valores da distribui¢do nula Monte Carlo,
para obtengido do valor-p e tomada de decisdo.

Diferentemente do caso univariado, o teste atual foi construido com base
em distancias estatisticas, mais especificamente, baseado na distancia de Mahala-
nobis. Os demais passos seguiram a mesma légica do teste de normalidade univa-

riado, exceto pelo fato de que as estatfsticas de ordem referem-se as disténcias.

Algoritmo para o teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado

em distincias

Os passos para obtengéo do teste Monte Carlo de normalidade multivariada

baseado em distincias sdo:

1. considerar uma matriz de dados X,,x, € Nsp 0 nimero de simulagdes

Monte Carlo para realizar o teste;

2. calcular as distincias de Mahalanobis
D}=(X; - X)TS7}(X; - X),paraj=1,2,...,n,

em que X é o vetor relativo a j-ésima observagdo p-variada, X é o vetor
de médias das n observagGes e S a matriz de varidncia e covariincia relativa

a matriz de dados X, xp;

3. ordenar as distincias da amostra original obtendo-se as estatisticas de or-

dem:
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2 2 2 2 .
D(l), D(2), ..y D(j), IS D(n),
4. realizar a seguinte transformagcio
nD?,
— (9)
b = (n—1)2’ 28)

que se distribui de forma exata, sob normalidade multivariada, como uma

varidvel beta com parﬁmetros
Q= e ﬂ = ( 9)
= A = ’ 2

(GNANADESIKAN e KETTENRING, 1972);

5. estimar os valores esperados das estatistica de ordem da distribuigio beta

por
x __ -1 (j_a’) .
G=F e esory P (30)

relativos a estatistica de ordem b(;)» que € j-ésimo menor valor da amostra
aleatdria, paraj =1, 2, ..., n, sendo: F~! ainversa da fungio de distribui-

¢do beta,

p—2 _ n—p—3

2p b= 2(n—p—-1) @D

(GNANADESIKAN e KETTENRING, 1972);

6. calcular o coeficiente de determinacdo amostral, considerando a amostra ori-
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ginal, 72, entre b(;) e b, pela expressdo:

n n 2
. D b2 b
> bgyhy - S
j=1
re=T T 77 (32)
n n

. Zlbo) . ;b?}
> 8 -~ | [ -

i=1 i=1

7. gerar uma amostra aleatéria Z1, Za, . .., Z,, de tamanho n da distribuigao
normal multivariada, com média p = 0 e covaridncia ¥ = I. A escolha
desses paridmetros ndo interfere nos resultados do teste, uma vez que as dis-

tincias sdo invariantes as transformagdes de escalas;

8. calcular as distincias para a média amostral e ordenar os valores, obtendo-se

as estatisticas de ordem:

b(l), b(z), .o oy b(n);

considerando que Z e Sz sio o vetor de médias e a matriz de covariancias

da amostra gerada no passo 7, entdo as distancias sdo calculadas por
=(Z;-2)'S;Y(Z;- Z),paraj=1,2,...,n

e as estatisticas de ordem da beta, pela transformacio (28), apés as distdncias

terem sido ordenadas;

9. calcular o coeficiente de determinagdio amostral rZ entre b(;) e b}, no i-ésimo

passo da iteragdo Monte Carlo.
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10. armazenar rZ, juntamente com o valor original e os demais valores obtidos
na iteragdo anterior, se houver ocorrido alguma iteragfo anterior;

11. se o mimero de valores armazenados, incluindo o valor original, for menor

que Ngps + 1, entdo vé para o passo 7, sendo v4 para o passo 12;

12. calcular o valor-p por:

Nsm+1

> IGi<rd)
i=1

Ngpy +1

, (33

valor —p=

em que:
i) I(e) € uma fungo indicadora;

ii) r? é o coeficiente de determinagio da i-ésima unidade amostral da simu-
lagdo Monte Carlo;

iii) 2 é o coeficiente de determinagdo calculado a partir da amostra original;
13. construir o QQplot dos quantis da distribuigdo beta confrontando by vs bj.

14. retornar o valor-p, o valor da estatistica na amostra original 72 e o gréfico

referente ao QQplot.

Usou-se distancias de cada observagio para a média, devido ao fato de nio
ser possivel ordenar um vetor, informando a ordem das observagdes no €spago
p-dimensional, pois existem p componentes e o conceito de ordenagdo ndo se apli-
caria. Quanto mais préximo de 1 estiver o valor do coeficiente de determinagdo
estimado na amostra original, maior ser4 a evidéncia de normalidade multivari-
ada. Isso ocorre, em virtude de que sob normalidade multivariada, a distribuicéo

marginal de b; é uma beta.
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Assim, as estatisticas de ordem observadas em uma amostra aleatéria, se a
hipétese de normalidade multivariada for verdadeira, devem se correlacionar for-
temente com as estatisticas de ordem esperadas da distribui¢do beta. Os valores
esperados foram obtidos de forma aproximada pela inversa da fungZo de distribui-
¢do beta. A inversa depende das quantidades a e b, apresentadas anteriormente,
que servem para realizar corre¢Ses de continuidade, sendo que para as suas defi-
ni¢Ges foram considerados os aspectos de maior efici€ncia para os resultados dos

valores esperados das estatisticas de ordem da distribuigdo beta.

3.1.2 Teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico

O segundo teste proposto foi baseado em um método de bootstrap paramé-
trico. Como visto no inicio da segdo (3.1), X; possui distribui¢do p-variada com
média g2 e com covaridncia 3, ambos desconhecidos. Sob Hy, X; serd conside-
rado como uma varidvel aleatéria normal com média p e covaridncia 3. Para a
aplicacéio do teste proposto, verificou-se que o parimetro p poderia ser conside-
rado como 0, sem perda de generalidade. O pardmetro ¥, por sua vez, ndo pode
ser ignorado e, portanto, adotou-se a estimativa S, da amostra original, como valor
paramétrico X. Isso foi feito, com o intuito de se reamostrar a distribuigao nula
da estatistica do teste. Os detalhes da constru¢@o da estatistica, da sua distribuigdo

nula e da obtengdo do p-valor foram descritos na sequéncia.

Algoritmo para o teste de normalidade multivariada baseado em booftstrap

paramétrico

Os passos para obteng@o do teste de normalidade multivariada baseado em

bootstrap paramétrico sio:

1. considerar uma matriz de dados X,xp € Np 0 nimero de reamostragens
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para realizar o teste;

. ordenar as realizagGes das varidveis aleatérias dispostas em cada coluna da

matriz X de forma independente;

- 0 estimador do valor esperado m; de cada estatistica de ordem X(j)i» su-
pondo normalidade, da i-ésima varidvel disposta na i-ésima coluna de X,

m; € dado por:

/ﬁj L { zz}dm (34)
—cexrp{ —— = pj,
—oo V21 P 2 Pi
J=12,...,n,emque
.3
J—3§
j = ; 35
pj ‘n.+% (35)

. calcular o coeficiente de determinagao amostral, considerando a amostra ori-
ginal, r?, 1=1,2,3,..., pentre as realizagdes ordenadas da i-ésima varigvel

aleatéria, da i-ésima coluna da matriz X e os valores de 7i;;

. obter a média dos coeficientes de determinagdo obtidos no passo 4, a qual

denotada de H:

H =2, (36)

- gerar realizagSes de uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigio
normal multivariada Y7, Y3, ..., Y;, com média p = 0 e covaridncia 2 =

S, em que S € a covariéncia amostral obtida na amostra original;

. ordenar as realizagGes de varidveis aleatérias para cada coluna da matriz Y’;
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8. calcular o coeficiente de determinagfio amostral r2 entre as realizagdes or-
denadas das variiveis aleatérias de cada coluna da matriz Y e os valores de

Tﬁj;

9. obter a média de r? e denoté-la por Hy, no b-ésimo estdgio de reamostragem
bootstrap. Armazenar o valor Hjp juntamente com o valor original H. e
os demais valores obtidos na iteragdo anterior, se houver ocorrido alguma

iterag@o anterior;

10. se o mimero de valores armazenados, incluindo o valor original, for menor

que Np + 1, entdo v4 para o passo 6, sendo v4 para o passo 11;
11. calcular o valor-p por:

NB-I-I
Z I(Hb < Hc)
b=1

Np+1

valor—p = ) 37

em que:
i) I(e) é uma fungdo indicadora;
ii) Hy, é o valor da estatistica no b-ésimo estigio de reamostragem bootstrap;

iii) H é o valor da estatistica calculada a partir da amostra original;

12. retornar o valor-p e o valor da estatistica na amostra original H..

3.2 Teste Shapiro-Wilk de normalidade multivariado

A descri¢do mais detalhada deste teste pode ser encontrada em Ferreira
(2008) e em Royston (1983, 1993). Para fins de desenvolvimento desse trabalho,

optou-se pormenorizar este teste em forma de um algoritmo:
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3.2.1 Algoritmo para o teste Shapiro-Wilk de normalidade multivariado

Os passos para obtengZo do teste Shapiro-Wilk de normalidade multivari-

ado sdo:

1. considerar uma matriz de dados Xy,

2. estimar o valor esperado m;, equivalentemente ao procedimento do passo
3 do algoritmo do teste de normalidade multivariado baseado em bootstrap

paramétrico;
3. calcular o vetor ¢ = () V4 eu =1//n;

4. calcular a estimativa do vetor de coeficientes a:

ji=2,.,n-1 se (n < 5)
para (38)

mj
vé i=3,4..,n-2 se(n>5)

aJ=

em que @, € d,_1 sdo obtidos da seguinte forma:

n = cn +0,221157u — 0,14798u® — 2,071190u + 4, 434685u* — 2, 706056u°
@n-1 = Cu—1 +0,042981u — 0, 293762u” — 1, 752461u* + 5, 682633u* — 3, 582633u°

e a quantidade normalizadora (¢) por:

(T — 2m2)/(1 - 2a2) sen<5b
o= ; (39)

(mTm —2m2 — 2m2_)/(1 —2a2 — 2a2_,) sen>5

5. calcular para cada varidvel a estatistica Wy, do teste de Shapiro-Wilk univa-
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riado:
2
n
> &X i
Wi = —— (40)
> (X — Xk
=1
em que
n
5 X;k
Xk - ; —1"_’

. obter Y. (valor transformado de W}) por:

—ln[y—In(1-Wi)] sed<n<1l
Y = [ ) 1)
In(1 — W) se 12 < n < 5.000

em que 7y = -2,273 + 0,459n.

OBS: A estatistica W n3o segue uma distribuigdo normal. Por esta razio,
Royston (1993), propds a utilizagdo de uma transformacio (Y%) da familia
Box-Cox. A varidvel Y possui média dada por:

0,5440 — 0,39978n + 0,025054n® — 0,0006714n° se4<n< 11
py =

—1,5861 — 0,31082u — 0,083751u? + 0,0038915u® se 12 < n < 5.000
em que u = In(n). O desvio padrio de Y, € dado por:

exp{1,3822 — 0,77857n + 0,062767n* — 0,0020322n} se4 <n <11

oy =

exp{—0,4803 — 0,082676u + 0,0030302u} se 12 < n < 5.000
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7. obter Z;:

Y —py
oy

Zy = (42)

que sob a hipétese nula de normalidade Zj, possui aproximadamente distri-

bui¢do normal-padrao.

T
OBS: No caso particular n = 3, o vetor @ é dado por @ = [—ﬁ 0 ﬁ] ;

2 %73
8. calcular
1 2
K = {‘1’-1 [5‘1’(—Zk)] } , 43)
em que
1 T _a3
O(r) = — 272 dt;
(@) \/z—w/_m" :
9. calcular
p
PRL
G="" (44)
p

10. calcular o valor de v, igualando os momentos de G com os momentos x2/v

dado por:

- P
Y Ir -1 )

em que

p-1 p

Z Clke!

k=1k=k+1

p?—p

C=
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O valor de v depende de ¢y, correlagdo entre ki e h:;c. Royston (1983)
propds estimar ¢y a partir de i, pois assumiu que cxs era fungio de
Pkis- Assim, se R = [rys| é a matriz de correlagdo amostral de dimensdes

(p x p), a fungdo g(rki, ) é usada como um estimador de ci:

r sek#£k'
b = (TR n) # 6

1 sek=k
em que sob as condigdes g(0,n) = 0 e g(1,n) = 1 a fungdo g € dada por
o(rwen) = o = e [1= Bl (L= )] @7)
emque A\, pel’ > 0esdodadospor A =5, =0,715¢
I' =0,21364 + 0, 015124u2 — 0,00180343, (48)

sendo u = In(n);

calcular a estatistica do teste de Shapiro-Wilk univariado estendido para o

caso multivariado, apresentado pelo teste de Royston (1983):
v
H=vG==) &, (49)
Pia

que sob a hipétese nula de normalidade possui distribuigdo aproximada de

uma quiquadrado com v graus de liberdade. O valor-p é calculado por
valor — p =1 — F,2(H; v), (50)

em que F,2(H; v) € a fungdo de distribui¢do quiquadrado com v graus de
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liberdade avaliada no ponto H;

12. retornar o valor-p e o valor da estatistica na amostra original H.

A implementag@o da rotina para o teste Shapiro-Wilk de normalidade mul-
tivariado proposto por Royston (1983, 1993) foi realizada por Silva (2009), quando
comparou esse mesmo teste com o teste de normalidade de Shapiro-Francia para

o caso multivariado.

3.3 Validaciio do desempenho

Foi usada simulagéo Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes de
normalidade multivariada mensurando-se as taxas de erro tipo I e o peder do teste.
O teste de normalidade multivariada de Royston (1983, 1993) foi considerado para
fins de comparag@o. A escolha do TSWNM justifica-se por ser um teste de melhor
desempenho ao longo das comparagdes realizadas na literatura (ver Cantelmo e
Ferreira (2007a), Cantelmo e Ferreira (2007b), Farrell, Barrera e Naczk (2007,
Silva (2009) e Oliveira e Ferreira (2009)). Para execugio desse procedimento duas
etapas foram consideradas, uma referente ao erro tipo I, e outra relacionada ao

poder do teste.

3.3.1 Primeira Etapa: Erro Tipo |

Para avaliar a taxa de erro tipo I, amostras normais p-dimensionais foram
geradas com o vetor de médias u = 0 e matriz de covariincia ¥ com estrutura de

correlagdo dada por
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1 p p
2 [P 1 p 2
Y=o =o“p, (61))]
pp o 1

sem perda de generalidade, em que a estatistica D2 (distincia de Mahalanobis) é
invariante sob transformagdes ndo singulares. Especificamente, foi escolhido para
o caso das simulages 02 = 1 e a correlagdo, p, fixada em 0,5 para correlagdo

intermedidria, sem perda de generalidade, em que

* para o TMCNMD a escolha desses pardmetros nio interfere nos resultados,

uma vez que as distincias sdo invariantes a transformagoes de escalas.

* e para o TNMBP a estrutura de covariiincia usada na simulagdo para a vali-

dagdo, vai ser incorporada no teste por intermédio da matriz S.

Para as comparacgdes dos testes de normalidade multivariada em que foi
necessario assumir a restrigdo n > p, isto €, para gerar amostra normal multivariada
permitindo estimativas da matriz de covariincia ndo-singulares, foram tomadas as
combinagdes de n e p para a dimensdo da matriz de dados X, xp, de acordo com

a Tabela 2.

Tabela 2 Os testes de normalidade multivariados usados nas comparagdes, com os tama-
nhos amostrais nn ¢ mimero de varidveis p usados nas construgdes das matrizes
de dados X, x4, situagdo n > p.

Testes de normalidade multivariada n P
TMCNMD, TNMBP e TSWNM 10 2,4,6,8
TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM 20 2,5,10,18
TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM 50 2,10,2s,48
TMCNMD, TNMBP e TSWNM 100 2, 10, 50, 98
TMCNMD, TNMBP e TSWNM 200 2,10, 50, 100
TMCNMD ¢ TNMBP 10.000 5
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Uma outra situagdo em que a matriz de covaridncia ndo-singulares nio
era necessdria, isto é, n < p, foi tomada para avaliar o TNMBP, uma vez que a
construgéo desse teste ndo depende da inversa da matriz de covaridncia, para isso
foi escolhida as combinagGes de n e p de acordo com a Tabela 3. SimulagGes de

amostras aleatérias X, X, ..., X, foram realizadas.

Tabela 3 Tamanhos amostrais n e nimero de varidveis p usados nas construgges das ma-
trizes de dados X, x ,, para avaliagio do TNMBP na situagiio n < p.

Teste de normalidade multivariada n P

TNMBP 10 10, 15, 20, 30
TNMBP 20 20, 25, 30, 50
TNMBP 30 30, 40, 50, 75
TNMBP 50 50, 60, 75, 100
TNMBP 100 100, 110, 130, 150

O processo de simulagdo Monte Carlo foi repetido 2.000 vezes e os testes
propostos, TMCNMD e TNMBP, ¢ o teste usado para comparagio, TSWNM, fo-
ram aplicados em cada amostra ao nivel de significincia nominal, c, que foi fixado
em 1%, 5% e 10%. As taxas de erro tipo I foram calculadas para cada teste como
a proporgdo de vezes que a hipétese nula foi rejeitada, e este foi comparado com o
nivel de significincia nominal.

Uma vez que estas taxas de erro tipo I foram estimadas utilizando simu-
lagdes de Monte Carlo, elas ndo estdo livres de erro. Assim, os testes binomiais

exatos, considerando um nivel de significincia nominal de 1% para as hip6teses

Hy:a=1% versus Hy : o # 1%,
Hy:a=5% versus Hy : a # 5% (52)
Hy:a=10% versus Hy : a # 10%

foram aplicadas para a taxa de erro tipo I.

Se a hip6tese nula for rejeitada e as taxas de erro tipo I observadas forem
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considerados significativamente (valor-p < 0,01) inferiores ao nivel de significan-
cia nominal considerado, o teste serd conservativo. Se a hipétese nula for rejeitada
e as taxas de erro tipo I observadas forem consideradas significativamente (valor-p
< 0,01) superiores ao nfvel nominal de significincia, o teste serd liberal. Porém,
se as taxas de erro tipo I observadas ndo forem consideradas significativamente
(valor-p > 0,01) diferentes do nfvel nominal de significincia considerado, o teste
€ exato.

Se z representa o mimero de hipéteses nula rejeitadas em N =2.000 simu-
lagBes Monte Carlo, para o nfvel de significAncia nominal «, Oliveira e Ferreira
(2009) consideraram a estatistica do teste, usando a relagdo entre a F' e a distribui-

¢do binomial, com probabilidade de sucesso p = «, por:

_(z+1 l-«o
r-(222) (%2). 53

que, sob a hipétese nula , segue a distribvigdo F com vy = 2(N —z) e vp =

2(z + 1) graus de liberdade. Se F, < Fy g5 ou F,. > Fp ggs, a hip6tese nula deve
ser rejeitada ao nivel 1% de significéncia, em que Fy gos € Fp 995 S0 os quantis da

distribuigido F' com v; e v graus de liberdade.

3.3.2 Segunda etapa: poeder do teste

Foram simuladas amostras aleatérias de distribuigdes ndo-normais multi-
variadas para avaliar o poder dos testes em rejeitar a hipétese nula que por constru-
¢do ¢ falsa. Foi utilizado o mesmo procedimento para realizar a simulagdo descrita
na se¢do (3.1). A diferenga consiste na geragio de realizagdes de varidveis alea-
térias de distribuigbes ndo-normais como a #-Student multivariada com diferentes

graus de liberdade (com v = 1 e v = 30), log-normal multivariada, normal conta-
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minada multivariada e a uniforme multivariada. Foram utilizadas as fungGes gera-
doras de varidveis aleatérias multidimensionais do programa R para a realizagdo
de tal tarefa.

A realizagdo de vetores aleatérios da distribui¢do r-Student multivariada

foram gerados da seguinte forma

Y; = ﬁ% e X;==Y2Y; 4+, (54)
em que Z tem distribuicdo N,(0, I) e a varidvel U com distribuigdo quiquadrado
com v graus de liberdade distribuida de forma independente. O parimetro v foi
tomado com valor igual a 1, para a obtengio de uma circunsténcia diferente da
distribui¢io normal multivariada e, também, igual a 30 para a obtengio de uma
circunstincia que a distribuigdo #-Student multivariada que se assemelha 2 distri-
buicdo normal multivariada. Para tal procedimento, foi usado o pacote mvtnorm
pela fungdo rmvt.

A geragio da realizagio de um vetor coluna aleatério de dimensio p com
distribuigdo log-normal multivariada foi feita tomando-se o seguinte vetor W =

[exp(Z,), exp(Zy), - - -, exp(Z,,)]T, emque Z ~ Ny(p, X).
Para gerar realizagGes dos vetores aleatérios da normal contaminada, a

seguinte fung@o de densidade foi considerada

1
x(@) = sm /i oxp{ 3o - ) 2T @ - )}
1
+(1 = 8)(2m)~7/% B, |2 cxp{—i(m — 1) B3Nz - uz)} £(55)
emque 0 < 6 < 1, X; and X3 sdo as matrizes de covariancia positiva definida

€ p1 € p2 sd0 os vetores médios p-dimensional. Para realizar as simulagdes os

seguintes valores foram considerados: § = 0,30, 23 =0, w2 = 10 J, X1 = p, 3,
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= 10 p, em que J é um vetor (p x 1) de 1’s e a matrix p foi definida na Equagdo
(51) com p =0, 5.

Para gerar realizagGes de vetores aleatérios da uniforme multivariada foi
tomado Y ~ Ny(0,p), em que p é a matriz de correlagio obtida da equagdo
(51) considerando 02 = 1. Para o i-ésimo componente de Y tomou-se X; =
®(Y;), em que ®(e) é a fungido distribuigdo acumulada da normal padrdo e i =
1,2, -+, p. O j-ésimo vetor aleatério X; = [X;1, Xj2,,... Xjp| | € distribuido
de forma uniformemente multivariado. Para geracgdo da realizacdo dos vetores
da log-normal, normal contaminada e uniforme foi usada a fungdo mvrnorm do
pacote MASS, para mais detalhes consultar o Apéndice.

Foram aplicados os testes de normalidade multivariada descritos anterior-
mente em 2.000 repeticGes desse procedimento. Computou-se a propor¢ao de ve-
zes em que a hipétese nula foi rejeitada para os trés testes (TMCNMD, TNMBP,
e o TSWNM), considerando os niveis nominais fixos para o = 1%, o = 5% e
o = 10%. Essa proporgdo estima os valores de poder dos trés testes, que foram

comparados entre si.

34 Exemplo

Um subconjunto do exemplo apresentado por Royston (1983) foi utilizado
para ilustrar a aplicacdo dos trés testes de normalidade multivariado avaliados.
Nesse exemplo as varidveis X; e X3 referem-se a concentragéo de hemoglobina
e contagem de linfécitos, respectivamente, mensuradas em n = 20 pintores de

carro. Os dados observados estdo apresentados a seguir:



Pintores Xi X2 Pintores X X3
1 13,4 14 11 15,2 26
2 14,6 15 12 16,9 28
3 13,5 19 13 14,8 24
4 15,0 23 14 16,2 26
5 14,6 17 15 14,7 23
6 14,0 20 16 14,7 9
7 16,4 21 17 16,5 18
8 14,8 16 18 15,4 28
9 15,2 27 19 15,1 17

10 15,5 34 20 14,2 14
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Dividiu-se esta se¢do em duas etapas: uma referente ao amgp tipo I e outra
ao poder dos testes. A subsegdo referente as taxas de erro tipo I foi dividida em
duas partes. A primeira parte € composta pelos resultados das comparagoes dos
trés testes de normalidade multivariada: TMCNM, TNMBP e TSWNM, quando o
tamanho da amostra ¢ maior que o mimero de varidveis (n > p). A segunda parte
referente ao erro tipo I foi composta pelos resultados do novo teste de normalidade
multivariada proposto, TNMBP, quando o tamanho da amostra é menor ou igual
a0 mimero de varidveis (n < p) e os niveis de significincia nominais para ambas
as situagdes do erro tipo I foram fixados para 10%, 5% e 1%.

A subsecdo referente ao poder dos testes também foi dividida em duas
partes. A primeira parte é formada pelos resultados das comparagGes dos trés testes
de normalidade multivariada: TMCNM, TNMBP e TSWNM, quando o tamanho
da amostra é maior que o mimero de varidveis (n > p). A segunda parte referente
ao poder dos testes foi composta pelos resultados do novo teste de normalidade
multivariada proposto, TNMBP, quando o tamanho da amostra é menor ou igual
ao ndmero de varidveis (n < p). Para ambas as situagdes no poder dos testes
foram consideradas diferentes distribui¢cGes ndo normais multivariadas. Os niveis
de significAncia nominais foram os mesmos adotados na primeira segéo do erro

tipo 1.

4.1 Errotipo I

As probabilidades de se cometerem os erros do tipo I e II sdo inversa-
mente proporcionais e relacionadas como o poder do teste. Isso implica que a

baixa probabilidade de se incorrer no erro tipo I estd associada a alta probabilidade
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de se cometer o erro tipo J1. Novamente, se as taxas de erro tipo I observadas nio
forem significativamente diferentes do nivel nominal de significincia considerado,
o teste € exato, porém, se elas forem inferiores ao nivel de significincia nominal
considerado, o teste serd conservativo, e se elas forem superiores ao nivel nominal

de significiincia, o teste serd liberal.

4.1.1 Erro tipo [ dos testes de normalidade multivariados, n > p, para o

TMCNM, o TNMBP e 0 TSWNM

As Tabelas 4, 5 e 6, referem-se ao erro tipo I dos testes TMCNMD,
TNMBP e TSWNM, considerando os niveis de significincia nominais de 10%,
5% e 1%, respectivamente. Foram consideradas nestas tabelas as combinagdes de
n € p, para 0s casos (n > p) mostrados na Tabela 2. Os resultados foram con-
frontados com cada nivel de significAncia nominal o associado, por intermédio do
teste binomial exato com nivel de significincia de 1%.

Na Tabela 4 apresentou-se as taxas de erro tipo I dos testes TMCNMD,
TNMBP ¢ TSWNM, considerando a distribuigio normal multivariada em funcio
das combinagdes de n e p para v = 10%. O TMCNMD apresentou a maior parte
dos resultados das taxas de erro tipo I niio significativamente (p > 0, 01) diferente
do valor nominal o = 10%. Apenas na situagiio em que n = 10 e p = 8 o teste
foi considerado liberal com uma diferenga em relagdo ao nivel de significincia
nominal de 1,75 ponto percentual.

O TNMBP, na maioria das vezes, foi considerado exato, mas nas situagoes
n=10comp=4,n=10comp=6en =20com p= 18 o teste foi conservativo.
Néo houve uma regra para descrever o comportamento, mas pode-se observar um
controle adequado do erro tipo I, por parte desse teste.

O TSWNM, assim como o0 TNMBP, na maioria das vezes, foi considerado
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exato e em outras ocasides foi considerado conservativo. Observa-se no TSWNM,
que para valores de p grande, as taxas de erro tipo I foram consideradas abaixo do
nfvel de significAncia nominal (conservativo), s@o os casos observados para n =
20 com p = 18, n = 100 com p = 50, n = 100 com p = 98, n = 200 com p = 50
e n = 200 com p = 100.

Para amostra de tamanho 10.000 situagdo em que contemplam os novos
testes, TMCNMD e o TNMBP, as taxas de erro tipo I foram muito préximas do
nivel nominal de significincia, mostrando-se exato tanto para 0 TMCNMD quanto
para o TNMBP.

Em comparagio com outros testes de normalidade multivariada existentes
na literatura, buscou-se fazer um paralelo em algumas circunstincias cabiveis da
Tabela 4 com os testes comparados por Cirillo e Ferreira (2003). Notou-se, por
exemplo, que o teste de normalidade baseado no coeficiente de correlagio Quantil-
Quantil multivariado para amostras de tamanho n = 100 comp =2e p = 10
tiveram bom controle das taxas de erro tipo I, dados respectivamente por 0,1038 e
0,0965, assim como também ocorreu para os trés testes comparados na Tabela 4.

Para o teste de normalidade multivariado de simetria, pelos resultados de
Cirillo e Ferreira (2003) para amostra n = 1060 com p = 2, houve também um bom
controle do erro tipo I, dado por 0,0922. Para o mesmo teste e amostra n = 100
com p = 10, a taxa de erro tipo I foi de 0,0665, o que € um valor um pouco abaixo
do nivel nominal de significincia em relagdo aos testes de normalidade baseado
no coeficiente de correlagio Quantil-Quantil multivariado, TMCNMD, TNMBP e
TSWNM.

Ainda na Tabela 4, para as circunstincias amostrais de tamanhos n = 100
com p = 2, o teste de normalidade multivariada de curtose avaliado por Cirillo

e Ferreira (2003) foi 0,0680, muito abaixo dos testes de normalidade baseado



68

no coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil multivariado, TMCNMD, TNMBP
¢ TSWNM. Para n = 100 com p = 10, os mesmos autores observaram uma taxa
de erro tipo I de 0,1528 que, por outro lado, foi a taxa de erro tipo I mais elevada
em relagdo a todos os testes mencionados relativos a0 mesmo tamanho amostral.
Vale ressaltar que para o teste de normalidade baseado no coeficiente de
correlagdo Quantil-Quantil multivariado, o teste de normalidade multivariada de
simetria e o teste de normalidade multivariada de curtose, comparados por Cirillo
e Ferreira (2003) foram realizadas 10.000 simulagées Monte Carlo no processo
de validagio, enquanto que, os testes referidos na Tabela 4 foram realizadas so-
mente 2.000 simulagGes Monte Carlo para a validagio dos mesmos. Porém, isso
ndo influencia nos resultados, pois 2.000 simulagdes € tdo eficiente quanto 10.000
simulagGes para obter uma boa aproximagio das estimativas das taxas de erro tipo

I e também das estimativas de poder.
Na Tabela 5, tem-se as taxas de erro tipo I dos testes TMCNMD, TNMBP

¢ TSWNM, considerando a distribui¢fio normal multivariada em fungdo das com-
binagGes de n e p para a = 5%. O TMCNMD obteve o controle da taxa de erro
tipo I em todas as situagGes, independente do tamanho da amostra e do niimero de
varidveis. Sendo assim as taxas de erro tipo I observadas ndo foram consideradas
significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do nivel nominal de significancia e
este foi entdo considerado exato em todas as situagdes.

Para 0 TNMBP, na maior parte das situagdes, o teste foi considerado exato,
exceto para n = 10 com p = 6 e n = 20 com p = 18, no qual o teste foi conser-
vativo. J& o TSWNM foi considerado conservativo nas situagdes em que n =20
com p = 10, n = 20 com p = 18 e n = 100 com p = 50, apresentando exato para
os restantes das combinagdes de n e p.

Para o estudo das taxas de erro tipo I com amostra de tamanho 10.000

no TMCNMD e o TNMBP, os resultados foram proximos do nivel nominal de
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Tabela 4 Erro tipo I dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM, considerando a distribui-
¢do normal multivariada em fungio de n e p para o = 10%.

10%

n p TMCNMD TNMBP TSWNM

2 0,1000 0,1065 0,1010

10 4 0,1030 0,0785~ 0,0850

6 0,0980 0,0765~ 0,0895

8 0,1175% 0,0915 0,0950

2 0,0965 0,1010 0,1045

20 5 0,0975 0,0900 0,0935

10 0,1080 0,0890 0,0875
18 0,1000 0,0770" 0,0665~

2 0,1020 0,0960 0,0905

50 10 0,1050 0,0905 0,0830

25 0,0975 0,0955 0,0940

48 0,0875 0,0960 0,0865

2 0,0915 0,1035 0,0980

100 10 0,1010 0,0880 0,0845
50 0,1160 0,0880 0,0725~
98 0,1075 0,0975 0,0765~

2 0,0895 0,0840 0,0870

200 10 0,1035 0,1030 0,0885
50 0,0900 0,0885 0,0760~
100 0,0915 0,0935 0,0645~

10.000 5 0,0991 0,1032 -

+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10% de significncia (P < 0,01).
~ Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10% de significincia (P < 0,01).

significincia, mostrando-se exato tanto para 0 TMCNMD quanto para o TNMBP.

Buscou-se comparar algumas das taxas de erro tipo I dos testes da Tabela

5 com outros testes ja avaliados na literatura. Para a amostra » = 100 com p =

2, o teste de normalidade de curtose multivariado avaliado por Cirillo e Ferreira

(2003) foi significativamente (valor-p < 0,01) inferior ao nivel nominal de 5% con-

siderado, ou seja, conservativo. Para o mesmo tamanho amostral, os testes com-

parados na Tabela 5, o teste de normalidade baseado no coeficiente de correlagio

Quantil-Quantil multivariado e o teste de normalidade multivariada de simetria
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comparados por Cirillo e Ferreira (2003), como também o teste de normalidade
de Shapiro-Francia multivariado proposto e avaliado por Silva (2009) foram exa-
tos. Sendo que os autores Cirillo e Ferreira (2003) e Silva (2009) usaram 10.000
amostras no procedimento Monte Carlo para computar as taxas de erro tipo I de
amostras . = 100 com p = 2.

Os testes avaliados por Farrell, Barrera e Naczk (2007) para 10.000 pro-
cedimentos Monte Carlo, como o teste de Doornik e Hansen (1994) e o teste de
Henze e Zilkler (1990), para amostras de tamanho n = 50 com p = 2, n = 50 com
p=10en =200 com p = 2 foram exatos, da mesma forma que os trés testes ava-
liados na Tabela 5. Os testes foram também exatos para amostra de tamanho n =
200 com p = 10, fato que ndo ocorre para o teste de Shapiro-Francia multivariado

proposto por Silva (2009), que foi considerado liberal.
Considerando a distribui¢io normal multivariada em fungio das combina-

¢oes de n e p para o = 1%, referente as taxas de erro tipo I dos testes TMCNMD,
TNMBP e TSWNM, situagio abordada na Tabela 6, 0o TMCNMD obteve o con-
trole da taxa de erro tipo I em todas as situagdes, independente do tamanho da
amostra, n, € do mimero de varidveis, p. Sendo assim as taxas de erro tipo I ob-
servadas ndo foram consideradas significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do
nivel nominal de significincia e esse teste foi entdo considerado exato em todas
as situagdes. Vale ressaltar que, conforme pode ser visto nas Tabelas 5 e 6, que o
TMCNMD foi exato para todas as situagdes, ndo diferindo do nfvel de significan-

cia nominal considerado, o = 5% e a = 1%, respectivamente.
No TNMBP as taxas de erro tipo I observadas foram considerados signi-

ficativamente (valor-p < 0,01) inferiores ao nfvel de significincia nominal de 1%,
para os casos em que a amostra foi pequena, n = 10 com valores de p iguais a
6 e 8. Para as situages restantes, o teste foi exato com taxas que ndo diferiram

significativamente do nivel de significAncia nominal de 1%.
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Tabela 5 Erro tipo I dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM, considerando a distribui-
¢do normal multivariada em fungio de n e p para a = 5%.

5%

n p TMCNMD TNMBP TSWNM

2 0,0450 0,0525 0,0535

10 4 0,0525 0,0430 0,0495

6 0,0515 0,0350~ 0,0440

8 0,0510 0,0410 0,0450

2 0,0555 0,0530 0,0460

20 5 0,0510 0,0430 0,0405
0 0,0550 0,0390 0,0355~
8 0,0505 0,0285~ 0,0340™

2 0,0550 0,0420 0,0465

50 10 0,0505 0,0350 0,0405

25 0,0455 0,0485 0,0475

48 0,0430 0,0395 0,0420

2 0,0435 0,0440 0,0460

100 10 0,0525 0,0455 0,0470
50 0,0530 0,0380 0,0350~

98 0,0475 0,0440 0,0435

2 0,0455 0,0430 0,0440

200 10 0,0495 0,0450 0,0455

50 0,0455 0,0400 0,0410

100 0,0455 0,0440 0,0385

10.000 5 0,0418 0,0477 -

* Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 5% de significncia (P < 0,01).
~ Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 5% de significancia (P < 0,01).

O TSWNM apresentou-se exato, ndo diferindo significativamente do nivel
nominal de 1%, com excegio, o caso em que p foi igual a 98, préximo do valor de
n, com valor igual a 100, em que esse teste foi considerado liberal com uma taxa
de erro tipo I de 0,0175. Observou-se, portanto, que 0s novos testes propostos,
TMCNMD e o TNMBP, obtiveram um melhor controle da taxa de erro tipo I do
que o teste proposto por Royston (1983, 1993), na situagdao em que n = 100 com
p=98.

Para amostras de tamanho 10.000, casos contemplados nos novos testes
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Tabela 6 Erro tipo I dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM, considerando a distribui-
¢do normal multivariada em fungiio de n e p para o = 1%.

1%

n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,0070 0,0110 0,0125
10 4 0,0085 0,0065 0,0110
6 0,0100 0,0035" 0,0050
8 0,0110 0,0035~ 0,0055
2 0,0115 0,0115 0,0110
20 5 0,0085 0,0095 0,0080
10 0,0085 0,0060 0,0070
18 0,0085 0,0050 0,0080
2 0,0105 0,0095 0,0110
50 10 0,0080 0,0065 0,0095
25 0,0085 0,0070 0,0115
48 0,0090 0,0110 0,0165
2 0,0080 0,0105 0,0100
100 10 0,0095 0,0085 0,0090
50 0,0135 0,0060 0,0095

98 0,0095 0,0090 0,0175%
2 0,0090 0,0085 0,0075
200 10 0,0115 0,0085 0,0110
50 0,0110 0,0060 0,0085
100 0,0135 0,0070 0,0135

10.000 5 0,0082 0,0091 -

*+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 1% de significAncia (P < 0,01).
~ Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 1% de significancia (P < 0,01).

propostos, os resultados foram préximos do nivel nominal de significincia, nos
quais, 0s novos testes propostos apresentaram-se exatos.

Para amostras » = 100 com p = 2 e n = 100 com p = 10, os testes de
normalidade multivariada avaliados por Cirillo e Ferreira (2003), ou seja, o teste
de coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil multivariado, o teste de normalidade
multivariada de simetria e o teste de normalidade multivariada de curtose, como
também, os testes referentes A Tabela 6 e o teste de Shapiro-Francia multivariado

proposto por Silva (2009) foram todos exatos, havendo um excelente controle das
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taxas de erro tipo I, quando comparados com o nivel de significdncia nominal o

de 1%, pelo teste binomial exato com nivel de significiincia de 1%.

4.1.2 Erro tipo I do novo teste de normalidade multivariado, TNMBP, ava-

liado nas situagdes em que (n < p)

Na segunda parte dos resultados referentes as taxas de erro tipo I, o pro-
cesso de simulagio Monte Carlo foi repetido 2.000 vezes. Foram apresentados os
resultados do teste TNMBP quando as amostras eram formadas por realizagdes
de varidveis aleatérias de uma distribui¢do normal, em que n era menor e igual a
p de acordo com as possiveis combinagGes mostradas na Tabela 3, nos niveis de
significAncia o = 10%, a = 5% e a = 1%. Os resultados foram confrontados com
cada nivel de significincia nominal « associado, por intermédio do teste binomial
exato com nivel de significincia de 1%.

Na Tabela 7, o TNMBP para tamanhos amostrais n = 10 apresentou a
maior parte dos resultados das taxas de erro tipo I significativamente (valor-p <
0,01) inferiores aos niveis nominais considerados, ou seja, o TNMBP foi conser-
vativo para boa parte dos resultados. Somente as situagbes n = 10 com p = 10,
tanto para o = 10% como para a = 5% que o teste foi considerado exato.

Para tamanho amostral n = 20 relativos a = 10% e aos mimeros de
varidveis p = 20 e p = 25 o teste foi exato, para os outros casos considerados
o teste foi conservativo. Para o mesmo tamanho amostral, porém, para a = 5%
o TNMBP foi conservativo para todas as situagSes. E para o = 1% o TNMBP
também mostrou-se conservativo, exceto para p = 50, em que o teste foi exato.

Para n = 30 relativos a todos os valores de p e de o, 0o TNMBP mostrou-se
a maior parte dos resultados das taxas de erro tipo I néo significativamente (p >

0,01) diferente dos valores nominais, ou seja, exato. Em especifico, para cada o,
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ou seja, para o = 10% o teste s6 foi conservativo quando n = 30 com p iguais a
50 e 75. No caso o = 5% o teste foi conservativo para n = 30 com p = 75. Por
fim, 0 a = 1% o teste foi conservativo somente quando n = 30 com p = 40.

Para o tamanho amostral n = 50, o teste foi considerado exato em boa
parte dos nimeros de variiveis adotados. Observou-se maiores evidéncias do teste
ser conservativo para valores de p préximo ou igual a n = 50. Por fim, observou-
se que as amostras de n = 100 relativos a todos os valores de p e dos niveis de
significdncias nominais, o TNMBP apresentou-se exato.

De uma maneira mais geral, para as amostras com tamanhos amostrais me-
nores, 0 TNMBP mostrou-se na maior parte conservativo, principalmente quando
P aumentava relativamente ao valor de n. Para tamanhos amostrais maiores, o
TNMBP mostrou-se, na maioria das vezes, exato. Ndo houve caso algum em que
o teste apresentou-se liberal.

Procurou-se nos testes de normalidade multivariado existentes na litera-
tura situagBes nas quais as taxas de erro tipo I pudessem ser comparadas, para as
circunsténcias da Tabela 7 (n < p). Liang, Tang e Chan (2009) haviam proposto
uma generalizagdo da estatistica do teste de Shapiro-Wilk univariado para testar
a normalidade em situagGes de alta-dimensdo e avaliaram as taxas de erro tipo I
para amostra de tamanho n = 26 com p = 30 considerando os niveis de signifi-
cincia @ = 10%, a = 5% e a = 1%. Para cada nfvel nominal de significancia, as
taxas de erro tipo I associadas foram dadas respectivamente por: 0,0795, 0,0425
e 0,0070. Nao foi contemplado 0 mesmo tamanho amostral na Tabela 7 para o
célculo da taxa de erro tipo I do TNMBP, mas p6de-se fazer um paralelo com
o tamanho amostral mais préximo da situagdo abordada por Liang, Tang e Chan
(2009), por exemplo, no TNMBP para a amostra de tamanho n = 30 com p =

30, em que se observou para os mesmos niveis nominais de significincia valores
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dados respectivamente por: 0,0920, 0,0410 e 0,0080. Para todas as taxas de erro

tipo I computadas, ambos os testes foram considerados exatos.

Liang, Tang e Chan (2009), também usaram mais um tamanho amostral

para o célculo das taxas de erro tipo I para o teste proposto, isto €, paran = p =

26 e as taxas de erro tipo I computadas para os niveis nominais 10%, 5% e 1%

foram respectivamente: 0,1060, 0,0450 e 0,0090. Nesse caso, as taxas de erro tipo

I foram exatas também. Foram usadas 2.000 replicagGes para o cilculo desses

resultados.

Tabela 7 Erro tipo I do TNMBP considerando a distribui¢gdo normal multivariada em fun-
¢io de n e p com nfveis de significincia & = 10%, a = 5% e o« = 1%.

10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP
10 0,0895 0,0390 0,0030~
10 15 0,0770™ 0,0275~ 0,0030~
20 0,0725™ 0,0255™ 0,0025™
30 0,0625™ 0,0230~ 0,0020™
20 0,0980 0,0355~ 0,0040~
20 25 0,0830 0,0350~ 0,0045~
30 0,0685~ 0,0235~ 0,0030~
50 0,0680~ 0,0325™ 0,0050
30 0,0920 0,0410 0,0080
30 40 0,0845 0,0420 0,0035~
50 0,0785~ 0,0395 0,0065
75 0,0805~ 0,0360 0,0055
50 0,0795~ 0,0315~ 0,0055
50 60 0,0855 0,0445 0,0045~
75 0,0835 0,0355~ 0,0055
100 0,0895 0,0380 0,0060
100 0,0850 0,0425 0,0065
100 110 0,0965 0,0490 0,0095
130 0,0885 0,0460 0,0070
150 0,1045 0,0515 0,0080

+ Taxas de erro tipo J superiores ao valor nominal de 10%, 5% ou 1% de significincia (P < 0,01).
~ Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10%, 5% ou 1% de significincia (P < 0,01).
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4.2 Poder dos testes

Essa subsegdo é composta por duas partes, a primeira em que se compara
os trés testes de normalidade multivariada, TMCNM, TNMBP ¢ TSWNM, para os
casos n > p. Na segunda parte, um estudo isolado do comportamento do TNMBP
€ realizado para o caso n < p. Para ambas as partes foram consideradas as distri-
buices ndo-normais como: a distribuigio ¢-Student multivariada com v = 1 e v
= 30, a distribui¢do log-normal multivariada, a distribuigio normal contaminada
multivariada e a distribuigdo uniforme multivariada. Os niveis de significincias
foram os mesmos fixados para as taxas de erro tipo I, isto é, o = 10%, o = 5% e

a=1%.

4.2.1 Poder dos testes TMCNM, TNMBP e TSWNM de normalidade multi-

variados para (n > p)

O poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distri-
buigio -Student multivariada com v = 1 grau de liberdade em fungio denep
para a = 10% ¢€ indicado na Tabela 8. O TMCNMD apresentou os piores valores
de poder nas situagdes em que a amostra era pequena como, por exemplo, para n
= 10. Para a amostra de tamanho 20 e mimero de varidveis iguais a 2 e 5, o teste
apresentou alto desempenho, mais ainda inferior em relagio aos demais testes. O
TMCNMD atingiu 100% de desempenho nas situages em que n = 50 com valo-
res de p iguais a 2 e 10 e para n = 100 com nimero de varidveis p iguais a 2, 10 e
50. Nas situagSes em que o tamanho da amostra foi n = 200 para todos os niimeros
de varidveis realizadas o TMCNMD também atingiu 160% de desempenho.

O TNMBP apresentou os melhores desempenhos em relagio aos demais

testes para amostras de tamanho 10 e 20, inclusive em relagdo ao TSWNM. Para



77

amostras de tamanhos 50, 100 e 200, o TNMBP, assim como o TSWNM apre-
sentou 100% de desempenho. O desempenho do TNMBP foi 6timo para todas
as situagdes apresentadas. O TSWNM apresentou desempenho intermedidrio para
amostras de tamanhos 10 e 20.

Em relagdo 2 amostra de tamanho 10.000, o TMCNMD e o TSWNM
apresentaram 100% de poder, o que é uma grande vantagem em relagdo ao teste
TSWNM, pois esse é restrito s condi¢des de amostra menores que 5.000.

E conveniente salientar que a ¢-Student multivariada com v = 1 grau de
liberdade é uma distribuigio bem diferenciada da normal multivariada. Dessa
forma, o TNMBP ¢ 0 TSWNM tiveram valores elevados de poder, sendo as me-
nores taxas dadas respectivamente por 0,8040 e 0,7690. Esses casos ocorreram
quando a amostra e o mimero de varidveis eram pequenos, n =10 com p = 2. Para
amostras de tamanho 20, as taxas desses dois testes foram sempre superiores a
95% e quase sempre préximos de 100%. Mesmo sendo 0 TMCNMD o que apre-
sentou os desempenhos inferiores em relagdo aos demais, € ainda considerado um

teste adequado para a maior parte das situagGes apresentadas.
Os desempenhos para o poder dos TMCNMD, TNMBP e TSWNM, con-

siderando a distribuigo t-student multivariada com v = 1 paraa = 5% e a =
1% sdo mostrados, respectivamente, nas Tabelas 9 ¢ 10 em fungiode ne p. O
TMCNMD ndo obteve um desempenho satisfatério para tamanhos de amostras
n igual a 10. Notou-se que no TMCNMD para tamanhos de amostrais n iguais
a 10, 20, 50 e 100 o aumento do nimero de varidveis fizeram o poder diminuir,
chegando a ficar abaixo do nivel nominal de significincia, em alguns casos. O
TMCNMD apresentou bom desempenho para tamanhos grandes de amostras, n =
200 independente do mimero de varidveis (Tabelas 9 e 10).

O TNMBP apresentou melhor desempenho que o TMCNMD nas situagGes

em que n = 10 e n = 20, para todas as combinagdes de p consideradas e, inclusive,
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Tabela 8 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuicio
1-Student multivariada com v = 1 grau de liberdade em fungiio de n e p para o

= 10%.
10%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,5645 0,8040 0,7650
0 4 0,2530 0,8675 0,8345
6 0,1250 0,9065 0,8790
8 0,2000 0,9380 09120
2 0,9060 0,9690 0,9555
2 5 0,8955 0,9940 0,9900
10 0,4280 0,9975 0,9955
18 0,3580 1,0000 0,9985
2 1,0000 1,0000 1,0000
s 10 1,0000 1,0000 1,0000
25 0,9675 1,0000 1,0000
48 0,6370 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
98 0,8455 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

o TNMBP mostrou-se melhor que o TSWNM para os mesmos tamanhos amostrais
de 10 e 20, com excegdo somente dos casos da Tabela 10, o = 1%, paran = 10
com p = 8 e n = 20 com p = 10, porém, essas diferencas foram relativamente
pequenas chegando a ser despreziveis.

O TNMBP mostrou-se equivalente ao desempenho do TSWNM para tama-
nhos de amostras maiores ou iguais a 50, em que os valores de poder desses dois
testes atingiram 100%. E importante ressaltar que para a distribuig3o r-Student
multivariada com v = 1 para o = 5% e o = 1%, o novo teste proposto, TNMBP,

foi methor ou igual a0 TSWNM. A eficiéncia dos testes TMCNMD e TNMBP
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para tamanhos amostral n = 10.000 foram excelentes, atingindo 100% de poder

(Tabela 9 e 10).

Tabela 9 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM considerando a distribuigdo
t-Student multivariada com v = 1 grau de liberdade em funciio de n e p para o

=5%.
5%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,3930 0,7495 0,7185
10 4 0,1450 0,8210 0,7945
6 0,0605 0,8690 0,8425
8 0,0970 0,9100 0,8855
0,8635 0,9555 0,9375
20 5 0,8010 0,9905 0,9850
10 0,2705 0,9955 0,9940
18 0,2550 0,9990 0,5980
2 0,9970 1,0000 1,0000
50 10 1,0000 1,0000 1,0000
25 0,9275 1,0000 1,0000
48 0,5250 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
98 0,7590 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

As combinagdes de n e p foram escolhidas para que os resultados fossem
comparados com os resultados de Oliveira e Ferreira (2009), quando também es-
colhida a distribuic@o ¢-Student multivariada com v = 1 grau de liberdade para o
= 5% e 2.000 simulagdes Monte Carlo para o processo de validagdo. Observou-se
que para todas as circunstincias em que o tamanho da amostra foi n = 10 relativos
a todos os valores de p, os testes TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM foram superio-

res quanto ao desempenho de poder em relagéo ao teste quiquadrado de Pearson
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multivariado da proposta de Oliveira e Ferreira (2009), como também superiores
ao teste conjunto de assimetria e curtose usado pelos autores para comparacgio do
teste proposto.

Para amostras n = 20 com todas as combinagdes de p propostas, o teste
quiquadrado de Pearson multivariado apresentou os piores desempenhos em re-
lag@o aos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM, exceto para p = 10, em que
o desempenho de poder computado esteve um pouco acima do desempenho en-
contrado no TMCNMD, isto €, com um valor de 0,3000. O teste conjunto de
assimetria e curtose também obteve desempenho pior em todas as situagGes para
as mesmas circunstincias em relagiio aos testes TNMBP e TSWNM. Para valores
de p préximo de n os testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM foram superiores ao
teste conjunto de assimetria e curtose.

Para amostras com n = 50 e n = 100 relativos a todos os valores p, o
teste quiquadrado de Pearson multivariado, o teste conjunto de assimetria e curtose
multivariado, o TMCNMD, o TNMBP e o TSWNM, tiveram bom desempenho de
poder, quase sempre 1060%. As excegdes paran = 50 com p =48 e . = 100 com p
= 98 considerando o teste quiquadrado de Pearson multivariado, o teste conjunto
de assimetria e curtose multivariado e 0o TMCNMD.

Para amostra de tamanho n = 200 considerando todas as combinagdes de
P, tanto os testes comparados por Oliveira e Ferreira (2009) quanto os TMCNMD,
TNMBP e TSWNM obtiveram 100% de desempenho de poder.

Para o teste de normalidade Shapiro-Francia multivariado proposto por
Silva (2009) para amostras » = 20 com p = 2 e n = 20 com p = 10, os valo-
res de poder foram respectivamente dados por 0,9601 e 0,9971. Para os mesmos
tamanhos de amostras, nota-se que o teste de normalidade Shapiro-Francia supera

o desempenho do TNMBP com uma pequena diferenga, que é praticamente des-
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prezivel. Porém, deve-se lembrar que o teste de normalidade Shapiro-Francia foi
realizado com 10.000 simulagGes Monte Carlo para validagio do desempenho € o
TNMBP somente com 2.000.

Para combinagdes de n iguais a 1060 e 200 com valores de p iguaisa 2 e
10, o teste de normalidade Shapiro-Francia multivariado proposto por Silva (2009)

apresenta o mesmo poder que os TMCNMD, TNMBP e TSWNM, de 100%.

Tabela 10 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigéo
t-Student multivariada com v = 1 grau de liberdade em fungdo de n e p para o

= 1%.
1%
n P TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,1600 0,6255 0,6070
10 4 0,0245 0,7110 0,6990
6 0,0055 0,7590 0,7495
8 0,0250 0,8165 0,8190
2 0,7430 0,9095 0,8955
20 5 0,5035 0,9760 0,9715
1 0,0625 0,9890 0,9895
18 0,1070 0,9965 0,9950
2 0,9875 1,0000 1,0000
50 10 0,9985 1,0000 1,0000
25 0,7180 1,0000 1,0000
48 0,2920 _ 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,9980 1,0000 1,0000
98 0,4890 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

Na Tabela 11, os desempenhos de poder para os TMCNMD, TNMBP e
TSWNM sido mostrados considerando a distribuigio ¢-Student multivariada com

v = 30 para o = 10% em fungdo de n e p tomados. Vale ressaltar que a distri-
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buigdo z-Student multivariada com v = 30 se assemelha a normal multivariada.
Em razo disso, verifica-se os desempenhos em poder sio quase equiparéveis ao
nivel nominal para amostras pequenas nos trés testes de normalidade multivariada
comparados. Lembrando, novamente, que quando os graus de liberdade da distri-
buigdo ¢-Student é muito grande, ou seja, v — oo, essa distribuigo tende A normal
multivariada, motivo pelo qual os desempenhos de poder ficam bem préximos do
nivel nominal de significancia. A medida que o tamanho da amostra cresce o poder
aumenta gradativamente.

O TMCNMD apresentou melhor desempenho em relagio aos demais em
trés situagdes, duas em que a amostra era pequena com 7 = 10 com niimero de
varidveis p iguais a 4 ¢ 8, embora praticamente desprezivel, e a outra quando a
amostra era grande n = 200 com p = 10. O teste mostrou-se intermedidrio entre
o TNMBP e TSWNM nos casos de n = 50 comp=2en = 160 com p iguais a
2 e 10. Nas demais situagdes, o TMCNMD apresentou menor poder em relagio
aos outros dois testes comparados. Enquanto os demais testes apresentaram um
aumento de poder com o aumento de p, 0 TMCNMD tem um comportamento
diferente. A medida que p aumenta, o poder deste teste aumenta até a um certo
ponto e depois decresce. Quanto mais préximo de n fica p, menor é o poder do
TMCNMD.

O TNMBP foi o que apresentou o melhor desempenho em quase todas
as situagdes. O TNMBP apresentou menor poder apenas no caso n = 10 com
p=4. Paran = 10com p = 8 e n = 200 com p = 10, o teste mostrou-se
intermedidrio. Nas demais situagdes, o teste foi superior em poder em comparagio
aos testes TMCNMD e TSWNM. Para amostras de tamanho 10.000, situagio em
que contempla 0o TMCNMD e o TNMBBP, os valores de poder foram de 100%.

O TSWNM ndo foi melhor em situagdo alguma, mostrando-se intermedi4-
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rio ou, entdo, com o pior desempenho de poder. O teste exibiu pior poder para
amostrade n=10comp=8,n=50comp=2,n=100comp=2ep=10
en = 200 com p =2, p = 10 e p = 50. Para o restante dos casos, 0o TSWNM,
apresentou-se intermedidrio. Por outro lado, o desempenho em relagio ao poder
dos novos testes propostos, TMCNMD e TNMBP, foram excelentes, atingindo os
100% para n = 10.000 com p = 5 (Tabela 11).

Tabela 11 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM considerando a distribui¢do
t-Student multivariada com v = 30 graus de liberdade em funcio de n e p para

a = 10%.
10%
n P TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,1030 0,1105 0,1065
10 4 0,1125 0,1015 0,1030
6 0,0950 0,1215 0,1070
8 0,1030 0,0995 0,0880
2 0,1215 0,1325 0,1220
20 5 0,0985 0,1380 0,1200
10 0,0940 0,1570 0,1350
18 0,1270 0,1610 0,1405
2 0,1395 0,1630 0,1385
50 10 0,1465 0,2165 0,1750
25 0,0745 0,2805 0,2180
48 0,1360 0,2965 0,2315
2 0,1765 0,2055 0,1665
100 10 0,2710 0,2980 0,2265
50 0,0905 0,4215 0,3170
98 0,1280 0,4565 0,3340
2 0,2225 0,2305 0,1865
200 10 0,4875 0,3975 0,3020
50 0,5395 0,5870 0,4525
100 0,1305 0,6535 0,4910
10.000 5 1,0000 1,0000 . -

Os desempenhos quanto ao poder para os TMCNMD, TNMBP e TSWNM
considerando a distribuigdo 7-Student multivariada com v = 30 para o = 5%, sio

mostrados na Tabela 12, em fungdo de n e p. O TMCNMD mostrou-se melhor
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do que o TNMBP e 0 TSWNM, na situagdo n = 200 com p = 10. O TMCNMD,
apresentou os mais baixos valores de poder em relagdo aos outros testes, quando o
tamanho da amostra foi de n = 20 e n = 50, para valores de p > 2. O TMCNMD
foi melhor do que 0 TSWNM nas amostras de tamanho n = 20, n = 50 e n = 100,
para o mimero de varidveis p = 2.

O TNMBP obteve melhor desempenho em quase todas as situagdes em
relagdo aos outros testes. O TNMBP s6 foi considerado com desempenho inter-
medidrio, nas situagGes em que o tamanho da amostra foi pequeno n = 10, com
nimero de varidveis: p = 4 ¢ p = 8. E também na situagdo em que n = 200 e
p = 10, condi¢do em que o TMCNMD foi considerado melhor. Para os demais
casos 0 TNMBP foi melhor. Para situagio em que n = 200 com p =50 e p=100,
houve uma diferenga de mais ou menos 10 pontos percentuais em superioridade do
TNMBP para o TSWNM. Na amostra de tamanho = = 10.000, caso em que € con-
siderado somente os novos testes propostos, TMCNMD e TNMBP, o desempenho
foi excelente (Tabela 12).

O TSWNM apresentou desempenho de poder inferior aos novos testes pro-
postos ou, entdo, mostrou-se intermedidrio aos novos testes propostos, sendo o
desempenho relativamente baixo para todas as situagdes contempladas.

Levando a discussdo do desempenho de poder para outros testes existentes
na literatura de normalidade multivariada, buscou-se comparar os desempenhos
de poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM para a ¢-Student multivariada
com v = 30 e & = 5%, com os testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009),
para tanto, foram utilizadas as mesmas dimensdes de amostras, com excegdo ao
caso # = 10.000 com p = 5 circunstincias em que os testes avaliados por Oli-
veira e Ferreira (2009) ndo foram avaliados. Foram consideradas também as 2.000

simulagGes no processo Monte Carlo para efeitos de comparagdes entre os testes.
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Notou-se que 0 TMCNMD e TNMBP apresentaram melhores desempe-
nhos de poder que os teste conjunto de simetria e curtose multivariado e o teste
quiquadrado de Pearson multivariado para circunstincias de tamanhos amostrais
relativamente pequenos, ou seja, 10 e 20 sem excegSes quanto aos nimeros de
varidveis consideradas. O TMCNMD apresentou também melhor desempenho
quando os tamanhos amostrais foram n = 50, n = 100 e n = 200 em relagdo ao
teste quiquadrado de Pearson multivariado proposto por Oliveira e Ferreira (2009),
exceto para n = 50 com p = 25 e n = 100, 200 quando p = 50.

Para tamanhos amostrais n = 50, n = 100 e n = 200, o TNMBP foi
superior em poder em relagdo ao teste quiquadrado de Pearson multivariado para
todas as combinages de p apresentadas na Tabela 12, exceto em trés casos: n =
100 com p = 50, n = 200 com p = 50 e n = 200 com p = 100.

O TNMBP apresentou melthor desempenho de poder que o teste de Shapiro-
Francia multivariado proposto por Silva (2009) para amostras n = 20 com p = 2,

n=20comp=10en=100comp=2.
Na Tabela 13, sdo apresentados os valores de poder dos testes TMCNMD,

TNMBP e TSWNM, considerando a distribui¢éo #-Student multivariada com v =
30 graus de liberdade em fungdo de n e p para = 1%. O padrdo do comporta-
mento dos testes quanto ao poder foi similar ao observado para o = 10% e o =
5%. Nao houve um teste que superasse os demais em todas as configuragbes de
n e p consideradas. Para n pequeno, os valores de poder se assemelham ao nivel
nominal de significancia. O TMCNMD em grandes amostras (n = 200) apresen-
tam melhor desempenho quando p foi intermedidrio (10), e seu poder reduziu na
medida em que p se aproxima de n, ao contririo dos demais testes. Mesmo para
n = 200, os valores de poder foram muito pequenos. Para n = 10.000, os no-
vos testes apresentaram poder de 100%, mesmo em uma distribuigdo com grande

semelhanga em relagio a normal multivariada.
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Tabela 12 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigdo
1-Student multivariada com v = 30 graus de liberdade em fungdo de n € p para

a=5%.
5%
n ] TMCNMD TNMBP TSWNM

2 0,0500 0,0560 0,0515

10 4 0,0555 0,0510 0,0465
6 0,0470 0,0585 0,0575

8 0,0530 0,0460 0,0455

2 0,0700 0,0765 0,0605

20 5 0,0555 0,0730 0,0630
0 0,0405 0,0920 0,0795

8 0,0720 0,0850 0,0805

2 0,0840 0,0965 0,0780

50 10 0,0920 0,1360 0,1020
25 0,0380 0,1750 0,1490

48 0,0780 0,1775 0,1585

2 0,1160 0,1265 0,0995

100 10 0,1805 0,1990 0,1465
50 0,0460 0,2960 0,2275

98 0,0770 0,3060 0,2535

2 0,1450 0,1575 0,1130

200 10 0,3730 0,2885 0,2070
50 0,4200 0,4540 0,3480

100 0,0690 0,4940 0,3960

10.000 5 1,0000 1,06000 -

Os desempenhos de poder para os TMCNMD, TNMBP e TSWNM, con-
siderando a distribuigao log-normal multivariada para o = 10%, sdo mostrados na
Tabela 14. O TMCNMD nio obteve bom desempenho para tamanhos de amostras
n com valores iguais a 10. Para amostra de tamanho 20, o TMCNMD apresentou
baixo desempenho com niimeros de varidveis iguais a 10 e 18; para os demais ni-
meros de varidveis consideradas nesse caso, o teste TMCNMD apresentou poder
superior 83,00%. Para amostras de tamanho n = 50 com p = 10, n = 100 com
P =2ep=10en =200 relativos a todo valor de p, o teste atingiu o desempe-

nho mdximo de 100%. Fica evidenciado a redugdo de poder deste teste quando p
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Tabela 13 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigdo
t-Student multivariada com v = 30 graus de liberdade em funcio de n e p para

a=1%.
1%

n P TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,0135 0,0100 0,0110

10 4 0,0125 0,0115 0,0105
6 0,0080 0,0095 0,0120

8 0,0105 0,0015 0,0070

2 0,0160 0,0160 0,0145

20 5 0,0110 0,0160 0,0125
0 0,0070 0,0185 0,0220

8 0,0190 0,0170 0,0265

2 0,0245 0,0275 0,0210

50 10 0,0270 0,0415 0,0420
25 0,0045 0,0515 0,0680

48 0,0215 0,0550 0,0730

2 0,0395 0,0405 0,0320

100 10 0,0685 0,0760 0,0640
50 0,0080 0,1015 0,1115

98 0,0215 0,1080 0,1450

2 0,0470 0,0495 0,0385

200 10 0,1855 0,1350 0,1005
50 0,2165 0,2140 0,2160

100 0,0110 0,2225 0,2475

10.000 5 1,0000 1,0000 -

aproxima-se de n.

Para 0 TNMBP, o desempenho foi intermedidrio entre 0 TMCNMD e
TSWNM para algumas situagSes. Sendo o desempenho do TNMBP muito pré-
ximo do desempenho do TSWNM, ocorrendo o empate paran = 10 com p = 6
com uma taxa de 99,05% de rejeicao da hipétese Hy. Para tamanhos amostrais
iguais ou maiores que 20, o desempenho foi de 100% de rejeigdo da hipétese Hp,
exceto para n = 20 com p = 2. Os desempenhos do TSWNM mostraram-se supe-
riores aos demais testes em algumas situagGes, embora praticamente equivalente

ao do TNMBP. Para amostras superiores ou iguais a 20, como verificado para o
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TNMBP, o TSWNM obteve poder maximo, exceto com n =20 e p = 2.
Para a amostra de 10.000, os desempenhos dos novos testes propostos fo-

ram maximos, ou seja, rejeitaram de 100% das vezes a hipétese Hy.

Tabela 14 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigio
log-normal multivariada em fungdo de n e p para a = 10%

10%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,5475 0,8525 0,8635
10 4 0,2630 0,9605 0,9655
6 0,1490 0,9905 0,9905
8 0,1380 0,9975 0,9985
2 0,8395 0,9920 0,9945
20 5 0,8685 1,0000 1,0000
10 0,3855 1,0000 1,0000
18 0,3840 1,0000 1,0000
2 0,9915 1,0000 1,0000
50 10 1,0000 1,0000 1,0000
25 0,8420 1,6000 1,0000
48 0,7080 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,9955 1,06000 1,06000
98 0,9335 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

O poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM, considerando a distri-
bui¢do log-normal multivariada em fungio de n e p para o = 5%, est4 apresentado
na Tabela 15. O TMCNMD apresentou os piores valores de poder nas situages
em que a amostra é pequena, casos em que 7. possui os valores de 10 € 20. O
TMCNMD atingiu 100% de desempenho nas situagdes em que n = 50 e n = 100

com niimero de varidveis p = 10 e, também, nas situacGes em que o tamanho da
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amostra foi n = 200, para todos os mimeros de varidveis consideradas.

O TNMBP foi considerado com uma performance intermedidria entre os
outros dois testes considerados, nas situacdes n = 10, em que a amostra € pequena.
No entanto, essas estimativas dos desempenhos do poder para esse tamanho amos-
tral no TNMBP foram relativamente préximas das estimativas dos desempenhos
do poder do TSWNM. J4 para tamanhos de amostras maiores que 10, o TNMBP
atingiu uma performance méxima de 100% independente do mimero de varidveis
consideradas, exceto n = 20 com p = 2. O mesmo ocorreu para TSWNM. Para os
novos testes, o poder foi de 180% com n = 10.000 e p = 5.

Os resultados do poder para distribuigio log-normal com o = 5% foram
comparados aos dos testes avaliados por Silva (2009) e Oliveira e Ferreira (2009),
a dnica diferenga consiste nos valores dos pardmetros adotados por esses autores
que fizeram com que a distribuicéio apresentasse caracterfsticas bem diferenciadas
da normal multivariada em relac@o aos dos parimetros adotados nesse trabalho.
No entanto, para amostras pequenas, 10, nos dois trabalhos observados o teste de
normalidade multivariado de Royston (1983, 1993) teve mais rejei¢ao da hip6tese
Hj do que as observadas nesse trabalho. Pelos resultados apresentados por Silva
(2009), observa-se uma grande concordéncia entre o desempenho do teste Shapiro-
Francia multivariado com o teste TNMBP paran =20comp=2,n=100en =
200comp=2ep=10.

Para comparagGes com os testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009),
notou-se que para amostras pequenas, por exemplo, n = 10, o TNMBP teve melhor
desempenho do que o teste quiquadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto
de assimetria e curtose multivariado, exceto para p = 2. J4 o TMCNMD foi melhor
que o teste quiquadrado de Pearson multivariado para amostras n = 10 com p = 4

en=10comp=6. Paran=10comp=6en = 10com p =8, o TMCNMD



90

foi melhor que o teste conjunto de assimetria e curtose multivariado.

Para tamanhos amostrais com n = 20 relativos a todos os tamanhos de P,
o TNMBP e o TSWNM superaram em poder para todos os casos o teste quiqua-
drado de Pearson multivariado. O TMCNMD foi inferior aos testes avaliados por
Oliveira e Ferreira (2009) para tamanhos amostrais com n = 20 relativos a todos
os tamanhos de p, exceto quando n = 20 com p = 18 para o teste conjunto de
assimetria e curtose multivariado.

Para amostra n = 50, n = 100 e n = 200 relativos a todos os tamanhos P,
o teste quiquadrado de Pearson multivariado obteve os mesmos desempenhos do
teste TNMBP e TSWNM. O TMCNMD e o TNMBP foram superiores em desem-
penho de poder em relagdo ao teste conjunto de assimetria e curtose multivariado

para amostra . = 50 com p = 48 e n = 100 com p = 98.
Os desempenhos quanto ao poder para os testes: TMCNMD, TNMBP e

TSWNM, considerando a distribuigio log-normal multivariada para o = 1% séo
mostrados na Tabela 16. O TMCNMD nio obteve desempenho satisfatério para
tamanhos de amostras 7 com valores iguais a 10 e 20. Para amostras de tamanho
50 e nimero de varidveis com valores iguais a 2 e 10, o desempenho foi bom, mas
com poder inferior ao dos outros testes nessa mesma situagio. J4 considerando
esse mesmo tamanho de amostra com o mimero de varidveis iguais a 25 e 48 o
poder do TMCNMD reduz. Para amostras de tamanho n = 100, o teste apresentou
bom desempenho para p = 10, atingindo a performance maxima de 100%. Quando
o nimero de varidveis aumenta, por exemplo, para p = 98 considerando ainda a
amostra de tamanho 100, o desempenho teve uma queda atingindo 67, 75%. Os
desempenhos foram étimos para todo p e n = 200, com 100% de rejeigdo da
hipétese Hp.

Em relagio a0 TNMBP e a0 TSWNM, destaca-se que o comportamento

foi semelhante ao j4 detalhado para o = 10% e a = 5%. O que se observa é uma
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Tabela 15 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigio
log-normal multivariada em fungfio de n e p para a = 5%.

5%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,4010 0,7865 0,8050
10 4 0,1480 0,9240 0,9400
6 0,0740 0,9745 0,9815
8 0,0610 0,9940 0,9945
2 0,7705 0,9875 0,9900
20 5 0,7650 1,0000 1,0000
10 0,2315 1,0000 1,0000
18 0,2845 1,0000 1,0000
2 0,9810 1,0000 1,0000
50 10 1,0000 1,0000 1,0000
25 0,6915 1,0000 1,0000
48 0,5995 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,9800 1,0000 1,0000
98 0,8760 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

reducdo do poder, como esperado pela redugio de .
Os desempenhos de poder para os TMCNMD, TNMBP e TSWNM, consi-

derando a distribuigdo normal contaminada multivariada para o = 10% sdo mos-
trados na Tabela 17 em fungdo de n e p. O TMCNMD nio obteve um desempenho
satisfatério para tamanhos de amostras n com valores iguais a 10 e 20. Para tama-
nho de amostras iguais a n = 50, o teste mostrou-se melhor quando o niimero de
varigveis foi igual a p = 25; para os demais valores de varidveis o teste mostrou
com baixo desempenho. Para amostras de tamanho n = 100, o teste foi melhor

para niimero de varidveis maiores ou iguais a p = 10, apresentando 72, 55% de
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Tabela 16 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuicdo
log-normal multivariada em fung3o de n e p para o = 1%.

1%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,1495 0,6015 0,6335
10 4 0,0265 0,8190 0,8455
6 0,0050 0,9220 0,9490
8 0,0095 0,9655 0,9790
2 0,6005 0,9585 0,9715
20 5 04115 0,9990 1,0000
10 0,0480 1,0000 1,0000
18 0,1090 1,0000 1,0000
2 0,9260 1,0000 1,0000
50 10 0,9890 1,0000 1,0000
25 0,3360 1,0000 1,0000
48 0,3850 1,0000 1,0000
2 0,9990 1,0000 1,0000
100 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,8420 1,0000 1,0000
98 0,6775 1,0000 1,0000
2 1,0000 1,0000 1,0000
200 10 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,06000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

desempenho para p = 10, 87, 55% para p = 98 e 100% para p = 50. Para amostras
de tamanho n = 200, o TMCNMD apresentou menor poder em relagio aos demais
testes com o nimero de varidveis iguais a 2 e 10; j4 para o nimero de varidveis

iguais a 50 e 100, o teste mostrou excelente desempenho.
O teste TNMBP, assim como 0o TMCNMD e TSWNM, apresentou baixo

desempenho para amostras de tamanho n = 10, embora 0 TNMBP e 0 TSWNM
apresentaram valores de poder bem superiores a0 TMCNMD. Para amostras de
tamanho n = 20, houve melhoras quanto ao desempenho, mas ainda o seu desem-

penho néo superou 0 TSWNM. No entanto, mostrou-se superior a0 TMCNMD.
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Tabela 17 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigio
normal contaminada multivariada em fungdo de n e p para o = 10%.

10%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,2475 0,3385 0,4380
10 4 0,1770 0,3770 0,5000
6 0,1220 0,4010 0,5315
8 0,1260 0,4235 0,5560
2 0,2905 0,6720 0,8070
20 5 0,2515 0,7925 0,8945
0 0,2685 0,8575 0,9395
8 0,3805 0,8765 0,9560
2 0,3930 0,9945 0,9975
50 10 0,4435 1,0000 1,0000
25 0,9990 1,0000 1,0000
48 0,6730 1,0000 1,0000
2 0,5125 1,0000 1,0000
100 10 0,7255 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
98 0,8755 1,0000 1,0000
2 0,7365 1,0000 1,0000
200 10 0,9675 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000

10.000 5 1,0000 1,0000 -

Para amostras de tamanho 2 = 50 com p = 2 0 TNMBP e 0o TSWNM ficaram bem
préximos de alcangar o desempenho méximo. Para o mimero de varidveis supe-
rior a 2 relativos a amostra de tamanho 50, os desempenhos foram méximos nos
TNMBP e TSWNM. Para amostras de tamanho 100 e 200 o desempenho obtido
no teste TNMBP foi maximo, mostrando excelente.

O teste de TSWNM mostrou-se melhor do que os novos testes propostos
nas situagGes em que as amostras sdo pequenas, por exemplo, n = 10 e n = 20.
Para as demais situa¢Ges o TSWNM e o novo teste, TNMBP, atingiram a perfor-

mance méxima, com exce¢ido de » = 50 com p = 2. Para amostras de tamanho
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10.000 tanto o TMCNMD quanto o TNMBP apresentaram 100% de desempenho
de poder.

Na Tabela 18, apresentam-se os desempenhos dos dois testes propostos,
TMCNMD e TNMBP, em comparagio ao do TSWNM proposto por Royston
(1983, 1993). Foi considerada a distribui¢io normal contaminada multivariada
em fungdo de 7 e p para o nivel de significincia de @ = 5%. O padrdo de resposta
quanto ao desempenho relativo ao poder foi similar ao obtido para & = 10%. Na
Tabela 19, estdo apresentados os resultados para o« = 1%. Novamente o padrio
de resposta foi 0 mesmo, exceto pelo fato de haver uma reducgiio no poder com a

redugdo de a.
Os trés testes comparados entre si, de forma geral, nio apresentaram de-

sempenho satisfat6rio para amostras pequenas. A partir de amostras maiores ou
iguais a 50, os testes TNMBP e TSWNM foram melhores quanto a detectagido de
néo normalidade dos dados. No caso em que foi contemplado o tamanho amostral
10.000 para os testes TNMDMC e TNMBP, o desempenho foi excelente, atingindo
0s 100% tanto para o = 5% quanto para o = 1%.

Considerando o = 5% e os mesmos valores paramétricos da normal con-
taminada multivariada adotados nesse trabalho e por Oliveira e Ferreira (2009),
verifica-se que 0 TMCNMD apresentou melhor desempenho de poder para amos-
tras n = 10 e n = 20 (Tabela 18) em relagdo ao teste conjunto de simetria e curtose
multivariado. O TMCNMD apresentou melhor desempenho de poder para amos-
tras n = 10 e n = 20 em relagio ao teste quiquadrado de Pearson multivariado da
proposta de Oliveira e Ferreira (2009), exceto parap =8 e p = 18.

Para tamanhos amostrais n = 50 e n = 100, o TMCNMD superou tanto
0 teste quiquadrado de Pearson multivariado quanto o teste conjunto de simetria e
curtose multivariado, exceto para valores pequenos de p relativos a 7, como 2 e 10.

Para n = 200, o TMCNMD apresentou menor poder que os teste quiquadrado de
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Tabela 18 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigdo
normal contaminada multivariada em fungo de n e p para a = 5%.

5%
n P TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,1490 0,1755 0,2785
10 4 0,0880 0,1750 0,3195
6 0,0655 0,1735 0,3285
8 0,0500 0,2025 0,3640
2 0,1985 0,4405 0,6650
20 5 0,1325 0,5705 0,790
10 0,1455 0,6270 0,8640
18 0,2640 0,6580 0,8925
2 0,2640 0,9785 0,9940
50 10 0,2670 0,9980 1,0000
25 0,9975 0,9995 1,0000
48 0,5240 1,0000 1,0000
2 0,3495 1,0000 1,0000
100 10 0,4765 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
98 0,7725 1,0000 1,0000
2 0,5310 1,0000 1,0000
200 10 0,8570 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

Pearson multivariado e o teste conjunto de simetria e curtose multivariado quando
o mimero de varidveis foram p = 2 e p = 10. Para mimero de varidveis superior ou
igual a 50, os valores de poder dos testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009)
e os do presente trabalho (Tabela 18) foram de 100%, considerando o tamanho
amostral de n = 200.

O TNMBP superou os testes quiquadrado de Pearson multivariado e o con-
junto de simetria e curtose multivariado em quase todas as situagdes. Os casos, em
que o TNMBP nio apresentou desempenho superior, sdo aqueles em que os valo-

res de poder atingiram 100%.
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Tabela 19 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigfio
normal contaminada multivariada em funcio de n e p para a = 1%.

1%
n p TNMDMC TNMBP TSWNM
2 0,0415 0,0260 0,050
10 4 0,0140 0,0210 0,0580
6 0,0095 0,0300 0,0675
8 0,0070 0,0295 0,0835
2 0,0955 0,0720 0,2880
20 ] 0,0195 0,0930 0,4725
0 0,0265 0,0975 0,5705
8 0,0905 0,0910 0,6330
2 0,0980 0,7875 0,9565
50 10 0,0545 0,9570 0,9980
25 0,9830 - 0,9725 0,9995
48 0,2380 0,9780 1,0000
2 0,1390 0,9995 1,0000
100 10 0,0940 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
98 0,3965 1,0000 1,0000
2 0,1990 1,0000 1,0000
200 10 0,2850 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

A Tabela 20 representa os valores de poder dos novos testes, TMCNMD e
TNMBP; € do TSWNM, para a distribui¢io uniforme multivariada em fungdo de
n € p para o nivel de significincia de o« = 10%. De maneira geral, o TMCNMD
apresentou pior desempenho que os outros dois concorrentes, seu desempenho foi
muito insatisfatério para n < 50. Com n = 100 ou comn = 200 e p = 10, valores
no minimo “estranhos” foram observados para o poder deste teste.

O TNMBP apresentou desempenho intermedidrio entre os testes compara-
dos nas situagdes de tamanhos amostrais menores n < 20. A partir de amostras de

tamanho n = 50 com p = 25, o teste atingiu 100% de desempenho, assim como
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o TSWNM. Para amostras pequenas (n = 10), os trés testes apresentaram bai-
xos valores de poder. Os desempenhos dos novos testes desenvolvidos obtiveram

resultados médximos para o tamanho amostral 10.000.

Tabela 20 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigido
uniforme multivariada em fungiio de n e p para o = 10%.

10%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,1555 0,1130 0,1860
10 4 0,1295 0,1270 0,2400
6 0,0940 0,1380 0,2800
8 0,0885 0,1270 0,2790
2 0,2215 0,2215 0,4450
20 5 0,1420 0,3140 0,6715
10 0,0980 0,4550 0,8605
18 0,1370 0,5740 0,9405
2 0,4905 0,8565 09710
50 10 0,0905 0,9995 1,0000
25 0,2710 1,0000 1,0000
48 0,2395 1,0000 1,0000
2 0,7655 1,0000 1,0000
100 10 0,0850 1,0000 1,0000
50 0,9455 1,0000 1,0000
98 0,3750 1,0000 1,0000
2 0,9840 1,0000 1,0000
200 10 0,1505 1,0000 1,0000
50 0,9995 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

Nas Tabelas 21 e 22 sdo apresentados os resultados de poder dos testes
TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM considerando a distribui¢do uniforme multivari-
ada em fungdo de n e p para @ = 5% e a = 1%, respectivamente. Resultados
semelhantes aos discutidos para o = 10% foram observados em relagio ao desem-
penho dos trés testes quanto ao poder. O que deve ser destacado € que o desempe-

nho do TSWNM em relagio aos demais para amostras pequenas n < 20, foi bem
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superior ao que j havia sido observado para a distribuigdo normal contaminada.

Tabela 21 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP e TSWNM considerando a distribuigdo
uniforme multivariada em fungdo de n e p para a = 5%

5%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,0865 0,0500 0,0970
10 4 0,0760 0,0545 0,1275
6 0,0510 0,0545 0,1515
8 0,0395 0,0455 0,1505
2 0,1335 0,1060 0,2740
20 5 0,0780 0,1545 0,4935
10 0,0530 0,2580 0,7485
18 0,0765 0,3445 0,8840
2 0,2870 0,7100 0,9295
50 10 0,0425 0,9990 1,0000
25 0,1765 1,0000 1,0000
48 0,1740 1,0000 1,0000
2 0,5655 0,9995 1,0000
100 10 0,0385 1,0000 1,0000
50 0,9180 1,0000 1,0000
98 0,2950 1,0000 1,0000
2 0,9085 1,0000 1,0000
200 10 0,0620 1,0000 1,0000
50 0,9965 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

O TMCNMD apresentou melhor desempenho que o teste quiquadrado de
Pearson multivariado proposto por Oliveira e Ferreira (2009) € o teste conjunto
de assimetria e curtose multivariado, também avaliado pelos mesmos autores para
amostras com tamanhos amostrais n = 10 e n = 20 referente a todos os nimeros
de varidveis apresentados na Tabela 21. Para tamanhos amostrais 7 = 50 e 1 =
100, relativos a todos os niimeros de varidveis, o TMCNMD apresentou melhor de-
sempenho que o teste quiquadrado de Pearson multivariado, exceto para o niimero

de varidveis iguais a 2 e a 10. Para amostras n = 100, o TMCNMD foi melhor em
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todas as situagdes relativas a todos os mimeros de varidveis em comparagao com o
teste conjunto de assimetria e curtose multivariado.

Observou-se que os valores de poder do TMCNMD bem como dos tes-
tes quiquadrado multivariado e conjunto de de assimetria e curtose multivariado,
apresentaram uma queda quando p = 10, para todos os tamanhos amostrais apre-
sentados na Tabela 21.

O TNMBP e TSWNM superaram os valores de poder para todas as situa-
¢oes do teste quiquadrado multivariado e do teste conjunto de assimetria e curtose
multivariado, exceto para amostra n = 200 com p = 100, em que os quatro testes
atingiram 100% de poder.

O TNMBP superou o poder, para amostra 7 = 100 com p = 2, do teste
baseado no coeficiente de correlagdo Quantil-Quantil, do teste de simetria multiva-
riado e do teste de curtose multivariado, que foram avaliados por Cirillo e Ferreira

(2003).
Como consideragdes importantes, observa-se que para todas as distribui-

¢Oes ndo-normais consideradas, o poder do TMCNMD foi muito pequeno para
amostras pequenas (n < 20). Para amostras maiores, o desempenho para distri-
buigdo assimétrica (lognormal) foi o mesmo observado para distribui¢ao de cauda
pesada (1-Student com v = 1 gl), isto é, o poder decrescia & medida que o nimero
de varidveis aumentava e tornava-se préximo do tamanho amostral. Com o au-
mento do tamanho da amostra o poder do teste proposto estabilizou-se, em geral,
em 100%. Para distribui¢es com cauda muito pesadas, como o caso da uniforme,
baixos valores de poder foram observados em geral.

O comportamento do TNMBP e do TSWNM foram semelhantes para as
distribuigGes ndo-normais comparadas. Observou-se para esses testes um exce-
lente desempenho em relag@o ao poder para distribuiges assimétrica a direita (log-

normal) e de cauda pesada e simétrica (t-Student com v = 1 gl). Para a uniforme,
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Tabela 22 Poder dos testes TMCNMD, TNMBP ¢ TSWNM considerando a distribuicdo
uniforme multivariada em fungdo de n e p para o = 1%.

1%
n p TMCNMD TNMBP TSWNM
2 0,0210 0,0060 0,0145
10 4 0,0170 0,0055 0,0220
6 0,0120 0,0085 0,0280
8 0,0075 0,0050 0,0290
2 0,0320 0,0135 0,0660
20 5 0,0200 0,0145 0,1865
10 0,0095 0,0375 0,4280
18 0,0165 0,0410 0,6645
2 0,0665 0,2930 0,7025
50 10 0,0075 0,9690 0,9995
25 0,0560 1,0000 1,0000
48 0,0745 1,0000 1,0000
2 0,1355 0,9790 1,0000
100 10 0,0045 1,0000 1,0000
50 0,7975 1,0000 1,0000
98 0,1855 1,0000 1,0000
2 0,3915 1,0000 1,0000
200 10 0,0060 1,0000 1,0000
50 0,9865 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
10.000 5 1,0000 1,0000 -

de cauda muita pesada e simétrica, o TNMBP e 0 TSWNM tiveram menor po-
der em amostras pequenas e um excelente desempenho em amostras de tamanhos
maiores ou iguais a 50. Esse mesmo padrio de resposta para os dois testes foram
observados para a normal contaminada. Para o caso da ¢-Student com v = 30, tanto
0 TMCNMD quanto os testes TNMBP e TSWNM obtiveram valores pequenos de
poder. Porém, para n > 30, o TMCNMD e o TNMBP mostrou ter, em muitas

configuragGes em relagio a p, melhor desempenho do que 0 TSWNM.
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4.2.2 Poder do novo teste de normalidade multivariado, TNMBP, avaliado

nas situacoes em que (n < p)

Nessa segunda parte, sdo apresentados os resultados para o poder do teste
TNMBP quando as amostras foram formadas por realizagdes de varidveis aleatd-
rias com 7. menor que p. Isso é uma grande vantagem desse teste em relagéo aos
demais, decorrendo da sua defini¢iio nfo depender da inversa da matriz de cova-
ridincia amostral S. Isto significa que a matriz de covariincia dos dados ou dos
residuos, para os quais se pretende testar a normalidade multivariada, ndo tem ne-
cessidade de ser ndo-singular. Entre outras vantagens reitera-se que esse teste nio
tem limitagdo em relagdo ao tamanho amostral.

Assim, o processo de simulagao Monte Carlo foi repetido 2.000 vezes para
avaliar o desempenho de poder do novo teste proposto, TNMBP, para casos que
contemplam o tamanho amostral menor que o niimero de varidveis. Os resultados
foram apresentados nas Tabelas 23 a 27 para as distribui¢des ndo-normais mencio-
nadas na subsecdo 4.2, em fungfo das combinagdes de n e p, paran < p mostrados
na Tabela 3, considerando nfveis de significincia o = 10%, o = 5% e o = 1%.

Na Tabela 23 sdo apresentados os valores do poder do TNMBP conside-
rando a distribuigdo t-Student multivariada com v = 1 grau de liberdade em fungao
de n e p com niveis de significancia o = 10%, a = 5% e a = 1%. Paran = 10,
observou-se que o desempenho do teste foi excelente, pois o menor valor apre-
sentado foi de 80, 05%. De maneira geral, observou-se que a medida que o nivel
nominal de significincia diminui, o desempenho também sofre uma queda no po-

der, como esperado pela teoria.
Para amostra n > 20 (Tabela 23), verifica-se que a maioria dos resultados

de poder foram iguais ou praticamente iguais a 100%. Comparacoes com os valo-
p g p g para¢

res de poder desse teste em situagdes em que n < p, para a {-Student multivariada
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Tabela 23 Poder do TNMBP considerando a distribuigdo 1-Student multivariada com v =
1 grau de liberdade em fungdo de n e p com nfveis de significancia o = 10%,

a=5%ea=1%.

10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP
10 0,9275 0,8970 0,8005
10 15 0,9440 0,9180 0,8235
20 0,9570 0,9300 0,8440
30 0,9600 0,9380 0,8685
20 1,0000 1,0000 0,9980
20 25 1,0000 1,0000 0,9975
30 1,0000 1,0000 0,9980
50 1,0000 0,9995 0,9980
30 1,06000 1,0000 0.9995
30 40 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
75 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
50 60 1,0000 1,0000 1,0000
75 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
100 110 1,0000 1,0000 1,0000
130 1,0000 1,0000 1,0000
150 1,0000 1,0000 1,0000

com v = 1 grau de liberdade (Tabelas 8, 9 e 10), permite que se conclua que o

desempenho é melhor quando n < p, surpreendentemente.

Na Tabela 24, sdo mostrados os resultados do desempenho de poder do

TNMBP considerando a distribuigdo ¢-Student multivariada com v = 30 graus de

liberdade em fungdo de n e p com nfveis de significincia & = 10%, o = 5% e o

=1%.

Observa-se novamente na Tabela 24, assim como ocorreram nas tabelas

11, 12 e 13, nas quais foram discutidas o poder dos trés testes de normalidade

multivariada para a distribuig3o t-Student multivariada com v = 30 graus de liber-

dade, que os desempenhos de poder sdo quase equipardveis aos niveis nominais
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Tabela 24 Poder do TNMBP considerando a distribuigdo #-Student multivariada com v =
30 graus de liberdade em fungdo de n e p com nfveis de significAncia o = 10%,

a=5%ea=1%.

10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP

10 0,1075 0,0535 0,0100

10 15 0,0990 0,0470 0,0035
20 0,1100 0,0510 0,0040

30 0,0955 0,0370 0,0025

20 0,1605 0,0855 0,0215

20 25 0,1660 0,0870 0,0135
30 0,1715 0,0920 0,0205

50 0,1790 0,0935 0,0195

30 0,2175 0,1215 0,0295

30 40 0,2195 0,1220 0,0265
50 0,2065 0,1135 0,0295

75 0,2250 0,1330 0,0290

50 0,2905 0,1745 0,0535

50 60 0,2905 0,1915 0,0525
75 0,3085 0,1840 0,0510

100 0,3175 0,1950 0,0540

100 0,46%0 0,3080 0,1070

100 110 0,4655 0,3190 0,100
130 04715 0,3285 0,1165

150 0,4900 0,3345 0,1110

de significAncia para amostras pequenas. E 2 propor¢do que o tamanho da amostra

aumenta existe um crescimento no poder. O fato da distribuigio #-Student com

v = 30 tender 2 distribui¢do normal multivariada, tem como consequéncia que o

desempenho em relagéo ao poder € pior.

De forma geral, o desempenho de poder na Tabela 24 é bem baixo e quando

se diminui o nivel de significincia o desempenho do poder também tem uma

queda. Nzo houve desempenho algum de poder para quaisquer uma das combina-

¢oes de n e p maior que 50% nas 2.000 simulagSes Monte Carlo realizadas. Da

mesma forma que observado para t-Student multivariada com v = 1 grau de liber-

dade, ocorreu quase sempre um melhor desempenho quando n < p se comparado
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ao desempenho das situagGes em que n > p (Tabelas 11, 12 e 13).

Na Tabela 25, € apresentado o poder do TNMBP considerando a distribui-
¢a0 log-normal multivariada em fungdo de n e p, com niveis de significancia o =
10%, @ = 5% e a = 1%. O desempenho foi de quase 100% para todos os casos
das combinagdes de n, p e niveis de significancia adotados. Os casos em que esses
desempenhos ndo alcangaram a totalidade, estiveram bem préximos de alcangar.
Portanto, o TNMBP obteve bastante sucesso na rejeigio da hipétese Hy falsa e é
excelente para testar a normalidade multivariada nas situagdes em que o tamanho
amostral é menor do que o nimero de varidveis. Novamente, o desempenho é

melhor para n < p quando comparado com os casos 7 > p (Tabelas 14, 15 e 16).

Tabela 25 Poder do TNMBP considerando a distribuigdo log-normal multivariada em fun-
¢do de n e p com niveis de significincia o = 10%, a = 5% e a = 1%.

10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP
10 0,9985 0,9970 0,9840
10 15 1,0000 0,9995 0,9975
20 1,0000 1,0000 0,9990
30 1,0000 1,0000 1,0000
20 1,0000 1,0000 1,0000
20 25 1,0000 1,0000 1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000
30 40 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
75 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000
50 60 1,0000 1,0000 1,0000
75 1,0000 1,06000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,6000
100 1,0000 1,0000 1,0000
100 110 1,0000 1,0000 1,06000
130 1,0000 1,0000 1,0000

150 1,0000 1,0000 1,0000
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Na Tabela 26, é apresentado o poder do TNMBP considerando a distribui-
¢do normal contaminada multivariada em fungéo de n € p, com niveis de signifi-
cincia a = 10%, o = 5% e o = 1%. Para tamanhos amostrais n = 10 referentes
a todos os valores de p e o, o desempenho nio foi tdo satisfatério, isto €, o poder
foi baixo.

Tabela 26 Poder do TNMBP considerando a distribui¢iio normal contaminada multivari-
ada em fungdio de n e p com niveis de significdncia a« = 10%, o = 5% e o =

1%.
10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP

10 0,4290 0,1780 0,0260

10 15 0,4450 0,1970 0,0300
20 0,4270 0,1775 0,0240

30 0,4500 0,1865 0,0275

20 0,8840 0,6800 0,1030

20 25 0,8850 0,6650 0,0970
30 0,8875 0,6565 0,0925

50 0,8915 0,6855 0,0995

30 0,9915 0,9430 0,4705

30 40 0,9920 0,9475 0,4780
50 0,9935 0,9575 0,4460

75 0,9940 0,9555 04650

50 1,0000 1,0000 0,9760

50 60 1,0000 1,0000 0,9730
75 1,0000 0,9985 0,9715

100 1,0000 1,0000 0,9790

100 1,0000 1,0000 1,0000

100 110 1,0000 1,0000 1,0000
130 1,0000 1,0000 1,0000

150 1,0000 1,0000 1,0000

Para tamanhos amostrais n = 20 e & = 10% observou-se que o desem-
penho teve aproximadamente o dobro de desempenho de poder comparado aos
tamanhos amostrais com . = 10 e a = 10%. Para tamanhos amostrais n = 20 e
a = 5%, observou-se que o desempenho teve mais do que o triplo de aumento do

desempenho de poder comparado aos tamanhos amostrais com n = 10 e a = 5%.
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Jé para os tamanhos amostrais n = 20 e o = 1%, observou-se que os desempenhos
do TNMBP tiveram um acréscimo em comparagio aos tamanhos amostrais com n
= 10 e a = 1%, porém, o poder foi muito baixo.

Para tamanhos amostrais n = 30 e o = 10%, foi observado que a perfor-
mance do TNMBP foi 6tima e todos os valores de poder estiveram acima de 99%.
Para tamanhos amostrais n = 30 e a = 5%, observou-se também um desempenho
excelente do poder, estando entre 94,00% e 96,00%. J4 paran = 30 e o = 1%,
o desempenho teve uma queda em comparagio aos demais valores de o = 10% e
5%, para 0 mesmo tamanho amostral 30 comparado.

Para tamanhos amostrais n = 50 e a = 10%, o TNMBP teve um poder de
100% referente a todos os valores de p. Para tamanhos amostrais n = 50 e o =
5%, o TNMBP s6 ndo atingiu a totalidade de rejeigio da hipétese Hy para o caso
p =175, com 99, 85%. Para tamanhos amostrais » = 50 e @ = 1% o TNMBP ficou
acima ou igual a 97, 15%.

Para tamanhos amostrais n» = 100, referente a todos os valores de p para o
= 10%, 5% e 1%, o TNMBP teve um poder de 160%. Novamente, observa-se que
os valores de poder, quase sempre foram maiores nos casos em que n < p (Tabela
26) quando comparados com as das situagGes de n > p (Tabelas 17, 18 e 19).

O poder do TNMBP considerando a distribuigio uniforme multivariada
em fungdo de n e p com niveis de significancia o = 10%, a = 5% e a = 1%
sdo apresentados na Tabela 27. Para amostras pequenas de tamanho n = 10 para
os trés valores de « e os nimeros de varidveis p consideradas, o desempenho foi
ruim. Uma melhoria no desempenho é observada quando se tem amostras de tama-
nho n = 20 para os trés valores de o, mas, ainda assim, boa parte dos resultados
mostraram-se com baixos valores de poder, sendo o maior valor observado para

esse tamanho amostral foi ao nivel de significancia, & = 10% e p = 50, com



73,95%.
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Tabela 27 Poder do TNMBP considerando a distribuigio uniforme multivariada em fun-
¢io de n e p com niveis de significancia a = 10%, a = 5% e o = 1%.

10% 5% 1%
n p TNMBP TNMBP TNMBP
10 0,1475 0,0535 0,0090
10 15 0,1405 0,0535 0,0030
20 0,1565 0,0595 0,0065
30 0,1305 0,0490 0,0050
20 0,5735 0,3460 0,0415
20 25 0,6315 0,3935 0,0445
30 0,6475 0,4180 0,0530
50 0,7395 0,5025 0,0620
30 0,9815 0,9370 0,5915
30 40 0,9920 0,9730 0,6785
50 0,9980 0,9840 0,7190
75 0,9995 0,9965 0,7810
50 1,0000 1,0000 1,0000
50 60 1,0000 1,0000 1,0000
75 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
100 1,0000 1,0000 1,0000
100 110 1,0000 1,0000 1,0000
130 1,0000 1,0000 1,0000
150 1,0000 1,0000 1,0000

Para tamanhos amostrais n = 30 e « = 10% foi observado que o desempe-

nho do TNMBP foi 6timo e todos os valores de poder estiveram acima de 98, 00%.

Para tamanhos amostrais n = 30 e & = 5% observou-se também um desempenho

excelente do poder, estando entre 93,70% € 99,65%. Jiparan =30ea =1%o

desempenho foi melhor para p = 50, com 71, 90% e para p = 75, com 78, 10%.

Verificou-se que para n = 50 e n = 100, considerando todos os valores

de p e o, que 0 TNMBP apresentou 100% de poder. Os desempenhos, como nas

demais distribui¢des, para n < p foram melhores do que os de n > p (Tabelas 20,

21 e22).
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4.3 Exemplo

Para o conjunto de dados, foram estimados o vetor de médias e a matriz de
covaridncias amostrais, dados por

2 15,035 g_ | 08824 2,8492

| 20,950 ) | 2,892 37,8305
Com esses resultados, as distincias de Mahalanobis cada observagdo para
a média amostral foram computadas e estdo apresentadas na Tabela 28. No caso
do TMCNMD, tem-se p =2en = 20, entio a = 0, b = 0,4412, a =1e f
= 8,5. Assim, foram obtidas as estatisticas de ordem observadas da distribuicdo
beta b;) e os seus respectivos valores esperados b; (Tabela 28). O coeficiente de

determinagéo entre bjy e b} é 2 =0,9384.
A distribuigdo nula de r2 foi obtida por simulagdo Monte Carlo, em um

total de 2.000 repetigGes. O valor-p foi computado, confrontando os valores da
distribui¢do nula Figura 1a e o valor original, resultando em 0, 2854. Assim, nio
se tem evidéncias significativas ao nivel nominal de significincia para rejeitar a
hipétese de normalidade dos dados. O Q-Q plot origindrio dos quantis esperados
da beta contra os quantis observados est4 apresentado na Figura 1b. Observa-se
que os pontos dos quantis observados e esperados da distribuigo beta se situam
de forma razodvel sobre uma reta de minimos quadrados ajustada entre eles, cujo
coeficiente de determinagdo é 0,9384, indicando que os dados possam ter sido
origindrios de uma normal bivariada.

No caso do TNMBP, o cilculo dos coeficientes de determinagiio obtidos
entre as estatisticas de ordem de cada coluna da amostra e o estimador do valor
esperado m; = ®~1(p;), foram respectivamente: 2 = 0, 9645 e 2 = 0,9796.

A média entre 7§ e 73, ou seja, a estatistica do teste calculada foi dada por H,
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Tabela 28 Valores ordenados das distincias de Mahalanobis ij) de cada observacido para
a média amostral, estatisticas de ordem observados relativos a transformacio
para uma beta b; e valores esperados da beta correspondentes a cada estatis-
tica de ordem b}.

Fi Dy bi) bj

1 0,1648 0,00913 0,00585
2 0,4407 0,02441 0,01197
3 0,4696 0,02602 0,01839
4 0,5691 0,03153 0,02513
5 0,6090 0,03374 0,03225
6 0,6759 0,03745 0,03979
7 0,7433 0,04118 0,04779
8 0,9359 0,05185 0,05634
9 1,0937 0,06059 0,06550
10 1,3547 0,07505 0,07540
1 1,4138 0,07833 0,08616
12 1,4220 0,07878 0,09796
13 1,5961 0,08842 0,11105
14 2,7746 0,15371 0,12577
15 2,9859 0,16542 0,14262
16 3,1270 0,17324 0,16239
17 3,9787 0,22043 0,18644
18 42516 0,23554 0,21741
19 4,4920 0,24886 0,26174
20 4,9019 0,27157 0,34567

8 - _—
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i o
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£ 8-
e 8

Cosfickentss de determinagio

(a) histograma (b) Q-Q plot
Figura 1 Histograma da distribui¢o nula dos coeficientes de determinagéio gerados sob
a hipétese nula de distribuicfo bivariada (a) e Q-Q plot obtido entre os quantis
observados e esperados da distribuicdo beta para os dados dos pintores de carros.
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= 0,9720. O valor-p foi computado por meio de 2.000 replicagdes do processo
de bootstrap paramétrico, obtendo o valor 0, 8326, e novamente nio se tem evi-
déncias significativas ao nfvel nominal de significincia para rejeitar a hip6tese de
normalidade dos dados.

Da mesma forma, foi aplicado o teste de Shapiro-Wilk de normalidade
multivariado de Royston. A estatistica, que € uma quiquadrado, resultou em um
valor observado de 0, 3548 para os dados dos pintores, com v = 1,9839 grau de
liberdade associado. O valor-p associado foi de 0, 8345, indicando que os dados
sdo normais bivariados, se for considerado o nivel nominal de significancia de 5%.

Os trés testes aplicados apresentaram resultados concordantes nesse exemplo.
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5 CONCLUSOES

1. Os dois testes de normalidade multivariada foram propostos com sucesso;

2. nio houve um teste uniformemente mais poderoso em todos os casos consi-

derados;

3. o teste de normalidade multivariada Monte Carlo baseado em distancia teve
grande sucesso no controle das taxas de erro tipo I, e desempenho pratica-
mente equivalente ao teste de normalidade multivariada de Royston (1983,
1993), para grandes amostras. Além do mais, esse teste ndo possui restri¢do
quanto aos tamanhos amostrais que possam limitar a sua aplica¢do e possui
uma visualizacdo grifica do QQplot para auxiliar na detectag@o de possiveis

dados discrepantes;

4. o teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico ob-
teve um excelente controle do erro tipo I e um 6timo desempenho de poder,
sendo assim, foi considerado ideal para testar a normalidade multivariada.
Além disso, esse teste ndo possui restrigdo quanto ao tamanho da amostra e
contempla os casos em que o mimero de varidveis pode ultrapassar o tama-

nho amostral;

5. O tempo computacional para execugio dos novos testes € praticamente o
mesmo em comparagio com o teste de normalidade multivariada de Royston
(1983, 1993) e os testes atuais de normalidade multivariada existentes no

software R.



112

REFERENCIAS

ALVA, J. A. V;; ESTRADA, E. G. A generalization of Shapiro-Wilk’s test for
multivariate normality. Communications in Statistics: Theory and Methods,
Meéxico, v. 38, n. 11, p. 1870-1883, May 2009.

ANDERSON, T.W.; DARLING, D.A. Asymptotic theory of certain
goodness-of-fit criteria based on stochastic processes. Annals of Mathematical
Statistics, Ann Arbor, v. 23, n. 2, p. 193-212, 1952.

BARON, M. Probability and statistical for computer scientists. New York:
Chapman & Hall, 2006. 413 p.

BUSSAB, W. O.; MORETTIN, P.A. Estatistica Bésica. 6. ed. Sio Paulo:
Saraiva, 2010. 540 p.

CANTELMO, N. F;; FERREIRA, D. F. Desempenhos dos testes de normalidade
multivariada do programa R e de Shapiro-Wilk de Royston avaliados por
simulagdo Monte Carlo. Rev. Matematica Estatistica, Sao Paulo, v. 25, n. 2, p.
07-17, Ago. 2007a.

. Monte Carlo evaluation of the performance of multivariate normality
tests. Ciencia E Agrotecnologia, Lavras, v. 31, n. 6, p. 1630-1636, nov./ dez.
2007b.

CASELLA, G.; BERGER, R. L. Inferéncia estatistica. Sdo Paulo: Cengage
Leming, 2010. 588 p.

CIRILLO, M. A.; FERREIRA, D. F. Extensdo do teste para normalidade
univariado baseado no coeficiente de correlagio quantil-quantil para o caso
multivariado. Revista de Matemitica e Estatistica, Sio Paulo, v. 21, n. 3, p-
57-75, Out. 2003.

D’AGOSTINO, R. B. Transformation to normality of the null distribution of gl1.
Biometrika, London, v. 57, p. 679-681, 1970.

DAVISON, A. C.; HINKLEY, D.V. Bootstrap methods and their application.



113

Cambridge: Cambridge University, 2008. 582 p.

DOMANSKI, C. Wlasnosci testu wielowymiarowej normalnoci
Shapiro-Wilka i jego zastosowanie. Cracow: University of Economics Rector’s
Lectures, 1998.

DOORNIK, J. A.; HANSEN, D. An Omnibus Test for Univariate and
Multivariate Normality . Working Paper, Oxford: Nuffield College, Nov. 1994.

DOORNIK, J. A.; HANSEN, H. An Omnibus test for univariate and multivariate
normality. Oxford Bulletin of Economics and Statistics, New York, v. 70, n. 1,
p. 927-939, Dec. 2008.

EFRON, B.; TIBSHIRANI, R. J. An introdution to the bootstrap. Boca Raton:
Chapman & Hall, 1993. 436 p.

FARRELL, P. J.; BARRERA, M. S.; NACZK, K. On tests for multivariate

normality and association simulation sutdies. Journal of Statistical
Computation and Simulation, New York, v. 77, n. 12, p. 1053-1068, Fev. 2007.

FERREIRA, D. F. Estatistica Bisica Lavras: UFLA, 2005. 664 p.

Estatistica Multivariada. Lavras: UFLA, 2008. v.1. 662 p.
GNANADESIKAN, R.; KETTENRING, J.R. Robust estimates, residuals, and
outlier detection with multiresponse data. Biometrics, Washington, v. 28, p.

81-124, Mar. 1972.

GIRI, N. C. Multivariate statistical analysis. New York: Marcel Dekker, 1995.
378 p.

GIVENS, G. H; HOETING, J. A. Computational statistics. Hoboken:
Wiley-Interscience, 2005. 418 p.

HAIR, J. C. et al. Andlise multivariada de dades. 5 ed. Porto Alegre:
Bookman, 1998. 593 p.

HENZE, N.; ZIRKLER, B. A class of invariant consistent tests for multivariate



114

normality. Communications in Statistics: Theory and Methods, New York, v.
19, n. 10, p. 3595-3617, 1990.

HOGG, R.; TANIS, E. Probability and Statistical Inference. 8. ed. New Jersey:
Person Prentice Hall, 2010. 622 p.

LANDAU, D. P.; BINDER, K. A guide to Monte-Carlo Simulations in
Statistical Physics. 3 ed. New York: Cambridge university press, 2009. 463 p.

LIANG, J. et al. Testing multinormality based on low-dimensional projection.
Journal of Statistical Planning and Inference. Amsterdam, v. 86, p. 129-141,
Apr. 2000.

LIANG, J.; TANG, M. L.; CHAN, P. S. A generalized Shapiro-Wilk W statistic
for testing high-dimensional normality. Computational Statistics and Data
Analysis. Amsterdam, v. 53, p. 3883-3891, May 2009.

MOOD, A. M.; GRAYBILL, F. A; BOES, D. C. Introduction to the theory of
statistics. 3. ed. Singapore: McGraw-Hill, 1974. 564 p.

MARDIA, K. V. Assessment of multinormality and the robustness of Hotelling’s
T? test. Journal of the Royal Statistical Saciety, London, v. 24, p. 163-171,
Set. 1975.

. Measures of multivariate skewness and kurtosis with applications.
Biometrika, London, v. 57, n. 3, p. 519-530, Dec. 1970.

MCNEIL, A. J.; FREY R.; EMBRECHTS, P. Quantitative Risk Management,
London: Princeton University Press, 2005. 538 p.

MECKLIN, C. J.; MUNDFROM, D.J. A Monte Carlo comparison of the Type I
and Type II error rates of tests of multivariate normality. Journal of Statistical
Computation and Simulation, New York, v. 75, n. 2, p. 93-107, Fev. 2005.

MUDHOLKAR, G.; SRIVASTAVA, D.; LIN, C. Some p-variate adaptations of
the Shapiro-Wilk test of normality. Communications in Statistics - Theory and
Methods. Canad4, v. 24, n. 4, p. 953-985, 1995.

OLIVEIRA, I. R. C.; FERREIRA, D. F. Multivariate extension of chi-squared



115

univariate normality test. Journal of Statistical Computation and Simulation,
New York, v. 80, n. 5, p. 513-526, Mar. 2009.

PAULSON, A.S.; ROOHAN, P,; SULLO, P. Some empirical distribution function
tests for multivariate normality. Journal of Statistical Computation and
Simulation, New York, v.28, p. 15-30, 1987.

PRESS, W. H. et al. Numerical recipes in C the art of scientific computing, 2.
ed. New York: Cambridge, 1992. 994 p.

R DEVELOPMENT CORE TEAM. R: a language and environment for statistical
computing. Vienna, 2011. Disponivel em: <http://www.R-project.org>. Acesso
em: 20 mar. 2011.

ROYSTON, J. P. A toolkit for testing for non-normality in complete and censored
samples. The Statistician, London, v. 42, n. 1, p. 37-43, 1993.

. Approximating the Shapiro-Wilk W-Test for non-normality. Statistics
and Computing, London v. 2, n. 1, p. 117-119, 1992.

. Some techniques for assessing multivariate based on the Shapiro-Wilk
W. Applied Statistics - Journal of the Royal Statistical Soociety - Series C,
London, v. 32, n. 2, p. 121-133, 1983.

SHAPIRO, S. S.; FRANCIA, R. S. An approximate analysis of variance test for
normality. Journal of the American Statistical Association, New York, v. 67, n.
337, p. 215-216, Mar. 1972.

SRIVASTAVA, M. S.; HUI, T. K. On assessing multivariate normality based on
Shapiro-Wilk W statistic. Statistics & Prebability Letters, Canada. v. 2, p.
263-267, Jan. 1987.

SILVA, R. B. V. Extensfo do teste de normalidade de Shapire-Francia para o
caso multivariado. 2009. 59 p. Tese (Doutorado em Estatfstica e
Experimentagio Agropecudria). Departamento de Ciéncia Exatas - Universidade
Federal de Lavras, Lavras.

STEEL, R. G. D.; TORRIE, J. H. DICKEY, D. A. Principles and procedures of
statistics: a biometrical approach. 3. ed. New York: McGraw-Hill, 1997. 666 p.



116

SZEKELY, G. I.; RIZZO, M. L. A New Test for Multivariate Normality. Journal
of Multivariate Analysis, New York, v. 93, n. 1, p. 58-80, Mar. 2005.

THODE, H. C. Jr. Testing for Normality. New York: Marcel Dekker, 2002. 479
p-

VENABLES, B. D.; RIPLEY, B. D. Modern Applied Statistics with S. 4. ed,
New York: Springer, 2002. 495 p.



117

APENDICE A - Rotinas R

Implementagdo da rotina realizada por Silva (2009) para o teste
Shapiro—Wilk de normalidade multivariado proposto por

Royston (1983, 1993). Em que x é a matriz de dados (n x p)

e as fungdes auxiliares ki, fz, fe, grhon foram baseadas mo
artigo: ROYSTON, J. P. A toolkit for testing for non—normality
in complete and censored samples. The Statistician, London,

v. 42, n. 1, p. 37-43, 1993.

Shapiro.Royston = function (x){
#auxiliar functions
ki = function(zj) {
ki = (qnorm(0.5*pnorm(—zj)))"2

return (ki)

fz function (wj,n){

if (n <= 11) {

lamb = -2.273+0.459#%n
u = log(1-wj)
y = —log(lamb—u)
muy = 0.544-0.39978+n+0.025054+n"2-0.0006714+n"3
sigy = exp(1.3822-0.77857*n+0.062767*n"2—
0.0020322+n"3)
} else {
y=log(l-wj)
xx=log(n)

muy=—1.5861—-0.31082xxx —0.083751*xx"2+0.0038915+xx43
sigy=exp(—0.4803 —0.082676*xx+0.0030302+xx"2)

}

zc = (y-muy)/sigy
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return(zc)

fc function (cbar ,p){

e

p/(1+(p—1)*cbar)
return(e)

}

grhon = function (rho,n){
mu = 0.715
lamb = 5

XX

log(n)
0.21364+0.015124+xx42-0.0018034*xx"3
#nu=0.35

nu

#iprint(nu)
grijn = rho*lamb+(1 —mu/nu*rho*(1-rho)”~mu)
grijn
}
# main procedures
if (lis.matrix(x))
stop("x[] is not a matrix with number of rows (sample size)
between 3 and 5000")
p=ncol(x)
P
n=nrow (x)
n
if (n <3 Il n> 5000)
stop ("sample size must be between 3 and 5000")
rx = cor(x)
#Calculating the univariate W statistics using R function
Wis = matrix (0,p,1)
for (i in 1:p){

xj=x[1:n,i]



}

wi = shapiro.test(xj)
Wis[i,l1]=wi$statistic
}
#calculating Cij matrix
Cij = matrix(1,p,p)
ir (p>1){
pp=1l:p—1
#print(pp)
for (i in pp){
ii=i+l
seq=ii:p
for (j in seq){
#iprint(i); print(j); print(seq)
cij = grhon(abs(rx[i,j]),n)
Cijli,jl=cij
fiprint(cij)
Cijlj.il=cij

}

# test statistics and p-—value

if (p>1) cbar=sum(Cij—diag(p))/(p*(p—1)) else
cbar=0

e=fe (cbar ,p)

Kis=ki(fz(Wis,n))

G=sum(Kis)/p

W.mean = mean(Wis)

H=e*G

prH =1 — pchisq(H,e)

return(list (W = W.mean, G=G, H = H, dfeq = e, p.value = prH))
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lﬂ Teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em




distdncias entrar com
X: matriz de dados n x p ¢ com

# NSM: ndimero de simulagdcs Monte Carlo

testNMMC  <— function (X, NSM = 2000)
{
n <— nrow (X)
P <— ncol(X)
Xb <— apply (X, 2, mean)
S < var(X)
SI <— solve(S)
D2 <— function(x, med, Si)
{
return(t(x — med) %% Si %% (x — med))
}
D2j <— apply (X, 1, D2, Xb, SI)
D2j <— sort(D2j)
bj <= n » D2j / (n - 1)r2
a<- (p— 2)/(2 + p)
b<— (n—-p-3)7 (2 = (n-p-1))
Pj <= ((I:n) —a) / (n—a~-b+ 1)
alpha <— p / 2
beta <— (n—-p - 1) / 2
bjs <— gbeta(pj, alpha, becta)
r2c <— cor(bj, bjs)r2
”MC < r2c
for (i in 1:NSM)
{
Z <— matrix(rnorm(n * p), n, p)
Zb <- apply(Z, 2, mean)
Sz <— var(Z)

Slz <— solve(Sz)
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D2jz <— apply(Z, 1, D2, Zb, SlIz)
D2jz <— sort(D2jz)
bjz <— n = D2jz / (n — 1)*2
2MC <— c(2MC, cor(bjz, bjs)*2)
}
plot(bjs, bj, xlab

ylab
sep = "))
reg <— Im(bj~bjs)
abline (reg$coefficients[1], reg$coefficients[2])
valor.p <— length(r2MC[2MC <= r2c]) / (NSM + 1)

return(list(r2 = r2c, valor.p = valor.p))
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paste (" Valores Esperados beta", sep = ""),

paste ("Estatisticas de Ordem Observadas",

{

Teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap
paramétrico entrar com
X: matriz de dados n x p e com

NSM: ndmero de replicagdes do bootstrap paramétrico

testHNMMC <— function(X, NSM = 2000)

n <— nrow(X)

p <— ncol(X)

S <= var(X)

pj <= ((1:n) — 3/8) / (n + 1/4)

mj <— qnorm(pj)

X <— apply(X, 2, sort)

Hc <— sum(apply(X, 2, cor, mj)*2) / p

H <- Hce

library (MASS)

for (i in 1:NSM)

{
Z <— mvrnorm(n, rep(0, p), S)
Z < apply(Z, 2, sort)




HMC <— sum(apply(Z, 2, cor, mj)r2) / p
H <— c(H, HMC)

}

valor.p <— length (H[H <= Hc]) / (NSM + 1)

return (list (H = He, valor.p = valor.p))
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'ﬂ Fun¢do para gerar dados da normal contaminada
mvmormCT <— function(n, mul, Sigmal , mu2, Sigma2, delta)
{
u <— runif(n)
if (u[l] <= delta) X <— mvrnorm(1, mul, Sigmal) else
X <— mvrnorm(1, mu2, Sigma2)

for (i in 2:n)

{
if (u[i] <= delta) y <— mvrnorm(l, mul, Sigmal) else
y <~ mvrnorm (1, mu2, Sigma2)
X <— rbind(X, y)
}
return (X)

Fungdo de validagdo dos testes propostos.

Resultados com taxas de rejeigdes de HO
# para alpha = 0,10, 0,05 ¢ 0,01

Argumentos: n: tamanho da amostra,

p: mimero de varidveis (p < n),

N: ndimero de simulagdes Monte Carlo,

op: opgio da distribuigio , se

op = 1: normal multivariada,

op = 2: distribui¢do t multivariada com nu = 1 G.L.,

op = 3: distribuigdio t multivariada com nu = 30 G.L.,
# op = 4: lognormal multivariada ,




op = 5: normal contaminada e
op = 6: uniforme multivariada

# NSM: nimero de simulagdes Monte Carlo para realizar o teste

avaliaDesempenho <— function(n, p, N = 2000, op = 1, NSM =2000)
{
result <— matrix (0, 3, 3)
rownames (result) <— c("INMDMC', "INMEMC', "INVEBW')
colnames(result) <~ c("0,10", "0,05", "0,01")
library (MASS)
library (mvtnorm)
mu <— rep(0, times = p)
#Normal Contaminada — deve mudar seus parimetros aqui
mu2 <— mu + 10
rho <— 0.5

sigma2 <— 1

Sigma2 <— 10 * Sigma
delta <— 0.3
for (i in 1:N)
{
if (op == 1) X <~ mvrnorm(n, mu, Sigma) else
if (op == 2) X < rmvt(n, Sigma, 1, mu) else
if (op == 3) X < rmvt(n, Sigma, 30, mu) else
if (op == 4) X <~ exp(mvrnorm(n, mu, Sigma)) else

if (op == 5) X <~ mvmormCT(n, mu, Sigma, mu2,

if (op == 6) X <~ pnorm(mvrnorm(n, mu, Sigma))

res <— testNMMC(X, NSM)

Sigma <— sigma2 » ((1-—rho) % diag(p) + rho * matrix(1, p, p ))

Sigma2, delta) else

if (res$valor.p <= 0.10) result[1,1] <— result[1,1] + 1.0/N
if (res$valor.p <= 0.05) result[l,2] < result[1,2] + 1.0/N
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if (res$valor.p <= 0.01) result[1,3]
res <— testHNMMC(X, NSM)

if (res$valor.p <= 0.10) result[2,1]
if (res$valor.p <= 0.05) result([2,2]
if (res$valor.p <= 0.01) result[2,3]
res <— Shapiro.Royston(X)

if (res$p.value <= 0.10) result[3,1]
if (res$p.value <= 0.05) result[3,2]
if (res$p.value <= 0.01) result[3,3]

}

return(result)

result[1,3]

result[2,1] +
result[2,2] +
result[2,3] +

result[3,1]

+

result[3,2]) +

result[3,3]
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.0/N

.0/N
.0/N
.0/N

.0/N
.0/N
.0/N






