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RESUMO

SILVA, Washington Santos. Modelagem da Volatilidade dos índices Financei
ros Ibovespa, Dow Jones e Standard & Poors Utilizando Modelos da Classe
ARCH. Lavras: UFLA, 2003. 95p.(Dissertação - Mestrado em Estatística e Ex
perimentação Agropecuária)

Examinou-se o processo de volatilidade de três índices financeiros, Ibovespa,
Dow Jones e Standard & Poors (500), utilizando o modelo FIGARCH (Fractio-
nally Integrate GARCH) e modelos ARCH (Autoregressive Condiíional Heteros-
kedasticity) tradicionais. Utilizaram-se quatro distribuições para os retornos: Nor
mal, t-student, t assimétrica e distribuição cxponencial generealizada. Os modelos
selecionados foram comparados quanto à qualidade do ajuste e acurácia preditiva
fora da amostra. Os resultados empíricos mostraram que todas as séries evidenci
aram a presença do efeito alavancagem na variância c as densidades com melhor
desempenho foram a t-Student e a t-Student assimétrica. Os critérios de seleção
de modelos evidenciaram que o modelo FIGARCH com distribuição t-Student as
simétrica superou os modelos GARCH tradicionais quanto à qualidade do ajuste
e acurácia preditiva no caso dos índices Ibovespa e, com a t-Student, Standard &
Poors (500). Para o Dow Jones, um modelo GARCH com distribuição t-Student
obteve o melhor desempenho.

"Comitê Orientador ThelmaSáfadi- UFLA (Orientadora), LuizGonzaga de CastroJúnior.



ABSTRACT

SILVA, Washington Santos. Modelling the Volatility of the Ibovespa, Dow Jo
nes and Standard & Poors Financial Indexes using the ARCH class ofModels.
Lavras: UFLA, 2003. 95p. (Dissertation - Master Program in Statistics and Agri-
cultural Experimentation)

We examine lhe volatility process of three financial indexes Ibovespa, Dow
Jones and Standard & Poors (500), using the FIGARCH (Fractionally Integrated
GARCH) model and traditional ARCH (Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity) models. Four distributions was taken in to account for the returns; Nor
mal, Student-t, skewed Student-t and the Generalized error dislribution(GED). The
selected models were compared regarding out-of-sample forecasting accuracy and
goodness-of-fit statistics. The empirical results show that ali series show signs of
the levcrage cffcct for the variance and the best dcnsitics ovcrall were Student-t
and the skewed Student-t. Regarding the several criterions used, the FIGARCH
model with skewed Student-t outperform traditional ARCH models for the Ibo
vespa, and with a Student-t, for the Standard & Poors (500) indexes. In the case of
Dow Jones, the traditional GARCH model with l-Student for the returns was the

best model.

'Guidance Committcc: ThelmaSáfadi - UFLA (Major Professor), Luiz Gonzaga de Castro Jú-



1 INTRODUÇÃO

Háduasdécadas, em econometria aplicada e teórica, as preocupações concer

nentes à heterocedasticidade ocorriam quase que exclusivamente se os ciados sob

análise eramdo tiposecção cruzada. O exemplo clássico, amplamente encontrado

em livros texto, trata da relação entre consumo e renda familiar, quando o con

junto de dados contem dados de famílias com alto poder aquisitivo e de famílias

com baixo poder aquisitivo. A mensagem padrão, quando há evidência de hete

rocedasticidade, é que apesar dos estimadores de mínimos quadrados ordinários

serem ainda não viesados, os erros padrão e intervalos de confiança derivados são

espúrios, no sentido que podem fornecer umafalsa impressão de precisão.

Em econometria, no que concerne a dados em secção cruzada, o desenvol

vimento de métodos que fornecem 'erros padrão robustos' reduziu em muito as

preocupações relativas à heterocedasticidade. Com um tamanho amostrai ade

quado, pode-se obter uma boa estimativa do erro padrão ainda que verifique-se

a presença de heterocedasticidade. Caso a amostra seja pequena, diversas corre

ções têmsidopropostas, correções estasque visam nãoafetaros coeficientes, mas

somente corrigir assintóticamente os errospadrão.

A questão da heterocedasticidade é o foco principal da classe de modelos

ARCH, introduzida noartigo seminal deEngle (1982). ARCH denota Autoregres

sive Conditional Hetervskedasticity. Ao invésde considerara heterocedasticidade

comoum problema a ser corrigido, Robert F. Engle a considerou como um fenô

meno a sermodelado, ou melhor, como uma variância a ser modelada. Isto posto,

não apenas as deficiências dos estimadores de mínimos quadrados, do ponto de

vista dos dados cm secção cruzada, são corrigidas, como uma predição da variân-



cia de cada termo do erro é calculada. Tal previsão é de grande interesse em ma

croeconomia e, em particular, em Finanças. Curiosamente, os modelos da classe

ARCH surgiram no contexto da análise de séries temporais em macroeconomia.

Ainda que por meio de uma inspeção visual superficial, gráficos de dados

financeiros mostram claramente que há períodos mais arriscados (voláteis) que

outros; além disso, estes períodos mais ou menos voláteis geralmente não estão

distribuídos aleatoriamente no tempo; ao contrário, há um certo grau de dependên

cia na seqüência de períodosmaisou menosvoláteis. Analistas inspecionando tais

gráficos descrevem este fenômeno como 'agrupamento da volatilidade'. Os mode

los da classe ARCH tratam da modelagem deste, entre outros tipos de fenômenos.

Nesta dissertação, o foco é modelar, analisar e efetuar previsões a cerca da

volatilidade de três índices financeiros, o Ibovespa, o Dow Jones e o Standard &

Poors (500), utilizando modelos da classe ARCH. Destaca-se a utilização de um

modelo da classe ARCH que tem recebido considerável atenção na literatura eco-

nométrica, o modelo ARCH generalizado fracionalmente integrado. Este modelo

possui a capacidade de modelar separadamente as dependências de curto e longo

prazos da volatilidade de uma série, implicando em uma desejável flexibilidade.

Destaca-se ainda a aplicação de uma densidade que também começa a receber

atenção na literatura, sobretudo em Finanças, a t-Sludenl assimétrica.

Selecionados os melhores modelos ARCH para cada série, serão analisadas as

características da volatilidade de cada série e o desempenho destes modelos e das

densidades condicionais adotadas será avaliado por meio de medidas da qualidade

do ajuste e acurácia preditiva. Um dos objetivos principais é verificar o desempe

nho dos modelos GARCH fracionalmente integrados relativamente aos modelos

GARCH e IGARCH, e os efeitos da adoção da t-Student assimétrica.

Na Seção 2, referencial teórico, relatam-se os principais fatos teóricos rela

tivos aos modelos da classe ARCH. A literatura a respeito do tema é imensa e

crescente, por isso um apanhado completo é quase impossível. Na Seção 3, dedi-



cada ao material e aos métodos, descrevem-se os dados, reportam-se as fontes dos

dados e relata-se a metodologia a ser seguida. Na Seção 4 estão os resultados e a

discussão dos mesmos. E finalmente, na Seção 5, colocam-se as conclusões finais.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Modelos estocásticos de séries temporais

A análise da dinâmica do sistema econômico é baseada na obervação dos pro

cessos relevantes. Geralmente, a série temporal resultante mostra que algumas

regularidades empíricas estão presentes em componentes explosivos ou cíclicos

ou co-movimentos de séries distintas. De forma a estudar estas regularidades, uma

série temporal é vista como a realização de um processo estocástico. Isto posto,

nesta seção serão apresentados conceitos básicos da análise de séries temporais

enquanto processos estocásticos, que serão usados de forma recorrente nesta dis

sertação. Maiores detalhes podem serencontrados emMorettin & Toloi (1987).

Conforme Brockwell & Davis (1997), o primeiro passo na análise de uma

série temporal é a seleção de um modelo matemático adequado, ou classe de mo

delos, para os dados. Para permitir a possibilidade de imprevisibilidade das ob

servações futuras seria então natural supor que cada observação yt é um valor

realizado de uma variável aleatória {Vi}. Asérie temporal {yt,t Ç. T] seria então

uma relização da família de variáveis aleatórias {Yt,t G To}. Tais considerações

sugerem que se deve modelar os dados como se estes fossem uma realização (ou

parte de uma realização) de um processo estocástico {Yut GTo} onde T D Tq.
Formalizam-se a seguir estes conceitos.

Definição 1 Um processo estocástico éumafamüia de variáveis aleatórias {Yt, t €

T} definida sobre um espaço de probabilidade (Ü, U,P).

Definição 2 Asfunções {Y(t,u>),u> £ ü] sobre T são denominadas realizações

4



ou trajetórias amostrais doprocesso {Yt, t GT}.

Definição 3 A série temporal {Yu t G Z}, com Z = {0,±1, ±2,...}, é dita ser

fracamente estacionaria se, e somente se,

i. E\Yt\2 < oo, Vi 6 Z, i.e, variânciafinita.
il E(Yt) = m, Vi GZ, i.e, média independente de í.

iii. jY{r,s) = 7y(r + í,s + i), Vi G Z, i.e, covariância depende somente da

diferença entre os índices temporais.

Definição 4 A série temporal {Yt,t G Z} é dita fortemente estacionaria se as

distribuições conjuntas' de {Ytl,..., Ytk)' e (Ytl+h,..., Ylk+h)' são as mesmas
para todos os inteiros positivos k e para todo í i,..., í*., h G Z.

2.2 índices Acionários

Nesta seção, descreve-se brevemente o que é umíndice acionário, suafunção,

metodologia de cálculo, etc. Focaliza-se o índice Ibovespa, contudo, dada a seme

lhança do princípio, as idéias fundamentais estendem-se naturalmente aos índices

Dow Jones e Standard & Poors (500).

Em geral, um índice acionário é o valor atual, em moeda corrente, de uma

carteira hipotética de ações, constituída a partir de uma aplicação hipotética. Este

é o caso do Ibovespa, que começou a sercalculado a partir de umacarteira teórica

de ações em 1968. Supõe-se não ter sido efetuado nenhum investimento adicional

desde então, considerando-se somenteos ajustes efetuados em decorrência da dis

tribuição de proventos pelas empresas emissoras. Isto posto, o índice reflete não

apenas as variações dos preços das ações, mas também o impacto da distribuição

dos proventos, sendo considerado um indicador que avalia o retorno total de suas

ações componentes.

A finalidade básica de um índice acionário é servir como um indicador do de-

5



sempenho médio das principais ações transacionadas em uma bolsa de valores. A

composiçãode um índice buscaobter a melhoraproximação da real configuração

das negociações à vista em uma bolsa de valores. No caso do Ibovespa, as ações

integrantes da carteira teórica do índice respondem por mais de 80% do número

de negócios e do volume financeiro verificados no mercado à vista da BOVESPA.

A participação de cada ação na carteira tem relação direta com a represen-

tatividade desse título no mercado à vista - em termos de número de negócios e

volume financeiro - ajustada ao tamanho da amostra. Essa representatívidade é

obtidapelo índice de negociabilidade da ação, calculado pela seguinte fórmula:

JN=hxv
na qual n,- é o número de negócios coma ação i no mercado à vista, N o número

total de negócios no mercado à vistada BOVESPA, Vi o volume financeiro gerado

pelos negócios com a ação i nomercado à vista e V o volume financeiro total do

mercado à vista da Bovespa.

O Ibovespa é o somatório dos pesos(quantidade teórica da ação multiplicada

pelo último preço da mesma) das ações integrantes de suacarteira teórica. Assim

sendo, pode ser apurado, a qualquer momento, por meio da seguinte fórmula:

N

Ibovespat —J^ P;,* x Qiit
í=i

em que Ibovespat é o valor do índice no instante í, n o número total de ações

componentes da carteira teórica, P o último preço da ação i no instante í e Q a

quantidade teórica da ação i na carteira no instante i.

A BOVESPA calcula seu índice em tempo real, considerando os preços dos

últimos negócios efetuados no mercado à vista com ações componentes de sua

carteira. Assim, como a maioria dos índices acionários, pode-se acompanhar lon

Une' seucomportamento em qualquerparte do Brasilou do mundo.



2.3 ARCH

Nos modelos clássicos de séries temporais do tipo ARMA, assume-se que as

inovações constituem uma seqüência de ruídos brancos. Se os valores dos parâ

metros estruturais, isto é, dos parâmetros autorregressivos e médias-móveis, são

conhecidos, então as inovações são sinônimos dos erros de predição um passo à

frente.

Na análise de dados econômicos, constitui uma regularidade empírica que

grandes e pequenos erros de predição ocorrem emagrupamentos. Sugerindo que,

emcertos períodos, as variáveis econômicas tornam-se mais oumenos voláteis que

o usual. Istoposto, Engle (1982) sugeriu queestefenômeno poderia sermodelado,

elaborando-se umprocesso estocástico para a variância das inovações.

O objetivo era obter um modelo que se ajustasse melhor aos dados dentro da

amostra, bem como fornecesse uma representação adequada da precisão das pre

visões. Estacaracterística podeser muito útil se a sérieem questão é umasériede

taxasdejuros ou índiceacionário. Istoporque a atraçãode um ativofinanceiro está

relacionda diretamente à sua taxa esperada de retorno e inversamente relacionada

ao seu risco, o qual é uma função da variância da taxa de retorno.

Deve-se mencionar queo usodo termo 'ARCH'adotado nestadissertação, as

simcomo na literatura cconométrica, nãose restringe ao modelo original proposto

por Engle (1982). O termo 'ARCH' designara o fenômeno da heterocedasticidade

condicional em geral e todos os modelos que tentam capturartal fenômeno.

Seguindo a formalização de Bollerslev et. ai. (1994), seja {£*(#)} um pro

cesso estocástico em tempo discreto com funções de média condiciona] e variân

cia parametrizadas pelo vetor de dimensão finita 6 G 0 Ç Rm, onde 0O denota

o valor verdadeiro. Inicialmente, assume-se que Et{9) seja um escalar. E seja

E(£t(9)\^t-i) a esperança matemática do processo, condicional ao passado e a
qualquer conjunto de informação ty-i disponível no períodoí - 1.



O processo {et{0)} é definido como um processo heterocedástico condicional

autorregressivo se a médiacondicional é igual a zero,

J5?(et(flo)|¥í-i) = 0 t=l,2,..., (2.1)

mas a variância condicional,

ai(0o) = Var(et(0o)\*t->) = E(e?(flo)|*t-]) t=l,2,..., (2.2)

depende não-trivialmente da a-álgebra gerada pelas observações passadas, istoé,

{£í_i(0o),£t_2(0o), •• }• Quando evidente a partir do contexto, a dependência
explícita da variância condicional emrelação aosparâmetros 6, serásuprimida.

Focalizaremos o processo {£t} na descrição subsequente, mas como posto

porBollerslev et. ai. (1994), os mesmos conceitos estendem-se naturalmente para

o caso no qual [et} seja o resíduo de algum modelo econométrico mais elaborado.

Especificamente, seja {Kí(0o)} o processo estocástico de interessecom médiacon

dicional,

Mflo) = £(|fe|*í-i) t=U,...;; (2.3)

note-se que, pela convenção anterior, ambos, fit(0o) e a2(0o), são mensuráveis

com respeito ao conjunto de informação disponível no período t-1, definindo-se o

processo {et(0o)} como,

et{9o) =yt- /íí(0o) t=l,2,..., (2.4)

a variância condicional de {£*}, portanto, é igual a variância condicional do pro

cesso {yt}. Visto que muito poucas séries temporais econômicas e financeiras têm

média condicional constante igual a zero, a maioria das aplicações dos modelos

ARCH seguem esta estrutura.

Retornando às equações (2.1) e (2.2), segue que o processo padronizado,

zt(Oo) = et(00)((T?(Ôo))-1/2 t=l,2,..., (2.5)

8



terá média condicional zero c variância condicional invariante no tempo igual à

unidade. Esta observação constitui a base para a maioria dos procedimentos de

inferência subjacentes às aplicações dos modelos ARCH.

Caso assuma-se que a distribuição condicional de zt seja invariante no tempo

e possua quarto momento finito, segue da desigualdade de Jensen que,

E(et) = E(z{)E(o4t) > E(zi)E(cr2)2 = E(z4t)E(e2t)2, (2.6)

ondea igualdade é verdadeira somente para o casoemquea variância condicional

seja constante. Dada uma distribuição normal para as inovações padronizadas na

equação (2.5), a distribuição incondicional para et é, portanto, leptocúrtica.

Bollerslev et. ai. (1994) escrevem que a especificação dos modelos ARCH,

conforme as equações (2.1) a (2.4), é extremamente geral e não permite uma im

plementação empírica sem antes imporem-se certas restrições sobre as dependên

cias temporais nas funções da médiae variância condicionais. Alem disso, mesmo

em suaimplementação univariada, aspossíveis formas funcionais permitidas pela

equação (2.2) são muito vastas, e para se ter alguma esperança de selecionar um

modelo ARCH apropriado, deve-se ter uma boa idéia de quais as características

empíricasque os modelos devem captar. Isto posto, um bom modelo deve ser ca

paz de capturar e refletir estas regularidades. Assim, descrevem-se a seguir algu

mas das características comuns do processo de volatilidade de séries econômicas

e financeiras.

2.4 Regularidades empíricas de séries econômicas

2.4.1 Caudas pesadas

E um falo bem estabelecido que a distribuição incondicional dos retornos de

ativos tem caudas pesadas (i.e, leptocúrticas). Mandelbrot (1963) e Fama (1965)

foram pioneiros na documentação desla regularidade empírica. As estimativas de



curtose variam entre 4 e 50, indicando não-normalidade muito extrema. Arelação

entre as densidades condicional e incondicional dos retornos revela parcialmente

a origemdascaudas pesadas. Segundo Engle (1982), se a densidade condicional é

gaussiana, então a densidade incondicional terá excesso de curtose devido à mis

tura de densidades gaussianas com diferentes variâncias. Contudo, não há razão

para assumir que a densidade condicional dos retornos sejagaussiana, e como se

verá posteriormente, pode-se adotar densidades condicionais leptocúrticas como a

t-Student e a distribuição generalizada do erro.

2.4.2 Agrupamentos de volatilidade

Oagrupamento degrandes movimentos e pequenos movimentos, de qualquer

sinal,em séries econômico-financeiras foi umadas primeiras características docu

mentadas do processo de volatilidade de tais séries. Mandelbrot (1963) e Fama

(1965) reportaram evidências de que grandes variações no preço de umativo são

freqüentemente seguidas por outras grandes variações, c pequenas variações são

freqüentemente seguidas por pequenas variações. Este agrupamento da volati

lidade torna-se imediatamente aparente quando tais séries são plotadas contra o

tempo. A implicação de tal agrupamento da volatilidade é que choques no pro

cesso de volatilidade atual influenciarão a esperança da volatilidade muitos perío
dos no futuro.

2.43 Assimetrias

Vários modelos de volatilidade impõem a hipótese de que a volatilidade

condicional de um ativo é afetada simctricamenle por inovações positivas e nega

tivas. O modelo GARCH, por exemplo, permite que a variância condicional seja

afetada somente pelo quadrado das inovações defasadas, desconsiderando comple

tamente o sinal da inovação.

Para séries financeiras, é particularmente improvável quechoques positivos e

10
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negativos tenham o mesmo impacto sobre a volatilidade. Esta assimetria é descrita

algumas vezes como efeito alavancageme outras como efeito prêmio de risco. Se

gundo a primeira teoria, relatada originalmente por Fama (1965), quando o preço

da ação de uma firma cai, a sua razão dívida/ativos aumenta, aumentando a volati

lidade dos retornos dos acionistas. Segundo Bollerslev et. ai. (1994), custos fixos

como alavancagem financeira c operacional fornecem uma explicaçãoparcial para

este fenômeno.

Segundo a última teoria, informações sobre o aumento da volatilidade de um

título reduzem a demanda pelo papel por causa da aversão ao risco. O conse

qüente declínio da ação é seguido pelo aumento da volatilidade, como previsto

pelas informações.

Gloslen et. ai. (1993) e Engle & Ng (1993), encontraram evidências da volati

lidade ser negativamente relacionada ao retorno de ativos. Tais evidências não têm

sido encontradas para o mercado de câmbio. Para taxas de juros, uma assimetria

similar aparece a partir de taxas próximas de zero.

2.4.4 Memória longa

Conforme Baillie (1996), o tópico damemória longae persistência tematraído

considerável atenção em tennos dosegundo momento de um processo, sendo que

muitos dosexemplos de processos de memória longaemergiram de estudos de da

dos econômicos. O desenvolvimento de modelos e testes teóricos para a volatili

dade commemória longa foio resultado deencontrarem-se sériesque exibiam for

temente este fenômeno. Baillie (1996) escreve que a primeira contribuição neste

tópico foi de Taylor (1986), que reportou um fato estilizado aparente de que os

retornos absolutos de ações tendem a ter aulocorrelações que decaem muitolenta

mente. Dinget. ai. (1993) notaram o mesmo fatoparaas potências de retornos diá

rios e

Dacorogna et. ai. (1993) reportaram queos coeficientes de autocorrelação dos re-

11
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tornos quadráticos diários de taxas de câmbio decaem muito lentamente.

2.4.5 Hipótese da eficiência do mercado

Em modelos de apreçamenlo de ativos tradicionais, a hipótese martingal (ou

do passeio aleatório) tem desempenhado um papel muito importante na descrição

e estudo de séries de preços de ativos.

Definição 5 Um processo estocástico {yt, t > 0} é um martingal se, e somente

se,

1. E{\yt\)<oo,Vt,

2. E(yt\^s) = ys V s < t, onde tys é a o—álgebra contendo os eventos de

terminados pelas observações no intervalo [0,s], tal que tys Q ^t> quando

s<t

Diversas interpretações simples para esta condição são dadas usualmente. Em

tennos de previsão, se a série yt é uma série de preços, então, pela Definição 5, a

melhor previsão do preço futuro, na data í, é o preço atual ys. O preço de mercado

reflete, então, toda informação útil para se fazer a melhor previsão. A condição

para um martingal pode ser reescrita em termos de retornos relativos ou absolutos,

ou seja,

El{yHi-yt)\*t}=0, (2.7)

ou

E fyt+i -yt
À yt

assim, se um agente compra uma unidade de um ativo na data t ao preço Yt de

forma a revendê-la na data t + 1 pelo preço j/t+i, o ganho médio c zero se a con

dição martingal é satisfeita. Isto significa que,na ausência de custos de transação,

não háperdaou lucrosistemáticos. Soba forma {yt+i —yt}* uni processo estocás

tico martingal é também conhecido como uma seqüência de diferenças martingais.

12
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Neste sentido, a informação disponível, {üt}, está totalmente contida nos

preços e, portanto, sem utilidade na previsão do preço ou da taxa de retorno. A

hipótese que os preços refletem toda a informação diponível, tornou-se conhecida

como a hipótese da eficiência do mercado. De fato, Fama (1970) definiu três tipos

de eficiência informacional do mercado de capitais (não confundir comeficiência

relativa à alocação oueficiência dePareto). Cada uma das quais é baseada emuma

noção diferente do tipo de informação que éconsiderada relevante. Isto posto, diz-

se que um mercado é eficiente na forma fraca se {üt} contém preços e retornos

passados somente, eficiente na forma semi-forte caso {Çlt} possui toda informa

ção pública disponível e eficiente na forma/orte se {Üt} contém toda informação
pública e privada. Claramente, eficiência forte implica eficiência semi-forte, que,
por sua vez, implica eficiênciafraca, mas o reverso não ocorre.

O modelo martingal pode ser escrito de forma equivalente, como,

3/t+i = yt + eu (2.9)

onde et é uma seqüência de diferenças martingais. Quando escrito nesta forma,
o processo martingal é idêntico ao processo passeio aleatório, o principal modelo
postulado pela teoria da eficiência do mercado de capitais. Contudo, o processo
martingal émenos restritivo, segundo Campbell et. ai. (1997). Uma diferença mar
tingal requer somente a independência da esperança condicional das variações de
preços em relação a {Qt}, enquanto opasseio aleatório requer esta condição etam
bém a independência dos momentos condicionais de ordens mais altas (variância,
assimetria ecurtose) da distribuição de probabilidade das variações de preços, isto
é, dos retornos.

De fato, Campbell et. ai. (1997) distinguem três versões da hipótese do pas
seio aleatório: a versão dos retornos independentes e identicamente distribuídos,

a versão dos retornos independentes e a versão dos retornos não autocorrelaciona-

dos. Omodelo martingal, por não requerer a independência probabilística entre
retornos sucessivos, é inteiramente consistente com a regularidade empírica que
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retornos, apesar de não autocorrelacionados, não tendem a ser independentes no

tempo, mas sim tendem a exibir agrupamentos de períodos de alta e baixa volatili

dade, isto é, dependência em momentos de altas ordens, notadamcnte na variância,

como descrito na seção (2.4.2).

2.4.6 Macroeconomia e volatilidade

Bollerslev et. ai. (1994, p. 2967) escrevem que os valores das ações são intima

mente relacionados à vitalidade da economia; tomar-se-ia, então, natural esperar

que as variâncias condicionais da produção industrial, taxas de juros, crescimento

da oferta de moeda, etc., ajudassem a explicar variações da volatilidade do mer

cado acionário. Schwert (1989) reporta que apesar de ocorrer um aumento da vo

latilidade durante recessões e crises financeiras e uma redução durante expansões,

a relação entre incerteza macroeconômica e volatilidade do mercado acionário se

ria surpreendemente fraca. Conquanto, Glosten et. ai. (1993) reportam uma forte

relação positiva entrea volatilidade do retomo de ativos e taxas de juros.

2.5 ARCH: Descrição dos modelos

Como posto por Bollerslev et. ai. (1994, p. 2969), as regularidades empíricas

citadas anteriormente restringem a busca por um modelo ARCH adequado. En

tretanto, as possíveis parametrizações são ainda vastas. A diversidade da classe

de modelos ARCH paramétricos tem vantagens e desvantagens. Tal diversidade

toma complexa a busca pelo modelo "verdadeiro", e toma um pouco arbitrário

o processo de seleção de modelos. Poroutro lado, a flexibilidade derivada de tal

diversidade implica quena análise de modelos econômicos estruturais comevidên

cias de heterocedasticidade condicional autorregressiva, existe uma grande chance

que um modelo ARCH paramétrico adequado seja formulado, tomando a análise

tratável.
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Nesta seção, descrevem-se os modelos da classe ARCH que foram utiliza

dos na modelagem de séries reais nas análises posteriores. Os modelos foram

elaborados de forma a captar as regularidades empíricas descritas anteriormente.

Destacar-se-á, sobretudo, o modelo ARCH generalizado, denominado GARCH,

posto que é a formulação a partir da qual a maioria das extensões que serão anali

sadas foramderivadas e contém o processo ARCHcomo um caso particular.

2.5.1 Modelo ARCH

Um processo ARCH pode ser definidoem várioscontextos e seguindo Bera &

Higgins (1993), um processo ARCH será definido em termos da distribuição das

inovações de um modelo de regressão linear dinâmico, neste contexto é usual a de

nominação modelo de regressão ARCH. Isto posto, o modelo ARCH(p) proposto

no artigo seminal de Engle (1982) pode ser sumarizado por:

Yt = xtÇ + ett (2.10a)

et\*t-i~N{0toi), (2.10b)
v

o2 = E\e2\*t-i} =w+Y, ai£2_i =u +a(L)e2, (2.10c)
t=]

uf > 0, Oi > 0, Vi = 1,... ,p, (2.10d)

em que a(L) = a^L-h Q2L2 -f ... + o.vW, sendo Lo operador de defasagens.

As restrições representadas por (2.10d) asseguram a positividade da variância.

Xt é um vetor k x 1 de variáveis exógenas, o qual pode incluir valores defasados

da variável dependente {yt}, e {£} é um vetor k x 1 de parâmetros. O modelo

ARCH, representado pelas equações (2.10b) e (2.10c), caracteriza a distribuição

das inovações et condicional aos valores realizados do conjunto de informação

{*í-i = lfc-i,a?t-i,l/t-2iEt-2, •••}• Note-se que como {et-i = yt-i - x't_^},
{o2} é uma função dos elementos de {^t-i}.

Conforme Bera & Higgins (1993, p. 309), a característica marcante do modelo
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ARCH não é o fato de a variância condicional {a2} ser uma função do conjunto

de informação {^í-i }, mas sim a forma funcional especificada. Episódiosde vo

latilidade são geralmente caracterizados pelo agrupamento de grandes choques na

variável dependente. O processo da variância condicional (2.10c) é formulado de

forma a reproduzir este fenômeno. No modelo de regressão, um grande choque é

representado por um grande desvio de {yt} em relação à sua média condicional

xtÇ, ou de forma equivalente, um grande valor positivo ou negativo de {et}. No

modelo de regressão ARCH, a variância da inovação atual, condicional aos valores

realizados das inovações defasadas {et~i,i = 1,... ,p}, é uma função crescente

da magnitude das inovações defasadas, seja qual for o sinal. Portanto, em con

cordância com a regularidade empírica descrita na seção (2.4.2), grandes erros de

qualquer sinal tendem a ser seguidos por grandes erros de qualquer sinal. E de

forma similar, pequenos erros de qualquer sinal tendem a ser seguidos por peque

nos erros de qualquer sinal. A ordem do lag p determina o intervalo de tempo

no qual um choque persiste em condicionar a variância dos erros subsequentes.

Quanto maior o valor de p, maior a duração dos episódios de volatilidade.

Para fins de simulação, uma equação geradora explícita para um processo

ARCH é,

et =ztyfâ, (2.11)
em que zt ~ IID N(0,1) e {a2} é dado por (2.10c). Posto que {a2} é uma fun

ção de {*t-i} e, portanto, fixado quando condicionado a *t_i, pode-se verificar

que {et},como dado em(2.11), será condicionalmente normal com E{et\^t-i) —

y/o~?E{zt\tyt-i) = 0 e Var(et\Vt-i) = o2 Var{zt\Vt-i) = a2. Portanto, o
processo especificado por (2.11) é idêntico aoprocesso ARCH (2.10c). A equação

geradora (2.11) demonstra que um processo ARCH rccscalona um processo sub

jacente de inovação gaussiana {zt} pela multiplicação deste pelo desvio padrão

condicional, o qual é umafunção do conjunto de informação {^-j}.

Conforme Issler (1999), note-se a semelhança entre o processo (2.10c) e um
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modelo AR(p):

v

yt = fo +Y fcy*-* +e* =<£o +<f>(L)yt +et.
t=i

De fato, definindo {ut = e2 - o2} e ut ~ N(0,1), pode-se reescrever o

modelo ARCH(p) em 2.10c como,

e\ = v + a(L)e2 + //t, (2.12)

e tal modelo corresponde diretamente a um modelo AR(p) para os erros quadráti-

cos{e2}. Este processo é fracamente estacionário se,e somente se,a soma dos pa

râmetros autorregressivos positivos for menor que um, conforme Bollerslev et. ai.

(1994).

2.5.2 Modelo GARCH

Nas primeiras aplicações empíricas do modelo ARCH à relação entre o nível

e a volatilidade da taxa de inflação, Engle (1982) verificou que requeria-se um

grande valor para o lag p no processo da variância condicional. Isto implicava na

necessidade de estimar-se um grande número de parâmetros sujeitos a restrições

de desigualdade.

Para contornar este problema, Bollerslev (1986) propôs o modelo ARCH ge

neralizado, ou modelo GARCH(p, q). Seja{et} umprocesso estocástico em tempo

discreto com valores reais, o modelo GARCH(p, q) é definido por,

yt = x'tÇ + eu (2.13a)

£!!*£_, ~ 0(0, <7?), (2.13b)

°2t= w+Y ai£2t-i +12&*?-* =w+«We? +P(L)°l (2-]3c)
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no qual as restrições de desigualdade:

u;>0; Qi>OlVt = ll...,p; ft > 0, V j = l,...,g, (2.14)

são impostas para assegurar a positividade estrita de {of}, D(-) uma distribuição

paramétrica e a(L) e P(L) são polinômios de ordem finita no operador de de-

fasagens L. Para q = 0, o processo reduz-se a um processo ARCH(p), e para

p = gr = 0, et é simplesmente um processo ruído branco. No processo ARCH(p),

a variância condicional é especificada como uma função somente das variâncias

amostrais passadas, enquanto o processo GARCH(p, q) permite, além destas, a

inclusão de variâncias condicionais defasadas (Bollerslev (1986)).

Bollerslev (1986, p.44) escrevequese todasasraízes daexpressão 1—0(z) =

0, na qual z é um escalar, estão fora do círculounitário, o modelo GARCH repre

sentado por (2.13c) pode ser reescrito como,

2 u> a(L) 2

=oS +f>e?_i, (2-15)

na qual otQ = u/(1—0(1)) tos coeficientes 6* são oscoeficientes da expansão em

séries de potência de a(L)[l - /?(L)]_1. Portanto, a expressão (2.15) mostra que

um processo GARCH(p, q) é um processo ARCH de dimensão (ordem) infinita

com umaestrutura de defasagen racional imposta sobre os coeficientes.

Conforme Issler (1999), a formulação do processo GARCH(p,g) pode ser

compreendida a partir de uma analogia direta com osmodelos da classe AR(p), no

qual a solução parcimoniosa é incluir termos MA(ç), dando origem aum modelo

ARMA(p,q). Para verificar comoum modelo GARCH fornece uma flexibilidade
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similar à de um modelo ARMA, considere um modelo GARCH(1,1)

<í =w + o^_1+i9at2_ll (2.16)

sedefine como em (2.12), {ut = e2 —o2} como o erro de predição da variância

condicional, com a propriedade ut ~ 7V(0,1); pode-se resolver (2.16) em termos

de {e2} e {vt} defasados e atuais para obter-se

£2 = u + (ft+ )0)e2_] _ pUti + Vu (2 n)

que é um processo ARMA(1,1) para {e2}. Conforme Bollerslev (1986), através

do mesmo procedimento, pode-se mostrar que um processo GARCH (p, q) corres

ponde a um processo ARMA(max(jp) q), q) para {e2}, assim,

p q p

t=l j-\ j=l

ou

<t>(L)(\ - L)e2 = u + |1 - /?(L)]i*. (2.19)

onde0(L) = [l-a(L)—/?(L))(1-L)~] tem ordem (m—l). Conforme Bollerslev

et. ai. (1994), esta analogia com os modelos da classe ARMA permite o uso das

técnicas usuais na identificação das ordens ptq.

Apesar das restrições (2.14) serem suficientes para assegurar que a variância

condicional de um processo GARCH(p, q) seja estritamente positiva, Nelson &

Cao (1992) demonstraram que condições suficientes mais fracas podem ser en

contradas. Eles demonstraram que a partir da representação invertida de {of}

em (2.13c),

a5>0etfj>0, i = l,...,oo, (2.20)

são suficientes para assegurar que a variância condicional seja estritamente posi

tiva. Nelson & Cao (1992) mostraram, expressando Qq c os <$í's cm termos dos

parâmetros originais do modelo GARCH, que (2.20) não requer que todas as de

sigualdades em (2.14) sejam satisfeitas. Bera & Higgins (1993) citam o exemplo
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de um processo GARCH(1,2), onde u > 0, a] > 0, (5\ > 0 e /?!«] -}- a2 > 0 são

suficientes para garantir que a2 > 0. Portanto, nomodelo GARCH(1,2), c*2 pode

ter sinal negativo. Nelson & Cao (1992) demonstraram resultados gerais para os

processos GARCH(1, q)e GARCH(2, q)e reportaram que as demonstrações para

p > 3 são complexas. Diversos estudos empíricos, entre eles Engle et. ai. (1990),

reportaram coeficientes negativos e ainda assim as condições para a positividade

da variância condicional, baseadasem (2.20), foramsatisfeitas. Isto posto, Nelson

& Cao (1992) recomendaram que as restições (2.14) não necessitam ser impostas

no processo de estimação, dado que a violação destas desigualdades não implica

necessariamente que o processo da variância condicional esteja erroneamente es

pecificado.

2.6 ARCH: Propriedades

2.6.1 Estacionariedade e momentos incondicionais

Nas seções anteriores, descreveram-se informalmente algumas propriedades

dos processos ARCH(p) e GARCH(p, q);as condições de finitude dos momentos e

a estacionariedade das distribuições incondicionais destes processos caracterizam

formalmente estas propriedades. Como será visto nesta seção, Engle (1982) de

rivou expressões para muitos dos momentos incondicionais, e estabeleceu condi

ções necessárias e suficientes para a existência de tais momentos. Posteriormente,

Bollerslev (1986) estendeu estes resultados para o processo GARCH.

Conforme Engle (1982), o modelo ARCH(p) mais simples, o modelo ARCH(l)

gaussiano com £ = 0, permite a discussão de algumas propriedades desta classe

de modelos. Tal modelo pode ser sumarizado por:

et\*t-i ~ N(Q,o2),

<r2=u + a1e2_1, (2.21)
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note-se que, se ai = Oe e^t-i ~ N(0,u), {et} é condicionalmente um pro

cesso ruído branco gaussiano e se <*] > 0, as observações serão dependentes atra

vés dos momentos de alta ordem. A média incondicional do processo ARCH,

como será visto, é igual a zero e, pela simetria deste processo, derivada de sua nor

malidade condicional, tem-se que, sendo m um inteiro ímpar, E(e™\tyt-i) = 0.

Vê-se que o coeficiente de assimetria do processo ARCH é igual a zero. Os mo

mentos incondicionais pares são calculados utilizando o Teorema 1.

Teorema 1 (£ngle(1982)) Para um inteiro r, os momentos incondicionais pares

de umprocesso ARCH(l) com u> > 0, aj > 0, existem se, e somente se,

a\H(2j-l)<l.

Prova, ver Engle (1982).

Similarmente, o processo GARCH(1,1) gaussiano pode ser utilizado para des

crever algumas propriedades destes modelos . Os momentos pares incondicionais

de um processo GARCH(1,1) são calculados utilizando-se o Teorema 2.

Teorema 2 (Bollerslev(1986)) Para oprocesso GARCH(1,1) dadopor (2.16) uma

condição necessária e suficientepara a existência dos momentospares é

,m-j/i(Qi,/3i,m) =Y ( •)a3°iflí

no qual,
j

tto = l, aj = Y\(2j-l), j = l,...,;

os momentos pares podem ser expressos pelafórmula recursiva
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E(efn) = am
m-\m—l / \

£«ç>e(£?v~L_nWi.A.«)
n=0 V '

xll-^auPun)}-1. (2.22)

Prova, ver Bollerslev (1986).

As condições para um processo ARCH(p) ser fracamente estacionário são

dadas pelo Teorema3.

Teorema 3 (Engle(1982)) 0 processo ARCH(p), com u > 0,ai,..., ap

> 0, éfracamente estacionário se, esomente se, aequação característica associ
ada tem todas as raízesfora do círculo unitário. Avariância estacionaria é dada

por E(o2) =o2= d-Ej^a,)-
Prova, verEngle (1982).

OTeorema 4 fornece as condições sob as quais um processo GARCH(p, q) é

fracamente estacionário.

Teorema 4 (BoUerslev(1986)) Oprocesso GARCH(p,q) gaussiano, como defi

nido em (2.13b) e(2.13c), éfracamente estacionário com E(et) - 0, Var(et) =
w(l - a(l) - 0(1))_1 eCov(et,es) = 0, para t £ s se, esomente se, a(\) +

W) < 1.

Prova, ver Bollerslev (1986).

Aderivação dos momentos incondicionais de processos da classe ARCH é
possível através do uso intensivo do seguinte resultado da teoria da probabilidade,

Lei das Esperanças Iteradas: Sejam {*i} e {*2} dois conjuntos de variá
veis aleatórias tal que *i C *2 e seja 7 uma variável aleatória escalar. Então

E(i\*i) = E[E(i\*2)\*i\.
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No contexto da análisede sériestemporais, {'i']} e {^2} são conjuntosde in

formação (o—álgebras) disponíveis em diferentes períodos de tempo. Como posto

por Bera & Higgins (1993), um caso especial da lei é freqüentemente empregado

para o cálculo dos momentos incondicionais de processos da classe ARCH. Se

$ = 0 é o conjunto vazio, então #(7) = E[E(ry\il?2)\' A utilidade desta ex

pressão está no fato de relacionar um momento condicional a um momento in

condicional. Posto que processos do tipo ARCH são especificados em termos de

momentos condicionais, a lei fornece um método para a derivação dos momentos

incondicionais.

Por exemplo, considere-se o cálculo da média incondicional de um processo

ARCH(p) para o erro {et} com variância condicional parametrizada por (2.10c).

Aplicando a lei das esperanças iteradas, tem-se que E(et) = E\E(et\^t-í)}. En

tretanto, posto que o modelo ARCH especifica, por defini

ção, que E(et\^t-i) = 0 para todas as realizações de {^-i}, segue imediata

mente que E(et) = 0; portanto, o processo ARCH tem média incondicional igual

a zero; claramente, o mesmo verifica-se para um processo GARCH.

Considerando agora o segundo e quarto momentos incondicionais do processo

ARCH(l), pelo Teorema 1, conforme Engle (1982), a condição para que a variân

cia incondicional seja finita é ai < 1, enquanto, para ter-se um quarto momento

incondicional finito, requer-se 3a2 < 1. Sc tais condições são verificadas, pode-

se mostrar que o segundo (variância) e o quarto momentos incondicionais de um

processo ARCH(l) são respectivamente iguais a,

1 -ai
2 \ / 1 «,2

Isto tem duas implicações. Primeira: apesar do modelo ser condicionalmente

normal, a distribuição incondicional é lcplocúrtica em relação à distribuição nor-

mal. Isto ocorre porque se ai ^0 tem-se que 1_^<}i > 1; assim, (2.23) é maior
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que 3. Segunda: apesar da distribuição condicional ser heterocedástica, adistribui

ção incondicional éhomoccdástica. Isto é,apesar da variância de {et}, condicional

a {^í-i }, alterar-se com os elementos do conjunto de informação, incondicional

mente o processo ARCH é homocedástico. Portanto, o processo é fracamente

estacionário apesar de exibir heterocedasticidade condicional. Tal resultado é ge

neralizado para uma ampla classe deprocessos dotipo ARCH através doTeorema

3.

Quanto ao modelo GARCH(1,1), se a} + (3\ < 1,a variância incondicional

existe. Caso 3a? -V 2a\(3\ + (32 < 1, o mesmo ocorre para o quarto momento

incondicional. Pelo Teorema 3, as expressões destes momentos são, respectiva

mente,

£tf) =i „" *< (2-24)1 - ai - pi

bv <h 3u;2(l+ai+ft) (22n
E{£t> ~ (l-Q,-A)(l-/3j-2Q1A-3Q?r { }

As condições gerais para a existência domomento dequarta ordem finito são

desconhecidas. Contudo,conformeBollerslev (1986), dada uma ordem específica

para o modelo, as condições podem ser derivadas através da mesma linha de ar
gumentação do Teorema 3. Por exemplo, considere-se um processo GARCH(p, q)
condicionalmente gaussiano. Osegundo e quarto momentos são relacionados por,

E(£J|eí_i) = 3[E(e?|£í_,)]2,

isto posto, pode-se mostrar que,

. fifc» £|g(4h-.)2l-g[g(^h-.)l2 (2.26)

da qual pode-se deduzir que a distribuição incondicional de {et} de um processo
GARCH(p, q) é leptocúrtico em relação à normal. Além disso, a curtose pode ser

vista como uma medida natural de heterocedasticidade condicional.
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Verificando-se as condiçõescitadas, as propriedades observadasanteriormente

para o processo ARCH, i.e, distribuição incondicional leptocúrtica em relação à

distribuição normal e homecedasticidade incondicional, generalizam-se natural

mente ao processo GARCH, fato formalizado pelos Teoremas 3 e 4. O fato de

processos da classe ARCH serem leptocúrticos em relação à distribuição normal

toma estes processos atrativos no que concerne à modelagem de séries econômi

cas, posto que a distribuição do retomo de ativos freqüentemente demonstra esta

característica, como descrito na seção (2.4.1). Um resultado derivado por Nel

son (1990a) indica por que distribuições leptocúrticas são tão prevalecentes em

séries econômicas de alta freqüência. Nelson (1990a) demonstrou que sob con

dições regulares, quando o intervalo de tempo tende no limite a zero, o processo

GARCH(1,1) aproxima-se de um processo estocástico em tempo contínuo, deno

minado processo de difusão, cuja distribuição incondicional é uma l-Sludent.

Bollerslev et. ai. (1994, p. 2989) utilizam um argumento recursivo, através

a lei das esperanças iteradas, na avaliação da estacionariedade de processos da

classe ARCH. Para manter a discussão em um nível geral, Bollerslev et. ai. (1994)

consideram o caso multivariado de (2.11), onde,

et = Ül/2ZU Zt ~ iid, E(Zt) = 0nx], E(Ztz't) = 7nXn, (2.27)

e,

nt = n(t,Zt-<í,zl-2i.-.)- (2.28)

Utilizando o critério de ergodicidade, segue que a estacionariedadeforte ou estrita

de {£í}^_oo é equivalente à condição,

Qt = n(Zt-U Zt-2,-.-), (2.29)

com Qt(-, •,...) mensurável, e

Traço(íiífíí) < oo quase-certamente; (2.30)
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aequação (2.29) elimina adependência direta de {íít} de t, enquanto (2.30) asse
gura que choques aleatórios em {tit} decaiam rapidamente obastante de forma a
evitar que {Üt} tenha umtrajetória assintoticamente explosiva.

Bollerslev et. ai. (1994, p. 2989) escrevem que uma condição suficiente para (2.30)

éalimitação dos momentos, i.e, E[Ttaço(Ütü't)p] finita para algum p > 0implica
em Traço(f2tÜ/t) < oo quase-certamente. Por exemplo, como pode ser verificado
pelo Teorema 4, Bollerslev (1986) mostrou que no modelo GARCH(p, q), E(o2)
é finita e {et} é fracamente estacionário, quando Yn=\j>a»" +^i=i,gA' < 1*Ist0
é uma condição suficiente, mas não necessária para estacionariedade estrita. Bol

lerslev et. ai. (1994, p. 2989) colocam que, posto que processos da classe ARCH
são leptocúrticos, as condições para estacionariedade fraca são freqüentemente

mais restritivas que as condições para estacionariedade forte.

De falo, uma propriedade notável de processos da classe ARCH, inicialmente
demonstrada por Nelson (1990b) para omodelo GARCH(U) e generalizada para

o modelo GARCH(p,g) por Bougerol & Picard (1992), é que estes podem ser

fortemente estacionários apesar de não serem fracamente estacionários. Para o

modelo GARCH(1,1), (2.28) é expresso como,

a2 =u
fc=i t=i

.2

(2.31)

Nelson (1990b) mostrou que quando u > 4, a? < oo quase-certamente,
{et, °t} éfortemente estacionaria se, esomente se, E[ln(Pi +aiz?)] <0. Nelson
(1990b) verificou que por uma aplicação da desigualdade de Jensen, esta seria uma
condição consideravelmente mais fraca que ai +A < 1, acondição necessária e
suficiente para estacionariedade fraca. Por exemplo, o modelo GARCH(1,0) com
et ~ N(0,1), ai =3e/?i =0é fortemente, mas não fracamente estacionário.

O falo da paramelrização de processos da classe ARCH não impor a priori
a existência dos momentos incondicionais é uma característica importante des-
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tes modelos. A literatura relata há tempos, pelo menos desde Mandelbrot (1963) e

Fama (1965), que tratam desta questão, que diversas séries econômicas, particular

mente séries depreços dos mercados decommodities e financeiros, podem serbem

representadas poruma classe dedistribuições com variância infinita. Um exemplo

é a distribuição proposta pelo economista italiano Vilfredo Pareto(1848-1923), co

nhecida como distribuição de Pareto, com densidade f(e) —c(e —eo)~Q-\ onde
c, eo e a são constantes, sendo a variância infinita para a < 2.

Emaplicações empíricas do processo GARCH, freqüentemente os parâmetros

não satisfazem a(l) + (3(1) < 1. O fato deprocessos daclasse ARCH adimitirem

variância infinita é desejável posto que tal comportamento pode ser uma caracte

rística do processo geradorde dados que deve estar refletida no modeloestimado.

Além disso, como será visto posteriormente, mesmo para modelos GARCH com

variâncias infinitas, resultados usuais relativos à consistência e normalidade assin-

tótica podem ainda ser válidos.

Considerou-se atéagora a distribuição univariada de um único {et}. Osmo

mentos da distribuição conjunta dos {et}'s também revelam propriedades impor

tantes de processos da classe ARCH. Parak > 1, as autocovariâncias do processo

GARCH(p, q) são,

E(Etet-k) = E\E(etet-k\*t-i)l

= E\et-kE(et\*t-i)\,

= 0. (2.32)

O fato de processos GARCH serem não autocorrelacionados os toma ade

quados para a modelagem de séries econômicas, particularmente as financeiras.

A hipótese da eficiência dos mercados, informalmente, postula que a informação

contidanas taxas passadas de retomo não melhora a predição de taxas futuras de

retomo. Em (2.13a), supondo-seque {yt} seja a taxa de retomo de um ativoe que

P = 0, tal que nãohá componente de regressão nomodelo. Assim, {yt} é idêntico
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a {et} e toma-se um processo GARCH puro. A previsão ótima doretomo {Yt} é

a esperança do retomo condicional a toda informação disponível. Mas dado que,

o modeloGARCH especifica que E(yt\^t-i) = E(yt) = 0, as obervações passa

das de {yt} contidas em {$t-i} não alteram a previsão ótima da taxa de retomo.

Portanto, a presença de efeitos ARCH nãorepresenta umaviolação da hipótesede

eficiência dos mercados.

2.6.2 Simetria e regularidade

Asdefinições a seguir, postuladas porEngle(1982), estabelecem ascondições

sob as quais um processo da classe ARCH é simétrico e regular, respectivamente.

Conforme Engle (1982, p. 993), seja Çt um vetor aleatório pxl retirado de um

espaço amostrai íí, o qual possui elementos Çt —(Ct-i> •••>Ct-p)- Vara todo Çí>
seja C* idêntico, exceto que o m—ésimo elemento foi multiplicado por(—1), onde

m está entre 1 e p. Isto posto,

Definição 6 Um processo da classeARCH é simétrico se,

L aí2(Ct) = ^(Cí*)Vm^ciea

2. da2(Ct)/dai = da?(Cf)/&*,-Vm.ieOeü,

3. dof^/dQ-m = -do2(Ç)/dÇt.mVmC((eíí.

Neste sentido, o processo GARCH(p,q)é simétrico.

Definição7 Um processo da classeARCH é regular se,

1. mina2((,t) > $ para algum ti >QeÇ,t €Ü,

2. E^ldof^/daiWWdaf^/dÇt-mmt-m-i) 3Vi,m,í.
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Segundo Engle (1982, p. 994), o item 1 da Definição 7 é importante e fácil de

verificar, posto que requer que a variância seja sempre positiva. O item 2 é uma

condição suficiente para a existência de algumas esperanças do hessiano utilizado

no Teorema 5.

2.6.3 Previsão

Conforme Bera & Higgins (1993), uma utilização muito importante de mo

delos ARCH é o cálculo da acurácia de previsões. Na metodologia tradicional de

séries temporais que utiliza processos ARMA condicionalmente homocedáticos,

a variância do erro de previsão não depende do conjunto de informação disponí

vel. Se a série sendo prevista exibe ARCH, {^í-i} pode indicar a acurácia pela

qual a série pode ser prevista. Nesta seção serão revisados os principais resultados

relativos à previsão com modelos ARCH.

Para ilustrar os efeitos de erros ARCH sobre a medida da incerteza das previ

sões no contexto da previsão de uma série temporal, seja um processo ARMA(&, l)

<t>(L)Yt = 0(L)eu (2.33)

e {et} um processo GARCH(p, q). Considere-se a previsão do valor do processo

s períodos a partir de uma origem t, a qual é dada por,

k i

yt+s = Y <kVt+*-i +Y &i£t+*-i +£'+*' (2-34)

o preditor ótimo é a média de yt+s condicional ao conjunto de informação dispo

nível em t, tyf. Dado que E(et-\s\^t) = 0, o preditor ótimo é,

k l

E(yt+S\*t) = Y**E(Vt+.-i\*t) +£ Wei+-.•!*«). (2-35)
t=i i=i

sendo que:

a) E(yt+s-i\^t)j para i < s, é dada recursivamente por (2.35),
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b) E(yt+s-i\Vt) = yt+s-úpara i > s,

c) E(et+s-i\Vt) = O, para %< s,

d) E(et+s-i\Vt) = st+s-ü parai > s.

Aexpressão (2.35) éarelação recursiva padrão para aprevisão pontual ótima
do processo ARMA convencional. Isto posto, Gourieroux (1997) escreveu que a
presença de ARCH não afeta omodo pelo qual aprevisão éconstruída. Isto ocorre
porque ARCH introduz dependência em momentos de altas ordens eafeta somente
a incertezada previsão pontual.

Para avaliar o impacto de ARCH sobre aincerteza da previsão pontual, requer-

se uma expressão para oerro de previsão. Assumindo-se que as raízes de <j>(L) =
1 - <f>iL - ...(f>kLk estão fora do círculo unitário, o processo (2.33) pode ser

invertido, fornecendo,
oo

yt+s = Y G7^*+*-i' (2,36)
t=0

sendo que w{ é o coeficiente de ti na expansão de <j>(L)-l0(L). Usando-se a
representação em médias-móveis, opreditor ótimo é,

oo

E(yt+sW =YWiet+s-h (237)

e seja {et)S} oerro de previsão apartir da origem t com horizonte de previsão s.
Subtraindo (2.37) de (2.36), o errode previsão é,

5-1

et,s =yt+s - E(yt+s\Vt) = Y°7i£«+-« (238)
i=s

sendo, portanto, uma combinação linear das inovações apartir de í+1 ao horizonte
t + s. Aincerteza em uma previsão pode então ser medida pela variância do erro
de previsão condicional ao conjunto de informação,^}, utilizado para construir
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a previsão. A partir de (2.38), avariância condicional do erro de previsão é,

S-]

Var(£tt9\%) = Y™iEtâ+-iW- (239)

A expressão (2.39) mostra como erros ARCH afetam a variância condicional

do erro de previsão. Conforme Bera & Higgins (1993), quando ARCH está pre

sente, E(e2+S_i\^t) dependerá dos elementos de {ty} e será, em geral, variante
no tempo. Entretanto, para um modelo condicionalmente homocedástico, no qual

E(e2+S_i\iift) = v2> avariância do erro de previsão reduz-se à,

5-1

Var(etlS\*t)=°2Yw2" (2'40)
i=0

assim, a variância do erro de previsão não depende dos elementos de {^í}, mas

somente da extensão do horizonte de previsão s.

De fonna a operacionalizar (2.39) para, por exemplo, construir intervalos de

previsão, é necessário calcular as esperanças E(e2+S_i\il,t)' Isto pode ser feito

utilizando-se a representação ARMA(maa;(p, q), q) do processo GARCH(p, q),

p r p

e2+s =u+ Y ai£ns-i + Y fy^+s-j ~ Y PW+s-õ +"*+*»
í=i j=i j=i

fazendo-se m = {max(p, q),q}, pode-se utilizar aseguinte representação ARMA(m,q),

equivalente à anterior,

m q

e2+s =w+ Y(ai +&)et+*-* - Y &u*-+s-i + "i+*-

Tomando-se a esperança condicional, têm-se,

m q

E(e2t+S\*t) =w+£>; +A)^?+s-il*) " E A^í+.-<I*í), (2.41)
t=l i=l

sendo:
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a) E(e2+S_i\^t), para i<s,é dada recursivamente por (2.41),

b) E(e2+S_i\^t) = e2l+s_i, para i > s,
c) E(ut+s-i\^t) = 0, para i < s,

d) E(i/t+s-i\Vt) = "t+s-i,para i > s.

Aexpressão para E(e2+s\Vt) em (2.41) écompletamente análoga ao preditor

ótimo E(yt+,\9t) em (2.37).

Como um exemplo, para aconstrução de estimativas da variância da previsão,

considere-se umum processo AR(1) estacionário,

yt = <f>\yt-\ + etcom \<f>i\ < 1,

em que et éum processo GARCH(1,1). Aprevisão pontual ótima segue arecursão,

E(yt+s\%) = <f>jE(yt+s-i\*t-i)t

sendo que a previsão para oprimeiro período é E(yt+i\Vt) = 0i2/t- Invertendo
oprocesso AR(1), os coeficientes em (2.37) são dados por m = <j>\. Portanto, a
partir de (2.39), a variância do erro de previsão é,

5-1

Var(et)S\%) = £tJ7?E(e?+,_i|¥i), paras > 1,
t=0

sendo que as esperanças podem ser calculadas recursivamente por,

E(e2t+s\Vt) =w+ (ai +0i)E(e?+J¥t), Para s > 1,

com aesperança inicial igual aE(e2+S\^t) =w4- aie? + fca2.

2.6.4 Persistência na variância

Como exposto na seção anterior, quando ARCH está presente, oconjunto de
informação disponível {Vt} éútil para verificar aacurácia com aqual um processo
pode ser previsto. Isto posto, toma-se interessante considerar como {**} afeta a
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incerteza da previsão, conforme o horizonte de previsão s aumenta. Segundo Bera

& Higgins (1993), para s > p, a esperança condicional (2.41) reduz-se a,

771

E(e}+a\*t) = u> + Y(<*i +&)£(4m-íI*), (2-42)
í=í

que é uma equação em diferenças linear para aseqüência {E(e2+s\tyt)}%p+i- Se
as raízesde 1 - (ai + p\ )L -... - (am + (3m)Lm = 1- a(L) - p(L) estão fora

do círculo unitário, a solução de (2.42) converge para,

lim E(e2t+s\*t-i) = r—• -^—= jp (2.43)
*-»«> T 1 - ai - ... - ap - Pi - ... - Pp

que é a variância incondicional de {et}. Neste caso, à medida que o horizonte

de previsão aumenta, {^} não fornece informação sobre a variância de {£f+s}.

Contudo, caso as raízes de 1 —a(L) —P(L) estejam sobre ou dentro do círculo

unitário, não ocorrerá tal convergência. Por exemplo, considere-se um processo

GARCH(IJ) com 1 —a(L) - P(L) possuindo uma raiz unitária, implicando que

«i + Pi = 1; assim, (2.42) reduz-se a,

E(e2t+S\*t) = w+ E(e2t+S_, |*t), (2.44)

que tem como solução,

E(e}+a\*t) = su + E(e2\Vt), (2.45)

assim, quando ai + p\ = 1, a previsão da variância condicional cresce linear

mente como horizonte de previsão s e a dependência de {^t} persisteatravés de

E(e2t\*t).

Como posto por Bollerslev et. ai. (1994), a noção de persistência de um cho

que sobre a variância ou volatilidade no contexto da classe de processos ARCH é

significativamente mais complexa que o conceito equivalente de persistência so

bre a média de modelos lineares como o ARMA. Isto ocorreria porque mesmo

modelos da classe ARCH fortemente estacionários, como visto, freqüentemente
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não possuem momentos incondicionais finitos.

Bollerslev et. ai. (1994) escrevem que seria bastante razoável definir persis

tência de choques em lermos da previsão de momentos. Isto é, escolher algum

77 > 0 e definir que choques sobre {a2} não persistem se, e somente se, para todo

s,Es(o2v) converge, quando t —» 00, para um limite finito independente da infor
mação até o tempo s. Tal definição depersistência seria particularmente apropriada

quando uma teoria econômica faz daprevisão de momentos, ao invés da previsão

da distribuição, seuobjeto de interesse. Istoposto, a ambigüidade geradaporcomo

sedefine persistência sobre {o2} fica exposta, dado que o momento condicional

Es(u2ri) pode divergir para o infinito para algum 77, mas convergir para um limite
bem comportado e independente das condições iniciais para outro n, mesmo que

{of} seja estacionaria e crgódica.

Assim, Engle & Bollerslev (1986) consideraram um processo GARCH com

a(\)-\-p(l) = 1como um modelo com propriedades específicas, que foi denomi

nado processo GARCH integrado (IGARCH). Engle & Bollerslev (1986) viram

similaridades entreo processo IGARCH e processos integrados na média. Em um

processo que é integrado namédia, isto é,que deve serdiferenciado para obter-se

um processo estacionário, um choque no período atual afeta o nível da série infi

nitamente. De forma similar, em um processo IGARCH, um choque condiciona

infinitamente as variâncias futuras.

Nelson (1990b) mostrou que a analogia com processos integrados na média

tem sérias limitações. Nelson (1990b) mostrou que apesar de processos IGARCH

não serem fracamente estacionários, dado que possuem variância inifinita, estes

podem ser fortemente estacionários. Entretanto, processos integrados na média

não são estacionários em nenhum sentido.

Bera & Higgins (1993) escrevem que o relato consistente de grande persis

tência na variância de séries temporais financeiras é surpreendente, posto que

nenhuma teoria econômica prediz tal comportamento. Lamoureux & Lastrapes
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(1990) escrevem que esta alta persistência pode ser causada por especificação er

rada da variância e resultado de uma mudança estrutural na variância incondicional

do processo, causada por uma mudança em u> por exemplo. Além disso, Bollers

lev et. ai. (1994) escrevem que a persistência aparente de choques pode dever-se à

leptocurticidade das distribuições, em vezde por não-estacionariedades inerentes.

2.6.5 Relação com processos era tempo contínuo

Formalmente, processos da classe ARCH são equações cm diferenças estocás-

licas não-lineares. Bollerslev et. ai. (1994) escrevem que isto toma suas proprieda

des probabilísticas e estatísticas, tal como estacionariedade, finitude dos momen

tos, consistência e nonnalidade assintólica dos estimadores de máxima verossimi

lhança, consideravelmente mais complexas que as dos modelos lineares. Assim,

uma forma de simplificar a análise destas propriedades dos processos ARCH é

aproximar as equações em diferençasestocásticaspor mais tratáveis equações dife

renciais estocásticas, este foi o tipo de argumentação utilizado em Nelson (1990a).

Por outro lado, processos discretos, como os da classe ARCH, são mais conveni

entes para certos propósitos que os processos representados por equações diferen

ciais estocásticas, notavelmente, no que concerne aos procedimentos de estimação

e inferência.

Expor a teoria dos processos ARCH como aproximação de processos contí

nuos de difusão, e vice-versa, está muito além do escopo desta dissertação. Con

tudo, considerou-se relevante traçar as linhas gerais do problema da aproximação

de um processo de difusão contínuo por um processo discreto como o ARCH. Ou

seja, dado que os economistas elaboram modelos teóricos para o sistema econô

mico utilizando-se processos estocásticos cm tempo contínuo e considerando que,

em última instância, os dados disponíveis são discretos, haveria fundamentos para

a utilização de processos discretos como aproximações adequadas destes mode

los teóricos? Isto é, poder-se-ia aproximar, de forma adequada, um processo em

tempo contínuo por um processo discreto como o ARCH e vice-versa? Nelson
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(1990a) respondeu aesta questão utilizando um instrumental bastante sofisticado,
o cálculo estocástico.

Por exemplo, segundo Bollerslev et. ai. (1994), um modelo de difusão bastante
aplicado na literatura econométrica sobre apreçamento de opções postula que seja
{yt} o preço de um ativo e {<n} avolatilidade do seu retomo. Oprocesso em
tempo contínuo para aevolução conjunta de {yt, ot} édado por,

dyt = PVtdt + yt0tdWi,t, (2.46)

e,

em

d\ln(o2)} = -P[ln(af) - a\dt +^dW2,u (2-47)

que n,ijj,pca denotam os parâmetros do processo e{Wi.t} e {W2,t} são
movimentos brownianosque satisfazem,

[dWijL dWitt }=dWht

dW2)t

1 P

9 1
(2.48)

Na prática, claramente o processo de preço pode ser observado apenas em
intervalos discretos de tempo. Entretanto, modelos em tempo contínuo como odas
equações (2.46), (2.47) e(2.48) proporcionariam uma estrutura muito conveniente
para aanálise de vários aspectos teóricos relacionados ao apreçamento de ativos.

Um processo de difusão, de forma bastante geral, segundo Nelson (1990a),
pode ser formalizado pela seguinte equação integral estocástica,

Xt =XQ +í n(Xs)ds +f Q}l2(Xs)dWs, (2.49)
70 «/O

na qual {Wt} éum movimento browniano padrão Nx1, /*(•) eü^2(-) são funções
contínuas de RN em RN eoespaço das NxNmatrizes reais, respectivamente. O
valor inicial, {X0}, pode ser fixo ou aleatório. Bollerslev eL ai. (1994) escrevem
que se aequação (2.49) possui uma solução única no sentido fraco, adistribuição
do processo {Xt} seria então completamente determinada pelas quatro caracterís-
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ticas seguintes:

i. a função de distribuição acumulada, F(x0), do ponto inicial X0,

ii. a tendênciafi(x),

iii. a matriz de variância condicional $l(x) = íí(a;)1/2[Ü(sc)1/2]',

iv. a continuidade, com probabilidade um, de{Xt} como uma função dotempo.

Isto posto, a questão seria como aproximar (2.49) por um processo ARCH,

ou vice-versa. Nelson (1990a) mostrou que se um modelo econômico especifica

um modelo dedifusão tal como o daequação (2.49), emquealgumas variáveis de

estado, inclusive {fl(xt)}, são não observáveis, é possível formular um processo

ARCH similar ao verdadeiro processo, no sentido que adistribuição das trajetórias

amostrais geradas pelo processo ARCH e o modelo de difusão na equação (2.49)

lomam-se arbitrariamente próximos para discretizações cada vez mais finas, isto

é, para intervalos de tempo entre as realizações cada vezmenores. Portanto, um

processo ARCH discreto é uma aproximação adequada deum processo dedifusão

contínuo e quepossui propriedades desejáveis, como exposto anteriormente.

2.7 ARCH: Interpretações e origens

Sem considerar sua relativa simplicidade, Bera & Higgins (1993) escrevem

que a principal razão para o sucesso empírico de modelos da classe ARCH é que
tais modelos conseguem captar muitas das regularidades empíricas observadas,

como a leptocurticidade da distribuição dos retornos, o agrupamento da volatili

dade, não-linearidades e variações nahabilidade de prever-se valores futuros. Isto

posto, não seria surpresa que tais modelos possam ser interpretados de diversas

maneiras. Nesta seção serão apresentadas algumas destas interpretações.
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2.7.1 Interpretações econômicas

Mizrach (1990) desenvolveu um modelo de apreçamento de ativos e apren

dizagem no qual distúrbios ARCH são o resultado do problema de decisão dos
agentes econômicos. Ele mostrou que os erros cometidos pelos agentes durante o
processo de aprendizagem são altamente persistentes, eque os erros atuais são de
pendentes de todos os erros passados. Isto levaria avariância condicional apossuir
aestrutura de um processo ARCH com longa defasagem. Isto pode ser relacionado

com a conhecida hipótese das expectativas adaptativas em macroeconomia.

2.7.2 Origens

Stock (1988) estabeleceu uma conexão entre deformação temporal e mode

los ARCH. Segundo Stock (1988), toda variável econômica, em geral, evolui em
uma escala de tempo operacional, enquanto na prática as variáveis são medidas
na escala de tempo do calendário. Este uso inapropriado da escala de tempo do
calendário poderia levar ao agmpamento de volatilidade, dado que relativamente à
escala de tempo do calendário, avariável poderia evoluir de forma mais rapida ou

lenta.

Stock (1988) mostrou que um modelo com deformação temporal de uma va

riável aleatória {et} poderia seraproximado por,

et = ptet-i+vt, "t\*t-i ~ N(0,(7?), (2.50)

em que of = u> + aye2. Stock (1988) também mostrou que quando termina um
período relativamente longo de tempo operacional durante uma unidade do tempo
calendário, pt épequeno eo2 égrande, isto é, oparâmetro autorregressivo variante
no tempo seria inversamente relacionado àvariância condicional.
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2.73 ARCH como Modelo não-linear

Conforme Bera & Higgins (1993), uma das características essenciais do mo

delo ARCH é Cov(e2, e2_j) / 0, mas Cov(et,et-j) = 0, para j ^ 0. Em pala
vras, modelos da classe ARCH postulam uma relação não-linear entre {et} e seus

valores passados. Existem outros modelos não-lineares de séries temporais que

também podem exibir tal propriedade, como o modelo bilinear ou o modelo au-

torregressivo threshold [ver Gourieroux (1997)]. Por simplicidade, seguindo Bera

& Higgins (1993), abordaremos o modelo bilinear e sua relação com o modelo

ARCH.

Conforme Gourieroux (1997), diz-se que uma série temporal {et} segue um

modelo bilinear se esta satisfaz,

p rs

£t = Y <k£í-i +S S bjk£t-jUt-k +ut, (2.51)

onde Ut é uma seqüência de variáveis aleatórias I1D(0, a2). Os primeiros dois

momentos condicionais são,

p rs

E(et\V) = Y fa£t-i + Y S bjket-jUt-k,

Var(et\i})t-\) = o\.

Tais momentos condicionais contrastam com aqueles de um processo da classe

ARCH, nos quais a média condicional é, cm geral, uma constante, mas a variância

condicional varia no tempo. Os momentos incondicionais, no entanto, podem ser

similares. Por exemplo, o modelo bilinear,

et =b2iet-2Ut-i +i*£,

tem E(et) = 0 e Cov(e21e2_2) = b^o2. Assim, este processo exibe o agru

pamento de grandes e pequenos desvios como processos da classe ARCH. Bera
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& Higgins (1993) escrevemque um modelo bilinear é bastante similar a um mo

delo ARCH, posto que ambos podem ser reescritos como modelos de parâmetros

aleatórios para et. De fato, um modelo ARCH(p) pode ser representado por um

modelo MA(p) de parâmetros aleatórios para et,

et=üt + a(L)Çt-iet-ií (2.52)

no qual {(J é ura processo estocástico escalar i.i.d com média zero e variância

unitária, enquanto (2.51) pode ser reescrita como,

m

et = Y[<t>j +MQfa-j +«*. (2-53)

sendo m = max(p,r),e Aj(t) = J2l=i bjkUt-k, com <f> = 0, i > p + 1, bjk = 0,

j > r + 1.

Conforme Bera & Higgins (1993), há uma outra forma de observar-se as si

milaridades e diferenças entre os modelos ARCH e bilinear. Apesarde ambos os

modelos captarem dependências não-lineares, um modelo ARCH representa isto

de forma multiplicativa, enquanto o modelo bilinear postula umaestrutura aditiva.

Para finalizar, deve-se mencionar, conforme Bera & Higgins (1993), um pro

blema inerente à utilização de uma especificação não-linear paraa média condicio

nalnamodelagem de séries financeiras. Bera &Higgins (1993) escrevem quepara

um modelo de média condicionalnão-linear explicar o tipo de variabilidade obser

vada na prática, a variação na média condicional deve ser expressiva, implicando

grandes oportunidades de lucros não exploradas pelos agentes, o que constitui um

fato pouco provável. Assim, por esta razão, modelos não-lineares namédia não se

tomaram tão populares na análise de séries financeiras. Os modelos ARCH não

teriam esta limitação, posto que variações na volatilidade são representadas por

variações navariância condicional, ligando a volatilidade a uma medida natural de

risco.
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2.8 ARCH: Extensões

Conforme Bera & Higgins (1993), naexposição original do processo ARCH,

foi natural para Engle (1982) assumir que o processo da variância condicional

fosse linear nos erros quadraticos e que a distribuição condicional fosse a normal.

Entretanto, o próprio Robert F. Engle admitia que as hipóteses de linearidade e

normalidade condicional poderiam não ser apropriadas em algumas aplicações.

Trabalhos subsequentes foram preenchendo as deficiências do modeloARCH ori

ginal, dando origem a diversas extensões do modelo. Nesta seção, serão analisadas

algumas formulações alternativas para oprocesso da variância condicional que têm
mostrado-se úteis na pesquisaaplicada.

2.8.1 IGARCH

Conforme Gourieroux (1997), na estrutura usual dos processos ARMA para

a média condicional, a condição de estacionariedade é caracterizada pelas raízes
do polinômio autorregressivo, requerindo-se que o módulo de tais raízes seja es
tritamente menor que um. Tomou-se uma questão extremamente importante a
investigação do caso limite, emqueas raízes podem ter módulo um. Desta linha

de pesquisa surgiram os denominados processos não-estacionários, ou processos
ARDvlA (I para integrado), que generalizam oconceito do processo passeio aleató
rio. As mesmas considerações foram implementadas para a variância condicional,

i.e, para a classe de modelos ARCH, produzindo, entretanto, resultados significa
tivamente diferentes.

De forma análoga às questões concernentes à modelagem adequada das de

pendências de longo prazo na média condicional de séries temporais econômicas,
questões similares tomaram-se relevantes namodelagem da variância condicional.

Isto porque, nas aplicações empíricas com dados financeiros de alta freqüência,
a estimativa de a(l) + /?(]) para o modelo GARCH são freqüentemente muito
próximas de um. Isto forneceu amotivação empírica para aelaboração do modelo
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GARCH integrado ou IGARCH porEngle & Bollerslev (1986), o qual possui al

gumas características dos processos de raiz unitária, ou integrados de ordem 1,

1(1), para a média. Contudo, conforme Baillie et. ai. (1996), a analogia está longe

de ser perfeita.

Como vistoanteriormente, umprocesso GARCH(p, q)pode ser expresso como

um processo ARMA(ra,p) em {e2},

[1 - a(L) - P(L)]e2 = u> + [1 - P(L)\ut

sendo m = max(p}q) e {ut = e2 - a2}. Quando o polinômio autorregressivo

[1 - a(L) - P(L)\ possui uma raiz unitária, oprocesso GARCH(p, q) foi definido
por Engle & Bollerslev (1986) como sendo integrado na variância. Conforme
Baillie et. ai. (1996), o processo IGARCH(p, q) pode ser sucintamente expresso

por,

<f>(L)(l - L)e2 = u; + [1 - 0(L)]vt, (2.54)

emque<ML) = {l-oc(L)-P(L)](l-L)-'1 tem ordem (m-1). Por simplicidade,
seguindo Nelson (1990a), considera-se oprocesso GARCH(1,1) para analisar bre
vemente a propriedade relevante do processo IGARCH(1,1). Sob a hipótese de

normalidade condicional, o processoé,

et~N(0toÍ)

o2 = u + aie2t+Piol a>0, fi > 0,

aj+/?i =1.

Conforme Nelson (1990a), as previsões para a variância condicional para di

ferentes horizontes tomam a seguinte forma,

E(o2+k\et-i) =(ai +Pifo2 +wíf>, +PiA.

Como visto na seção (2.6.1), se ai + Pi < 1, o processo {et} é fracamente
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estacionário, e um choque sobre a variância condicional {o2+k} decai quando k
aumenta, sendo assintóticamente negligível. Isto é, E(o2+k\et-i) converge para a
variância incondicional igual a (u/(l - Q\ - Pi)) quando t -* oo se, e somente

se, ai + Pi < 1.

Se Oíi-\-pi > l,o efeito sobre {o2+k} não decai assintóticamente. Trata-se da
propriedade denominada persistência que foi analisada na seção (2.6.4). Nocaso

particular domodelo IGARCH(1,1) com u> > Oe ai 4- Pi = 1, tem-se,

E(oí+k\et) = af + ku.

Nelson (1990a) mostrou que E(v2+k\et) —* oo quase-certamente quando
í -> oo. Ainda assim, Nelson (1990a) mostrou que o processo IGARCH(1,1)

é estacionário e ergódico. Ou seja, o processo IGARCH com w > 0 impõe propri

edades para as previsõesde {ot} iguais à de um passeio aleatório com tendência,

entretantoo processoIGARCHé estacionário c ergódico. Este é um exemploclaro

das diferenças concernentes à questão da não-estacionariedade entre modelos para

a média condicional e para a variância condicional.

2.8.2 FIGARCH

Ainda que o processo GARCH seja flexível e tenham sido propostas várias

extensões deste modelo de forma a incluir algumas características particulares ve

rificadas em algumas séries econômicas como assimetrias e mudanças de regime,

processos GARCH não captam adequadamente algumas regularidades encontra

das concernentes à persistência ou memória longa na volatilidade do retomo de

algumas séries econômicas.

Como exposto na seção anterior, a análise de questões relativas à modela

gem apropriada de dependências de longo prazo na média condicional de séries

econômicas foi estendida para o âmbito da variância condicional. Esta linha de

pesquisa levou Engle & Bollerslev (1986) à formulação do processo GARCH in-
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tegrado ou IGARCH, o qual possui algumas características dos processos de raiz

unitária ou 1(1). Como visto, o efeito de um choque sobre a previsão ótima da

variância condicional futura faz com que os correspondentes pesos de resposta à

impulsos (choques) acumulados tendam à umaconstante diferente de zero, tal que

as previsões aumentam linearmente com o horizonte de previsão.

Conforme Baillie et. ai. (1996), isto implicaria por exemplo, que o apreça

mento de ativos com risco, incluindo opções de longo prazo e contratos futuros,

poderia exibir uma dependência extrema das condições iniciais, oudoestado atual

da economia. Contudo, Baillie et. ai. (1996) escrevem que este grau extremo de

dependência parece contrário ao comportamento observado. Além disso, diversos

estudos como o de Crato & Lima (1994) e Ding et ai. (1993) reportaram fortes

evidências de memória longa nas autocorrelações de retornos quadraticos ou ab

solutos de vários ativos, como descrito na seção (2.4.4).

Motivados poresses fatos, Baillie et.ai.(1996) formularam oprocesso GARCH

fracionalmente integrado ou processo FIGARCH. De forma a introduzir o pro

cesso FIGARCH, é importante rever brevemente os principais fatos relativos aos

processos fracionalmente integrados para amédia. Conforme Baillie et. ai. (1996),
os conceitos de memória longa e movimento browniano fracionário foram intro

duzidos originalmente por Hursl (1951) e Mandelbrot & Ness (1968), contudo,

as idéias foram realmente operacionalizadas paraas aplicações com processos em

tempo discreto por Hosking (1981) e Granger (1980).

É um fato bem conhecido que, para processos ARMA estacionários, a fun

ção de autocorrelação tende a exibir um decaimento exponencial. Em contraste,
um processo com memória longa deve implicar em uma função de autocorrela

ção que tende a exibir um "lento" decaimento. De forma a obter um processo
commemória longa, Hosking (1981) e Granger (1980) incorporaram ao processo

ARMA(p, q) ooperador de diferenciaçãofracionária (1 - L)d, sendo 0 < d< 1,
em que L denota o operador de defasagens. O processo resultante é denomi

nado processo autorregressivo fracionalmente integrado médias-móveis ou pro-
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cesso ARFIMA(p, d, q). Especificamente, seja {Xt} um processo estocástico em

tempo discreto, um processo ARFIMA(p, d, q)para {Xt} é definido por,

4>(L)(\-L)dXt = 0(L)eu (2.55)

em que <£(L) e 9(L) sãopolinômios no operador de defasagen L, com ordens p e

q, respectivamente, e {ej um ruído branco. Hosking (1981) mostrou que a fun

ção de autocorrelação de um processo ARFLMA decresce hiperbolicamente para

0 < d < 1, que é um padrão significativamente mais lento que o padrão de um

processo ARMA. Baillie et. ai. (1996) escrevem que o operador de diferenciação

fracionária possui uma expansão binomial que é expressa de forma mais conveni

ente em termos da função hipergcométrica, ou seja,

(l-L)d = F(-d,l,l;L),
oo

=Yr(k - dwk+ir^-d)-1!/8,
k=0

oo

= Y*kLk, (2.56)
Jb=0

T() denotando a função gama. A função hipergeométrica pode ser formalmente

definido por,

oo

F(m,n,s;x) = rW^m)-1^)-1 X!^(m•f^^(n+^^(6•+^"1^^+1)"la;:,•
i=o

A estacionariedade fracae invertibilidade do processosão obtidas restringindo

d ao intervalo —0,5 < d < 0,5, implicando que o processo terá representações

médias móveis e autorregressivas únicas. Entretanto, para d > 0, diz-se que o

processo possui memória longa no sentido que,

k

lim Y \Pi\
j=-k

não converge para um limite finito, em que pj denota a autocorrelação do processo
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no lag k. Essencialmente, diz-se que um modelo ARFLMA impõe uma dicotomia

entre a dinâmica de curto e longo prazos, modelando o comportamento de curto

prazo através daestrutura ARMA tradicional, enquanto adinâmica delongo prazo

é modelada pelo parâmetro dediferenciação fracionária, d.

Um processo ARMA estacionário e invertível tem autocorrelações que são

geométricamente limitadas, isto é, \pj\ < cm~k, para k -* oo, com 0 < m <
1, sendo portanto um processo com memóriacurta, enquanto, para um processo

ARFIMA(p, d,q) estacionário, verifica-se a seguinte relação à medida que k -*

oo,

pk » ck2d-1 (2.57)

assim, a função de autocorrelação é aproximada por uma constante c > 0, que

pode depender dos parâmetros do modelo, mas não de k, e por um termo hiper

bólico. Portanto, a convergência para zero destas autocorrelações é significativa

mente mais lenta que a de um processo ARMA.

Isto posto, o processo GARCH fracionalmente integrado foi introduzido por

Baillie et. ai. (1996) para capturar a memória longa na variância condicional. A

partir daformulação padrão deum processo GARCH(p, q),

o2=u + a(L)e2t_i+P(L)o2_j,

que, como visto, pode ser rescrita como um modelo ARMA para os erros quadrá-

ticos, ou seja,

<f>(L)(l-L)e2=u>-r\l-P(L)]vu

em que 4>(L) = |1 - a(L) - P(L)](\ - L)"1 tem ordem (m - 1), o processo
FlGARCH(p,d,q) é obtido pela substituição do operador de diferenças (1 - L)
pelo operador de diferenciação fracionária (1 - L)d; assim,

4>(L)(1 - L)de2 = w+ [1 - P(L)]»t (2.58)

com 0 < d < 1, e todas as raízes de <f)(L) e [1 - P(L)\ estão fora do círculo
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unitário.

Conforme Baillie et. ai. (1996), rearranjando os termos da equação (2.58) e

utilizando ofato que {i/t =e2-a2}, uma representação alternativa para oprocesso
FIGARCH(p,d,g)é,

|1 - P(L)\u2 = w+ |1 - P(L) - 4>(L)(\ - L)d]e2. (2.59)

Assim, a variância condicional de {et} é dadapor,

cr2 = w[l - /J(l)]-1 + {1 - [1 - p(L)\~V(L)(1 - L)d}el
= u>[l-P(l)]-1 + \(L)el (2.60)

em que X(L) é um polinômio em L. Esta equação é denominada representação
ARCH infinita. Para que o processo FIGARCH(p, d,q) na equação (2.58) seja

bem definido e a variância condicional seja positiva quase-certamente Vi, todos

oscoeficientes na Equação (2.60) devem ser não-negativos, i.e, A> 0 para {k =
1,2,...}. Entretanto, Baillie et. ai. (1996) postulam que osresultados reportados
por Nelson & Cao (1992) quanto à necessidade de se imporem tais restrições na

estimação do modelo GARCH extenderiam-se ao modelo FIGARCH.

Segundo Baillie et. ai. (1996), para 0 < d < 1, a função hipergeométrica

calculada emL = 1é igual à F(-d, 1,1;1) = 0, tal queA(l) = 1. Assim o termo

u > 0 teria a mesma interpretação válida para o modelo IGARCH. Consequente

mente, o segundo momento da distribuição incondicional de et seria infinito. Isto

posto, o processo FIGARCH claramente não é fracamente estacionário, caracte

rística compartilhada pelo modelo IGARCH. Baillie et. ai. (1996) extendem os

resultados obtidos porNelson (1990b) e Bougerol &Picard (1992) para o modelo

IGARCH ao modelo FIGARCH. Ouseja,apesarde não ser fracamente estacioná

rio, o processo FIGARCH, assim como o IGARCH, seria fortemente estacionário

e ergódico.

47



2.83 APARCH

Uma das principais limitações dos modelos ARCH vistos anteriormente, é

que o impacto de choques sobre avolatilidade ésimétrico nestes modelos. Assim,
choques positivos e negativos têm omesmo impacto sobre a variância condicional

(ou volatilidade). Conforme Issler (1999), dado que a maioria das aplicações dos

modelos ARCH ocorre em Finanças, e para estes dados é pouco provável que

choques positivos e negativos tenham o mesmo impacto, seria desejável formular

modelos que permitissem a estimação e teste daassimetria.

Isto posto, diversos modelos nesta linha foram propostos, como o modelo

EGARCH deNelson (1991) e o TARCH deZakoian (1994). Umdosmodelosmais

promissores nesta linha é omodelo ARCH com potência assimétrica (APARCH)
proposto por Ding et. ai. (1993). Omodelo APARCH (p, q) pode ser representado

por,

*í =«o +X>(kt-í| - net-i)S +I>a«-i' (2.6D
i=i i=i

em que a0 > 0, õ > 0, a^Pj > 0 e -1 < 7i < 1- Este modelo concilia
a flexibilidade de um expoente variante com o coeficiente de assimetria; desta

forma, este modelo é capaz dedetectar impactos assimétricos de choques sobre a

volatilidade. Especificamente, se7 > 0, verifica-se o efeito alavancagem, isto é,

choques negativos têm um impacto maior sobre avolatilidade da série que choques

positivos. Se7 > 0,verifica-se o contrário.

2.9 ARCH: Estimação

Aabordagem baseada na verossimilhança é o procedimento mais utilizado na

estimação de modelos ARCH, e será adotada nesta dissertação. No entanto, outras

abordagens como métodos não paramétricos, semi - paramétricos e bayesianos

foram propostas.
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2.9.1 Máxima verossimilhança com et gaussiano

Suponha que deseja-se estimar os parâmetros de um modelo de regressão

ARCH, com especificação dada por,

£t = yt- x&

£t = Ztyjo2,

a2 = a0 + arie?_, + ... + aPe2t_p,
= a0 + ai(yt-i - xt_^) +... + ap(yt-p - xt_pÇ),

= Zt(Ç)ot, (2.62)

sendo,

a = (a0,a],...,ap)

Zt(0' = (1,2/í-i - x't-it,yt-2 - xt_2^.. .,yt-P - x't_pÇ),

assumindo zt ~ i.i.d.7V(0,1), com zt independente de Vt-u a distribuição con

dicional de yt é gaussiana com média xtÇ e variância o2,

f(Vt\%-i\0) =•• -jL^expí--^-). (2.63)
V27rõf \ 2atJ

E conveniente colocar os parâmetros a serem estimados cm um vetor 0 de

dimensão (a x 1),

«= (€',«)*.

Isto posto, a função de logverossimilhança condicional às primeiras m obser

vações é,
T t

LT(0) = X>(/(W|¥£_,;0)) = Yk('), (2.64)
*=] í=i

em que /*(•) é a contribuição individual da verossimilhança, especificamente,
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Lrifi) =-(j)<»(2») -\£<»»<»?) -\E(^)• <2-65>
Para um dado valor numérico do vetor de parâmetros 0, a seqüência de va

riâncias condicionais pode ser calculada por (2.62), sendo então utilizadas para

calcular a função de verossimilhança condicional (2.65).

Uma característica atraente da função de verossimilhança gaussiana é que a

matriz de informação é bloco diagonal entre os vetores de parâmetros £ e a. O
Teorema 5 apresentado em Engle (1982) fundamenta esta propriedade.

Teorema 5 (Engle(1982)) Se um modelo de regressão ARCH é simétrico e regu

lar, então a matriz deinformação é bloco diagonal entre Çea

Prova, ver Engle (1982).

Para verificar isto, conforme Bera & Higgins (1993), note-se que o (ij)-

ésimo elemento dobloco fora dadiagonal principal damatriz de informação pode

ser escrito como,

ifsí^Ulfsí * MM\ (2.66)

Se a2 é um processo simétrico no sentido da definição de Engle (1982), a úl

tima expressão entre parênteses é anti-simétrica e, portanto, tem esperança zero.

Os modelos simétricos no sentido daDefinição 7, como o modelo GARCH, com

partilham desta propriedade e, conforme Bera &Higgins (1993), o mesmo não
se verifica para os modelos assimétricos como o EGARCH de Nelson (1991). A
importância desta propriedade éque, no contexto da abordagem baseada na veros
similhança, aestimação de £ea pode ser implementada separadamente sem perda
assintótica deeficiência e suas variâncias podem sercalculadas separadamente (ver

Engle (1982) e Bollerslev (1986)).
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O score para o modelo de regressão ARCH pode ser calculado a partir de,

mas,

e,

dL(9) ldln(o2) \(\de\ e\ do?
- -tV) —

00 2 00

de2

00

do2 d(a0 + E7=i <**U)
d9 d0

2 \of 30 (of)2 d0

•2xtet

0

doto

00

171 / si \ m

"o" Y 0

1 0 0

0 + r2 + • • + 0

0 0 F2

EJLi -2otj£t-jXt-j

Zt(t)

de

-2et-jXt-j

0

0

(2.67)

(2.68)

(2.69)

substituindo (2.68) e (2.69) em (2.67), tem-se que a função .vcone é dada por,

dL(0)
00 Wt 2(a2)2)

YJjLi -2otjet-jXt-j
+

(xtet)/o2

0
(2.70)

Engle (1982) utilizou o método de scoring para maximizar a função de veros

similhança condicional. Um algoritimo bastante utilizado nas pesquisas aplicadas

é o proposto por Bemdt et. ai. (1974). A partir de valores iniciais da r-ésima

iteração, o (r -f1)—ésimo passo do algoritimo pode ser escritocomo,

' T / \ \ '"1 —* T
£(r+l)=£(r) + Sfê)fê)

v^ dLt
(2.71)
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Q(r+1) = a(r) + im%)\"i da
(2.72)

A estimação do modelo de regressão GARCH(p, q) é bastante semelhante à

do modelo de regressão ARCH(p); asdiferenças surgem devido à inclusão devari

âncias condicionais passadas, i.e o2_{, no processo da variância condicional. Con

forme Bollerslev (1986), sejam,

' r 2 2 2 2 i

t*7 = {ao, ••-,oip,Pi,...,Pq},

e 0 € 6, onde {0 = (^,ro')}e0é um subespaço compacto de um espaço eucli
diano tal que et possua segundos momentos finitos. Assim, pode-se reescrever o

modelo GARCH(p, q) como,

et = J/t - 3t£>

et\Vt-i~N(0,a2),
2 ' '<7f = ZtW .

Assumindo normalidade condicional para eua função delog verossimilhança

condicional para o modelo de regressão GARCH é dada por,

w4t^)>
t=i

í,(í) =~to«?-5%.
obtém-se o score em relação à o2 fazendo,

dw 2cr2dw\o2 y
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o hessiano é,

*•* -f*-A°( >mv i MM4, (2.76)
dwdw \of / cW \2tf2 ò\s7/ 2o2 dw dw' a2'

em que,

g=«+Í>fe9tí7 4-í 5tX7
3=1

a parte recursiva expressa na equação (2.77) é a única diferença em relação à esti

mação do modelo ARCH original de Engle (1982).

O score em relação a £ é dado por,

dlt _ e^t 1 odal (£2t i\ n i«\

sendo o hessiano dado por,

d2lt _ÇtÇ _ J_^faa[/^\ _ 2gt$t da2
aeaf a? 2(af)2 ^ af U27 K2)2 aç

♦(Í-)*(r3)' «->
onde,

do2 * * aa2_7--g± =-2j]ttiíW£W +^ft-^. (2.80)
t=i j=i

Confonne Bollerslev (1986), novamente,a única diferença em relação ao mo

delo ARCH origina] de Engle (1982) é a relação recursiva presente na expres

são (2.80). Posto que o processo GARCH é simétrico e regular no sentido da Defi

nição 6, os elementosno bloco fora da diagonal principal da matriz de informação

são zero. Dada esta independência assintótica, a pode ser estimado sem perda de

eficiência assintótica, baseado cm uma estimativa consistente de £, e vice-versa.

Devido à presença dos tennos recursivos mencionados, Bollerslev (1986) uti

lizou ométodo proposto por Bemdt et. ai. (1974); neste caso, seja 0^ a estimativa

53



do vetor de parâmetros depois da i-ésima iteração, 0*t+1) é calculada a partir de,

-1 T9(i+I) =,W+Ai(g|^)-g|, (2„)
em que A,- é um step length variável escolhido paramaximizar a função de log ve

rossimilhança em uma dada direção. Apesar de não explicitado, as iterações para

çW e w^ podem ser implementadas separadamente dada a bloco diagonalidade

da matriz de informação.

Alternativamente, conforme Hamilton (1994), o gradiente da função de log

verossimilhança podeser calculado numericamente (ou analiticamente) pela dife

renciação numérica da logverossimilhança. Assim, o gradiente calculado numeri

camente podeser utilizado em conjunção comum procedimento de otimizção.

2.9.2 Quasi-máxima verossimilhança

Para a maioria das aplicações, é difícil justificar a hipótese da normalidade

condicional. Assim, a função de log verossimilhança condicional pode estar erro

neamente especificada. Entretanto, pode-se ainda obter estimadores consistentes

dos parâmetros, tais estimadores são usualmente denominados na literatura como

estimadores de quasi máxima verossimilhança, EQMV. Contudo, os erros padrão

destes estimadores devem ser corrigidos.

Weiss (1986) foi o primeiro a estudar as propriedades assintóticas dos esti

madores de quasi máxima verossimilhança de modelos da classe ARCH. O im

portante resultado a que Weiss (1986) chegou foi que na medida em que osdois

primeiros momentos forem corretamente especificados, £ e w podem ser consis-
tentementc estimados, ainda que a hipótese de normalidade condicional seja vio

lada.

Para estabelecer a distribuição assintótica dos EQMV, seja 0 = (£ ,w ) o

EQMV e seja 0 o verdadeiro valor doparâmetro. Então, sob certas condições de
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regularidade,

VT(ê-0)^N(O,D-1SD-1),

S representando o Hessiano gDo produtoexterno do gradiente, com,

T

s =p]imT-1Y\stW]Me)]\
1 ^~ t=i

st(6) sendo o vetor score expressoem (2.67)

A matriz D é dada por,

Jdst(0)
*t-t-i

=plimT-1^([l/2((72)2] EíLi -2ajet-jXt-j

t=i

Y^otjet-jXt-Azttt)]'
U=i

+ dM2)
íCííCí 0

0 0

(2.82)

(2.83)

(2.84)

Segundo Hamilton (1994), a matriz S pode ser consistenlemente estimada

por,

St=t->YMô)\MW>
t=i

de forma similar, a matriz D pode ser consistenlemente estimada por,

T /

Dt =T->Y iV2(*t2):
t=i

£™ i -2&jêt-.jXt-j

zt(Í)

Y-^jêt-jX^ztd)]' + 0/*?)
a^ 0

0 0

(2.85)

(2.86)

Isto posto, os erros padrão de 0 que são robustos à especificação errônea da

família de densidades podem ser calculados a partirda raiz quadrada dos elementos

da diagonal principal de,
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Caso o processo gerador de dados sejarealmente gaussiano, ocorre que 5 =

D, reduzindo-se à matriz de variância assintótica usual no contexto da estimação

por máxima verossimilhança. Bollerslev & Wooldridge (1992) generalizaram os

resultados de Weiss (1986) para o modelo ARCH univariado ao modelo GARCH

multivariado, sob um conjuntomenos restritivo de condiçõesde regularidade.

2.93 Máxima verossimilhança com et não-gaussiano

Como visto na seção anterior, segundo Weiss (1986) e Bollerslev & Wool

dridge (1992), caso esteja-se interessado somente nos dois primeiros momentos

condicionais, a hipótese de normalidade condicional é justificável, posto que o es-

timador de quasi máxima verossimilhança é consistente, se a média e a variância

condicionais forem corretamente especificadas.

Entretanto, Engle & Gonzales-Rivera (1991) mostraram que tal estimador é

ineficiente, com o grau de ineficiência aumentando com o grau de desvio da nor

malidade. Isto posto, a busca poruma distribuição adequada toma-se muito rele

vante em termos de ganho de eficiência. Além disso, do ponto de vista das apli

cações, a modelagem correta da curtose e assimetria é importante nas aplicaçoões

financeiras.

Autilização dadistribuição t-Student padronizada é muito comum Bollerslev

(1987), entre outros, mostrou que esta distribuição captura deforma mais adequada

a curtose observada. Sc zt é distribuída como uma t(0,l,i/), em que v denota os
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graus de liberdade, a função de log verossimilhança toma-se,

LT(0)=T^ln(r(^^^ -ln(r(^^ -0,5ín(*(i/- 2))
T r / -2

2\ , /1 , ..\i„/ 1 . *í-0,5$: /n(<7|) + (l + ^)/n 1 +
t=] L

(2.87)

o parâmetro u controla o quão pesadas são as caudas, a leptocurticidade é de

crescente com v. A distribuição t é simétrica em tomo de zero, entretanto para

4 < v < 00, a curtosecondicional é igual a 3(f - 2)(u —4), que excede a curtose

da normal. Conforme Issler (1999), utilizando-se a distribuição t-Student, o pro

cedimento de estimação selecionara o número de graus de liberdade que melhor

ajusta-se aos dados, não eliminando a possibilidade de leptocurtose a priori. As

sim, uma estimativa relativamente grande de u poderia indicar que a normal seria

uma aproximação adequada.

Nelson (1991) propôs o uso da distribuição exponencial generalizada (DEG)

ou distribuição do erro generalizada. Sua função de densidade, para uma variável

aleatória normalizada, pode ser representada por,

f(zi(9)\u) = i/A~12-<1+1/,')r(i/-1)-1c!Bp(-0l5|at(^)A-1r)l (2.88)

em que A = (2(~2/,/)r(t/~1)r(3i>~1))1/2. Novamente, v controla o peso das
caudas. Para v = 2, a densidade toma-se a normal padrão, para v < 2, a densidade

tem caudas mais pesadas que a da normal e vice-versa para v > 2. Se zt possui

é uma variável aleatória normalizada com distribuição DEG, sua função de log

verossimilhança é dada por,

r

LT(0) =y ln(u/\) - -(1 \u-l)ln(2)-ln(T(l/u))
t=i

- 0,Un(a2) (2.89)

Ambas as densidades condicionais expostas anteriormente são simétricas. As-
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simetria e curtose são momentos relevantes nas aplicações financeiras sob vários

aspectos. Recentemente, Laurent &Peters (2001) aplicaram e extenderam adistri

buição t-Student assimétrica proposta por Femandez & Stell (1998) aos modelos

ARCH.

Assumindo-se que Zt tenha distribuição l-Studentassimétrica, a função de log

verossimilhança é dada por,

LT(Ô)=T ln(r(^r)) "/n(r(0 -0,5/n(ir(i/-2)) +ln(^)
+ln(s) -0,5 Y('«("?) +(1 +")'»(l +̂ ^V2'*)

em que,

e,

com,

It=<

m

1 sezt>=f,

-1 scat<=?,

5=v^7Tnp^í,

(2.90)

sendo t. o parâmetro de assimetria, com i = 1tem-se a t-Student simétrica tradici

onal. A função densidade deumat-Student assimétrica para umavariável aleatória

padronizada zt, pode serrepresentada por,

f(z\t, v) = ^{9(i(sz+m)\u)li_^fi)(z^m/s)^9((sz^m)/i\u)l[0^)(z+rn/s)},

em queg(-) denota a distribuição de uma t-Student.
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2.10 ARCH: Testes

2.10.1 O Teste ARCH de Engle

Conforme Bollerslev et. ai. (1994), o teste do tipo multiplicador de Lagrange
proposto por Engle (1982) é bastante simples desecalcular e derivar. Sob a hipó

tese nula, assume-se que omodelo seja um modelo de regressão dinâmico padrão,

Yt=xtÇ + £t,

eet l^t-i ~ N(0, o2). Ahipótese alternativa éque os erros sejam ARCH(p) como
naequação (2.10c), ou seja, testa-se H0 :ai = ... = ap = 0. De fato, este teste

pode ser facilmente implementado seguindo-se osseguintes passos:

1. Estimar uma regressão demínimos quadrados ordinários e obter os resíduos

êt. Elevá-los ao quadrado paraobterê2.

2. Estimar uma regressão de ê2 contra uma constante epde suas próprias de-
fasagens, obtendo R\, aestatística R2 não centrada da última regressão.

3. Sob anula que et\Vt-i ~ N(0, a2), aestatística de teste TR2 -i x2- Com
parando então, TR2 com aentrada apropriada de uma tabela da distribuição
X2,pode-se testar H0 :ai = ... = ap = 0.

2.10.2 O Teste BDS

Segundo Bollerslev et. ai. (1994), o tesle do tipo multiplicador de Lagrange
sugerido por Engle (1982) é mais um tesle para agmpamento de volatilidade do

que para heterocedasticidade condicional em geral ou dependência não linear em
geral.

Um teste amplamente utilizado e citado na literatura para detectar desvios da

hipótese de um processo iid éoleste proposto por Brock et. ai. (1996) (Teste BDS).
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Este teste inspirou e tem inspirado uma literatura extensa sobre suas aplicações em

Econometria (ver Scheinkman & LeBaron (1989)).

De forma a descrever o teste, seja {yt}t=ltT uma seqüência escalar a qual, sob

a hipótese nula, assume-se quesejaumprocesso iid no tempo. Definindo-se as m-

histórias do processo yt como os sendo os vetores (yi,..., ym), (y2,..., ym+i),

(2/3, •••iS/m+2),..., (yr-m, •••, 2/r-i), (yr-m+u •••» 2/t). Isto posto, existem (T -
m-t-1) m-histórias e (T-m-f l)(T-m)/2 pares distintos de m-histórias. Defina-

se agora a integral de correlação como a fração dos pares distintos de m-histórias

que estão a uma distância e na sup norma, ou seja,

CL.rW =Or-+yr-~)\ ' -£ -£ /(imtth»_J -v^\~l <e). (2.91)
^ ' t=m s=m

Brocket. ai. (1996) mostraram que sob condiçõesfracas de dependência tem-

se que CmiT(e) —» Cm(e) quase certamente. Bollerslev eL ai. (1994) escrevem que

pelaspropriedades dasestatísticas deordem tem-se Cm(c) = Cm(e)m quando {yt}

é iid. O teste BDS basea-se na diferença (Cm,r(e) - CliT(c)m). Informalmente,

(Cm,A€) > Ci.t(€)to) significa que quando (max\yt-j - 2/s-il£=V < e), então a
chance de yt e ys estarem 'próximos' é maiorque em média. Isto posto, conforme

Bollerslev et. aí. (1994), um método baseado no vizinho mais próximo funciona

na previsão de {yt}, fato inconsistente com umprocesso iid.

Brock et. ai. (1996) demonstraram que para m e e fixados Tll2(CmtT(e) —
CijT(e)m), é assintóticamente normal com média zero e variância Var(m,e)dada

por,

Var(m,e) - a( K(e)m +2Y K^)m~jCi(e)2j +(m - l)2d(e):i\\t) ^l\t) - -rynt— í) <^ivt) m

,2r//,\/i /,\2m-2-m'K(e)Ci(eym-2y
sendo K(e) = F{[F(2/f -f e) - F(j/í - c)]2} e F(-) a função de distribuição
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acumulada de yt. Isto posto, a estatística BDS pode sercalculada por,

T1/2(Cm,T(e) - Cl)T(t)m)lVar(T,m^).

Brock et. ai. (1996) mostraram que para m > 2 e e > 0 fixados, verifica-se

que,

T1/2(Cm,T(e) ~ C^D/V^HT^e) i 7V(0,1),

emqueVar(T,m, e)éumestimador consistente deVar(m, c) derivado por Brock

et. ai. (1996).

Segundo Bollerslev et. ai. (1994), o teste BDS tem poderconsiderável contra

muitos, não todos, desvios do comportamento iid. O teste BDS tem sido ampla

mente utilizado como um teste de especificação de modelos ARCH, sendo uma

escolha natural, posto que modelos da classe ARCH postulam que os resíduos

padronizados são iid, ou seja, zt = et^f1 são iid.
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3 MATERIAL E MÉTODOS

3.1 Dados

Os dados utilizados foram a série de preços à vista em dólares, dados de fe

chamento diário do índice Ibovespa, abrangendo o período amostrai de 07/04/1994

a 09/04/2002, com um total de 2020 observações diárias; a série de preços à vista

em dólares, dados de fechamento diário do índice Dow Jones, abrangendo o pe

ríodo de 23/08/1988 a 22/02/2000, totalizando 3.030 observações diárias, além

da série de preços à vista em dólares, dados de fechamento diário do índice Stan

dard & Poors (S&P(500)) que engloba as 500 maiores empresas norte-americanas,

correspondentes ao período de 01/09/1971 a 02/10/1994, série que totaliza 8.432

observações.

As séries de preços dos índices Ibovespa e Dow Jones foram obtidas na base

de dados mantida pelo Instituto de Pesquisa Econômica Aplicada na internet. A

série de preços do índice S&P(500) foi obtida na base de dados, acessada via

internet, TimeSeries Data Library.

Os retornos compostos continuamente, ou retornos instantâneos percentuais,

foram obtidos calculando-se a log-diferença das séries de preços, isto é, para cada

série de preços yt, efetuou-se 100 x Aln(yt). Gráficos das séries são apresenta

dos na Figura 1. Confirmando as regularidades empíricas descritas anteriormente,

todas as séries exibem fortes sinais de heterocedasticidade e agmpamento da vola

tilidade.
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Ibovospa

(a) Ibovespa: Retornos instantâneos - 07/04/1994:09/04/2002

Dow Jonos

(b) Dow Jones: Retornos instantâneos - 23/08/1988:22/02/2000

Standard & Poors 500

(c) S&P(500): Retornos instantâneos -01/09/1971:02/10/1994

FIGURA 1: Ibovespa, Dow Jones e S&P(500): Retornos compostos
continuamente
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3.2 Metodologia

1. Inicialmente, modelam-se as dependências temporais, se existirem, na mé

dia condicional das séries analisadas. Dada a hipótese da eficiência dos

mercados, espera-se que tais dependências sejam inexistentes ou insignifi
cantes.

2. Modeladas as dependências temporais das médias das séries, serão analisa

dos os resíduos gerados pelo modelo selecionado. O teste ARCH de Engle

e o teste BDS serão utilizados para detectar a presença de efeitos ARCH e

dependências temporais em geral.

3. Detectando-se efeitos ARCH e outras dependências, efetua-se um esforço

de modelagem levando em consideração estas características. Nesta fase

da modelagem, modelos da classe ARCH serão utilizados na modelagem

da variância condicional. Especificamente, os modelos GARCH, IGARCH

e FIGARCH utilizando-se quatro distribuições para os resíduos (normal, t-

Student, distribuição generalizada do erro e t-Student assimétrica) serão es

timados. O modelo APARCH será estimado para verificarse choques nega

tivos c positivos tem impactos diferenciados sobre a volatilidade das séries.

4. Para cada série, o melhor modelo de cada tipo (i.e, GARCH, IGARCH e FI

GARCH) será selecionado pelos critérios de informação de Hannan-Quinn,

Schwarz e Shibata, todos baseados na verossimilhança. As funções objetivo

a minimizar, para os respectivos critérios, são,

nflog(LT(e))\ n(klog(log(n))\Hannan-Quinn =-2Í yK JK" J-I 2Í *v yv n J,

Schwara =_2píM£)))+2
Shibata =̂ (íl^j +log

flQ9(k)\

/,n-\-2k\

em que log(Lr(B)) denotao valorda log verossimilhança, n é o número de
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observações e ko número de parâmetros.

5. Selecionados os melhores modelos GARCH, IGARCH e FIGARCH para

cada série, serão analisadas as características da volatilidade de cada série e

o desempenho destes modelos será avaliado por meio de medidas da quali
dade do ajuste e acurácia preditiva. Um dos objetivos principais, é verificar o

desempenho dos modelos GARCH fracionalmente integrados relativamente

aos modelos GARCH e IGARCH, e osefeitos daadoção da t-Student assi
métrica.

6. Os modelos da classe ARCH e os testes relacionados, com exceção do
teste BDS, que foi implementado utilizando-se a linguagem R, foram to

dos estimados com o auxílio de programas sugeridos por Laurent & Pe-
ters (2002), elaborados na linguagem de programação matricial orientada

a objetos Ox (ver Doomik (2001)). Isto posto, o método de otimização
Quasi-Newton proposto independentemente por Broyden, Fletcher, Gold-

farb e Shanno ou método BFGS (ver Gill et. ai. (1981)) é o algoritimo de
otimização. Utilizam-se gradientes numéricos no processo de otimização.

Como um teste grafico para verificar a adequação, em termos de acurácia

preditiva, das densidades condicionais assumidas para os retornos, imple
mentou-se o teste de previsão da densidade proposto por Diebold et. ai. (1998).

Conforme Diebold et. aí. (1998), seja /idfcinJEi uma seqüência de previ
sões da densidade um passo àfrente produzidas por um dado modelo em que íít é
oconjunto de informação condicionanle ePi(yi|fii)™ i aseqüência de densidades
definindo o processo gerador de dados yi (não-observado). Diebold, Gunther &

Tai (1998) mostraram que osusuários das previsões preferem a densidade correta
em termos da perda esperada, sem considerar sua função perda.

Segundo Laurent &Peters (2002), a questão principal é então: a densidade é
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BIBLIOTECA CENTRAL - LiE d
adequada? Sea resposta é afirmativa, significa que

Ho:/i(lfc|fti)£,=j»i(»i|ni)£i (3.1)

Diebold, Gunther & Tai (1998) utilizam o fato que, sob a hipótese nula ex

pressa em (3.1), a transformada integral da probabilidade Çi = /^ fi(t)dt é i.i.d
í/(0,1). Para checar Ho, eles propuseram a utilização de testes da qualidade do
ajustee testes de independência parai.i.d í/(0,1).

A propriedade i.i.d de Q pode ser verificada pela inspeção visual dos corre-

logramas de (£ - Ç)J, para j = 1,2,3,4,..., que pode revelar dependências na

média condicional, variância, assimetria, etc.

Inconsistências com a uniformidade podem também ser detectadas pela ins

peção visual do histograma, que foi implementada, de Q. Por exemplo, Laurent

& Peters (2002) demonstraram que caso o histograma tenha a forma de um S in

vertido, tal fato poderia indicar que os erros seriam assimétricos, assim, a ver

dadeira densidade seria provavelmente assimétrica, o que justificaria a utiliza

ção de uma densidade assimétrica como t-student assimétrica. Por outro lado,

um histograma em forma de U pode sugerir que o modelo produz previsões que

sub(super)estimam sistematicamente. Além disso, um histograma em forma de

'montanha' poderia indicarque a curtoseda verdadeira densidade não foi captada

de forma adequada pela densidade assumida.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

As funções de autocorrelação amostrais para os retornos, retornos quadráti

cose módulo dos retornos para os índices Ibovespa, Dow Jones e S&P(500) estão

ilustradas nas Figuras1 2, 3 e 4, respectivamente. Como esperado, o padrão de
previsibilidade do nível dos retornos para todos os índices não é óbvio e clara

mente fraco. Conforme Issler (1999), se os retornos fossem previsíveis, haveria

oportunidades dearbitragem para o investidor médio. Dado que todos podem ser

investidores médios, não podehaver autocorrelação paraos retornos, em acordân-

cia com a hipótese da eficiência dos mercados.

Isto posto, o modelo selecionado para a média condicional dos retornos dos

índices Ibovespa e Dow Jones contém apenas uma constante, dado que ao testar-se

a significância de termos autorregressivos e médias móveis, utilizando-se o pro
cedimento sugerido por Newey & West (1987) que é robusto à autocorrelação

e à heterocedasticidade, a hipótese nula de um coeficiente igual a zero foi con

sistente com os dados em ambos os casos. Entretanto, para os retornos do ín

dice S&P(500), além daconstante acrescentou-se um termo AR(1), pois o mesmo

mostrou-se significativo aos níveis usuais.

Asfunções de autocorrelação amostrais dos retornos quadráticos de todos ín

dices, por outro lado, exibem um padrão não negligível de previsibilidade, suge
rindo que a variância condicional (ou volatilidade) dos retornos é previsível em

certo grau. Este fato é corroborado pelo teste ARCH deEngle, efetuado sobre os

resíduos quadráticos, e pelo teste BDS, efetuado sobre os resíduos padronizados

dos modelos selecionados para a médiacondicional.

'Todas as figuras citadas encontram-se no final da seção.
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Os resultadosdos testes ARCH e BDS, além de algumas estatísticas dos retor

nos dos índices, estão reportadas na Tabela 1. Pode-seobservarque os coeficientes

de curtose são típicos de séries financeiras e que os coeficientes de assimetrias são

relativamente moderados. O passo seguinte foi modelar os retornos condicionais

levando em consideração que os mesmos exibem efeitos ARCH e que, apesar de

não autocorrelacionados, não exibem comportamento iid no tempo, como eviden

ciado pelo teste BDS.

TABELA 1: Sumário de Estatísticas dos Retornos dos índices financeiros

analisados.

Ibovespa Dow Jones SP(500)
Painel A: Momentos, Máximo e Mínimo

Média 0,0508 0,0545 0,0004

desvio padrão 2,7480 0,9083 0,0085

Mínimo -17,318 -7,4549 -0,1946

Máximo 28,818 4,8605 0,0882

Assimetria 0,5877 -0,5418 -1,3699

Curtose 14,518 9,1351 40,229

Jarque-Bera (p-valor) 0,0000 0,0000 0,0000

AR(1): Teste l robusto (P-valor) 0,3751 0,4724 0,0000

Número de Observações 2.020 3.130 8.432

Painel B: Teste ARCH (P-valor)

ARCH(2) 0,0000 0,0000 0,0000

ARCH(50) 0,0000 0,0000 0,0000
ARCH(IOO) 0,0000 0,0000 0,0000

Painel C: Teste BDS (P-valor)

m=2, c =0.5 0,0000 0,0000 0,0000

m=5, € =0.5 0,0000 0,0000 0,0000

m=2,€=1.5 0,0000 0,0000 0,0000

m=5, e=1.5 0,0000 0,0000 0,0000

Notas: Erro padrãodo coeficiente AR(1) calculado usando o procedimento sugerido por Newey e
West (1987). ARCH(p) denota o teste ARCH de Engle (1982) efetuado até o lag p. Para a estatística
BDS, m é a dimensão incorporada c c é a distância entrepares de observações consecutivas, medida
cm termos do número de desvios padrõesde rt. Sc a sérieéllD.a estatísticaBDS é assintóticamente
distribuída como uma normal padrão.

Isto foi implementado ajustando-se os modelos GARCH(p,q), IGARCH (p,q)

e FIGARCH(p,d,q) para p e (0,2] e q G [0,2]. Os critérios de informação de

Hannan-Quinn, Schwarz e Shibata foram utilizados para determinar as ordens p e
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q, assim como para selecionar asdensidades, em conjunção com ostestes ARCH e

BDS. Quando assumiu-se a distribuição normal, utilizou-se a matriz de variância-

covariância assintótica corrigida de Bollerslev &Wooldridge (1992). De forma a

analisar a acurácia preditiva dos modelos selecionados, implementou-se previsões

fora da amostra. As últimas 400 observações de cada série foram deixadas fora

doprocesso deestimação. Além do teste de previsão de densidades proposto por

Diebold et. ai. (1998), quatro funções perda foram adotadas para medir a acurácia

preditiva dos modelos selecionados.

4.1 Ibovespa

Na Tabela 1, verifica-se que a curtose do índice é típica deséries financeiras,

entretanto, a assimetria positiva substancial é um fato interessante, posto que a

maioria das séries financeiras possui assimetria negativa. O retomo médio diário /

percentual é bastante modesto. Uma inspeção visual da Figura 1 permite identi

ficar períodos de alta volatilidade, como em 1994, período no qual a volatilidade
acentuou-se após a implantação do plano Real e a crise do México, em seguida.

Acrise da Ásia (1997), amoratória russa (1998) eamaxidesvalorização cambial
brasileira em 14/1/1999 também implicaram em nítidos aumentos da volatilidade

doíndice. Operíodo quese estende de 1999 ao final dasérieé de relativa calmaria.

OIbovespa pode ser considerado um portfólio significativamente volátil, dado que
possui volatilidade anualizada em tomo de 44%.

Os resultados da estimação para o retomo do Ibovespa estão apresentados na
Tabela 2. Omodelo GARCH(1,1) com distribuição t-assimétrica teve um ajuste
razoável, asoma dos parâmetros (c*i + Pi) ficou próxima de 1, sugerindo memó

ria longa na volatilidade. A meia vida da volatilidade segundo este modelo ficou

em tomo de 30 dias. A estimativa de v ficou um pouco acima das normalmente

reportadas na literatura, conquanto seja significativa. Porsuavez, os resultados do

modelo //-IGARCH(1,1) com distribuição t-assimétrica são bastantesemelhantes
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aos do modelo /í-GARCH(1,1) com distribuição t-assimétrica. Assim, de acordo

com Baillie et. ai. (1996), qualquer pesquisador analisando sob a ótica da estru

tura tradicional, poderia concluir que o modelo //-GARCH (1,1) comdistribuição

t-assimétrica fornece umadescrição adequada do processo de volatilidade do Ibo

vespa.

TABELA2: Retornos do Ibovespa: Resultados da estimação dos modelosARCH.

Painel A: Média condicional

M 0,1344

(2,96)
0,1323

(2,93)
0,1313

(2,91)
Painel B: Variância condiciona] GARCH(l.l) IGARCH(l.l) FIGARCH(l,d,l)

0,1854 0,1189 0,2079

(3,01) (3,05) (2,11)
0,1457 0,1606 0,1208

(5,79) (6,14) (1,207)
0,8289 0,8393 0,4834

(28,46) - (3,243)
- - 0,5411

- - (4,962)
9,9587 9,041 9,3979

(5,39) (5,54) (6,00)
-0,1019 -0,0991 -0,1079

(-2,84) (-2,44) (-2,92)
t(')-assimctrica t(')-as»imítrico t(*/-assimétrica

£*o

<*]

A

Distribuição

Truncagem

Testes de Especificação
Análise dos resíduos quadráticos

Painel C: Teste ARCH (P-valor)
ARCH(2)
ARCH(50)
ARCH(IOO)

0,0037*
0,1605

0,0657

0,0061*
0,2237

0,1536

Análise dos resíduos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)

m=2,c=0.5

m=5, £=0.5

m=2,c=1.5

m=5, c=1.5

0,2260

0,0080*

0,3667

0,2582

0,3753

0,0277*

0,4870

0,4681

1.000

0,0739
0,5734

0,2237

0,6133

0,1228

0,9012

0,8788

Notas: Estatística t entre parênteses. (*) denota que o teste é significativo ao nível a < 5%

Entretanto, analisando as estimativas e as medidas de qualidade do ajuste uti-
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TABELA 3: Retornos do Ibovespa: medidas daqualidade doajuste dos modelos
ARCH.

Modelo Hannan-Quinn Schwarz Shibata
MQO Homocedásticos 4,87985 4,88351 4,87772
GARCHd.Ot-assimétnc 4,47549 4,48479* 4,47030
IGARCHU.lJt-assmítric 4,47564 4,48489 4,47030
FIGARCH(l,d,l)t-asaffiéttia. 4,47547* 4,48829 4,46799"

Notas: (*)denota o melhor modelo. MQO é uma abreviação para mínimos quadrados
ordinários.

lizadas, o modelo /i-FIGARCH(l, d,1) com t-assimétrica supera os outros dois

modelos analisados. O bom ajuste deste modelo implica que a volatilidade da

série exibe memória longa. Aestimativa de d, está próxima das reportadas na li

teratura e testes t para as nulas d = 1 e d = 0 claramente as rejeitam, aos níveis

usuais. ATabela 2 mostra que osmodelos //-GARCH(1,1) e /i-FIGARCH(l, d,1)

com distribuição t-assimétrica tiveram um desempenho bastante adequado, com

o modelo //-FIGARCH(1, d, 1) tendo um desempenho ligeiramente superior. En

tretanto, quando analisam-se os resíduos (Tab. 2) dos modelos ajustados para os

retornos do Ibovespa, vê-se que o modelo /z-FIGARCH(l, d,1)capta melhor a di

nâmica da volatilidade e o parâmetro de assimetria da t-Student foi significativo
aos níveis usuais. Isto pode ser constatado pelo exame dos resultados dos testes

ARCH e BDS na Tabela 2, de acordo com estes testes a especificação utilizada

é adequada. O teste BDS sugere que as dependências observadas no retomo do

Ibovespa deviam-se basicamente à presença deefeitos ARCH, fato comumente re

latado na literatura. Curiosamente, o teste da razão de verosimilhança rejeitou a
densidade t-Student assimétrica, enquanto todos os critérios de informação a se
lecionaram. OTeste de Nyblom para testar a estabilidade dos parâmetros sugeriu

instabilidade apenas na estimativa da constante da média condicional da especifi
cação/i-FIGARCH, o que é esperado.

Analisando-se a acurácia preditiva dos modelos selecionados, as medidas são

apresentadas na Tabela 4, percebe-se claramente a relevância de se levar a de

pendência de longo prazo e a assimetria em consideração. A especificação /x-
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TABELA 4: Retornos do Ibovespa: medidas da acurácia preditivados modelos
ARCH.

Função perda

Modelo EQM EAM REQM EPAM

MQO Homocedásticos 64,3433 6,3963 8,0214 271,27

G ARCH(1,l)t-ustmétrica 56,9471 5,3738 7,5463 195,3935

IGARCHd.l^-asrimétrica 78,8612 7,2836 8,8804 288,4101

FIG ARCH(1 ,d, 1^-asrimílricti 56,8419* 5,2487* 7,5394* 184,5197*
Notas: (*) denotao melhor modelo. EQM=erro quadrático médio. EAM=erroabsolutomédio.
REQM= raiz do EQM, EPAM=erro percentual absoluto médio.

FIGARCH(1, d, 1) com t-Student assimétrica superou todas as outras especifica

ções, segundo todas as funções perda adotadas. Para confirmar a adequação da

t-Student assimétrica, a Figura 5 ilustrao teste de previsão da densidade proposto

por Diebold et. ai. (1998), não se verifica nenhum desvio significativo da unifor

midade. Segundo este teste, a t-Student assimétrica foi bastante adequada para

modelar a dinâmica da série.

Estimou-se um modelo /x-APARCH(l,l) com distribuição t-Student assimé

trica de forma a testar-se o efeito alavancagem. A estimativa do parâmetro 7 foi

igual a0,4480 e significativa aos níveis usuais, indicando a presença do efeito ala

vancagem. Assim, choques negativos têm um impacto maior sobre a volatilidade

que choques negativos.

4.2 Dow Jones

O índiceDow Jonesé composto pelas ações de 30 companhias industriais que

sãoresponsáveis porcerca de um quintodo valor total do mercado acionário ame

ricano. Novamente o retomo diário médio é modesto. O coeficiente de curtose

também é típico de séries financeiras. O coeficiente de assimetria sugere que a

distribuição dos retornos é negativamente assimétrica de forma substancial, fato

comum para índices acionários. O índice Dow Jones pode ser considerado um

portfólio com volatilidade moderada, tendo volatilidade anualizada de aproxima-
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damente 14,40%.

Os Resultados da estimação parao retomo do DowJonesestãona Tabela5. O

modelo /i-GARCH(l,l) com distribuição l-Student obteve um ajuste muito bom, a

soma (qi + Pi) ficou muito próxima de 1, sugerindo forte persistência de choques
sobre a volatilidade, a meia vida da volatilidade segundo tal modelo é de 73 dias.

Entretanto, um teste t revelou que asoma é significativamente menor 1, sugerindo
que a série exibe reversão para a média.

De fato, todos os modelos selecionados tiveram um desempenho adequado

em capturar a dinâmica da volatilidade dos retornos, o que pode ser constatado

observando-se os testes de especificação presentes na Tabela 5. A Tabela 6 con

tem os critérios de informação utilizados como medidas da qualidade do ajuste.
De forma interessante, os modelos /z-GARCH(l,l) e /t-IGARCH(l,l) com dis

tribuição t-Student tiveram um desempenho significativamente superior ao mo

delo RGARCH(l,d, 1) com distribuição t assimétrica. Ou seja, os modelos /i-
GARCH(1,1) e /i-IGARCH(l,l) com distribuição t-Student obtiveram um balanço
mais adequado entre acurácia e complexidade. Além disso, o teste da razão de

verossimilhança selecionou a t-Student. Oparâmetro d estimado do modelo /*-
FIGARCH(l,d, 1) com distribuição t assimétrica e, apesar de significativamente

diferente de zero, teve um valor relativamente baixo (d = 0,3605), conforme a

Tabela 5. Novamente, o teste BDS sugere que as dependências evidenciadas pe
los dados deviam-se de forma dominante aos efeitos ARCH. O teste de Nyblom
sugere que os parâmetros c*i, /?] eu são instáveis, o que foi interpretado como

sugerindo que, apesar de ter sido omodelo selecionado, o modelo //-GARCH(1,1)

com t-Student pode não seruma especificação totalmente adequada emtermos de
previsão.

Noque concerne à acurácia preditiva dos modelos, cujos resultados estãona

Tabela 7, confirmam-se as evidências que a incorporação da memória longa e de
assimetrias na densidade condicional não implicaram em um melhor desempenho.
Segundo as funções perda adotadas, o modelo com melhor desempenho preditivo
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TABELA 5: Retornos doDow Jones: Resultados da estimação dos modelos
ARCH.

Painel A: Média condicional

P- 0,0711

(5,68)
0,0711
(5,65)

0,6646
(4,86)

Painel B: Variância condicional GARCH(l.l) IGARCH(l.l) FIGARCH(l,d,l)

0,0045 0,0026 3,1744

(2.03) (2,06) (2,78
0,0352 0,0360 0,3556

(4,43) (4,40) (6,64)
0,9602 0,9639 0,6656
(102,2) - (10,92)
- - 0,3605
- - (6,02)
5,0949 4,8137 5.3483

(10,5) (11,5) (10,46)
- - -0,0238
- - (-1,049)

<*0

ai

Distribuição

Truncagem
IO t(-) t(-)-nssij

1.500

Testes de Especificação
Análise dos resíduos quadráticos

Painel C: Teste ARCH (P-valor)
ARCH(2) 0,1758
ARCH(50) 0,9952
ARCH(IOO) 1,0000

0,1874

0,9974

1,0000

0,5310

0,9968
1,0000

Análise dos resíduos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)
m=2, e =0.5 0,4953
m=5, € =0.5 0,6229
m=2,e=1.5 0,7962
m=5,€=1.5 0,5850

0,4885
0,5952

0,7207
0,4984

0,2011

0,3773

0,5968

0,9871
Notas: Estatística t entre parênteses

foi o /z-GARCH(l,l)comdistribuição t-Student, sendosuperiorem trêsdas quatro

funções perda analisadas. O teste de previsão da densidade reportado na Figura6

confirma a adequação, «m termos da densidade, do modelo /z-GARCH(l,l) com

distribuição t-Student, dado que não há evidências de desvios significativos da

uniformidade.
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TABELA 6: Retornos do Dow Jones: medidas da qualidade do ajuste dos
modelos ARCH.

Modelo Hannan-Quinn Schwarz Shibata
MQO Homocedásticos 2,62303 2,62557 2,62160
GARCH(l,l)t(.) 2,39623 2,40258 2,39265'
IGARCH(l,l)t() 2,39552* 2,40061* 2,39266
HGARCH(l,d,l)t-asAnétnca 7,00192 7,00955 6,99763

Notas: (*) denota omelhor modelo. MQO é uma abreviação para mínimos quadrados
ordinários.

TABELA 7: Retornos do Dow Jones: medidas da acurácia preditiva dos modelos
ARCH.

Função perda
MOdelO EQM EAM REQM EPAM
MQO Homocedásticos 13,4658 1,7898 3,6696 143,227*
GARCH(l,l)t(.) 13,2185* 1,2950* 3,6357* 368,4877
IGARCH(l,l)t(.) 14,7426 2,2539 3,8396 483,7318
nGARCH(l,d,l)tna*néuica 127631,1 151,0843 357,2552 275,8518

Notas: (*)denota omelhor modelo. EQM=erro quadráüco médio. EAM= erro abslouto médio.
REQM= raiz doEQM, EPAM= erro percentual absoluto médio.

Omodelo /i-APARCH(l,l) com distribuição t-Student estimado, mostrou que
existem evidências do efeito alavancagem, dado que o valor estimado 7 =0,5308
é positivo e significativo aos níveis usuais.

4.3 Standard & Poors (500)

Oíndice Standard &Poors (500) (S&P(500)) é composto pelas ações das
500 maiores companhias industriais norte-americanas. O retomo diário médio é

significativamente baixo. Acurtose éextremamente elevada, sugerindo que adis
tribuição condicional dos retornos é substancialmente leptocúrtica. Ocoeficiente
deassimetria é também bastante elevado, sugerindo fortemente assimetrias nadis

tribuição condicional dos retornos. O índice S&P(500) possui uma volatilidade
anualizada extremamente baixa se comparada à das outras duas séries, cerca de
0,15%.
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TABELA 8: Retornos do S&P(500): Resultados da estimação dos modelos
ARCH.

Painel A: Média condicional

V 0,5769 0,5806 0,5931

(7,34) (7,4 (7,55)

0i 0,1491 0,1491 0,1499

(13,42) (13,49) (13,41)

Painel B: Variância condicional GARCH(l.l) IGARCH(l.l) FIGARCH(l,d,l)

0,4127 0,3186 0,5049

(4,47) (4,79) (2,07)

0,0668 0,0708 0,2636
(10,9) (11,77) (8,28)

0,9290 0,9291 0,7060

(153.3) - (16,31)
- - 0,5263
- - (9,29)
7,6866 7,3837 7,8127

(12,86) (13,42) (12,94)

"o

Distribuição t(-) t(*)
Truncagem

t(-)
4.000

Testes de Especificação
Análise dos resíduos quadráticos

Painel C: Teste ARCH (P-valor)
ARCH(2) 0,0021* 0,0036*
ARCH(50) 0,4446 0,4270
ARCH(100) 0,8068 0,7870

0,0612
0,4152

0,7611

Análise dos resíduos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)

m=2, € =0.5 0,9810 0,9956
m=5, e =0.5 0,6830 0,8016
m=2,c=1.5 0,7692 0,7921
m=5,e=1.5 0,9425 0,9193

0,3536

0,8700

0,4652

0,8141

Notas: Estatística t entre parênteses

A Tabela 8 contém os resultados da estimação para os retornos do índice

S&P(500). Segundo o modelo AR(1)-GARCH(1,1) com distribuição t-Student, a

meia vida da volatilidade é de 165 dias, um valor extremamente elevado, sugerindo

fortemente a presença de memória longa na volatilidade. Os testes de especifica-
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ção e asmedidas da qualidade do ajuste mostram que levar em conta asdependên

cias na média e asdependências de longo prazo implica emganhos em termos de

ajuste. Apesar das medidas de qualidade do ajuste, presentes na Tabela 9, mos

trarem que todos os modelos selecionados tiveram umbom ajuste, com o modelo

AR(l)-FIGARCH(l,d, 1) com distibuição condicional t-Student levando ligeira
vantagem, os testes de especificação revelaram que o modelo HGARCH(1, d, 1)

com distibuição condicional t-Student capturou de forma mais adequada a dinâ

mica da volatilidade do índice. O teste da razão de verossimilhanças selecionou

a t-Student contra a t-Student assimétrica. O teste de Nyblom evidencia instabili-

dades nos parâmetros <f>i e ao. Ainstabilidade em <f>i é esperada, a de c*0 poderia
indicaralgum tipo de mudança de regime na volatilidade.

TABELA 9: Retornos do S&P(500): medidas da qualidade do ajuste dos modelos
ARCH.

Modelo Hannan-Quinn Schwarz Shibata
MQO Homocedásticos 7,13798 7,13909 7,13740
GARCH(l,l)t(.) 6,77972 6,78305 6,77799
IGARCH(l,l)t(.) 6,77955 6,78232* 6,77811
FIGARCH(l,d,l)t() 6,77881* 6,78270 6,77679*

Notas: (*)denota omelhor modelo. MQO éuma abreviação para mínimos quadra
dos ordinários.

TABELA 10: Retornos doS&P(500): medidas daacurácia preditiva dos modelos
ARCH.

Função perda
Modelo EQM EAM REQM EPAM
MQO Homocedásticos 3688,5728 55,9458 60,7336 838,0973
GARCH(l,l)t() 1394,7645 31,1642 37,3465 349,3261
lGARCH(l,l)t() 1511,2318 32,9842 38,8746 353,8245
FIGARCH(l,d,l)t() 1249,7201* 28,0340* 35,3514* 305,9096*

Notas: (*)denota o melhor modelo. EQM=crro quadrático médio. EAM= erroabslouto médio.
REQM= raizdo EQM, EPAM= erropercentual absoluto médio.

Analisando asmedidas deacurácia preditiva, apresentadas naTabela 10, nota-

se claramente que levar em consideração a memória longa evidenciada impli
cou em significativos ganhos em termos de acurácia preditiva. A especificação
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AR(l)-FIGARCH(l,d, 1) com distribuição condicional t-Student superou as ou

tras especificações em todas as funções perda analisadas. O leste de previsão

da densidade, representado na Figura 7, confirma que a especificação AR(1)-

FIGARCH(l,d, 1) com distribuição condicional t-Student é bastante adequada,

posto que não observam-se desvios significativos da uniformidade. O efeito ala

vancagem foi novamente constatado, posto que o modelo APARCH(1,1) estimado

implicou em 7=0,5170, sendo significativo aos níveis usuais.
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5 CONCLUSÕES

Nesta dissertação efetuou-se a modelagem doprocesso devolatilidade de três

índices financeiros por meio de modelos da classe ARCH. Utilizou-se, no pro

cesso demodelagem, uma variante daclasse de modelos ARCH que tem recebido

grande atenção na literatura econométrica, os modelos GARCH fracionalmente

integrados. Tais modelos possuem uma desejável flexibilidade na modelagem da
dinâmica do processo de volatilidade captando, caso exista, a memória longa da

volatilidade por meio do parâmetro de diferenciação fracionária. Utilizaram-se

quatro densidades como distribuição condicional dos retornos: normal, t-Student,

distribuição exponencial generalizada e t-Student assimétrica. A distribuição t-
Student assimétrica mostrou-se bastante promissora, implicando em significativos
ganhos na precisão da modelagem.

Osresultados evidenciaram queos processos de volatilidade dos índices ana

lisados possuem algumas características em comum, como o efeito alavancagem,
por exemplo, que foi constatado em todas as séries. Por outro lado, em termos de

modelagem houve algumas diferenças, enquanto para os índices Ibovespa e Dow

Jones, um modelo demédia condicional constante foi suficiente para captar asde

pendências na médiados retornos. Para a série de retornos do índice Standard &

Poors (500) foi necessário, além da constante, um termo autorregressivo deordem

1,porém a magnitude do parâmetro estimado foi relativamente pequena.

Oíndice Ibovespa mostrou-se um portfólio substancialmente volátil no pe
ríodo analisado, com uma volatilidade anualizada em tennos de 44%. O modelo

/x-FIGARCH(l, d, I) com distribuição t-Sudent assimétrica teve o melhor desem

penho em termos daqualidade do ajuste e em tennos de acurácia preditiva. Neste
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caso, a flexibilidade adquirida por levar em consideração a memória longa da vo

latilidade e da adoção da t-Student assimétrica foi confirmada. A estimativa do

parâmetro dpara esta especificação foi igual a0,5411, significativa aos níveis usu

ais.

Oíndice Dow Jones, por sua vez, mostrou-se um portfólio de volatilidade bas

tante moderada, a volatilidade anualizada ficou emtorno de 14%. A especificação

com melhor desempenho em lermos de qualidade do ajuste e acurácia preditiva
foi a do modelo /i-GARCH(U) com distribuição t-Student. No caso deste ín
dice, as dependências temporais verificadas foram bem captadas por este modelo,
não sendo necessárias maiores sofisticações. O baixo nível de dependência desta

série poder ser confirmado pela estimativa do parâmetro d, que foi de 0,3605 e
estatisticamente significativa.

A volatilidade do índice Standard & Poors (500) foi extremamente baixa,

comparada à volatilidade dos outros índices, cerca de 0,15%. Novamente, a fle
xibilidade do modelo AR(l)-FlGARCH(l,d,l) com a t-Student assimétrica foi

a especificação de melhor desempenho, tanto em termos de qualidade do ajuste
como em termos de acurácia preditiva. O maior grau de dependência desta série

pode ser constatado pela estimativa do parâmetro d, que foi igual a(0,5263), sendo
significativa aos níveis usuais.

Entre as possíveis extensões deste trabalho, destacaria como bastante interes
sante o desenvolvimento deum programa, utilizando a linguagem deprogramação

Ox, para ocálculo dos coeficientes de resposta à impulsos gerados pelo modelo
FIGARCH, cuja análise auxiliaria em muito oestudo do efeito de choques sobre o
processo de volatilidade. Aaplicação de modelos FIGARCH multivariados, envol
vendo o conceito de coinlcgração fracionária, seria outra extensão bastante inte

ressante. Acomparação com os modelos de volatilidade estocástíca com memória
longa, em que se usam ondaletas para aestimação do parâmetro de diferenciação
fracionária, seria outra linha interessante.
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