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RESUMO

SILVA, Washington Santos. Modelagem da Volatilidade dos Indices Financei-
ros Ibovespa, Dow Jones e Standard & Poors Utilizando Modelos da Classe
ARCH. Lavras: UFLA, 2003. 95p.(Dissertagéio - Mestrado em Estatistica e Ex-
perimentagdo Agropecudria)

Examinou-se o processo de volatilidade de trés indices financeiros, Ibovespa,
Dow Jones ¢ Standard & Poors (500), utilizando o modclo FIGARCH (Fractio-
nally Integrate GARCH) e modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteros-
kedasticity) tradicionais. Utilizaram-se quatro distribui¢des para os retornos: Nor-
mal, t-student, t assimétrica e distribui¢@o exponencial genercalizada. Os modelos
selecionados foram comparados quanto a qualidade do ajuste e acuricia preditiva
fora da amostra. Os resultados empiricos mostraram que todas as séries evidenci-
aram a presenca do cfeito alavancagem na varidncia ¢ as densidades com melhor
desempenho foram a t-Student e a t-Student assimétrica. Os critérios de selegdo
de modelos evidenciaram que o modelo FIGARCH com distribui¢do t-Student as-
simétrica supcrou os modelos GARCH tradicionais quanto a qualidade do ajuste
e acurdcia preditiva no caso dos indices Ibovespa e, com a t-Student, Standard &
Poors (500). Para o Dow Jones, um modelo GARCH com distribui¢do t-Student
obteve o melhor desempenho.

*Comité Orientador: Thelma Séfadi - UFLA (Orientadora), Luiz Gonzaga de Castro Jénior.
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ABSTRACT

SILVA, Washington Santos. Modelling the Volatility of the Ibovespa, Dow Jo-
nes and Standard & Poors Financial Indexes using the ARCH class of Models.
Lavras: UFLA, 2003. 95p. (Dissertation - Master Program in Statistics and Agri-
cultural Experimentation)

We examine the volatility process of three financial indexes Ibovespa, Dow
Jones and Standard & Poors (500), using the FIGARCH (Fractionally Integrated
GARCH) model and traditional ARCH (Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity) models. Four distributions was taken in to account for the returns; Nor-
mal, Student-t, skewed Student-t and the Generalized error distribution(GED). The
selected models were compared regarding out-of-sample forecasting accuracy and
goodness-of-fit statistics. The empirical results show that all series show signs of
the leverage cffect for the variance and the best densitics overall were Student-t
and the skewed Student-t. Regarding the several criterions used, the FIGARCH
model with skewed Student-t outperform traditional ARCH meodels for the Ibo-
vespa, and with a Student-t, for the Standard & Poors (500) indexes. In the case of
Dow Joncs, the traditional GARCH model with -Student for the returns was the
best model.

*Guidance Committce: Thelma Séafadi - UFLA (Major Professor), Luiz Gonzaga de Castro Ju-
nior.
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1 INTRODUCAO

Ha duas décadas, em econometria aplicada e tedrica, as preocupagdes concer-
nentes a heterocedasticidade ocorriam quase que exclusivamente se os dados sob
anélise eram do tipo secgdo cruzada. O exemplo cldssico, amplamente encontrado
em livros texto, trata da relagio cntre consumo e renda familiar, quando o con-
junto de dados contem dados de familias com alto poder aquisitivo e de familias
com baixo poder aquisitivo. A mensagem padrdo, quando hé evidéncia de hete-
rocedasticidade, ¢ que apesar dos estimadores de minimos quadrados ordindrios
serem ainda ndo viesados, os erros padrdo ¢ intervalos de confianga derivados sdo

espirios, no sentido que podem fornecer uma falsa impressdo de precisao.

Em econometria, no que concerne a dados em secgdo cruzada, o desenvol-
vimento de métodos que fornecem ‘erros padrio robustos’ reduziu em muito as
preocupagdes relativas a hetcrocedasticidade. Com um tamanho amostral ade-
quado, pode-se obter uma boa cstimativa do erro padrio ainda que verifique-se
a presenca de heterocedasticidade. Caso a amostra seja pequena, diversas corre-
¢bes 1€m sido propostas, corregdes estas que visam ndo afetar os coeficientes, mas

somente corrigir assintéticamente os crros padrdo.

A questdo da heterocedasticidade é o foco principal da classe de modelos
ARCH, introduzida no artigo seminal de Engle (1982). ARCH denota Autoregres-
sive Conditional Heteroskedasticity. Ao invés de considerar a heterocedasticidade
como um problema a ser corrigido, Robert F. Engle a considerou como um fend-
meno a ser modclado, ou melhor, como uma variéncia a ser modelada. Isto posto,
ndo apenas as deficiéncias dos cstimadores de minimos quadrados, do ponto de

vista dos dados cm secgdo cruzada, sio corrigidas, como uma predigfio da vari4n-



cia de cada termo do erro € calculada. Tal previsdo € de grande interesse em ma-
croeconomia €, em particular, cm Finangas. Curiosamente, os modelos da classe

ARCH surgiram no contexto da andlise de séries temporais em macroeconomia.

Ainda que por meio de uma inspegdo visual superficial, graficos de dados
financeiros mostram claramente que hé periodos mais arriscados (voldteis) que
outros; além disso, estes periodos mais ou menos voldteis geralmente ndo estdo
distribuidos aleatoriamente no tempo; ao contrério, hd um certo grau de dependén-
cia na sequéncia de periodos mais ou menos voléteis. Analistas inspecionando tais
gréficos descrevem este fendmeno como ‘agrupamento da volatilidade’. Os mode-

los da classe ARCH tratam da modelagem deste, entre outros tipos de fendmenos.

Nesta dissertagdo, o foco € modelar, analisar e efetuar previsdes a cerca da
volatilidade de tr€s indices financeiros, o Ibovespa, o Dow Jones e o Standard &
Poors (500), utilizando modelos da classe ARCH. Destaca-se a utilizagio de um
modelo da classe ARCH que tem recebido considerdvel atencgo na literatura eco-
nométrica, 0 modelo ARCH generalizado fracionalmente integrado. Este modelo
possui a capacidade de modclar scparadamente as depend€ncias de curto e longo
prazos da volatilidade de uma série, implicando em uma desejédvel flexibilidade.
Destaca-sc ainda a aplicacio de uma densidade que também comega a receber

alengd@o na literatura, sobretudo em Finangas, a {-Student assimélrica.

Selecionados os melhores modelos ARCH para cada série, sergo analisadas as
caracleristicas da volatilidade de cada série e o desempenho destes modelos e das
densidades condicionais adotadas serd avaliado por meio de medidas da qualidade
do ajuste e acuricia preditiva. Um dos objetivos principais € verificar o desempe-
nho dos modelos GARCH fracionalmente intcgrados relativamente aos modelos

GARCH ¢ IGARCH, ¢ os efeitos da adogiio da t-Student assimétrica.

Na Secdo 2, referencial tedrico, relatam-se os principais fatos teéricos rela-
tivos aos modelos da classe ARCH. A literatura a respeito do tema ¢ imensa e

crescente, por isso um apanhado completo ¢ quase impossivel. Na Secao 3, dedi-



cada ao material ¢ aos métodos, descrevem-se os dados, reportam-se as fontes dos
dados e relata-se a metodologia a ser seguida. Na Secfo 4 estdo os resultados € a

discussio dos mesmos. E finalmente, na Se¢fio 5, colocam-se as conclusdes finais.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Modelos estocisticos de séries temporais

A andlise da dindmica do sistema econdmico é baseada na obervacao dos pro-
cessos relevantes. Geralmente, a série temporal resultante mostra que algumas
regularidades empiricas estio presentes em componentes explosivos ou ciclicos
ou co-movimentos de séries distintas. De forma a estudar estas regularidades, uma
série temporal é vista como a realizagdo de um processo estocdstico. Isto posto,
nesta se¢do serdo apresentados conceitos basicos da andlise de séries temporais
enquanto processos estocésticos, que scrdo usados de forma recorrente nesta dis-

sertagdo. Maiores detalhes podem ser encontrados em Morettin & Toloi (1987).

Conforme Brockwell & Davis (1997), o primeiro passo na andlise de uma
série tlemporal ¢ a sele¢do de um modelo matemético adequado, ou classe de mo-
delos, para os dados. Para permitir a possibilidade de imprevisibilidade das ob-
servagdes futuras seria entdo natural supor que cada observagio y; ¢ um valor
realizado de uma variével alcatéria {Y;}. A série temporal {y,,t € T’} seria entdo
uma relizagiio da familia de varidveis alcatérias {Y;,t € To}. Tais consideragdes
sugerem que se deve modelar os dados como se estes fossem uma realizag@o (ou
parte de uma rcalizagio) de um processo estocéstico {Y;,t € To} onde T 2 To.

Formalizam-se a seguir estes conceitos.

Definicio 1 Um processo estocdstico é uma familia de varidveis aleatdrias {Y, t €
T} definida sobre um espago de probabilidade (5,11, P).

Defini¢io 2 As fungdes {Y (t,w),w € Q} sobre T sdo denominadas realizagoes

4



ou trajetdrias amostrais do processo {Yy,t € T}).

Defini¢do 3 A série temporal {Y;,t € Z}, com Z = {0,%1,42,...}, é dita ser
Jracamente estaciondria se, e somente se,

i. E|Y;|? < o0, Vt € Z, i.e, varidncia finita.

ii. E(Y;) =m, Vt € Z, i.e, média independente de t.

iii. y(r,s) = w(r+ts+1t), Vi € Z, i.e, covaribncia depende somente da

diferenga entre os indices temporais.

Definiciio 4 A série temporal {Y,,t € Z} ¢ dita fortemente estaciondria se as
distribui¢des conjuntas de (Y, ..., Ytk)' e (Yo q4hre--s Ytk+h)' sdo as mesmas

para todos os inteiros positivos k e para todo i1, . ..,t;, h € Z.

2.2 Indices Acionarios

Nesta se¢@o, descreve-sc brevemente o que ¢ um indice aciondrio, sua funggo,
metodologia de célculo, etc. Focaliza-se o indice Ibovespa, contudo, dada a seme-
lhanga do principio, as idéias fundamentais estendem-se naturalmente aos indices
Dow Jones e Standard & Poors (500).

Em geral, um indice aciondrio € o valor atual, em moeda corrente, de uma
carteira hipotética de agdes, constituida a partir de uma aplicaggio hipotética. Este
€ o caso do Ibovespa, que comegou a ser calculado a partir de uma carteira teérica
de agdes em 1968. Supde-se ndo ter sido efetuado nenhum investimento adicional
desde entéo, considerando-se somente os ajustes efetuados em decorréncia da dis-
tribuicdo de proventos pelas empresas emissoras. Isto posto, o indice reflete nio
apenas as variagdes dos pregos das ages, mas também o impacto da distribuigio
dos proventos, sendo considerado um indicador que avalia o retorno total de suas

acdes componcntes.

A finalidade bdsica de um indice aciondrio ¢ servir como um indicador do de-

5



sempenho médio das principais agdes transacionadas em uma bolsa de valores. A
composigio de um indice busca obter a melhor aproximagdo da real configuragdo
das negociacdes a vista em uma bolsa de valores. No caso do Ibovespa, as agdes
integrantes da cartcira tedrica do fndice respondem por mais de 80% do nimero

de negdcios e do volume financeiro verificados no mercado a vista da BOVESPA.

A participacio de cada ac@o na carteira tem relagio direta com a represen-
tatividade desse titulo no mercado a vista - em termos de nimero de negécios e
volume financeiro - ajustada ao tamanho da amostra. Essa representatividade €

obtida pelo indice de negociabilidade da agdo, calculado pela seguinte férmula:

n; Vi
N= 2%
I NV

na qual n; € o niimero de negécios com a agdo 4 no mercado a vista, N 0 niimero
total de negécios no mercado a vista da BOVESPA, v; o volume financeiro gerado
pelos negéeios com a agdo ¢ no mercado a vista ¢ V' o volume financeiro total do

mercado a vista da Bovespa.

O Ibovespa é o somatdrio dos pesos (quantidade tedrica da agdo multiplicada
pelo tltimo prego da mesma) das agdes integrantes de sua carteira tebrica. Assim

sendo, pode ser apurado, a qualquer momento, por meio da seguinte formula:

N
Ibovespa, = Z Py x Qiy
i=1
em que Ibovespa, € o valor do indice no instante ¢, n 0 mimero total de acdes
componentes da carteira tedrica, P o iiltimo prego da ag3o ¢ no instante € Q a

quantidade tedrica da agdo ¢ na carteira no instante 1.

A BOVESPA calcula seu indice em tempo real, considerando os pregos dos
ultimos negécios efetuados no mercado a vista com agdes componentes de sua
carteira. Assim, como a maioria dos fndices aciondrios, pode-se acompanhar ‘on

line’ seu comportamento em qualquer parte do Brasil ou do mundo.



23 ARCH

Nos modelos cléssicos de séries temporais do tipo ARMA, assume-se que as
inovagdes constituem uma sequéncia de ruidos brancos. Se os valores dos para-
metros estruturais, isto ¢, dos parimetros autorregressivos ¢ médias-méveis, sdo
conhecidos, entdo as inovagdes sdo sindnimos dos erros de predigio um passo 2

frente.

Na andlise de dados econdmicos, constitui uma regularidade empirica que
grandes e pequenos erros de predigdo ocorrem em agrupamentos. Sugerindo que,
em certos periodos, as varidveis econdmicas tornam-se mais ou menos voldteis que
o usual. Isto posto, Engle (1982) sugeriu que este fendmeno poderia ser modelado,

elaborando-se um processo estocéstico para a varidncia das inovagdes.

O objelivo era obter um modelo que se ajustasse melhor aos dados dentro da
amostra, bem como fornecesse uma representagio adequada da precisdo das pre-
visoes. Esta caracteristica pode ser muito itil se a série em questdo € uma série de
taxas de juros ou fndice aciondrio. Isto porque a atragdo de um ativo financeiro est4
relacionda diretamente a sua taxa csperada de retorno e inversamente relacionada

a0 seu risco, o qual ¢ uma fungo da varidncia da taxa de retorno.

Deve-se mencionar que o uso do termo ‘ARCH’ adotado nesta dissertagdo, as-
sim como na literatura cconométrica, n@o se restringe ao modelo original proposto
por Engle (1982). O termo ‘ARCH?’ designari o fendmeno da heterocedasticidade

condicional em geral ¢ todos os modelos que tcntam capturar tal fendmeno.

Seguindo a formalizagdo de Bollerslev ct. al. (1994), seja {€,(0)} um pro-
cesso estocdstico em tempo discreto com fungdes de média condicional e varian-
cia parametrizadas pelo vetor de dimensdo finita 8 € © C R™, onde 6, denota
o valor verdadeiro. Inicialmente, assume-sc que £;(f) seja um escalar. E seja
E(e4(0)|¥,-1) a esperanga matemdtica do processo, condicional ao passado e a

qualquer conjunto de informagéo ¥,_; disponivel no periodo ¢ — 1.



O processo {g,(0)} ¢ definido como um processo heterocedéstico condicional

autorregressivo se a média condicional € igual a zero,
E(et(00)|¥:-1) =0 =1,2,..., @.1n
mas a varincia condicional,
oi(0o) = Var(eu(0o)|¥e-1) = B} G0)|¥em1)  =12,...,  (22)

depende néo-trivialmente da o-dlgebra gerada pelas observagdes passadas, isto €,
{€1-1(6b), €1-2(fa), - ..}. Quando evidente a partir do contexto, a dependéncia

explicita da varidncia condicional em relagio aos parimetros 6, serd suprimida.

Focalizaremos o processo {¢;} na descricdo subsequente, mas como posto
por Bollerslev et. al. (1994), os mesmos conceitos estendem-se naturalmente para
o caso no qual {&;} seja o residuo de algum modelo econométrico mais elaborado.
Especificamente, seja {Y;(6p)} o processo estocastico de interesse com média con-
dicional,

p0o) = E(ye|¥e1)  =12,...5 2.3)

note-se que, pela convengiio anterior, ambos, 1.(6) € 02(o), sio mensurdveis
com respeito ao conjunto de informacéo disponivel no periodo t-1, definindo-se o

processo {£:(6p)} como,
81(00) =Y — ul(o()) t=]’29' sy (2'4)

a varidncia condicional de {&,}, portanto, ¢ igual a variéncia condicional do pro-
cesso {y¢}. Visto que muito poucas séries temporais econdmicas e financeiras tém
média condicional constante igual a zero, a maioria das aplicagdes dos modelos

ARCH seguem csta estrutura.

Retornando as equagdes (2.1) e (2.2), segue que o processo padronizado,

z(00) = e(60)(0?(60))7V2 =12, (2.5)



terd média condicional zero ¢ varidncia condicional invariante no tempo igual 2
unidade. Esta observagio constitui a base para a maioria dos procedimentos de

inferéncia subjacentes as aplicagdes dos modelos ARCH.

Caso assuma-se que a distribuigio condicional de z, scja invariante no tempo

€ possua quarto momento finito, segue da desigualdade de Jensen que,
E(ef) = B(z{)E(o}) 2 E(2{)E(0})* = E(2})E(e})?, (2.6)

onde a igualdade ¢ verdadeira somente para o caso em que a varidncia condicional
seja constante. Dada uma distribui¢iio normal para as inovagdes padronizadas na

equagio (2.5), a distribuigio incondicional para ¢, €, portanto, leptoctirtica.

Bollerslev et. al. (1994) escrevem que a especificacio dos modelos ARCH,
conforme as equagdes (2.1) a (2.4), é extremamente geral e ndo permite uma im-
plementacio enipl’rica sem antes imporem-se certas restri¢des sobre as dependén-
cias temporais nas fungdes da média e variiincia condicionais. Alem disso, mesmo
em sua implementacdo univariada, as possiveis formas funcionais permitidas pela
equagio (2.2) sdo muito vastas, ¢ para sc ter alguma esperanga de selecionar um
modelo ARCH apropriado, deve-se ter uma boa idéia de quais as caracteristicas
empiricas que os modelos devem captar. Isto posto, um bom modelo deve ser ca-
paz de capturar ¢ refletir cstas regularidades. Assim, descrevem-se a seguir algu-
mas das caracteristicas comuns do processo de volatilidade de séries econdmicas

¢ financeiras.

2.4 Regularidades empiricas de séries econdomicas
2.4.1 Caudas pesadas

E um fato bem estabelecido quc a distribui¢@o incondicional dos rctornos de
ativos tem caudas pesadas (i.e, leptociirticas). Mandelbrot (1963) e Fama (1965)

foram pioneiros na documentaggo desta regularidade empirica. As estimativas de

9



curtose variam entre 4 ¢ 50, indicando ndo-normalidade muito extrema. A relagdo
entre as densidades condicional e incondicional dos retornos revela parcialmente
a origem das caudas pesadas. Segundo Engle (1982), se a densidade condicional é
gaussiana, entdo a densidade incondicional terd excesso de curtose devido 3 mis-
tura de densidades gaussianas com diferentes varidncias. Contudo, ndo h4 razio
para assumir que a densidade condicional dos retornos scja gaussiana, ¢ como se
verd posteriormente, pode-se adotar densidades condicionais leptociirticas como a
t-Student ¢ a distribuigéo generalizada do crro.

2.4.2 Agrupamentos de volatilidade

O agrupamento de grandes movimentos e pequenos movimentos, de qualquer
sinal, em séries econdmico-financeiras foi uma das primeiras caracteristicas docu-
mentadas do processo de volatilidade de tais séries. Mandelbrot (1963) e Fama
(1965) reportaram evidéncias de que grandes variagdes no prego de um ativo sio
frequentcmente scguidas por outras grandes variagdes, ¢ pequcnas variagdes sio
frequentemente seguidas por pequenas variagdes. Este agrupamento da volati-
lidade torna-se imediatamente aparente quando tais séries sdo plotadas contra o
tempo. A implicaco de tal agrupamento da volatilidade é que choques no pro-
cesso de volatilidade atual influenciardo a esperanca da volatilidade muitos perio-

dos no futuro.

2.4.3 Assimetrias

Virios modelos de volatilidade impdem a hipétese de que a volatilidade
condicional de um ativo € afetada simetricamente por inovagdes posilivas € nega-
tivas. O modelo GARCH, por cxcmplo, permite que a varidncia condicional seja
afetada somente pelo quadrado das inovagdes defasadas, desconsiderando comple-

tamente o sinal da inovaggo.
Para séries financeiras, € particularmente improvével que choques positivos e
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negativos tenham o mesmo impacto sobre a volatilidade. Esta assimetria € descrita
algumas vezes como efeito alavancagem e outras como efeito prémio de risco. Se-
gundo a primeira teoria, relatada originalmente por Fama (1965), quando o pre¢o
da agdo de uma firma cai, a sua razdo divida/ativos aumenta, aumentando a volati-
lidade dos retornos dos acionistas. Segundo Bollerslev et. al. (1994), custos fixos
como alavancagem financeira ¢ opcracional fornecem uma explicagio parcial para

este fendmeno.

Segundo a iltima tcoria, informacdes sobre o aumento da volatilidade de um
titulo reduzem a demanda pelo papel por causa da aversdo ao risco. O conse-
quente declinio da agfio é scguido pelo aumento da volatilidade, como previsto

pelas informagdes.

Glosten et. al. (1993) e Engle & Ng (1993), encontraram evidéncias da volati-
lidade ser negativamente relacionada ao retorno de ativos. Tais evidéncias ndo tém
sido encontradas para o mercado dc cambio. Para taxas de juros, uma assimetria

similar aparcce a partir de taxas préximas de zero.

2.4.4 Memoéria longa

Conforme Baillie (1996), o topico da meméria longa e persisténcia tem atraido
considerdvel atengdo em termos do segundo momento de um processo, sendo que
muitos dos exemplos de processos dc meméria longa emergiram de estudos de da-
dos econdmicos. O desenvolvimento de modelos ¢ testes tedricos para a volatili-
dade com memoria longa foi o resultado de cncontrarem-se séries que exibiam for-
temente este fendmeno. Baillie (1996) escreve que a primeira contribuigio neste
t6pico foi de Taylor (1986), que rcportou um fato estilizado aparcnte de que os
retornos absolutos de agdes tendem a ter autocorrelagdes que decaem muito lenta-
mente. Ding et. al. (1993) notaram o mesmo fato para as poténcias de retornos dia-
rios e

Dacorogna et. al. (1993) reportaram que os coeficientes de autocorrelagdo dos re-
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tornos quadraticos didrios de taxas de cimbio decaem muito lentamente,

2.4.5 Hipétese da eficiéncia do mercado

Em modelos de aprecamento de ativos tradicionais, a hipdtese martingal (ou
do passcio aleat6rio) tem desempenhado um papel muito importante na descrigio

¢ estudo de séries de precos de ativos.

Definiciio 5 Um processo estocdstico {y,, t > 0} é um martingal se, e somente

5€,

1. E(|) < oo, V1,

2. E(y|¥s) = ys Vs < t, onde Y, é a a—dlgebra contendo os eventos de-
terminados pelas observagdes no intervalo (0, s), tal que ¥, C ¥, quando
s<t

Divcrsas interpretagdes simples para esta condi¢@o s@o dadas usualmente. Em
termos de previsao, se a série y; ¢ uma série de pregos, entiio, pela Defini¢do 5, a
melhor previs@o do preco futuro, na data i, € o prego atual y,. O prego de mercado
reflete, entdo, toda informac#o til para se fazer a melhor previsdo. A condig@o

para um martingal pode ser reescrita em termos de retornos relativos ou absolutos,

ou seja,
E{(yes1 — 9)I¥e] =0, @.7)
ou
W

assim, s¢ um agente compra uma unidade de um ativo na data ¢ ao prego Y; de
forma a revendé-la na data ¢ + 1 pelo prego yi4.1, 0 ganho médio € zero se a con-
digdo martingal ¢ satisfeita. Isto significa que, na auséncia de custos de transagdo,
nio h4 perda ou lucro sistematicos. Sob a forma {y¢+1 —:}, um processo estocés-

tico martingal é também conhecido como uma sequéncia de diferengas martingais.
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Neste sentido, a informagio disponivel, {€;}, est4 totalmente contida nos
pregos e, portanto, sem utilidade na previsao do prego ou da taxa de retorno. A
hipétese que os pregos refletem toda a informagéo diponivel, torou-se conhecida
como a hipdtese da eficiéncia do mercado. De fato, Fama (1970) definiu trés tipos
de eficiéncia informacional do mercado de capitais (nfio confundir com eficiéncia
relativa a alocagdo ou eficiéncia de Pareto). Cada uma das quais € baseada em uma
nogio diferente do tipo de informagdo que é considerada relevante. Isto posto, diz-
se que um mercado ¢ eficiente na forma fraca se {€2;} contém precos e retornos
passados somente, eficiente na forma semi-forte caso {€;} possui toda informa-
¢do piblica disponivel ¢ eficientc na forma forte se {2} contém toda informaggo
publica e privada. Claramente, eficiéncia forte implica eficiéncia semi-forte, que,

por sua vez, implica eficiéncia fraca, mas o reverso ndo ocorre.

O modelo martingal pode ser escrito de forma equivalente, como,

Ye1 =Y + €4, 2.9

onde &, € uma scquéncia de diferencas martingais. Quando escrito nesta forma,
0 processo martingal € idénlico ao processo passeio alealério, o principal modelo
postulado pela teoria da eficiéncia do mercado de capitais. Contudo, o processo
martingal € menos restritivo, segundo Campbell et. al. (1997). Uma diferenca mar-
tingal requer somente a independéncia da esperanca condicional das variagdes de
precos em relaggo a {€,}, enquanto o passeio aleat6rio requer esta condigdo e tam-
bém a indepcndéncia dos momentos condicionais de ordens mais altas (variincia,
assimetria ¢ curtosc) da distribuigdio de probabilidade das variagdes de pregos, isto

é, dos retornos.

De fato, Campbell et. al. (1997) distinguem trés versdes da hipétese do pas-
seio aleat6rio: a versdo dos retomos independentes e identicamente distribuidos,
a versao dos retornos independentes € a versio dos retornos néo autocorrelaciona-
dos. O modclo martingal, por ndo requerer a independéncia probabilistica entre

retornos sucessivos, € inteiramente consistentc com a regularidade empirica que
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retornos, apesar de ndo autocorrelacionados, ndo tendem a ser independentes no
tempo, mas sim tendem a exibir agrupamentos de periodos de alta e baixa volatili-
dade, isto €, dependéncia em momentos de altas ordens, notadamente na variancia,

como descrito na secio (2.4.2).

2.4.6 Macroeconomia e volatilidade

Bollerslev et. al. (1994, p. 2967) escrevem que os valores das acdes s@o intima-
mente relacionados a vitalidade da economia; lornar-se-ia, entdo, natural esperar
que as variancias condicionais da produgdo industrial, taxas de juros, crescimento
da oferta de moeda, etc., ajudassem a explicar variagoes da volatilidade do mer-
cado aciondrio. Schwert (1989) reporta que apesar de ocorrer um aumento da vo-
latilidade durante recessdes e crises financeiras ¢ uma redugiio durante expansdes,
a relagéo entre incertcza macroccondmica e volatilidade do mercado acionério se-
ria surpreendemente fraca. Conquanto, Glosten et. al. (1993) reportam uma forte

relagdo positiva entre a volatilidade do retorno de ativos e taxas de juros.

2.5 ARCH: Descricao dos modelos

Como posto por Bollerslev et. al. (1994, p. 2969), as regularidades empiricas
citadas anteriormente restringem a busca por um modelo ARCH adequado. En-
tretanto, as possiveis parametrizagGes sdo ainda vastas. A diversidade da classe
de modelos ARCH paramétricos tem vantagens ¢ desvantagens. Tal diversidade
toma complexa a busca pelo modelo “verdadeiro”, ¢ torna um pouco arbitrério
o processo de selegdo de modclos. Por outro lado, a flexibilidade derivada de tal
diversidade implica que na andlisc de modclos ccondmicos cstruturais com evidén-
cias de heterocedasticidade condicional autorregressiva, existc uma grande chance
que um modelo ARCH paramétrico adequado seja formulado, tornando a andlise

tratdvel.
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Nesta se¢do, descrevem-se os modelos da classe ARCH que foram utiliza-
dos na modelagem de séries reais nas andlises posteriores. Os modelos foram
elaborados de forma a captar as rcgularidades empiricas descritas anteriormente.
Destacar-se-4, sobretudo, 0 modelo ARCH generalizado, denominado GARCH,
posto que € a formulagfo a partir da qual a maioria das extensdes que seriio anali-

sadas foram derivadas e contém o processo ARCH como um caso particular.

2.5.1 Modelo ARCH

Um processo ARCH pode ser definido em vérios contextos e seguindo Bera &
Higgins (1993), um processo ARCH serd definido em termos da distribui¢do das
inovag¢des de um modelo de regressdo linear dindmico, neste contexto é usual a de-
nominag¢io modclo de regressdo ARCH. Isto posto, o modelo ARCH(p) proposto
no artigo seminal de Engle (1982) pode ser sumarizado por:

Yo =z +e, (2.102)

€|V ~ N(0,07), (2.10b)
b4

ot = Elef|¥ia] =w+ ) el ; =w +a(L)e, (2.10c)
i=1

w>0,a; >0,Vi=1,...,p, (2.10d)

emque a(L) = a1 L + agL? + ... + 0, L?, sendo L o operador de defasagens.

As restrigdes representadas por (2.10d) asseguram a positividade da variancia.
x¢ € um vetor k x 1 de varidveis cxdgenas, o qual pode incluir valores defasados
da varidvel dependente {y,}, e {£} é um vetor k x 1 de parimetros. O modclo
ARCH, representado pelas cquagdes (2.10b) ¢ (2.10c), caracteriza a distribuigio
das inovagdes g; condicional aos valores realizados do conjunto de informagio
{¥i-1 = Y11, 11, Y2, L1—2, . . .}. Note-se¢ que como {&,_; = y_; — z,_;£},

{02} é uma fungdo dos elementos de {¥;_;}.

Conforme Bera & Higgins (1993, p. 309), a caracteristica marcante do modelo
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ARCH n#o é o fato de a varidncia condicional {o?} ser uma fungdo do conjunto
de informagao {¥,_ }, mas sim a forma funcional especificada. Episédios de vo-
latilidade s@o geralmente caracterizados pelo agrupamento de grandes choques na
vari4vel dependente. O processo da variancia condicional (2.10c) é formulado de
forma a reproduzir este fendmeno. No modelo de regressdo, um grande choque €
representado por um grande desvio de {y;} em relagdo 2 sua média condicional
z,£, ou de forma equivalente, um grande valor positivo ou negativo de {¢;}. No
modelo de regressdo ARCH, a variiincia da inovagao atual, condicional aos valores
realizados das inovagdes defasadas {€;—i,% = 1,...,p}, é uma fungdo crescente
da magnitude das inovagdes defasadas, seja qual for o sinal. Portanto, em con-
cordincia com a regularidade empirica descrita na se¢do (2.4.2), grandes erros de
qualquer sinal tendem a ser seguidos por grandes erros de qualquer sinal. E de
forma similar, pequenos erros de qualquer sinal tendem a ser seguidos por peque-
nos erros de qualquer sinal. A ordem do lag p determina o intervalo de tempo
no qual um choque persiste em condicionar a variéncia dos erros subsequentes.

Quanto maior o valor de p, maior a duragdo dos episédios de volatilidade.

Para fins de simulagio, uma equagio geradora explicita para um processo

ARCH é,
& = 217/ 0}, 2.11)

em que z; ~ 11D N(0,1) e {o?} ¢ dado por (2.10c). Posto que {o?} é uma fun-
cdo de {¥¢_1} e, portanto, fixado quando condicionado a ¥,_;, pode-se verificar
que {&;}, como dado em (2.11), serd condicionalmente normal com E(g|¥;_;) =
VO2E(z|Vi—1) = 0 e Var(e|Vi-1) = of Var(z|¥,—1) = of. Portanto, o
processo especificado por (2.11) € idéntico ao processo ARCH (2.10c). A equagio
geradora (2.11) demonstra que um processo ARCH recscalona um processo sub-
jacente de inovagio gaussiana {z,} pcla multiplicagdo deste pelo desvio padrao

condicional, o qual é uma fungdo do conjunto de informagdo {¥,_;}.

Conforme Issler (1999), note-sc a semelhanga entre o processo (2.10c) € um
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modelo AR(p):

14
Y=o+ Y Githi+e = do+ H(Lye + e

i=]

De fato, definindo {v;, = €2 — 02} € u, ~ N(0,1), pode-se reescrever o
modelo ARCH(p) em 2.10c como,

€2 = w+ a(L)e? + u, (212)

e tal modelo corresponde diretamente a um modelo AR(p) para os crros quadrati-
cos {€?}. Este processo é fracamente estaciondrio se, ¢ somente se, a soma dos pa-
rimetros autorregressivos positivos for menor que um, conforme Bollerslev et. al.
(1994).

2.5.2 Modelo GARCH

Nas primeiras aplicacdes empiricas do modelo ARCH a relag@o entre o nivel
e a volatilidade da taxa de inflacdo, Engle (1982) verificou que requeria-se um
grande valor para o lag p no processo da varidncia condicional. Isto implicava na
necessidade de estimar-sc um grande nimero de pardmetros sujeitos a restrigGes
de desigualdade. ‘

Para contornar cste problema, Bollerslev (1986) propds o modelo ARCH ge-
neralizado, ou modelo GARCH(p, q). Scja {€,} um processo estocdstico em tempo

discreto com valores reais, 0 modclo GARCH(p, ¢) ¢ definido por,

Y = T,8 + €1, 2.13a)
&|Vimy ~ D(0,08), (2.13b)

r q
ol =w+ Z aig;; + Y _ Biot; = w+ a(L)e? + B(L)oZ, (2.13c)
=1 i=1
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no qual as restricdes de desigualdade:
w>0; 20, Vi=1,...,p; F=20,Vji=1,...,q, (2.14)

sd0 impostas para assegurar a positividade estrita de {¢7}, D(-) uma distribui¢fio
paramétrica € a(L) e B(L) sdo polindmios de ordem finita no operador de de-
fasagens L. Para ¢ = 0, o processo reduz-se a um processo ARCH(p), e para
p = q = 0, g € simplesmente um processo rufdo branco. No processo ARCH(p),
a variancia condicional ¢ especificada como uma fungio somente das varidncias
amostrais passadas, enquanto o processo GARCH(p, g¢) permite, além destas, a

inclusdo de varifincias condicionais defasadas (Bollerslev (1986)).

Bollerslev (1986, p. 44) escreve que se todas as raizes da expressdo 1—((z) =
0, na qual z é um escalar, estdo fora do circulo unitdrio, 0 modelo GARCH repre-
sentado por (2.13c) pode ser reescrito como,

. w a(L)
%= T T AD

q -1
=w (1 - Zﬁ,-) +> b,
=1 i=1]

oo
=af+ ) b (2.15)

i=1

naqual o = w/(1—B(1)) e os coeficientes §; sdo os coeficientes da expanséo em
séries de poténcia de a(L)[1 — B(L)]™". Portanto, a expressio (2.15) mostra que
um processo GARCH(p, ) é um processo ARCH de dimensdo (ordem) infinita

com uma estrutura de defasagen racional imposta sobre os coeficientes.

Conforme Issler (1999), a formulagdo do processo GARCH(p, g) pode ser
compreendida a partir dc uma analogia dircta com os modclos da classe AR(p), no
qual a solugdo parcimoniosa € incluir termos MA(g), dando origem a um modelo
ARMA(p, g). Para verificar como um modelo GARCH fornece uma flexibilidade
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similar & de um modelo ARMA, considere um modelo GARCH(1, 1)

0l =w+oer_; + foi_;, (2.16)

se define como em (2.12), {; = €2 — 07} como o erro de predigio da varidncia

condicional, com a propriedade v; ~ N (0, 1); pode-se resolver (2.16) em termos

de {€?} e {11} defasados e atuais para obter-se
e =w+ (a+ B)et_; — Py + u, 2.17)

que é um processo ARMA(1, 1) para {¢2}. Conforme Bollerslev (1986), através
do mesmo procedimento, pode-se mostrar que um processo GARCH (p, ¢) corres-

ponde a um processo ARMA(maz(p, q), q) para {€?}, assim,

P q P
g =w+ty el + Y Biet;— Y Bivj+w, (2.18)
i=1]

i=1 j=1
ou
$(L)(1 = L)e? = w + |1 = B(L)m, (2.19)

onde ¢(L) = [1—a(L)—B(L)](1-L)~? tcm ordem (m—1). Conforme Bollerslev
et. al. (1994), esta analogia com os modclos da classc ARMA permite o uso das

técnicas usuais na identificacio das ordens p e g.

Apesar das restrigdes (2.14) serem suficientes para assegurar que a variincia
condicional de um processo GARCH(p, ¢) seja estritamente positiva, Nelson &
Cao (1992) demonstraram que condigdes suficientes mais fracas podem ser en-
contradas. Eles demonstraram que a partir da representagdo invertida de {o?}
em (2.13c),

oy >0e6; 20, i=1,...,00, (2.20)
sdo suficientes para asscgurar que a varidncia condicional seja estritamente posi-
tiva. Nelson & Cao (1992) mostraram, cxpressando ag ¢ 0s 6;’s cm termos dos

parametros originais do modelo GARCH, que (2.20) ndo requer que todas as de-
sigualdades cm (2.14) sejam satisfeitas. Bera & Higgins (1993) citam o exemplo

19



de um processo GARCH(1,2), onde w > 0, a; > 0, 87 > 0 e B107 + az > 0sdo
suficientes para garantir que o7 > 0. Portanto, no modelo GARCH(1, 2), as pode
ter sinal negativo. Nelson & Cao (1992) demonstraram resultados gerais para os
processos GARCH(1, g) e GARCH(2, ¢) ¢ reportaram que as demonstragdes para
p = 3 sdo complexas. Diversos estudos empiricos, entre eles Engle et. al. (1990),
reportaram coeficientes negativos e ainda assim as condi¢des para a positividade
da varidncia condicional, baseadas em (2.20), foram satisfeitas. Isto posto, Nelson
& Cao (1992) recomendaram que as resti¢des (2.14) ndo necessitam ser impostas
no processo de estimaggo, dado que a violagdo destas desigualdades ndo implica
necessariamente quc o processo da varidncia condicional esteja erroneamente es-

pecificado.

2.6 ARCH: Propriedades
2.6.1 Estacionariedade e momentos incondicionais

Nas se¢des anteriores, descreveram-se informalmente algumas propriedades
dos processos ARCH(p) e GARCH(p, ¢); as condigdes de finitude dos momentos e
a estacionariedade das distribuicdes incondicionais destes processos caracterizam
formalmente estas propriedades. Como seré visto nesta secéio, Engle (1982) de-
rivou expressoes para muitos dos momenios incondicionais, e estabeleceu condi-
coes necessdrias e suficicntes para a existéncia de tais momentos. Posteriormente,

Bollerslev (1986) cstendeu estes resultados para o processo GARCH.

Conforme Engle (1982), o modelo ARCH(p) mais simples, o modelo ARCH(1)
gaussiano com £ = 0, pcrmite a discuss@o de algumas propricdades desta classe

de modeclos. Tal modelo pode ser sumarizado por:

£¢|¥s_1 ~ N(0,0?),

ol =w+ ey, (2.21)
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note-se que, se a3 = 0 ¢ g|¥,—; ~ N(0,w), {€:} é condicionalmente um pro-
cesso ruido branco gaussiano e se a; > 0, as observagoes serdo dependentes atra-
vés dos momentos de alta ordem. A média incondicional do processo ARCH,
como serd visto, ¢ igual a zero e, pela simetria deste processo, derivada de sua nor-
malidade condicional, tem-se que, sendo m um inteiro fmpar, E(e]*|¥;—;) = 0.
Vé-se que o coeficiente de assimetria do processo ARCH ¢ igual a zero. Os mo-

mentos incondicionais pares sdo calculados utilizando o Teorema 1.

Teorema 1 (Engle(1982)) Para um inteiro r, os momentos incondicionais pares

de um processo ARCH(1) comw > 0, ay > 0, existem se, e somente se,
of [[25 -1 <1
j=1
Prova, ver Engle (1982).

Similarmentc, o proccsso GARCH(1,1) gaussiano pode scr utilizado para des-
crever algumas propriedades destes modelos . Os momentos pares incondicionais

de um processo GARCH(1, 1) sdo calculados utilizando-se o Teorema 2.

Teorema 2 (Bollerslev(1986)) Para o processo GARCH(1,1) dado por (2.16) uma
condi¢cdo necessdria e suficiente para a existéncia dos momentos pares ¢é
m m a] m—j
u(al)ﬂlim):Z( )a'y ]ﬂ] <]
=0 \J
no qual,
J
ap =1, aj=H(2j_])1 J=1...;
i=1

os momentos pares podem ser expressos pela férmula recursiva
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m—1
E(e{™) = tm [Z oy E(")w™ " (mT n) a1, By, n)] :

n=0

x [1 = p(ea, Br, )]~ (2.22)

Prova, ver Bollerslev (1986).

As condigdes para um processo ARCH(p) ser fracamente estaciondrio sdo

dadas pelo Teorema 3.

Teorema 3 (Engle(1982)) O processo ARCH(p), comw > 0,0y, ...,0p
> 0, é fracamente estaciondrio se, e somente se, @ equagdo caracleristica associ-

ada tem todas as raizes fora do circulo unitdrio. A varidncia estaciondria € dada

2\ _ A2 __ w
por E(0f) =0° = Rl

Prova, ver Engle (1982).

O Teorema 4 fornece as condigdes sob as quais um processo GARCH(p, q) ¢

fracamente estaciondrio.

Teorema 4 (Bollerslev(1986)) O processo GARCH(p,q) gaussiano, como defi-
nido em (2.13b) e (2.13c), é fracamente estaciondrio com E(e) =0, Var(e:) =
w(l = a(1) — B(1))7 e Cov(er,&5) = O, para t # s se, e somente se, a(l) +
B(1) <1

Prova, ver Bollerslev (1986).

A derivagio dos momentos incondicionais de processos da classe ARCH ¢

possivel através do uso intensivo do seguinte resultado da teoria da probabilidade,

Lei das Esperancas Iteradas: Sejam {¥;} e {¥2} dois conjuntos de varid-
veis aleatérias tal que ¥; C V3 e seja -y uma varidvel aleatéria escalar. Entdo

E(7|¥1) = E|E(y]Y2)|¥1).
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No contexto da andlise de séries temporais, { ¥} e {¥2} s&o conjuntos de in-
formac@o (o —dlgebras) disponiveis em diferentes periodos de tempo. Como posto
por Bera & Higgins (1993), um caso especial da lei € frequentemente empregado
para o célculo dos momentos incondicionais de processos da classe ARCH. Se
¥ = 0 € o conjunto vazio, entio E(y) = E[E(v|V¥2)]. A utilidade desta ex-
press@o estd no fato de relacionar um momento condicional a um momento in-
condicional. Posto que processos do tipo ARCH sio especificados em termos de
momentos condicionais, a lei fornece um método para a derivagdo dos momentos

incondicionais.

Por exemplo, considere-se o célculo da média incondicional de um processo
ARCH(p) para o erro {¢;} com varidncia condicional parametrizada por (2.10c).
Aplicando a lei das csperangas iteradas, tem-se que E(g;) = E[E(e|¥;-1)]. En-
tretanto, posto que o modelo ARCH especifica, por defini-
¢do, que F(g|V;—1) = 0 para todas as rcalizagoes de {¥;_1}, segue imediata-
mente que E(g;) = 0; portanto, o processo ARCH tem média incondicional igual

a zero; claramente, 0 mesmo verifica-se para um processo GARCH.

Considerando agora o segundo e quarto momentos incondicionais do processo
ARCH(1), pelo Teorema 1, conforme Engle (1982), a condigfio para que a variin-
cia incondicional seja finita é o3 < 1, cnquanto, para ter-se um quarto momento
incondicional finito, requer-sc 3a? < 1. Sc tais condigdes sdo verificadas, pode-
se mostrar que o segundo (varidncia) ¢ 0 quarto momentos incondicionais de um
processo ARCH(1) s@o respectivamente iguais a,

w
11—y’

3w2 1- 02
4 1

Isto tem duas implicacdes. Primeira: apesar do modelo ser condicionalmente

E(e}) =

normal, a distribui¢@o incondicional € leptociirtica em relagdo 2 distribui¢do nor-

— 2 - ’, .
mal. Isto ocorre porque se @) # 0 tem-se que ]]_—3‘2, > 1; assim, (2.23) é maior
1
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que 3. Segunda: apesar da distribui¢do condicional ser heterocedastica, a distribui-
¢iio incondicional é homocedistica. Isto ¢, apesar da variancia de {e; }, condicional
a {¥,_,}, alterar-se com os elementos do conjunto de informag#o, incondicional-
mente o processo ARCH é homocediéstico. Portanto, o processo € fracamente
estaciondrio apesar de exibir heterocedasticidade condicional. Tal resultado € ge-
neralizado para uma ampla classe de processos do tipo ARCH através do Teorema
3.

Quanto ao modelo GARCH(1, 1), se a; + f1 < 1, a varidncia incondicional
existe. Caso 3a? + 2016, + 82 < 1, 0 mesmo ocorre para O quarto momento

incondicional. Peclo Teorema 3, as expressdes destes momentos s30, respectiva-

mente,
E(e?) = T—_au;_—ﬁ? (2.24)
4y _ 3w?(1+ a1 + Bi)
E@E}) = T o= B0 - —2afi = 300) (2.25)

As condigdes gerais para a existéncia do momento de quarta ordem finito s&o
desconhecidas. Contudo, conforme Bollerslev (1986), dada uma ordem especifica
para o modelo, as condigdes podem scr derivadas através da mesma linha de ar-
gumentagio do Teorema 3. Por cxemplo, considere-se um processo GARCH(p, 9)

condicionalmente gaussiano. O segundo e quarto momentos sdo relacionados por,
4 2 2
E(eflei-1) = 3[E(ele-1))",

islo posto, pode-se mostrar que,

G

- Ll E|E(e}lei-1)?] — ElE(eflen1))?
[E(e))?

k ECE ’

=343

(2.26)

da qual pode-se deduzir que a distribuiggo incondicional de {e;} de um processo
GARCH(p, q) é leptociirtico em relagdo a normal. Além disso, a curtose pode ser

vista como uma medida natural de heterocedasticidade condicional.
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Verificando-sc as condigdces citadas, as propriedades obscrvadas anteriormente
para o processo ARCH, i.e, distribui¢@o incondicional leptocirtica em rclagdo &
distribui¢do normal ¢ homecedasticidade incondicional, generalizam-se natural-
mente ao processo GARCH, fato formalizado pelos Teoremas 3 e 4. O fato de
processos da classe ARCH serem leptociirticos em relagdo a distribui¢do normal
torna estes processos atrativos no que concerne a modelagem de séries econdmi-
cas, posto que a distribui¢@o do retorno de ativos frequentemente demonstra esta
caracteristica, como descrito na se¢do (2.4.1). Um resultado derivado por Nel-
son (1990a) indica por que distribuicdes leptocirticas sdo tdo prevalecentes em
séries econdmicas de alta frequéncia. Nelson (1990a) demonstrou que sob con-
di¢bes regulares, quando o intervalo de tempo tende no limite a zero, o processo
GARCH(1,1) aproxima-se dc um processo cstocastico em tempo continuo, deno-

minado processo de difusio, cuja distribuigdo incondicional ¢ uma t-Student.

Bollerslev et. al. (1994, p. 2989) utilizam um argumento recursivo, através
a lei das esperancas iteradas, na avaliacéo da estacionariedade de processos da
classe ARCH. Para manter a discussio em um nivel geral, Bollerslev et. al. (1994)

consideram o caso multivariado de (2.11), onde,
e =022, Z,~iid, E(Z)=0nx1, E(Z12)=lnxn, (227)

¢,
O = Qt, Ze-1, Zioa, .. ). (2.28)

Utilizando o critério de ergodicidade, segue que a estacionariedade forte ou estrita

de {€:}92 _, € equivalente a condigdo,

Ql = Q(Zt-] ) ZL-—2: .. ')’ (2'29)
com (-, -, ...) mensurdvel, e
Trago(§2,€2,) < 0o  quase-certamente; (2.30)
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a equagiio (2.29) elimina a dependéncia direta de {€2;} de t, enquanto (2.30) asse-
gura que choques aleatérios em {€} decaiam rapidamente o bastante de forma a

evitar que {€;} tenha um trajet6ria assintoticamente explosiva.

Bollerslev et. al. (1994, p. 2989) escrevem que uma condigdo suficiente para (2.30)
é a limitagdo dos momentos, i.¢, E[Trago(€%:2,)?] finita para algum p > 0 implica
em Trago(ﬂtﬂi) < oo quase-certamente. Por exemplo, como pode ser verificado
pelo Teorema 4, Bollerslev (1986) mostrou que no modelo GARCH(p, ¢), E(0?)
¢ finita e {&,} & fracamente estaciondrio, quando ) _;_; , 0+ ;=14 6; < 1.Isto
¢ uma condicdo suficiente, mas ndo necessdria para estacionariedade estrita. Bol-
lerslev et. al. (1994, p. 2989) colocam que, posto que processos da classe ARCH
sio leptocirticos, as condigdes para estacionariedade fraca sdo frequentemente

mais restritivas que as condi¢des para estacionariedade forte.

De fato, uma propriedade notdvel de processos da classe ARCH, inicialmente
demonstrada por Nelson (1990b) para o modclo GARCH(1,1) ¢ generalizada para
o modelo GARCH(p, q) por Bougerol & Picard (1992), é que estes podem ser
fortemente estaciondrios apesar de ndo serem fracamente estaciondrios. Para o
modelo GARCH(1,1), (2.28) € expresso como,

oo k
o =w |1+ J[(8 +eaniy)| - @.31)

k=11=1

Nelson (1990b) mostrou que quando w > 4, o? < oo quase-certamente,

{es, 0%} € fortemente estaciondria se, e somente se, E{ln(f: + a1z¢)] < 0. Nelson
(1990b) verificou que por uma aplicagéo da desigualdade de Jensen, esla seria uma
condigdo consideravelmente mais fraca que o + B1 < 1, a condig¢do necesséria e
suficiente para cstacionaricdade fraca. Por exemplo, 0 modelo GARCH(1,0) com

g ~ N(0,1), &1 = 3 ¢ B = 0¢ fortemente, mas ndo fracamente estaciondrio.

O fato da parametrizagdo de processos da classc ARCH ndo impor a priori

a existéncia dos momentos incondicionais € uma caracteristica importante des-
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tes modelos. A literatura relata ha tempos, pelo menos desde Mandelbrot (1963) e
Fama (1965), que tratam desta questdo, quc diversas séries econdmicas, particular-
mente séries de pregos dos mercados de commodities ¢ financeiros, podem ser bem
representadas por uma classe de distribuigdes com varidncia infinita. Um exemplo
¢ a distribuigdo proposta pelo economista italiano Vilfredo Pareto(1848-1923), co-
nhecida como distribuigdo de Pareto, com densidade f(e) = c(e — eo) =1 onde

¢, ep € a sdo constantes, sendo a varifincia infinita para a < 2.

Em aplicagdes cmpiricas do processo GARCH, frequentemente os parametros
ndo satisfazem a(1) + B(1) < 1. O fato de processos da classe ARCH adimitirem
variincia infinita é desejdvel posto que tal comportamento pode ser uma caracte-
ristica do processo gerador de dados que deve estar refletida no modelo estimado.
Além disso, como serd visto posteriormente, mesmo para modelos GARCH com
variincias infinitas, resultados usuais relativos a consisténcia ¢ normalidade assin-

tética podem ainda ser vélidos.

Considerou-se até agora a distribui¢do univariada de um dnico {e;}. Os mo-
mentos da distribui¢io conjunta dos {¢;}’s também revelam propriedades impor-
tantes de processos da classe ARCH. Para k > 1, as autocovariéncias do processo
GARCH(p, ¢) sdo,

E(eiei—k) = E|E(ei€k|Ve-1)],
= Elei— i E(e:| Vi-1)],
=0. (2.32)

O fato de processos GARCH serem néo autocorrelacionados os torna ade-
quados para a modelagem de séries econdmicas, particularmente as financeiras.
A hipdtese da eficiéncia dos mercados, informalmente, postula que a informagéo
contida nas taxas passadas de retorno ndo melhora a predigdo de taxas futuras de
retorno. Em (2.13a), supondo-se que {;} seja a taxa de rctorno de um ativo e que

B = 0, 1l que nio ha componente de regressdo no modelo. Assim, {y;} € idéntico
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a {&;} e torna-se um processo GARCH puro. A previsao 6tima do retorno {Y;} é
a esperanga do retorno condicional a toda informaggo disponivel. Mas dado que,
o modelo GARCH especifica que E(1|V,—1) = E(y.) = 0, as obervagdes passa-
das de {y:} contidas em {¥;_; } nZo alteram a previsdo 6tima da taxa de retorno.
Portanto, a presenca de efeitos ARCH nio representa uma violagdo da hipétese de

eficiéncia dos mercados.

2.6.2 Simetria e regularidade

As defini¢des a seguir, postuladas por Engle (1982), estabelecem as condigdes
sob as quais um processo da classe ARCH & simétrico e regular, respectivamente.
Conforme Engle (1982, p. 993), seja {; um vetor aleatério p X 1 retirado de um
espago amostral £, o qual possui elementos ¢ = (Ct—1y---,Ct—p)- Para todo ¢,
seja (} idéntico, exceto que 0 m—ésimo elemento foi multiplicado por (—1), onde

m estd entre 1 e p. Isto posto,

Defini¢io 6 Um processo da classe ARCH é simétrico se,

1 0}(G) =0f(¢)Vme( €Q,
2. 802((y)/0a; = 002((})/Bas Vm,ie €9,

3. 803(C0)/0Gt-m = —007((;)/0G-m VM e G € Q.
Neste sentido, o processo GARCH(p, g) € simétrico.
Defini¢io 7 Um processo da classe ARCH € regular se,
1. minof(¢) > 9 paraalgum 9 > 0e ¢ € D,

2. E(|180%(¢)/00ill100(¢)/0Gt-m || ¥t-m—1) 3V 4, m, 1.
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Segundo Engle (1982, p. 994), o item 1 da Definig¢io 7 € importante e facil de
verificar, posto que requer que a variéincia seja sempre positiva. O item 2 € uma
condi¢@o suficiente para a existéncia de algumas esperangas do hessiano utilizado

no Teorema 5.

2.6.3 Previsdo

Conforme Bera & Higgins (1993), uma utilizagdo muito importante de mo-
delos ARCH ¢€ o célculo da acurécia de previsdes. Na metodologia tradicional de
séries temporais que utiliza processos ARMA condicionalmente homocedaticos,
a variancia do erro de previsdo ndo depende do conjunto de informag@o disponi-
vel. Se a série sendo prevista exibe ARCH, {¥;_;} pode indicar a acurécia pela
qual a série pode ser prevista. Nesta se¢fio serdo revisados os principais resultados

relativos a previsdo com modelos ARCH.

Para ilustrar os efeitos de erros ARCH sobre a medida da incerteza das previ-

s0es no contexto da previsio de uma séric temporal, scja um processo ARMA(k, )
(L)Y, = O(L)et, (2.33)

e {&.} um processo GARCH(p, ). Considere-se a previsdo do valor do processo

s periodos a partir de uma origem i, a qual é dada por,

k !
Yits = Z diYrys—i + Z Oictys—i + Etts, (2.34)

i=1 i=]
o preditor 6timo € a média de .5 condicional ao conjunto de informagéo dispo-

nivel em (, ¥;. Dado que E(g44.5|¥;) = 0, o preditor 6timo &,

k I
E(Yiqs|¥Ve) = Z G E(Yr45-i| Vo) + Z 0:E(e45—i| Vi), (2.35)

i=] i=1
sendo que:

a) E(yi+s—-i| V1), para i < s, é dada recursivamente por (2.35),
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b) E(Yt+s-i|¥t) = Ye4s—ir parai 2 s,
¢) E(€t+s-i|¥:) =0, parai < s,

d) E(Et-i-s—il‘]’t) = Et4s—i» para'i Z S.

A expressdo (2.35) é a relagdo recursiva padrdo para a previsdo pontual 6tima
do processo ARMA convencional. Isto posto, Gourieroux (1997) escreveu que a
presenga de ARCH néo afeta 0 modo pelo qual a previsdo ¢ construida. Isto ocorre
porque ARCH introduz dependéncia em momentos de altas ordens e afeta somente

a incerteza da previsdo pontual.

Para avaliar o impacto de ARCH sobre a incerteza da previsao pontual, requer-

se uma expressdo para o erro de previsdo. Assumindo-se que as raizes de ¢(L) =

1—¢3L — ... @ L* estdo fora do circulo unitdrio, o processo (2.33) pode ser
invertido, fornecendo,
o0
Ye+s = Zwi€t+s—i, (2.36)
i=0

sendo que ©; € o coeficiente de L na expansdo de #(L)~10(L). Usando-se a

representagio em médias-méveis, o preditor 6timo €,

EYess|Y) = Zwi€t+s-i, 237

i=s

e seja {€,5} 0 erro de previso a partir da origem ¢ com horizonte de previsao s.
Subtraindo (2.37) de (2.36), o erro de previsdo &,

s=1

€rs = Yrts — EWas|Ve) = ZwiEws—i, (2.38)

i=$
sendo, portanto, uma combinagdo linear das inovagdes a partir de {1 ao horizonte
{+ s. A incerleza cm uma previsdo pode cntdo ser medida pela variancia do erro

de previsdo condicional ao conjunto de informagdo,{ ¥, }, utilizado para construir
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a previsdo. A partir de (2.38), a variancia condicional do erro de previsio €,

s5—1

Var(e,s|¥) = > wPE(€}y il Ve)- (2.39)
i=0

A expressio (2.39) mostra como erros ARCH afetam a varidncia condicional
do erro de previsio. Conforme Bera & Higgins (1993), quando ARCH est4 pre-
sente, E(e?,,_;|V,) dependerd dos elementos de {¥;} e serd, em geral, variante
no tempo. Entretanto, para um modelo condicionalmente homoceddstico, no qual
E(e?, ,_:|¥) = 02, a variéincia do erro de previsio reduz-se 2,

s—1
Var(e,s|¥) = 02 > @, (2.40)
i=0
assim, a varidncia do erro de previsdo ndo depende dos elementos de {¥;}, mas

somente da extensdo do horizonte de previsao s.

De forma a operacionalizar (2.39) para, por exemplo, construir intervalos de
previso, ¢ necessdrio calcular as csperangas E(e7,,_;|¥¢). Isto pode ser feito

utilizando-se a representagio ARMA(maz(p, ), q) do processo GARCH(p, g),

4 q P
2 _ 2 2
Eips =w+ Z Qg s+ Zﬂjet+s_j - Zﬁjl/z+s—j + Viss
i=1 j=1 j=1

fazendo-se m = {maz(p, q), ¢}, pode-sc utilizar a scguinte representagdio ARMA(m,q),

equivalente a anterior,

m q9
2
Ei4s =W+ Z(ai + ﬁi)5t2+.s—i - Z BiVtys—i + Viys-

i=1 i=]

Tomando-se a esperanga condicional, (ém-sc.

m q
E(els|¥) =w+ > (0 + B)Eedyo_il¥) = O BiE(vigs-il¥1), (241)

i=1 i=]

sendo:
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a) E(e2,,_;|¥:), para i < s, € dada recursivamente por (2.41),
b) E(€7; il Y1)
¢) E(Vi4s-i|¥t)
d) E(Ve4s-i|¥e) =

et+s ;pparat > s,

Il

0,parai < s,

Viys—ir parai 2> s.

A expressio para E(eZ, ;|¥;) em (2.41) é completamente andloga ao preditor
6timo E(ye4s|V:e) em (2.37).

Como um exemplo, para a construgfo de estimativas da varidncia da previsgo,

considere-s¢ um um processo AR(1) estaciondrio,

Y = 11 + € com |¢1] < 1,

em que €; é um processo GARCH(1,1). A previsio pontual 6tima segue a recursao,

EWis|¥e) = o1 E(Yeys-1|¥e-1),

sendo que a previsdo para o primeiro perfodo € E(ye41 |¥¢) = ¢19:. Invertendo
o processo AR(1), os coeficientes em (2.37) sdo dados por w; = ¢}. Portanto, a

partir de (2.39), a varincia do erro de previsdo é,

s—1
Var(eys|¥e) = Y @3 E(e}y,—il V1), paras 2 1,
=0

sendo que as esperangas podem ser calculadas recursivamente por,
E(Ef+s|\]’t) =w+ (al + ﬁl)E(ef-fslq’l)r para s > 1:

com a esperanga inicial igual a E(e7,,|¥;) = w + e} + B o

2.6.4 Persisténcia na variancia

Como exposto na segdo anterior, quando ARCH estd presente, o conjunto de
informagdo disponifvel {¥,} € Gtil para verificar a acurécia com a qual um processo

pode ser previsto. Isto posto, toma-se interessante considerar como {¥,} afeta a
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incerteza da previsdo, conforme o horizonte de previsdo s aumenta. Segundo Bera

& Higgins (1993), para s > p, a esperanca condicional (2.41) reduz-se a,

E(el %) =w+ ) (0 + Be) Bl il ¥), (2.42)

i=1
que é uma equagdo em diferengas linear para a sequéncia { E(e7,,|%:)}32 .. Se
asraizesde 1 — (a1 +61)L— ... — (am + Bm) L™ = 1 — a(L) — B(L) estio fora
do circulo unitério, a solu¢do de (2.42) converge para,

W
l—al—...—ap—ﬂl—...—ﬁ,,

lim E(ef,,|¥i-1) = , (2.43)

que ¢ a variancia incondicional de {e;}. Neste caso, 2 medida que o horizonte
de previsdo aumenta, {¥;} ndo fornece informago sobre a varidncia de {€¢4s}.
Contudo, caso as raizes de 1 — a(L) — B(L) estejam sobre ou dentro do circulo
unitdrio, ndo ocorrerd tal convergéncia. Por cxemplo, considere-se um processo
GARCH(1,1) com 1 — a(L) — B(L) possuindo uma rafz unitéria, implicando que
oy + By = 1; assim, (2.42) reduz-se a,

E(€t2+s|‘1’t) =w+ E(5t2+s—1 (), (2.44)
que tem como solugdo,
E(e}4,|¥) = sw+ B(ef|¥y), (2.45)

assim, quando a3 + ) = 1, a previsdo da variancia condicional cresce linear-
mente com o horizonte de previsdo s ¢ a dependéncia de {¥,} persiste através de
E(Etzl‘l’g)

Como posto por Bollerslev et. al. (1994), a nogao de persisténcia de um cho-
que sobre a varidncia ou volatilidade no contexto da classe de processos ARCH ¢
significativamente mais complexa que o conceito equivalente de persisténcia so-
bre a média de modelos lineares como 0 ARMA. Isto ocorreria porque mesmo

modelos da classe ARCH fortemente estacionérios, como visto, frequentemente
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ndo possuem momentos incondicionais finitos.

Bollerslev et. al. (1994) escrevem que seria bastante razodvel definir persis-
téncia de choques em termos da previsio de momentos. Isto €, escolher algum
n > 0 ¢ definir que choques sobre {¢7} ndo persistem se, e somente se, para todo
s, Es (at2 ) converge, quando t — o0, para um limite finito independente da infor-
mag3o até o tempo s. Tal definigo de persisténcia seria particularmente apropriada
quando uma teoria econdmica faz da previsdo de momentos, ao invés da previsdo
da distribuigdo, seu objeto de interesse. Isto posto, a ambiguidade gerada por como
se definc persisténcia sobre {07} fica exposta, dado que o momento condicional
Es(a?") pode divergir para o infinito para algum 7, mas convergir para um limite
bem comportado e independente das condigdes iniciais para outro 7, mesmo que

{02} seja cstaciondria e crgédica.

Assim, Engle & Bollerslev (1986) consideraram um processo GARCH com
a(1) + (1) = 1 como um modelo com propriedades especfficas, que foi denomi-
nado processo GARCH integrado (IGARCH). Engle & Bollerslev (1986) viram
similaridades entre o processo IGARCH ¢ processos integrados na média. Em um
processo que ¢ integrado na média, isto ¢, que deve ser diferenciado para obter-se
um processo estaciondrio, um choque no perfodo atual afeta o nivel da série infi-
nitamente. De forma similar, em um processo IGARCH, um choque condiciona

infinitamente as variincias futuras.

Nelson (1990b) mostrou que a analogia com processos integrados na média
tem sérias limitagdes. Nelson (1990b) mostrou que apesar de processos IGARCH
nio serem fracamente estaciondrios, dado que possuem varidncia inifinita, estes
podem ser fortemente estaciondrios. Entretanto, processos integrados na média

ndo $30 estaciondrios em nenhum sentido.

Bera & Higgins (1993) escrevem que o rclato consistente de grande persis-
téncia na varidncia de séries temporais financeiras € surpreendente, posto que

nenhuma teoria ccondmica prediz tal comportamento. Lamoureux & Lastrapes
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(1990) escrevem que esta alta persisténcia pode ser causada por especificag@o er-
rada da varidncia e resultado dec uma mudanga estrutural na variéncia incondicional
do processo, causada por uma mudanga cm w por exemplo. Além disso, Bollers-
lev et. al. (1994) escrevem que a persisténcia aparente de choques pode dever-se a

leptocurticidade das distribui¢des, em vez de por ndo-estacionariedades inerentes.

2.6.5 Relaciio com processos em tempo continuo

Formalmentc, processos da classc ARCH sdo cquagdces cm difercngas cstocés-
ticas ndo-lineares. Bollerslev el. al. (1994) escrevem que isto torna suas proprieda-
des probabilisticas ¢ estatisticas, tal como estacionaricdade, finitude dos momen-
tos, consisténcia ¢ normalidade assint6tica dos estimadores de médxima verossimi-
lhanga, consideravelmente mais complexas que as dos modelos lineares. Assim,
uma forma de simplificar a andlise destas propriedades dos processos ARCH €
aproximar as equagoes em diferencas estocésticas por mais tratdveis equagoes dife-
renciais cstocésticas, este foi o tipo de argumentagfo utilizado em Nelson (1990a).
Por outro lado, processos discretos, como os da classe ARCH, s@o mais conveni-
enles para certos propésilos que os processos representados por equagdes diferen-
ciais estocdsticas, notavelmente, no que concerne aos procedimentos de estimagio

¢ inferéncia.

Expor a teoria dos processos ARCH como aproximag@o de processos conti-
nuos de difusdo, e vice-versa, estd muito além do escopo desta dissertagdo. Con-
tudo, considerou-se relevante tragar as linhas gerais do problema da aproximagdo
de um processo de difusdo continuo por um processo discreto como o ARCH. Ou
seja, dado que os economistas elaboram modelos tedricos para o sistema econd-
mico utilizando-sc processos estocésticos em tempo continuo e considerando que,
em ultima instancia, os dados disponiveis s3o discretos, haveria fundamentos para
a utilizac@o de processos discretos como aproximagdes adequadas destes mode-
los teéricos? Isto ¢, poder-se-ia aproximar, de forma adequada, um processo em

tempo continuo por um processo discreto como o ARCH ¢ vice-versa? Nelson

35



(1990a) respondeu a esta questao utilizando um instrumental bastante sofisticado,

o cdlculo estocdstico.

Por exemplo, segundo Bollerslev et. al. (1994), um modelo de difusdo bastante
aplicado na literatura econométrica sobre aprecamento de opgdes postula que scja
{y:} o prego de um ativo ¢ {0} a volatilidade do seu retomo. O processo em

tempo continuo para a evolugdo conjunta de {y:, 0:} € dado por,
dy, = pyedt + ye0edWiy, (2.46)

<,
djin(o?)] = —Plin(o?) — aldt + YdWz,, (247)

em que &, ¥, B ¢ a denotam os parimetros do processo e {W,} e {Wa,} sdo

movimentos brownianos que satisfazem,

dWh
dWa,

[ awre awny | = :) ’1’ . (2.48)

Na pritica, claramente o processo de preco pode ser observado apenas em
intervalos discretos de tempo. Entretanto, modelos em tempo continuo como o das
equacdes (2.46), (2.47) e (2.48) proporcionariam uma estrutura muito conveniente

para a andlisc de vérios aspectos tedricos relacionados ao apregamento de ativos.

Um processo de difusio, de forma bastante geral, segundo Nelson (1990a),

pode ser formalizado pela scguinte equagdo intcgral estocistica,
t i
X¢ = Xo+ / p(Xs)ds + / QU2(X,)dW., 2.49)
0 0

na qual {W;} é um movimento browniano padrao Nx1, p(-) e Q1/2(-) sao fungdes
continuas de RY ecm RY ¢ o espago das N x N matrizes reais, respectivamente. O
valor inicial, {Xo}, pode ser fixo ou aleatério. Bollerslev et. al. (1994) escrevem
que se a equacio (2.49) possui uma solugdo nica no sentido fraco, a distribuigdo

do processo {X;} seria entdo completamente determinada pelas quatro caracteris-
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ticas seguintes:

i. afung@o de distribuigio acumulada, F'(x,), do ponto inicial Xg,
ii. atendéncia u(z),
iii. a matriz de variéincia condicional Q(z) = Q(z)'/2(Q(z)/?]',

iv. acontinuidade, com probabilidade um, de {X;} como uma fungo do tempo.

Isto posto, a questdo seria como aproximar (2.49) por um processo ARCH,
ou vice-versa. Nelson (1990a) mostrou que se um modelo econdmico especifica
um modelo de difusdo tal como o da cquagdo (2.49), em que algumas varidveis de
estado, inclusive {€2(x,)}, sdo ndo observéveis, é possivel formular um processo
ARCH similar ao verdadeiro processo, no sentido que a distribuigio das trajetGrias
amostrais geradas pelo processo ARCH e o modelo de difusio na equagio (2.49)
lornam-se arbitrariamente proximos para discretizagbes cada vez mais finas, isto
¢, para intervalos de tempo entre as realizagdes cada vez menores. Portanto, um
processo ARCH discreto € uma aproximagdo adequada de um processo de difuséo

continuo ¢ que possui propricdades descjéveis, como exposto anteriormente.

2.7 ARCH: Interpretacdes e origens

Sem considerar sua relativa simplicidade, Bera & Higgins (1993) escrevem
que a principal razdo para o sucesso empirico de modelos da classe ARCH é que
tais modelos conscguem captar muitas das regularidades empiricas observadas,
como a leptocurticidade da distribuigdo dos retornos, o agrupamento da volatili-
dade, nao-linearidades e variages na habilidade de prever-sc valores futuros. Isto
posto, ndo seria surpresa quc tais modelos possam ser interpretados de diversas

maneiras. Nesta se¢io serdo apresentadas algumas destas interpretagdes.
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2.7.1 InterpretacGes econdmicas

Mizrach (1990) desenvolveu um modelo de aprecamento de ativos e apren-
dizagem no qual distiirbios ARCH séo o resultado do problema de decisdo dos
agentes economicos. Ele mostrou que os erros cometidos pelos agentes durante 0
processo de aprendizagem sdo altamente persistentes, € que os erros atuais sdo de-
pendentes de todos os erros passados. Isto levaria a variancia condicional a possuir
a estrutura de um processo ARCH com longa defasagem. Isto pode ser relacionado

com a conhecida hipdtese das expectativas adaptativas em macroeconomia.

2.7.2 Origens

Stock (1988) estabeleceu uma conexdo entre deformag@o temporal e mode-
los ARCH. Segundo Stock (1988), toda varidvel econdmica, em geral, evolui em
uma escala de tempo operacional, enquanto na prética as varidveis s&o medidas
na escala de tempo do calenddrio. Este uso inapropriado da escala de tempo do
calenddrio poderia levar ao agrupamento de volatilidade, dado que relativamente a
escala de tempo do calendério, a varidvel poderia evoluir de forma mais rapida ou

lenta.

Stock (1988) mostrou que um modelo com deformagao temporal de uma va-

ri4vel aleatéria {€;} poderia ser aproximado por,

€ = pigr1 + v vV ~ N(O,07), (2.50)

em que 07 = w + a;€7. Stock (1988) também mostrou que quando termina um

periodo rclativamente longo de tempo operacional durante uma unidade do tempo
calenddrio, p; ¢ pequeno e of é grande, isto ¢, 0 parametro autorregressivo variante

no tempo scria inversamente relacionado a varifncia condicional.
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2.7.3 ARCH como Modelo n3o-linear

Conforme Bera & Higgins (1993), uma das caracteristicas essenciais do mo-
delo ARCH € Cou(ef,€?_;) # 0, mas Cou(ey,€;—5) = 0, para j # 0. Em pala-
vras, modelos da classe ARCH postulam uma relagio néo-linear entre {¢;} e seus
valores passados. Existem outros modelos ndo-lineares de séries temporais que
também podem exibir tal propriedade, como o modelo bilinear ou o modelo au-
torregressivo threshold [ver Gourieroux (1997)]. Por simplicidade, seguindo Bera
& Higgins (1993), abordaremos o modclo bilinear e sua relagdo com o modelo
ARCH.

Conforme Gourieroux (1997), diz-se que uma série temporal {€;} segue um
modelo bilinear se esta satisfaz,

£ = Zd’:Et—; + Z Zbgkft—yut k+ U, (2.51)
i= 7=1k=1

onde u; ¢ uma sequéncia dc varidveis aleatérias 11D(0,02). Os primeiros dois

momentos condicionais sdo,

E(st"]’) Z ¢1€l—1 + Z Z bjkst—Jut—k7

7=1 k=1

Var(ely-1) = 03'

Tais momentos condicionais contrastam com aqueles de um processo da classe
ARCH, nos quais a média condicional ¢, cm geral, uma constante, mas a variancia
condicional varia no tempo. Os momentos incondicionais, no entanto, podem ser

similares. Por exemplo, o modelo bilinear,
et = bnig—gu—1 +

tem E(g;) = 0 e Couv(e?,e?_,) = b32,02. Assim, esle processo exibe o agru-

pamento de grandes e pequenos desvios como processos da classe ARCH. Bera
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& Higgins (1993) escrevem que um modelo bilinear € bastante similar a um mo-
delo ARCH, posto que ambos podem ser reescritos como modelos de pardmetros
aleatorios para ;. De fato, um modelo ARCH(p) pode ser representado por um

modelo MA(p) de pardmetros aleatérios para &,
g =w + a(L){-16¢-1, (2.52)

no qual {(;} € um processo estocéstico escalar i.i.d com média zero e variéncia

unitdria, enquanto (2.51) pode ser reescrita como,
e =) [+ Ai[®)er; +ue, (2.53)
j=1

sendo m = maz(p,r), e Aj(t) = Y p_; bjrx—k.com¢ =0,i > p+1, b =0,
jzr+1

Conforme Bera & Higgins (1993), h4 uma outra forma de observar-se as si-
milaridades e difcrengas entre os modelos ARCH e bilincar. Apesar de ambos os
modelos captarem dependéncias nio-lineares, um modelo ARCH representa isto

de forma multiplicativa, enquanto o modelo bilinear postula uma estrutura aditiva.

Para finalizar, deve-se mencionar, conforme Bera & Higgins (1993), um pro-
blema inerente 2 utilizagdo de uma especificagdo néo-linear para a média condicio-
nal na modelagem de séries financeiras. Bera & Higgins (1993) escrevem que para
um modelo de média condicional n@o-linear explicar o tipo de variabilidade obser-
vada na prética, a variagdo na média condicional deve ser expressiva, implicando
grandes oportunidades de lucros n@o exploradas pelos agentes, 0 que constitui um
fato pouco provével. Assim, por esta razio, modclos ndo-lineares na média ndo se
tornaram tio populares na andlise de sérics financeiras. Os modclos ARCH néo
teriam esta limitacdo, posto que variagdes na volatilidade s@o representadas por
variages na variancia condicional, ligando a volatilidade a uma medida natural de

risco.
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2.8 ARCH: Extensoes

Conforme Bera & Higgins (1993), na exposicdo original do processo ARCH,
foi natural para Engle (1982) assumir que o processo da varidncia condicional
fosse linear nos erros quadriticos e que a distribui¢do condicional fosse a normal.
Entretanto, o préprio Robert F. Engle admitia que as hipéteses de linearidade e
normalidade condicional poderiam nfio ser apropriadas em algumas aplicacdes.
Trabalhos subsequentes foram preenchendo as deficiéncias do modelo ARCH ori-
ginal, dando origem a diversas extensdes do modelo. Nesta segdo, serdo analisadas
algumas formulagdes alternativas para o processo da variancia condicional que tém

mostrado-se lteis na pesquisa aplicada.

28.1 IGARCH

Conforme Gourieroux (1997), na estrutura usual dos processos ARMA para
a média condicional, a condigdo de estacionariedade ¢ caracterizada pelas raizes
do polindmio autorregressivo, requerindo-se que o médulo de tais raizes seja es-
tritamente menor que um. Tornou-se uma questdio extremamente importante a
investigag@o do caso limite, em que as raizes podem ter médulo um. Desta linha
de pesquisa surgiram os denominados processos ndo-estaciondrios, ou processos
ARIMA (1 para integrado), que generalizam o conceito do processo passeio aleat-
rio. As mesmas consideragdes foram implementadas para a variéncia condicional,
i.e, para a classe de modelos ARCH, produzindo, entretanto, resultados significa-

tivamente diferentes.

De forma andloga as questdes concernentes a modelagem adequada das de-
pendéncias de longo prazo na média condicional de séries temporais econdmicas,
questocs similares tornaram-sc relevantes na modelagem da variancia condicional.
Isto porque, nas aplicagdes empiricas com dados financeiros de alta frequéncia,
a estimativa de a(1) + B(1) para o modelo GARCH sio frequentemente muito

préximas de um. Isto forneceu a motivagiio empirica para a elaboragéo do modelo
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GARCH integrado ou IGARCH por Engle & Bollerslev (1986), o qual possui al-
gumas caracterfsticas dos processos de raiz unitdria, ou integrados de ordem 1,
I(1), para a média. Contudo, conforme Baillie et. al. (1996), a analogia est4 longe
de ser perfeita.

Como visto anteriormente, um processo GARCH(p, g) pode ser expresso como

um processo ARMA(m, p) em {e?},
1 - (L) - B(L)e} =w+ [1 - AL

sendo m = maz(p,q) € {1 = €7 — o7}. Quando o polindmio autorregressivo
[1 = a(L) — B(L)] possui uma raiz unitdria, o processo GARCH(p, g) foi definido
por Engle & Bollerslev (1986) como sendo integrado na varidncia. Conforme
Baillie et. al. (1996), o processo IGARCH(p, g) pode scr sucintamente expresso
por,

$(L)(1 - L)ef =w+[1 - (L), (2.54)
emque ¢(L) = [1—a(L)-B(L))(1- L)~! tem ordem (m —1). Por simplicidade,
seguindo Nelson (1990a), considera-se 0 processo GARCH(1,1) para analisar bre-
vemente a propriedade relevante do processo IGARCH(1,1). Sob a hipdtese de

normalidade condicional, o processo €,

EtNN(Oro?)
o?=w+a]ef+ﬁla¢2, a>0,82>0,

a1+ 5 =1.

Conforme Nelson (1990a), as previsdes para a varidncia condicional para di-

ferentes horizontes tomam a seguinte forma,

k-1
E(o}lei-1) = (an + Br)Fof +w (Z(al + ﬂl)i) :

i=0
Como visto na segdo (2.6.1), se a3 + B < 1, o processo {€;} é fracamente
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estaciondrio, ¢ um choque sobre a variancia condicional {af+k} decai quando k
aumenta, sendo assintéticamente negligivel. Isto é, E(o? ' x|€¢—1) converge para a
varidncia incondicional igual a (w/(1 — a; — 1)) quando ¢ — oo se, € somente

se, a1 + 1 < 1.

Se a1 + 57 > 1, o efeito sobre {at2 ', &} N0 decai assintSticamente. Trata-se da
propriedade denominada persisténcia que foi analisada na se¢ao (2.6.4). No caso

particular do modelo IGARCH(1,1) comw > 0 e o3 + ;1 = 1, tem-se,

E'(af_kkleg) = 0% + kw.

Nelson (1990a) mostrou que E(o? " k|€t) — oo quase-certamente quando
t — oo. Ainda assim, Nelson (1990a) mostrou que o processo IGARCH(1,1)
é estaciondrio ¢ ergédico. Ou seja, o processo IGARCH com w > 0 impde propri-
edades para as previsdes de {0, } iguais a de um passeio aleatério com tendéncia,
entretanto o processo IGARCH é estaciondrio ¢ ergédico. Este € um exemplo claro
das diferencas concernentes a questdo da ndo-cstacionariedade entre modelos para

a média condicional e para a varidncia condicional.

2.8.2 FIGARCH

Ainda que o processo GARCH scja flexivel ¢ tenham sido propostas vérias
extensdes deste modelo de forma a incluir algumas caracteristicas particulares ve-
rificadas em algumas séries ccondmicas como assimetrias ¢ mudangas de regime,
processos GARCH n@o captam adequadamente algumas regularidades ecncontra-
das concernentes a persisténcia ou memoria longa na volatilidade do retorno de

algumas séries econdmicas.

Como exposto na se¢do antcrior, a andlise de questdes relativas a8 modela-
gem apropriada de dependéncias de longo prazo na média condicional de séries
econdmicas foi cstendida para o Ambito da varilncia condicional. Esta linha de

pesquisa levou Engle & Bollerslev (1986) a formulag@o do processo GARCH in-
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tegrado ou IGARCH, o qual possui algumas caracteristicas dos processos de raiz
unitdria ou I(1). Como visto, o efeito de um choque sobre a previsdo 6tima da
varidncia condicional futura faz com que os correspondentes pesos de resposta a
impulsos (choques) acumulados tendam & uma constante diferente de zero, tal que

as previsdes aumentam lincarmente com o horizonte de previsgo.

Conforme Baillie et. al. (1996), isto implicaria por exemplo, que 0 aprega-
mento de ativos com risco, incluindo op¢Ses de longo prazo e contratos futuros,
poderia exibir uma dependéncia extrema das condigdes iniciais, ou do estado atual
da economia. Contudo, Baillie et. al. (1996) escrevem que este grau extremo de
dependéncia parece contrério ao comportamento observado. Além disso, diversos
estudos como o de Crato & Lima (1994) e Ding et. al. (1993) reportaram fortes
evidéncias de memoéria longa nas autocorrelagdes de retornos quadréticos ou ab-

solutos de vérios ativos, como descrito na segdo (2.4.4).

Motivados por csscs fatos, Baillie et. al. (1996) formularam o processo GARCH
fracionalmente integrado ou processo FIGARCH. De forma a introduzir o pro-
cesso FIGARCH, é importante rever brevemente os principais fatos relativos aos
processos fracionalmente integrados para a média. Conforme Baillic et. al. (1996),
os conceitos de memoéria longa € movimento browniano fraciondrio foram intro-
duzidos originalmente por Hurst (1951) e Mandelbrot & Ness (1968), contudo,
as idéias foram realmente operacionalizadas para as aplicagdes com processos em

tempo discreto por Hosking (1981) e Granger (1980).

E um fato bem conhecido que, para processos ARMA estaciondrios, a fun-
¢do de autocorrelagdo tende a exibir um decaimento exponencial. Em contraste,
um processo com memoéria longa deve implicar em uma fungdo de autocorrela-
¢do que tende a cxibir um “lento” decaimento. De forma a obter um processo
com meméria longa, Hosking (1981) ¢ Granger (1980) incorporaram ao processo
ARMA(p, g) o operador de diferenciagdo fraciondria (1 — L), sendo0<d <1,
em que L denota o operador de defasagens. O processo resultante ¢ denomi-

nado processo autorregressivo fracionalmente integrado médias-mdveis ou pro-
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cesso ARFIMA(p, d, ). Especificamente, seja {X;} um processo estocéstico em
tempo discreto, um processo ARFIMA(p, d, ¢) para { X, } € definido por,

G(L)(1 — L)X, = O(L)er, (2.55)

em que ¢(L) e (L) sdo polindmios no operador de defasagen L, com ordens p €
g, respectivamente, e {¢;} um ruido branco. Hosking (1981) mostrou que a fun-
¢do de autocorrclagdo de um processo ARFIMA decresce hiperbolicamente para
0 < d < 1, que é um padrdo significativamente mais lento que o padrio de um
processo ARMA, Baillie et. al. (1996) escrevem que o operador de diferenciagéo
fraciondria possui uma expans@o binomial que € expressa de forma mais conveni-

ente em termos da fungéo hipergcométrica, ou seja,
(1- L) = F(-d,1,1;L),

= ir(k —d)l'(k +1)7'(~-d)~' L*,
k=0

oc
= mL*, (2.56)
k=0

I'(-) denotando a fun¢éio gama. A fungiio hipergeométrica pode ser formalmente
definido por,

F(m,n,82) = T(s)I(m) " 'T(n) ™' Y T(m+j)T(n+§)T(s+5) ' T(j+1)""a.
3=0

A estacionariedade fraca e invertibilidade do processo s@o obtidas restringindo
d ao intervalo —-0,5 < d < 0,5, implicando que o processo terd representagdes
médias mdveis ¢ autorregressivas dnicas. Entretanto, para d > 0, diz-se que o

processo possui memdria longa no sentido que,

k
Jim > sl
j=—k
ndo converge para um limite finito, em que p; denota a autocorrelagio do processo
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no lag k. Essencialmente, diz-se que um modelo ARFIMA impde uma dicotomia
entre a dindmica de curto e longo prazos, modelando o comportamento de curto
prazo através da estrutura ARMA tradicional, enquanto a dindmica de longo prazo

¢é modelada pelo pardmetro de diferenciagéo fraciondria, d.

Um processo ARMA eslaciondrio ¢ inverlivel tem aulocorrelagdes que séo
geométricamente limitadas, isto &, |pj| < em™*, parak — oo, com 0 < m <
1, sendo portanto um processo com meméria curta, enquanto, para um processo
ARFIMA(p, d, ¢) estaciondrio, verifica-se a seguinte relagdo a medida que k —
0,

pr & ck*! 2.57

assim, a fungdo de autocorrelagdo € aproximada por uma constante ¢ > 0, que
pode depender dos pardmetros do modelo, mas ndo de k, e por um termo hiper-
bélico. Portanto, a convergéncia para zero destas autocorrelagdes € significativa-

mente mais lenta que a de um processo ARMA.

Isto posto, o processo GARCH fracionalmente integrado foi introduzido por
Baillie et. al. (1996) para capturar a meméria longa na variéncia condicional. A

partir da formulagfo padrdo de um processo GARCH(p, ¢),
of = w+ a(L)el_; + BL)oi_j,

que, como visto, pode ser rescrita como um modelo ARMA para os erros quadra-
ticos, ou seja,
$(L)1 - D)ef = w+ [1 - AL,

em que ¢(L) = |1 — (L) — B(L)}(1 - L)~! tem ordem (m — 1), o processo
FIGARCH(p,d,q) ¢ obtido pela substituigdo do operador de diferencas (1 — L)

pelo operador de diferenciagdo fraciondria (1 — L)4; assim,
$(L)(1 — LY'e} = w+ [1 = B(L)]w (2.58)
com 0 < d < 1, e todas as raizes de ¢(L) e [1 — B(L)] estdo fora do circulo
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unitdrio.
Conforme Baillie et. al. (1996), rearranjando os termos da equagio (2.58) e

utilizando o fato que {v; = £?—0?}, uma representagio alternativa para o processo
FIGARCH(p, d, q) é,

[1-B(L)of =w+[1 - BL) — $(L)(1 — L)¥e?. (2.59)
Assim, a variéncia condicional de {¢,} ¢ dada por,

of =wll = B)]™" + {1 - 1 - BL)'$(L)(1 - L)*)e?,
=w(l = B(1)]™! + A(L)eZ, (2.60)

em que A(L) é um polinémio em L. Esta equacio é denominada representacdo
ARCH infinita. Para que o processo FIGARCH(p, d, g) na equagdo (2.58) seja
bem definido e a varidncia condicional seja positiva quase-certamente Vt, todos
os coeficientes na Equagdo (2.60) devem ser ndo-negativos, i.e, A > 0 para {k =
1,2,...}. Entretanto, Baillie et. al. (1996) postulam que os resultados reportados
por Nelson & Cao (1992) quanto 2 necessidade de se imporem tais restrigdes na
estima¢@o do modelo GARCH extenderiam-se ao modelo FIGARCH.

Segundo Baillie et. al. (1996), para 0 < d < 1, a fungdo hipergeométrica
calculadaem L = 1 éigual 3 F(—d,1,1;1) = 0, tal que A(1) = 1. Assim o termo
w > 0 teria a mesma interpretagdo vélida para o modelo IGARCH. Consequente-
mente, 0 segundo momento da distribuigdo incondicional de €, seria infinito. Isto
posto, o processo FIGARCH claramente ndo é fracamente estaciondrio, caracte-
ristica compartithada pelo modelo IGARCH. Baillie et. al. (1996) extendem os
resultados obtidos por Nelson (1990b) ¢ Bougerol & Picard (1992) para o modelo
IGARCH a0 modelo FIGARCH. Ou scja, apesar de nio ser fracamente estaciona-
rio, o processo FIGARCH, assim como o IGARCH, seria fortcmente estacionério

e ergédico.
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2.8.3 APARCH

Uma das principais limitagdes dos modelos ARCH vistos anteriormente, €
que o impacto de choques sobre a volatilidade é simétrico nestes modelos. Assim,
choques positivos ¢ negativos 1€m o mesmo impacto sobre a varidncia condicional
(ou volatilidade). Conforme Issler (1999), dado que a maioria das aplicacoes dos
modelos ARCH ocorre em Finangas, e para estes dados € pouco provével que
choques positivos € negativos tenham o mesmo impacto, seria desejével formular

modelos que permitissem a estimago e teste da assimetria.

Isto posto, diversos modelos nesta linha foram propostos, como o modelo
EGARCH de Nelson (1991) ¢ o TARCH de Zakoian (1994). Um dos modelos mais
promissores nesta linha é o modelo ARCH com poténcia assimétrica (APARCH)
proposto por Ding ct. al. (1993). O modelo APARCH (p, q) pode ser representado

por,
P

q
of =g+ Z illes—il — viees)’ + Eﬁjaf—ja (2.61)
. =

i=1

emqueag >0,0>00;0 20e-1 <% < 1. Este modelo concilia
a flexibilidade de um expoente variante com o coeficiente de assimetria; desta
forma, este modelo é capaz de detectar impactos assimétricos de choques sobre a
volatilidade. Especificamente, se y > 0, verifica-se o efeito alavancagem, isto ¢,
chogues negativos tém um impacto maior sobre a volatilidade da série que choques

positivos. Se y > 0, verifica-se o contrério.

2.9 ARCH: Estimacao

A abordagem baseada na verossimilhanga € o procedimento, mais utilizado na
estimagdo de modelos ARCH, ¢ scré adotada nesta disscrtag@o. No entanto, outras
abordagens como métodos ndo paramétricos, semi - paramétricos € bayesianos

foram propostas.
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2.9.1 Maxima verossimilhanca com €, gaussiano

Suponha que deseja-se estimar os parmetros de um modelo de regressdo

ARCH, com especifica¢do dada por,

!
€ =Y — T,€,

&t =Zt\/012,

0f =00+ 1€l + ...+ e

t—p
=ag+ ay(yi—1 — a;lt_lf) + ot op(Ye—p — wlt—pg):
— Zt(g)’a’ (2.62)

sendo,

a = (ag,01,...,0p)

Zt(é)l = (l,yt—] - 5'3:—15,:%—2 - l‘;_gf, ceyYtep — m;—p£)1

assumindo 2; ~ i.i.d. N(0, 1), com 2, independente de ¥,_, a distribuiggo con-
dicional de y; é gaussiana com média z,£ e variancia o2,
£2

expl —— |. (2.63)
vV 27r¢7t2 P ( 207

f@l¥i-1;0) =

E conveniente colocar os pardmctros a screm estimados em um vetor ¢ de
dimenso (a x 1),
! AN
0=(¢,a).
Isto posto, a fungdo de log verossimilhanga condicional as primeiras m obser-
vagoes €,

T T
Lr() =) in(f@l¥e-1;0)) = >_ ("), (2.64)
t=1

t=1

em que /;(+) € a contribuigdo individual da verossimilhanga, especificamente,
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T I iy
Lr(0) = — (5)171(2‘”) -3 Z In(o}) — 3 (a_lz) . (2.65)
t=1 t=1 V¢t

Para um dado valor numérico do vetor de pardmetros 6, a sequéncia de va-
rifincias condicionais pode ser calculada por (2.62), sendo entdo utilizadas para

calcular a fungdo de verossimilhanga condicional (2.65).

Uma caracleristica atraente da fungdo de verossimilhanga gaussiana € que a
matriz de informagdo ¢ bloco diagonal entre os vetores de pardmetros £ ¢ a. O

Teorema 5 apresentado em Engle (1982) fundamenta esta propriedade.

Teorema 5 (Engle(1982)) Se um modelo de regressdo ARCH é simétrico e regu-

lar, entdo a matriz de informagdo € bloco diagonal entre § e o

Prova, ver Engle (1982).

Para verificar isto, conforme Bera & Higgins (1993), note-se que o (%, j)-
ésimo elemento do bloco fora da diagonal principal da matriz de informagdo pode
ser escrito como,

1 & 8%L 1 & 1 90?00
22 5(she) 75 PG ae) 9

Se of € um processo simétrico no sentido da defini¢io de Engle (1982), a ul-
tima expressdo entre parénteses ¢ anti-simétrica e, portanto, tem esperanca zero.
Os modelos simétricos no sentido da Definigao 7, como o modelo GARCH, com-
partilham desta propriedade ¢, conforme Bera & Higgins (1993), o mesmo nao
sc verifica para os modelos assimétricos como o EGARCH de Nelson (1991). A
importancia desta propriedade € que, no contexto da abordagem baseada na veros-
similhanga, a estimagdo de £ ¢ a pode ser implementada separadamente sem perda

assintética de cficiéncia c suas variancias podem ser calculadas separadamente (ver
Engle (1982) ¢ Bollerslev (1986)).
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O score para 0 modelo de regressio ARCH pode ser calculado a partir de,

AL(9) 19In(0) 1(108e & 60?)
_oue) _ _lowmley) 1(10er & Ooi 2.67
“O==5 =37 2\zow @prow) %
mas,
Oe? —2z64
Oei _ 2.68
o0 [ 0 ] 269
67
g0} 0(a0+ YT, a;el_;)
50 0 :
Ooyg 6&_—,‘ 2 = 36?__1
30 +§( 30 )“"‘-J'“L;""( 50 )’
0] [o] [ 0 ] 22|
0 m 0
= (o] + [} +---+ +>a 0 ,
i=1
0] o € m | 0]
_ ET:] —20i€4— Tt —j , (2.69)
20

substituindo (2.68) e (2.69) em (2.67), tem-se que a fungio score ¢ dada por,

6[4(0) _ L 512 1:n=1 —20tj5¢_jfl2¢_j (iL‘t&’t)/Utz
N ~(203 - 2(0?)2) [ ’ Z,(€) } * [ 0 } - @70

Engle (1982) utilizou o método de scoring para maximizar a fungéo de veros-
similhang¢a condicional. Um algoritimo bastante utilizado nas pesquisas aplicadas
é o proposto por Berndt et. al. (1974). A partir de valores iniciais da r—ésima

iteragdo, o ( 4 1)—ésimo passo do algoritimo pode ser escrito como,
T

m-1 7
gD _glr) [Z<f961;z)(%)] Z%_Ig, @.71)

t=1 t=1
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T -1 7
oL oL L
(r+1) — (") Z t t Z
o =q +[ (aa)( >] 2 e 2.72)

A estimaciio do modelo de regressio GARCH(p, g) € bastante semelhante a
do modelo de regressdo ARCH(p); as diferengas surgem devido a incluséo de vari-
ancias condicionais passadas, i.e o2_;, no processo da variéncia condicional. Con-

forme Bollerslev (1986), sejam,

/ 2 2 2 2
2y = {l,et_] yooo ,et_p,ot_], o ,O't_q},
1
w = {a01'-'1ap7ﬁ]1'--)ﬂq}1
e c O, onde {# = (¢',)} e © é um subespago compacto de um espago eucli-

diano tal que &, possua segundos momentos finitos. Assim, pode-se reescrever 0
modelo GARCH(p, g) como,

E =Yt — xltém
&|¥i_1 ~ N(0,07),

)
0't2=z¢‘w.

Assumindo normalidade condicional para ¢;, a fungio de log verossimilhanca

condicional para o modelo de regressio GARCH ¢ dada por,

T
1
ir(6) = 7 > k(O), (2.73)
t=1
1 1 g2
1(0) = —=lna? — = 2%, (2.74)
l( ) 2 i 2 012

obtém-se 0 score em relac@o 3 0' 2 fazendo,
o, 1 6at
a_ o ] 2.
dw 207 w ( ) 2.75)
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o hessiano é,

621¢ €¢2 a 1 aat 1 00’? 60’t 6t
= ()2 (2.76)
dwdw o? 9w’ \2020w ) 202 0w Ow o2’

em que, 2
aa, . 0 g
o =t Zﬁ, pom @2.77)

a parte recursiva expressa na equagdo (2.77) € a unica diferenca em relagdo a esti-
macio do modelo ARCH original de Engle (1982).

O score em relagdo a £ € dado por,

ol e& 1 ,007 (ef )
G _ &t D 200t (& 2.
o¢ at2 +2at 0¢ Ulz ! (2.78)

sendo o hessiano dado por,

let _ _§¢_§; 1 80,2 %(é) 25t§t Bot
6O~ of  2(07)? O€ O \o?) (07 OE

& _ 2 L%)

60! . aat—:;

=-2 Z ai&t—lst—t + Z ﬂj

onde,

(2.80)

Conforme Bollerslev (1986), novamente, a tinica diferenca em relagéo ao mo-
delo ARCH original de Engle (1982) ¢ a relagéo recursiva presente na expres-
sa0 (2.80). Posto que o processo GARCH ¢ simétrico e regular no sentido da Defi-
nigéo 6, os elementos no bloco fora da diagonal principal da matriz de informagao
sdo zero. Dada esta independéncia assintética, a pode ser estimado sem perda de

cficiéncia assintdtica, bascado cm uma cstimativa consistente de &, e vice-versa.

Devido 2 presenga dos lcrmos recursivos mencionados, Bollerslev (1986) uti-

lizou 0 método proposto por Berndt et. al. (1974); neste caso, scja 0¢) a cstimativa



do vetor dc pardmetros depois da i—ésima iteragdo, 8¢+ é calculada a partir de,

: : T o1, 01\ 7' = ol
0+ = o0 A,-(tzl 50‘-6—9‘,) 3 %" @381)
em que A; € um step length varidvel escolhido para maximizar a fungdo de log ve-
rossimilhanga em uma dada dire¢do. Apesar de ndo explicitado, as iteragOes para
f(") e w podem ser implementadas separadamente dada a bloco diagonalidade

da matriz de informag3o.

Alternativamente, conforme Hamilton (1994), o gradiente da fungdo de log
verossimilhanga pode ser calculado numéricamente (ou analiticamente) pela dife-
renciagdo numérica da log verossimilhanga. Assim, o gradientc calculado numeri-

camente pode ser utilizado em conjungdo com um procedimento de otimizgdo.

2.9.2 Quasi-méixima verossimilhanca

Para a maioria das aplicagdes, € dificil justificar a hipétese da normalidade
condicional. Assim, a fun¢fio de log verossimilhanga condicional pode estar erro-
neamente especificada. Entretanto, pode-sc ainda obter estimadores consistentes
dos pardmetros, tais estimadores sdo usualmente denominados na literatura como
estimadores de quasi mdxima verossimilhanga, EQMYV. Contudo, os erros padrao

destes estimadores devem ser corrigidos.

Weiss (1986) foi o primeiro a estudar as propriedades assint6ticas dos esti-
madores de quasi méxima verossimilhanga de modelos da classe ARCH. O im-
portante resultado a que Weiss (1986) chegou foi que na medida em que os dois
primeiros momentos forem corrctamente especificados, § € @ podem ser consis-
tcntemente estimados, ainda que a hipdtese de normalidade condicional seja vio-
lada.

Para estabelecer a distribuigio assintética dos EQMYV, scja 0=(E,%)o

EQMYV e seja 6 o verdadeiro valor do pardmetro. Entdo, sob certas condi¢des de
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regularidade,
VT -0) % N0, D1SD™), (2.82)

S representando o Hessiano e D o produto externo do gradiente, com,

§ = plim T~ ! Z[s, (0)][s:.(0)] (2.83)
t=1

s¢(6) sendo o vetor score expresso em (2.67).

A matriz D € dada por,
- 0s:(0)
1 t
D=pinT Z E( o q’“‘)’
_ -Z""-x —205€¢—jT1—;
= plim 7! ([1/2 RN :
T—r00 Z i zt(&)

x [Z —2ajst-jwt-,-[z¢(e)l'] +(1/a?) [“";‘ OD (2.34)

i=1 0
Segundo Hamilton (1994), a matriz S pode ser consistentemente estimada
por,
~ T ~ a7
Sr =T [su(0))se(0)), (2.85)
de forma similar, a matriz D pode ser consistentemente estimada por,

Dr=T"! Z ([1/2( 2)2] [Z 20[’6"‘-73:‘*1}

z(§)

i , et 0
x [Z—%je‘t-,-wt_,-lzz(&)l]+<1/&?) ["":‘ OD 2.86)

J=1

Isto posto, os erros padrio de @ que sdo robustos a especificagio erronea da
familia de densidades podem ser calculados a partir da raiz quadrada dos elementos
da diagonal principal de,
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15718, D7,

Caso o processo gerador de dados seja realmente gaussiano, ocorre que S =
D, reduzindo-se & matriz de variancia assint6tica usual no contexto da estimagéo
por méxima verossimilhanga. Bollerslev & Wooldridge (1992) generalizaram os
resultados de Weiss (1986) para o modelo ARCH univariado ao modelo GARCH

multivariado, sob um conjunto menos restritivo de condigoes de regularidade.

2.9.3 Maxima verossimilhanca com &, nfio-gaussiano

Como visto na se¢do anterior, scgundo Weiss (1986) e Bollerslev & Wool-
dridge (1992), caso esleja-se inleressado somente nos dois primeiros momentos
condicionais, a hipétese de normalidade condicional € justificdvel, posto que o es-
timador de quasi méxima verossimilhanga € consistente, se a média e a variéncia

condicionais forem corretamente especificadas.

Entretanto, Engle & Gonzales-Rivera (1991) mostraram que tal estimador ¢
ineficiente, com o grau de incficiéncia aumentando com o grau de desvio da nor-
malidade. Isto posto, a busca por uma distribui¢io adcquada torna-se muito rele-
vante em termos de ganho de eficiéncia. Além disso, do ponto de vista das apli-
cagdes, a modelagem correta da curtose e assimetria € importante nas aplicagodes

financeiras.

A utilizagdo da distribuico t-Student padronizada € muito comum Bollerslev
(1987), entre outros, mostrou quc esta distribuigdo captura de forma mais adequada

a curtosc observada. Sc z; ¢ distribuida como uma t(0,1,~), em quc v denota os
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graus de liberdade, a fun¢iio de log verossimilhancga torna-se,

Lr(6) = T[zn(r<” . 1)) - m(r(g)) — 0, 5ln(n(v - 2))}

-0,5 ZT: [zn(af) +(1+ u)ln(l + -—-2—)] : (2.87)
t=1

o)
v—-2
o parametro v controla o quio pesadas sdo as caudas, a leptocurticidade € de-
crescente com v. A distribuicao t é simétrica em torno de zero, entretanto para
4 < v < o0, a curtose condicional ¢ igual a 3(v — 2)(v — 4), que excede a curtose
da normal. Conforme Issler (1999), utilizando-se a distribuigio t-Student, o pro-
cedimento de estimagdo selecionard o mimero de graus de liberdade que melhor
ajusta-se aos dados, ndo eliminando a possibilidade de leptocurtose a priori. As-
sim, uma estimativa relativamente grande de v poderia indicar que a normal seria

uma aproximacgdo adequada.

Nelson (1991) propds o uso da distribui¢io exponencial generalizada (DEG)
ou distribuigao do erro generalizada. Sua fungio de densidade, para uma varidvel

aleat6ria normalizada, podc scr representada por,
F(z(0);v) = vA~ 1270/ (=1l egp(—0, 5|2, (O) A1), (2.88)

em que A = (202D (~1Ir(3v=1))!/2. Novamente, v controla o péso das
caudas. Para v = 2, a densidade torna-se a normal padréo, para v < 2, a densidade
tem caudas mais pesadas que a da normal ¢ vice-versa para v > 2. Se 2, possui
¢ uma varidvel alcatéria normalizada com distribuicdo DEG, sua fungéo de log
verossimilhanga é dada por,

T

Lr(8) = z [ln(u/)\) -

=1

—0,5In(o? )} ) (2.89)

v

— (1 4 v Hin@) - In(I(1/v))

Z
A

Ambeas as densidades condicionais expostas anteriormente sdo simétricas. As-
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simetria ¢ curtose s30 momentos relevantes nas aplicagdes financeiras sob varios
aspectos. Recentemente, Laurent & Peters (2001) aplicaram e extenderam a distri-
buigo t-Student assimétrica proposta por Fernandez & Stell (1998) aos modelos
ARCH.

Assumindo-se que 2; tenha distribuicio t-Student assimétrica, a fungio de log

verossimilhanga € dada por,

Lr(0) =T[ln(l‘(y_;1)) —ln(l“(%) -0, 5in(r(v — 2)) -Hn(bj %)

T
+ l‘n(s) -0,5 Z (ln(a?) + (1 + u)ln(] + le”‘):\
t=1

v—2
(2.90)
em que,
L= 1 sez > =7,
-1 sez < =%,
e, .
m = I‘(ﬁ—)\/u—2 1
) T
com,
s=4/(2+ % -1)-m?

sendo ¢ o parmetro de assimetria, com ¢ = 1 tem-se a (-Student simélrica tradici-
onal. A fungiio densidade de uma t-Student assimétrica para uma varidvel aleatéria

padronizada z;, pode ser representada por,
f(zle,v) = f_r{9(6(8Z+m)IV)1<-m,o>(Z+m/8)+9((sz+m)/ Up)o, 00 (z+M/ )},

cm que g(-) denota a distribuigdo de uma t-Student.
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2.10 ARCH: Testes
2.10.1 O Teste ARCH de Engle

Conforme Bollerslev et. al. (1994), o teste do tipo multiplicador de Lagrange
proposto por Engle (1982) ¢ bastante simples de se calcular e derivar. Sob a hipé-

tese nula, assume-se que 0 modelo seja um modelo de regressio dindmico padrdo,
!
Yi=z6+¢,

ee¢|Wi—1 ~ N(0,02). A hipStese alternativa é que os erros sejam ARCH(p) como
na equagdo (2.10c), ou seja, testa-se Hg : o) = ... = ap = 0. De fato, este teste

pode ser facilmente implementado seguindo-se os seguintes passos:

1. Estimar uma regressdo de minimos quadrados ordindrios e obter os residuos

€¢. Elev4-los ao quadrado para obter £2,

2. Estimar uma regresso de £2 contra uma constante e p de suas préprias de-

fasagens, obtendo RZ, a estatfstica R? ndo centrada da dltima regressdo.

3. Sob a nula que &;|¥,_; ~ N(0,0?), aestatistica de teste T'R2 4, x2. Com-
parando entdo, T'R2 com a entrada apropriada de uma tabela da distribuicdo

X2, pode-se testar Hy: a3 = ... = ap =0.

2.10.2 O Teste BDS

Segundo Bollerslev et. al. (1994), o teste do tipo multiplicador de Lagrange
sugerido por Engle (1982) ¢ mais um teste para agrupamento de volatilidade do
que para heterocedasticidade condicional em geral ou dependéncia ndo lincar em

geral.

Um testec amplamente utilizado ¢ citado na literatura para detectar desvios da

hip6tese de um processo iid € o teste proposto por Brock el. al. (1996) (Teste BDS).
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Este teste inspirou e tem inspirado uma literatura extensa sobre suas aplicagdes em
Econometria (ver Scheinkman & LeBaron (1989)).

De forma a descrever o teste, seja {y; },-, r uma sequéncia escalar a qual, sob
a hip6tese nula, assume-se que seja um processo iid no tempo. Definindo-se as m-
histérias do processo y; como os sendo os vetores (Y1, ..., ¥m)s (Y2, - - -, Ym41)s
Y3y -+ Umt2)seeer Uzoms - - 3 Y7r-1)s (Yr—mi1s - - -, Yr). Isto posto, existem (T —
m-+1) m-histérias e (T'—m+1)(T —m) /2 pares distintos de m-histérias. Defina-
se agora a integral de correlagdo como a fragdo dos pares distintos de m-hist6rias

que estdo a uma distincia € na sup norma, ou seja,

-1 S T
Cor(€) = (U‘——-'ﬁ%l(j_—mz) Z Z I(mazly,—j — ys—jl7ey’ < €). (2.91)

t=m s=m

Brock et. al. (1996) mostraram que sob condigdes fracas de dependéncia tem-
se que C,, +(€) — C.,.(€) quase certamente. Bollerslev et. al. (1994) escrevem que
pelas propriedades das estatisticas de ordem tem-se C,,,(¢) = C..(€)™ quando {y;}
¢ iid. O teste BDS basea-se na diferenca (C,, r(¢) — C) r(€)™). Informalmente,
(Cmr(€) > Cyr(€)™) significa que quando (maz|y,—; — ys—;I75" < €), entdo a
chance de y; € y, estarem ‘préximos’ é maior que em média. Isto posto, conforme
Bollerslev et. al. (1994), um método baseado no vizinho mais préximo funciona

na previsdo de {y,}, fato inconsistente com um processo iid.

Brock et. al. (1996) demonstraram que para m e e fixados TY/2(C,, +(€) —

C, r(€)™), ¢ assintoticamente normal com média zero e variéncia V ar(m, €) dada
por,

m—1
Var(m,¢) =4 (K(e)"‘ +2 Z K (€)™ IC1(€)¥ + (m — 1)2C1(e)®™

i=1

—m2K(e)C (6)2""2> ,

sendo K(¢) = E{[F(y: + €) — F(y. — ¢)}?} e F(-) a fungio de distribuigio
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acumulada de y;. Isto posto, a estatistica BDS pode ser calculada por,

TY2(C, 1(€) - Cor(€)™)/Var(T,m, ).

Brock et. al. (1996) mostraram que para m > 2 e € > 0 fixados, verifica-se
que,
TY(C,nz(€) = Cor(€)™)/Var(T,m,€) & N(0,1),

em que W(T, m, €) € um estimador consistente de Var(m, ¢) derivado por Brock
et. al. (1996).

Segundo Bollerslev et. al. (1994), o teste BDS tem poder considerdvel contra
muitos, néo todos, desvios do comportamento iid. O teste BDS tem sido ampla-
mente utilizado como um teste de especificagio de modelos ARCH, sendo uma
escolha natural, posto que modelos da classe ARCH postulam que os residuos

padronizados sdo iid, ou seja, z; = €,0;! sdo iid.
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Dados

Os dados utilizados foram a série de precos a vista em ddlares, dados de fe-
chamento didrio do indice Ibovespa, abrangendo o periodo amostral de 07/04/1994
a 09/04/2002, com um total de 2020 observacoes didrias; a série de pregos a vista
em délares, dados de fechamento didrio do fndice Dow Jones, abrangendo o pe-
riodo de 23/08/1988 a 22/02/2000, totalizando 3.030 observacdes diérias, além
da série de pregos a vista em délares, dados de fechamento didrio do indice Stan-
dard & Poors (S&P(500)) que engloba as 500 maiores empresas norte-americanas,
correspondentes ao periodo de 01/09/1971 a 02/10/1994, série que totaliza 8.432

observagdes.

As séries de precos dos indices Ibovespa e Dow Jones foram obtidas na base
de dados mantida pelo Instituto de Pesquisa Economica Aplicada na internet. A
série de precos do indice S&P(500) foi obtida na base de dados, acessada via

internet, Time Series Data Library.

Os retornos compostos continuamente, ou retornos instantaneos percentuais,
foram obtidos calculando-se a log-diferenca das séries de precos, isto €, para cada
série de pregos v, efetuou-se 1060 x Aln(y,). Gréficos das séries sdo apresenta-
dos na Figura 1. Confirmando as regularidades empiricas descritas anteriormente,
todas as séries exibem fortes sinais de heterocedasticidade e agrupamento da vola-
tilidade.
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3.2 Metodologia

1. Inicialmente, modelam-se as dependéncias temporais, se existirem, na mé-
dia condicional das séries analisadas. Dada a hipétese da eficiéncia dos
mercados, espera-se que tais dependéncias sejam inexistentes ou insignifi-

cantes.

2. Modeladas as dependéncias temporais das médias das séries, serdio analisa-
dos os residuos gerados pclo modelo selecionado. O teste ARCH de Engle
¢ o teste BDS serdo utilizados para detectar a presenga de efeitos ARCH e

dependéncias temporais em geral.

3. Detectando-se efeitos ARCH e outras dependéncias, efetua-se um esforgo
de modelagem levando em consideragdio estas caracteristicas. Nesta fase
da modelagem, modelos da classe ARCH serdo utilizados na modelagem
da varidncia condicional. Especificamente, os modelos GARCH, IGARCH
¢ FIGARCH utilizando-s¢ quatro distribui¢des para os residuos (normal, t-
Student, distribui¢do gencralizada do crro e t-Student assimétrica) serdo es-
timados. O modelo APARCH seré estimado para verificar se choques nega-

tivos ¢ positivos tem impactos diferenciados sobre a volatilidade das séries.

4. Para cada série, o melhor modelo de cada tipo (i.e, GARCH, IGARCH e FI-
GARCH) serd sclecionado pelos critérios de informagg@o de Hannan-Quinn,
Schwarz ¢ Shibata, todos baseados na verossimilhanga. As fungdes objetivo
a minimizar, para os respectivos critérios, séo,

Hannan-Quinn = —2(@) - 2<M) )

n

Schwarz = —2(w) 4 2<log’},§k)),

Shibata = -2(“—@) + zog<5‘+—2k).
n n

em que log(Lr(©)) denota o valor da log verossimilhanga, 7 € o nlimero de
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observagdes € k 0 nimero de parimetros.

. Selecionados os melhores modelos GARCH, IGARCH ¢ FIGARCH para
cada série, serdo analisadas as caracteristicas da volatilidade de cada série e
o desempenho destes modclos serd avaliado por meio de medidas da quali-
dade do ajuste e acurdcia preditiva. Um dos objetivos principais, é verificar o
desempenho dos modelos GARCH fracionalmente integrados relativamente
aos modelos GARCH e IGARCH, e os efeitos da adogdo da t-Student assi-
métrica.

. Os modelos da classe ARCH e os testes relacionados, com excecdo do
teste BDS, que foi implementado utilizando-se a linguagem R, foram to-
dos estimados com o auxilio de programas sugeridos por Laurent & Pe-
ters (2002), elaborados na linguagem de programagfio matricial orientada
a objetos Ox (ver Doornik (2001)). Isto posto, 0 método de otimizagéo
Quasi-Newton proposto independentemente por Broyden, Fletcher, Gold-
farb e Shanno ou método BFGS (ver Gill et. al. (1981)) € o algoritimo de

otimizagdo. Utilizam-se gradientes numéricos no processo de otimizacio.

Como um teste gréfico para verificar a adequagdo, em termos de acurécia

preditiva, das densidades condicionais assumidas para os retornos, imple-

mentou-se o teste de previsdo da densidade proposto por Diebold et. al. (1998).

Conforme Diebold et. al. (1998), seja f;(1:|%)™ ) uma sequéncia de previ-

soes da densidade um passo a frente produzidas por um dado modelo em que §; é

o conjunto de informagdo condicionante ¢ p; (¥:l%)72, a sequéncia de densidades

definindo o processo gerador de dados y; (ndo-observado). Diebold, Gunther &

Tai (1998) mostraram que os usudrios das previsdes preferem a densidade correta

em termos da perda esperada, sem considerar sua funggio perda.

Segundo Laurent & Peters (2002), a questdo principal € entdo: a densidade é
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BIBLIOTECA CENTRAL - Uiisa

adequada? Sc a resposta ¢ afirmativa, significa que
Ho : fi(mlu)2, = pa(silu)iL, G.D)

Diebold, Gunther & Tai (1998) utilizam o fato que, sob a hip6tese nula ex-
pressa em (3.1), a transformada integral da probabilidade ¢; = [*  fi(t)dt é4.i.d
U(0,1). Para checar Hy, eles propuseram a utilizagiio de testes da qualidade do
ajuste e testes de independéncia para i.i.d U(0, 1).

A propriedade i.i.d de {; pode ser verificada pela inspegdo visual dos corre-
logramas de (¢ — f)j, para j = 1,2,3,4,..., que pode revelar dependéncias na

média condicional, varidncia, assimelria, etc.

Inconsisténcias com a uniformidade podem também ser detectadas pela ins-
pegdo visual do histograma, que foi implementada, de {;. Por exemplo, Laurent
& Peters (2002) demonstraram que caso o histograma tenha a forma de um S in-
vertido, tal fato poderia indicar que os erros seriam assimétricos, assim, a ver-
dadeira densidade seria provavelmente assimétrica, o que justificaria a utiliza-
¢do de uma densidade assimétrica como t-student assimétrica. Por outro lado,
um histograma em forma de U pode sugerir que o modelo produz previsdes que
sub(super)estimam sistcmaticamente. Além disso, um histograma em forma de
‘montanha’ poderia indicar que a curtose da verdadeira densidade néo foi captada

de forma adequada pela densidade assumida.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

As fungdes de autocorrelagfio amostrais para os retornos, retornos quadréti-
cos € médulo dos retornos para os indices Ibovespa, Dow Jones e S&P(500) estzio
ilustradas nas Figuras' 2, 3 e 4, respectivamente. Como esperado, o padrio de
previsibilidade do nivel dos retornos para todos os indices ndo é 6bvio e clara-
mente fraco. Conforme Issler (1999), se os retornos fossem previsiveis, haveria
oportunidades de arbitragem para o investidor médio. Dado que todos podem ser
investidores médios, ndo pode haver autocorrclagio para os retornos, em acordén-

cia com a hiptese da eficiéncia dos mercados.

Isto posto, 0 modelo selecionado para a média condicional dos retornos dos
indices Ibovespa e Dow Jones contém apenas uma constante, dado que ao (estar-se
a significincia de termos autorregressivos ¢ médias méveis, utilizando-se o pro-
cedimento sugerido por Newey & West (1987) que é robusto 2 autocorrelagdo
e a heterocedasticidade, a hip6tese nula de um coeficiente igual a zero foi con-
sistente com os dados em ambos os casos. Entretanto, para os retornos do fn-
dice S&P(500), além da constantc acrescentou-s¢ um termo AR(1), pois 0 mesmo

mostrou-se significativo aos niveis usuais.

As fungdes de autocorrelagdo amostrais dos retornos quadréticos de todos fn-
dices, por outro lado, exibem um padro ndo negligivel de previsibilidade, suge-
rindo que a varidncia condicional (ou volatilidade) dos retornos é previsivel em
certo grau. Este fato € corroborado pelo teste ARCH de Engle, efetuado sobre os
residuos quadriticos, e pelo testc BDS, efetuado sobre os residuos padronizados

dos modelos selecionados para a média condicional.

'Todas as figuras citadas encontram-se no final da segdo.
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Os resultados dos testes ARCH e BDS, além de algumas estatisticas dos retor-
nos dos indices, estdo reportadas na Tabcla 1. Pode-se observar que os coeficientes
de curtose sao tipicos de séries financciras € que os coeficicntes de assimetrias sgo
relativamente moderados. O passo seguinte foi modelar os retornos condicionais
levando em considerac@o que os mesmos exibem efeitos ARCH e que, apesar de
ndo autocorrelacionados, ndo exibem comportamento iid no tempo, como eviden-
ciado pelo teste BDS.

TABELA 1: Sumdrio de Estatisticas dos Retornos dos indices financeiros
analisados.

Toovespa Dow Jones SP(500)

Painel A: Momentos, Mdximo e Minimo

Média 0,0508 0,0545 0,0004
desvio padrio 2,7480 0,9083 0,0085
Minimo -17,318  -7.4549 -0,1946
Méximo 28,818 4,8605 0,0882
Assimetria 0,5877 -0,5418 -1,3699
Curtose 14,518 9,1351 40,229
Jarque-Bera (p-valor) 0,0000 0,0000 0,0000
AR(1): Teste t robusto (P-valor) 0,3751 0,4724 0,0000
Niimero de Observagdes 2.020 3.130 8.432
Painel B: Teste ARCH (P-valor)

ARCH(2) 0,0000 0,0000 0,0000
ARCH(50) 0,0000 0,0000 0,0000
ARCH(100) 0,0000 0,0000 0,0000
Painel C: Teste BDS (P-valor)

m=2, ¢ =0.5 0,0000 0,0000 0,0000
m=5, € =0.5 0,0000 0,0000 0,0000
m=2,¢=1.5 0,0000 0,0000 0,0000
m=5, € =1.5 0,0000 0,0000 0,0000

Notas: Erro padrao do cocficiente AR(1) calculado usando o procedimento sugerido por Newey ¢
West (1987). ARCH(p) denota o teste ARCH de Engle (1982) efetuado até o lag p. Para a estatistica
BDS, m é a dimens3o incorporada e ¢ € a distancia entre pares de observagbes consecutivas, medida
em termos do nimero dc desvios padroes de r¢. Sc a séric é 11D, a cstatistica BDS ¢ assintéticamente
distribufda como uma normal padréo.

Isto foi implementado ajustando-se os modelos GARCH(p,q), IGARCH (p.q)
¢ FIGARCH(p,d,q) para p € [0,2] e ¢ € [0,2]. Os critérios de informagio de

Hannan-Quinn, Schwarz e Shibata foram utilizados para determinar asordens pe
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g, assim como para sclecionar as densidades, em conjungio com os testes ARCH e
BDS. Quando assumiu-se a distribui¢do normal, utilizou-se a matriz de variancia-
covariéncia assinttica corrigida de Bollerslev & Wooldridge (1992). De forma a
andlisar a acurdcia preditiva dos modelos selecionados, implementou-se previsdes
fora da amostra. As dltimas 400 observagdes de cada séric foram deixadas fora
do processo de estimagdo. Além do teste de previsdo de densidades proposto por
Diebold et. al. (1998), quatro fungdes perda foram adotadas para medir a acurécia

preditiva dos modelos selecionados.

4.1 Ibovespa

Na Tabela 1, verifica-se que a curtose do indice é tipica de séries financeiras,
entretanto, a assimetria positiva substancial é um fato interessante, posto que a

maioria das séries financeiras possui assimetria negativa. O retorno médio didrio

percentual € bastante modesto. Uma inspegdo visual da Figura 1 permite identi- '
ficar periodos de alta volatilidade, como em 1994, periodo no qual a volatilidade :

acentuou-se apds a implantagdo do plano Real e a crise do México, em seguida,
A crise da Asia (1997), a moratéria russa (1998) ¢ a maxidesvalorizagdo cambial
brasileira em 14/1/1999 também implicaram em nitidos aumentos da volatilidade
do indice. O periodo que se estende de 1999 ao final da série é de relativa calmaria.
O Ibovespa pode ser considerado um portf6lio significativamente volatil, dado que

possui volatilidade anualizada em torno de 44%.

Os resultados da estimagdo para o retorno do Ibovespa estdo apresentados na
Tabela 2. O modelo GARCH(1,1) com distribuicdo t-assimétrica teve um ajuste
razodvel, a soma dos pardmetros (a; + £;) ficou préxima de 1, sugerindo memo-
ria longa na volatilidade. A meia vida da volatilidade segundo cste modelo ficou
em torno de 30 dias. A estimativa dc v ficou um pouco acima das normalmente
reportadas na literatura, conquanto seja significativa. Por sua vez, os resultados do

modelo #-IGARCH(1,1) com distribuiggio t-assimétrica s3o bastante semelhantes
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aos do modelo u-GARCH(1,1) com distribui¢o t-assimétrica. Assim, de acordo
com Baillie et. al. (1996), qualquer pesquisador analisando sob a 6tica da estru-
tura tradicional, poderia concluir que 0 modelo 4-GARCH (1,1) com distribuigio
t-assimétrica fornece uma descrigiio adequada do processo de volatilidade do Ibo-

vespa.

TABELA 2: Retornos do Ibovespa: Resultados da estimagdo dos modelos ARCH.

Painel A: Média condicional

m 0,1344 0,1323 0,1313
(2,96) (2,93) (2,91)

Painel B: Variincia condicional GARCH(1,1) IGARCH(1,1) FIGARCH(1,d,1)

ag 0,1854 0,1189 0,2079
3,01 (3,05) 2,11)

a 0,1457 0,1606 0,1208
(5,79) (6,14) (1,207)

o) 0,8289 0,8393 0,4834
(28,46) - (3,243)

d - - 0,5411
- - (4,962)

v 9,9587 9,041 9,3979
(5,39) (5,59) (6,00)

L -0,1019 -0,0991 -0,1079
(-2,84) (-2,44) (-2,92)

Distribuigio t(-)-assimerrica (- )-ussimeri £(-)-assimétrica

Truncagem - - 1.000

Testes de Especificagfo

Andlise dos residuos quadréticos
Painel C: Teste ARCH (P-valor)

ARCH(2) 0,0037* 0,0061* 0,0739
ARCH(50) 0,1605 0,2237 0,5734
ARCH(100) 0,0657 0,1536 0,2237

Andlise dos resfduos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)

m=2, ¢ =0.5 0,2260 0,3753 0,6133
m=5, € =0.5 0,0080" 0,0277* 0,1228
m=2, € =1.5 0,3667 0,4870 0,9012
m=5, € =1.5 0,2582 0,4681 0,8788

Notas: Estatfstica t entre parénteses. (*) denota que o teste é significativo a0 nivel a < 5%

Entretanto, analisando as estimativas ¢ as medidas de qualidade do ajuste uti-
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TABELA 3: Retornos do Ibovespa: medidas da qualidade do ajuste dos modelos
ARCH.

Modelo Hannan-Quinn Schwarz  Shibata
MQO Homocedssticos 4,87985 488351  4,87772
GARCH(1, Dt-assimetrico 4,47549 4,48479* 447030
IGARCH(1,1)t-sssimétrica 4,47564 448489  4,47030
FIGARCH(1,d,1 )t-sssimerica 4, 47547* 448829  4,46799*

_— 7 VY
Notas: () denota o melhor modelo. MQO € uma abrcviagio para minimos quadrados
ordindrios.

lizadas, o modelo u-FIGARCH(1,d, 1) com t-assimétrica supera os outros dois
modelos analisados. O bom ajuste deste modelo implica que a volatilidade da
série exibe memoéria longa. A estimativa de d, estd préxima das reportadas na li-
teratura € testes t para as nulas d = 1 e d = 0 claramente as rejeitam, aos niveis
usuais. A Tabela 2 mostra que os modelos u-GARCH(1,1) e p-FIGARCH(1,d, 1)
com distribui¢do t-assimétrica tiveram um desempenho bastante adequado, com
o modelo y-FIGARCH(1, d, 1) tendo um desempenho ligeiramente superior. En-
tretanto, quando analisam-se os residuos (Tab. 2) dos modelos ajustados para os
retornos do Ibovespa, vé-se que o modelo u-FIGARCH(1, d, 1) capta melhor a di-
namica da volatilidade e o pardmetro dc assimetria da t-Student foi significativo
aos niveis usuais. Isto pode ser constatado pelo exame dos resultados dos testes
ARCH ¢ BDS na Tabela 2, de acordo com estes testes a especificago utilizada
€ adequada. O teste BDS sugere que as dependéncias observadas no retorno do
Tbovespa deviam-se basicamente  presenga de efeitos ARCH, fato comumente re-
latado na literatura. Curiosamente, o teste da raziio de verosimilhanga rejeitou a
densidade t-Student assimétrica, enquanto todos os critérios de informac@o a se-
lecionaram. O Teste de Nyblom para testar a estabilidade dos pardmetros sugeriu
instabilidade apcnas na estimativa da constante da média condicional da especifi-

cagdo u-FIGARCH, o que ¢ esperado.

Analisando-se a acurdcia preditiva dos modelos selecionados, as medidas sdo
apresentadas na Tabela 4, percebe-se claramente a relevincia de se levar a de-

pendéncia de longo prazo ¢ a assimetria em consideragio. A especificagdo u-
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TABELA 4: Retornos do Ibovespa: medidas da acuréicia preditiva dos modelos
ARCH.

Fung@o perda

Modelo EQM EAM REQM EPAM

MQO Homocedisticos 64,3433  6,3963 8,0214 271,27

GARCH(1, Dt-sssimérica 56,9471  5,3738  7,5463 195,3935

IGARCH(1, 1 )t-sssimetrica 78,8612  7,2836  8,8804 2884101

FIGARCH(1,4,1)l-ussimeica 56,8419*  5,2487* 7,5394* 184,5197*
Notas: (*) denota o melhor modelo. EQM=erro quadritico médio. EAM= erro absoluto médio.
REQM-= raiz do EQM, EPAM= emro percentual absoluto médio.

/

FIGARCH(1, d, 1) com t-Student assimétrica superou todas as outras especiﬁcé-
¢oes, segundo todas as fungdes perda adotadas. Para confirmar a adequacgdo da
t-Student assimétrica, a Figura 5 ilustra o teste de previsdo da densidade proposto
por Diebold et. al. (1998), ndo se verifica nenhum desvio significativo da unifor-
midade. Segundo este teste, a t-Student assimétrica foi bastante adequada para

modelar a dindmica da série.

Estimou-se um modelo u-APARCH(1,1) com distribuigdo t-Student assimé-
trica de forma a testar-se o efeito alavancagem. A estimativa do parametro 7y foi
igual a 0,4480 e significativa aos niveis usuais, indicando a presenca do efeito ala-
vancagem. Assim, choques negativos tém um impacto maior sobre a volatilidade

que choques negativos.

4.2 Dow Jones

O indice Dow Jones é composto pelas agdes de 30 companhias industriais que
s30 responsdveis por cerca de um quinto do valor total do mercado aciondrio ame-
ricano. Novamente o retomno didrio médio é modesto. O coeficiente de curtose
também é tipico de séries financeiras. O coeficiente de assimctria sugere que a
distribui¢@o dos retornos é negativamente assimétrica de forma substancial, fato
comum para indices aciondrios. O indice Dow Jones pode ser considerado um

portfélio com volatilidade moderada, tendo volatilidade anualizada de aproxima-
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damente 14,40%.

Os Resultados da estimagio para o retorno do Dow Jones estiio na Tabela 5. O
modelo #-GARCH(1,1) com distribuigiio t-Student obteve um ajuste muito bom, a
soma (a1 + ;) ficou muito préxima de 1, sugerindo forte persisténcia de choques
sobre a volatilidade, a meia vida da volatilidade segundo tal modelo € de 73 dias.
Entretanto, um teste t revelou que a soma ¢ significativamente menor 1, sugerindo

que a série exibe reversdo para a média.

De fato, todos os modelos selecionados tiveram um desempenho adequado
em capturar a dindmica da volatilidade dos retornos, o que pode ser constatado
observando-se os testes de especificagdo presentes na Tabela 5. A Tabela 6 con-
tem os critérios de informago utilizados como medidas da qualidade do ajuste.
De forma interessante, os modelos u-GARCH(1,1) e #-1IGARCH(1,1) com dis-
tribui¢do (-Student tiveram um desempenho significativamente superior ao mo-
delo FIGARCH(1, d, 1) com distribui¢do t assimétrica. Ou seja, os modelos -
GARCH(1,1) e u-IGARCH(1,1) com distribui¢do t-Student obtiveram um balango
mais adequado entre acurécia e complexidade. Além disso, o teste da razio de
verossimilhanga selecionou a t-Student. O pardmetro d estimado do modelo u-
FIGARCH(1, d, 1) com distribuiggo t assimétrica ¢, apesar de significativamente
diferente de zero, teve um valor relativamente baixo (d = 0, 3605), conforme a
Tabela 5. Novamente, o teste BDS sugere que as dependéncias evidenciadas pe-
los dados deviam-se de forma dominante aos cfeitos ARCH. O teste de Nyblom
sugere que os parametros @, B ¢ v sio instdveis, o que foi interpretado como
sugerindo que, apesar de ter sido o modelo selecionado, o modelo ;-GARCH( 1,1)
com t-Student pode ndo ser uma especificagio totalmente adequada em termos de

previsgo.

No que concerne a acuricia preditiva dos modelos, cujos resultados estio na
Tabela 7, confirmam-se as evidéncias que a incorporacio da memdria longa e de
assimetrias na densidade condicional ndo implicaram em um melhor desempenho.

Segundo as fungdes perda adotadas, o modelo com melhor desempenho preditivo
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TABELA 5: Retornos do Dow Jones: Resullados da estimagio dos modelos
ARCH.

Painel A: Média condicional

m 0,0711 0,0711 0,6646
(5,68) (5,65) (4,86)

Painel B: Variiincia condicional GARCH(1,1) IGARCH(1,1) FIGARCH(Q, d, 1)

ag 0,0045 0,0026 3,1744
(2.03) (2,06) (2,78

a 0,0352 0,0360 0,3556
(4,43) (4,40) (6,64)

el 0,9602 0,9639 0,6656
(102,2) - (10,92)

d - - 0,3605
- - (6,02)

v 5,0949 48137 5.3483
(10,5) (11,5) (10,46)

L - - -0,0238
- - (-1,049)

Distribuigio 1-) 1(-) 1(-)-ussimetrien

Truncagem - - 1.500

Testes de Especificacdo

Andlise dos residuos quadréticos
Painel C: Teste ARCH (P-valor)

ARCH(2) 0,1758 0,1874 0,5310
ARCH(50) 0,9952 0,9974 0,9968
ARCH(100) 1,0000 1,0000 1,0000

Andlise dos residuos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)

m=2, € =0.5 0,4953 0,4885 0,2011
m=5, € =0.5 0,6229 0,5952 0,3773
m=2, e=1.5 0,7962 0,7207 0,5968
m=5, € =1.5 0,5850 0,4984 0,9871

Notas: Estatistica t entre parénteses

foi 0 u-GARCH(1,1) com distribuigo t-Student, sendo superior em rés das quatro
fung¢des perda analisadas. O teste de previsdo da densidade reportado na Figura 6
confirma a adequag@o, em termos da densidade, do modelo 4-GARCH(1,1) com
distribui¢do t-Student, dado que nfio h4 evidéncias de desvios significativos da

uniformidade.
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TABELA 6: Retornos do Dow Jones: medidas da qualidade do ajuste dos
modelos ARCH.

Modelo Hannan-Quinn  Schwarz  Shibata
MQO Homocedisticos 2,62303 2,62557 2,62160
GARCH(1,1)t(-) 2,39623 2,40258  2,39265*
IGARCH(1,1)t(-) 2, 39552* 2,40061* 2,39266
FIGARCH(1,d,1 )t-ussimerica ~ 7,00192 7,00955  6,99763

Notas: (*) denota o melhor modelo. MQO é uma abreviagio para minimos quadrados
ordindrios.

TABELA 7: Retornos do Dow Jones: medidas da acurdcia preditiva dos modelos
ARCH.

Fung@o perda
Modelo EQM EAM REQM EPAM
MQO Homocedssticos 13,4658  1,7898 3,6696 143, 227*
GARCH(1,1)1(-) 13,2185* 1,2950* 3,6357*  368,4877
IGARCH(1,1)t(-) 14,7426  2,2539 3,8396 483,7318

FIGARCH(1,d,Dt-msimenica 127631,1  151,0843 357,2552 275,8518

Notas: (») denota o melhor modelo. EQM=erro quadritico médio. EAM= erro abslouto médio.
REQM-= rafz do EQM, EPAM= erro percentual absoluto médio.

O modelo ;-APARCH(1,1) com distribuig@o t-Student estimado, mostrou que
existem evidéncias do efeito alavancagem, dado que o valor estimado v =0,5308

€ positivo e significativo aos niveis usuais.

4.3 Standard & Poors (500)

O indice Standard & Poors (500) (S&P(500)) é composto pelas acgoes das
500 maiores companhias industriais norte-americanas. O retorno didrio médio &
significativamente baixo. A curtose é extremamente clevada, sugerindo que a dis-
tribui¢do condicional dos retornos é substancialmente leptociirtica. O coeficiente
de assimetria é também bastante clevado, sugerindo fortemente assimetrias na dis-
tribuigdo condicional dos retornos. O fndice S&P(500) possui uma volatilidade
anualizada extremamente baixa se comparada 2 das outras duas séries, cerca de
0,15%.
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TABELA 8: Retornos do S&P(500): Resultados da estimac@o dos modelos
ARCH.

Painel] A: Média condicional

1 0,5769 0,5806 0,5931
(7,34) (7.4 (7.55)
(3] 0,1491 0,1491 0,1499

(13,42) (13,49) (13,41)
Painel B: Variincia condicional GARCH(1,1) IGARCH(1,1) FIGARCH(1,d,1)

ap 04127 0,3186 0,5049
4,47) 4,79) (2,07
a) 0,0668 0,0708 0,2636
(10,9) (11,77) (8,28)
B 0,9290 0,9291 0,7060
(153.3) - (16,31)
d - - 0,5263
- - (9,29)
v 7,6866 7,3837 7.8127

(12,86) (13,42) (12,94)
. - - -

Distribuigio W) t(-) ()
Truncagem - - 4.000
Testes de Especificagio
Andlise dos residuos quadréticos
Painel C: Teste ARCH (P-valor)

ARCH(2) 0,0021* 0,0036* 0,0612
ARCH(50) 0,4446 0,4270 0,4152
ARCH(100) 0,8068 0,7870 0,7611

Anélise dos residuos padronizados
Painel D: Teste BDS (P-valor)

m=2, ¢ =0.5 0,9810 0,9956 0,3536

=5, € =0.5 0,6830 0,8016 0,8700
m=2, e =1.5 0,7692 0,7921 0,4652
m=5, e=1.5 0,9425 0,9193 0,8141

Notas: Estatistica t entre parcnteses

A Tabela 8 contiém os resultados da estimac@o para os retornos do indice
S&P(500). Segundo o modelo AR(1)-GARCH(1,1) com distribui¢do t-Student, a
meia vida da volatilidade é de 165 dias, um valor extremamente elevado, sugerindo

fortemente a presenga de memoria longa na volatilidade. Os testes de especifica-
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¢@o e as medidas da qualidade do ajuste mostram que levar em conta as dependén-
cias na média e as dependéncias de longo prazo implica em ganhos em termos de
ajuste. Apesar das medidas de qualidade do ajuste, presentes na Tabela 9, mos-
trarem que todos os modelos selecionados tiveram um bom ajuste, com o modelo
AR(1)-FIGARCH(1, d, 1) com distibuigio condicional t-Student levando ligeira
vantagem, os testes de especificagio revelaram que o modelo FIGARCH(1,d, 1)
com distibui¢do condicional t-Student capturou de forma mais adequada a dini-
mica da volatilidade do fndice. O teste da razdo de verossimilhangas selecionou
a (-Student contra a (-Student assimétrica. O teste de Nyblom evidencia instabili-
dades nos parimetros ¢; € ag. A instabilidade em ¢; é esperada, a de ag poderia

indicar algum tipo de mudanga de regime na volatilidade.

TABELA 9: Retornos do S&P(500): medidas da qualidade do ajuste dos modelos
ARCH.

Modelo Hannan-Quinn Schwarz  Shibata
MQO Homoceddsticos  7,13798 7,13909  7,13740
GARCH(1,1)1(-) 6,77972 6,78305  6,77799
IGARCH(1,1)t(-) 6,77955 6,78232* 6,77811
FIGARCH(1,d,1)1(-)  6,77881* 6,78270  6,77679*

Notas: (*) denola o miclhor niodelo. MQO ¢é uma abreviagao para minimos quadra-
dos ordindrios.

TABELA 10: Retornos do S&P(500): medidas da acuricia preditiva dos modelos
ARCH.

Fungdo perda
Modelo EQM EAM REQM EPAM
MQO Homocedésticos  3688,5728 55,9458 60,7336  $38,0973
GARCH(1,t(-) 1394,7645 31,1642 37,3465  349,3261

IGARCH(1,1)t(-) 1511,2318 32,9842 38,8746  353,8245
FIGARCH(1.d,11(-)  1249,7201* 28,0340* 35,3514* 305, 9096*

Notas: (*) denota 0 melhor modelo. EQM=erro quadritico médio. EAM= erro absiouto médio.
REQM= raiz do EQM, EPAM= emro percentual absoluto médio.

Analisando as medidas de acurdcia preditiva, apresentadas na Tabela 10, nota-
se claramente que levar em consideragdo a meméria longa evidenciada impli-

cou em significativos ganhos cm termos de acurdcia preditiva. A especificagdo
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AR(1)-FIGARCH(1, d, 1) com distribui¢do condicional t-Student superou as ou-
tras especificagbes em todas as fungdes perda analisadas. O teste de previsdo
da densidade, representado na Figura 7, confirma que a especificagdgo AR(1)-
FIGARCH(1, d, 1) com distribuigio condicional t-Student é bastante adequada,
posto que ndo observam-se desvios significativos da uniformidade. O efeito ala-
vancagem foi novamente constatado, posto que o modelo APARCH(1,1) estimado

implicou em y=0,5170, sendo significativo aos niveis usuais.
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5 CONCLUSOES

Nesta dissertagio efetuou-se a modelagem do processo de volatilidade de trés
indices financeiros por meio de modelos da classe ARCH. Utilizou-se, no pro-
cesso de modelagem, uma variante da classe de modelos ARCH que tem recebido
grande aten¢do na literatura econométrica, os modelos GARCH fracionalmente
integrados. Tais modelos possuem uma desejével flexibilidade na modelagem da
dindmica do processo de volatilidade captando, caso exista, a meméria longa da
volatilidade por meio do parimetro de diferenciagiio fraciondria. Utilizaram-se
quatro densidades como distribuigio condicional dos retornos: normal, t-Student,
distribui¢do exponencial generalizada ¢ t-Student assimétrica. A distribuigdo t-
Student assimétrica mostrou-sc bastante promissora, implicando em significativos

ganhos na precisdo da modelagem.

Os resultados evidenciaram que os processos de volatilidade dos fndices ana-
lisados possuem algumas caracterfsticas em comum, como o efeito alavancagem,
por exemplo, que foi constatado em todas as séries. Por outro lado, em termos de
modelagem houve algumas diferengas, enquanto para os indices Ibovespa e Dow
Jones, um modelo de média condicional constante foi suficicntc para captar as de-
pendéncias na média dos retornos. Para a série de retornos do fndice Standard &
Poors (500) foi necessério, além da constante, um termo autorregressivo de ordem

1, porém a magnitude do parimetro estimado foi relativamente pequena.

O indice Tbovespa mostrou-se um portfélio substancialmente voldtil no pe-
riodo analisado, com uma volatilidade anualizada em termos de 44%. O modelo
u-FIGARCH(1, d, 1) com distribui¢do t-Sudent assimétrica teve o melhor desem-

penho em termos da qualidade do ajuste e em termos de acurécia preditiva. Neste
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caso, a flexibilidade adquirida por levar em consideragdo a memdria longa da vo-
latilidade e da adogio da t-Student assimétrica foi confirmada. A estimativa do
parimetro d para esta especificaggo foi igual a 0,5411, significativa aos niveis usu-
ais.

O indice Dow Jones, por sua vez, mostrou-se um portfélio de volatilidade bas-
tante moderada, a volatilidade anualizada ficou em torno de 14%. A especificagdo
com melhor desempenho em termos de qualidade do ajuste e acurécia preditiva
foi a do modelo u-GARCH(1,1) com distribui¢do t-Student. No caso deste in-
dice, as dependéncias temporais verificadas foram bem captadas por este modelo,
nio sendo necessdrias maiores sofisticagdes. O baixo nivel de dependéncia desta
série poder ser confirmado pela estimativa do pardmetro d, que foi de 0,3605 e

estatfsticamente significativa.

A volatilidade do indice Standard & Poors (500) foi extremamente baixa,
comparada & volatilidade dos outros indices, cerca de 0,15%. Novamente, a fle-
xibilidade do modelo AR(1)-FIGARCH(1,d,1) com a t-Student assimétrica foi
a especificagio de melhor desempenho, tanto em termos de qualidade do ajuste
como em termos de acurécia preditiva. O maior grau de dependéncia desta série
pode ser constatado pela estimativa do parametro d, que foi igual a (0,5263), sendo

significativa aos niveis usuais.

Entre as possiveis extensdes deste trabalho, destacaria como bastante interes-
sante o desenvolvimento de um programa, utilizando a linguagem de programag&o
Ox, para o célculo dos cocficientes de resposta a impulsos gerados pelo modelo
FIGARCH, cuja andlise auxiliaria em muito o estudo do efeito de choques sobre 0
processo de volatilidade. A aplicagdo dec modelos FIGARCH multivariados, envol-
vendo o conceito de cointcgragio fraciondria, seria outra extensdo bastante inte-
ressante. A comparagiio com os modelos de volatilidade estocastica com memoria
longa, em que se usam ondaletas para a estimagdo do parametro de diferenciagio

fraciondria, seria outra linha interessante.
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