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RESUMO

A andlise espacial de processos pontuais tem lugar de destaque em diversas
dreas do conhecimento. A maior parte dos métodos disponiveis, para esse tipo de
andlise, tem como base as técnicas focadas no “dominio do espago” que envolve a
andlise da distancia entre pontos. A andlise espectral, apesar de ser aplicada em v4-
rias dreas, ainda, ndo € muito difundida na andlise de processos pontuais espaciais.
A andlise espectral tem como base a fun¢do de autocovariincia e sua transfor-
mada de Fourier (o espectro). Objetivou-se nesta tese explorar a andlise espectral
para analisar processos pontuais no plano e volume. Tendo como base a teoria
para a andlise espectral bidimensional disponivel na literatura, foram desenvolvi-
dos programas utilizando o software R. Os métodos espectrais foram aplicados em
configuracdes pontuais cldssicas e em amostras de um material compdsito. Nesta
tese também, é desenvolvida a teoria para a andlise espectral tridimensional. Os
métodos espectrais tridimensionais sdo aplicados em configuragdes tridimensio-
nais simuladas utilizando programas construidos no software R. O espectro polar
e métodos de Monte Carlo sdo usados para testar a hipétese de completa alea-
toriedade espacial bidimensional e tridimensional. Os resultados mostram que a
andlise espectral é uma boa ferramenta para a investigagdo da completa aleatorie-
dade espacial, pois ndo assume qualquer suposi¢ao estrutural (ex. isotropia) sobre
0 processo estocdstico que gerou a configuracdo pontual.

Palavras-chave: Espectro polar. Aleatoriedade espacial. Processos pontuais. Mé-
todo de Monte Carlo.



ABSTRACT

The spatial analysis of point processes has a prominent placing in many kno-
wledge areas. Most of the methods available for this type of analysis are based on
techniques focused on “space domain” which involve the analysis between points.
The spectral analysis, though applied in various areas, is not yet widespread in the
analysis of space point processes. The spectral analysis is based on the autocovari-
ance function and its Fourier transformation (the spectrum). The objective of this
dissertation is to explore the spectral analysis in order to analyze the point proces-
ses in plane and volume. Basing on the two-dimensional spectral analysis theory
available in literature, we developed programs using the R software. The spectral
methods were applied in classic point configurations and in composite material
samples. This dissertation also developed a theory for three-dimensional spectral
analysis. The three-dimensional spectral methods are applied in three-dimensional
configurations simulated using programs constructed in the R software. The polar
spectrum and Monte Carlo methods are used to test the complete two and three-
dimensional spatial randomness hypothesis. The results showed that the spectral
analysis is a good tool to investigate the complete spatial randomness, since it does
not assume any structural disposition (ex. isotropy) over the stochastic process
which generated the point configuration.

Keywords: Polar spectrum. Spatial randomness. Point processes. Monte Carlo
Method.
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1 INTRODUCAO

A andlise espacial é um conjunto de procedimentos que tem por finali-
dade a escolha de um modelo inferencial que considere o relacionamento espacial
presente no fendmeno. Os problemas de andlise espacial considera trés tipos de
dados: as superficies continuas (dados geoestatisticos) que sao dados provenientes
de fenomenos distribuidos de forma continua no espaco. Dados de area que sdo
associados a unidade de andlise, usualmente delimitadas por poligonos fechados.
Dados pontuais sao dados provenientes de fendmenos que se localizam em pontos
no espago.

No estudo de processos pontuais espaciais, cada evento pode ser ideali-
zado como um ponto e a distribuicdo dos eventos em uma regido é considerada
como uma configuracdo espacial de pontos. O pesquisador podera utilizar duas
abordagens para fazer a anélise da configuracdo espacial dos eventos, dependendo
do tipo de informacao disponivel na drea observada.

Primeiro, caso a configuracao pontual represente apenas uma amostra dos
eventos da regido (amostragem esparsa), o primeiro interesse do pesquisador e da
analise estatistica, usualmente, concentra-se em obter estimativas do ndmero mé-
dio de eventos por unidade de drea (intensidade), ou seja, a estimativa de eventos
dentro de uma particular regido. Métodos de contagem de eventos em quadrantes e
de mensuragdo de distincias entre eventos t€m sido utilizados com frequéncia, ndo
somente para estimar a intensidade de eventos, mas também para testar a hipétese
de completa aleatoriedade espacial dentro da 4rea de estudo. Esses métodos sdo
apresentados, analisados e discutidos por Diggle (2003).

Segundo, caso a configuracao pontual apresente todos os eventos do plano
(mapeamento completo), o principal interesse € testar a hipdtese de completa ale-
atoriedade espacial (CAE) para a configuracdo dos eventos. Os mais populares
testes da hipétese de CAE sdo aqueles com base nas fungdes F, G e K propos-
tas por Ripley (1977). Lieshou e Baddeley (1996) propuseram uma nova fungo,
denominada J aparentemente o poder do teste € equivalente as fungdes F', G e
K. Todas essas fungdes sdo no “dominio espacial®, pois envolvem a anélise das

distancias entre pontos. Independentemente da fungdo utilizada, os testes estatis-
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ticos permitem avaliar se uma configuracdo pontual pode ser considerada como
regular, aleatéria ou agrupada na regido de estudo. Uma vez rejeitada a hipdtese
nula de CAE, pode-se ajustar um modelo paramétrico, ou ndo paramétrico, para a
configuracdo espacial pontual.

Apesar da teoria para andlise de configuracdes pontuais no plano, com
mapeamento completo, estar bem desenvolvida e apresentar lugar de destaque em
diversas dreas do conhecimento tais como ecologia, silvicultura, geografia, medi-
cina e meteorologia, entre outras, essa teoria ainda € incipiente quando se trata da
andlise em trés dimensdes.

A andlise espectral tem sido utilizada em varias areas da estaistica, prin-
cipalmente, na andlise de séries temporais. Entretanto, o seu uso, ainda, nfo é
muito difundido na andlise de processos pontuais espaciais. A andlise espectral
tem como base a funcdo de autocovaridncia e sua transformada de Fourier e, con-
sequentemente, a andlise € realizada sobre a estrutura do periodograma gerado
pela configuracio observada. A andlise espectral é uma ferramenta poderosa para
a investigacdo de padrdes pontuais espaciais, uma vez que nio assume as carac-
teristicas estruturais do processo estocdstico espacial que gerou a configuragio
pontual observada, como é o caso da isotropia.

A teoria da andlise espectral bidimensional em processos pontuais encontra-
se, relativamente, bem desenvolvida, porém, dispersa na literatura. Entretanto, a
aplicacdo desta teoria em situacdes praticas, ainda, ¢ muito limitada, tendo em
vista a complexidade tedrica dos métodos e a inexisténcia de programas computa-
cionais desenvolvidos, especificamente, para esse tipo de andlise. Por outro lado,
a teoria da andlise espectral tridimensional, em processos pontuais, ainda nao estd,
salvo melhor juizo, desenvolvida.

Tendo como base o exposto anteriormente, pode-se afirmar que o desen-
volvimento de resultados tedricos espectrais para processos pontuais espaciais e
0s respectivos programas computacionais sio, claramente, problemas desafiado-
res para a Estatistica. Neste sentido, os objetivos principais da presente tese sdo:
a) Sistematizar a teoria da andlise espectral bidimensional e desenvolver progra-

mas computacionais para que essa teoria seja mais utilizada na pratica.
b) Desenvolver a teoria e programas computacionais para a andlise espectral es-

pacial em trés dimensdes; e
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c) Testar os métodos da andlise espectral e seus respectivos programas, desenvol-
vido no software R, em configura¢cdes pontuais

Para atingir os objetivos propostos, € feita uma breve apresentacdo sobre a
teoria das configuracdes espaciais no plano e no volume.

Apresenta-se a teoria da andlise espectral bidimensional e os materiais e
métodos utilizados na andlise de configuragdes reais e simuladas. Apresentam-se,
também, os resultados encontrados e as discussdes dos mesmos. Terminando com
uma breve conclusao.

E desenvolvida a teoria e os métodos para a anélise espectral em espacos
tridimensionais. Os resultados obtidos a partir da aplicagdo dos métodos em con-
figuracdes simuladas sao discutidos. Finalmente, € feita uma pequena conclusio.

A tese € encerrada apresentando as principais conclusdes do presente tra-

balho e realizadas projecdes para futuros trabalhos.
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2 CONFIGURACOES ESPACIAIS
2.1 Configuracoes espaciais no plano

Um processo estocdstico, com dominio no espago, é chamado processo
espacial. Definido por
{Z(s):s € D C R*}, (D

em que D é um conjunto de indices e Z(s) € o atributo de interesse na localizagio
s (CRESSIE,1993).

Um processo espacial pontual Z(s); s € D, em que D é um conjunto
aleatorio de indices, € um processo estocdstico que governa a distribui¢do (locali-
zacdo) e o nimero de realizacdes de um fendmeno nesta regido do espaco. O com-
ponente estocastico primdrio deste processo € a prépria localizacdo espacial das
observagdes. O conjunto das localiza¢des espaciais observadas z = {71, ..., Z, }
¢ chamado de configuragdo pontual e cada uma delas €, usualmente, chamada de
evento, para distingui-las de pontos arbitrdrios no plano, denotados por s. Cada
evento é denotado por Z;, em que cada Z; é o vetor de coordenadas (X;,Y;) do
evento ¢+ em uma particular regido . Sdo exemplos de configuracdes pontuais:
localizagdo de particulas em um material, ocorréncias de doencas e localizagao de
espécies vegetais.

A observacdo de interesse em processos pontuais € a prépria localiza¢do
espacial dos eventos na drea de estudo. Estudar a distribui¢do espacial destes pon-
tos, testando a hipdtese de completa aleatoriedade espacial do padrao observado,
¢ um dos principais objetivos da andlise.

A Figura 1 apresenta os trés padrdes de configuracdo espacial de eventos
mais comuns observados na prética, ou seja, completa aleatoriedade, agrupamento

e regularidade.
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Figura 1 Padrdes de dados pontuais. (a) Aleatdrio; (b) Agrupado; (c) Regular

O processo de Poisson homogéneo é o modelo bésico para a configuracdo
espacial de eventos. Na prética, pode-se dizer que os eventos sdo distribuidos alea-
toriamente na regido R com intensidade A, ou equivalentemente, que a localizagéo
dos eventos em R € uma amostra aleatéria de uma distribui¢do uniforme dentro
de R. Assim, o modelo de Poisson homogéneo €, frequentemente, denominado
modelo da completa aleatoriedade espacial (CAE) dos eventos. Observa-se que é
necessdrio apenas um parametro (intensidade \) para definir o processo de Poisson
homogéneo.

Uma particular realiza¢do de uma configuracdo CAE ¢é gerada da seguinte
maneira. Simulam-se dois conjuntos (X;,Y;) de pseudo nimero aleatérios, de
acordo com uma distribui¢do uniforme (a, b), em que cada localiza¢do do par or-
denado, Z;, representa um evento aleatério dentro de R com area a X b.

O processo de Poisson homogéneo é um importante modelo na andlise es-
tatistica espacial, pois € o ponto natural de partida para trabalhos praticos e tedricos
j4 que representa a auséncia de causa na determinacio da configuracio espacial.
Entretanto, existem outros modelos alternativos que podem ser titeis para expli-
car configuragdes espaciais. Mais detalhes tedricos sobre o processo de Poisson
homogéneo podem ser encontrados em Diggle (2003) e Cressie (1993).

O processo de Poisson agrupado, ou modelo de agrupamentos, assume um
mecanismo em que os eventos tendem a ficar préximos um dos outros, formando

assim, sub-regides com uma grande densidade de eventos dentro da regido 2. Mais
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formalmente, temos o processo matriz (ou paterno) P, usualmente um processo de
Poisson homogéneo com intensidade A por unidade de area, e o processo filial D.
Uma amostra do processo paterno produz, independentemente, um nimero aleato-
rio de processos filiais com uma variabilidade radial igual a 0. Cada processo filial
¢, independentemente e espacialmente distribuido para o correspondente processo
paterno. Observa-se que sdo necessarios trés parametros para definir o processo de
Poisson agrupado: intensidade A, o nimero de elementos do processo paterno (P)
e a variabilidade radial da distribuicdo dos processos filiais ao redor dos elementos
paternos (o). O processo de Poisson agrupado ¢ particularmente ttil quando existe
uma causa para a configuracio espacial dos eventos na regido.

Uma particular realizacdo do processo de Poisson agrupado pode ser ge-
rada da seguinte maneira: (z) um nimero m de eventos paternos P, ..., P, em
que P; = (X;,Y;) é gerado de acordo com a distribui¢do uniforme (a, b) conforme
visto anteriormente; (ii) geram-se n-m eventos filiais Y; (I = m+1, ..., n) seguindo
uma distribui¢do normal com média zero e desvio padrio o ; (iii) Podem-se gerar
n — m eventos filiais D; (I = m + 1,...,n) da seguinte maneira. Cada n — m
eventos Y; é designado aleatoriamente para um dos eventos paternos com localiza-
cdo dada por D; = P; + Y] . Este procedimento pode gerar eventos fora da area de
interesse. Para evitar este problema pode-se utilizar o método dos toros proposto
por Diggle (1979). Finalmente, cada configuracdo agrupada pode ser resultado da
superposi¢do dos eventos paternos e filiais ou apenas resultados da geracdo dos
eventos filiais. Maiores detalhes tedricos sobre o processo de Poisson agrupado
podem ser encontrados em Diggle (2003) e Cressie (1993).

Outro processo alternativo ao Poisson homogéneo é representado pelo pro-
cesso regular. Uma configuracdo regular espacial aparece naturalmente pela im-
posi¢do de uma distdncia minima permitida (9) entre quaisquer dois eventos. Esta
distdncia minima pode ser conseqii€ncia, por exemplo, de algum mecanismo de
competicao observado em algumas espécies de vegetais que levam os individuos a
ficarem separados uns dos outros.

Uma particular realizagdo do processo regular pode ser gerada da seguinte
maneira: (i) um evento aleatério Z; é gerado dentro de R de acordo com a dis-

tribuicdo uniforme (a, b), conforme visto anteriormente; (ii) um segundo evento
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aleatério Zs, também, é gerado dentro de R. (iii) mede-se a distancia (d) entre o
evento Z; e o evento Zy. (iv) caso d for maior que a distdncia minima permitida
(6), o evento é mantido na configuragéo, caso contrario é eliminado. (v) eventos
sdo gerados aleatoriamente e sequencialmente dentro de R e sdo medidas as distan-
cias entre este evento e todos os outros eventos em R. (vi) caso este evento esteja
localizado dentro da distancia minima permitida (J) de qualquer outro evento, ele
¢ mantido na configuracdo, caso contrario € eliminado. (vii) o processo continua
até que a configuracdo tenha a intensidade desejada \. Esta realizacdo de uma con-
figuracdo regular € denominada por Diggle (2003) de Simple Sequential Inhibition
(SSI). Maiores detalhes tedricos sobre o processo regular podem ser encontrados
em Diggle (2003) e Cressie (1993).

O processo pontual é modelado, considerando sub-regides S em R por
meio de sua esperanga E[N(5)] e a covaridncia C[N(S;), N(S;)], em que N(S)
denota o nimero de eventos em S. Sendo o objetivo da analise estimar as locali-
zacdes provaveis de ocorréncia de determinados eventos, essas estatisticas devem
ser inferidas, considerando o valor limite da quantidade de eventos por area. Este
valor limite corresponde a esperanga de N (.S) para uma pequena regido ds em
torno do ponto s, quando essa regido tende a zero.

Podem-se distinguir diferentes padrdes espaciais de pontos comparando
suas propriedades de primeira e segunda ordem. Uma propriedade de primeira
ordem refere-se ao nimero médio de eventos por unidade de drea. Diggle (2003)
descreve a primeira ordem de um processo espacial de pontos pela funcdo intensi-

dade de primeira ordem dada por

A = 1li
(s) = lim

v o

|ds|

em que E[N(ds)] denota o valor esperado do nimero de eventos em ds, ds é uma
regido infinitesimal em torno do ponto s = (s;, 55) e |ds| € a drea desta regido.
Diggle (2003) descreve a segunda ordem de um processo espacial de pon-

tos pela funcgéo de intensidade de segunda ordem como sendo,

A(s,r) =

E[N(ds)N(dr)]] | .

y
(ds],Jdr|—+0 [ |ds||dr]
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em que E[N(ds)N (dr)] denota o valor esperado do nimero de eventos em S, ds
¢ uma regido infinitesimal em torno do ponto s = (s;,s;) e |ds| é a drea desta
regido; dr é uma regido infinitesimal em torno do ponto = (r;,7;) e |dr| é a drea
desta regido.

A funcdo Densidade de Covariancia € util para descricdo tedrica de pro-

priedades de segunda ordem e € definida por:

)= [EHN() M@ N(dr) M)
’ |ds],|dr|—0 |ds||dr| ’

4)

para 5,7 € R? Diggle (2003).
A Equacio 4 estd relacionada com a fun¢ao intensidade de segunda ordem

via a expressao

Vs, 1) = Als,7) = A(s)A(r). (5)

A defini¢do de funcdo densidade de covaridncia na Equacdo 4 aplica-se
quando s # 7. Esta pode ser extendida para incluir o caso s = r assumindo
que o processo é ordenado, ou seja, P[N(ds) > 1] = 0, tal que E[N(ds)?] =
E[N(ds)] = A(s)|ds| (MUGGLESTONE; RENSHAW, 1996a). Esse termo ¢
incorporado no que Bartlett (1964) chama de Fun¢@o Densidade de Covariancia

Completa e que € definida como
k(s,r) = X(s)0(s; —13)d(sj —15) +(s,7), (6)

em que 0 é a Delta de Dirac.

Meétodos para testar a hipétese de completa aleatoriedade espacial dos
eventos no plano e para ajustar modelos estdo bem desenvolvidos para o domi-
nio do espago, mas totalmente em aberto no dominio da frequéncia. Assim, nesta
tese, concentra-se na abordagem espectral da andlise de configuracdes pontuais no

espaco bidimensional.
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2.2 Configuracoes pontuais em volumes

A metodologia para configuracdes pontuais em volume apresentada nesta
secdo ainda ndo foi explorada completamente, sendo ligeiramente abordada por
Baddeley, Moyeed e Howard (1993). A metodologia pode ser desenvolvida como
uma extensio da teoria em processos pontuais vista na Se¢do 2.1. Essa nova me-
todologia foi desenvolvida para ser aplicada em configuracdes pontuais tridimen-
sionais.

Assim como no plano, podem-se distinguir diferentes processos espaciais
de pontos comparando suas propriedades de primeira e segunda ordem.

A funcdo intensidade de primeira ordem tridimensional, expandindo o

caso bidimensional (Equacao 2), é definida como:

: E[N(B)]
As)= 1 ) 7
(S) vol(IB;I)l—>0 |: ’UOl(B) @)
em que E[ ] denota o valor esperado, B C R3 é uma regido infinitesimal em

torno do ponto s = (s;, s, s) € vol(B) é o volume desta regido.
A funcdo intensidade de segunda ordem tridimensional, tendo como defi-
nicdo para o caso bidimensional a Equacdo 3 para s # r, fica definida na forma:

A(s,r) =

BBV, ©

I
mz(B)J)%(cHo { vol(B)vol(C')

emque B,C C R3, B é umaregido infinitesimal em torno do ponto s = (s;, s, sk)
com vol(B) o volume desta regido. C' é uma regido infinitesimal em torno do ponto
r = (r;,rj,7%) com vol(C') o volume desta regido.

A fungdo densidade de covariancia para o caso tridimensional estd definida

na Equacdo 9. Também expandindo o caso bidimensional, tem-se

e [EUV®) - NBHN©) - xO)
’ vol(B)—0vol(C)—0 UOZ(B)UOZ(C) ’

©)

ondese BC R3ere(C C R>.
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Desenvolvendo a Equacio 9, tem-se

s,7) = lim [ [N(B)N(C)=N(B)A(C)— A(B)N<C>+A<B>A(C>1] 10
PY( ) vol(B)—0vol(C)—0 vol(B)vel(C) ( )
Usando a propriedade do limite da soma e a propriedade da esperanca matemética
da soma de duas varidvel aleatdrio, ou seja, E[X +Y] = E[X|+ E[Y] na Equagdo
10, tem-se

_ - E[N(B)N(C)]
Vsr) = uoz(B)i})IgiZ(cH | vol(B )vol(C)]
L [ENB) Ll
vol(B)—0vol(C)—0 UOl( )’UOZ(C)
i [EREE]
vol(B)—0vol(C)—0 UOl( )UOZ(C)
. [ EINB)A(C)]
* Uol(B)J)gzgl(C)ﬁ | vol(B )vol(C)}

(1D

Observe que na Equacdo 11 o primeiro limite corresponde a Equacgdo 8,

considerando que as regides sao disjuntas. Tem-se que,

em razao das regides serem independentes.
Quando vol(B) tende a 0 e vol(C) tende a 0, tem-se que A(B) tende a
A(s) e A(C) tende a \(r), respectivamente.

E, também, considerando o fato que

As)= lim |2
(8) vol(lB;I)l—m L ’UOl(B) ]

A(r) = 1i —_—
(T’) vol(ICI'I)IHO L UOZ(C) ] ’




23

a Equacdo 11 fica, entdo:

v(s,7) = A(s,7) — A(S)A(T) — M)A () + A(s)A(r).

Ou ainda,
’Y(S?T) = )‘(Sa T) - )\(S))\(T‘) (12)

A equacdo 9 estd relacionada com equacio 7 e equagdo 8 via equagdo 12.
A defini¢do de fungdo densidade de covaridncia na equagdo 9 aplica-se
quando s # r. Esta pode ser extendida para incluir o caso s = 7 assumindo que o

processo € ordenado, ou seja, P[N(B) > 1] = 0 tal que,
E[N(B)?] = E[N(B)] = A\(s)vol(B). (13)
Assim, a Func¢ao Densidade de Covaridncia Completa é dada por
k(s 1) = X(s)0(ss —13)0(s5 — 1)0(sk — 7%) + (s, 7), (14)

em que J é a Delta de Dirac.

Os objetivos da andlise espacial tridimensional sdo os mesmos da anélise
bidimensional, ou seja, testa-se a hipétese nula de completa aleatoriedade espacial
dos eventos no volume e, uma vez rejeitada essa hipdtese, pode-se ajustar um
modelo paramétrico, ou ndo paramétrico, para a configuragao espacial pontual. Os
métodos, para atingir esses objetivos, estdo em aberto tanto no dominio do espaco
como no dominio da frequéncia. Nesta tese, inicia-se a abordagem no dominio da

frequéncia.



24

3 ANALISE ESPECTRAL BIDIMENSIONAL
3.1 Referencial tedrico

Esta sec@o tem inicio com uma apresentacdo da teoria da andlise espectral
espacial. A seguir, sdo apresentadas diversas configuracdes pontuais no plano em
que a teoria serd aplicada e mais detalhes dos métodos para testar a hip6tese de
completa aleatoriedade espacial. Apds apresentar os resultados e discussdo das
andlises espectrais nas configuragoes pontuais, a se¢do é encerrado com uma breve
conclusao.

Diversos métodos sdo indicados para a realizacdo de andlise espectral, en-
tretanto nenhum deles € tao difundido e tdo largamente aplicado quanto a transfor-
mada de Fourier.

A transformada de Fourier Bidimensional S {f(p,q)} = F(wp,w,) de

uma fungdo continua f(p, q) é definida por:

Fwp,wy) = / / f(p,q)e P tead) dpdg
= /R Qf(p,q)ef"(w"“w‘zq)dpdq, (15)

em que wj, € wy sdo as frequéncias.

O Espectro de poténcias da transformada de Fourier € definido por:
P = {R{F (wp, wg)}}* + {Im {F (wp, wg)}}* =| F(wp,wg) 2, (16)

com angulo de fase

¢ = arctan {Im{F(wp7 wg)} } .

RLF (wp, wg)} an

Para realizar a analise espectral, Bartlett (1964) propde a fun¢do densidade
da completa covaridncia como uma alternativa ttil para descrever um processo
espacial de pontos.

A funcido de densidade espectral de um processo pontual (ou ponto espec-
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tro) € definida como sendo a transformada de Fourier da func¢do de densidade da

completa covariancia. No espaco bidimensional, a definicao formal é dada por
flapewn) = [ [ K(s,rpe e dsar, (8)
R?2 JR2

em que wy, € R?, wy € R? e inversa
k(s,r) = / f(wp, wq)ei(w;”w;r)dwpdwq, (19)
R2 JR?

em que s € R2, r € R% e T denota transposta.
Substituindo a Equacgédo 6 na Equacio 18 tem-se a Func¢do Densidade Es-

pectral mais geral da seguinte forma:
f(wp,wq) = / / {A(5)0(ss — 1i)0(sj —rj) + (s, r)}e_i(w;5+w;r)dsdr
R2 JR?
(20)

O caso isotropico de um processo pontual tem intensidade de primeira
ordem constante, ou seja, A(s) = A, para s = (s;, s;) e a fun¢do de covariancia s6
depende da distincia e ndo da diregdo, isto é, y(s,7) = y(c¢),emque c = s — r
(MUGGLESTONE; RENSHAW, 1996a).

A Equacio 20 para o caso isotrépico apresenta-se da seguinte forma,
o0 oo i
fw) = f(wp,wg) = A+ / / V(i ¢)el T et deide, (1)
—0o0 —0oQ
em que ¢ = (¢;, ¢;), (wp, wy) € R?, ou ainda,

flw)=X+27 /OO ty(t)Jo(tw)dt, (22)

0
em que t = 1/612 +c2 w = 1/w]% +w§ e Jy é a funcdo de Bessel (WAT-

SON,1944) definida como

e =3 G (5)

J=0
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Suponha que um padrdo observado consiste de IV, eventos em uma re-
gido retangular de lados Iy e Iy e {(x1,225),j7 = 1,..., N} denota alocalizagdo
dos eventos. Mugglestone e Renshaw (1996a) definem a transformada discreta de
Fourier das coordenadas como

qz2;

Na .(PT14
F(p,q) = Z‘f—?m( R A(p,q) +iB(p,q). (23)
j=1

O periodograma, também chamado de funcao espectral amostral, pode ser
calculado como o espectro de poténcias da Transformada discreta de Fourier das

coordenadas como

Flwp,wg) = |F(p,q)* = {Alp,0)}* + {B(p,q)}?, (24)

em que (wy, w,) = (2;’—11’ “%q) ep=0,41,42, ..eq=0,+1,42 ..

A coordenada A(p, q) do periodograma ou parte real da transformada dis-
creta de Fourier tem distribui¢ao Normal assintdtica (N, — 0o) com média zero e
variancia igual a fungdo espectral no ponto (wy, w,) dividida por 2 (MUGGLES-

TONE; RENSHAW, 1996a). Portanto,

f(wp, w
A~ N (0T w200 09

A parte imagindria da transformada de Fourier Discreta B(p, ¢) tem, tam-
bém, distribuicdo Normal assint6tica com média zero e variancia igual a funcéo

espectral no ponto (w,, w,) dividida por 2. Assim,

Wy, W
o)~ N (0T ) 200, o
Além disso, A(p, q) e B(p, q) séo assintoticamente independentes.

Se (wp,wy) = 0 entdo, A(0,0) tem distribuicdo Normal assintética com média A
e variancia a fungdo espectral em (wp, w,) = (0,0) dividida por 2 (MUGGLES-
TONE; RENSHAW, 1996a). Logo,

A0,0) ~ N ()\, f(02’ 0)> e B(0,0) = 0.
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Os resultados 25, 26 e sabendo que A(p, q) e B(p, q) sdo assintoticamente

independentes em conjunto implicam que

Qf(wpa wq)

2
Flwp,wg) X2 (wp, wq) # (0,0). 27

Em que 3 ¢ a distribui¢do qui-quadrado com dois graus de liberdade.

Analogamente, os resultados 38 e B(0,0) = 0 implicam que

A~

2£(0,0) — A

2 _
f(O, O) ~ X1> (w;lh wq) = (07 0) (28)

Em que x? € a distribui¢do qui-quadrado com um grau de liberdade.
Uma ferramenta que a andlise espectral apresenta é avaliar o padrdo em
meio a escala e direcdo. O periodograma em coordenadas polares define dois re-

sumos uni-dimensional. Cada f(w,,w,) pode ser representado na forma polar

usando a notagéo §(w,,wy), em que r = \/m ef = tan~! (p) MUG-
GLESTONE; RENSHAW, 1996a). !

Os valores médios das ordenadas do periodograma para valores similares
de r, investiga escalas de padrdo sob a hipétese de isotropia. O R-espectro, f Rr(r),

é definido como
o 1 R
fr(r)=—2>_% g(ws wp), r=12.., (29)
L 7]

em que a soma total é dividida por n,. ordenadas do periodogramaer—1 < r’ < r.
Os valores médios das ordenadas do periodograma para valores similares
de 0, investiga caracteristicas direcionais de padrdo. O #-espectro, fg(é), é

definido como
. 1
o) = = 373 Glwnwe), 0=0°10%,20°, . 170°, (30)
0
r 9/

em que a soma total é dividida por ng coordenadas do periodograma para os quais
6—5° <6 <645
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Usando a aditividade de varidveis aleatérias com distribui¢cio y2, tem-se

ZZ G(wyr, wp) - X%nr 31)
VA g(wr’an) 2n,
emquer =1,2,...
. 2
oy dune) | X, (32)
— < g(wr,wer) 2y

em que 6 = 0°,10°,20°, ..., 170°.

A teoria apresentada anteriormente pode ser expandida e utilizada de di-
versas maneiras para detectar a presenca de configuragcdes espaciais ndo aleatérias
tais como configuragdes regulares e com agrupamentos. Por exemplo, o modelo
para a completa aleatoriedade espacial € o processo homogéneo bidimensional de
Poisson, no qual os pontos (eventos) sdo distribuidos uniformemente e indepen-
dentemente uns dos outros no plano.

Caso os pontos sejam distribuidos de modo independente, a funcio in-
tensidade de segunda ordem € dada por A(r,s) = A(t) = A\%. Pode-se mostrar
que se y(r,s) = y(t) = 0e f(w) = f(w) = Ap, entdo o espectro do processo
homogéneo bidimensional de Poisson contém todas as frequéncias para o mesmo
grau. Para detectar rejeicdo de Hy, Hip6tese Nula: Padrao espacial aleatério basta
verificar a forma do periodograma. Se o mesmo € plano, pode-se concluir que a
configuracdo € aleatdria, caso contrario pode ser agrupada ou regular MUGGLES-
TONE; RENSHAW, 1996a). Testes de hipdteses tendo como base a distribuicao

de qui-quadrado ou métodos de Monte Carlo, também, podem ser desenvolvidos.
3.1.1 Analise espectral aplicada a uma rede bidimensional

Renshaw e Ford (1983) mostram que a andlise espectral também pode ser
aplicada a uma rede bidimensional de dados. As posi¢des aproximadas de eventos
de um padrdo espacial pontual podem ser representadas pela interse¢do de uma

malha fina sobreposta na drea de estudo. Neste trabalho constroi-se uma malha
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(grade) com o nimero de pontos por eixo igual a m X n.

A autocovaridncia amostral com retardo (j, k) é definida como

1
Cit=—> > XaXepjirh (33)
s=1 O
em que ; = {1,...n —k;k > 0}, Q = {-k+1,...nk < 0} e Xy
(s =1,...,m; t=1,..,n)¢éa matriz bidimensional de observacdes corrigida
para a média (RENSHAW; FORD, 1984).

A matriz de autocorrelacdo € dada por { i } em que s>

¢ a variancia da
amostra { X }.

A matriz completa de autocorrelacdo espacial tem um valor central de

C;%O = 1, ou seja, correlaciona os dados perfeitamente entre si.
1 m n
Coo = — X2, 34
00 =~ ; ; st (34)

Uma descri¢do mais compacta do padrio espacial em processos pontuais
¢ obtida pelo periodograma ou fungdo espectral amostral.
O periodograma calculado via a autocovariancia amostral vista na Equa-

cdo 33 fica definido por Renshaw e Ford (1983) como

flwy, wy) Z Z Cjrcos(jwp + kwy), (35)
j=—m+1k=—n+1

Substituindo na Equagdo 35 o valor da frequéncia (w,,w,) = (2£2,222),
tem-se e o
~ (21 2mq
qu = f (7 ) = m'n(a?)q + b?)q): (36)

m n

em que a,q € a parte real e by, € a parte imagindria da Equacdo 37 definida como

. 1 & mi( B2 41t
pg + ibpg = %ZZXSf@z i(h+4). (37)

s=1t=1
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Desenvolvendo a Equacdo 37, pode-se encontrar os valores

I\ =g [ s qt)]
Apg = <mn> Z ZXstcos 2 (fn + i) (38)

s=1t=1

1 AL [ ps  qt)]
@w=<mn>§:§:&ﬁm,%(nf+n) (39)

s=1t=1

A ampla gama de frequéncia € sobre
p=0,....m—1;g=0,....,n — 1,

mas em decorréncia da relacdo de simetria, Renshaw e Ford (1984) recomendam
considerar somente parte do periodograma, ou seja,

m n n
=0, —g=——, ..., — — 1.
p=0, » 534 57 g

3.2 Materiais e métodos

Uma ferramanta que pode ser ultil, para uma primeira andlise exploratdria
da distribui¢do espacial, € o diagrama de pontos. Nesta secdo serdo apresenta-
das configuragdes espaciais reais cldssicas que estdo descritas em vérias fontes e
que foram analisadas, extensivamente, usando técnicas no dominio do espago por
Diggle (2003). Também serd apresentado um conjunto de dados reais que trata
da distribui¢do de particulas em um material composito Al/SiC que foi analisado
usando técnicas no dominio do espago por Scalon et al. (2003). Essas configura-

coes serdo submetidas a andlise espectral bidimensional descritas anteriormente.
3.2.1 Modelos classicos
Um exemplo cldssico de configuracio espacial de pontos que vem sendo

analisado por diversos pesquisadores ( MUGGLESTONE; RENSHAW, 1996; DIG-

GLE, 2003) ¢ a distribui¢@o das coordenadas das mudas de pinheiro negro japonés
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coletadas por Numata (1961). As coordenadas originais referem-se a um quadrado
5,7 x 5,7 m? e elas foram escaladas para o quadrado da unidade para a andlise
conforme pode ser visto na Figura 2. Este padrdo € usado, frequentemente, como

exemplo de completa aleatoriedade espacial (CAE).

Figura2 Padrao formado por N, = 65 mudas de pinheiro negro japonés no
quadrado unitario

A distribui¢do das coordenadas das células bioldgicas apresentada na Fi-
gura 3, também, ¢ um exemplo que vem sendo analisado por diversos autores tais
como Crick e Lawrence(1975), Ripley (1977) e Mugglestone e Renshaw (1996a).
Os dados da Figura 3 fornecem um bom exemplo de uma configurag¢do exibindo

regularidade.
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Figura 3 Padrdo formado pelos centros de N, = 42 células biolégicas no qua-
drado unitdrio

Os dados da Figura 4 representam os locais de 62 mudas de drvores da
Califérnia em uma regido de amostragem quadrada. Eles foram, primeiramente,
analisados por Strauss (1975). Os dados utilizados nesta tese sdo um subconjunto
extraido por Ripley (1977) de uma sub-regidao que foi redimensionada a um qua-
drado unitdrio conforme mostra a Figura 4. Esta configuragdo é frequentemente
usada como um exemplo de um padrdo que apresenta agrupamentos (DIGGLE,
1983).
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Figura4 Padrdo formado por N, = 62 mudas de arvores no quadrado unitario

3.2.2 Material Compésito Al/SiC

A anilise estatistica teve como base quatro amostras metalograficas (.57,
Sy, S35 e S4) de um material compésito (Al/SiC - Carboneto de silicio na liga de
aluminio) produzido pelo Departamento de Engenharia de Materiais, Universi-
dade de Sheffield, Inglaterra, em que as particulas de segunda fase de carboneto
de silicio tinham uma fra¢do de volume igual a 11 %. As dreas das amostras me-
talograficas foram, aproximadamente, 192 x 288  m. As amostras metalégrafas
foram colocadas em um analisador de fase ptico do microscopio controlado por
computador (Polyvar), o que permitiu o ajuste totalmente automdtico, a focagem, o
posicionamento e a digitalizacdo das amostras. A ampliagdo do microscépio total
utilizada foi de 600 vezes, obtendo-se um tamanho de pixel de 0, 375  m. Assim,
o Polyvar produziu quadros de imagens digitais com area igual a 512 x 767 pixels
quadrados. As imagens digitais bidimensionais foram analisadas, usando técnicas
de processamento de imagem, para extrair as coordenadas (centros) de cada parti-
cula dentro das imagens. As imagens reais foram de 512 x 767 pixels, dos quais
usamos apenas as particulas de 512 x 512 pixels, produzindo 419 particulas em
amostras S, 594 particulas na amostra Sy, 738 particulas em amostras S3 e 646

particulas na amostra Sy. Os 512 x 512 imagens foram transformadas em areas
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quadradas com uma unidade para facilitar a andlise (SCALON et al., 2003). A
ferramenta para a visualizagdo de uma distribui¢do espacial das particulas é plotar
sua localizacdo na matriz como um mapa de pontos.

Os mapas de pontos das amostras ddo uma impressdo visual da distri-
bui¢do das particulas ao longo da matriz. Padrao formado pelas coordenadas que
representam os centros das particulas de SiC. Os mapas de pontos das Figura 5(a),
Figura 5(b), Figura 6(a) e Figura 6(b) representam as 730, 980, 997 e 1023 coor-

denadas dos centros das particulas do material compésito Al/SiC, respectivamente.
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0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

(a) (b)

Figura5 Distribuigdo espacial das particulas do material compésito Al/SiC. (a)
780 coordenadas dos centros das particulas. (b) 980 coordenadas dos
centros das particulas
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Figura 6 Distribuigdo espacial das particulas do material compésito Al/SiC. (a)
997 coordenadas dos centros das particulas. (b) 1023 coordenadas dos
centros das particulas

Os mapas de pontos das amostras metalograficas S1, So, S3 e Sy com
areas de 512 x 512 pixels sdo apresentados nas Figuras 7(a), 8(a), 9(a) e 10(a),
enquanto as Figuras 7(b), 8(b), 9(b) e 10(b) mostram os mapas de pontos para
0 quadrado unitdrio. Esses mapas fornecem uma impressao visual dos padrdes

formados pelas coordenadas dos centros das particulas de SiC no compdsito.
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(a) (b)

Figura7 Distribuicdo espacial das particulas do material compédsito Al/SiC da
amostra S1. (a) 512 x 512 pixels. (b) quadrado unitario
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Figura 8 Distribui¢do espacial das particulas do material compdsito Al/SiC da
amostra S. (a) 512 x 512 pixels. (b) quadrado unitério
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Figura 9 Distribuicdo espacial das particulas do material compédsito Al/SiC na
amostra S3. (a) 512 x 512 pixels. (b) quadrado unitdrio
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Figura 10 Distribuicio espacial das particulas do material compésito Al/SiC na
amostra Sy. (a) 512 x 512 pixels. (b) quadrado unitério

A andlise visual dos mapas de pontos das amostras metalografica apresen-
tados anteriormente ndo permitem identificar qualquer tipo de padrdo na distribui-

¢do espacial das particulas de SiC na base de aluminio. Essa andlise € muito sub-



38

jetiva e, dependendo de quem faz a andlise, poder-se-ia concluir por qualquer um
dos padrdes tipicos, ou seja, aleatoriedade, agrupamento ou regularidade. O uso
do método de Monte Carlo combinado com a teoria da andlise espectral espacial,
apresentados a seguir, fornecerd uma decisdo sobre o padrdo das configuragdes

pontuais apresentadas anteriormente.
3.2.3 Intervalo de confianca baseado em Monte Carlo (MC)

Para a constru¢do do periodograma foi, primeiramente, desenvolvida uma
funcdo (gradeMxN.r) que gera uma malha fina (grade 2D) com MxN divisdes
regulares. Em seguida foram obtidas as coordenadas das entradas da matriz de
observagdes corrigidas para a média, apresentadas na Equacdo 33. O desenvolvi-
mento desse algoritmo foi com base na teoria proposta por Renshaw e Ford (1983),
afirmando que as posi¢des aproximadas de eventos de um ponto espacial padrdo
podem ser representadas pela intersec¢do de uma malha fina sobreposta na area de
estudo.

Os valores das ordenadas do periodograma 2D foram obtidos a partir das
equagdes 36, 38 e 39.

Os valores do R-Espectro 2D e 6-Espectro 2D foram obtidos a partir das
equacgdes 29 e 30.

Para contrugdo do intervalo de confianga, sdo gerados os valores de R-
espectro e f-espectro para as configuracdes observadas. A seguir, sdo gerados
n configuracdes sobre a hipétese de completa aleatoriedade espacial e calcula-
se o R-espectro e o #-espectro para cada uma dessas configuracdes. Para cada
escala tem-se uma distribuicdo que tem n valores para R-espectros e, também,
para cada angulo tem n valores para f-espectros. Em seguida, ordena os n valores
R-espectros para cada escala do menor para o maior e também, ordena os n valores
f-espectro para cada angulo. Para (1 — Wio) de confianga, o limite inferior do
intervalo € obtido pelo ¢-ésimo n-quantil e o limite superior pelo (n — 7)-ésimo
n-quantil. Nesta tese, foram geradas 100 simulacdes sob a hipdtese de completa

aleatoriedade espacial.



39

3.2.4 Software

Todo trabalho de simulacio e andlise de dados foram realizados utilizando-
se programas desenvolvidos no software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM,
2012).

3.3 Resultados e discussao

Nesta secdo sdo apresentados os resultados e discussdo da aplicagdo da

andlise espectral nas configuracdes cldssicas e do material compésito Al/SiC.

3.3.1 Configuracoes classicas

A distribuicao espacial das mudas de pinheiro negro japonés é, frequente-
mente, apresentada por diversos autores como um exemplo de uma configuragio
que exibe completa aleatoriedade espacial (CAE). Diggle (2003) usa testes consi-
derando as fungdes F', G e K para comprovar a hipétese de CAE. Em um outro
artigo, Mugglestone e Renshaw (1996) usam técnicas de andlise espectral e a fun-
c¢do qui-quadrado para, também, comprovar a hipétese de CAE.

A Figura 11 mostra o periodograma que representa por¢des da variancia
dos dados em diferentes frequéncias. Observa-se que a forma do periodograma nio
apresenta grandes variacdes, refletindo a auséncia de estrutura espacial na confi-

guracdo observada.
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Figura 11 Periodograma do padrido da distribuicdo espacial das mudas de pi-
nheiro negro japonés

A Figura 12 apresenta o espectro polar do padrdo da distribuicao espacial
das mudas de pinheiro negro japonés juntamente com os intervalos de confianca
(linhas tracejadas) construidos a partir de simulacdes de Monte Carlo sob a hi-
pétese de completa aleatoriedade espacial. A partir da inspecao visual do grafico
do R-espetro observado e #-espetro nas Figuras 12(a) e 12(b), respectivamente,
pode-se observar que os mesmos se encontram dentro do intervalo com 0,99 de
confianca. Esta andlise visual do comportamento do grafico mostra que o padrio
da distribui¢a@o espacial das mudas de pinheiro negro japonés € tipica da completa
aleatoriedade espacial, o que corrobora os resultados obtidos por Mugglestone e
Renshaw (1996a) e Diggle (2003).
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Figura 12 O espectro polar do padrdo da distribui¢do espacial das mudas de pi-
nheiro negro japonés. (a) R-espectro. (b) f-espectro

A distribuicao espacial das células biolégicas é um exemplo cldssico de
uma configuracio exibindo regularidade. Ripley (1977) e Diggle (2003) usam
testes de Monte Carlo e a funcdo K, para rejeitar a hipétese de CAE, em favor da
regularidade espacial das células. Mugglestone e Renshaw (1996a) usam andlise
espectral para chegarem a mesma conclusao.

A Figura 13 mostra o periodograma para o padrio de células bioldgicas.
O gréfico do periodograma mostra uma regido de pequenos valores em baixas
frequéncias e é, relativamente, plano em outros lugares. Esta estrutura sugere que

o padrdo é formado por um processo de inibi¢ao, caracterizando regularidade.
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Figura 13 Periodograma do padrio da distribuicao espacial de células bioldgicas

O espectro polar do padrio da distribuicdo espacial células bioldgicas jun-
tamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) construidos a partir de
simula¢des de Monte Carlo sob a hipdtese de completa aleatoriedade espacial sdo
apresentados na Figura 14 . Os graficos das fungdes R-espectro (Figura 14(a)) e 0-
espectro (Figura 14(b)) apresentaram um pequeno declive abaixo do limite inferior
do intervalo de confianca, levando a rejei¢ao da hipdtese de CAE. Estas andlises
levam a concluir que a distribui¢do espacial das células bioldgicas € regular, o que
corrobora os resultados obtidos por Ripley (1977), Mugglestone e Renshaw (1996)
e Diggle (2003). O Espectro polar do padrdo da distribuicdo espacial células bio-
l6gicas juntamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) construidos
a partir de simulagdes de Monte Carlo sob a hipdtese de completa aleatoriedade

espacial.
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Figura 14 O espectro polar do padrao da distribuicdo espacial células biologicas.
(a) R-espectro. (b) #-espectro

Na dltima configuracdo cldssica, a distribuicdo das mudas de 4rvores é
frequentemente usada como um exemplo de padrdo de pontos com agrupamentos
(DIGGLE, 1983).

A Figura 15 mostra o periodograma da configuragdo em que se podem
observar regides de altas frequéncias e grandes quantidades de baixas frequéncias

o que poderiam ser indicios da presenca de agrupamentos.



44

Figura 15 O Periodograma do padrio da distribui¢io espacial de mudas de arvo-
res

A Figura 16 apresenta o espectro polar do padrdo da distribuicao espacial
de Mudas de arvores juntamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas)
construidos a partir de simulagdes de Monte Carlo sob a hipétese de completa
aleatoriedade espacial. Os grificos de R-espetro e f-espectro observados em (a)
e (b), respectivamente, encontram-se fora dos limites do intervalo de confianga.
Estes resultados corroboram os resultados obtidos por Mugglestone e Renshaw

(1996a), indicando agrupamentos na distribuicdo das mudas de arvores.
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Figura 16 O espectro polar do padrdo da distribuic@o espacial de Mudas de ar-
vores. (a) R-espectro. (b) f-espectro

3.3.2 Materiais compositos

A distribuicdo espacial da segunda fase (particulas) € um dos fatores mais
importantes das propriedades mecanicas de materiais compdsitos. Por exemplo, a
tenacidade a fratura deste material depende ndo s6 da forma e da fracdo de volume,
mas também da distribuic@o espacial do refor¢o de particulas na matriz e, portanto,
a caracterizacio de tais distribuicdes é de primordial importincia na ciéncia dos
materiais. O ideal é que a distribuicdo das particulas seja aleatdria ou apresente
uma pequena regularidade. Agrupamentos de particulas € um forte indicador que o
material possa apresentar fraturas nesse agrupamentos (CHAWLA, 2012). Scalon
et al. (2003) analisaram a distribuicio espacial das particulas no material comp6-
sito utilizando as fun¢Ges F' e G e chegaram a conclusao de que estas exibem uma
leve tendéncia para se distribuirem de maneira regular.

Observando os periodogramas apresentados nas Figuras 17, 18, 19 e 20
pode-se notar que os espectros apresentam-se em diferentes frequéncias. Assim,
pode-se dizer que o padrio da distribui¢do espacial das particulas de carboneto de

silicio é compativel com o padrdo da CAE nas quatro amostras metalogréficas.
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Figura 17 Periodograma das particulas do material compdsito Al/SiC' da amos-
tra Sp

Figura 18 Periodograma das particulas do material compésito Al/SiC da amos-
tra So
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Figura 19 Periodograma das particulas do material compésito Al/SiC' da amos-

tra S3

Figura 20 Periodograma das particulas do material compésito Al/SiC da amos-

tra Sy
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O exame visual do espectro das quatro amostras metalogréficas, conforme
Figura 21, Figura 22, Figura 23, Figura 24 mostram que as fungdes [-espectro e
f-espectro encontram-se dentro dos envelopes de completa aleatoriedade espacial
com 0,99 de confianca. Esses resultados sdo bons indicadores da boa qualidade
do material. O espectro polar do padrao da distribui¢do espacial da amostra Sy
do Material Al/SiC juntamente com os intervalos de confianga (linhas tracejadas)
construidos a partir de 99 simulacdes de Monte Carlo sob a hipétese de completa

aleatoriedade espacial.
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Figura 21 O espectro polar do padréo da distribuigdo espacial da amostra S. (a)
R-espectro. (b) #-espectro

O espectro polar do padrdo da distribui¢do espacial da amostra S2 do Ma-
terial Al/SiC juntamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) cons-
truidos a partir de 99 simulacdes de Monte Carlo sob a hipdtese de completa alea-

toriedade espacial.
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Figura 22 O espectro polar do padréo da distribuigdo espacial da amostra Ss. (a)
R-espectro. (b) #-espectro

O espectro polar do padrdo da distribui¢do espacial da amostra S3 do Ma-
terial Al/SiC juntamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) cons-
truidos a partir de 99 simulacdes de Monte Carlo sob a hipétese de completa alea-

toriedade espacial.
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Figura 23 O espectro polar do padréo da distribuigdo espacial da amostra Ss. (a)
R-espectro. (b) #-espectro

O espectro polar do padrdo da distribui¢do espacial da amostra Sy do Ma-
terial Al/SiC juntamente com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) cons-
truidos a partir de 99 simulacdes de Monte Carlo sob a hipétese de completa alea-

toriedade espacial.
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Figura 24 O espectro polar do padréo da distribuigdo espacial da amostra Sy. (a)
R-espectro. (b) #-espectro

Os resultados apresentados, anteriormente, utilizando andlise espectral bi-
dimensional, levaram a nao rejeicdo da hipétese de CAE sobre o comportamento
da distribui¢do espacial das particulas de carboneto de silicio na liga de aluminio.
Este resultado é o que os engenheiros de materiais esperam de qualquer material,
pois é um indicador da boa qualidade do material. Entretanto, esses resultados di-
vergem, ligeiramente, dos resultados obtidos por Scalon et al. (2003) que mostram,
utilizando andlises considerando distancias entre pontos, que as particulas dessas
amostras metalogréfica apresentam uma distribuicio regular. Na verdade, Scalon
et al. (2003) afirmam que a pequena regularidade detectada nos padrdes espaciais
¢ devida aos tamanhos das particulas que nao foram levados em consideracdo na
andlise com base nos centros das particulas.

Seria prematuro tirar conclusdes definitivas sobre o valor comparativo da
técnica espectral com outras técnicas estatisticas disponiveis tendo como base ape-
nas algumas configuracdes pontuais. Entretanto, apesar da anélise espectral ndo
ser de facil uso, como as analises com base em distancias entre eventos, a mesma
se apresenta como uma ferramenta alternativa e poderosa para investigar padroes
pontuais, uma vez que nio assume qualquer suposicao estrutural dos dados antes

da andlise, como a isotropia, que ¢ dificil de ser observada em diversas situa-
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coes praticas como observam alguns pesquisadores como Bartelett (1964), Diggle
(1983), Mugglestone e Renshaw (1996a).

A andlise espectral aplicada as configuragdes pontuais classicas e as confi-
guracdes dos centros de particulas de carboneto de silicio na liga de aluminio cor-
roborou com os resultados obtidos por outros pesquisadores, utilizando métodos
espaciais, considerando distancias. Os resutados indicam que a andlise espacial
espectral pode ser ferramenta alternativa, para investigar padroes de configuragcdes
pontuais no espaco, quando a suposi¢do de isotropia do processo estocdstico, que

gerou a configuracdo pontual, ndo pode ser aceita.
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4 ANALISE ESPECTRAL TRIDIMENSIONAL

Esta secdo tem inicio com o desenvolvimento da teoria da andlise espec-
tral espacial para espagoes tridimensionais. A seguir, sdo apresentadas diversas
configuracdes pontuais simuladas em trés dimensdes em que a teoria serd apli-
cada. Também sdo fornecidos outros detalhes dos métodos para testar a hipdtese
de completa aleatoriedade espacial nessas configuragdes pontuais. Apds apresen-
tar os resultados e discussdo das andlises espectrais nas configuracoes pontuais

tridimensionais, a se¢do é encerrado com uma breve conclusio.
4.1 Referencial teérico

A funcdo densidade espectral tridimensional € definida como a transfor-
mada de Fourier da fungcdo de completa covariancia e pode ser obtida a partir da
expancgdo da teoria apresentada em Bartlett (1964).

Para uma funcio integrivel f : R — C, a transformada de Fourier tridi-

mensional S {f(p, q,t)} = F(wp, wq, we) é definida por:

F(wp, wg, we) = / fpa t)e (Pt ed) dp gt (40)
Rl

em que wy, wy € wy sdo as frequéncias e C' € o conjunto dos niimeros complexos.
O espectro de poténcias da transformada de Fourier tridimensional é defi-

nido por:

P = {%{F(wp,wq,wt)}}2 + {Im {F(wpaquwt)}}2 =| F(wp, wg, wr) |27
41)

com angulo de fase

(42)

¢ = arctan { ImAF (wp, w, wt)}} )

R{E (wp, wg, we) }

Para realizar a andlise espectral, Bartlett (1964) propde a funcao densidade

da completa covaridncia como uma alternativa ttil para descrever um processo
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espacial de pontos. A func¢do de densidade espectral de um processo pontual (ou
ponto espectro) é definida como sendo a transformada de Fourier da fungdo de
densidade da completa covariancia. No espaco tridimensional, pode ser definida

formalmente como

f(wp,wq)—/ / k(s,r)e*i(wgﬁwgr)dsdr, (43)
R3 JR3

s € R3, r € R3, com inversa dada por
k(s,r) = /R3 - f(wp,wq)ei(w;‘erw;T)dwpdwq, (44)

em que w, € P C R3ew, € Q C R3e T denota transposta.
Substituindo a Equacéo 14 na Equagéo 43 temos a Fun¢do Densidade Es-

pectral mais geral da seguinte forma:
(wp, wy) A(8)0(s; —1r;i)d(s; —r)0(sp — Tk e~ iwp s+wg 1) g5y
ps Wq i
R3 JR3

/ / 'y(s,r)e_i(w;”w;r)dsdr (45)
R3 JR3

O caso isotropico de um processo pontual tem intensidade de primeira
ordem constante, ou seja, A\(s) = A. A fungdo de covarifncia s6 depende da
distancia e ndo da direcéo, isto é, y(s,7) = y(c), em que ¢ = s — r, para s =

(i, 85,8K) er = (r;,rj, 7). Logo, a Equacdo 45 fica entao,

fwp, wg,wy) = /OO /Oo /OO AO(si —1i)0(sj —15)0(sk — Tk)

—1 prz+qug+wtCk)}dC dcjdck

/ / / —1 prz+qu] +wtck)}dc7/dcj dck 7(46)

em que (wy, wy, wy) € R3. A transformada de Fourier da fungéo Delta de Dirac é
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igual a 1, logo, a Equacao 46 pode ser escrita como:
oo o0 [e.e] i
f(w]” ’u)q7 wt) — >\ —|— / / / fy(c)e{*z(wpci“rwch+’lUtCk)}dcidcijk7
— 0o —0o0 —0oQ
47)

em que (wp, wq, wy) € R>.
A transformada discreta de Fourieir tridimensional das coordenadas € de-

finida como:

pPr1; qx2; QqT3;
i J+ J+ ]

. )
F(p,q,t) =) e o b B ) = A(pq.t) +iB(p.q,t),  (48)
j=1

em que N, € o nimero de eventos no volume do paralelepipedo de lados I, I2 e
I3, (z15, x2j, x3;) denota a localizagdo dos eventos e j = 1, ..., IN,.

O periodograma, também chamado de funcao espectral amostral, pode ser
calculado como o espectro de poténcias da Transformada discreta de Fourier das

coordenadas como

fwp, wg,we) = |F(p,q,t)* = {Alp, ¢, )}* + {B(p,q,1)}?,  (49)

2mp 2mq 2“)

em que (wp, Wq, wy) = ( Lo ,?

A coordenada do periodograma ou parte real da transformada discreta de
Fourier tem distribui¢do Normal assintdtica (N, — oco) com média (u(A)) zero
e varidncia (V' (A)) igual a funcdo espectral dividida por 2 (MUGGLESTONE;
RENSHAW, 1996). Assim, para o caso tridimensional, fica:

Alp.g.1) ~ N (0, W) - (wpowgw) #(0,0,0). (50)
Se (wp, wg,wt) = (0,0,0) entdo, A(0,0,0) tem distribuicdo Normal as-
sint6tica com média (u(A)) A e varidncia (V' (A)) a fungdo espectral dividida por

2 em (wp, wq, wy) = (0,0,0). Logo,



56

A(0,0,0) ~ N ()\, f(O’QO’O)).

A parte imagindria da transformada de Fourier Discreta tem, também, dis-
tribui¢do Normal assint6tica com média (u(B)) zero e variancia (V' (B)) igual a

funcdo espectral dividida por 2. Para o caso tridimensional,

f(wp> Wy, wt)

B(p,q,t) ~ N (0, 5

> ) (’LUp,?Uq,lUt) 7& (07010) (51

B(0,0,0) = 0.
Além disso, A(p, q,t) e B(p, ¢,t) sdo assintoticamente independentes.
Se A(p,q,t) e B(p,q,t) tém distribui¢do conforme 50 e 51, respectiva-

mente. Entdo

AP, g, t) = p(A)

~ N(0,1 (52)
Var(A) 0.1
e
B t) — u(B
Var(B)
Se Z1, Za, ..., Zp € uma amostra aleatdria com distribui¢do normal padrio,
entdo

> 77~ (54)
=1

Observa-se, também, que se duas varidveis aleatérias tém funcdes geradoras de
momentos que existem e sdo iguais, entdo, elas t€ém a mesma funcio de distribui-
¢io (MAGALHAES, 2006).

Seja

U=> 7. (55)
=1
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A fung¢do geradora de momentos de U é dada por

E('U) = E(') 7)) =E('Z})..E(' Z})

=1
i 2 " 1
e
11 I\ o=
1 \? 1
_ (1_2t> 1<y (56)

0|3

em que <ﬁ) T < % ¢ a funcdo geradora de momento da distribui¢io

Portanto,

f(wpa Wq, wt) _ {A(p, Qat) - 0}2 + {B(p, Q7t)}2 — Zl2 + 222 (57)

Jwpwgwi) J(wpwgwi) J(wp,wq,wi)
Ou seja,
2f (w , Wg, W
M ~ X%a ('wp,U)q,wt) 7& (07070) (58)

f(wp, wg, wr)

Seja (wp, wq, wy) = (0,0, 0), entdo:

2f (wp, wg,wy)  £(0,0,0)  {A(0,0,0) — \}2 + {B(0,0,0)}?

(0,000~ 1000 7000) (59)
MaS, _B(O7 O, 0) — O, logo
£(0,0,0)  {A(0,0,0) — A}?
000 T [0 (60)
2 2
Portanto,
_ 12
A0 A _ 7, ©1)

f(0,0,0)

2
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ou seja,

2£(0,0,0) =X

f(0,0,0) " (62

Uma ferramenta que a andlise espectral apresenta é avaliar o padrao em
meio a escala e dire¢do. Mugglestone e Renshaw (1996a) utilizam o periodo-
grama em coordenadas polares para definirem dois resumos uni-dimensionais do
periodograma conforme expressdes 29 e 30. No caso tridimensional tem-se que

cada f(wp,wy, wy) pode ser representado em coordenadas esféricas usando a no-

tagio §(wy, we, wy), em que 7 = /p? + ¢> + 12,0 = tan~* <q> e
p

1 p2 + q2 ~ .
¢ = tan — estdo representados conforme Figura 25.

Figura 25 Um ponto (p, q,t) no espago tridimensional representado pelas coor-
denadas esféricas

Os valores médios das ordenadas do periodograma para valores similares
de r, investiga as escalas de padrdo sob a hipétese de isotropia. O R-espectro,

f r(r), é definido como

fR(r):niZZZg(wT,,wg,%), r=1,2,.., (63)
T ¢
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em que a soma total é dividida por n,. ordenadas do periodogramaer—1 < r’' < r.
Os valores médios das ordenadas do periodograma para valores similares
de 0, investiga caracteristicas direcionais de padrdo. O 6-espectro, fg(@), é defi-

nido como
. 1
Fo0) = — 357N dwy, wer, wg), 0 = 0°,10°,20°, ..., 170°,  (64)
ne TG

em que a soma total é dividida por ng coordenadas do periodograma para os quais
0—5%<0 <6+5

Os valores médios das ordenadas do periodograma para valores simila-
res de ¢, investiga caracteristicas direcionais de padrdo. O ¢-espectro, f¢(¢), é

definido como
A 1
fo(@) = —> > D alwrwp,wy), ¢ =0%10°%20°,...170°  (65)
] r 2] @'

em que a soma total € dividida por ng coordenadas do periodograma para os quais
¢p—5" < ¢ <¢+5"
Usando a aditividade de varidveis aleatérias com distribui¢do 2, tem-se

que

N 2
ZZZ g(wy 7w97w¢) - >;2m7 (66)
0 g(wr’7w97w¢>) ny

TJ

emquer=1,2,...

ZZZ G(wr, wer, we) - X%n@ 67)
o 5 9w wews) - 2ng ’
em que 6 = 0°,10°,20°, ..., 170°.

N 2
SOy A o) X )
P g(wr,wg, w¢>) 277,(;5

em que ¢ = 0°,10°,20°, ...,170°.
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4.1.1 Analise espectral aplicada a uma grade tridimensional

A idéia de Renshaw e Ford (1983), em relacdo a andlise espectral ser apli-
cada a uma rede bidimensional de dados, pode ser expandida para uma rede tridi-
mensional. Neste caso, considera-se que as posi¢des aproximadas de eventos de
um padrio espacial pontual podem ser representadas pela intersecao de uma grade
tridimensional fina sobreposta no volume em estudo.

A autocovariincia amostral é definida como

1 m—in—j
Cije=——3 > > XesuXrpistjut (69)
r=1

s=1 Q

emque ), =1,....,0—k;k>00uQ, =—-k+1,...,0;k <0e X, a “matriz”
de observacdes corrigida para a média, em que » = 1,...,m;s = 1,...,n;u =

1,...,0.

No caso tridimensional a matriz é obtida subtraindo o valor da média
amostral em cada elemento da matriz M.O x N.

O periodograma pode ser calculado via a autocovariancia amostral vista
na equagao 69, expandindo o caso bidimensional apresentado por Renshaw e Ford

(1983). Portanto, o periodograma pode ser definido como

f(wp, wy, wy) Z Z Z Cijrcos(iwy + jwg + kwy).  (70)

i=—m+1 j=—n+1k=—o0+1

C@}k

A matriz de autocorrelacdo espacial é dada por { } em que s> denota

a varincia amostral de {X,s,}. A matriz de autocorrelagéo espacial tem valor

central de COOO = 1, ou seja, correlaciona os dados perfeitamente entre si.

2mp 2mq @)
b

A Equagao 70 para o valor de frequéncia (wy, wq, wy) = < T Ty

fica sendo:

~(27mp 2mq 2wt
f (, —, > = m.n.o(agqt + biqt), (71)

m n o
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em que a,q € a parte real e b,y € a parte imagindria da equagio 72 como

o it = YOS X BEEE) o

r=1s=1u=1

Desenvolvendo a Equagao 72, tem-se:

. 1 KL . T s tu
Apgt + tbpgt = —— Z Z Z X,su{cos [2m (]:n + % + )}

r=1 s=1u=1 0
¢
+ isen (2m' < + g + “))} (73)
o
LOgO, m n o
1 S
It = —— 3 X suc08 {m‘ ( + T4 )] (74)
r=1 s=1u=1
€

bpgt = mlno Z Z Z Xrsusen [2%2 (pr + — + )] . (75)

r=1s=1u=1
A ampla gama de frequéncia € sobre p = 0,....m —1; ¢=0,..
n—1 t=0,...,0—1.

*9

4.2 Materiais e métodos

Nesta secdo sdo apresentadas configuracdes espaciais tridimensionais, ge-
radas por algoritmos construidos a partir do uso do software R. Essas configura-
coes espaciais simuladas serdo submetidas a andlise espectral tridimensional des-

critas ao longo desta tese.
4.2.1 Configuracoes tridimensionais

Uma ferramenta que pode ser Util para a uma primeira andlise exploratéria
da distribuicao espacial das particulas € o diagrama de pontos.
O volume de pontos apresentado na Figura 26 € um exemplo da distribui-

cdo de 21 eventos simulados seguindo o processo de Poisson homogéneo em trés
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dimensdes. A realiza¢do é gerada dentro de um cubo unitdrio com intensidade
A =21

08
o

06

04

0.2
o
=

]
=3
=y

Figura 26 Realizacdo de uma configuracio com 21 eventos distribuidos aleatori-
amente no espaco tridimensional

O volume de pontos da amostra apresentado na Figura 27 d4 uma impres-
sdo visual da distribui¢do de eventos simulados e distribuidos de forma agrupada

no espaco tridimensional.
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Figura 27 Realizacdo de uma configuracdo com 2310 eventos distribuidos em
agrupamentos no espaco tridimensional

O mapa de pontos da amostra apresentado na Figura 28 d4 uma impressao

visual da distribuicdo de 817 eventos simulados e distribuidos, regularmente no

espaco tridimensional com distincia de inibi¢ao 6 = 0, 05.
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Figura 28 Realizacdo de uma configuracdo com 817 eventos distribuidos, regu-
larmente, com distincia de inibicdo § = 0, 05 no espago tridimensio-

nal
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A Figura 29 apresenta o mapa de pontos da amostra de 1000 eventos si-
mulados e distribuidos de forma regular no espaco tridimensional com distincia
de inibicdo 6 = 0, 1.

o 00 0 0 0 0 O

Figura 29 Realizacdo de uma configuracdo com 1000 eventos distribuidos, regu-
larmente, com distancia de inibi¢do § = 0, 1 no espago tridimensional

4.2.2 Métodos

Para a construcdo do periodograma foi, primeiramente, desenvolvida uma
funcdo que gera uma malha fina (grade 3D) com MxNxO divisdes regulares. Em
seguida foram obtidas as coordenadas das entradas da matriz de observagdes cor-
rigida para a média, apresentadas na Equacdo 33. O desenvolvimento desse algo-
ritmo foi com base na teoria de Renshaw e Ford (1983), afirmando que as posi¢des
aproximadas de eventos de um ponto espacial padrdo podem ser representadas pela
interseccao de uma malha fina sobreposta na drea de estudo.

Para a anédlise tridimensional foi criada uma funcdo que gera uma grade
fina 3D com MxNxO divisdes regulares (gradeMxNxO.r). Em seguida foram ob-
tidas as coordenadas das entradas da matriz de observacdes corrigida para a média,
apresentadas na Equacio 69.

Os valores das ordenadas do periodograma 3D foram gerados pela fun-
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cdo construida, para esse fim, utilizando as Equagdes 71, 74 e 75. Para gerar o
histograma 3D, utilizou-se, também, do software Scilab com os dados gerados do
periodograma 3D pelo software R. (SCILAB-5.2.2, 2011)

Os valores do R-Espectro 3D, 0-Espectro 3D e o ¢-Espectro 3D foram
obtidos pelas funcdes desenvolvidas para esse fim considerando as equacdes 63,
64 e 65, respectivamente.

Para obter os intervalos de Monte Carlo com (1-«) de confianca para o
R-Espectro, 0-Espectro e ¢-Espectro 3D, seguiu-se 0 mesmo procedimento ado-
tado no caso bidimensional. Para tal, foram geradas 100 simulagdes sob a hipdtese
de completa aleatoriedade espacial no volume utilizando as fungées construidas,

especificamente, para esse fim.

4.2.3 Software

Todo trabalho de simulag@o e andlise de dados foi realizado utilizando pro-

gramas desenvolvidos no software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2012).

4.2.4 Resultados e discussao

Observando o periodograma apresentado na Figura 30 pode-se notar que

os espectros apresentam-se de forma relativamente plano. Assim, pode-se dizer

que o padrio da distribui¢do espacial é compativel com o padrao da CAE.
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Figura 30 Periodograma do padrio da distribuicao espacial tridimensional alea-
tério

O espectro do padrio da distribui¢do espacial da amostra de dados alea-
torios 3D (R-espectro, f-espectro e ¢-espectro) juntamente com os intervalos de
confianca (linhas tracejadas) construidos a partir de simula¢des de Monte Carlo
sob a hipétese de completa aleatoriedade espacial sdo apresentados na Figura 31.
Considerando o exame visual do espectro da amostra de dados aleatdrios 3D, con-
forme Figura 31(a), Figura 31(b) e 31(c), as fungdes R-espectro, f-espectro e

¢-espectro encontram-se dentro do envelope de completa aleatoriedade espacial.
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©)

O espectro do padrido da distribui¢do espacial da amostra de dados

aleatérios 3D . (a) R-espectro. (b) #-espectro. (c) ¢-espectro

Observando o periodograma apresentado na Figura 32 pode-se notar que

0s espectros apresentam-se em regides de altas frequéncias e grandes valores de

baixas frequéncias o que poderia ser indicios da presenca de agrupamentos.
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Figura 32 Periodograma do padrdo da distribui¢do espacial tridimensional de
agrupamento

A Figura 33 apresenta o espectro do padrao da distribuicdo espacial da
amostra de dados agrupados 3D (R-espectro, f-espectro e ¢-espectro) juntamente
com os intervalos de confianca (linhas tracejadas) construidos a partir de simula-
coes de Monte Carlo sob a hipdtese de completa aleatoriedade espacial. O gréifico
da fungdo R-espectro da amostra de dados agrupados 3D, conforme Figura 33(a),
obteve um pico em r = 4 acima do intervalo de completa aleatoriedade espacial.
Observa-se, também, que a funcio #-espectro em 6 = 5 encontra-se acima do en-
velope de completa aleatoriedade espacial e em § = 14 abaixo conforme Figura
33(b). A Figura 33(c) em ¢ = 10 mostra o gréfico da fungdo ¢-espectro acima
do envelope de CAE. Os resultados apresentados rejeitam a hip6tese de completa

aleatoriedade espacial.
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Figura 33 O espectro do padrdao da distribui¢do espacial da amostra de dados
agrupados 3D. (a) R-espectro. (b) f-espectro. (c) ¢p-espectro

Observando o periodograma apresentado na Figura 34 pode-se notar que
0s espectros apresentam-se em regido de pequenos valores em baixas frequéncias
e é relativamente plano em outros lugares. Esta estrutura para o padrao sugere que

o padrao é formado por um processo de inibicao.
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Figura 34 Periodograma do padrdo da distribuicdo espacial tridimensional regu-
lar

O espectro do padrdo da distribuicao espacial da amostra de dados regu-
lares 3D (R-espectro, f-espectro e ¢-espectro) juntamente com os intervalos de
confianca (linhas tracejadas) construidos a partir de simula¢des de Monte Carlo
sob a hipdtese de completa aleatoriedade espacial sdo apresentados na Figura 35.
Considerando o exame visual do espectro da amostra de dados regular 3D, a funcdo
R-espectro apresenta-se abaixo do envelope de completa aleatoriedade na posi¢ao
r = 12 conforme Figura 35(a). A Figura 35(b) mostra a fungdo f-espectro em
0 = 14 abaixo do envelope de CAE. O graifico da fungdo ¢-espectro em ¢ = 20
apresentou-se acima do intervalo de confianca, conforme Figura 35(c), rejeitando

a hipétese nula de completa aleatoriedade espacial.
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Figura 35 O espectro do padrdao da distribui¢do espacial da amostra de dados
regulares 3D. (a) R-espectro. (b) f-espectro. (c) ¢-espectro

Observando o periodograma apresentado na Figura 36 pode-se notar que
0s espectros apresentam-se em regiao de pequenos valores em baixas frequéncias
e é relativamente plano em outros lugares. Esta estrutura para o padrdo sugere que

o padrao é formado por um processo de inibicao.
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Figura 36  Periodograma do padrdo da distribuicdo espacial tridimensional regu-
lar

A Figura 37 mostra o espectro do padrao da distribuicao espacial da amos-
tra de dados regulares 3D (6 = 0, 1) (R-espectro, f-espectro e ¢-espectro) junta-
mente com os intervalos de confianga (linhas tracejadas) construidos a partir de
simulag¢des de Monte Carlo sob a hipétese de completa aleatoriedade espacial. A
fung¢do R-espectro conforme Figura 37(a) encontra-se em r = 11 abaixo do en-
velope de CAE e em r = 13 acima. A Figura 37(b) mostra a fungéo -espectro
em f = 15, também, acima do envelope de completa aleatoriedade espacial. Em
¢ = 17 a funclo ¢-espectro apresentou valor acima do intervalo de confianga,
conforme a Figura 37(c)), rejeitando a hipdtese nula de completa aleatoriedade

espacial.
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Figura 37 O espectro do padrio da distribui¢do espacial da amostra de dados re-
gulares 3D (6 = 0,1). (a) R-espectro. (b) f-espectro. (c) ¢-espectro

Os resultados da andlise espectral tridimensional em configuracdes simu-
ladas tipicas, representando os principais padrdes espaciais (aleatoriedade, regu-
laridade e agrupamentos), mostraram que os métodos espectrais conseguiram ca-
racterizar de maneira correta todos os trés padrdes tipicos. Evidentemente, se-
riam necessarios mais estudos, considerando diferentes configura¢des com graus
de agrupamento e regularidade espacial, para uma completa anélise do poder dos

métodos apresentados.
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5 CONCLUSOES

Os resultados obtidos na andlise espectral bidimensional de configuracdes
cléssicas e reais corroboraram todos os resultados obtidos por outros pesquisado-
res utilizando técnicas do dominio do espaco. Os métodos da andlise espectral
tridimensional conseguiram identificar corretamente as configuragdes simuladas
tipicas.

Apesar dos resultados obtidos mostrarem que a andlise espectral pode ser
competitiva com a andlise considerando o dominio do espaco para a caracteriza¢io
de configuragdes pontuais, deve-se ter em mente alguns problemas que poderao li-
mitar uma difusdo mais ampla da aplicacdo dos métodos espectrais na pratica.
Primeiro, a teoria espectral é, em geral, mais dificil de ser entendida do que a te-
oria no dominio do espaco. Além disso, a teoria espectral para andlise espacial
pontual estd dispersa na literatura, enquanto a teoria no dominio do espaco esta
em consolidade e disponivel em diversos livros. Um segundo problema refere-se
a auséncia de programas computacionais disponiveis para a realizacdo da andlise
espectral. Nesta tese foram desenvolvidos varios programas, utilizando o software
R, que podem minimizar esse problema. Assim, um dos futuros trabalhos a serem
desenvolvidos € disponibilizar esses programas € por meio de uma biblioteca de
funcdes depositada no CRAN para realizagdo da andlise espectral espacial. Para
isso, essas fungdes precisam ser polidas e ajustadas aos critérios do CRAN. Um
terceiro problema refere-se a regido ou volume em andlise. Enquanto os métodos
no dominio do espaco permitem analisar regides de diferentes formas, os métodos
espectrais permitem andlises apenas em regides quadradas ou retangulares. Esten-
der a teoria espectral, para analisar qualquer forma de regido e/ou volume, é um
caminho totalmente aberto que vai exigir muito esforco tedrico e computacional.

O pouco desenvolvimento da andlise espectral tridimensional &, facilmente,
explicado pela dificuldade de obter dados em trés dimensdes. Até alguns poucos
anos atras, imagens em trés dimensdes era coisa de fic¢do cientifica. Atualmente,
essa realidade comega a mudar. Em diversas areas do conhecimento, como medi-
cina e materiais, ja € possivel obter imagens em trés dimensdes e extrair informa-

¢des como, por exemplo, coordenadas de eventos dessas imagens. Pode ser que,
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nesses casos, a andlise espectral seja mais util, apesar de mais dificil do que a ana-
lise no dominio do espaco. Neste sentido, esta tese e os artigos que dela originardo
serdo trabalhos seminais.

Nesta tese apenas introduziu-se um problema de interesse tedrico e pré-
tico, mas ndo se teve a intengdo de esgotar o assunto. Muitos trabalhos necessitam
ser conduzidos para que a andlise espectral torne-se uma realidade na anélise de
configuragdes pontuais no espago. Por exemplo, nesta tese foi abordada a ana-
lise contra a hipétese de completa aleatoriedade espacial (CAE), utilizando inspe-
cdo visual de periodogramas e graficos construidos utilizando o método de Monte
Carlo. Apesar do procedimento de Monte Carlo, combinado com andlise espectral,
ter apresentado um bom comportamento, existem outras possibilidade de testar
formalmente a hipétese de CAE utilizando distribui¢des amostrais. Na verdade,
Mugglelstone e Renshal (2001) apresentaram diversos testes para configuracdes
bidimensionais. Ainda existe a possibilidade de novas propostas de testes contra
CAE para configuragdes bidimensionais. Além disso, ndo existem testes formais
contra a hipétese de CAE em configuracdes tridimensionais. Pretende-se, no fu-
turo, trabalhar na construgdo desses testes.

Finalmente, pode-se afirmar que a andlise espacial espectral, mais que uma
ferramenta competitiva com os outros métodos, ¢ uma ferramenta alternativa que
pode ser usada concomitantemente, com outros métodos para investigar padrdes
de configuracdes pontuais no espago. Entretanto, nesta tese mostrou-se que para
a andlise espectral ser usada efetivamente na andlise de configuracdes pontuais no
espaco, ainda, existe um longo caminho de teoria e programacao a ser percorrido

pelos pesquisadores da area.
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