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RESUMO

MELO, Gabriel Jesus Alves dePrincipio de Extensdo de Zadeh aplicado a
funcdes ndo monotbnas com dois parametrdsizzy. 2009. 69 p. Dissertacao
(Mestrado em Engenharia de Sistemas) - Universidade Heafietavras, Lavras,
MG."

Sera apresentada neste trabalho uma metodologia congnathgue per-
mite aplicar o Principio de Extensdo para fungdes nao maaétoom dois para-
metrosfuzzy Esse principio € um conceito basico da Teoria dos Conjuniazy
gque sustenta a extensdo das expressdes matematicas déoddéssico ao do-
minio fuzzy Para aplicar e avaliar a metodologia proposta, foi esgolbi pro-
blema do Oscilador Harménico Unidimensional, considevaak os parametros
amplitude e frequéncia sdo parametros incertos. Dessa fdoirinserido ao mo-
delo classico, incertezas naturais presentes em um sifigotae, apds 0 método
de Defuzzificacdo de Centro de Gravidade, foi encontradapossivel evolucdo
temporal do modelo. Os resultados obtidos mostram que e&saflizzyaproxima
a solucdo classica do Oscilador Harménico Amortecido.

Palavras-chave: Légica fuzzy Frequéncia, Amplitude, Parametro Incerto, Osci-
lador Harménico.

*Comité Orientador: Onofre Rojas - UFLA (Orientador), Sérgio Martins - UFLA (Co-
orientador).



ABSTRACT

MELO, Gabriel Jesus Alves deZadeh’'s extension principle applied to now
monotonous functions with two parameters fuzzy 2008. 69 p. Dissertation
(Master in Systems Engineering) - Federal University ofraayLavras, MG.

In the present work a computational method which permitsafi@ication of the
extension principle to non-monotonic functions of tiuazyparameters is presen-
ted. The extension principle is a basic concepfuaizyset theory which allows
the extension of a mathematical expression from the classdamain to thduzzy
domain. The harmonic oscillator with uncertain amplitudd &equency was cho-
sen as a test case for the application and evaluation of tpmoged method. The
natural uncertainties which are present in a physical systere inserted into the
classical model and by defuzzifcation of the center of dyae possible time evo-
lution of the model was deduced. The results demonstratehtbduzzysolution
approximates the classical solution of the damped harnmastitiator.

Key-words: FuzzylLogic, Frequency, Amplitude, Parameter Uncertain, Harimon
Oscillator.

" Guidance Committee: Onofre Rojas Santos - UFLA (Supervisor); Sérgio Martins daza -
UFLA (Co-supervisor)



1 INTRODUCAO

Movimentos oscilatdrios sao encontrados por toda partéée psesentes
nas transmissoes via satélite, nos Raios X, nos Laser, nodesmadores dos car-
ros, na construcao civil, na televisédo e no radio, no celuarcomputador, no
estudo de terremotos e em diversas outras areas. Um dos emwusroscilatérios
mais simples de se entender é o oscilador linear harmémuales que é encon-
trado em varios sistemas. Em sintese, trata-se de uma nrassagpuma mola
que esta vinculada a uma posicao por intermédio de uma fojgadulo cresce
proporcionalmente com o seu afastamento da posicdo desepdds sistemas
classicos que séo as realizagbes do oscilador harménicemauaisquer siste-
mas ligeiramente deslocados das suas posi¢cdes de equilésicomo: um pén-
dulo simples no limite de pequenos angulos de oscila¢cdesnotinguito elétrico
composto de indutancia e capacitancia, quando as tensdagmptes sado suficien-
temente baixas para que os elementos do circuito permarlegzares (Kittel &
Knight, 1970).

O modelo matemético do oscilador harménico unidimensi@mablve
equacdes diferenciais lineares cuja solu¢do é uma fungéebhica do tempo.
Uma vez deslocado da sua posicéo de equilibrio, a oscil&c@iciea mantendo a
harmonia e precisdo do movimento. Dessa forma, os valdieentes a frequén-
cia e amplitude devem se repetir durante todos os periodos.urga situacao
pratica é comum que os parametros do sistema, amplitudej@freia, tenham
um certo grau de imprecisdo. Normalmente, esses paransétmogjustados em-
piricamente em laboratérios e, dessa forma, trazem comsigtas informacdes
subjetivas e incertas, fruto de erros humanos, erros detages ou de mode-

lagem. Segundo Jornada (2007), a incerteza na area deacatibé um conceito



amplamente difundido e praticado pelos laboratérios e edar em consideragao
essas incertezas pode comprometer a analise critica de delorey eventual-
mente, torna-lo invalido.

A matematica classica, no entanto, ndo leva em considenagfecisées
desse tipo, pois assume apenas dois possiveis estadosdeiesdou falso re-
presentados por 0 ou 1. Embora em boa parte dos casos eEsenfcao seja
suficiente, existem situagbes em que valores intermediariesses, representam
melhor o raciocinio e a linguagem humana para solu¢éo ddéepnaks. Supondo
gue apos a realizagao de experimentos determinou-se quéraqieo de rigidez
da mola seja B. Sera que esse é realmente um valor exato e Unico ou outros
valores préximo de B como Q78 ou Q82 também poderiam ser considerados
aceitaveis por um especialista? Incertezas como essasAmsmo cotidiano das
pessoas e, estdo presentes na fisica, biologia, nas engsreham diversas outras
areas.

Como alternativa ao modelo classico deterministico ddamsmi harmo-
nico definiu-se, nesse trabalho, o modelo do oscilddrnry A descricdo desse
sistema se da por meio de uma funcao cosseno com trés paréiunesrtos: am-
plitude, frequéncia e fase inicial. Aqui, sera analisada pwossivel evolucdo do
sistema, considerando dois parametros incertos: amgl@dtequéncia.

A Légicafuzzy com base na teoria dos conjunfogzy tem se mostrado
adequada ao tratamento de termos incertos, subjetivosos YBgrros & Bassa-
nezi, 2006). Como esta ferramenta considera graus de &rdadando entre 0
e 1, pode-se dizer que um conjunto classico € um caso partidas conjuntos
fuzzy

O Principio de extensao de Zadeh, aqui utilizado, possibilincorporar

ao modelo deterministico incertezas naturais presentgsofsttema do Oscilador



Harmdnico Unidimensional. Esse principio € utilizado pestender operacdes
tipicas dos conjuntos classicos. Também conhecido coneipionde Extenséo
essa ferramenta promove a extensado de conceitos matesnéimfazzyemfuzzy

E sabido que o principio de extensdo de Zadeh desempenhapamiante
papel na teoria dos conjuntfiszzye tem sido estudado e aplicado por muitos au-
tores, incluindo Bassanezi et al. (2000), Roman & Bassa260il), Cabrelli et al.
(1992), Shiang-Tai Liu (2004), entre outros. Aplicagfemimicedidas também
sdo encontradas em problemas epidemiolégicos (Melo, 2680@mica populaci-
onal (Cecconello, 2006), medicina do cancer de préstatstéBhao et al., 2005) e
construcdes de imagem (Forte et al., 1994). Recentementéegenvolvido um
modelo que combina equacdes diferenciais e |6flizaypara o estudo da dina-
mica do HIV onde o principio de extensao é utilizado paraacsa deterministica
(Jafelice et al., 2008). Alguns problemas de Biomediciilezaim essa ferramenta
para a construcdo de regrfagzy(Ortega, 2001).

Acredita-se que essa ferramenta apresenta principiosnagdes relati-
vamente simples, isso porque, baseia-se fundamentalmamealizacdo de ope-
racBes de maximos e minimos, conforme descrito mais a fridlstentanto, a sua
utilizacé@o se faz, na grande maioria das vezes, por meiompu@ador, cabendo
ao programador a sua implementacdo. Computacionalmentenplexidade do
problema aumenta de acordo com o tipo de fun¢éo estudadarearmde varia-
veis incertas que estdo em questao. Nas secdes seguindeppssivel observar
gue a teoria dos conjuntdazzy assim como a matematica classica, permite a
realizacdo de operacGes matematicas e essas operacops quvdealizadas via
principio de extensdo. No entanto, apesar de encontrarmtiteratura signifi-
cativas aplicacGes dessa ferramenta, nao fica explicisesd¢sabalhos a maneira

como se implementa computacionalmente o principio de s&tenAlém disso,



em sua grande parte, essas aplicacbes se restringem asungdeao estrita-
mente crescente ou decrescente. Vale ressaltar tambérappsayr de possiveis,
as operacdes aritméticas entre niméuagyndo sao relativamente simples, prin-
cipalmente quando se trabalha no dominio discreto ou cogdésnde pertinéncia
nao triviais.

Neste trabalho, sera apresentada uma metodologia corgnatague per-
mite aplicar com sucesso essa ferramenta para fungbes n&ianas e realizar
com eficiéncia operacgfes aritméticas entre nimeros fuzzg dplicar essa meto-
dologia, foi escolhido o problema do oscilador harménicopiés e, baseando-se
na sua solucéo, foi definido o modelo do osciladazycom pardmetros amplitude
e frequéncia incertos. A escolha do oscilador harménictertesbalho, deve-se
principalmente ao fato, da sua solugdo ser uma funcao naétorando tipo os-
cilante. Foi encontrado, dessa forma, uma possivel evoldg&istema, levando
em consideragdo incertezas existentes nos parametros.

Este trabalho esta estruturado em capitulos como se segu8eddio 2,
sera revisto o0 modelo deterministico para o problema dold@dsci Harmonico
Unidimensional e sera definid o modelo do oscilafimzy Na Secédo 3, serao
apresentadas algumas definicdes e conceitos da Teoria dpsmsFuzzy fun-
damentais ao desenvolvimento do trabalho. Na Sec¢éo 4, sstéaha a metodolo-
gia adotada para o principio de extensao com uma variavelcbeo, o algoritmo

gque aqui desenvolvemos com o objetivo de obter o grau de@edia maximo de

um dado conjuntduzzy Ainda nessa se¢éo serd mostrada a metodologia do Prin-

cipio de Extensao para duas variaveis (aritmética de nieferpy. Na Secédo 5,

serao apresentados os resultados e discussao e, ha Secaodusao.



2 OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL

Nesta secao serd abordado brevemente o problema do osdiktad-
nico, apresentando alguns conceitos que dao base ao madekxithdorfuzzy
gue serd visto mais a frente. Para mais detalhes desta seg&ojtar Kittel &
Knight (1970) e Coelho (2003).

O mais simples modelo de oscilador simula 0 movimento de wartécpla
deslocando-se para frente e para tras em torno de uma origgurg 2.1). Este
movimento oscilatério € denominado Movimento Harméniani8es e é descrito

pela seguinte equacao diferencial

mK(t) + kx(t) = 0. 2.1)

A solucéo do problema (Equacéo 2.2) resume-se, basicananteesolver esta
equacao diferencial ordinéria de segunda ordem nao horeagfire € a equacao

do movimento para sistemas lineares ndo amortecidos

X(t) = Acoqwt + @) (2.2)

ondeA é a amplitudew a frequéncia angular et + ¢ a fase. Por motivo de

| o |
T T * 1 X

-A +A

FIGURA 2.1 Movimento harménico de uma particula ao longoido X.

simplicidade, ndo serdo utilizadas unidades de medidds tadalho. Entdo,

sew = 1%, usar-se-a simplesmente 1. O periodo do movimenéoo tempo



necessario para completar uma oscilacéo e esta relaciarfagiguéncia por
T=—. (2.3)

O sistema oscilatério simples, sem amortecimento, podmedelado conforme
mostrado na Figura 2.2, onde séo apresentados seus doisramtgs fisicos fun-

damentais: o parametro de massa o parametro de rigidekz O parametro

k

a5 B

—-x
FIGURA 2.2 Oscilador harmbénico nao amortecido.

m representa a inércia do sistema que €é responsavel peloaramento de sua
energia cinética. O parametro de rigide2 usualmente representado por uma
mola, sendo responséavel pelo armazenamento da energiipbi@u de defor-
magé&o do sistema). A unidade Keo Sl é Nﬁs Um sistema mecanico é linear
guando as forgas elasticas forem dadas por fungdes lindadeslocamento e da
velocidade. Caso contrario, diz-se que o sistema é naa.ligabora diversos
sistemas mecanicos apresentem comportamentos nao $inearanaior ou me-
nor grau, na grande maioria das vezes os efeitos nao lins@watesprezados com
intuito de simplificar a andlise e a resolucdo do problemae ¥ada ressaltar
que, embora uns nimeros relativamente pequenos de sigt@rasicos possam
ser modelados como sistemas simples, o estudo destes médidarundamental

importancia, uma vez que Varios conceitos a eles pertiang@uatgem ser estendidos

a outros sistemas.



2.1 Osciladorfuzzy

Baseando-se na solugdo do oscilador harménico simplesneridionsal
(Equacéo 2.2) definiu-se o modelo do oscilafimzycom paréametros\, w e @

incertos. Assim, o problema pode ser interpretado da sieguoianeira:

fuzzy
X(t) fuzzy= /A\cos(wt + o)
fuzzy
Dessa forma, € de interesse saber como se comporta o sigiémaesem inseri-
das incertezas naturais nos parametros frequéncia e adepliVale ressaltar que
essa € apenas uma possivel maneira de tratar o proplemasé&qu® exemplo,
analisar a evolucéo temporal do modelo, inserindo incastepenas na condicéo
inicial do sistema. Entretanto, foi desenvolvido nesteadlao, um ferramental
computacional que permite analisar esse problema com ddsngtros incertos.
Contudo, outros autores, como Bassanezi et al. (2000) ®861097) estudam
sistemas dinAmicos por meio de equacao diferefficily As ferramentas aqui

utilizadas para tais fins, serdo discutidas nas secoensegui



3 ALGUNS CONCEITOS DA TEORIA DOS CONJUNTOS FUzzy
3.1 Logicafuzzy

O filésofo grego Aristételes (384 - 322 a.C.) consideradoiapaiéncia
da légica, estabeleceu um conjunto de regras rigidas paraanclusées pudes-
sem ser aceitas como logicamente véalidas. O emprego daldgid@ristoteles
levou a uma linha de raciocinio légico, baseado em preméesasclusées. Essa
logica trata as afirmagdes de forma binaria, classificasdmeo verdadeiras ou
falsas. No entanto, muitas das experiéncias do mundo regodem ser classifi-
cadas simplesmente como verdadeiras ou falsas, sim ounadégplou preto. Por
exemplo, aguele homem ¢ alto ou baixo? A taxa de risco pakleagmpreendi-
mento € grande ou pequena? Um sim ou um nao como resposta guestedes €,
na maioria das vezes, incompleta. Na verdade, entre aaehtezer e a certeza de
nao ser, existem infinitos graus de incerteza. A l6§ieayconsidera que existem
varios niveis entre o verdadeiro e o falso. De modo figuragwguanto a légica
classica enxerga apenas o preto e o branco, a lagieg€ capaz de, além do preto

e o0 branco, enxergar varios tons de cinza, como ilustradaoguaieF3. 1.

Légica classica Légica fuzzy

FIGURA 3.1 Comparacao entre as logicas classifteey

De forma mais objetiva e preliminar, pode-se definir 16digazycomo
sendo uma ferramenta capaz de capturar informac6es vagaeral descritas em

uma linguagem natural e converté-las para um formato naméte facil manipu-



lac&o pelos computadores (Tanaka,1997).

A fim de introduzir um tratamento matematico a essas impesjsLotfi
Asker Zadeh, em 1965, “ introduziu” no contexto cientificoemila de Conjun-
tos Fuzzy(Zadeh,1965), por meio da publicacédo do artigzySets in Journal
Information and Control. Dessa forma, a ele é atribuido omkecimento como
grande colaborador do que hoje se conhece como Légizay No entanto, antes
de Zadeh, outros estudiosos ja questionavam a logica btealé®or exemplo, a
|6gica de trés valores proposta por Jan Lukasiewicz (18B®)lintroduziu con-
juntos com graus de pertinéncia 0/2le 1 onde 1 é verdadeiro, O é falso £1
€ possivel. Em contrapartida, a légitezydefine graduacdes continuas de per-
tinéncia compreendidas no intervdl@ 1]. Contudo, Cox (1995) afirma que os
conceitos basicos que justamente diferenciam a Idgcayda [6gica booleana, ja
existiam anteriormente a Aristoteles.

Com o passar dos anos, a l6gfaazyencontrou aplicacdes em uma infini-
dade de &reas, por meio das quais das quais tem mostradaeadpate adaptacao
e facilidade de interface com o ser humano. Atualmente, paskr encontrados
diversos aparelhos como de ar condicionado, cameras &bitcag e lavadoras de
roupa que utilizam a tecnologfazzy O uso crescente de aplicacdes baseadas na
|6gicafuzzytem levado a um aumento do interesse nesta area, seja juobola ¢

nidade académica, ou junto as empresas privadas.

3.2 Logicafuzzyna fisica

A Logicafuzzyainda é uma teoria desconhecida para a grande maioria dos
fisicos e sdo relativamente poucos os trabalhos em fislizanto essa teoria. To-
davia, a juncdo das teorias fisicas com a lodizzyparece bastante promissora,

principalmente com o advento crescente de pesquisas igtiptihares, onde a



intencao de se abordar problemas complexos e mais reaistgsa colaboragéo
de profissionais de diversas areas e uma mistura de teori@gsMonsideram a
fisica nuclear como area pioneira da fisica que mais tenblarexio a teoria dos
conjuntosfuzzy A motivagao para estudos desse tipo surge do fato recalthéei
gque as medidas fisicas estdo sujeitas a erros e que, muiEs BSSes erros nao
sdo controlaveis. Assumir a atitude de que a imprecisaoriex@eatal envolvida
nos processos de medida é, em si mesma, um fato da realidemderfipulsionou
alguns pesquisadores a buscar a incorporacéo dessagzaseds teorias fisicas.
Claramente, essa atitude resulta na reformulacéo de njuigasdes de carater ma-
tematico e fisico, dando ensejo ao aparecimento de ouaisallos. Para maiores

detalhes consultar Ortega (2001).

3.3 Funcdo caracteristica

Nesta secdo, serd dado inicio ao tratamento de alguns tndai teoria
dos conjuntosuzzygue sédo fundamentais para o entendimento deste trabaltzo. Pa
maiores detalhes desta se¢éo consultar (Barros & Bassa0€6). Para obter a
formalizacdo matematica de um conjuiitazy Zadeh baseou-se no fato de que
qualquer conjunto classico pode ser caracterizado por umgid: suduncdo

caracteristica cuja definicao é dada a seguir.

Definicdo 3.3.1.Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A funcéo carac-

teristica de A é dada por

1, se xe€A
Xa(X) = . (3.1)
0, se X ¢A

Desta formaxa € uma funcéo cujo dominiol¢ e a imagem esta contida

no conjunto{0,1}, com xa(x) = 1 indicando que o elemento deesta emA, en-
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quantoxa(x) = 0 indica quex ndo € elemento d&. Assim, a funcéo caracteristica
descreve completamente o conjutga que a funcdo indica quais elementos do
conjunto universd) sdo elementos também de Entretanto, existem casos em
que a pertinéncia entre elementos e conjuntos nao é pretsa, nao é possivel
ao certo, dizer se um elemento pertence efetivamente a ymméowu ndo. O que

€ plausivel é dizer qual elemento do conjunto universo saagtig “melhor” ao
termo que caracteriza o subconjunto. Por exemplo, comsimsubconjunto dos

ndmeros reaigproximo de 2”.

A={x € R :xépréximode 2. (3.2)

Pergunta: O nimero 7 e o nUmer®Ql pertencem A ?

A resposta a esta pergunta é incerta, pois nao se sabe atérqaeppde-
se dizer objetivamente quando um nimero esta proximo de 2iica @firmacéo
razoavel, nesse caso, é qu@@L esta mais préximo de 2 do que 7. Fungdes ca-
racteristicas sao, raramente, usadas em aplicacdes dostosrclassicos. Porém,
guando estende-se esta idéia para conjuitizya regra de funcdes caracteristi-
cas torna-se significativa. Enquanto os conjuntos clasgicdem ser definidos por
fungBes caracteristica®s conjuntofuzzypodem ser caracterizados gancoes
de pertinéncia Conjuntosfuzzypodem ser assumidos como uma ampliacdo dos
conjuntos classicos. Consequentemefutegbes de pertinénciséo uma extenséo
defuncdes caracteristicadNafuncao caracteristicalos conjuntos classicos deve-
se decidir o grau, 0 ou 1, enquanto queflag;des de pertinéncinos permitem

escolher um valor real arbitrario entre O e 1.
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3.4 Conjuntosfuzzy
Para obter detalhes sobre esse tdpico consultar Tanakg) (199

Defini¢cdo 3.1. Um conjunto ou subconjunto fuzzy F de um universo U € um con-
junto definido por uma funcéo de pertinéndia representando um mapeamento
¢r :U — [0, 1] onde o valor depr para o conjunto fuzzy é chamado de valor de
pertinéncia ou grau de pertinéncia detJ . O valor de pertinéncia representa o

grau com que x faz parte do conjunto fuzzy F.

Do ponto de vista formal, a definicdo de subconjumtzzyfoi obtida sim-
plesmente ampliando-se o contradominio da funcéo caistatarque 0,1} para
o intervalo[0,1]. Nesse sentido, podemos dizer que conjunto classica um
caso particular de um conjunfozzycuja fungéo de pertinéncige (X) € sua fun-
¢ao caracteristicge. Um subconjuntduzzyé composto de elementos xide um
conjunto classico U providos de um valor de pertinénciaFa dado porgg (x).
Pode-se dizer que um subconjuifiazy FdeU é dado por um conjunto (classico)

de pares ordenados:

F = {(x,¢r(x)),comxe U} 3.3)

Os conjuntoguzzypodem ser expressos como uma extensao dos conjuntos
classicos, no entanto, deve-se tomar cuidado com a notasdcodjuntofuzzy
porque eles fazem uso especial de simbolos que aparecemtematiea clas-
sica. Muitos estudiosos ficaram confusos com a notagéoiaekples conjuntos
fuzzy Os métodos de expressar os conjuritzzypodem ser divididos em dois,

de acordo com as seguintes defini¢cdes:

» Expressodes discretas (quando o universo é finito).
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Considere o universd comU = {Xy, %2, X3, ...,X»}. Entdo, um subconjuntiuzzy

F emU pode ser representado como:

N
F=0¢r(x)/X1 + 9r(X2)/%2 + ... + @ (Xn)/Xn :_Zld’F(Xi)/Xi (3.4)

» Expressdes continuas (quando o universo € infinito).

Quando o universt é um conjunto infinito, um conjuntmzzypode ser represen-

tado como:

F = [ 600/ (3.5)

O simbolo/ (Equag&o 3.4 e 3.5) é chamado de separador. A direita do se-
parador, aparece o elemento do universo, enquanto quemedgderdo, seu valor
de pertinéncia no conjunto definido. Cada elemento é destaitmesma forma,
sendo conectado através do simbolo “+”. Na matematicaicdasss simbolog
e + significam divisdo e adicao, respectivamente, mas elesiféneiates defini-
¢Oes em conjuntoluzzy Se for necessario juntar termos em expressoes discretas,
utiliza-se o simbolg cujo significado também é diferente do simbolo classica em
matematica.

Existem duas outras regras para expressoes discretas:

» Quando o grau de pertinéncia de um elemenéozero, isto épa(x) = 0,

ndo se escreve/R ; o termo é omitido.

e Se existem varios valores atribuidos a um elemento do rsuiy@ode-se

tomar o valor maximo para representar o valor de pertinéncia

Por exemplo, para,6/x+0,7/x+0,3/x — 0.7/x.

Por outro lado, em uma expresséo continua, o simpatousado como

generalizagdo d§ para o mundo continuo, e ndo tem nenhuma conexéo com
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integral. No lado inferior direito do simbolf, escreve-se 0 nome do universo de
forma que indique em qual universo o conjufuazyesta representado. Coloca-se
os elementos como uma variaxdl direita do separador, e a fungéo de pertinéncia
no lado esquerdo.

Computacionalmente, a expressao discreta é mais aprayigda expres-
sdo continua, isso porque o0s conjurfiszysao representados por vetores, como
sera mostrado mais a frente. Expressdes continuas de wwfjurzysao frequen-
temente aproximadas por expressées discretas. O probkemaressdo discreta
para o conjunto continuo é quantos elementos devem selifecsmlas para a ex-
pressao discreta. Ao se designar poucos elementos, aguretdsaproximacao
do conjuntofuzzyndo é muito boa. Por outro lado, com muitos elementos ha um
consumo grande de memoria. Consequentemente, torna-assaego selecionar

um numero apropriado de elementos para a expresséao discreta

3.5 \Variaveis linguisticas

Uma variavel linguistica € uma variavel cujos valores sana®de con-
juntosfuzzy Por exemplo, @&staturade um determinado processo pode ser uma
variavel linguistica assumindo valordmixa, média, e alt&sses valores sdo des-
critos por intermédio de conjuntdszzy A principal fun¢éo das variaveis linguis-
ticas € fornecer uma maneira sistematica para uma caragi@o aproximada de
fenbmenos complexos ou mal definidos. Em esséncia, a géilizdo tipo de des-
cricdo linguistica empregada por seres humanos, e ndo ideeiarquantificadas,
permite o tratamento de sistemas que sdo muito complexaspem analisados

por meio de termos matematicos convencionais.
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3.6 Funcédo de pertinéncia

As funcbes de pertinéncia podem ter diferentes formas,ndigpelo do
conceito que se deseja representar e do contexto em queusiéeaolas. As fun-
¢Oes de pertinéncia podem ser definidas a partir da experi@aaisuario, mas €
comum fazer-se uso de funcbes de pertinéncia padrdo, camex@mplo, as de
forma triangular, trapezoidal e Gaussiana. Em aplicac&#scps, as formas es-
colhidas inicialmente podem sofrer ajustes em funcdo dastaelos observados.
Funcdes de pertinéncia continuas podem ser definidas pomidio de fungées
analiticas. Para exemplificar o quanto o contexto é relevaatdefinicdo de fun-
¢Oes de pertinéncia e de sua distribuicdo ao longo de um deErso, considere-
se a variavel linguistica estatura (de pessoas), comktids seguintes termos:
baixa, média e alta. A esses faz-se corresponder conjuzpglefinidos por suas
funcdes de pertinéncia. Na Figura 3.2 verifica-se uma esquibsivel de fungbes

de pertinéncia para os termos baixa, média e alta.

pertinéncia
A
baixa média alta
1
1,50 1,75 2,00 estatura (metros)

FIGURA 3.2 Funcéo de pertinéncia para variavel estatura.

Note-se que as estaturas at® Inetros apresentam grau de pertinéncia

igual a 1 no conjunto baixo; o grau de pertinéncia, nesteuconj decresce a me-
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dida que a estatura aumenta. Considera-se que uma pessestatumna de /5
metros é “totalmente compativel” com o conjunto média, aspajue estaturas
acima de 18 metros (aproximadamente) apresentam grau de pertindifeiante
de zero em alto. Pessoas com estatura acima de 2 metros fadivdenente” al-
tas. Observa-se que, nesta definicdo das funcdes de peidinéstaturas em torno
de 175 metros tém grau de pertinéncia diferente de zero, somerenjunto mé-
dia, o0 que poderia parecer inadequado para alguns obseggadstes prefeririam
que as fungbes de pertinéncia de baixo e média se interseptasm 1,75 metros.
Além disso, diferentes pessoas, ou grupos de pessoas, pedeatdes distintas
arespeito das estaturas de seus semelhantes. Ou sejexi@eéntarticularmente
relevante para a definicdo de fungdes de pertinéncia. Pasadetalhes consultar

Tancheit (2003).

3.7 Definicbes e operacdes

Operacdes tipicas da matematica classica como uniacentggo e com-
plementacdo também podem ser realizadas por meio de denguitos fuzzy
conforme definicbes a seguir. Esse € um tépico importante dedalho, pois
introduz conceitos que envolvem operacfes de minimos enmodxque, gori-
ori, fornecem a base para outras ferrametas aqui utilizadas;amo: principio
de extensao e operacgdes aritméticas via principio de édemhstroduziu-se aqui
também o conceito da — nivel que permite realizar o principio de extensao e

operacgdes aritméticas analiticamente.

SejamA e B dois subconjuntosuzzyde U, com funcbes de pertinéncia

indicadas popa e ¢g, respectivamente.
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Defini¢cdo 3.7.1.Um conjuntofuzzy AemX é vazio se e somente se sua fungéo de

pertinéncia € igual a zero sobre todo
A= @ évazio se somente ga(x) =0 Vx e X.

Definicdo 3.7.2.Dois conjuntosuzzy Ae B em X sdo iguais se suas funcdes de

pertinéncia forem iguais sobre todo
A=B se somente sga(X) = pg(X), VXe X.

Definicdo 3.7.3.A unido entreA e B é o subconjuntduzzy U cuja funcdo de

pertinéncia é dada por:

PaB(X) = r){lezax{ da(X), ¢a(X)}. (3.6)

Definicdo 3.7.4.A interseccao entr e B é o subconjuntduzzydeU cuja funcéo

de pertinéncia € da por:

dane(X) = Qgitﬂ‘{fl’A(X)’ Pe(X)}. (3.7)

Defini¢cdo 3.7.5.0 complementar dé& € subconjuntduzzycuja funcao de perti-
néncia € dada por:

¢A/(X) =1— ¢A(X), xeu. (38)

Defini¢éo 3.7.6.Seja um subconjuntiuzzy AemU ea € [0,1]. O a - nivel deA

€ o subconjunto classico tledefinido por

[A|" =xeU : ¢a(x) > a para 0< a < 1}.
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O exemplo abaixo ajuda a compreender a Definicdo 3.7.6.

Exemplo 3.7.1.SejaU = R o conjunto dos numeros reaisAeum sub-conjunto

fuzzyde R com a seguinte funcao de pertinéncia

x—1 se 1<x<2
Pa(x) =< 3—x, se 2<x<3

0, se x¢(1,3)

Fazendo
da(X) =a,temosquer =x—1, x=0+1 a=3-%x Xx=3—0 (3.9)

Assim,

A9 =[a+1,3—a]para0< a <1 e [A°=][1,3].

Conforme Figura 3.3, ,®-nivel deA é

[AI%® =[1,5,2,5]. (3.10)

FIGURA 3.3a nivel =05
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Exemplo 3.7.2.SejaA = {0,2/3+0,4/5+0,6/7+1/9}. Entdo podemos escre-

ver A como a unido dog — nivel:

Aoz ={0,2/3+0,4/5+0,6/7+1/9}
Aos={0,4/5+0,6/7+1/9}

Aro={1/9}

3.8 Numerosfuzzy

Assim como no caso classico, aqui também existe o objetivazge “con-

tas”. A diferenca é que aqui pretende-se calcular quardgglanprecisas. Por
exemplo, todos nds somos unanimes em dizer que o dobro deuamédade “em
torno de 5” resulta em outra “em torno de 10”. Para isso, tser&@ados” objetos
gque generalizam os nimeros reais. Tais objetos sdo chardeduasneros fuzzy

(Klir & Yuan, 1995).

Defini¢cdo 3.8.1.Um subconjunto fuzzyA é chamado daumero fuzzyguando o
conjunto universo no quapa esta definida, é o conjunto dos nimeros ré&ais

satisfaca as seguintes condicoes:
e A é um conjunto fuzzy convexo;
 Existe somente urgy que satisfazpa(xo) = 1;e

e ¢a é continua em um intervalo.
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Os numeros fuzzy mais comuns séo dos tipos triangularegzivalais e em forma
de sino. A fim se de obter suporte para as secdes seguintedjszitido, a seguir,

0 numero fuzzy tipo triangular.

Definicdo 3.8.2.Um numero fuzzyA é dito triangular se sua funcao de pertinéncia

é da forma

o

se x<a

X
Q

¢A(X) _ , Se a<X<Xp (3.11)

X se xp<x<b

&
o

&

0, se x>b

emquea=xy— 0, b=X+d& e agé o elemento do dominio com pertinéncia
maxima igual a 1. O grafico de um numdtzzytriangular (Figura 3.4) tem a

forma de um tridngulo e tem a base no intervald).

-

FIGURA 3.4 Numerduzzytriangular

Desse modo, 0s numeros reaio,b definem o namerduzzytriangularA que
serd denotado pela terifa, xo,b). De outro modo, dizemos que é o nimero

fuzzydado por

20



A= (Xo— %1, Xo, Xo— ). 3.12)

O a-nivel desse niumermizzytem a seguinte forma simplificada

A9 = [(xo—a)a +a, (% — b)a + b (3.13)

para todoa € [0,1]. Note que um ndmerfuzzytriangular ndo é necessariamente

simétrico, j& qued; = Xp — a pode ser diferente d& = b — X, porém,@a(x) = 1.

3.9 Sobre a extensdo de Zadeh

Como descrito anteriormente, sera apresentado nestéhtrabanodelo do
osciladorfuzzycom pardmetros amplitude e frequéncia incertos, e parasesé
utilizada l6gicafuzzye, em particular, o Principio de Extensdo de Zadeh. Essa
ferramenta foi proposta por Zadeh e é conceito basico da @efégicaluzzyque
sustenta a extensdo das express6es matematicas do doldssiooccao dominio
fuzzy Essa ferramenta permite calcular a imagem de um nufageypor meio
de uma funcéo conhecida. Como ferramenta, é indispensaxelapestruturacao
matematica quando se modelam fendmenos envoltos em gremddegincerteza.
Como os parametros acima citados sdo incertos, essa fateafoeutilizada para
encontrar uma possivel evolucao temporal do osciladmry O exemplo a seguir
introduz o que aqui foi apresentado. Para maiores detafsta decao, consultar

Gomide & Pedrycz (1998), Tanaka (1997) e Barros (1997).

Exemplo 3.9.1. Seja a relacay = 3x+ 2. Sabemos que
sex=4entdo y=3x4+2=14

Entédo, como é possivel calcular o valorysex for dado por um conjuntfuzzy
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tal quex = “préximo de 4" 2.
O principio da extensédo fornece um método para fazer istadédd” do calculo é
mostrada a seguir.

y=3x “préximo de 4"+ 2 = “préximo de 12" +2 = “proximo de 14"

Definicdo 3.9.1.SejamX eY conjuntos ef uma aplicacdo d¥ emf : X —Y.
SejaA um conjuntofuzzyem X. O principio de pxtenséo afirma que a imagem de
A pela fungéof € um conjuntduzzy B= f(A) emY, cuja fungdo de pertinéncia é
dada por

Paly) = max @a(x) (3.14)

como € ilustrado na Figura abaixo.

AY

A
=

1.0

v

FIGURA 3.5 Imagem de um subconjurfiezzy Aa partir do principio de extensao
para uma funcad estritamente crescente.

Pode-se descrever o principio da extensao da seguinte {dafiedice,2004):
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« O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é defididdamente

pelo grau de pertinéncia de sua pré imagem.

e Quando um valor do contradominio é mapeado por varios dérdono seu
grau de pertinéncia é obtido pelo valor maximo dos graus dim@ecia dos

valores da entrada.

O principio de extensdo pode ser facilmente generalizadofpacdes de varias
variaveis.

SejamX = X3 x Xp X .... X X, € Y conjuntos universos. Considere os conjun-
tosfuzzy AemX;, i =1,...,n, e uma funcéof : X — Y. Os conjuntoduzzy
A1, A, ..., A sdo entdo transformados pela funddproduzindo o conjuntéuzzy

B = f(A1,A2,...,Ay) emY, cuja a funcdo de pertinéncia é

oaly) = max min[ga, (X1), Pa, (X2), ..., Pa, (Xn)] (3.15)

parax € X, X = (X1,...,Xn) € Xg X Xg X .... x Xpey= f(x).

Exemplo 3.9.2.ConsidereX = {1,2,3,4} ,Y ={1,2,3,4,5,6} e f(x) =x+2.
SeA={0.1/1+0.2/2+0.7/3+1/4} entdo a imagem d& por meio def é dado
por

B=f(A)={0.1/3+0.2/4+0.7/5+1/6}. (3.16)

Teorema 3.9.1.Sejamf : X — Y uma fung&o continua&um subconjuntduzzy

deX eB=F(A) um subconjunto d¥. Entdo, para toda € [0,1] vale
[F(A)]* = F([AI). (3.17)

Este resultado indica que as- niveis do conjuntduzzy obtidos pelo principio de

extensdo, coincidem com as imagens desniveis pela funcao classica. Pode-se
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assim, obter analiticamente imagemAlpor meio def. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.9.3.Considere a funcéd(x) = € e o nimerduzzytriangular dado
pela ternaA = (0;In2;In3). (Ver Equacdo 3.12). A partir da Equacéo 3.13 é facil

verificar que ogr — niveis deA sdo os intervalos
2
[AJ* =[(In2)a, (INn2—1n3)] = [Inza,ln(s(é)“)],come [0,1].

Note que osx — niveis poderiam ser obtidos conforme Exemplo 3.7.1. Bakean

se no Teorema 3.9.1 chega-se que
FMI7 = £(A) = £(In2°, In(a(5)"))) = [N &MCE) = 29,35,
Portanto,
+ sea = 0 entéo[F (A)]° = [1,3];

+ sea = 0.5 entéo[F (A)]°° = [v/2,V6];

« sea =1 entag[F (A)]* = {2};

Fazendo,
2
y=2" ey=3(3)"
3
Tem-se que:
(
0, se x<0
II%’ se 0<x<lIn2
¢F(A)(y) = Inv—In3
Iﬁlﬁ’ se In2<x<In3
0, se x>1In3
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E facil observar qué& (A) ndo € um numeréuzzytriangular.

PV

PF(A)

PA

\ 4

FIGURA 3.6 Principio de extenséo de Zadeh do nunfiezay Aparaf(x) = e~.

3.10 OperagBes aritméticas com numerdsizzy

As definicbes que seguem podem ser vistas como casos EEeEuo
principio de extensao, tanto para funcdes de uma quantalpasavariaveis. Nas
secdes seguintes, serdo realizadas operac¢fes aritnuigticastiplicacdo via prin-
cipio de extensao e como sera trabalhado no dominio diseete método é mais
aconselhavel. Dessa forma, destaca-se para leitor uma atengédo a Definicao

3.10.4.
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SejamA e B dois numerog$uzzye A um namero real.

Definicdo 3.10.1.A somados numero$uzzy Ae B € o numerduzzy A+ B, cuja

funcdo de pertinéncia é

$arp)(2) = ~max min[ga(x), de(Y)]- (3.18)
{(xy)x+y=z}

Defini¢céo 3.10.2.A multiplicacdode A por A € o numerosuzzyA A, cuja funcao

de pertinéncia é

$ra(2) = max min[da(x)] = (3.19)

{xAx=z}

oa(A~12), se A #£0
0, se A=0

Definicdo 3.10.3.A diferenca A- B é o niumerduzzycuja funcéo de pertinéncia

é dada por:

bng)(@ = max  minga(x),Pa(y) (3.20)

Definicdo 3.10.4.A multiplicacdode A por B é o nUmerduzzy AB cuja funcédo

de pertinéncia € dada por:

bnp)(2) = max min[ga(x), da(y)]. (3.21)
{(xy)xy=z}

Defini¢éo 3.10.5.A divisdode A por B, se 0¢ suppB € o nimerofuzzycuja

funcao de pertinéncia é dada por:

bia/p)(2) = {(X’S}X%:Z} min[¢a(X), s (Y)]. (3.22)
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Em algumas situagdes é conveniente realizar tais operag@diicamente. Por
exemplo, quando trabalha-se no dominio continuo com fing@epertinéncia
mais simples e conhecidas, como do tipo triangular ou tagelz Dessa forma,
se uma - nivel de um conjuntduzzyleva a um intervalo fechado, pode-se substi-

tuir a aritmética discreta de nUmerogzypor operac¢des analiticas de intervalos.

Preposicao 3.10.1.SejamA e B numerosfuzzy com a-niveis dados respectiva-
mente porfA] = [af,aJ] e [B]” = [bf,b]. Entéo valem as seguintes proprieda-

des:

* A soma entréA e B é o nUmerduzzy A+ B cujosa-niveis sdo

[A+B]? = [A]“ 4+ [B]Y = [af +bf,a] + bJ] (3.23)

A diferenca entré e B € o nimerduzzy A- B cujosa-niveis sao

[A—B]7 =[A]" - [B]" = [a] —bf{,a5 —bj] (3.24)

A multiplicacé@o entréA e B € o nUmerduzzy AB cujosa-niveis séo

[A.B]? = [A]?[B]? = [minP,maxP], (3.25)

ondeP = {agb¢,afbgaghf .aghg ).

A multiplicac@o entrel por A é o nUmerduzzyA A cujosa-niveis séo

Aad,Aad], se A >0
AAJY = A A7 = A3, Az . (3.26)
[Aag,Aaf], se A <0
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» A diviséo deA porB, se 0¢ sup@B, € o numerduzzycujosa-niveis séo

[’ir _ A g ag) [i i] (3.27)

Exemplo 3.10.1.SejaA e B nUmeroduzzypara as variaveigey.

A(X) =0.3/1+0.6/2+0.8/3+1/4+0.7/5+0.1/6
B(y) = 0.4/3+0.8/4+1/5+0.2/6

Entdo a soma desses conjuntos pode ser obtida pela EquagaoAhalisando

todas as combinacdes possivei@ey e usando o operador min obtemos:

A+B= 0.3/4+0.3/5+0.3/6+0.2/7+0.4/5+0.6/6+0.6/7+0.2/8+0.4/6+
0.8/7+0.8/8+0.2/9+0.4/7+0.8/841/9+0.2/10+0.4/8+0.7/9+0.7/10+
0.2/11+0.1/9+0.1/10+0.1/11+0.1/12

Aplicando o operador max sobre os valores repetidos ob&m-s
A+B=0,3/4+0,4/5+0,6/6+0,8/7+0,8/8+1/9+0,7/10+0,2/11+0,1/12
Note que o dominio do conjunfozzy(nimerofuzzy resultante da soma de dois
outros conjuntoguzzyé maior do que o dominio dee B.

3.11 Métodos de defuzzificacao

A defuzzificacdo é um procedimento que permite interpretisteabuicdo
de possibilidades da saida de um modelo linguidtizayde forma quantitativa, ou

seja, fornece um valor num risco representativo que captsignificado essencial
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dessa distribuicdo de possibilidades. Existem muitasdgemnle defuzzificacdo e
dentre as mais utilizadas estdo: média dos maximos, cantrmdsa e método das

alturas.

3.11.1 Média dos maximos

Para um dominio discreto, € comum usar a média dos maximog (Mjisl
definicdo é dada por

_ U
M(B) = = (3.28)

ondeu; sdo os elementos de maior pertinéncia ao conjiumay B isto é, para

cadai toma-se

¢B(Ui) = maxdg(u). (3.29)

A principal limitagdo do método MM € que ele ndo consideraranéototal do
conjuntofuzzyde saida. Sendo assim, duas distribuicbes de possibiidade
apresentam diferentes formas, porém o mesmo conjunto deesatom grau de
pertinéncia maximo, quando defuzzificados fornecera o me&ior classico, o

que é contra-intuitivo.

3.11.2 Centro dos maximos

Este € um procedimento que leva em conta apenas as regideaiate m
possibilidade entre os possiveis valores da variavel quiela®m conceitduzzy

em questdo. Neste caso tem-se:

C(B)=—— (3.30)
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em que

i=inf{lueR: ¢g(u) = mL?xqu(u)} e s=suplucR: ¢g(u) = mledJB(U)}
(3.31)

3.11.3 Centro de gravidade

O método do centro de gravidade (CG) € a técnica de defuzAbamais
comumente usada. Diferentemente do MM, a ténica do Cent@ralddade para
calcular o valor classico representativo considera todstaluiicdo de possibi-
lidade de saida do modelo. O procedimento é similar ao usadogalcular o
centro de gravidade em fisica, se for considerada a funcé@eri@énciadg(u)
como a densidade de massaud®or outro lado, 0 método do centro de gravidade
pode ser compreendido como uma média ponderada,yidg funciona como o
peso do valow. Entre todos os métodos de defuzzificacdo esse € o maisddifiz
mesmo sendo, talvez, o0 mais complicado. As equactes 3.33 e€3erem-se ao
dominio discreto e continuo respectivamente. A Figura aisegpstra o gréafico

do defuzzificador G(B).

n

_Zjui ¢ (i)

GB)="—F—— (3.32)
_;‘PB(Ui)
_ JrU¢s(u)du
G(B) = = hau (3.33)

Para mais detalhes desta sec¢éo consultar Klir & Yuan (1998h& Lan-

gari (1999).
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»>

G(B) u

FIGURA 3.7 Defuzzificagdo pelo método do centro de gravidade

3.12 Teoria dos conjuntoguzzyX Teoria de probabilidade

A teoria de probabilidades e a teoria de conjurfizylidam, em ge-
ral, com tipos de incertezas distintos. A teoria dos coogifitizzyé baseada no
fato de que os conjuntos existentes no mundo real ndo podsuias precisos.
Um conjuntofuzzyé um agrupamento impreciso e indefinido, onde a transi¢éo de
nao-pertinéncia para a pertinéncia é gradual, ndo abrapgtaracteristicauzzy
implica em existéncia de imprecisdo, incerteza, definigfieditativas. A teoria
fuzzyde conjuntos, fornece um método para manipulacao de cosjuatjos li-
mites sao imprecisos ao invés de restritos. A incerteza delemento, isto &, seu
grau fracionario de pertinéncia, pode ser concebido comm medida de possi-
bilidade, ou seja, a possibilidade de que um elemento sejabnoedo conjunto.

O conceito de possibilidade ndo é o mesmo querdeabilidade A probabili-
dade expressa a chance de que um elemento seja membro dejuniacgasendo
também no intervalo numérido, 1].

Na teoria dgrobabilidadegem-se o evento muito bem definido e a davida

paira sobre a ocorréncia do evento. No entanto, uma vez quentoeocorreu ndo

existird mais davida alguma. Pode-se calcular qual a pridedie de se sortear
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uma bola vermelha em uma urna contemgdolas brancas i, bolas vermelhas.
Todavia, uma vez sorteada a bola ndo ha nada mais a fazera adyél branca
ou vermelha, e a incerteza desaparecera. No entanto, supengue haja em
uma urna varias bolas com diversos tons de rosa, varianderdweiho ao branco.
Neste caso ndo se pode simplesmente perguntar qual a cleasadeahr uma bola
branca, pois haveria dificuldades para decidir sobre as badas. Na verdade, ndo
se pode fazer uma pergunta de carater puramente estapisiion evento néo esta
bem definido, existirdo bolas quase vermelhas, bolas quaseds e bolas com
diversos tons de rosa (0 que configura uma situagédo de ire@odci Precisa-se

saber nesses casos, qual € a pergunta a ser realizada e sporaléela.

Exemplo 3.12.1.Supor que a probabilidade de um certo elemento pertencer ao
conjunto seja B ou 80%. A possibilidade, por outro lado, expressaria o grau
em que o elemento é membro do conjunto. Para ilustrar esseitmrsuponha a

seguinte escala de pertinéncia:

1,0 = membro; 08 = quase-membro;,B8 = mais-ou-menos-membro; H= ndo-
muito-membro; 0= ndo membro. Portarpossibilidadede que um dado elemento

seja quase-membro é 0,8.

Exemplo 3.12.2.Em um sistema diagndstico, percebe-se que o raciocino médic
parece estar muito mais baseado em graus de possibilidagleedde probabili-
dade, uma vez que seria humanamente impossivel para o ngédiatar todas as
informacdes exatas sobre as frequéncias dos sintomas elasadptanto quanto a
prevaléncia das doencas em uma dada populacdo. Os médmoemnie expres-
sam suas impressdes com valores numéricos, utilizam tdingpasticos tanto
para se expressar quanto para associar cognitivamentga@sas/doencas. Além
disso, sabe-se que um paciente ao procurar um médico nga daber “qual a

chance” de que ele tenha uma determinada doenca, ele qeer‘gall” doenca
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ele tem. O médico, a partir de um exame clinico, lista as pessipatologias e
segue um estudo mais profundo (com exames laboratoriaigxpmplo) a partir
de graus de possibilidade, ou seja, do que é mais razoavelexemplo pratico
para ilustrar a diferenca entre probabilidade e poss#ulkdpode ser demonstrado

como segue.

Exemplo 3.12.3.Sejam dois copoA e B e dois tipos de liquidos: agua e veneno.
Suponha que esses copos estejam cheios &domtenha certa quantidade de
veneno mortal com grau de pertinéncia (possibilidad®) 6u seja, metade do
contetido deA é veneno e a outra metade 4gua. Imagine Bjeentenha certa
gquantidade de veneno com probabilidadB. 0Suponha agora que uma pessoa
deve escolher algum dos copos para beber, sabendo que, sto7@%tetdo de
algum dos copo for veneno, essa pessoa morre. Sendo assirsega a melhor
escolha? Note que, se a escolha for o cBmssa pessoa tem 50% de chance de
morrer e outros 50% de sobreviver. Se a escolha for 0 éopssa pessoa sabe
que estard ingerindo metade do contetdo de veneno, e comques®idade ndo

€ mortal, essa pessoa pode nao morrer.

Para mais detalhes desta secdo consultar Bezdek & Sankd),(C9f%ega

(2001), Shaw & Simoes (1999).
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4 METODOLOGIA

Nesta secao, é mostrado 0 método que desenvolvemos quéepienple-
mentar computacionalmente o principio de extenséo pag@ésnao mondtonas
(neste caso, uma funcéo oscilante). Vale ressaltar querestsalologia permite,
também, aplicar o principo de extenséo a outras funcbesAguestritamente cres-
cente ou decrescente. O modelo do oscilador fuzzy (ver SBgéicaracterizado
por uma funcdo do tipo cosseno com parametros incertos. upos aqui que
os parametroamplitudee fase inicialsdo numeros reais (niUmero classico) e que
0 parametrdrequénciaé um numero incerto e, dessa forma, caracterizado por
um namero fuzzyV triangular. Outras fun¢Bes de pertinéncia, como, trapezoi
dal, Gaussiana poderiam ser utilizadas, isso depende dgialigta que estuda
o problema. Como o principal objetivo € desenvolver e sismknte aplicar a
metodologia, escolhemos a funcdo de pertinéncia triangalea realizar nossas
simulacgdes. A solugcdo do modelo em um dado instarge metodologia adotada

que permite encontrar a imagem\ifeatravés da fungcéo cosseno seguem abaixo.

4.1 Principio da Extenséo - uma variavel

Considere a funcéo classi¢ét) = Ajcogwt+ @), f: X — Y eW um
subconjunto fuzzy d&. Partindo-se do principio de gagé um parametro incerto,
pode-se representar essa incerteza por meio de um nimeydNuzado por uma

funcéo de pertinéncia do tipo triangular (ver Figura 4.1).

0, se w<w-—90
W0 e - F < W< Wy
w(w) = ° (4.2)

@0 e W< W< w+d

0, se w>w+90
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wo — 0 wWo wo + 0 ))(

FIGURA 4.1 Funcéo de pertinéncia do numero fudzy

Para indicar como deve ser a imagemlg w) por meio def (t) foi reali-
zado o mapeamento via principio de extensdo. Consilgre 1, ¢ = 0 e para
simplicidade considere o instante=t;. Dessa formaf(t;) = coqwt;) onde
WE [tm—0,mm+ 0], wp—d e up+ & sdo os extremos da funcéo de pertinén-
cia. Esses pontos possuem pertinénciad® @ossui pertinéncia maxima igual a
1.

Agora, considere urh tal que
(+0)—(w—0) 26

A= = 4.2
n—1 n-1 (4.2)

ondeA é um passo no intervaloy — Jd, ap + 8] en é o numero de pontos da funcéo
de pertinéncia, ou seja, 0 nimero de pontos neste intenedd-igura 4.2). Dessa
forma esta sendo realizada a discretizacdo do dominio enonjunto de pontos.

Agora avalia-se a funcébnesse conjunto de pontos. Assim, para tbtéan-se

f(t) = cof(wmp— O+ pA)t) = fp (4.3)

ondepeN, p—[0O,n—1ew=(wp— 0+ ph).

No instante = t; chega-se que:
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sep=0, f(ty) = cos{(w — 8)tz) = fo
sep=1, f(t1) =cog(wmm—0+1A)1) = f;
sep=2, f(t1) =coq(tm—0+2A)t;) = f7

sep=n-1, f(ty) =cog(wp— 0+ pA)ty) = fp.

Y
) [ P

w

w0_5 AI wo—l—é)X

FIGURA 4.2 Discretizagao do dominio com passo de tam@nho

Agora, utizando a Equacéo (4.1), podem-se encontrar os geapertinéncia cor-

respondente a cada elemento do dominio. Assim:

dw(wn— 6+ 0A) = g
dw(wp—0+1A) = ¢
dw(wp—S+24) = ¢

dw(ap — S+ ph) = ¢p.

Uma forma “compacta” de escrever todos os valoreg, (w) e f(t) é por meio de

uma matriz conforme especificado a seguir. Na primeira eglastdo os valores

t, na segunda, os valordst) e, na terceiragw(w). Esses dados poderiam ser

escritos em um arquivo simples, no entanto, a escolha dazndatre-se ao fato

de que nas proximas secdes serdo realizadas algumas @sedezfnaximos e
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minimos e, dessa forma, essa matriz se faz necessario.

tt fo ¢o
tt f1 ¢
Mps= |t f2 ¢ (4.4)
|t fp dp

Vale ressaltar que, $& é um subconjuntéuzzyfinito dado por
n
W=3 du()/a (4.5)
1=
entdo o principio de extensdo garante que a imagew ger f(t) é dado por
n
F(W) = Ztﬁw(m)/f(t) = ¢w(w)/cogat) com ¢pw = dpw).  (4.6)
=

A notagaogw(w )/w ndo significa “divisdo” é apenas uma forma de visualizar o

elementowy e seu respectivo grau de pertinéngiga(cw ).
Exemplo 4.1.1. Osciladorfuzzycom incerteza no parametro frequéncia.

Sejaf : X — Y, X eY conjuntos, f(t) = coJwt) = cog2t) e W um
subconjuntduzzyde X dado pela funcdo de pertinéncia conforme Equacao (4.1).
Suponha que existe uma incerteza em torno de 2 tatgue2 e d = 1. Observe
quewy € o valor deX que possui pertinéncia maximaigual a 1. A base da funcao de
pertinéncia triangular entéo esté definida no inter{/&l8|, w < [1,3] e p— [0,4]
en=>5.

Note que:f(t) = cogwt) = cof (wp — 6+ pA)t) = fp

A=ED-CN _2_ 05 Verequagdo (4.2).
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Sep=0et =0,1 chega-se que:
= ((2—=1)+0(0,5)) =1, f(t) = cog wt) = cog(1(0,1)) = cog(0, 1) = 0,99500418.
O préximo passo do algoritmo consiste em “montar” a matré gquagédo 4.4).
Dessa forma, para montar a segunda coluna da matriz aedligjsem cada ponto
resultante da discretiza¢do. Entdo segue que:
sep=0entdo f(0,1) = cogq0,1) = 0,99500418
sep=1entdo f(0,1) = coq0,15) = 0,98877108
sep =2 entdo f(0,1) = cog0,2) = 0,98006660
sep=3entdo f(0,1) = cog0,25) = 0,96891242
sep=4entdo f(0,1) = cog0,3) = 0,95533651.
Agora, serd estruturada a terceira coluna da matriz e, paoa determina-se o
grau de pertinéncia d® (ver Equacéo 4.1).
Note que pw(w) = pw(awp — O+ pA).
Assim, sep=0, ¢w(2—1+0(0.5)) = pw(1).
Entdo segue:
sep=0, entdopw (1) =
sep=1, entdo dw(1, 5) =
sep=2, entdopw(2) =
sep=3, entdopw(2,5) =
sep =4, entdopw(3) =
Com isso, a matrid representa a imagem ¢ por meio da fungad (t). Dessa

forma, no instanté = 0.1 chega-se que
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[ 0,1 0,99500418
0,1 0,98877108
Mss=| 0,1 0,98006660
0,1 0,96891242
0,1 0,95533651

o 8 B & o

Cada linha da matriz representa a coordenada tridimensiorspacdKY T, onde
¢ € T. O numerofuzzy Wcom dominio discreto pode ser representado como
segue:
W=0/1+ 0,5/1,5 + 1/2 + 0,5/2,5 + 0/3 (ver Equacéo 4.5).
Outra forma de representar os valores da mMrieferente as colunas 2 e 3 segue
abaixo.
F(W)=0/0,99500418+ 0,5/0,98877108+ 1,0/0,98006660+ 0,5/0,96891242+
0/0,95533651 ( ver Equacéo 4.6).

Com isso, agora é possivel visualizar graficamente a imagai (Fi-
gura 4.3) plotando os valores de e ¢w(w), ou seja, deve-se graficar valores
correspondentes as colunas 2 e 3. Observef@ye= —0,75 faz correspondén-
cia a outros dois valores de pertinéncia. Nesse caso, ée¥seslher o maxime:
max (0,21, 0,93) = 0,93 (ver Figura 4.3). Deve-se repetir esse procedimento para
todos valoresf (t) que possuem mais de um grau de pertinéncia. Dessa forma,
obtem-se a solucéo resultado desta operacéo (ver Figyra 4.4

A Figura 4.5 apresenta o processo gréafico do principio dens&teapli-
cado a uma funcao oscilante. Observe que é possivel idantifintervalo enX
que “reflete” por meio dé apenas os valores maximosEean).

Na Figura 4.6 é apresenta uma situagdo na qual uma entradarfaz-

pondéncia a mais de um grau de pertinéncia, no entanto, eio bz se estar
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Pertiriéncia

1

f(t)

FIGURA 4.3 Numerduzzy RW) néo triangular¢em operacdo de maximos

0.8

o
)

Pertinencia

1N
»

0.2

ft)

FIGURA 4.4 Numerduzzy KW) néo triangular obtido ap6s a operacdo de maxi-
mos (n=120).
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Pertirfencia

1.0

Pertifencia

FIGURA 4.5 Processo grafico da extensédo de Zadeh. Imatgror meio def
para o instanté= 2.

trabalhando com valores discretos, alguns desses grawst#@oexplicitos. Note
quef(t) = 0,4 faz correspondéncia ao grau de pertinénci®b@ a outros dois que
nao estao explicitos (proximos a30e 0 8). No entanto, para se obter apenas os
valores deF (W) o grau com valor (15 e Q3 devem ser descartados. A solucéo
apresentada neste trabalho para resolver este problensistaoemdesenvolver
um algoritmo em Linguagem Fortran 90 para eliminar com eficiéncia os galor
¢rw)/ f(t) ndo desejaveis a obtencdo dos maximos.

Obs.: Para simplicidade vale ressaltar g,/ f(t) € o ponto cartesiano com

coordenadasf (t), o w)), ondegr ) € a pertinéncia de (W).
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FIGURA 4.6 Imagem dey (w) por meio def emt =4 en = 43.

O algoritmo

Considere a matriil, ondet sdo o valores da coluna %(t) da coluna 2 e,

da coluna 3, ou seja

M1 M2 M3
M1 Mpo NMp3
Mns= | mg1 Mgz Ma3

| M1 Mh2 Mh3

onden é o niumero de pontos da funcao de pertinéncia.
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ETAPA 1

O algoritmo consiste primeiramente em por em ordem cresdé¢hlt, ou seja
Mo <NMhy<Mgp <..<Nhp

de modo que o processo de ordenacdo ndo altere as pogiglgsf (t).

ETAPA 2
Em seguida, o algoritmo compan® 3, My 23 € Mh;13 tal que:
S Mh3 > Mhi13 € Myy13 < Mhgp3 Ocorrem, entdo descarta-8g.13, OU

seja:

mn,3 m ’nn,g, mn+2,3

se \/ entao

Repete-se a ETAPA 2 enquanto se mantém a condicional. Notensg m,3 <

Mhi13 € Mhy13 > Myp23 OcCorrem, entéo o algoritmo continua e ndo descarta

nenhum ponto, ou seja:

lins Mooa

se /\ entio /\

[ ]
s LR My 3 M os

O exemplo abaixo ilustra o “funcionamento” deste algoritmo
Exemplo 4.1.2.
Na Figura 4.7 tem-se o conjunfozzydiscretoA, onde a< b < ...<m.

Para obter apenas os maximos do conjdnzzyé necessario descartar os valores
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$1/c e ¢2/e. Observe que é possivel resolver parte desse problenrajousa

seguinte condigéo:

“Se certas entradas do conjunto universo possuem iguahgexia entao

tome os valores que sdo maximo e minimo das enttadas

Dessa forma, seria utilizada a idéiaade nivel. Por exemplo, para = ¢, exis-
tem trés entradas correspondentes: “a”, “e” e “i". Assinsadgta-se a entrada
“e”. Isso resolve somente parte do problema, poig se ¢; 0 valor maximo no
dominio é “” e o minimo é “c”. No entanto, sabe-se gpg/c € um ponto que
deve ser descartado. O algoritmo que foi desenvolvidovessise problema com
eficiéncia.

APLICACAO DO ALGORITMO

» Deve-se comparar primeiramergig, ¢3 e ¢; e verificar sep, > ¢3 € ¢3 <

¢1. O que de fato néo é verdade pois< ¢3 e ¢3 > ¢ .(ver Figura 4.7)

r 3
3 +
(/)] B P R,
2 oo
I ] |
= Q |----—-—@------ e [T F
<g % A
g ! | oo
52 San S e
- I
TR S U D FU S SO
L R
e,
[ H i | i
! ! 1 [ | 1 ! ! L
abcdef & h 1§ m°

¢ .
Dominio

FIGURA 4.7 Processo grafico - aplicacdo do algoritmo.
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e Compara-se agorég, ¢1, 4. Comogds > @1 e ¢ < @4, entdo descarta-se
¢1 (ver Figura 4.8).
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FIGURA 4.9 Aplicacdo do algoritmo para obtengéo dos méxinsegunda etapa.



4.2 Principio de Extensao - duas variaveis (Aritiméticduzzy)

Na sec¢do anterior, mostrou-se um método para obter a imagem ¢ -
merofuzzypara uma funcdo ndo mondtona oscilante do fiftg = A; cog wt),
ondeA; é amplitude da oscilagdo. Considerou-se a frequéncia angoimo pa-
rametrofuzzye através do principio de extenséo, encontou-se a imag&vheaie
um dado instante. Nas sec¢8es seguintes, serd mostrada ssigepsolucdo do
problema, apds a evolucdo do sistema. E de interesse agbea,cgial a solucéo
emt = t1, considerando ambos os parametm=mlitudee frequéncia como pa-
rametros incertos. Buscou-se essa solucao via Principixidsmsdo e aritmética
de nimerosuzzy Conforme definicdes da Secao (3.7), as operacgéo aritraélica
nameroduzzy aqui utilizadas, séo vistas como casos particulares acipio de
Extensao.

Vale ressaltar que as operagfes aritméticas de nurheapgmem sempre
sdo triviais. O problema pode ser simples ou mais complicddpendendo da
funcéo de pertinéncia, dos limites do numéuazye da operecéo que sera utili-
zada. Por exemplo, as operagdes de adigéo e subtracdo desfuneytriangular
também sdo nimerdazzytriangulares. No entanto, 0 mesmo ndo ocorre com as
operacBes de multiplicacéo e divisdo. Realizar a aritméia operacao intervalar
(a - nivel) nem sempre é simples, principalmente se as opeyagenultiplica-
¢doou divisdoe os intervalos (base da fungédo de pertinéncia) ndo sao agmer
apenas positivos.

Interpretacdo do problema:

fuzzy

~ =
fuzzy
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Partindo-se do principio de queaaplitudeé um parametro incerto, pode-se re-
presentar essa incerteza por meio de um nurheroydado por uma funcéo de

pertinéncia do tipo triangular

0, se a<a— &

218 gp gy <a<ag
da(a) = o . 4.7)
122 se ag<a<apt

0, se a>ap+&

Como afrequenciaé também um parametro incerto, essa incerteza pode
ser representada através de um nunfigzaydado por uma funcdo de pertinéncia

do tipo triangular

0, se w<w—29o

W0 go - < W< Wy
dw(w) = ° . (4.8)

WO se wm<w<w+d

0, se w>w+9o

A imagem dew por meio def(t) via Principio de Extensé&o, conforme
visto anteriormente, € o nUmefazzy RW) (ver Equacéo 4.6). Sera representado
agora na matrif), os valores discretos de(W) onde os valores dé(t) estao
representados re@luna le os valorespg ) representados neoluna 2 ou seja

Emt =t, tem-se

Or1 O1.2
o1 22

Qn,z = (4-9)

Qn71 Oh,2
onden é o numero de elementos especificados da funcao de peréifgpcPara

melhor entendimento das operacdes aritméticas que seudiceatizadas “omiti-
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mos” a variavet da matriz. Nota-se também que nao se faz necessario armazena
essa variavel na matriz, isso implicaria maior custo coapahal. Dessa forma,
na “coluna I estdo os elementos especificados e c@ina 2 seus respectivos

grau de pertinéncia, ou seja

n
B=FW)= ZIQn,z/Qn,l =0O12/01,1+ 022/02,1 + ... + 0On,2/0n,1- (4.10)
=

Obs.: As matrized/, 3 (Equacao 4.4) &n» (Equacao 4.9) sao similares, no en-
tanto, emQn 2 omitimos os valores de

Até aqui, uma vez que os valoresBlg sao conhecidos (nimefazzy B,
foi resolvido o problema para apenas um parametro incégquéncia em um
dadot =t,. Da mesma forma, representa-se os valore& @amplitude) em uma

matrizP

P11 P12

P21 P21
Ro=| =~ (4.11)

Pk1  Pk2 |

k
A= Pr2/Pk1 = Pr2/P11i+ P22/P21+ Pa2/Pai+t -+ Pe2/Pri
=1

ondek é o nimero de elementos especificados da fungédo de peréiggngy 1 =
ae px2 = Pa(a). ComoA e B sdo numerofuzzyresta agora saber qual o resultado

da operacdo de multiplicacdo entdepor B. De acordo com a definicdo para
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produto de nimerosizzy(Equacao 3.21) tem-se qu

bap)(2= max min[pa(a),ps(w)].

{(aw)aw=2)

Para se encontraia g), primeiro deve-se realizar a operagao min seguida da ope-
racdo produto (ver Exemplo 3.10.1).
SejaABnin 0 resultado da operagdo nign(a), ¢s(w)), isto é

ABnin =
Ou2 /A P12/011-Pr1+ 012 A P21/011-P21+ - + 012 A Pr2/011- P
_|_
G2/ PL2/021-PL1+022AP21/021- P21+ ...+ 022 A Pr2/02,1- Pr 1
_|_

On2/AP12/0n1-PL1+0n2/A P21/0n1-P21+ - +0n2/A Pk2/0n1-Pr1-

Obs.: O simbolo\ significa “operagdo mim” e “. " multiplicacdo. Agora deve-se
realizar a operacdo max, de modo que, cada elemento do dopuissua apenas

um grau de pertinéncia, sendo esse, 0 grau com maior valoexemplo, se

Ou,1-P21 =021.P1,1 € Oi2 /A P21 € Maior quep 2 A P12

entdo devemos escolher o mgx 2 A P21, Gz 2 A P12} € associar o resultado da
operacdo de max ao valor resultado da operacdo de multiticaDessa forma,

obtém-seqy 1.P2.1/91.2 A P2.1.

Agora armazenar-se na mat@as valores dé\Bqin.
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O11-P11 O12/\ P12
Or1-P21 O12A P21

Or1-Pk1  Or2 /A Pk2

O21-P11 O22A P12

O21-P21 O22A P21
CnKZ = . .

O21-Pk1  O22 A Pk2

On1-P11 On2/\ P12
On1-P21 On2/\ P21

L On1-Pk1 On2A Pk2 |

Note que a matri possui um numerak de linhas. Isso significa que
guanto mais pontoelementos especificagamaior sera o valonk o que implica
em maior custo computacional. Para se realizar a operag@idxieno (max) com
eficiéncia, novamente deve-se aplicar o algoritmo que fgieado na sec¢éo pas-
sada. Mais uma vez é de valia observar que para aplicar atalgoios valores
On,1-Px1 devem estar ordenados em ordem decrescente com o respedtivde
On2 A Pr2. Emoutras palavras, os elementos da “coluna 1” devem askanados
em ordem decrescente, de modo que, se algum dos elementas aeugosicdo
0 seu grau de pertinéncia deve acompanha-lo para posi¢éestiaod Apds a
aplicacéo do algoritmo encontra-se o resultado da opedeAB8 = A.F(W). No
exemplo que segue, foi realizada a operacao aritmitizyvia operacao interva-

lar e compara-se o resultado com o método que aqui é utilizado
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Exemplo 4.2.1. Multiplicacdo de nimerokizzy

SejamA e B dois numeroguzzytriangulares defindos pér= (1,2,4)eB =
(2,4,6):

0, se x<1

x—1 se 1<x<2
Pa(X) = . (4.12)

>+2, se 2<x<4

0, se x>4

se y<2

se 2<y<4
(4.13)

’\’|~< m|~<

0,
-1
+3, se 4<y<6
(0}

se y>6

\
O primeiro passo é obtera-niveis dos numerofsizzyem questao:
pa=%x—1 — X=¢a+1l=0+1
pa=F+2 — x=4—-2¢p=4—2a. Assim,

e [A=[a+1,4—20a]

pg=3-1-— y=2¢g+2=2a+2
pg=F+3 — y=6—2¢g=6—2a. Assim,

* [B]Y =[2a +2,6—2a]

Observa-se que, parc< [0,1], todos elementos de cada intervalo sdo nimeros
positivos. Logo a operagéo de multiplicacdo dos dois iates/é simples. Assim,
[A.[B] = [a+1,4—2a].[2a+2,6—aq]
= [(a+1)(2a+2),(4—20a)(6—20a)]
= [(20% +4a +2),(4a% — 20a + 24)]
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Note que ser = 1 entdo tem-sé, 8] e sea = 0 entéo tem-s¢2,24].
Agora sera determinada a funcéo de pertinéncia resultadpetacao de multi-

plicacdo. Fazendo= 2a?+ 4a + 2 tem-se
_ —4+VEx
a= TX

Como a pertinéncia € um valor entre 0 e 1, entdo
q= —4-2\/8_x

Fazendo = 4a2 — 20a + 24 tem-se

a =24 assim

a = 5- \2/x+1

Chega-se entao que

4V ge 2-a<8
. (4.14)
se 8<a<?24

Pns(X) =

Pertifencia

| I | I I | I
10 15 20 25 30

Dominio

o
o

FIGURA 4.10 Operacao aritmética da multiplicacéo (intemjedos nimeroguzzy
AeB.

» Tem-se na Figura 4.11, a solucao via algoritmo baseadofimgde:

dap) (2= sup min[da(x),¢s(Y)]
(0y)xy=2)
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1 T % T T

min(A,B) q
x  max(min(A,B))

0,8—

0,6

0,4

Pertifencia

0,2

0 5 10 15 20 25 30
Dominio

FIGURA 4.11 Operacao aritmética da multiplicacdo dos nasieizzy Ae B.

* Na Figura 4.12 ambos os resultados sao comparados.

= Operacao Discretg
—— Operacao Analitic

08—

Pertifencia
o

[=2]

T T

o
>
I

02—

i |
0 5 10 15 20 25 30
Dominio

FIGURA 4.12 Operacao aritmética analitica (intervalar)isemta (principio de
extensao).

Nota-se que as solu¢bes analitica e discreta se sobrepdm®rva-se também que
o algoritmo mostrou-se eficiente para obtencdo dos maxiviale. ressaltar que
essa metodologia tem se mostrado eficiente para outrascdpsréadicao, sub-
tracdo e divisdo), mesmo se os elementos do intervalo nasosdente nimeros

positivos.
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5 RESULTADO E DISCUSSAO
5.1 Oscilador fuzzy com parametro amplitude incerto

Em um sistema vibratério, a amplitude do movimento é umadgza
fisica que é determinada experimentalmente por meio deda®diu conjunto de
medidas. Essas medidas tém uma incerteza prépria que @egiendaracteristicas
dos equipamentos utilizados na sua determinacédo e tambépedador. Assim,
uma medida repetida varias vezes com o mesmo cuidado e prnared pelo
mesmo operador ou por varios operadores, 0s resultaddesiiiio sdo, em geral,
idénticos. Como amplitude é um parametro incerto, essa@rzefoi representada
por meio de um nimero fuzzy modelado por uma funcao de pediaé&lo tipo
triangular. Seja(t) = Ajcoqwt + @), w =1 e = 0 (nUmeros reais) e considere
0 parametro amplitudé,; com valor igual a 2. Partindo de dados ficticios, foi
suposto que existe uma incerteza em torno de 2 talAque(1,2,5) (ver Secéo
3.8). Esse é um modelo matematico razoavel para a expresgédstica “perto

de 2". Dessa forma

0, se a<l1
a—1 se l<agy<?2

5—a se 2<ay<5b .

0, se a>5

Utilizando o principio de extensdo obteve-se a imagem fdozmodelo por meio

dex(t). (Ver Figura 5.1).
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n ks
T

FIGURA 5.1 Solucao do osciladduzzycom parametrao = 1 (valor classico) e
amplitude (incertop; = 2.

A Figura acima possui uma escala entre 0 a 1 que representaussde
pertinéncia. A “linha " mais escura representa os valoregijecom pertinéncia
maxima igual 1 em determinado intantéDbserve que, em determinado instante,
podem existir diferentes posi¢Bes para a amplitude comedites possibilidades
na escala 0 a 1. Note, por exemplo, quetem6, X(t) = 2 com possibilidade
proximo a 1 ex(t) = 4 com possibilida préximo a 0. Ou seja, entre 0 e 1 temos in-
finitas possibilidades. Observe também, que onde ocorrenarsnos € minimos
da funcaox(t) é onde também ocorrem as maiores concentrages de insegteza
essas se tornam minimas quaxf se aproxima de zero.

A fim se encontrar uma curva representativa dessas faméiasld¢oes,
foi utilizado o método de defuzzificacdo do centro de graléd@rigura 5.2). Este
método é semelhante a media aritmética para uma distrdbbdieadados, com a

diferenca que os pesos aqui sdo os valores de pertinénciadjcam o grau de
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compatibilidade do valox com o conceito modelado pelo conjuritzzyA.

2

T
— Clazzica
---- Fuzzy

FIGURA 5.2 Solucao do osciladduzzycom parametrav = 1 (valor classico) e
amplitude (incerto)A; = 2 apds o método de defuzzificacdo do centro de gravi-
dade.

Em outra simulacgéo, fez-se-a suposicdo de uma incertezaramde 2 tal que
0, =0.3ed,=0.6. OusejaA=(1.7,2,2.6) (Figura 5.3).
Note que a dispersdo da incerteza (“borréo”) agora é mermpre & natu-

ral, visto que incerteza em torno de 2 também é menor. A soldefuzzificada

do modelo segue abaixo (Figura 5.4).
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[up=]

[ap]

or

(] -1

S P

Fq 032

F 02

s A

FIGURA 5.3 Solucao do osciladduzzycom parametrao = 1 (valor classico) e
amplitude (incerto)A; = 2. Nesse caso, foi considerado uma incerta menor em
torno deA;.

= (laszica
---- Puzzy

FIGURA 5.4 Solucao do osciladduzzycom parametrao = 1 (valor classico) e
amplitude (incertop; = 2. Resultado apds o método de defuzzificagdo do centro
de gravidade.

5.2 Osciladorfuzzycom parametro frequéncia incerto

Nesta secdo, sera aplicado o Principio de Extensdo em urp@of@sci-

lante e, em paralelo, sera encontrada uma possivel evdieiggmral do oscilador
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fuzzy considerando o parametro frequéncia como incerto. Vakalar que o pa-
rametro incerto, nesse caso, esta “dentro” da funcéo ediferdo que ocorre com
0 parametro amplitude.

Conforme Secéo 2, sabe-se que 0 modelo matematico class&am sis-

tema oscilatorio simples pode ser representado pela seggqonacédo diferencial:
(1) + wix(t) =0

ondewy = \/% representa fequéncia naturatlo sistemama massa (inércia do

sistema) & o parametro de rigidez da mola. O problema tem solucao daaform
X(t) = Ascoqant + ¢).

A quantidadeA; é a amplitude do movimento (seu valor depende de como 0 mo-

vimento foi iniciado) eay € a frequéncia natural do sistema. O paramego

depende de dois outros parametros: o paranmmateoo parametrk, que apri-

ori, sdo incertos, logowy também é incerto. Partindo da solucéo classita

buscou-se a solucdozzydo problema via extenséo de Zadeh como segue.
Sejawy =1 e A; = 2. Considere a frequéncia como numérpzymode-

lado por funcéo de pertinéncia triangular, tal que

0, se w<0.8

w—08 se 0B8B<wp<1
dw(w) = : (5.1)
12—w, se 1<up<l2

0, se w>12

Utilizando W e o Principio de Extensdo encontra-se a soldgaaydo modelo

(Figura 5.5).Note que, nesse caso, a incerteza se propagentndo a medida
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gue o sistema evolui, contrario ao que ocorre com a amplitude

FIGURA 5.5 Solugéo do osciladduzzycom parametrav = 1 (valor incerto) e
amplitude (valor classicdd; = 2.

Dessa forma, é dificil “prever” uma certa posi¢édo no esgagdt)), isso
porque, a medida que o tempo evolui tem-se que, para um takistem va-
rias posicdes possiveis e cada posicdo esta associada aossitalidade igual
ou muito préximo a 1. E facil perceber que o “borrdo” (inceajenos instantes
iniciais € menor. Pode-se verificar na Figura 5.6, que a 8oldefuzzificada do
osciladorfuzzycom parametro frequéncia incerto aproxima a solucéo déadsci
harménico amortecido. Ao se incluir a frequéncia com unoogrdu de incerteza,
0 sistema se comporta analogo a um sistema dissipativo.otssoe porque, a
medida que o sistema evolui, a incerteza na frequéncia-s@ada vez mais re-
levante. E de grande importancia observar que as solligdegoara o parametro
amplitude e frequéncia ndo se comportam de modo anélogorilNeaima, a incer-
teza se propaga de “modo” constante e, ha segunda, a ircenekém se propaga
mas se torna mais relevante a medida dtieresce. A seguir, sera esclarecido o

comportamento “amortecido” da solucfiazyapds defuzzificagcdo e, dessa forma,
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sera discutido um caso particular da solu¢cdes num daddértaSera mostrado
também os célculos da defuzzificagdo tomando uma quantidader de pontos

na funcdo de pertinéncifw (w). Os valoresf (t) e ¢r () obtidos apds aplicacéo

FIGURA 5.6 Solugéo do osciladduzzycom parametrav = 1 (valor incerto) e
amplitude (valor classicol; = 2 ap6s o método de defuzzificacdo do centro de
gravidade.

do algoritmo ent = 30 e comn = 7 seguem na Tabela 5.1 ( ver Figura 5.7).

| f(t) | Prw) |
-2.0000000000000000 0.71238898038468967
1.6180339887498962 0.81710873550434950
-0.618033988749890240.9218284906240095/1
0.3085028997751680% 1,00000000000000000

8

6

1.4110849236127916| 0.8952802448803400
1.9746804676428771| 0.7905604897606801

TABELA 5.1 Valores discretos.

A Figura 5.7, mostra aimageR(W) (imagem d&V por meio dex(t)) no instante
t = 30 apos a operagdo dos maximos. Observe quetpardo, x(t) € um valor

préximo de zero, ou seja, a média obtida com o resultado deziB€acédo por
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centro gravidade € um valor préximo a zero. Isso pode serrotadio fazendo os
céaculos da defuzzificacao para os valores da Tabela 5.1 cegoe.sBaseado na

Equacéo 3.32 verifica-se:

1 T T
F(W)
0.k
0———0 Fuazy
m B . Diefuzzificacao
=
g 06 _
& L
04— —
0.2 —
] ol | | |
0O *
-2 1 ﬂrf} 0 1 2

FIGURA 5.7 Solucaduzzyno instantd = 30 apds operacao de maximo.

0.71) + (—1.61)(0.81) + ... + (1.41)(0.89) + (1.97)(0.79)
0.71+0.81+0.92+ 1+ 0.89+0.79

aFw) = 2!

-0.18
=513 = —0.035

Assim, percebe-se que a medida que o sistema evolui, oagsuda de-
fuzzificacdo do centro de gravidade realmente convergezesa justificando o
comportamento da curva que poderia ser interpretado comsigjecao de ener-

gia” em razédo das incertezas nos parametros. No entantsiiseegtezas tendem
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a zero a solucéo fuzzy aproxima a solucao classica, ou sejanite ambas so-
lucBes se sobrepdem. Assim, séfg= 1 (nimero classico) e a frequéncia um
numerofuzzy tal queW = (0,09;1;101) (Solucdo Fuzzy A) &/ = (0,1;1;19)

(Solucao Fuzzy B). A Figura 5.8 ilustras ambas simulacdes.

FIGURA 5.8 SolugaduzzyA com d = 0.01 e solugéduzzyB com¢d = 1.

Note que na solucdo A o “amortecimento” é suave e praticaresia so-
lucdo reproduz o movimento harmoénico da solucéo classibae®e que o amor-
tecimento torna-se um pouco mais relevante nos instantes.fidomo na solugéo
B as incertezas consideradas sdo maiores, 0 amortecimaTais gignificativo.

Vale ressaltar que na literatura séo encontradas divepdiaagdes bem
sucedidas do principio de extensao, conforme discutid@g@os3.9, no entanto,
essas aplicacdes, em sua grande parte, se restringemag@pticque envolvem
funcBes classicas relativamente simples. O que aqui seempeeé uma aplicacao

do principio de extenséo para uma fungdo ndo mon6tona. Gltadks quando
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ambos os parametros (amplitude e frequéncia) sdo inceggsiem na proxima

secao.

5.3 Oscilador fuzzy com parametro amplitude e frequéncia inertos

Considere que ambos os parametag[§litudee frequéncid sdo parame-
tros incertos. Essa incerteza pode ser representar podmaizmeros fuzzy dados

por funcdes de pertinéncia do tipo triangular, tal que

0, se a<2 0, se w<038
a—17 se 17<a<?2 w—08 se 0B<w<1
da(a) = dw(w) = .
26—a, se 2<ay<26 12—w, se 1<up<1l2
0, se a>26 \ 0, se w>12

Dessa forma, foi encontrada a solucao via principio de edtee aritmética de
nameros fuzzy conforme discutido nas Secdes 4.1 e 4.2. Nafig8, tem-se a
solucao do oscilador fuzzy com ambos parametros incertos.

Observe que para os valored) > 2 ex(t) < —2 existe um conjunto de
possibilidades no interval@, 1], ao contrario da solu¢é@o anterior para o parametro
frequéncia incerto. A solucao anterior apresenta um “todeaegido proximo a 2
e —2. Isso pode ser melhor entendido conforme Figura 5.10.

Note que na curvé (W) a possibilidade dd(t) = —1 é 0 (“corte”). No
entanto, emA.F (W) a possibilidade dé(t) = —2 é proximo a (b, ou seja, ndo
possui o “corte”. A solucdo, apos o método de defuzzificagiddentro de Gra-
vidade é ilustrada na Figura 5.11.

Essa solucao é mais mais elaborada que as anteriores (cowrwramepro

incerto), visto que, as incertezas presentes em dois padatierma inseridas ao

63



x(t)

FIGURA 5.9 Solucéo do oscilador fuzzy com parametros aomite frequéncia
incertos.

T
Grau i g

[R-A o

04

02

_Il Iﬁ(f) (IJ I 1 I 2 3

FIGURA 5.10 Multiplicagdo dos numeros fuzzye W emt = 8. No eixo x esta
representado a base da funcéo de pertinéncia da amplitiedé(e d

sistema. Além disso, a Ultima solugdo mostra que para tcdaritet encotra-se

valores de possibilidades patd) em [0,1].
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“o 5 fr) ™ 15

FIGURA 5.11 Solucéo do oscilador fuzzy com parametros aog#ie frequéncia
incetos apds o método de defuzzificagao.

Na Figura 5.12 foi comparado o resultado obtido com a soletEsica.
Observe que, nos instantes iniciais, as solucdes pratitarse sobrepdem e, isso
deve-se ao fato que nos instantes iniciais, as incertezarsiwres” e, essas se

tornam mais relevantes, a medida que o sistema evolui.

FIGURA 5.12 Solucéo do oscilador fuzzy com parametros aog#ie frequéncia
incertos apds o método de defuzzificac@o e solugdo classioadilador harmo-
nico.
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6 CONCLUSAO

Por meio da ferramenta de |ogitt&zzy verificou-se que o osciladfuzzy
com incerteza na frequéncia ou, na frequéncia e amplit@e,um comporta-
mento semelhante ao oscilador harménico amortecido.

Observando a solucdonzzynao defuzzificada € possivel concluir que as in-
certezas existentes em torno dos parametros se tornameadeiores a medida
que o sistema evolui, ou seja, a amplitude vai diminuindoessa forma, como
as incertezas tendem a se tornar cada vez maiores, 0 sisiss@mgse comportar
anélogo a um sistema “dissipativo”.

Verifica-se que a metodologia desenvolvida para a aplicagaplementa-
¢do do principio de extensao e aritmétigazy generaliza o principio de extenséo,
ou seja, permite sua aplicacdo sobre diferentes tipos @&dsn Conclui-se tam-
bém que o ferramental computacional desenvolvido, pemaitkzar por meio de
conjuntos discretos, as operagdes aritméticas entre néfoeeydefinidos em in-
tervalos positivos ou negativos e com fungdes de pertinéne sejam conhecidas
ou nao.

Como trabalho futuro, espera-se explorar o problema poruiro dngulo,
analisando, por exemplo, o sistema de oscilacdo acopladmaistema ja amor-
tecido. Cabe aqui ainda, a interpretacéo fisica detalhadarablema e outras

discussdes sobre a aplicacdo do principio de extensao erfungé oscilante.

66



7 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BARROS, L.C.; BASSANEZI, R.CTé6picos de logica fuzzy e biomatematica
Campinas: IMECC-UNICAMP, 2006. 354 p.

BARROS, L.C.Sobre sistemas dinamicos fuzzyteoria e aplicacdes. 1997. 103
p. Tese (Doutorado em Matematica Aplicada) — Instituto déekhdtica
Estatistica e Computacao Cientifica. Universidade Estaldu@ampinas,
Campinas, SP.

BASSANEZI, R.C.; TONELLI, P.A.; BARROS, L.C. Fuzzy modeldj in
population dynamicsEcological Modelling, Amsterdam, v. 128, n. 18, p. 27-33,
2000.

BEZDEK, J.C.; SANKAR, P.KFuzzy models for pattern recognition:
methods that search for structures in data. New York: IEBB21539 p.

CABRELLI, C.A.; FORTE, B.; MOLTER, U.M.; VRSCAY, E.Rlterated fuzzy
sets systemsa new approach to the inverse problem for fractals and o#tsr s
Journal of Mathematics, San Diego, v. 171, n. 1, p. 79-100,1992.

CASTANHO, M.J.P.; YAMAKAMI, A.; BARROS, L.C.; VENDITE, L.L
Modelo matematico fuzzy para descrever o crescimento deec@ie prostata.
Revista de BiomatematicaCampinas, v. 15, n. 15, p. 41-50, ago. 2005.

CECCONELLO, M.Modelagem alternativa para dinamica populacional:
sistemas dinamicos fuzzy. 2006. 93 p. Dissertacao (MestatdMatematica
Aplicada) — Universidade Estadual de Campinas, Campiras, S

COELHO, M. Osciladores harmdnicos 2003. 29 p. Monografia (Graduag¢do em
Matematica) — Universidade Federal de Goias, Goiania, GO.

COX, E.D.Fuzzy logic for business and industry Massachusets: Charles River
Media, 1995. 602 p.

FORTE, B.; LO SCHIAVO, M.; VISCAY, E.R. Continuity propeés of attractors
for iterated fuzzy set systemdournal of the Australian Mathematical,
Australia, v. 36, n. 2, p. 175-193, 1994.

GOMIDE, F.; PEDRYCZ, WAn introduction to fuzzy sets-analysis and
design New York: MIT, 1998. 475 p.

67



JAFELICE, R.S.M.; BARROS, L.C.; BASSANEZI, C. Sobre sisesmdinamicos
fuzzy com retardo: uma aplicagdo na dindmica do HIV cominatzsto. Revista
de Biomatematica Campinas, v. 18, n. 4, p. 131-148, set. 2008.

JAFELICE, R. M.Modelagem fuzzy para dinadmica de transferéncia de
soropositivos para HIV em doenca plenamente manifest®2004. 187 p. Tese
(Doutorado em Engenharia Elétrica) — Faculdade de EngenBlitrica e
Computacgdo. Universidade Estadual de Campinas, Cam3Ras,

JORNADA, A.H. Calcular a incerteza em ensaios é realmenp@itante?
Jornal da Metrologia, Sdo Paulo, v. 16. n. 4, p. 5, mar. 2007.

KITTEL, C.; KNIGHT, W.D. Curso de fisica de Berkeley2.ed. Sao Paulo: Ed.
Blucher, 1970. 403 p.

KLIR, G.; YUAN, B. Fuzzy sets and fuzzy logictheory and applications. New
Jersey: Prentice-Hall PTR, 1995. 592 p.

MELO, G.J.A. Ldgica fuzzy aplicada ao problema de propagiard virus. In:
SIMPOSIO DE APLICACOES COM LOGICA FUZZY, 2., 2008, SorocaBR.
Anais... Sorocaba: USP, 2008. p. 39-45.

ORTEGA, N.R.SAplicacédo da teoria de conjuntos fuzzy a problemas da
biomedicina. 2001. 152 p. Tese (Doutorado em Ciéncias) — Instituto ded:is
Universidade de Sao Paulo, Séo Paulo, SP.

ROMAN, H.; BASSANEZI, R. A note on the zadeh’s extensioRsizzy Sets
and SystemsAmsterdam, v. 117, n. 36, p. 327-331, nov. 2001.

SHAW, I.; SIMOES, M.Controle e modelagem FuzzyS&o Paulo: Edgard
Blicher, 1999. 200 p.

SHIANG-TAI LIU, C.K. Solving fuzzy transportation problesrbased on
extension principleEuropean Journal of Operational Research New York, v.
153, n. 3, p. 661-674, 2004.

TANAKA, K. An introduction to fuzzy logic for practical applications. New
York, 1997. 148 p.

TANCHEIT, R. Sistemas fuzzy 2003. 120 p. Tese (Doutorado em Engenharia
Elétrica) — Pontificia Universidade Catodlica do Rio de JandRio de Janeiro, RJ.

68



YEN, J.; LANGARI, R.Fuzzy logic: intelligence, control, and information.
EUA: Prentice Hall, 1999. 547 p.

ZADEH, L.A. Fussy setslnformation and Control , Berkeley, v. 8, n. 1, p.
338-353, 1965.

69



