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RESUMO

SILVA, Ana Lucia Souza da. Andlise do ajuste de modelos utilizando
os residuos generalizados de Cox-Snell. 2003. 68 p. Dissertagdo (Mestrado em
Estatistica ¢ Experimentacdo Agropecudria) — Universidade Federal de Lavras,
Lavras, MG."

A partir da adog@o de um modelo para explicar um conjunto de dados, o
pesquisador esta aceitando as hipoteses de que os dados em questdo satisfazem
as pressuposigGes inerentes ao modelo proposto. Desse modo, torna-se
importante a analise da adequagio do modelo aos dados, para que os resultados,
em termos de inferéncias, sejam confidveis. Uma das técnicas usadas para essa
verificag8o ¢ a andlise de residuos. Varios tipos diferentes de residuos tém sido
propostos para modelos de sobrevivéncia; dentre eles, os mais adequados sio
resultado dos residuos generalizados de Cox-Snell (1968). O objetivo deste
trabalho ¢ avaliar a adequacidade de modelos por meio de graficos de
diagnosticos gerados a partir dos residuos generalizados de Cox-Snell € mostrar
detalhadamente todo o desenvolvimento para o entendimento ¢ aplicagdo desta
teoria. Para ilustrar a teoria foram feitas trés aplicagdes. A primeira aplicagdo
visou ilustrar a ldgica existente entre a plotagem dos residuos ordenados de trés
distribui¢des, normal (0,1), logistica (0,1) e valor extremo (0,1) versus as
estatisticas de ordem esperadas destes residuos de acordo com as distribuicdes
assumidas. Para a segunda aplicagfio, foram utilizados dados de tempo de vida
de isolantes, obtidos em Nelson (1990). A partir da verificagdo por meio dos
graficos de diagnosticos utilizando os residuos generalizados de Cox-Snell,
encontrou-se que o modelo apropriado para o tempo de vida dos isolantes era o
log-normal. Para a terceira aplicagiio, foram analisados dados censurados
referentes ao tempo de vida de pacientes, obtidos em Collett (1994). Avaliou-se
a adequacidade de varios modelos por meio dos residuos de Cox-Snell
adaptados para dados de sobrevivéncia. Os resultados mostraram que o modelo
Weibull foi o mais adequado.

* Comité Orientador: Prof. Dr. Mirio Javier Ferrua Vivanco - UFLA
(Orientador), Prof. Dr. Fortunato Silva de Menezes.



ABSTRACT

SILVA, Ana Luicia Souza da. Fitting analysis of models using Cox-Snell
generalized residuals. 2003. 68 p. Dissertation (Master in Statistics and
Agricultural Experimentation) — Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG St

Once a model is chosen to explain a data set, the researcher is accepting
the hypotheses that such data satisfy inherent assumptions of the proposed
model. Then it, becomes important the evaluation of the fitted model to the
data, so that the results, be reliable. One of the techniques used for such
evaluation is residual analysis. Several kinds of residuals have been proposed for
survival models; among those, the most suitable for this purpose are Cox-Snell
(1968) generalized residuals. The objective of this work was to evaluate the
adequacy of models by graphical diagnostics using Cox-Snell generalized
residuals and to show the whole development in full detail for understanding
and application of this theory. To illustrate the theory three applications were
considered. The first application sought to illustrate the existent logic by plotting
of ordered residuals of three distributions: normal (0,1), logistics (0,1) and
extreme value (0,1), versus the expected order statistics of these residuals in
consonance with the assumed distributions. The second application consisted of
lifetime data of electric insulating, obtained by Nelson (1990). Starting from the
verification by graphical diagnostics using Cox-Snell generalized residuals, it
was found that the model appropriate for lifetime of electric insulating was log-
normal. The third application referred to censored data of lifetime of patients,
obtained by Collett (1994). The adequacy of several models was evaluated by
Cox-Snell generalized residuals adapted for survival data. The results show that
Weibull model was the most appropriate.

* Guidance Committee: Mario Javier Ferrua Vivanco - UFLA (Major Professor),
Fortunato Silva de Menezes - UFLA.
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1 INTRODUCAO

De maneira geral, a avaliagio da adequacidade de ajuste de modelos a
um conjunto de observagdes tem grande importincia para validar a escolha do
modelo utilizado. Muitos procedimentos para esta checagem sdo baseados em
quantidades conhecidas como residuos.

Na analise de regressdo, por exemplo, a partir da analise dos residuos
pode-se detectar varias falhas no modelo tais como pressuposigdes
distribucionais admitidas, a omissdo incorreta do intercepto, ou a necessidade de
termos de ordem superiores para a variavel preditora.

Especificamente em Analise de Sobrevivéncia, existem duas classes de
modelos propostas na literatura: os modelos paramétricos € os modelos semi-
paramétricos, que também podem ser chamados de modelos de regressdo de
Cox. Dentro da classe dos modelos paramétricos, encontra-se a classe dos
modelos de Tempo de Falha Acelerados (AFT), que sdo dados pela seguinte
expressao:

LogT, = B, + B X,y + B, X ;s +...+ B Xy +0E; (1)

para i = 1,2,..,n, em que 7,' ¢ o i-ésimo tempo até a ocorréncia do evento
correspondente & varidvel dependente, Bo,ﬁpm, ﬁk ¢ O sdo os parametros
desconhecidos, X # € a i-ésima observagio correspondente a k-ésima variavel
independente e €; € o erro aleatério.

Existem diversas propostas para avaliar a adequacidade destes modelos
na literatura. Allison (1995) apresenta duas propostas: o estudo da adequacidade



a partir do modelo Gama Generalizado ¢ o estudo da adequacidade a partir dos
graficos de diagndsticos, isto €, por meio da anilise de residuos.

Virias espécies diferentes de residuos tém sido propostos para modelos
de sobrevivéncia, como os residuos generalizados de Cox-Snell, os residuos
Deviance, os residuos Martingale e os residuos Score. Collett (1994) sugere
como uma alternativa mais apropriada o uso dos Residuos Generalizados de
Cox-Snell.

O objetivo deste trabalho ¢ avaliar a adequacidade de modelos por meio
dos graficos de diagnésticos gerados a partir dos residuos generalizados de Cox-
Snell ¢ mostrar detalhadamente toda a abordagem matemitica € estatistica
matematica que € envolvida para o entendimento ¢ aplicagdo desta teoria.

Para alcangar os objetivos acima, no capitulo 2 sera apresentado uma
revisio de como se testa a adequacidade de modelos com os residuos cldssicos.
Nesta segio serdo apresentados varios testes de hipéteses utilizados para detectar
problemas em relagdo ao modelo proposto ¢ definigoes de alguns dos principais
residuos usados em Anilise de Sobrevivéncia. No capitulo 3 sera abordado todo
o desenvolvimento da teoria dos residuos generalizados, assim como o
procedimento para a obtencio de sua expressio geral, a interpretagdo da analise
grafica destes residuos € suas principais propriedades ¢ aplicagSes. Também
sera determinada a forma particular destes residuos, sugerida por Allison (1995),
quando se trabalha com dados censurados.

No capitulo 4 serdo apresentados os resultados de trés aplicagSes por
meio de graficos; a primeira aplicagdo objetivou ilustrar a logica da plotagem
dos residuos ordenados originados de trés distribuiges versus as estatisticas de
ordem esperadas de acordo com as distribuigdes assumidas; a segunda aplicagdo
envolve dados de tempo de vida de isolantes, obtidos por Nelson (1990), cujo
modelo proposto serd avaliado por meio dos residuos generalizados de Cox-

Snell. Para a terceira aplicagdo serdo analisados dados censurados referentes ao



tempo de vida de pacientes, conforme Collett (1994), cujo modelo também sera
avaliado por meio dos residuos de Cox-Snell adaptados para dados de
sobrevivéncia.

No capitulo 5, serdo apresentadas as conclusdes mais importantes deste

trabalho.



2 REFERENCIAL TEORICO

Embora este trabalho tenha como objetivo avaliar a adequacidade de
modelos através dos Residuos Generalizados de Cox-Snell, neste capitulo sera
apresentado uma revisdo geral de como sio utilizados os residuos na anilise de

regressao.

2.1 Anélise dos Residuos

Considere-se um modelo de regressdo linear dado por:

Y =B, +B X, +B X, +..+ B X, +E,

para i = 1,2,....,n, em que Y, ¢é a i-ésima observagdo correspondente A variavel

aleatdria dependente, Bo’ ﬁp---, Bk sdo os pardmetros desconhecidos, X & €
a i-ésima observagao correspondente & k-ésima variavel aleatdria independente €
& ¢ o erro experimental. Sendo assim, os erros podem ser dados pela seguinte
equagio:

& =Y, — By + B Xy +Bp X+t B Xy

Quando se estima a equagdio de regressdo dada por (2), o i-ésimo valor
estimado, denotado por 1;, é dado por: Bo+ B X, + B X+t Bi Xy

parai= 1,2,..,n, em que ﬁo, Bl,---, ﬁk sdo os respectivos estimadores de

ﬁo, ﬁl 9eeey Bk . Dessa forma, os residuos estimados, denotados por €;, poderdo



ser expressos da seguinte forma: Y, —ﬁo Ban + ﬂinz +..t BkX,-k.

+
Conforme Anscombe & Tukey (1963), & =Y, =Y, |

Os residuos , €;, contém informagdes que permitem saber se o modelo

proposto ajusta-se bem ou ndio aos dados. Entdo, deve-se checar os residuos e
observar qualquer peculiaridade que possa ter ocorrido no ajuste do modelo de
regressao.

Segundo Parente (1984), de um modo geral a anilise de residuos tem a
finalidade de detectar os seguintes problemas em relagio ao modelo proposto: .

i. Se o modelo matematico proposto nio ¢ apropriado;
ii. Se os erros ndo tém distribui¢io normal;

iii. Se os erros ndo sdo independentes;

iv. A presenca de dados discrepantes (outliers);

v. Se os erros niio tém variancia constante.

Vérios métodos para examinar os residuos depois de uma anilise de
varidncia convencional ou ajustando quadrados minimos tém sido
desenvolvidos. Uma variedade das técnicas mais utilizadas sdo apresentadas em
Anscombe & Tukey (1963).

O exame de residuos pode ser feito por graficos basicos (analise grafica
dos residuos) ou por métodos analiticos. Para a confirmagdo ou ndo da anilise
grafica dos residuos podem ser aplicados testes estatisticos.

Conforme Parente (1984), a anélise grafica de residuos apresenta, sobre

a inferéncia com residuos, a vantagem de nfio depender da estrutura dos dados.
2.2 Testes de Hipoteses com Residuos

Para checar os possiveis problemas em relagdo ao modelo proposto,

foram desenvolvidos uma diversidade de testes baseados nos residuos.



Segundo Seber (1977), Box et al. (1978) ¢ Draper & Smith (1998),

existem varias maneiras de plotar os residuos. Porém, os autores aconselham

€.
fazer a analise grafica com os residuos padronizados definidos por di = T;‘ ,

em que € éo i-ésimo residuo ¢ § ¢ uma estimativa de sua varidncia. Assim,

a dispersdo dos €; varia em sua quase totalidade de -3 a 3; quando existem
condigdes ideais para a anilisc dos dados, ou seja, quando os erros s3o
independentes, apresentam varidncia constante, sobretudo quando € correta a
suposi¢do de normalidade dos erros.

Os testes de Hipoteses baseados nos residuos s3o apresentados a seguir.
2.2.1 Auséncia de Normalidade dos Erros

Shapiro & Wilk (1965) propuseram um teste de normalidade em que a
estatistica do teste, denotada por W, ¢ obtida dividindo o quadrado de uma
combinagdo linear apropriada dos valores esperados das estatisticas de ordem
amostrais pelo quadrado dos desvios em relagio & média. Inicialmente, associa-

se um vetor de variaveis aleatérias ), de modo que cada elemento serd

correspondente s amostras ordenadas do menor ao maior valer, ou seja, Xy <
X@ < ... € X, em que X denota a i-ésima estatistica de ordem. A estatistica
do teste W € definida por:
b2
W = '3’7 ,

em que:



n n k
S? =Z(yi _?)2 =Z(X(i) —/?)zc b’ =[Zan-i+l n—i+l _yi)]z,

i=l i=1 i=l
Os coeficientes (a,,_,-.,q) sio tabelados e o valor de K sera dado da seguinte

forma: se n for par, k=n/2, ¢ se for impar, k =(n-1)/2 . Definido o
valor de k , b’ pode ser dado por [@,(V, —=¥)) +.+ @ (Vi "}’k)]z ,

n
ou simplesmente [Z ayl, pois por simetria a soma dos coeficientes € igual a

i=1
0.

Se o resultado da estatistica W estiver na regifio critica, estabelecida por
valores tabelados (Wa,), entdo pode-se dizer que os dados nio se distribuem
normalmente, a € o nivel de significincia € n € o tamanho da amostra.

Por outro lado, Seber (1977) determinou que se dy < d) < ... < diw)
representam n residuos padronizados ordenados definidos na segdo 2, e para n
moderadamente grande, um grafico d; versus (i-1/2)/n, no papel de
probabilidade normal, detectara auséncia ou nio de normalidade. Quando os
dados sdo normais, esses pontos devem estar dispersos em torno de uma linha
reta.

Campos (1983) apresenta o teste de Kolmogorov-Smimmov (1933),
através do qual adapta-se uma distribuigdo completamente conhecida F(x) a
dados provenientes de uma distribui¢do desconhecida Fo(x). Sendo:

F(x): proporgdo de valores esperados menores ou iguais a x;
S(x): proporgdo de valores observados menores ou iguais a x;
Fo(x): verdadeira fungdo de distribuigdo de X ¢ que € conhecida.
Observe-se que S(x) é uma fungio de distribuicio empirica baseada na

amostra aleatria X, Xj,..., Xa. O teste utiliza as seguintes estatisticas:



D =supl|F(x)-S(x)|
D" =sup [F x)-S (x)]
D™ =sup[S(x)-F(x)]

para testar, ao nivel o de significincia:
H,: F(x)=F(x) versus
H,:F(x)# F,(x),F(x)> Fy(x) ou F(x)<Fy(x) , sendo que para pelo

menos um valor de x, rejeita-sc Hp se D 2 d, D" 2diou D 24,
respectivamente. Os valores de d e d; sdo tabelados.

Lilliefors (1967) sugeriu uma modificacdo no teste de Kolmogorov-
Smirnov, em que se ampliou o seu uso aos casos em que a média € a varidncia

ndo sdo previamente especificadas, mas sim estimadas através dos dados da

amostra, ou seja, a partir de
in Z(xi = -7)2
¥ =4 e sP=
n n-1

Dessa forma, obtém-se a varidvel reduzida:

X=X

z,= , i=12,..n.
s

A estrutura do teste ¢ aniloga ao teste de Kolmogorov-Smirnov,

considerando os z;, ao invés da variavel original.
D’Agostino (1972) propds um testc de normalidade baseado na
estatistica D, que envolve as estatisticas de ordem X< X<, ... , <X(a), Obtidos

a partir de uma amostra aleatéria Xi, Xz, ... Xo. A estatistica D ¢ definida

como:



D=TKn*S),

n (Xr - "?)2

em que T=){i-1/2(n+1)}X,, ¢ §?=————, sendo Xa média
i=] n

amostral. A estatistica do teste para amostras maiores que 50 € denotado por Y ¢

dada por:

_ n"*(D-0,28209479)
0,02998598

A hipdtese de nulidade, portanto de normalidade, deve ser rejeitada

quando o valor calculado Y for maior que ¥, ,,, 0s quais sdo tabelados.

Draper & Smith (1998) consideram que uma alternativa para checar a
normalidade dos erros ¢ construir um grafico de probabilidade normal ou

construir um histograma com os residuos.
2.2.2 Nio Independéncia dos Erros

Campos (1983) apresenta dois testes de independéncia: o teste de
Kendall e o teste de Spearman. O teste de Kendall serve para verificar o grau de
dependéncia entre duas variaveis aleatérias X ¢ Y. Considerando os n pares de
observagdes (x1, Y1), (X2, ¥2);.--., (Xa, Yu), provenientes de uma populagdo continua
n(

bivariada, pode-se formar um nimero C} = __nz—& de combinagdes de

produtos do tipo:
M,=(X,-X,)(Y,-Y) i=12,..,n-1

O cocficiente de Kendall € dado por:



T=2P(M; >0)-1
E as hipdteses a serem testadas sdo as seguintes:
Hy:t=0 ou P(M;>0)=1/2 versus
H,:t>0, H,:t<0 ou H,:1#0

n(n-1)
2

Rejeita-se Ho se K 2 —k(a,n), K <k(a,n) ese

K <k(a,,n) ou K2

n(n-1
—Sz—)- — k(a,,n), respectivamente.

Levando em conta os C?2 produtos de M;;, define-se a estatistica K
como o numero de pares M;; > 0 (pares concordantes). Os valores de k(a,n) sdo
tabelados € o, + o, =a ; geralmente, toma- se o, =a, =a /2.

Finalmente, o teste de Spearman, que equivale ao teste de Pearson do

campo paramétrico, € feito tomando-se n pares de observagdes (X;Yi)

provenientes de uma populagio continua bivariada €, sendo R, ¢ S, as ordens

das observagdes X; e Y;, respectivamente, tem-se que o coeficiente de correlagio

do teste de Spearman ¢ dado por:

n

2(R -R)(s.-3)

n n

H

p_H Qi
em que R="— ¢ S=—
n n

que pode ser utilizado para testar as hipdteses:
Ho: X ¢ Y sdo independentes;

10



H;: X e Y sdo positivamente correlacionados, ou

H;: X e Y sdo negativamente correlacionados, ou

H;: X e Y sdo dependentes.

Assim podem-se realizar os seguintes testes:

a) Ho:p=0vs H. p >0, rejeitamos Hy se r = r(o,n);

b) Ho:p=0wvsH. p <0, rejeitamos Hp se r <- r(c,n);

¢) Ho:p=0vs Hai p# 0, rejeitamos Hp se r <- r(ctz,n) ou r = r(oy,n).

em que o + o = o ou simplesmente a; = o, = a/2. Os valores de r(o,n) sio
tabelados. Para verificar a independéncia ou ndo dos erros, basta substituir X ¢ Y
pelos erros testados.

Anscombe & Tukey (1963), Box et al. (1978) ¢ Draper & Smith (1998)
aconselham que se existe alguma correlagdo dos erros no tempo, esta pode ser
verificada sempre quando o tempo poder ser levado em conta (como variavel
regressora ou ndo). Esta verificagdo da correlagdo serial ¢ examinada mediante
plotagem dos residuos versus o tempo. Quando os valores positivos dos residuos
sdo seguidos de um negativo ou vice-versa, cvidencia-se a presenga de
correlagdo serial negativa, enquanto, na correlagio serial positiva, sucessivos
residuos numa seqii€ncia no tempo tendem a ser mais parecidos. Graficos que
detalham ambos os tipos de correlagdo (positiva ¢ negativa) encontram-se em
Draper & Smith (1998).

Um dos métodos utilizados para checar a dependéncia segiiencial dos
erros € o teste de Durbin-Watson, apresentado por Draper & Smith (1998). O

teste € baseado na seguinte estatistica:

d= i(eu - e,,_,)2 /ie"z .
u=2

u=l

11
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Compara-s¢ a estatistica d (ou 4-d, que quase sempre € proximo de 0)
com os valores tabelados de d;, ¢ dy. Se d < dy, conclui-se que ha possibilidade
de uma correlagdo serial positiva; se d > dy, conclui-se que existe um indicativo
de ndo haver correlagdo. Se 4-d < di, conclui-se que ha possibilidade de uma
correlagdo serial negativa; se 4-d > dy, conclui-se que existe um indicativo de
nio haver correla¢do. Caso os valores de d ou 4-d estejam entre di. e dy, o teste €
inconclusivo.

Por outro lado, Draper & Smith (1998) apresentam um teste de
seqiiéncias ndo paramétrico baseado no posto dos sinais dos residuos.

O SAS (1996) realiza o teste de Durbin-Watson através do PROC REG
com o comando Model / y=x / DW; ja os outros testes, como o de Kendall ¢ o

de Spearman, sdo realizados por meio do PROC CORR.
2.2.3 Diagnésticos de Observagdes Individuais

Algumas técnicas mais sofisticadas sdo chamadas de diagndsticos que
tém por objetivo analisar influéncias ou discrepancias mediante exame dos
residuos estimados e das observagdes, os quais estdo fora dos conjuntos padroes
de outras observagdes ou daqueles que influenciam fortemente os resultados de
regressdo. Existem varias destas técnicas na literatura, dentre elas sdo citadas
algumas neste trabalho.

Weisberg (1985) ¢ Draper & Smith (1998) apresentam o projetor
ortogonal, ou seja, a matriz H dada por XXX)" X', que projeta o vetor Y no

~

espago gerado pelas colunas da matriz X, obtendo o vetor Y estimado: Y =HY.
O vetor de residuos estimados, por sua vez, nada mais € do que a projegdo no
espago ortogonal a este primeiro, ou seja, € = (I-H)Y. Esta grandcza indica a

influéncia da observagio.



t e

n
O trago de H ¢ igual a p, 0 qual corresponde a Zhﬁ ( h; é o0 i-ésimo
i=1
elemento da diagonal de H. Sdo consideradas observagdes que influenciam

2p 3p
aquelas cujo h; supera 2 ou 3 vezes a sua média, ou scja, 7 oul )

sendo que n é o0 nimero de observagdes € p € o namero de parametros.
Cook & Weisberg (1986) ¢ Draper & Smith (1998) apresentam os

Residuos Estudentizados Internamente dados por:

e

1

§; = ———
JaA-h)s™”
em que s° é o quadrado médio do residuo que pode ser estimado por:
n
2 _ 2
(o} "Zei l(n—p)
i=1
S@o chamados assim pelo fato de €; ter entrado no calculo de s%,
estando presente “internamente” em s° ¢ indicam a discrepancia da observagdo

quando se obtém valores de si muito altos.
Também Draper & Smith (1998) apresentam os Residuos

Estudentizados Externamente como:

13
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2

2 2 2 i
S,. , .S - (n_.p)s ———
em que S ¢€dadopor: “0) n-p-1 1-h, |

E possivel demonstrar que #; tem distribuigio t, pois estd sendo
dividido por uma estimativa da varidncia totalmente independente de €; e

provoca uma redugio na soma de quadrado de residuos. Tais residuos )

indicam a discrepancia da observagdo quando a estatistica for maior que t @.p-1,0).

Belsley et al. (1980) definem dois critérios importantes para avaliar a
influéncia ou discrepincia de uma observagdio, o DFFITS ¢ o DFBETAS.
Considere a estatistica DFFITS dada por:

DFFITS = -h’—'t,
1- hii ’

em que I; € o residuo estudentizado externamente.

Alguns autores sugerem a regra para considerar as observagoes

P
influentes ou discrepantes, para as quais |DF FI TSI > 2\/; , quando n ¢é

bem maior que p.

Cook (1977) sugere uma medida similar ao DFFITS para examinar a
influéncia de uma observacio.

Por outro lado, a estatistica DFBETAS ¢ definida como:

14



C; 1
DFBETA, = ————
7 1-h w S2 >
i\ WSty
em que G sdo os elementos da matriz X'= (X'X)" X'. Assim, (X'X)'x; € a i-
ésima coluna de X' ew ; € 0 j-ésimo elemento da diagonal de (XX)! .Deve-se
2
Jn

Conforme Cook (1977), a influéncia da i-ésima observagdo pode ser

DFBETAS|>

considerar como observagdes influentes, aquelas cujos

medida por informagdes combinadas a partir dos residuos estudentizados,

variancias dos residuos € valores preditos. A estatistica ¢ denotada por D, eé

definida como:

D = (};; - j;;i))’(x - I;(i))

! 2

ps
i

em que & - Y(s)) ¢ o comprimento normalizado do vetor Y.

Se a observagio afeta pouco o ajustamento, esperam-se pequenos D,-'S .
Como se trata de uma grandeza muito relacionada com o DFFITS, o usuario
podera escolher entre uma ou outra (Vide Draper & Smith (1998)).

Uma outra técnica muito usada é a de matriz de covaridncia dos
coeficientes estimados, cuja a estatistica definida por Belsley et al. (1980) €
dada por:

15



COVRATIO = 1

1 e [ :
n p + e,. (1—”1")
n-p n-p

Esta estatistica avalia as observagdes influentes mediante a seguinte relagio: se

|COVRAT 10— 1| 23p/n  a observagio é considerada influente. Os €; sio

os residuos estudentizados.

O SAS (1996) realiza todos os diagnésticos acima por meio do PROC
REG, com o comando INFLUENCE. Com o PROC GLM, sdo realizados todos
os testes com excegdo do DFBETAS.

2.2.4 Heterogeneidade de Varidncias

Tendo-se um conjunto de residuos referente a cada K » Draper & Smith
(1998) sugerem verificar o efeito do tempo, da heterogeneidade das variancias,
ou até mesmo verificar a necessidade de uma alguma transformagio em Y
(variavel dependente) ou a curvatura do modelo proposto, com a plotagem dos
residuos verticalmente versus, respectivamente,

i. A ordem do tempo dos dados, se conhecida;

ii. Os correspondentes valores ajustados j}i , usando o modelo ajustado;

iii. Os correspondentes valores de X; se existir somente uma variavel
preditora; ou, em geral, cada conjunto de X;, j = 1,2,.,k , que
representam as covariaveis.

Milliken & Johnson (1984) apresentam o teste F-max de Hartley, o qual

requer que todas as amostras, a partir dos quais sfio estimadas as varidncias,

16



sejam do mesmo tamanho, isto ¢ m; = my= .= m,= m. O teste ¢ baseado na

estatistica:
A2
max{3,?)
— i
K, max (. 3) .
min {G,. }
i
Com esta estatistica, rejeita-se H‘,:O',2 =0, =...=0',2 s¢ Foax >

Fumay, €m que v = m-1 graus de liberdade e Fuaxav € um valor tabelado. Vale a

pena salientar que este teste € muito sensivel 4 falta de normalidade,

Snedecor & Cochran (1980) apresentam o teste de Bartlet da seguinte
forma: se existem k estimativas s;? , cada uma com 0 mesmo namero de graus de
liberdade n, a estatistica do teste ¢ dada por:

M

2

k k
em que M =n(kIn3* -3 Ins’), *=Y s’ /k e c=1+’;—:.

i=1 i=1

A hipétese nula € a de que cada s;* € uma estimativa do mesmo o’ Logo,
o quociente M/C ¢ distribuido aproximadamente como uma distribuigdo de x*
com (k-1) graus de liberdade se esta hipétese for verdadeira.

Se ¥? calculado (M/C) for maior que x’u.1) com o de probabilidade ou

s spe A . 2 2
significincia , rejeita-se H, =o, =0, =..=0,".

A razdo M/C segue uma distribuigio aproximada de y* somente quando
os dados tém distribuigdo normal, sendo que este teste ¢ muito sensivel a falta de
normalidade.
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n
L(B ) = H P; (yj ; B ) ; com isto, tem-se que a log-verossimilhanga ¢ dada
j=

J=
Em seguida, expande-se a derivada primeira da fungio de
verossimithanga L'(ﬁ), em uma scric de Taylor de primeira ordem na

vizinhanga de . A séric de Taylor de primeira ordem para uma f{x) na

vizinhanca de @ serd dada por: f(X)=f (@+f "(a)(x -a), em que

o

- Logo, a expansdo em série Taylor da derivada primeira
x=a

da fungdo de verossimilhanga (fungdo escore) L'(ﬁ) =0 ¢

L'(B)+(B-B)L"(B)=0 (12).

U = dlogp,(Y,,B) yo _ d’ log p;(Y,,B)
Fazendo d ﬁ € d ﬂ2 » pode-se

expressar L’(ﬂ) e L"(B) como:
f L'(B)= iU(n o
J !

L”(ﬁ) = iy(/) =Y

J=1

Por definigdo, a Informagdo de Fisher, I, ¢ dada por:
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aos residuos de Cox-Snell, apresentados por Allison (1995). Trata-se de uma
forma particular da definigdo geral dos residuos sugeridos por Cox-Snell

(1968). O i-ésimo residuo € definido por:

e, =-logSt|x) O

em que {; éo tempo de evento observado ou tempo censurado para o individuo
i, x, € o vetor de covaridveis para o individuo i, € S (¢ |J£,) ¢ a probabilidade
estimada de sobreviver ao tempo t; dado o vetor de covaridveis x;, baseado no
modelo ajustado. Se t; ¢ um tempo censurado, entdo e; ¢ também tratado com
uma observagdo censurada. E possivel demonstrar que, se¢ 0 modelo ajustado €
correto, oS €;s tém aproximadamente uma distribuicdo exponencial com
parimetro A =1.

Collett (1994) apresenta outros residuos utilizados em Anlise de

Sobrevivéncia, descritos a seguir:
2.3.2 Residuos Modificados de Cox-Snell

Os residuos modificados de Cox-Snell sdo obtidos a partir da equagio
(3), adicionando-se uma constante positiva (A), que pode ser chamada de
residuo excesso, o novo residuo tomara a seguinte forma:

. [e, para observagdes naocensuradas,
e, + A para observagdes censuradas.

O valor esperado de A é 1 devido ao fato de que os residuos em (3) tém

uma distribui¢io exponencial unitiria. Desta forma, tem-se que:
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. |e, para observagdes naocensuradas,
e = .
e, +1 para observagdes censuradas.

O i-ésimo residuo modificado de Cox-Snell pode ser expresso em uma
forma alternativa pela introdugdo de um indicador de censura, &; , que pode
tomar o valor de 0 se o tempo de sobrevivéncia do i-ésimo individuo ¢
censurado € 1 se ele ndo é censurado. Desta forma, os residuos modificados de

Cox-Snell serdo dados por:
e,=1-5,+e, ().

Crowley & Hu (1977) encontraram, por meio de evidéncias empiricas,
que a adi¢do de 1 para os residuos de Cox-Snell para observagbes censuradas
inflaciona os residuos e sugere que o valor mediano do residuo excesso ¢
preferivel em relagdo ao valor médio. Entdo, a segunda versdo dos residuos
modificados de Cox-Snell seré:

{ e, para observagdes nao censuradas,
e
i

e; + 0,693 para observagoes censuradas.

Entretanto, se a proporgdo de observagdes censuradas ndo € tdo grande,
o conjunto de residuos obtidos a partir destas duas formas de modificagdes ndo

parecerdo tdo diferentes.
2.3.3 Residuos de Martingale
Para a obtencio destes residuos, serdo necessarias algumas modifica¢des

em (4); primeiramente, considera-se que os residuos em (4) apresentam uma

média zero quando uma observag¢do nfo € censurada, em seguida, multiplica-se
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este resultado por ~1. Dessa forma, os residuos de Martingale ficam definidos

por:
€ui = 6, —e 3).

Estes residuos tém valores compreendidos entre - € 1, sendo
negativos quando §; = 0, com residuos para observagdes censuradas. Eles
apresentam propriedades similares as dos residuos obtidos em Andlise de
Regressdo Linear, porém nio sdo simetricamente distribuidos sobre 0. Em
grandes amostras, os residuos de Martingale sdo ndo correlacionados ¢ tém um

valor esperado de zero.
2.3.4 Residuos Score

Os residuos Score ndo tratam de um simples valor do residuo para cada
individuo, mas de um conjunto de valores, um para cada covariavel no modelo
ajustado. O i-ésimo residuo escore para X;, a j-¢ésima covariivel no modelo, €
dado por:

€gji =5i{xji —4a;s,

em que X; & o valor da j-ésima covariavel, j = 1,2,...,p, para o i-ésimo individuo

: Z 1er()X jt exp(ﬂ '-?Sl)

emestudo,e 9 = — , sendo que R(t) € o conjunto de
Z IeR(4,) exp(B J.fz)

todos os individuos em risco para um tempo t, X; ¢ o valor da j-¢sima
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covariavel, j = 1,2,....p, para o l-ésimo individuo ¢ B’ ¢ o vetor de estimativas

dos cocficientes das covaridveis xi, Xa, ... , Xp.
2.3.5 Residuos Deviance

Os residuos Deviance foram introduzidos por Therneau et al. (1990).
A motivagio original desses residuos ¢ de que eles sio componentes de uma
deviance; esta estatistica ¢ utilizada como medida de ajustamento de modelos ¢ é

dada por: D =-2{log ic - l:,} , €m que f.c ¢ a verossimilhanga parcial do

A

modelo corrente € L, é a verossimilhanga parcial do modelo saturado ou

completo. O residuo Deviance para o i-ésimo individuo sera dado por:
ep; =sgn(e,;){—2[e,, +5,1og(5, — eMi)]}m )

em que ey, ¢ o residuo dado em (5) ¢ sgn indica o sinal da fungdo. O sinal de
e,; indica que o residuo Deviance tera o mesmo sinal do residuo de Martingale,
ou seja, +1 se for positivo e —1 se for negativo.

Estes residuos podem ser simetricamente distribuidos sobre zero quando
um modelo apropriado tiver sido ajustado € sua soma nido necessariamente
resultara em zero.

Na proxima segio sera abordado, passo a passo, o desenvolvimento da
teoria dos residuos generalizados de Cox-Snell (1968), incluindo sua definigdo, a
expressio geral, algumas de suas propriedades, aplicagdes destas € a
demonstragio de sua forma particular adaptada para dados de sobrevivéncia.
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3 RESIDUOS GENERALIZADOS DE COX-SNELL

Esta secdo tem como objetivo encontrar  uma expressdo para os
residuos generalizados de Cox-Snell. Apos a sua obtengio, serd apresentada uma
avaliagio da adequacidade de modelos por meio de uma anélise grafica de
residuos.

A partir dos resultados de Cox-Snell foram desenvolvidas as

demonstragdes resultados.
3.1 Defini¢io Geral

Em geral, no contexto de modelos lineares da teoria normal, o vetor nx1

de varidveis aleatérias Y tem a seguinte forma:

Y=Xp+¢ (©),

em que X € a matriz de modelo, @ ¢ um vetor de parametros desconhecidos €

€ ¢éum vetor nx1 de variaveis aleatérias niio observéveis distribuidas normal e

~

independentemente com média zero ¢ varidncia constante. Se g ¢ o vetor de

quadrados minimos, estimador de g , 0s residuos B * sdo definidos por:

R*=XB+Y .
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Sob a condigio de que o nimero de pardmetros € pequeno comparado

com n, muitas das propricdades de R * poderdio ser consideradas como as

mesmas de €, isto é, R *deveria ter aproximadamente as propriedades de um

vetor de  varidveis aleatorias distribuidas normalmente com média zero ¢
variancia constante.

Assim como com o modelo dado em (6), pode-se considerar que em

qualquer outro modelo, cada observagio Y, depende exclusivamente de €;,

entdo, pode-se escrever:

Y =g(B.&) G=t..00 @)

A

Considerando que g ¢ o estimador de maxima verossimilhanga de

@ , entdio a expressdo (8) pode ser escrita como:

A

=g,(B,R) ©),

=

sendo R; (i51,2,...,n) o i-ésimo residual.

Se a fungdo g ; for inversivel, pode-se escrever os residuais como:

R =h(¥,B) (10).

Note-se que os erros podem ser escritos por:
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g =h(Y,pB) an;

~

além disso, nfio se esta assumindo nenhuma distribuicdo para eles.

Os residuais dados em (10) sio chamados de Residuos
Generalizados de Cox-Snell.

Fregiientemente o nimero de parimetros ¢ pequeno comparado com 0
namero de observagdes, € todas as combinages relevantes de pardmetros sdo

2

estimadas com pequenos erros padrdes da ordem de n'" . Sendo assim, R;

diferenciarda do €; em uma quantidade " em probabilidade, isto &,

P(IR, —8,-| <n") -1 Logo, as propriedades estatisticas dos R’s serdio

aproximadamente as mesmas propriedades dos € ’s.

Na préxima se¢do, sera abordado todo o procedimento para determinar
o vicio para o estimador de maxima verossimilhanga, com a finalidade de
utilizé-lo para encontrar a expressio geral dos residuos generalizados € suas

propriedades.
3.2. Vicio para o Estimador de Mixima Verossimilhanga
3.2.1. Caso de um iinico pardmetro

Seja Yy, ... Yo um conjunto de observagbes independentes, mas ndo

necessariamente identicamente distribuidas com fungdo de densidade

P;(J’j;ﬂ); entio a fungio de verossimilanga ¢é dada por:
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n
L (ﬁ )= l—llp J (yj :B) ; com isto, tem-s¢ que a log-verossimilhanga ¢ dada
j:

vor 1(B)=Ylog p,(¥,.B)

Jj=l
Em seguida, expande-sc a derivada primeira da fungio de
verossimilhanga Ll(ﬁ), em uma séric de Taylor de primeira ordem na
vizinhanga de B . A série de Taylor de primeira ordem para uma f{x) na

vizinhanga de @ serd dada por: f(X)= f(@)+ f(a)(x—a), em que

PG
o . Logo, a expansdo em série Taylor da derivada primeira

x=a

da fungfio de verossimilhanga (fungo escore) L'(B)=0 ¢
L'(B)+(B-BIL"(B)=0 (12).

J d*log p,(¥,,B)
dﬂ2 , pode-se

U = dlogp,(Y;,B)
Fazendo - d e
B

expressar L'(B) ¢ L'(B) como:

(L'(ﬂ) - iu(j) =UY

=

LL"(ﬁ) = iy(/) =Y

J=l

Por definigfio, a Informag#o de Fisher, I, ¢ dada por:
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_ ol LY B) | oy
I= E[—-——dﬁz J E[L"(B)] (13).

Isolando-s¢ o termo (ﬁ - ﬁ) da equagdo (12) e substituindo
-L"(B) por sua esperanga, obtém-se:
~ L U(-) U(-)
{(B—ﬁ)= B T
-L'(B) -EIL'(B)] [

1

A partir da Informagio de Fisher, sabe-se que V(B)= ']' .

O termo —L"(B) que corresponde a matriz de informagdo observada

pode ser substituido por —E[L"(ﬁ )], dita como a matriz de informagdo

esperada ou de Fisher, pelo fato de que =L"(B) ¢ o estimador de —E[L"(B)]
¢ a varidncia ¢ dada pela inversa da matriz de informagio de Fisher.

As expressdes obtidas em (14) podem ser determinadas de uma forma

mais exata quando se expande L'(B) em uma série de Taylor de segunda ordem,
_ ' ” (x - a)
como a seguir: Fx)=f(@+ fl(a)(x-a)+ f (a)—"2|_ , em que

v O
f'(@) % , € obtém-se:

x=a

L'(ﬁ)+(5’—ﬁ)L"(B)+%(ﬁ—ﬁ)2L’”(B)=0 a5)
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Sabendo-se que E(XY)=E(X)E(Y)+cov(X,Y)

calculando as esperangas em (15), tem-se:

E(f - BYEIL"(B)]+cov{(B - B),L"(B)} +
+=EIB - BYIEIL () +oovE (B-BY.L7 (B} =0 1©

A E[L'(B)l¢ igual a 0, pois a esperanga de uma fungdo escore,
denotada por EU) , € igual a 0, segundo demonstrado em Cordeiro (1992),
portanto, EU)=0 Vj ,

O segundo termo da equagio (16) ¢ dado por:

A U(-)
cov{(B-B),L"(B)} = cOV{—]—,V“’} =

ZU(J)
— COVA J—l ZV(J) P——'COV{ZU(") ZVU)}_

J=1 Jj=1 Jj=1
{
=_{E[(zuw)(sz)] E(ZU“’)E(ZV"’)}—
Jj=1 J=1 Jj=1 j=
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Logo,

COV(U(‘) , V(-)) = _}{i E(U(j)V(j)) - i[ E(Uu) ) E(V(j))]}

= =

cov(U?, V) =l;‘ an,

em  que z":E(UU)V“’) =J . i[E(U(j))E(VU))]} =0 . pois

=1 J=
EU”)=0Yj.

Ja o terceiro termo em (16) pode ser expresso de uma forma mais

simplificada, como sera explicado a seguir. Para isto, faz-se

o -4 1oep, (). B)

d ﬁ3 . Denotando-se L"(B) por:
Y d’logp, (¥, B)
m =1 .
L"(B)= . d 33 =wY e calculando a esperanga, pode-se
escrever que:
EW)=EL"(B)]=K (18).

Por defini¢do, tem-se que:
A 1
H(ﬁ-ﬁ)2]=Va"(I3)=7 (19).
Substituindo (18) e (19) no terceiro termo dado em (16), pode-se

escrever que:
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1 K
EE‘[(ﬁ - B’ IEIL"(B)]= 57 (20).

O ultimo termo em (16) é desprezado, pois ele ¢ no méaximo da ordem
n', ou simplesmente ordem de magnitude n' , denotado por O (n'). Por
definigdo, se “f“ e “g “ sdo duas fungGes reais de varidvel real, que assume

g(n) > 0 para um n suficientemente grande, diz-se que f{n) ¢ no miximo da

Jf(n)

lim—~+*<ec¢.

ordem g(n) se , . g( n) ; sendo assim, f{n) € no maximo da O (™), se

imL @ <.

n=(1/n) , em que ¢ ¢ uma constante maior que 0. A medida que n

lim? % <

n—x0 n

cresce f(n) tende rapidamente a zero € f{n) ¢da O (n) se

Dessa forma, aproximadamente pela expressdo (14), tem-se que:

{ (B-BY L”’(ﬂ)}=—cov{(l3 BY.L"(B)}=

1 uo T ol_11 02 o
—2* [T] eyl LRl

=7 {EI(ZU DY OB UPY E(ZWm)]}:

Jj= J4 J=1

=2_1_ E[(U(l) +U(2) +.. +U(n) +2ZZUO)UU))

=l j=1
i)
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WO, WON-[EUD + EUD +..+ EU™ +

+2)" Y EUYEUV)(EW®,EW®,...EW ™))

i=1 j=l
i#j

N ) U —
Como E(UY)=0Vj , logo zggE(U YEUY)=0 c
i)

E 2ZZU(')UU)W(') _2|: EZ(UU)W('))EZ(UU))]

=1 j=1 i=]
i#j

Dessa forma,

:>cov{ (B-B) L”(B)}—%—l-z-{cov(U“)z,W“))+...+

2 21).
cov(U™ )|

V(l)
— = (l)
Como I= ZE( V ) de acordo com (13), ¢ hm - | v
pode-se dizer que V@ ¢ da ordem 1, ou simplesmente, O (1). Pela primeira
propriedade de ordem de magnitude apresentada por Rohatgi (1976), a soma de

duas fungdes de ordem de magnitude ¢ igual 3 soma de suas ordens de

magnitude, logo I ¢de O (n). Pela segunda propriedade, o produto de duas
fungdes de ordem de magnitude ¢ igual ao produto de suas ordens de

magnitude; com isto, I° ¢ da O (o).

2 2
Seguindo a mesma idéia, como covU" , W) =EU"W®Y),
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1)? 1 2
pois (EU( ) EW( ))=O, U(l) éde O (1) e W(l) também; sendo assim,

toda a covariancia ¢ de O (1) e o somatorio de todas as covaridncias ¢ de O (n).

Portanto, se o numerador de (21) é de O (n) € o denominador € de O )
1 - 2
a expressio OV {E(B -BY,.L"(B )} éde O (n).

Substituindo (13), (17) e (20) em (16) tem-se que:

J K J K

E(B-B)-I)+= ALY E(B-B)= LY

Dessa forma, o vicio do estimador de maxima verossimilhanca de

(ﬁ) sera dado por:

b=E(f- ﬁ)— (K+2J) @2).

3.2.2. Caso multiparamétrico

Para encontrar um vicio para o estimador de maxima verossimilhanca

multiparamétrico, sera apresentado a mesma metodologia utilizada na segdo

3.2.1, envolvendo agora mais parimetros Bys--s ﬂp .

oL
Para isto, expande-se a equagdo [ aﬁ ) =Vem uma sériec de
r Jp=p

Taylor de primeira ordem para o caso multivariado, dada por:
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F (x5 X,) = [ (@500 0,) + [ (@50, ) (G — )+t

+f1 (@, )%, — a,) S
n=q
@r( seees X, ) .
f:r,(a‘l’ > ) Iaxi ,1=12,..,n
xn=an

oL
A expansio de Taylor de primeira ordem da equagdo |: B . =0

para o caso multivariado € dada por:

oL +(Bs_ﬂs)t oL =0 23).

6ﬁ, r=1 6ﬂraﬁs
Denominando
U(j) =alogpl(y;’g) 14 6)] =a2logpj(1,jag)
r aﬂr [ rs aﬂraﬁs .
oL &L

pode-se escrever aﬁr € aﬂraﬁs por:

z " < aﬂaﬁ _Z rs _V()

J=l Jj=1
Seguindo a definigdo da matriz de informagdo de Fisher dada em (13),

tem-se que:
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d°L

Dessa forma, isolando-se o termo (ﬁs - Bs ) em (23), e substituindo

o’L
por sua esperanga, obtém-se:
0B, 9B,

U (0] U(-)
(ﬁ -B,)= Z L =§ ’az 7 1.
b, (63,6&)/

Logo,

(ﬁs-B8)=21"Uf') o5).

oL

Da mesma forma realizada na segdo anterior , P) ﬁ E) B sera substituido

E oL
por 8B.oB. | E por definigdo, a matriz de covaridncias ¢ obtida pela
r 5

inversa da matriz de informagfio (I” ), denotada pelo subscrito

cov(f, - B,)=1".
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Para obter uma expressio mais correta, pode-se, a partir de  (25),

oL
expandir l: op ) =0 em uma séric de Taylor de segunda ordem para o
r dp=p

caso multiparamétrico, dada por:

S X,) = f(@0s8,) + [ (@100 8, )00 — @)+t
+1; (@0, )%, —a,) +51_||:fx:x; (@)X, =)+t

+f.;:x,, (al”“’an)(xn —an)2 + 2];:.:2 (al’"'3 an)(xl _al)(x2 _az) +
+..+ 2./.;',.:,, (al"“9an)(xl —al)(xn _an) +2f;2’3 (ab"'san)(xZ _aZ)
(% = @)+t 21, (@es @, )%, — )X, — @)+ +

+2ﬂ,,.lxn (al seees @y )(xn-l - an—l) (xn —-a, )] ’

, S (x,) 5 ?a‘
em que f;,xj (al,-.-,an)_ axax | i=1,2,....n e
) x,=a,

FL,2...n.

oL
A expansdo de Taylor de segunda ordem da equagio [ oB ) =0
rAp=p

para o caso multivariado ¢ dada por:
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2, 9’L
+(B, B)Zaﬂ .

B
& L
45 B~ BB~y Lop BB, O

Sabendo-se que E(XY')=E(X)E(Y")+cov(X,Y") e aplicando-

se esperanc¢a em (26), tem-se:
» o’L
+cov| (B, —B;) ]+
[ gaﬁraﬁs

EB,-B,)E iaﬁaﬁ

1], 2 A &’L
+5{E(ﬁ, —B.)(B,-BE 255 3B, 3B. +

3 @n.
+cov[(ﬂ: BB, - B.,),ifg,;—ap‘]}

oL
Como a esperanga de uma fungio escore ¢ igual a 0, logo £ B =0,

Da mesma forma, em relagdo a (17), o segundo termo da equagdo (27) €
dado por:

cov[(ﬁ,—ﬁ,), O’L ] icov(ZU U prs ZV,,(’))_

r=1 aB raﬁ r=1 Jj=1

- i]rs cov(iqU),"zl/’sU)) =
=t j= =

S rESUSTN-BUNES VY =
] A J4 J4 Jj4
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=I"{[BU,"V, ")+ EU,"V, ™)+ BUS Y, ™)+
+EU,"Y, ")+ EU,2V, ) +..+ EUV, ")+
FEU"V. )+ EUV. ) 4.t EUV, ™)) -
H{EU)EV,")+ EU)EW,®) +...+ BUEF, ™)+
+EUPEY.P)++EUP)EV,?)+..+ EUP)EY, ™) +
+ot EUEV. )+ EU™EY, ) +...+
+EU,)EV,, "))}

Isto é,

cov(U®,79) = cov(U®, V) +cov(UP, V) + ...+

+c0v(U,( ) ZZcov( u’ U)).

=l j=l
i#j

Considerando a mesma idéia de suposicdo de independéncia abordada

na segdo anterior, ZZCOV( vy VU)) 0 .

iaej

Portanto,

covUO, V) =3 B> U YO V- E(ZU EQ V)

s=1 j= J= Jj=l

WUV =31,

s=1

em que ZE(U’,V’ . E(ZU"’)E(ZV‘”) 0 pois

j=1 J=l Jj=l
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EU")=0

=
W _ 0 log p, (Y}, B) 'L
Fazendo nu = oB.oBop, - Podese denotar __——aﬁraﬁt 2B, &
seguinte forma:
o’L

N O e .
Bapoh, 2 W e, BO)=K.,

O terceiro termo em (27) , é dado de acordo com (19) por:

} lﬁ’&/ (29),

{E(ﬁ, -BXB.-B.)E 275 aﬁ,aﬁ

. . o d’L
em que EI(B,—BXB,—B=cov(B.B,)=1"¢ E BoBoB, K.,

O dltimo termo da equagiio (27) é desprezado, sendo de O (n™).
Fazendo-se as devidas substituicdes em (27) e generalizado obteve-se a

seguinte equagdo: E ﬁ ﬂ 1 -—ﬁiil (Ko t2J

r=ll=lu=l

Finalmente, o vicio para o estimador de méaxima verossimilhanga

multiparamétrico , ou seja, para o pirametro B, sera

-E(f,-B,) ﬁ[ I"I*(K 42 ,,,)] oo

rtu
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3.3 Expressio Geral para os Residuos Generalizados de Cox-Suell

Para a obtengdo da expressdo geral dos residuos, serd feita uma

expansio de (R —¢,), definidos em (10) € (11), em uma séric de Taylor de

segunda ordem para o caso bivariado em termos de( ﬁ, -B,), que € dada por:

F(5,9)= F(@,b)+ £(a,b)x—a)+ f1ab)y—b)+
+21![f,;(a,b)(x—a)2 + 1 (@ b)y—b) +
+f(@,b)x-a)y b))

62
¢ fi(ab)= fag’y ) , Similarmente para os

y=b y=b

em que f;(a,b)=1%’)‘c’_y)

outros. O resultado € dado por:

; =€ +—-—-——ahig;:ﬁ) (ﬁx - Bl) ++—_ah,;§,ﬁ) (ﬁp - ﬁp)-i-

Ph(Y.,B) ¢ A 2 62h Y,

[P ) 0.5

+6’h(Y,,ﬁ) LFhE,B)
0B,0B, BB,

.\ ORELB) Fh,B)
(BB} 35,26, 36,38,

(.- 8.)(B,-B, )+ + T2 LeB) g, ﬁp)(ﬁr,—ﬂ,,,)].

(B.-8)(Bo-p) 4+ 25— (BB

2Bl (B - B,)(B, - By)+-+

2B,2B, .



Portanto,

PN ( I A

r=1 rl

H(i)=ahi(X=g) H (i)=62hi(Yiag)
cm quc r c rs
6B, 0B, B,

A expressdo (31) € definida como a expressdo geral para os residuos
generalizados de Cox-Snell, ¢ a partir dela pode-se determinar algumas
propriedades destes residuos, como esperanga, a varidncia € a covariancia
existente entre eles.

]
Para determinar as esperangas dos RS | basta aplicar a esperanga em

(31), obtendo-se a seguinte expressao:

ER)= E(s,)+z ( )EH ™4
cov[(B, - B,), H "’)1}

f;ﬁ{—f:(ﬁ -B,)(B.-B.)EH. ")+ @

s=1 r=l

+eov=(f,-B,)(B.-B.). 5]
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Em (32), o segundo termo pode ser dado, de acordo com (30), por:

SB(B-B)EH"=YBEHD) o,

r=1 r=1

em que E(ﬁ, —.3,) =b, , isto €, 0 vicio para o pardmetro ﬁ, .

Para calcular o terceiro termo, considera-se de acordo com (25), que

(ﬁr - ﬁr) = il’:us() 5 pOl‘tantO:
s=1

ﬁcov(ﬂ -B,.H")= i(ﬁ]"U('), H®=

= ﬁfcov(ZI"U R ZH M= Zﬁl” cov(ZU ('),iH,(‘))
S5 rEGuonn - BN H )=

p
= Zﬁ I"{[EU s(l) Hr(l)) + E(Us(l) Hr(Z)) ot E(Us(l) Hr(,.)) +

r=l s=1

+EU.PU)+ EU,U®)+..+ EUH, ™)+

+EU"H ")+ BUH®)+...+ EU,"H )]
H{EU™EH")+EUP)EHD)+..+

+EUEH, ")+ EUP)EH ")+ EUP)EH,D)+...+
+EU,P)EH, ") +...+ EU,")EH,")+ EU,")EH,®) +
+.+ EU)EH, ™))}
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Dessa forma,

r=1 s=l

PP
> cov(UY, HP) =cov(U, H") +cov(U,”, H®)+

+...+ cov(U:"),H:") ) —Zn:icov(U:) ,H:n ),

i=l =1
i#]

em que:
L SR
ZZCOV(U: JH )=cov(Us(”,Hf2))+cov(U§”,Hﬁ3))+...+

i=1 j=1
i#]

+eovU  H Y +covU. ,H ) +...+cov(U, ,H, )=0.

), - m
0 Us ¢ uma fun¢do de observagdes independentes denotada pela
primeira derivada da log-verossimilhanga e os residuos também constituem uma

fungio destas observagdes ¢ das estimativas de verossimilhanga dos pardmetros.

. . . . (WD)
Além disso, havendo propriedades aproximadas dos €;, tem-se que H ,J e

n n
. O3 el
U:') sdo independentes e ZIZZ_]:COV(US ’H" )— 0 .
e
Portanto,

r=1 s=1

iicov(Uf), H?)= i}” {E[(iuf ’ )(}E H-

~ECUEQSH ),

W W
ecomo EQ U, JEQQ H, )}=0
=1 =]
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x—i

33 cov(U, HY) = >3 I"EUSHY) (34),

r=1 s=1 r=1 s=1

O quarto termo ¢ dado, de acordo com (29), por:

53 HElh - .)(.- B = 205" BE,") G

em que EI(B, —B.XB, —B,)]=cov(B,, B,)=1I" & o iltimo termo de (32) serd
desprezado, sendo de O n”.
Substituindo (33), (34) ¢ (35) em (32), obtém-se:

E(R)= E(s)+ﬁb EH,)+3 3 17 EH, U, 0,1 SH.)

s=1 r=1
1 .
i) sr i i O]
Denotando ﬁ:b E(H, )+221 EHS U +2H) o a,
finalmente tem-se que: .
E(R)=E(g)+aq (36).

Seguindo 0 mesmo caminho, elevando ao quadrado (31) ¢ calculando

suas esperangas, tem-se que:

E(&?)=E(s,-'*’)+i2b,E(e,,H,“")+

sr i i i i 1 i G7;
23S 1E@EH, U +2H“H” &H,")

s=1 r=l



que, para i # j,

E(RIR_]) = {E(gi)}z + (ai +a; )E(si) +

PP L : ) ) i
+> Y I"EeH U +e HOUL +HOHSY GO

s=1 r=l1

e¢a Var(R;) ¢ dada por:

Var(R)=Var(g,)+c; (39).

Dessa forma, aproximadamente tem-se que:
E(R)=E()+q,
Var(R))=Var(g;)+c;
COV(R- ’ R j) = Cy

(40).

A partir de (40) pode-se afirmar que os R; tém as mesmas propriedades

dos &, pois a , ci c;j sio constantes da ordem n’, sendo praticamente

despreziveis.

3.4 Residuos Modificados

O objetivo desta segio é determinar, por meio das propriedades dos

residuos generalizados apresentados na segdo 3.3, um residuo modificado

(R) que possa ter as mesmas propriedades dos 3;'3 , isto &, E(K) =Hg)

e Var(R) =V ar(e,).

De um modo geral, existem trés caminhos para os quais os resultados

anteriores, obtidos em (40), podem ser usados:
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1. Se todos os termos corretivos em (40) sdo numericamente pequenos, isto da
’
alguma seguranga de que os R, S tém as mesmas propriedades estatisticas

1
dos €; S.
2. Para qualquer estatistica T, as expressoes dadas em (40) podem ser usadas

para determinar sua esperanga ¢ varidncia. Considere-se que

r=YRz,

i=1

n n
em que 0s 2§ sio constantes, € sabendo que E[ZX i]= ZE (X i) € que
i=1

i=l
Var[zn: aX,]= i z":a,aj cov[X X j]

i=1 i=l i=1

= E":afVar(X,.) + ﬁ:ia,aj cov[X,.Xj],

i=1 =1 j=1
iz}

entdo:

E(T)=E[i&z.-]=iE(&z,.)=iz,-E(&)=iz, [Ee)+a)]

i=l i=l i=1

BT =E@€)Y 7+ az

i=1 i=1

var(T) = Var(zn:&z,]=iVal(R,z,)+iizizj cov(R,R))

i=1 i=1 i=1 j=1



n

VarT)=3 2V arR)+ Y. 22,¢, =

i=l i=l j=l
i®f

= Zn:ziz [Vax(s,.) + c,.,.]+ iizizj ¢, =

i=1 i=1 j=l
i#f

n n n
2

VanT)=) zVare)+) Y zz,¢,

i=l ::3 J=1

Uma estatistica usada para testar possiveis dependéncias entre z; de Var
n n
2 — —

() é dada por: T’=ZR1' (z, —Z),emquc z =Zzi/n.

i=1 i=]

’

3. A partir de (40), pode-se definir um residuo modificado, denotado por R, ,

com as mesmas propriedades dos erros aleatdrios (8,-) . Existem varias

formas de escrever uma expressdo para estes residuos modificados; uma
delas pode ser escrita por:

R =(1+K)R +1 ,

em que K;, J, sdo constantes pequenas da O (n') € R, é o i-ésimo residuo

generalizado. Finalmente, tem-se que E(R))=E(g;)e Var(R))=V ar(g,).
A partir das propriedades enunciadas para os residuos modificados de

Cox-Snell, pode-se aplica-los indirctamente para o exame da forma

distribucional dos erros aleatorios, por meio da plotagem dos residuos
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modificados ordenados versus as estatisticas de ordem esperadas para a forma
!
distribucional proposta para os €; 5.

[
Dessa forma, os R, podem ter a mesma média ¢ varidncia ¢ distribuigdo

bem proxima dos €; .
A partir da analise grifica, pode-se concluir que se o modelo proposto

]
pelos E; S estiver correto, o resultado serd uma linha reta. Caso isso ndo

’
acontega, serd necessario assumir uma outra forma distribucional para os g S,
Na proxima segdo serd apresentada uma demonstracio para a obtengdo
da forma particular dos residuos generalizados definidos para Anilise de

Sobrevivéncia.
3.5 Residuos de Cox-Snell para modelos de Anélise de Sobrevivéncia

Ap6s determinar a expressdo geral dos residuos de Cox-Snell, esta segdo

tem como finalidade apresentar a demonstragio da forma particular destes
residuos segundo Allison (1995), dada por €, = —logS’ (t, |2§;) , €m que €; tem

aproximadamente uma distribuig3io exponencial com A=1.

A idéia para este desenvolvimento vem do fato de que a varidvel tempo
de falha T, sendo continua e nfio censurada, implica que a fungio de
sobrevivéncia de T, denotada por S(t), que ¢ a probabilidade de um individuo
ndo falhar até o tempo t, P(T 2 t), tem uma distribui¢do uniforme em (0,1).

Para chegar a esta demonstrago, as probabilidades logicamente devem

ser determinadas no inicio do experimento. Dessa forma, como no inicio do
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experimento nfio se sabe se a observagdo serd censurada ou ndo, entdo ndo €
apropriado fazer diferengas entre dados censurados e dados ndo censurados.

Para esta demonstragdo sera utilizado o teorema da transformagdo
integral da probabilidade, que ¢ enunciado ¢ demonstrado por Mood et al.
(1974). Tal teorema diz o seguinte:

1°9) Se a variavel aleatoria continna X ~Fy(x)e U=F,(X), entdo
U ~U(0,1),
29Se U~U(0,)e X = FP(U), entdo X ~ Fy(.).

Mediante o teorema integral da probabilidade pode-se chegar a seguinte

conclusdo:
Se t,|x;~F,, (), entio F (1, lx)~U(,1)
Com esse argumento, pode-se encontrar a distribuigdo de —logS(z, I)_c,),

da seguinte forma:

P(-logS(1,|x) <) = P(log S(t,]x,) > —1) = P(S(1,|x) > €)= P(-F,), (4 |x) > ™) =
=P(-F,, (t|x)>-1+e")=P(F,, (1 |x) <1-€")=1-¢"

Portanto, —log S(7, |x,) tem uma distribuigdo exponencial (A=1).

Segundo Allison (1995), se t; ¢ um tempo censurado, entdo o i-ésimo
residuo também ¢ tratado como uma grandeza censurada .

A explicagdo para isto vem de que, sendo a fungdo de sobrevivéncia

estimada pelo estimador de Kaplan-Meier (Kaplan & Meier, 1958), a

observagio ndo censurada terd a mesma fungio de sobrevivéncia de uma
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observagdo censurada no mesmo intervalo de tempo. Este método € baseado em
um numero de intervalos igual ao nimero de tempos de falhas distintos, no qual
n individuos estdio em estudo, para os quais sdo registradas k falhas distintas, em
que k < n, nos tempos i< t; < ...< t (nfio censurados). A expressdo geral do

estimador ¢ dada por:

st

Vet nj vt <t nj

em que d; ¢ o nimeros de individuos que fatharam no tempo t; € n; € 0 namero de
individuos sob risco (nfio falhou e ndo foi censurado) até o tempo t;.

No proximo capitulo serio apresentadas algumas aplicagbes dos
Residuos Generalizados de Cox-Snell, considerando também o caso particular

apresentado na segdo 3.5 para modelos de anilise de sobrevivéncia.

50



4 APLICACOES DOS RESIDUOS GENERALIZADOS PARA
TESTAR A ADEQUACIDADE DE AJUSTE DE MODELOS

Este capitulo tem como finalidade ilustrar a teoria dos residuos

generalizados de Cox-Snell, por meio de quatro aplicagdes.
4.1 Aplicagio 01

A primeira aplicagio tem como objetivo mostrar a logica da plotagem
dos residuos ordenados originados de uma certa distribuicdo versus as
estatisticas de ordem esperadas desta distribuigdo.

Para esta aplicago foram simuladas 4 amostras de tamanho 50; estas
amostras foram consideradas como residuos pertencentes a 3 distribuigdes,
sendo uma amostra da distribuigio normal (0,1), uma amostra da distribuicdo
logistica (0,1) ¢ 2 amostras da distribuicdo valor extremo (0,1) (para valores
minimos).

De acordo com o modelo dado em (1), tem-se que:

i, Se os erros tém uma distribuico normal, isto implica que T tem uma

distribuigdo log-normal;

ii. Se os erros tém uma distribuicio logistica, isto implica que T tem uma
distribui¢o log-logistica;

iii. Se os erros tém uma distribuigio valor extremo com 2 pardmetros, isto
implica que T tem uma distribuigio Weibull;

iv. Se os erros tém uma distribuigdo valor extremo com 1 pardmetro (sendo ©
fixado em 1), isto implica que T tem distribuig3o exponencial.

Para gerar estas amostras foi utilizado o método de Monte Carlo, que se

aplica a processos de simulagio que envolvem componentes aleatorios,
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associado ao teorema da transformagdo integral da probabilidade, enunciado na

segfio 3.5. Na Tabela 1 estdo os residuos referentes a cada distribuigdo.

TABELA 1 Residuos simulados para quatro
distribui¢des propostas

Normal Logistica  Valor Valor
Extremo Extremo
1.3118 -0.5325 0.0056 0.5294
-0.6641 2.7547 2.7857 2.3643
0.5410 1.3841 1.4980 -0.4775
2.0420 0.0752 0.4212 1.3832
1.4392 1.6823 1.7688 1.3163
0.9047 2.7262 2.7581 2.3362
0.5534 -2.3640 -0.8977 0.7685
-0.3516 -2.6931 -1.0147 0.6557
-0.8022 -2.2018 -0.8358 -0.6425
-0.2952 -1.8735 -0.7013 -0.4768
0.6387 0.5695 0.8020 0.2472
-1.8486 -2.9931 -1.1125 0.5811
-0.1160 0.8798 1.0584 0.5456
0.6832 -1.8629 -0.6967 -0.4711
0.0480 2.3641 2.4094 1.9803
1.2476 0.3821 0.6535 2.1649
0.3421 0.1814 0.5000 1.6040
-1.5370 -0.4902 0.0326 -0.9792
0.6595 3.0214 3.0452 2.6276
-0.7377  -0.1885 0.2334 0.9510
-0.0726  -0.5046 0.0234 -1.0072
0.6913 1.5543 1.6517 -0.3607
0.4325 -2.0201 -0.7630 0.9363
-0.2853 0.3000 0.5900 1.9047
1.8385 29782 3.0031 0.1624
-0.6965 0.8000 0.9913 0.4691
0.0037 -0.9995 -0.2722 2.2887
-0.3561 -1.5114 -0.5369 1.3473
-1.9286 -1.6203 -0.5882 1.2355
0.4121 1.1202 1.2647 -0.7091
-0.9650 -0.1735 0.2438 -0.5229
-2.2211 -4.3137 -1.4649 0.4242

«...continua...”
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“Tabela 1, cont.”

Normal Logistica  Valor Valor
Extremo _ Extremo
0.4038 1.8356 1.9105 1.4648
-0.4231 1.8008 1.8782 1.4310
-1.0471 -1.5210 -0.5415 1.3368
0.1416 0.3824 0.6537 2.1658
0.3646 1.2779 1.4033 -0.5617
-0.7218 2.8411 2.8696 0.1347
-0.3961 -0.5795 -0.0240  -1.1802
-1.9796 -0.6804  -0.0863 0.3788
0.5986 -0.6944  -0.0948 0.3653
1.6027 1.0575 1.2103 0.7156
0.5694 0.3954 0.6638 2.2127
0.4597 1.8946 1.9655 1.5221
-1.3802 1.3922 1.5052 1.0366
-0.7263  -1.8357  -0.6849 1.0566
-1.0828  -2.2074  -0.8380  -0.6451
-0.3846 -0.9887  -0.2662 0.1059
0.5196 -3.7653 -1.3319 0.4661
0.6813 1.8696 1.9421 -0.1867

Apos a obtengdo dos residuos, o proximo passo foi ordena-los ¢, em
seguida, calcular as estatisticas de ordem esperadas das distribuigSes propostas.
As estatisticas de ordem esperadas das distribuigdes logistica € o valor extremo
foram obtidas por meio do programa matematico MAPLE®V (1997), devido a
dificuldade de execugiio das integrais manualmente. J4 as estatisticas de ordem
esperadas da  distribuicdo normal foram obtidas via simulagio devido a
facilidade comparada com o programa MAPLE®V (1997) . Para isto, geraram-se
5000 amostras de uma distribuigio normal padrio de tamanho 50, sendo que
cada amostra foi gerada por meio da fungfo rannor, do sistema SAS (1996), cuja
sintaxe é dada por RANNOR(x), sendo x utilizado como “semente”, isto €, 0
valor referente a geragdo dos numeros aleatérios, € em seguida estas amostras
foram ordenadas ascendentemente. Finalmente, calcularam as médias, obtendo-

se, assim, as estimativas das estatisticas de ordem esperadas. Feita a plotagem
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dos residuos ordenados versus as estatisticas de ordem esperadas, obtiveram os

seguintes resultados:

Eleq)

FIGURA 1 Residuos ordenados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem, caso da
distribuigdo normal (0,1). T tem distribui¢io

Log-normal.
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FIGURA 2 Residuos ordenados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem, caso da
distribuigdo logistica (0,1). T tem distribui¢do
Log-logistica.
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FIGURA 3 Residuos ordenados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem, caso da
distribuigfio valor extremo (0,1). T tem distribuigdo
Weibull
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FIGURA 4 Residuos ordenados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem, caso da
distribuigdo  valor extremo (0,1) de um
parimetro, T tem distribui¢io Exponencial
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Pode-se observar, nas Figuras 1,2,3 € 4, que na plotagem dos conjuntos
dos residuos, para as distribuigdes sugeridas, versus seus respectivos valores
esperados das estatisticas de ordem, o resuitado obtido foi proximo a uma linha
reta.

Na teoria apresentada na segdo 3, sobre residuos generalizados de Cox-
Snell, determinou-se uma expressdo para os residuos de tal maneira que eles
tenham uma distribuicio muito préxima dos erros aleatérios, que sdo
quantidades desconhecidas. Sendo assim, ao assumir uma distribuicdo para os
erros, se¢ a plotagem dos residuos generalizados modificados de Cox-Snell
versus as estatisticas de ordem esperadas da distribui¢do assumida fornece uma
linha reta, isto quer dizer que a suposi¢do distribucional para os erros aleatérios
é correta. Caso contrario, deve-se testar uma outra distribui¢io (assumida) para

os ditos erros. Isto sera visto na proxima segdo.
4.2 Aplicagiio 02

A segunda aplicagdo tem como finalidade ilustrar com dados reais a
logica apresentada na se¢do 4.1 ¢ aplicar toda a teoria apresentada no capitulo 3,
a partir de dados de tempo de vida de isolantes de sistemas de uma nova classe
H, analisados por Nelson (1990), em que se aplicou um teste acelerado de vida
nestes isolantes. Tais dados referem-se ao tempo em horas que os isolantes
levaram para tornarm-se defeituosos. Os testes foram realizados em pequenos
motores, a temperaturas clevadas. Dez motores foram colocados para trabalhar a
temperaturas de 190, 220, 240 e 260°C ¢ inspecionados periodicamente para
detectar a ocorréncia de falha. Segundo Nelson (1990), para o ajuste dos tempo
de vida, foi considerado o modelo de regressio log-normal, como é dado a

seguir:
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LogT,; = By + Bx, +¢; |

parai=12,..4¢ej=12..10, em que logT;é o log do tempo de vida dos
isolantes, x; é a temperatura em graus centigrados, Po € 1 sdo os parametros do
modelo e &;; tem distribui¢do normal.

Na Tabela 2, s3o apresentados os tempos que se referem 4 média entre o
tempo em que a falha foi observada ¢ o tempo da inspegfio anterior. Os tempos

entre checagem foram 7, 4, 2 e 2 dias para as respectivas temperaturas.

TABELA 2 Tempo de vida de isolantes (em horas) para
cada temperatura, em graus centigrados

190°C 220°C 240°C 260°C
7228 1764 1175 1128
7228 2436 1521 1464
7228 2436 1569 1512
8448 2436 1617 1608
9167 2436 1665 1632
9167 2436 1665 1632
9167 3108 1713 1632
9167 3108 1761 1632
10511 3108 1881 1632
10511 3108 1953 1896

Aplicando-se a teoria dos residuos generalizados, apresentado na segdo

3, foram obtidos os seguintes resultados.
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TABELA 3 Residuos modificados obtidos para o ensaio do tempo de
de vida dos isolantes
Obs. ¢ ki R; Ry Obs. ki R R}

1 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 21  0.0049 -0.0319 -0.3599 -0.3484
2 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 22  0.0049 -0.0319 -0.3599 -0.3484
3 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 23  0.0049 -0.0319 -0.1018 -0.0985
4 0.0041 -0.0267 0.0913 0.0888 24  0.0049 -0.0319 -0.0707 -0.0684
5 0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 25 0.0049 -0.0319 -0.0405 -0.0393
6 0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 26 0.0049 -0.0319 -0.0113 -0.0109
7  0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 27  0.0049 -0.0319 -0.0113 -0.0109
8 0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 28 0.0049 -0.0319 0.0171 0.0166
9 0.0041 -0.0267 0.3098 03015 29 0.0049 -0.0319 0.0448 0.0433
10 0.0041 -0.0267 0.3098 0.3015 30 0.0049 -0.0319 0.1482 0.1435
11 0.0045 -0.0295 -0.5622 -0.5456 31  0.0052 -0.0338 -0.4233 -0.4090
12 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 32  0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012
13 0.0045 -0.0295 -0.2394 02323 33  0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012
14 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 34  0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012
15 0.0045 -0.0295 -0.2394 0.2323 35  0.0052 -0.0338 -0.0046 -0.0045
16  0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 36 0.0052 -0.0338 0.2079 0.2009
17 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 37 0.0052 -0.0338 0.3651 0.3528
18  0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 38 0.0052 -0.0338 0.4687 0.4528
19 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 39 0.0052 -0.0338 0.5625 0.5435
20 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 40 0.0052 -0.0338 0.7272 0.7027

Em scguida foram, obtidas as estatisticas de ordem esperadas de uma
normal via simulagdo, como foi relatado na segdo 4.1, ¢ de uma exponencial
dada pela expressio £(e;,) =Y. (n—I+1)"" | segundo Lawless (1982).

I=1

Feita a plotagem dos residuos modificados versus os valores esperados

das estatisticas de ordem das distribuigdes normal e exponencial, obtiveram-se

os resultados apresentados nas Figuras 5 € 6.
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FIGURA 5 Residuos modificados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem de uma
distribui¢do normal
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FIGURA 6 Residuos modificados versus os valores
esperados das estatisticas de ordem de uma

distribui¢do exponencial

Pela Figura 6, nota-se claramente que os residuos modificados
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apresentam a mesma distribuigo dos erros aleatérios, pois estes tendem a
afastar-se da reta. Sendo assim, pode-se afirmar que os erros aleatérios ndo
seguem uma distribui¢do exponencial.

E possivel observar, pela Figura 5, que os residuos modificados tém
distribuicio equivalente & distribuigdo dos erros do modelo proposto para os
tempo de vida dos isolantes. Dessa forma, pode-se confirmar que o modelo
proposto por Nelson (1990) esté correto.

4.3 Aplicagdo 03

Para a terceira aplicagio foram utilizados dados com presenga de
censura, em que, para a obtengdo dos residuos de Cox-Snell, foi utilizada uma
sub-rotina apresentada em SAS® por Allison (1994).

Os dados tratam do estudo de tempo de vida de pacientes com micloma
miltipla, doenga caracterizada pelo acimulo de células plasmética anormais, na
medula, realizado pelo Centro Médico da Universidade da Virginia do Oeste,
USA, cuja finalidade era examinar a associacdo entre os valores de certas
covaridveis € o tempo de sobrevivéncia dos pacientes. No estudo, a varidvel
resposta era o tempo, em meses, a partir do diagnéstico antes da morte do
paciente devido & doenga. Os dados foram obtidos por Krall et al.(1975), citados
por Collett (1994), em que foram registrados 48 pacientes com idade entre 50 ¢
80 anos. Durante o tempo de diagnéstico, os valores de um nimero de
covariaveis foram registrados para cada paciente, incluindo a idade dos
pacientes em anos, o sexo, sendo 1 para homem e 2 para mulher , o nivel de
uréia nitrogenada no sangue, calcio ¢ hemoglobina , a porcentagem de células
plasmatica na medula ¢ um indicador da varidvel BC que denota a presenca ou
nio de proteina Bence-Jones, dada por 0 se estiver ausente na urina e por 1, caso

contrario. Os pacientes que nfo morreram até o tempo em que o estudo foi



completado tiveram o tempo de sobrevivéncia censurado (censura tipo 1 a
direita), indicado por 0, e os pacientes que morreram a partir da miolema
multipla receberam 1.

O tempo de sobrevivéncia dos pacientes € as covaridveis estdo
apresentados na Tabela 4. O modelo ajustado ¢ um AFT (tempo de falha

acelerado) dado por:

LogT, = By + BX, + B, X,y + By X1y + By Xy + Bs X5 +
+Be X6 + B, X,; +08, @),

em que T; ¢ o i-ésimo tempo de sobrevivéncia para o i-ésimo paciente,
Bo:ﬁ]a-"’ﬂ7 ¢ O sdo os parametros do modelo, X“,X,.z,...,X,-,

correspondem as covaridveis do modelo ¢ €; tem distribui¢do valor extremo.

TABELA 4 Tempo de sobrevivéncia de pacientes com mieloma miltipla e suas
respectivas covaridveis
Tempo Censu- Idade Sexo Nivelde Célcio Hemoglo- % Células Proteina

ra Uréia bina  Plasmitica BC
13 1 66 1 25 10 14.6 18 1
52 0 66 1 13 11 12 100 0
6 1 53 2 15 13 114 33 1
40 1 69 1 10 10 10.2 30 1
10 1 65 1 20 10 13.2 66 0
7 0 57 2 12 8 9.9 45 0
66 1 52 1 21 10 12.8 11 1
10 0 60 1 41 9 14 70 1
10 1 70 1 37 12 7.5 47 0
14 1 70 1 40 11 10.6 27 0
16 1 68 1 39 10 11.2 41 0
4 1 50 2 172 9 10.1 46 1

«...continua...”
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“Tabela 4, cont.”

Tempo Censu- Idade Sexo Nivelde Célcio Hemoglo- % Células Proteina

ra Uréia bina  Plasmitica BC
65 1 59 1 28 9 6.6 66 0
5 1 60 1 13 10 9.7 25 0
11 0 66 2 25 9 8.8 23 0
10 1 51 2 12 9 9.6 80 0
15 0 S5 1 14 9 13 8 0
5 1 67 2 26 8 10.4 49 0
76 0 60 1 12 12 14 9 0
56 0 66 1 18 11 12,5 90 0
88 1 63 1 21 9 14 42 1
24 1 67 1 10 10 12.4 4 0
51 1 60 2 10 10 10.1 45 1
4 1 74 1 48 9 6.5 54 0
40 0 72 1 57 9 12.8 28 1
8 1 55 1 53 12 82 55 0
18 1 51 1 12 15 14.4 100 0
5 1 70 2 130 8 10.2 23 0
16 1 53 1 17 9 10 28 0
50 1 74 1 37 13 7.7 11 1
40 1 70 2 14 9 5 22 0
1 1 67 1 165 10 9.4 90 0
36 1 63 1 40 9 11 16 1
5 1 77 1 23 8 9 29 0
10 1 61 1 13 10 14 19 0
91 1 58 2 27 11 11 26 1
18 0 69 2 21 10 10.8 33 0
1 1 57 1 20 9 5.1 100 1
18 0 59 2 21 10 13 100 0
6 1 61 2 11 10 5.1 100 0
1 1 75 1 56 12 11.3 18 0
23 1 56 2 20 9 14.6 3 0
15 1 62 2 21 10 8.8 5 0
18 1 60 2 18 9 1.5 85 1
12 0 n 2 46 9 49 62 0
12 1 60 2 6 10 5.5 25 0
17 1 65 2 28 8 7.5 8 0
3 0 59 1 90 10 10.2 6 1
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Como se trata de dados censurados, a adequacidade do ajuste do modelo
(41) sera testada a partir dos residuos apresentados na segio 3.5. Os resultados
sdo apresentados nas Figuras 7, 8 ¢ 9. E possivel perceber que o tempo de vida
dos pacientes com mieloma multipla demonstra ser melhor ajustados pelo

modelo prababilistico Weibull (Figura 8).
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FIGURA 7 Ajuste log-normal para pacientes com

mieloma mutipla
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FIGURA 8 Ajuste Weibull para pacientes com

micloma mtipla
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5 CONCLUSAO

Para avaliar a adequacidade de ajuste de modelos de acordo com a teoria
dos residuos generalizados de Cox-Snell apresentada neste trabalho, foi
determinada uma expressdo para os residuos de forma que eles tivessem uma
distribui¢do muito proxima da distribuigio dos erros aleatdrios. Dessa forma, a
adequacidade a partir dos graficos de diagnosticos ¢ feita com a plotagem dos
residuos generalizados modificados de Cox-Snell ordenados wversus as
estatisticas de ordem esperadas da distribui¢do assumida pelos erros no inicio da
avaliagdo. Sendo assim, se o resultado da plotagem for uma linha reta, isto
significa que a distribuigéio proposta para os erros aleatdrios estd correta. Caso o
resultado ndo seja uma linha reta, deve-se assumir uma outra distribui¢do para
estes erros aleatdrios.

Modificando os residuos generalizados de Cox-Snell pode-se obter os
residuos de Cox-Snell, conforme Allison (1995), para modelos de sobrevivéncia,
em que qualquer que scja a distribuigdo dos erros, se ela for a distribuicdo

correta, entdo tem distribui¢do exponencial com A=1.
Considerac¢des Finais

Para um estudo futuro, este trabalho apresenta sugestdes alternativas
para a obtengdo e avaliagdo dos residuos generalizados de Cox-Snell. Entre estas
alternativas, propde-sc a claboragio de um rotina que facilite o processo de
avaliagdo de adequacidade de modelos por meio dos residuos generalizados,
bem como a confec¢do de tabelas referentes as estatisticas de ordem das

distribuigdes mais conhecidas.
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