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RESUMO

SILVA, Ana Lúcia Souza da. Análise do ajuste de modelos utilizando
os resíduos generalizados de Cox-Snell. 2003. 68 p. Dissertação (Mestrado em
Estatística e Experimentação Agropecuária) - Universidade Federal de Lavras,
Lavras, MG.*

A partir da adoção de um modelopara explicar um conjunto de dados, o
pesquisador está aceitando as hipóteses de que os dados em questão satisfazem
às pressuposições inerentes ao modelo proposto. Desse modo, torna-se
importante a análise da adequação do modelo aos dados, para que os resultados,
em termos de inferências, sejam confiáveis. Uma das técnicas usadas para essa
verificação é a análise de resíduos. Vários tipos diferentes de resíduos têm sido
propostos para modelos de sobrevivência; dentre eles, os mais adequados são
resultado dos resíduos generalizados de Cox-Snell (1968). O objetivo deste
trabalho é avaliar a adequacidade de modelos por meio de gráficos de
diagnósticos gerados a partir dos resíduos generalizados de Cox-Snell e mostrar
detalhadamente todo o desenvolvimento para o entendimento e aplicação desta
teoria. Para ilustrar a teoria foram feitas três aplicações. A primeira aplicação
visou ilustrar a lógica existente entre a plotagem dos resíduos ordenados de três
distribuições, normal (0,1), logística (0,1) e valor extremo (0,1) versus as
estatísticas de ordem esperadas destes resíduos de acordo com as distribuições
assumidas. Para a segunda aplicação, foram utilizados dados de tempo de vida
de isolantes, obtidos em Nelson (1990). A partir da verificação por meio dos
gráficos de diagnósticos utilizando os resíduos generalizados de Cox-Snell,
encontrou-se que o modelo apropriado para o tempo de vida dos isolantes era o
log-normal. Para a terceira aplicação, foram analisados dados censurados
referentes ao tempo de vida de pacientes, obtidos em CoUett (1994). Avaliou-se
a adequacidade de vários modelos por meio dos resíduos de Cox-Snell
adaptados para dados de sobrevivência. Os resultados mostraram que o modelo
Weibull foi o mais adequado.

Comitê Orientador: Prof. Dr. Mário Javier Ferrua Vivanco - UFLA
(Orientador), Prof. Dr. Fortunato Silva de Menezes.



ABSTRACT

SILVA, Ana Lúcia Souza da. Fitting analysis of models using Cox-Snell
generalized residuais. 2003. 68 p. Dissertation (Master in Statistics and
Agricultural Experimentation) - Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG."

Once a model is chosen to explain a data set, the researcher is accepting
the hypotheses that such data satisfy inherent assumptions of the proposed
model. Then it, becomes important the evaluation of the fitted model to the
data, so that the results, be reliable. One of the techniques used for such
evaluation is residual analysis. Several kinds of residuais have been proposed for
survival models; among those, the most suitable for this purpose are Cox-Snell
(1968) generalized residuais. The objective of this work was to evaluate the
adequacy of models by graphical diagnostics using Cox-Snell generalized
residuais and to show the whole development in full detail for understanding
and application of this theory. To illustrate the theory three appUcations were
considered. Thefírstapplication sought to illustrate the existent logic by plotting
of ordered residuais of three distributions: normal (0,1), logistics (0,1) and
extreme value (0,1), versus the expected order statistics of these residuais in
consonance with the assumed distributions. The second application consisted of
lifetime data of electric insulating, obtained by Nelson (1990). Starting from the
verification by graphical diagnostics using Cox-Snell generalized residuais, it
was found that the model appropriate for lifetime of electric insulating was log-
normal. The third application referred to censored data of lifetime of patients,
obtained by CoUett (1994). The adequacy of several models was evaluated by
Cox-Snell generalized residuais adapted for survival data. The results show that
Weibull model was the most appropriate.

*Guidance Committee: Mário Javier Ferrua Vivanco - UFLA (Major Professor),
Fortunato Silva de Menezes - UFLA.



1 INTRODUÇÃO

De maneira geral, a avaliação da adequacidade de ajuste de modelos a

um conjunto de observações tem grande importância para validar a escolha do

modelo utilizado. Muitos procedimentos para esta checagem são baseados em

quantidades conhecidas como resíduos.

Na análise de regressão, por exemplo, a partir da análise dos resíduos

pode-se detectar várias falhas no modelo tais como pressuposições

distribucionais admitidas, a omissão incorreta do intercepto, ou a necessidade de

termos de ordem superiorespara a variável preditora.

Especificamente em Análisede Sobrevivência, existem duas classes de

modelos propostas na literatura: os modelos paramétricos e os modelos semi-

paramétricos, que também podem ser chamados de modelos de regressão de

Cox. Dentro da classe dos modelos paramétricos, encontra-se a classe dos

modelos de Tempo de Falha Acelerados (AFT), que são dados pela seguinte

expressão:

LogT, = p0 + piXa +p2Xi2+...+ ptXik +gs, (i)

para i = l,2,...,n, em que ?/co i-ésimo tempo até a ocorrência do evento

correspondente à variável dependente, f>o>Pi>"*>Ate O" são os parâmetros

desconhecidos, -<^ # é a i-ésima observação correspondente à k-ésima variável

independente e Ei é o erroaleatório.

Existem diversas propostas para avaliar a adequacidade destes modelos

na literatura. AlUson (1995) apresenta duas propostas: o estudoda adequacidade



a partir do modelo Gama Generalizado e o estudo da adequacidade a partir dos

gráficos de diagnósticos, isto é, por meio da análise deresíduos.

Várias espécies diferentes de resíduos têm sido propostos para modelos

de sobrevivência, como os resíduos generalizados de Cox-Snell, os resíduos

Deviance, os resíduos Martingale e os resíduos Score. CoUett (1994) sugere

como uma alternativa mais apropriada o uso dos Resíduos Generalizados de

Cox-Snell.

O objetivodeste trabalho é avaliar a adequacidade de modelos por meio

dos gráficos de diagnósticos gerados a partir dos resíduos generalizados deCox-

Snell e mostrar detalhadamente toda a abordagem matemática e estatística

matemática queé envolvida para o entendimento e aplicação desta teoria.

Para alcançar os objetivos acima, no capítulo 2 será apresentado uma

revisão de como se testa a adequacidade de modelos com os resíduos clássicos.

Nesta seção serão apresentados vários testesdehipóteses utilizados para detectar

problemas emrelação aomodelo proposto e definições de alguns dos principais

resíduosusados em Análise de Sobrevivência. No capítulo 3 seráabordado todo

o desenvolvimento da teoria dos resíduos generalizados, assim como o

procedimento para a obtenção de sua expressão geral, a interpretação da análise

gráfica destes resíduos e suas principais propriedades e aplicações. Também

será determinada a forma particular destes resíduos, sugerida porAllison(1995),

quando se trabalha com dados censurados.

No capítulo 4 serão apresentados os resultados de três aplicações por

meio de gráficos; a primeira aplicação objetivou ilustrar a lógica da plotagem

dos resíduos ordenados originados de três distribuições versus as estatísticas de

ordem esperadas de acordo com as distribuições assumidas; a segunda aplicação

envolve ciados de tempo de vida de isolantes, obtidos por Nelson (1990), cujo

modelo proposto será avaliado por meio dos resíduos generalizados de Cox-

Snell. Para a terceira aplicação serão analisados dados censurados referentes ao



tempo de vida de pacientes, conforme CoUett (1994), cujo modelo também será

avaliado por meio dos resíduos de Cox-Snell adaptados para dados de

sobrevivência.

No capítulo 5, serão apresentadas as conclusões mais importantes deste

trabalho.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

Embora este trabalho tenha como objetivo avaliar a adequacidade de

modelos através dos Resíduos Generalizados de Cox-Snell, neste capítulo será

apresentado uma revisão geralde comosão utilizados os resíduos na análise de

regressão.

2.1 Análise dos Resíduos

Considere-se um modelo de regressão linear dado por:

Yi=p0 + plXn+p2Xi2+...+ pkXit+el (2)

para i = l,2,...,n, em que J/ é a i-ésima observação correspondente à variável

aleatória dependente, Po>ftv>P* são os parâmetros desconhecidos, X& é

a i-ésima observação correspondente à k-ésima variávelaleatória independente e

8i é o erro experimental. Sendo assim, os erros podem ser dados pela seguinte

equação:

s, =Y, -p0 + pxXn +p2Xl2 +...+pkXik

Quando se estima a equação de regressão dada por (2), o i-ésimo valor
A A A A A

estimado, denotado por •*,•, é dado por: Po+ Pi^n + Pi-^n + •••+ Pk^ik
MA A

para i = l,2,...,n, em que PojPivjPa são os respectivos estimadores de

Po»Pi'•*•»P* •Dessaforma, os resíduos estimados, denotados por £,, poderão



ser expressos da seguinte forma: ^<~Po "^ Pi^/i "*" "2^/2 "*" •••"*" Pk^ik.
A

Conforme Anscombe & Tukey(1963), £/ = •*/ •*/ .

Os resíduos , £,-, contêm informações que permitem saber se o modelo

proposto ajusta-se bem ou não aos dados. Então, deve-se checar os resíduos e

observar qualquer peculiaridade que possa ter ocorrido no ajuste do modelo de

regressão.

Segundo Parente (1984), de um modo geral a análise de resíduos tem a

finalidade de detectar os seguintesproblemas em relação ao modelo proposto:

i. Se o modelo matemático proposto não é apropriado;

ii. Se os erros não têm distribuição normal;

iii. Se os erros não são independentes;

iv. A presença de dados discrepantes (outliers);

v. Se os erros não têm variância constante.

Vários métodos para examinar os resíduos depois de uma análise de

variância convencional ou ajustando quadrados mínimos têm sido

desenvolvidos. Uma variedade das técnicas mais utilizadas são apresentadas em

Anscombe & Tukey (1963).

O exame de resíduos pode ser feito por gráficos básicos (análise gráfica

dos resíduos) ou por métodos analíticos. Para a confirmação ou não da anáüse

gráfica dosresíduos podem ser aplicados testes estatísticos.

Conforme Parente (1984), a análise gráfica de resíduos apresenta, sobre

a inferência comresíduos, a vantagem de não depender da estruturados dados.

2.2 Testes de Hipóteses com Resíduos

Para checar os possíveis problemas em relação ao modelo proposto,

foram desenvolvidos uma diversidade de testes baseados nos resíduos.



Segundo Seber (1977), Box et ai. (1978) e Draper & Smith (1998),

existem várias maneiras de plotar os resíduos. Porém, os autores aconselham

d =5-fazer a análise gráfica com os resíduos padronizados definidos por "/ ,

em que £,• é o i-ésimo resíduo e S é uma estimativa desua variância. Assim,

a dispersão dos ei varia em sua quase totalidade de -3 a 3; quando existem

condições ideais para a análise dos dados, ou seja, quando os erros são

independentes, apresentam variância constante, sobretudo quando é correta a

suposição de normalidade dos erros.

Ostestes deHipóteses baseados nos resíduos sãoapresentados a seguir.

2.2.1 Ausência de Normalidade dos Erros

Shapiro & Wilk (1965) propuseram um teste de normalidade em que a

estatística do teste, denotada por W, é obtida dividindo o quadrado de uma

combinação linear apropriada dos valores esperados das estatísticas de ordem

amostrais pelo quadrado dos desvios em relação à média. Inicialmente, associa-

se um vetor de variáveis aleatórias y, de modo que cada elemento será

correspondente às amostras ordenadas do menor ao maior valor, ou seja, X(i> <

X(2) ^... ^ X(n), em que X© denota a i-ésima estatística de ordem. A estatística

do teste W é definida por:

em que:



s2=z o* - y)1 =Z(*<o -*)2e b" =Ê«-*.ov*i -*)f.
/»! M 1=1

Os coeficientes v^n-j+i) são tabelados e o valor de k será dado da seguinte

forma: se n for par, k = íí/2, e se for ímpar, k = \Jl —1)/2 . Definido o

valor de *, b2 pode ser dado por K0>„ ~7i)+.»+^0^2 "^jt)]2 ,

ou simplesmente [^ úf^J , pois por simetria asoma dos coeficientes é igual a
/=i

0.

Se o resultadoda estatística W estiver na região crítica, estabelecida por

valores tabelados (Wo^), então pode-se dizer que os dados não se distribuem

normalmente, a é o nível de significância e n é o tamanho da amostra.

Por outro lado, Seber (1977) determinou que se d(i) < o<2) < ... < d\n)

representam n resíduos padronizados ordenados definidos na seção 2, e para n

moderadamente grande, um gráfico d® versus (i-l/2)/n, no papel de

probabilidade normal, detectará ausência ou não de normalidade. Quando os

dados são normais, esses pontos devem estar dispersos em torno de uma linha

reta.

Campos (1983) apresenta o teste de Kolmogorov-Smirnov (1933),

através do qual adapta-se uma distribuição completamente conhecida F(x) a

dados provenientes de uma distribuição desconhecida F0(x). Sendo:

F(x): proporçãode valores esperados menores ou iguais a x;

S(x): proporçãode valores observados menores ou iguais a x;

Fo(x): verdadeira função de distribuição de X e que é conhecida.

Observe-se que S(x) é uma função de distribuição empírica baseada na

amostraaleatória Xi, X2,..., X,,. O teste utiliza as seguintes estatísticas:



D=sup\F(x)-S(x)\
X

D+ =sup[F(x)-S(x)]
X

D~ =s\xp[S{x)-F(x)]
X

para testar, aonívela de significância:

H0:F(x)=F0(x) versus

Hl:F(x)*F0(x),F(x)>F0(x) ou F(x)<F0(x) , sendo que para pelo

menos um valor de x, rejeita-se Ho se D > d, D+ > di ou D* > di ,

respectivamente. Osvalores ded e di são tabelados.

Lilliefors (1967) sugeriu uma modificação no teste de Kolmogorov-

Smirnov, em quese ampliou o seu usoaos casos em quea média e a variância

não são previamente especificadas, mas sim estimadas através dos dados da

amostra, ou seja, a partirde

É>, £ta-*)a
x=-*i— e s2=-&-

n n-\

Dessa forma, obtém-se a variável reduzida:

2,.=^—^, /=l,2,...,w.
s

A estrutura do teste é análoga ao teste de Kolmogorov-Smirnov,

considerandoos zj, ao invés da variável original.

D'Agostino (1972) propôs um teste de normalidade baseado na

estatística D, queenvolve asestatísticas de ordem X<d< X@)<,..., <X<n), obtidos

a partir de uma amostra aleatória Xi, X2, ...,Xa. A estatística D é definida
como:



D =T/(n2S)

—\2

2>.-*)
em que r =£{i-l/2(«+l)}*(l), e S2= — , sendo Xa média

amostrai. A estatísticado teste para amostras maiores que 50 é denotado por Ye

dada por:

nm (D-0,28209479)
0,02998598

A hipótese de nulidade, portanto de normalidade, deve ser rejeitada

quando o valor calculado Yformaior que Y{nfl)t osquais sãotabelados.

Draper & Smith (1998) consideram que uma alternativa para checar a

normalidade dos erros é construir um gráfico de probabilidade normal ou

construir um histograma com os resíduos.

2.2.2 Não Independência dos Erros

Campos (1983) apresenta dois testes de independência: o teste de

Kendall e o testede Spearman. O teste de Kendall serve para verificar o grau de

dependência entre duas variáveis aleatórias X e Y. Considerando os n pares de

observações (xi, yi), (x2, Y2),..., (xn, y„), provenientes de uma população contínua

bivariada, pode-se formar um número C2 = — de combinações de

produtos do tipo:

M^tX.-XjM-Yj) / = l,2,...,#i-l
y = / + i,...,w

O coeficiente de Kendall é dado por:



T=2P(Mi>>0)-\

E as hipóteses a serem testadas são as seguintes:

H0:r =0 ou P(M^ >0)=l/2 versus

Ha:x>0, Ha:T<0 ou Ha:r*0

Rejeita-se Ho se K>"{" l)-k(a9n)t K<k(a,n) e se

K < k(al9n) ou K > k(a2,n),respectivamente.

Levando em conta os C* produtos de My, define-se a estatística K

como o número de pares My > 0 (pares concordantes). Os valores de k(a,n) são

tabelados e a, +0^ =0; geralmente, toma- se ax=a2 =a 12.

Finalmente, o teste de Spearman, que eqüivale ao teste de Pearson do

campo paramétrico, é feito tomando-se n pares de observações (X„Y,)

provenientes de uma população contínua bivariada e, sendo RttSt as ordens

das observações X, e Yj, respectivamente, tem-se que o coeficiente de correlação

do teste de Spearman é dado por:

em que

r-
i=l

•=r\2

z(*-*r sí*.-5)
L'=l f=l

R=-2— e 5=-^—
n n

que pode ser utilizado para testaras hipóteses:

Ho: X e Y são independentes;

10



Hj: X e Y são positivamente correlacionados, ou

Ili: X c Y são negativamente correlacionados, ou

Hj: X e Y são dependentes.

Assim podem-se realizar os seguintes testes:

a) Ho: p = 0 vs Ha: p > 0, rejeitamos H0 se r > r(a,n);

b) Ho", p = 0 vs IIa: p < 0, rejeitamos Ho se r <- r(a,n);

c) Ho: p = 0 vs Ha: p £ 0, rejeitamos H0 se r <- r(ct2,n) ou r > r(ai,n).

em que ai + a2 = a ou simplesmente ai = a2 = a/2. Os valores de r(a,n) são

tabelados. Para verificar a independência ou não dos erros, basta substituir X e Y

pelos erros testados.

Anscombe & Tukey (1963), Box et ai. (1978) c Draper & Smith (1998)

aconselham que se existe alguma correlação dos erros no tempo, esta pode ser

verificada sempre quando o tempo poder ser levado em conta (como variável

regressora ou não). Esta verificação da correlação serial c examinada mediante

plotagem dos resíduos versus o tempo. Quando os valores positivos dos resíduos

são seguidos de um negativo ou vice-versa, evidencia-se a presença de

correlação serial negativa, enquanto, na correlação serial positiva, sucessivos

resíduos numa seqüência no tempo tendem a ser mais parecidos. Gráficos que

detalham ambos os tipos de correlação (positiva e negativa) encontram-se em

Draper & Smith (1998).

Um dos métodos utilizados para checar a dependência seqüencial dos

erros é o teste de Durbin-Watson, apresentado por Draper & Smith (1998). O

teste c baseado na seguinte estatística:

<* =!>„-e„_,)2/Xe„2.
u=2 u=\
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Compara-se a estatística d (ou 4-d, que quase sempre é próximo de 0)

com os valores tabelados de di. e du. Se d < di., conclui-se que há possibilidade

de uma correlação serial positiva; se d > du, conclui-se que existe um indicativo

de não haver correlação. Se 4-d < Õl, conclui-se que há possibilidade de uma

correlação serial negativa; se 4-d > du, conclui-se que existe um indicativo de

não haver correlação. Caso os valores de d ou 4-d estejam entre dL e du, o teste é

inconclusivo.

Por outro lado, Draper & Smith (1998) apresentam um teste de

seqüências nãoparamétrico baseado no posto dos sinais dos resíduos.

O SAS (1996) realiza o teste de Durbin-Watson através do PROC REG

com o comando Model / y=x / DW; já os outros testes, como o de Kendall e o

de Spearman,são realizados por meiodo PROC CORR.

2.2.3 Diagnósticos de Observações Individuais

Algumas técnicas mais sofisticadas são chamadas de diagnósticos que

têm por objetivo analisar influências ou discrepâncias mediante exame dos

resíduos estimados e das observações, os quais estão fora dos conjuntos padrões

de outras observações ou daqueles que influenciam fortemente os resultados de

regressão. Existem várias destas técnicas na literatura, dentre elas são citadas

algumas neste trabalho.

Weisberg (1985) e Draper & Smith (1998) apresentam o projetor

ortogonal, ou seja, a matriz II dada por X(XrX)"1 X', que projeta o vetor Y no

espaço gerado pelas colunas da matriz X, obtendo ovetor Yestimado: Y=HY.
O vetor de resíduos estimados, por sua vez, nada mais é do que a projeção no

espaço ortogonal a este primeiro, ou seja, e = (I-H)Y. Esta grandeza indica a

influência da observação.
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n

O traço de Hé igual a p, o qual corresponde a 2-t « ( hü é o i-éesimo

elemento da diagonal de H. São consideradas observações que influenciam

(2p\ (3p}
aquelas cujo hü supera 2 ou 3 vezes a sua média, ou seja,

Si V(i -\y? •

em que s2 é o quadrado médio do resíduo que pode ser estimado por:

CT2 =!#/(«-/>).
/=1

São chamados assim pelo fato de e\ ter entrado no cálculo de s,

estando presente "internamente" em s2 e indicam a discrepância da observação

quando se obtêmvalores de si muitoaltos.

Também Draper & Smith (1998) apresentam os Resíduos

Estudentizados Externamente como:

2

0

13

\ n )

sendo que n é o número de observações e p é o número de parâmetros.

Cook & Weisberg (1986) e Draper & Smith (1998) apresentam os

Resíduos Estudentizados Internamente dados por:

ou
\n j



2 s,,- =
2 1

em que S(i> é dado por: (0 _ _ i («-/V e'2

DFFITS =.í-^-í,
1-//..

É possível demonstrar que U tem distribuição t, pois está sendo

dividido por uma estimativa da variância totalmente independente de £, e

provoca uma redução na soma de quadrado de resíduos. Tais resíduos (?/)

indicama discrepância da observação quando a estatística for maior que t (n-p-i,a).

Belsley et ai. (1980) definem dois critérios importantes para avaliar a

influência ou discrepância de uma observação, o DFFITS e o DFBETAS.

Considere a estatística DFFITS dada por:

emque ', é o resíduo estudentizado externamente.

Alguns autores sugerem a regra para considerar as observações

IDFFITS\ •> 1 Iinfluentes ou discrepantes, para as quais y^rril^\ ^^yl , quando n é

bem maior que p.

Cook (1977) sugere uma medida similar ao DFFITS para examinar a

influência de uma observação.

Por outro lado, a estatística DFBETAS é definida como:

14



DFBETA^ °ij
\-h'" ^/^^ '

em que cij são os elementos da matriz X+= PCX)"1 X'. Assim, (X*X)" xj é a i-

ésima coluna de X4 ewj éoj-ésimo elemento da diagonal de (X^)"1 .Deve-se

considerar comoobservações influentes, aquelas cujos yJrDE*'- ^ | r~ .

Conforme Cook (1977), a influência da i-ésima observação pode ser

medida por informações combinadas a partir dos resíduos estudentizados,

variâncias dos resíduos e valores preditos. A estatística é denotada por -^ e é

definida como:

em

(i;-Vff-rm)
ps2

que \Xi ~\i)) éocomprimento normalizado do vetor Y.

_ r

Seaobservação afeta pouco o ajustamento, esperam-se pequenos M S.

Como se trata de uma grandeza muito relacionada com o DFFITS, o usuário

poderá escolher entre uma ou outra (Vide Draper & Smith (1998)).

Uma outra técnica muito usada é a de matriz de covariância dos

coeficientes estimados, cuja a estatística definida por Belsley et ai. (1980) é

dada por:

15



COVRATIO= l
1 2n-p-1 e

-—+—'-—
n-p n-p

p

Esta estatística avalia as observações influentes mediante a seguinte relação: se

\CUvKAllU—1| >òp/n 9aobservação éconsiderada influente. Os £, são

os resíduos estudentizados.

O SAS (1996) realiza todos os diagnósticos acima por meio do PROC

REG, com o comando INFLUENCE. Com o PROC GLM, são realizados todos

os testes com exceção do DFBETAS.

2.2.4 Heterogeneidade de Variâncias

Tendo-se um conjunto de resíduos referente a cada *j, Draper & Smith

(1998) sugerem verificar o efeito do tempo, da heterogeneidade das variâncias,

ou até mesmo verificar a necessidade de uma alguma transformação em Y

(variável dependente) ou a curvatura do modelo proposto, com a plotagem dos

resíduos verticalmente versus, respectivamente,

i. A ordem do tempo dos dados, se conhecida;

ii. Os correspondentes valoresajustados *t, usandoo modelo ajustado;

iii. Os correspondentes valores de X, se existir somente uma variável

predhora; ou, em geral, cada conjunto de Xjí, j = l,2,...,k , que

representam as covariáveis.

Milliken & Johnson (1984) apresentam o teste F-max de Hartley, o qual

requer que todas as amostras, a partir dos quais são estimadas as variâncias,

16



sejam do mesmo tamanho, isto é m, =m2 =...= m, =m. O teste é baseado na
estatística:

F^ =
max

min

maxíâ2]

Com esta estatística, rejeita-se H0 :g* =<t22 =... =rj,2 se Fmax >

Fmax.a.v, em que v=m-1 graus de liberdade eF^*^ éum valor tabelado. Vale a
pena salientar que este teste é muito sensível à feita de normalidade.

Snedecor &Cochran (1980) apresentam oteste de Bartlet da seguinte
forma: se existem kestimativas Si2, cada uma com omesmo número de graus de
liberdade n, aestatística do teste édada por:

c

em que M=»(*mJ2-2]lns,2), T2 =2>,2/* eC=1+̂ ±I.
*=i *=i 3kn

Ahipótese nula éade que cada Si2 éuma estimativa do mesmo o2. Logo,
oquociente M/C édistribuído aproximadamente como uma distribuição de %2
com (k-1) graus de liberdade se esta hipótese for verdadeira.

Se x2 calculado (M/C) for maior que x2<m> com a de probabilidade ou
significância ,rejeita-se H0 =g2 =a2 =... =o2.

Arazão M/C segue uma distribuição aproximada de %2 somente quando
os dados têm distribuição normal, sendo que este teste émuito sensível à falta de
normalidade.
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W^YlPjtyiP).J=l com lst0> tem-se que a log-verossimilhança é dada

por W^Í^PjVj.P).
y=i

Em seguida, expande-se a derivada primeira da função de
verossimilhança L'(fi)9 ^ ^ série de Taylor de púmeir& ^^ ^

vizinhança de P. Asérie de Taylor de primeira ordem para uma ftx) na
vizinhança de a será dada por: /(*) =/(úf) +f(a)(x-a), em que

dx
x=a

Logo, aexpansão em série Taylor da derivada primeira

da função de verossimilhança (função escore) L'(P) =0

L'(P) +(P-P)L'(P) =0 (12).

Fazendo dp e ^/jS2 , pode-se

expressar L (/3) e £"(/?) COmo:

Z/(j3) =£t/<'> =£/<•>

L\p)=fyu)=v»
y=i

Por definição, aInformação de Fisher, I, édada por:

26



aos resíduos de Cox-Snell, apresentados por AUison (1995). Trata-se de uma

forma particular da definição geral dos resíduos sugeridos por Cox-Snell

(1968). O i-ésimoresíduo é definidopor:

e,=-logS(/,|í,) (3),

em que /, é o tempo deevento observado ou tempo censurado para o indivíduo

i, %é o vetor de covariáveis para oindivíduo i, e «S(/, |x#) éa probabilidade

estimada de sobreviver ao tempo ti dado o vetor de covariáveis x,, baseado no

modelo ajustado. Se ti é umtempo censurado, então e( é também tratado com

uma observação censurada. É possível demonstrar que, se o modelo ajustado é

correto, os e,s têm aproximadamente uma distribuição exponencial com

parâmetro "k = 1.

Collett (1994) apresenta outros resíduos utilizados em Análise de

Sobrevivência, descritos a seguir:

2.3.2 Resíduos Modificados de Cox-Snell

Os resíduos modificados de Cox-Snell são obtidos a partir da equação

(3), adicionando-se uma constante positiva (A), que pode ser chamada de
resíduo excesso, o novoresíduo tomará a seguinte forma:

{ei para observações não censuradas,
ef +À para observações censuradas.

O valor esperado de Aé 1devido ao fato de que os resíduos em (3) têm

umadistribuição exponencial unitária. Desta forma, tem-seque:
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{e, para observações naocensuradas,
e{ +1 para observações censuradas.

O i-ésimo resíduo modificado de Cox-Snell pode ser expresso em uma

forma alternativa pela introdução de um indicador de censura, Ôj , que pode

tomar o valor de 0 se o tempo de sobrevivência do i-ésimo indivíduo é

censurado e 1 se ele não é censurado. Desta forma, os resíduos modificados de

Cox-Snell serão dados por:

e]=l-ôi+ei (4).

Crowley & Hu (1977) encontraram, por meio de evidências empíricas,

que a adição de 1 para os resíduos de Cox-Snell para observações censuradas

inflaciona os resíduos e sugere que o valor mediano do resíduo excesso é

preferível em relação ao valor médio. Então, a segunda versão dos resíduos

modificados de Cox-Snell será:

{e,. para observações não censuradas,

ei + 0,693 para observações censuradas.

Entretanto, se a proporção de observações censuradas não é tão grande,

o conjunto de resíduos obtidos a partir destas duas formas de modificações não

parecerão tão diferentes.

2.3.3 Resíduos de Martíngale

Para a obtenção destes resíduos, serão necessárias algumas modificações

em (4); primeiramente, considera-se que os resíduos em (4) apresentam uma

média zero quando uma observação não é censurada, em seguida, multiplica-se
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este resultado por -1. Dessa forma, os resíduos de Martingale ficam definidos

por:

eMi=5i~ei (5).

Estes resíduos têm valores compreendidos entre -oo e 1, sendo

negativos quando Ôj = 0, com resíduos para observações censuradas. Eles

apresentam propriedades similares às dos resíduos obtidos em Análise de

Regressão Linear, porém não são simetricamente distribuídos sobre 0. Em

grandes amostras, os resíduos de Martingale são não correlacionados e têm um

valor esperado de zero.

2.3.4 Resíduos Score

Os resíduos Score não tratamde um simples valor do resíduopara cada

indivíduo, mas de um conjunto de valores, um para cada covariável no modelo

ajustado. O i-ésimo resíduo escore para Xj, a j-ésima covariável no modelo, é

dado por:

em que xJt éovalor da j-ésima covariável, j = l,2,...,p, para o i-ésimo indivíduo

Zfc«to)*>yexP (/*'&)
em estudo, e aji - -= 7~J~—T~ , sendo que R(ti) é o conjunto de

todos os indivíduos em risco para um tempo ti, xjt é o valor da j-ésima
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covariável, j = l,2,...,p, para o 1-ésimo indivíduo e /3'é o vetor de estimativas

dos coeficientes das covariáveis xi, X2,..., Xp.

23.5 Resíduos Deviance

Os resíduos Deviance foram introduzidos por Therneau et ai. (1990).

A motivação original desses resíduos é de que eles são componentes de uma

deviance; esta estatística é utilizada como medida de ajustamento de modelos e é

dada por: D = -2{log Lc - Ls} , em que Lc é a verossimilhança parcial do

modelo corrente e Ls é a verossimilhança parcial do modelo saturado ou

completo. O resíduoDeviancepara o i-ésimo indivíduo será dadopor:

1/2eDi =sgn(eMi){-2[eMi + õi \og(õi -eMi)]}

em que eM é o resíduodado em (5) e sgn indica o sinal da função. O sinal de

eM indica queo resíduo Deviance terá o mesmo sinaldo resíduo de Martingale,

ou seja, +1 se for positivoe -1 se for negativo.

Estes resíduos podem ser simetricamente distribuídos sobre zero quando

um modelo apropriado tiver sido ajustado e sua soma não necessariamente

resultará em zero.

Na próxima seção será abordado, passo a passo, o desenvolvimento da

teoria dos resíduosgeneralizados de Cox-Snell(1968), incluindosua definição, a

expressão geral, algumas de suas propriedades, aplicações destas e a

demonstração de sua forma particularadaptadapara dados de sobrevivência.
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3 RESÍDUOS GENERALIZADOS DE COX-SNELL

Esta seção tem como objetivo encontrar uma expressão para os

resíduos generalizados de Cox-Snell. Após a sua obtenção, será apresentada uma

avaliação da adequacidade de modelos por meio de uma análise gráfica de

resíduos.

A partir dos resultados de Cox-Snell foram desenvolvidas as

demonstrações resultados.

3.1 Definição Geral

Em geral, no contexto de modelos lineares da teoria normal, o vetor nxl

de variáveis aleatórias Y tem a seguinte forma:

Y=Xp+e (6),

em que Xéa matriz de modelo, P éum vetor de parâmetros desconhecidos e

£ é um vetor nxl de variáveis aleatórias não observáveis distribuídas normal e

independentemente com média zero e variância constante. Se P é o vetor de

quadrados mínimos, estimador de P , os resíduos Q são definidos por:

R* =Xfí +Y (7).
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Sob a condição de que o número de parâmetros é pequeno comparado

com n, muitas das propriedades de R poderão ser consideradas como as

mesmas de £, isto é, ^? *deveria ter aproximadamente as propriedades de um

vetor de variáveis aleatórias distribuídas normalmente com média zero e

variância constante.

Assim como com o modelo dado em (6), pode-se considerar que em

qualquer outro modelo, cada observação •*/ depende exclusivamente de £/,

então, pode-se escrever:

£=&(£.&) (i=l,...,n) (8).

Considerando que P é o estimador de máxima verossimilhança de

P , entãoa expressão (8) podeserescrita como:

£=&(/?.&) (9),

sendo Ri (i=l,2,...,n) o i-ésimo residual.

Se a função g i for inversfvel, pode-se escrever os residuais como:

R,=h,%,P) (10).

Note-se que os erros podem ser escritospor:
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s,=h,ÇC,fi) (U);

além disso, não se está assumindo nenhuma distribuição para eles.

Os residuais dados em (10) são chamados de Resíduos

Generalizados de Cox-Snell.

Freqüentemente o número de parâmetros é pequeno comparado com o

número de observações, e todas as combinações relevantes de parâmetros são

-1/2
estimadas com pequenos erros padrões da ordem de n . Sendo assim, Ri

diferenciara do £/ em uma quantidade n em probabilidade, isto é,

-P(|̂ , —£, | <n ) —> 1 . Logo, as propriedades estatísticas dos R's serão

aproximadamente as mesmas propriedades dos £ 's.

Na próxima seção, será abordado todo o procedimento para determinar

o vício para o estimador de máxima verossimilhança, com a finalidade de

utilizá-lo para encontrar a expressão geral dos resíduos generalizados e suas

propriedades.

3.2. Vício para o Estimador de Máxima Verossimilhança

3.2.1. Caso de um único parâmetro

Seja Yi, ... Yn um conjunto de observações independentes, mas não

necessariamente identicamente distribuídas com função de densidade

Pj(yj>P); então a função de verossimilhança é dada por:
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ri

MP/ ~ 1 IPjKyjfP); com isto, tem-se que a log-verossimilhança é dada
y=i

Em seguida, expande-se a derivada primeira da função de

verossimilhança L(P), em uma série de Taylor de primeira ordem na

vizinhança de P . A série de Taylor de primeira ordem para uma fi» na

izinhança de a será dada por: f\x) = f(a) + f\aAx~a), em que

Vi*)

V1Z1:

m~
dx

. Logo, a expansão em série Taylor da derivada primeira

da função de verossimilhança (função escore) L\P) —v é:

L'(P)+ (P-P)L"(P) = 0 (12).

Fazendo u ~ ^o e F jo2 , pode-se

expressar L (p) e L (p) como:

I'(J8) =Jí/°)=í/()
;=i

r(/3)=£F(y)=r()
y=l

Pordefinição, a Informação de Fisher, I, é dada por:
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I = -E
d2\nL(Y;p)

dp2
=-E[L'tfj\ (13).

Isolando-se o termo \P ~ P) da equação (12) e substituindo

—L (p) por sua esperança, obtém-se:

L\p) U° UQ
(P~P) =

-L\P) -£[I'(j8)] / (14).

A partir da Informação de Fisher, sabe-se que V(p) =
1

O termo ~L (P) que corresponde à matriz de informação observada

pode ser substituído por ~F\L (j3)], dita como a matriz de informação

esperada ou de Fisher, pelo fato de que ~L"(P) éo estimador de —E\L (/3)]

e a variância é dada pela inversada matrizde informaçãode Fisher.

As expressões obtidas em (14) podem ser determinadas de uma forma

mais exata quando seexpande L(P)em uma série de Taylor de segunda ordem,

(x-a)
como a seguir: /(*) =/(<0 +/'(*)(* -<0+/"(«) ^1 , em que

/'(*)=
õ2f(x)

ôx
, e obtém-se:

1L\P) HP~ P)L\p)+^(p - p)2Lm(P) =0 (15)>
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Sabendo-se que E(XY) =E(X)E(Y) + COV(X, Y) e

calculando as esperançasem (15), tem-se:

E(p - P)E[L"(p)]+cov{(p -p),L\P)} +

2 2
+1-EKP - p)2ML\p)]+cov{Up - py,L"(p)} =0 <16>-

A E[L'(P)]é igual a 0, pois a esperança de uma função escore,

denotada por E(U) t é igual a 0, segundo demonstrado em Cordeiro (1992),

portanto, E(Uü)) =0 Vj.
O segundo termoda equação (16) é dado por:

cov{(/3 - P\L\P)}=covfy-,K<>} =

= cov<
. 1
•=—cov

I m /=i 7=1 y=i
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+E(Ui2)Vi2))+...+E(Ui2)Vin))+E^

+E(Ui2))E(Vi"))+...+E(Uin))E(Vi^

+E(Uin))E(Vi"))]}.

Pode-seobservarque:

nn

-££cov(í/«>,^>),
1=1j=\

emque:

Í£cov(tf('\F0))=cov(í/(1),F(2))+cov(í/(,),F(3))+...+ ,=i>i

+cov(t/(2),F(1))+cov(£/(2),F(3))+...+cov((7(n),F(/,-!))=0.

Aexplicaçãoparaqueaexpressãoacimasejaiguala0éque,deacordo

comadefiniçãodafunçãodeverossimilhançadadanaseção3.2.1,pode-sedizer

queseYieYjSãoobservaçõesindependentes,logoP,(y,jP)èindependentede

PjiyjlP).Dessaformatem-sequeU'tambéméindependentedeVU);

econsiderando-seasuposiçãodeindependência,tem-se

JXcov(C/(,),F(^)=0
/=iy=i
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Logo,

1,^

/ 7=1 M

JCOV(t/(),F())=y(17),

em que X^l/^Wc I[^ÜW0))]} =<\ pois
7=1 y=i

£(t/u)) =o vy.

Já o terceiro termo em (16) pode ser expresso de uma forma mais

simplificada, como será explicado a seguir. Para isto, faz-se

d^ogpjjY^P)
" 7^3 . Denotando-se ^ VPJ por:

«P

jrrf3logp,(F,,/3)
L (P)— 7^3 =" e calculando a esperança, pode-se

ap

escrever que:

EQV{-))=E[Lm(P)] = K (18).

Por definição, tem-se que:

mP-P)2>VariP)=± (19).
Substituindo (18) e (19) no terceiro termo dado em (16), pode-se

escrever que:
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^m-p)2MLm(p)]=jj (20).

O último termo em (16) é desprezado, pois ele éno máximo da ordem

n"1, ou simplesmente ordem de magnitude n*1 , denotado por O (n ). Por

definição, se "f " e "g " são duas funções reais de variável real, que assume

g(n) > 0 para um n suficientemente grande, diz-se que f(n) é no máximo da

Hm/(")
ordem g(n) se JJJJ / \ ; sendo assim, f(n) é no máximo da O(n ), se

»-So(\ Ivi\ »em ^ue c ^ uma constante maior que 0. A medida que n

lim*7 vv <C

Dessa forma, aproximadamente pela expressão(14), tem-se que:

cresce f(n) tende rapidamente a zero ef(n)éda 0(n)se /j_)oo

covU(/3 - p)2,L"(p)\=icov{(^ - J3)2,Lw(/3)} =

1
= — cov^

2

1

2/2

1

2/2

rjO -|2 ^<)LII.C0V|[1/C)]2^(.)| =

£l(St/ü))2(Z^ü,)]-t£(It/ü))2£(Z^ü))]
7=i y=i y=i y=i

«£[(£/(1)2 +(7(2)2 +...+C/(n)2 +2ZZC/(,)t/°>)
»=1 7=1
1*7
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(W«\W(2\...,Win))]-[(EU0)2 +EUi2)2 +...+EUin)2 +

^2Y^EU(i)EUU))(EW{l\EWi2),...,EW(n))]
i=l 7=1

Como E(Uw) = 0\fj ,logo
2Y£E(U{i))E(Uu)) =0

í=l 7=1

2^YJU^UU)W^ = 2 £Z(tf(0^(,))£X(£/a)) = 0

i=i y=i i=i 7=1

Dessa forma,

cov(í/(;,)2,^(n)))

" . F(1)
Como ^X^H^), de acordo com (13), e S2~í~=̂ »

í=i A

pode-se dizer que Vm é da ordem 1, ou simplesmente, O (1). Pela primeira

propriedade de ordem de magnitude apresentada por Rohatgi (1976), a soma de

duas funções de ordem de magnitude é igual à soma de suas ordens de

magnitude, logo / é de O(n). Pela segunda propriedade, o produto de duas
funções de ordem de magnitude é igual ao produto de suas ordens de

magnitude; com isto, J é daO (n ).

Seguindo a mesma idéia, como COV(C/ ,W )= E{U W ),
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pois (EUil) EWil)) =0, U{1) éde O(1) e Wil) também; sendo assim,
toda a covariância é deO (1) e o somatório de todas as covariâncias é de O (n).

Portanto, se onumerador de (21) éde O(n) eodenominador é de O(n2)

aexpressão ™{\<fi~0)2>£"(0)}édeO(n1).
Substituindo (13), (17) e (20) em (16) tem-se que:

E(p-PU-I)+Í+^=0 => E(P-P)=±+j-.
Dessa forma, o vício do estimador de máxima verossimilhança de

(p) será dado por:

b=E(p-P)=̂ 2(K+2J) (22).

3.2.2. Caso multiparamétrico

Para encontrar um vício para o estimador de máxima verossimilhança

multiparamétrico, será apresentado a mesma metodologia utilizada na seção

3.2.1, envolvendo agora mais parâmetros Pi>•••» Pl

Para isto, expande-se a equação
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ÕL

ÕPr
em uma série de

Taylor de primeira ordem parao caso multivariado, dada por:



/(x1,...,xn) =/(a1,...,úfJ+/;i(a1,...,an)(x1-íz1) +...+

+/Lfo.-...<0&-<0 • em que

£(Op...,£0 =
df(x»»;Xn)

x,=o,

cbc.. , i=l,2,...,n.

n n

A expansão de Taylor de primeira ordem da equação

para o caso multivariado é dada por:

dL

dPr
•(Â-A)Z

r=l

Ê, ô2L

^ftdft
= 0

= 0
ÔL

dPr J/}=/J

(23).

Denominando

dtogPj(Xj,P)
u U) _

ÕPr dprdps

ÕL &L
pode-se escrever qq e qq qq por:

dL Ü)_TTQ=Tur=ur dL =Vf0)=F()
7 i"rs "rs

õpr X • • - ÔprÔPs M
Seguindo a definição da matriz de informação de Fisher dada em (13),

tem-se que:
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4=-£
õ2l

dPM

Dessa forma, isolando-se o termo

(24).

[Ps ~Ps) em (23), esubstituindo

d2L

õPrôps por sua esperança,obtém-se:

d-&)=£
r=l

Logo,

por
-£

dprdps

t/p

õ2l

ÕPrÔP

•t
r=l

s J

-E

(fc-fl.)=£w
r=l

\

rjo

Õ2L ^
dprõp*J

(25).

Ô2L
Da mesma forma realizada na seção anterior, psn p,n

d2L

será substituído

E por definição, a matriz de covariâncias é obtida pela

inversada matriz de informação(/"), denotada pelo subscrito

cov(/3r-&)=/'
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Para obter uma expressão mais correta, pode-se, a partir de (25),

dL
expandir

em que

ÔPr
= 0 em uma série de Taylor de segunda ordem para o

caso multiparamétrico, dada por:

/(^,...,x„) =/(o1,...,úín)+/j;(al,...,tííJ(^-a1)+...+

Ir 2+£(Oj,...f flj(*i. -an) +̂ llAxl K..-><0(*1 -<0 +-+

+...+2/Jc;jfn(a1,...,a„)(xl -*,)(*« -an)+2f^(al9...9an)(x2 -a,)
(x3-úÍ3)+...+2/at^(fl1,...,aJ(x2-úf2Xx„ -«„)+...+

+2/' (*„...,*„)(*„_, -^i)fe -«„)],

fVj(ai^*an) =
ô2/^,,...,^)

dxjdXj

xi=ch

n n

i=l,2,...,n

j=l,2...,n.

A expansão de Taylor de segunda ordem da equação

para o caso multivariado é dada por:

dL

M Lê
= 0

p=p
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iL+(p_fl)fJ^+
dpr yHs Ps'Udprdps

(26).

Sabendo-se que E(XYJ) =E(X)EÇT)+COv(A\ YJ) e aplicando-

se esperança em (26), tem-se:

Ô2LEifi.-MÉ^
ZWfiP,

cov

a3L

+

♦^rt-AXfc-M^^

+COV

m dprdptdpu

(27).

rdL^
Como aesperança de uma função escore é igual a0, logo E

\&r)
= 0.

Da mesma forma, em relação a (17), o segundo termo da equação(27) é

dado por:

cov (P. -Psht -SiA=t «ov(É u^r.t v™) =

=^/"cov<Xc/«J^C/))=
r=l 7=1 7=1

M M M

=£/"MÊífxÊC)]-£(Êtr)ííÊ^)}=
7=4 7=1r=4 7=1 7=1
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+£(í/r(2Vra(1V£(í/r(2Vra<2))+...+Ê([/r(2)e))+

^mm)wf)+mm)wJ2V~-+mm)wJn))+
+E{U^)W^)++E{U^)E{V^)+...+E(<U^)W^)+
+...+E{Ur{n))Wjl))+E(Ur"))Wj2>)+-+

Isto é,

cov(í/r(),K») =cov(l/<")^1>)+cov(í/r(2>,Kf)+...+

+cov(í/;>,C)-Èícov([/:^K;,).
f=l 7=1
i*j

Considerando a mesma idéia de suposição de independência abordada

ÉÉcov(í/« C)=0
na seção anterior,

^^ »=i 7=1

Portanto,

coví^.f»)=£™(£t/rxÉOi-£(É^)£(ÊC)}
5=1 7=1 >=1 7=1 7-1

>v([/»,K») =t/"^,
i=l

em que ZW^Wr* e £(Z^)S(ZO= °, po*
7=i 7=i y=i

38



£QX')=o
7=1

w
Fazendo nu

amWu
, pode-se denotar

õ3l

õprdptÔpu

seguinte forma:

Õ3L

dprôp,dpu %
=I^0)=^);logo>£(r->)=í:rt„

O terceiro termo em (27), é dadode acordo com (19) por:

c?L \ \
^dpjdpfipA 2u±Lpt -PXPU -PU)Et-^A=ÍtKrJ'U (29),

em que *l(Â-A)d-ft)]=cov(Â,Â)=re E'
Õ3L

= K rtu

dprõp,dpu

O último termo da equação (27) é desprezado, sendo de O(n!).

Fazendo-se as devidas substituições em (27) e generalizado obteve-se a

seguinte equação: &[P5 ~ft)^ra =~XX2j ^i" +̂ tsu).
2* r=4 /=! u=l

Finalmente, o vício para o estimador de máxima verossimilhança

multiparamétrico, ou seja, para o parâmetro Ps, será:

bs=E(p,-Ps)=Í
r,f,«L

1/^(^+2^) (30).
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3.3 Expressão Geral paraos Resíduos Generalizados de Cox-Snell

Para a obtenção da expressão geral dos resíduos, será feita uma

expansão de (R,-st), definidos em (10) e (11), em uma série de Taylor de

segunda ordem para o caso bivariado em termos de(/3a - ps), que é dada por:

f(x,y) = f(a,b)+f:(aMx-à)+f;(a,b)(y-b)+

+hfHflMx-a)2 +fyy{a,b)(y-b)2 +
+fLifl,b){x-à%y-b)l

em que f^b) = V(x,y)
dx

e/«(*>*)=—^2
x=a dx2

, similarmente para os
x=a

outros. O resultado é dado por:

dh,(Y„p) wr„p){â
^♦^A-ft)*-*3^-*)-

1
+—

2! dp; %

«Â-ft)(Â-fe)+...+M(Á-ft)
dwp,

\Pp Pp)+ a/53a/32 ^ F3A 2 2) dp2dp„
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Portanto,

^=e,+É(Â-ft)/,rW+
r=l

ÉÉ7(A-A)(Â-ftKw
r=l

(31),

r=l j=1

em que , 5j8r e " 9/3,0/3,

A expressão (31) é definida como a expressão geral para os resíduos

generalizados de Cox-Snell, e a partir dela pode-se determinar algumas

propriedades destes resíduos, como esperança, a variância e a covariância

existente entre eles.

Para determinar as esperanças dos ", s, basta aplicar a esperança em

(31), obtendo-se a seguinte expressão:

£(*,)=£(£,)+£{£(& -J8r)£#r<0 +
r=l

cov[(/3r-/3,),//r(,))]} +

+Ê£fe(Ã-ft)(A-A)*W.W)+ (32).
s=\ r=\ L^

+cov±(/Í-/3r)(/}J-ft),tfra(')}
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Em(32), o segundo termo pode serdado, deacordo com (30), por:

±E(pr-p,)mV))=íi>A^) (33),
r=\ r=l

em que E\ Pr ~Pr J=^r , isto é, ovício para oparâmetro Pr .
Para calcular o terceiro termo, considera-se de acordo com (25), que

(£-w=Èrí/.();portanto:
s=\

r=\ r=l s=l

=Íícov(±rU^tH^)=ÍÍl"co^±u}'\ÍH^)
r=\ 5=1 í=l í=1 r=\ s=\ 1=1 í=l

=±±r{E\±u^ÍH^-E{±uHtHr(i)))-
r=\ s=\ M í=1 p=1 *»!

=j^r{[E{U^H^)+E()J^H^)+...+E{U^Hrw)+

+EÇJ.mUrm) +E(UsmUrm)+...+E(UsmHr{,,))+
+E(UswHrm)+E(UswHrl2))+...+E(UsMHrM)]-
-[E(Usm)E(Hrm)+E(U,m)E(Hrm)+...+
+£(t/J(,))£(//r(',))+£(í/I(2))£(//r<1,)+£(í/t(2))£(^(2))+-+
+£(í/í(2))£(i/r<"))+...+£(t/J<''))£(^r(1))+£(í/I(''))£(^(2))+
+...+£(t/s("))£(//r<"))]}.
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Dessa forma

p _P

££cov(í/,(\#»)=cov(Ull\ //r(1)) +cov(t/f\ //r(2))
r=\ s=\

+...+cov(t/r,//;vÊÊcovK,^r),
,=1 7=1

em que:

n n

+

í-l 7=1

+00^;', //:° >+cov(í/r, //r)+...+cov^r,#r>=o.

O ^ é uma função de observações independentes denotada pela

primeira derivada da log-verossimilhança e os resíduos também constituem uma

função destas observações e das estimativas de verossimilhança dos parâmetros.

Além disso, havendo propriedades aproximadas dos £,, tem-se que tir e

Us são independentes e £—* t—* \ s ' r /
M 7=1

Portanto,

^^cov(t/«,//») =írm±u?y£H?)]-
r=\ s=\ 5=1 7=1 7=1

-£(Zt/,ü,)£(K)),
7=1 7=1

Kl > //
e como 2r(Ií/,)E(2X')} =o.

7=1 7=1
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££cov([/«,//«) =££/"£(W)
r=l 5=1

(34),
r=l j=l

O quarto termo é dado, deacordo com (29), por:

ttkrti-&XÂ-*>w.w>l=ÉÉW*-w) os),
r=l j=1 ^ r=l J=l Z

em que £[(ft -ftXÂ" A)]=CXJv(Â,Â)=/" éoúltimo termo de (32) será
desprezado, sendode O n .

Substituindo(33), (34) e (35) em (32), obtém-se:

E(Rt)=E(el)+£brE(Hr{°)+ttrE(H^u}')+^H^)
r=l 5=1 r=l *•

ÍbMHr)+ííl"E(HrUu}Ul-Hj») ^ a„
Denotando

r=\ a=l r=l

finalmente tem-se que:

E{R,)=£(£,) +at (36).

Seguindo o mesmo caminho, elevando ao quadrado (31) e calculando

suas esperanças, tem-se que:

E(R,2) =E(e2)+J26r£(£/,i/r<0)+
r=l

+ij±rEwiW+-kw».w +V-"> (");
5=1 r=\ L L
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que, para /*/,

E(RiRJ) ={E(el)}2Hal+aJ)E(el)+

+£jrírE{etHril)Ul') +siHr{,)u}')+Hr0)Hsi')} <38>>
5=1 r=l

ea Var(Rj)é dada por:

Var(Ri)^Var{si)+cu (39).

Dessa forma, aproximadamente tem-se que:

Kar(^) =Far(£,)+c, (40)
COV(^,rty) = Cy

A partir de (40) pode-se afirmar que os Ri têm as mesmas propriedades

dos Ei, pois ai , ca, Cij são constantes da ordem n \ sendo praticamente

desprezíveis.

3.4 Resíduos Modificados

O objetivo desta seção é determinar, por meio das propriedades dos

resíduos generalizados apresentados na seção 3.3, um resíduo modificado

(fii)que possa ter as mesmas propriedades dos £/s, isto é, -^ví)=E\@i)

De um modo geral, existem três caminhos para os quais os resultados

anteriores, obtidos em (40), podem ser usados:
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1. Se todos os termos corretivos em (40) são numericamente pequenos, isto dá

t

alguma segurança de que os Rj $ têm as mesmas propriedades estatísticas

t

dos £,s.

2. Para qualquer estatística T, as expressões dadas em (40) podem ser usadas
para determinar sua esperança e variância. Considere-se que

r=5>,,
<=l

n n

em que os z\s são constantes, esabendo que ^ULi ' -I= Za V '/ eque
M i=i i=i

Var^X,] -YZaflj cov[jr,X,]
1=1 1=1 f=l

/=1 7=1

então:

E(T) = E

1=1

^E{Rizi) =̂ ziE{Ri)=±z\E{ei)^a]
i=i »=i i=i

2>,

E(T) =E(ei)£zl+yjalz,
t

Var(T) = Var

n n

/=! /=1

v »=i y í=i »=i 7=i
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Far(r) =X^ar(/?,.)+££zíZyc, =
/=1 /=1 7=1

n n n

=üz.2[Fal<£.)+c«]+ZZZ.ZyS =
/=1 1=1 7=1

**J

V*(T) =JZj2Far(£/)+J JZ,.zy c,
1=1 1=1 7=1

Uma estatística usada para testar possíveis dependências entrezí de Var

n n

(Ei)é dada por: ^~L^i (z/~*),emque z~2Jzi^n.
/=i i=i

3. A partir de (40), pode-se definir um resíduo modificado, denotado por Rf ,

com as mesmas propriedades dos erros aleatórios (£// . Existem várias

formas de escrever uma expressão para estes resíduos modificados; uma

delas pode ser escrita por:

em que K;, lt são constantes pequenas da O (n1) e ^ é o i-ésimo resíduo

generalizado. Finalmente, tem-se que E(Rl) =E{st)c Var(/^) = Varfo).

A partir das propriedades enunciadas para os resíduos modificados de

Cox-Snell, pode-se aplicá-los indiretamente para o exame da forma

distribucional dos erros aleatórios, por meio da plotagem dos resíduos
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modificados ordenados versus as estatísticas de ordem esperadas para a forma

distribucional proposta paraos £, S.

Dessa forma, os Rj podem ter amesma média evariância e distribuição

bem próxima dos £/.

A partir da análise gráfica, pode-se concluir que se o modelo proposto

t

pelos £/s estiver correto, o resultado será uma linha reta. Caso isso não

t

aconteça, será necessário assumir uma outra forma distribucional para os £/ S .

Na próxima seção será apresentada uma demonstração paraa obtenção

da forma particular dos resíduos generalizados definidos para Análise de

Sobrevivência.

3.5 Resíduos de Cox-Snell para modelos de Análise de Sobrevivência

Após determinar a expressão geral dos resíduos deCox-Snell, esta seção

tem como finalidade apresentar a demonstração da forma particular destes

resíduos segundo Allison (1995), dada por e, =-log5(/< |x,), em que e, tem

aproximadamente uma distribuição exponencial com A.=l.

A idéia para este desenvolvimento vem do rato de que a variável tempo

de falha T, sendo contínua e não censurada, implica que a função de

sobrevivência de T, denotada por S(t), que é a probabilidade de um indivíduo

não falhar atéo tempo t, P(T >t),tem uma distribuição uniforme em (0,1).

Para chegar a esta demonstração, as probabilidades logicamente devem

ser determinadas no início do experimento. Dessa forma, como no início do
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experimento não se sabe se a observação será censurada ou não, então não é

apropriado fazer diferenças entre dados censurados e dadosnãocensurados.

Para esta demonstração será utilizado o teorema da transformação

integral da probabilidade, que é enunciado e demonstrado por Mood et ai.

(1974). Tal teorema diz o seguinte:

l9) Se a variável aleatória contínua X~Fx(x)e U = FX(X), então

£/~í/(0,l);

2a)Se í/~£/(0,l)e ^FJT^C/),então X~FXQ.

Mediante o teorema integral da probabilidade pode-se chegar a seguinte

conclusão:

Se h\x( ~FtÁi(.), então F^(/, \x,) ~Í/(0,1)
Com esse argumento, pode-se encontrar a distribuição de -logStyl*,),

da seguinte forma:

/>(-logS(/, \x,) <t) =PQogS^ |í,)>-/)=/>(% \x() >e')=P{\ - F^it, \x,) >e")

=n-^li(/íb)>-i+^')=/>(i:;l|i(/<k)<i-^')=i-^'

Portanto, -logSQ^Xj) tem uma distribuição exponencial (A,=l).

Segundo Allison (1995), se ti é um tempo censurado, então o i-ésimo

resíduotambém é tratadocomo uma grandeza censurada.

A explicação para isto vem de que, sendo a função de sobrevivência

estimada pelo estimador de Kaplan-Meier (Kaplan & Meier, 1958), a

observação não censurada terá a mesma função de sobrevivência de uma
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observação censurada no mesmo intervalo de tempo. Este método é baseado em

um númerode intervalos igual ao número de tempos de falhas distintos, no qual

n indivíduos estãoem estudo, para os quais sãoregistradas k falhas distintas, em

que k < n, nos tempos ti< t2 < ...< tk (não censurados). A expressão geral do

estimador é dada por:

s(o=n
Vtt</

V«0
•j )

=n
v/.a

em que dj é o números de indivíduos que falharam notempo tje n, é o número de

indivíduos sob risco (não falhou e não foi censurado) até o tempo tj.

No próximo capítulo serão apresentadas algumas aplicações dos

Resíduos Generalizados de Cox-Snell, considerando também o caso particular

apresentado naseção 3.5 para modelos deanálise de sobrevivência.
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4 APLICAÇÕES DOSRESÍDUOS GENERALIZADOS PARA
TESTAR A /ADEQUACIDADE DE AJUSTE DE MODELOS

Este capítulo tem como finalidade ilustrar a teoria dos resíduos

generalizados deCox-Snell, por meiodequatro aplicações.

4.1 Aplicação 01

A primeira aplicação tem como objetivo mostrar a lógica da plotagem

dos resíduos ordenados originados de uma certa distribuição versus as

estatísticas de ordemesperadas destadistribuição.

Para esta aplicação foram simuladas 4 amostras de tamanho 50; estas

amostras foram consideradas como resíduos pertencentes a 3 distribuições,

sendo uma amostra da distribuição normal (0,1), uma amostra da distribuição

logística (0,1) e 2 amostras da distribuição valor extremo (0,1) (para valores

mínimos).

De acordo com o modelo dado em (1), tem-se que:

i. Se os erros têm uma distribuição normal, isto implica que T tem uma

distribuição log-normal;

ii. Se os erros têm uma distribuição logística, isto implica que T tem uma

distribuição log-logística;

iii. Se os erros têm uma distribuição valor extremo com 2 parâmetros, isto

implica que T temuma distribuição Weibull;

iv. Seos erros têmuma distribuição valor extremo com 1 parâmetro (sendo a

fixado em 1), isto implica que T tem distribuição exponencial.

Para gerar estas amostras foi utilizado o método de Monte Cario, que se

aplica a processos de simulação que envolvem componentes aleatórios,
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associado ao teorema da transformação integral da probabilidade, enunciado na

seção 3.5. Na Tabela 1estão os resíduos referentes acada distribuição.

TABELA 1 Resíduos simulados para quatro

distribuições propostas

Normal Logística Valor Valor

Extremo Extremo

1.3118 -0.5325 0.0056 0.5294

-0.6641 2.7547 2.7857 2.3643

0.5410 1.3841 1.4980 -0.4775

2.0420 0.0752 0.4212 1.3832

1.4392 1.6823 1.7688 1.3163

0.9047 2.7262 2.7581 2.3362

0.5534 -2.3640 -0.8977 0.7685

-0.3516 -2.6931 -1.0147 0.6557

-0.8022 -2.2018 -0.8358 -0.6425

-0.2952 -1.8735 -0.7013 -0.4768

0.6387 0.5695 0.8020 0.2472

-1.8486 -2.9931 -1.1125 0.5811

-0.1160 0.8798 1.0584 0.5456

0.6832 -1.8629 -0.6967 -0.4711

0.0480 2.3641 2.4094 1.9803

1.2476 0.3821 0.6535 2.1649

0.3421 0.1814 0.5000 1.6040

-1.5370 -0.4902 0.0326 -0.9792

0.6595 3.0214 3.0452 2.6276

-0.7377 -0.1885 0.2334 0.9510

-0.0726 -0.5046 0.0234 -1.0072

0.6913 1.5543 1.6517 -0.3607

0.4325 -2.0201 -0.7630 0.9363

-0.2853 0.3000 0.5900 1.9047

1.8385 2.9782 3.0031 0.1624

-0.6965 0.8000 0.9913 0.4691

0.0037 -0.9995 -0.2722 2.2887

-0.3561 -1.5114 -0.5369 1.3473

-1.9286 -1.6203 -0.5882 1.2355

0.4121 1.1202 1.2647 -0.7091

-0.9650 -0.1735 0.2438 -0.5229

-2.2211 -4.3137 -1.4649 0.4242

"...continua..
»»
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'Tabela 1, <conL"

Normal Logística Valor Valor

Extremo Extremo

0.4038 1.8356 1.9105 1.4648

-0.4231 1.8008 1.8782 1.4310

-1.0471 -1.5210 -0.5415 1.3368

0.1416 0.3824 0.6537 2.1658

0.3646 1.2779 1.4033 -0.5617

-0.7218 2.8411 2.8696 0.1347

-0.3961 -0.5795 -0.0240 -1.1802

-1.9796 -0.6804 -0.0863 0.3788

0.5986 -0.6944 -0.0948 0.3653

1.6027 1.0575 1.2103 0.7156

0.5694 0.3954 0.6638 2.2127

0.4597 1.8946 1.9655 1.5221

-1.3802 1.3922 1.5052 1.0366

-0.7263 -1.8357 -0.6849 1.0566

-1.0828 -2.2074 -0.8380 -0.6451

-0.3846 -0.9887 -0.2662 0.1059

0.5196 -3.7653 -1.3319 0.4661

0.6813 1.8696 1.9421 -0.1867

Após a obtenção dos resíduos, o próximo passo foi ordená-los e, em

seguida, calcular as estatísticas de ordem esperadas das distribuições propostas.
As estatísticas de ordem esperadas das distribuições logística e o valor extremo

foram obtidas por meio do programa matemático MAPLE®V (1997), devido à
dificuldade de execução das integrais manualmente. Já as estatísticas de ordem

esperadas da distribuição normal foram obtidas via simulação devido à
facilidade comparada com oprograma MAPLE®V (1997) . Para isto, geraram-se
5000 amostras de uma distribuição normal padrão de tamanho 50, sendo que

cada amostra foi gerada por meio da função rannor, do sistema SAS (1996), cuja

sintaxe é dada por RANNOR(x), sendo x utilizado como "semente", isto é, o
valor referente à geração dos números aleatórios, e em seguida estas amostras

foram ordenadas ascendentemente. Finalmente, calcularam as médias, obtendo-

se, assim, as estimativas das estatísticas de ordem esperadas. Feita a plotagem
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dos resíduos ordenados versus as estatísticas de ordem esperadas, obtiveram os

seguintes resultados:
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FIGURA 1 Resíduos ordenados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem, caso da

distribuição normal (0,1). T tem distribuição

Log-normal.
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FIGURA 2 Resíduos ordenados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem, caso da

distribuição logística (0,1). T tem distribuição

Log-logística.
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FIGURA 3 Resíduos ordenados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem, caso da

distribuição valorextremo (0,1). T tem distribuição

Weibull
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FIGURA 4 Resíduos ordenados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem,caso da

distribuição valor extremo (0,1) de um

parâmetro, T tem distribuição Exponencial
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Pode-se observar, nas Figuras 1,2,3 e 4, que na plotagem dos conjuntos

dos resíduos, para as distribuições sugeridas, versus seus respectivos valores

esperados das estatísticas de ordem, oresultado obtido foi próximo auma linha

reta.

Na teoria apresentada na seção 3, sobre resíduos generalizados de Cox-

Snell, determinou-se uma expressão para os resíduos de tal maneira que eles

tenham uma distribuição muito próxima dos erros aleatórios, que são

quantidades desconhecidas. Sendo assim, ao assumir uma distribuição para os

erros, se a plotagem dos resíduos generalizados modificados de Cox-Snell

versus as estatísticas de ordem esperadas da distribuição assumida fornece uma

linha reta, istoquer dizer quea suposição distribucional para os erros aleatórios

é correta. Caso contrário, deve-se testar uma outra distribuição (assumida) para

os ditos erros. Isto será visto na próxima seção.

4.2 Aplicação 02

A segunda aplicação tem como finalidade ilustrar com dados reais a

lógicaapresentada na seção4.1 e aplicar toda a teoria apresentada no capítulo3,

a partir de dados de tempo de vida de isolantes de sistemas de uma nova classe

H, analisados por Nelson (1990), em que se aplicou um teste acelerado de vida

nestes isolantes. Tais dados referem-se ao tempo em horas que os isolantes

levaram para tornarm-se defeituosos. Os testes foram realizados em pequenos

motores, a temperaturas elevadas. Dez motores foram colocados paratrabalhar a

temperaturas de 190, 220, 240 e 260°C e inspecionados periodicamente para

detectar a ocorrência de ralha. Segundo Nelson (1990), para o ajuste dos tempo

de vida, foi considerado o modelo de regressão log-normal, como é dado a

seguir:
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LogTy =p0+ pixi+e
u »

para i = 1,2,...4 e j = 1,2,...10, em que logTy é o log do tempo de vida dos

isolantes, x, é a temperatura em graus centígrados, po e pi são os parâmetros do

modelo e 8y tem distribuição normal.

Na Tabela 2, sãoapresentados os tempos quese referem à médiaentre o

tempo em que a falha foi observada e o tempo da inspeção anterior. Os tempos

entrechecagem foram 7, 4,2 e 2 dias para asrespectivas temperaturas.

TABELA 2 Tempo devidade isolantes (em horas) para

cada temperatura, em graus centígrados

190°C 220°C 240°C 260°C

7228 1764 1175 1128

7228 2436 1521 1464

7228 2436 1569 1512

8448 2436 1617 1608

9167 2436 1665 1632

9167 2436 1665 1632

9167 3108 1713 1632

9167 3108 1761 1632

10511 3108 1881 1632

10511 3108 1953 1896

Aplicando-se a teoria dos resíduos generalizados, apresentado na seção

3, foram obtidos os seguintes resultados.
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TABELA 3 Resíduos modificados obtidos para o ensaiodo tempo de

de vida dos isolantes

~Õbs! c? kj RJ K, Õbs! c? kj RJ RT~
1 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 21 0.0049 -0.0319 -0.3599 -0.3484

2 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 22 0.0049 -0.0319 -0.3599 -0.3484

3 0.0041 -0.0267 -0.0647 -0.0630 23 0.0049 -0.0319 -0.1018 -0.0985

4 0.0041 -0.0267 0.0913 0.0888 24 0.0049 -0.0319 -0.0707 -0.0684

5 0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 25 0.0049 -0.0319 -0.0405 -0.0393

6 0.0041-0.0267 0.1729 0.1683 26 0.0049-0.0319-0.0113-0.0109

7 0.0041-0.0267 0.1729 0.1683 27 0.0049-0.0319-0.0113-0.0109

8 0.0041 -0.0267 0.1729 0.1683 28 0.0049 -0.0319 0.0171 0.0166

9 0.0041 -0.0267 0.3098 0.3015 29 0.0049 -0.0319 0.0448 0.0433

10 0.0041 -0.0267 0.3098 0.3015 30 0.0049 -0.0319 0.1482 0.1435

11 0.0045-0.0295-0.5622-0.5456 31 0.0052-0.0338-0.4233-0.4090

12 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 32 0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012

13 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 33 0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012

14 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 34 0.0052 -0.0338 -0.2082 -0.2012

15 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 35 0.0052 -0.0338 -0.0046 -0.0045

16 0.0045 -0.0295 -0.2394 -0.2323 36 0.0052 -0.0338 0.2079 0.2009

17 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 37 0.0052 -0.0338 0.3651 0.3528

18 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 38 0.0052 -0.0338 0.4687 0.4528

19 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 39 0.0052 -0.0338 0.5625 0.5435

20 0.0045 -0.0295 0.0042 0.0041 40 0.0052 -0.0338 0.7272 0.7027

Em seguida foram, obtidas as estatísticas de ordem esperadas de uma

normal via simulação, como foi relatado na seção 4.1, e de uma exponencial

n

dada pela expressão E(e{i)) =J] (« - / +1)-1 9segundo Lawless (1982).
/=i

Feita a plotagem dos resíduos modificados versus os valores esperados

das estatísticas de ordem das distribuições normal e exponencial, obtiveram-se

os resultados apresentados nas Figuras 5 e 6.
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FIGURA 5 Resíduos modificados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem de uma

distribuição normal
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FIGURA 6 Resíduos modificados versus os valores

esperados das estatísticas de ordem de uma

distribuiçãoexponencial

Pela Figura 6, nota-se claramente que os resíduos modificados
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apresentam a mesma distribuição dos erros aleatórios, pois estes tendem a

afastar-se da reta. Sendo assim, pode-se afirmar que os erros aleatórios não

seguemuma distribuição exponencial.

É possível observar, pela Figura 5, que os resíduos modificados têm

distribuição equivalente à distribuição dos erros do modelo proposto para os

tempo de vida dos isolantes. Dessa forma, pode-se confirmar que o modelo

proposto porNelson (1990) está correto.

4.3 Aplicação 03

Para a terceira aplicação foram utilizados dados com presença de

censura, em que, para a obtenção dos resíduos de Cox-Snell, foi utilizada uma

sub-rotina apresentada em SAS® por Allison (1994).

Os dados tratam do estudo detempo de vida de pacientes com mieloma

múltipla, doença caracterizada pelo acúmulo de células plasmática anormais, na

medula, realizado pelo Centro Médico da Universidade da Virgínia do Oeste,

USA, cuja finalidade era examinar a associação entre os valores de certas

covariáveis e o tempo de sobrevivência dos pacientes. No estudo, a variável

resposta era o tempo, em meses, a partir do diagnóstico antes da morte do

paciente devido àdoença. Os dados foram obtidos por Krall etaL(1975), citados
por Collett (1994), em que foram registrados 48 pacientes com idade entre 50 e
80 anos. Durante o tempo de diagnóstico, os valores de um número de

covariáveis foram registrados para cada paciente, incluindo a idade dos

pacientes em anos, o sexo, sendo 1 para homem e 2 para mulher , o nível de
uréia nitrogenada no sangue, cálcio e hemoglobina , a porcentagem de células

plasmática na medula e um indicador da variável BC que denota a presença ou

não de proteína Bence-Jones, dada por 0 seestiver ausente na urina e por 1, caso

contrário. Os pacientes que não morreram até o tempo em que o estudo foi
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completado tiveram o tempo de sobrevivência censurado (censura tipo 1 à

direita), indicado por 0, e os pacientes que morreram a partir da miolema

múltipla receberam 1.

O tempo de sobrevivência dos pacientes e as covariáveis estão

apresentados na Tabela 4. O modelo ajustado é um AFT (tempo de falha

acelerado) dado por:

LogTt = p0 +pxXa +P2Xi2 +p3Xi3 +PAXiA +p5Xi5 +
(41),

em que ^ éo i-ésimo tempo de sobrevivência para o i-ésimo paciente,

A)>A>—»P7 e °" s*° os parâmetros do modelo, Xn9Xi2,:.9Xn

correspondem às covariáveis do modelo e £, tem distribuição valorextremo.

TABELA 4 Tempo de sobrevivência de pacientes com mieloma múltipla e suas

respectivas covariáveis

Tempo Censu Idade Sexo Nível de Cálcio Hemoglo % Células Proteína

ra Uréia bina Plasmática BC

13 1 66 25 10 14.6 18 1

52 0 66 13 11 12 100 0

6 1 53 2 15 13 11.4 33 1

40 1 69 10 10 10.2 30 1

10 1 65 20 10 13.2 66 0

7 0 57 2 12 8 9.9 45 0

66 1 52 21 10 12.8 11 1

10 0 60 41 9 14 70 1

10 1 70 37 12 7.5 47 0

14 1 70 40 11 10.6 27 0

16 1 68 39 10 11.2 41 0

4 1 50 2 172 9 10.1 46 1

'...continua...
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"Tabela 4, cont'

Tempo Censu
ra

Idade Sexo Nível de

Uréia

Cálcio Hemoglo
bina

% Células

Plasmática

Proteína

BC

65 59 1 28 9 6.6 66 0

5 60 1 13 10 9.7 25 0

11 0 66 2 25 9 8.8 23 0

10 51 2 12 9 9.6 80 0

15 0 55 1 14 9 13 8 0

5 67 2 26 8 10.4 49 0

76 0 60 1 12 12 14 9 0

56 0 66 1 18 11 12.5 90 0

88 63 1 21 9 14 42 1

24 67 1 10 10 12.4 44 0

51 60 2 10 10 10.1 45 1

4 74 1 48 9 6.5 54 0

40 72 1 57 9 12.8 28 1

8 55 1 53 12 8.2 55 0

18 51 1 12 15 14.4 100 0

5 70 2 130 8 10.2 23 0

16 53 1 17 9 10 28 0

50 74 1 37 13 7.7 11 1

40 70 2 14 9 5 22 0

1 67 1 165 10 9.4 90 0

36 63 1 40 9 11 16 1

5 77 1 23 8 9 29 0

10 61 1 13 10 14 19 0

91 58 2 27 11 11 26 1

18 69 2 21 10 10.8 33 0

1 57 1 20 9 5.1 100 1

18 59 2 21 10 13 100 0

6 61 2 11 10 5.1 100 0

1 75 1 56 12 11.3 18 0

23 56 2 20 9 14.6 3 0

15 62 2 21 10 8.8 5 0

18 60 2 18 9 7.5 85 1

12 0 71 2 46 9 4.9 62 0

12 60 2 6 10 5.5 25 0

17 65 2 28 8 7.5 8 0

3 0 59 1 90 10 10.2 6 1
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Como se trata de dados censurados, a adequacidade do ajuste do modelo

(41) será testada a partir dos resíduos apresentados na seção 3.5. Os resultados

são apresentados nas Figuras 7, 8 e 9. É possível perceber que o tempo de vida

dos pacientes com mieloma múltipla demonstra ser melhor ajustados pelo

modelo prababilístico Weibull (Figura 8).
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FIGURA 7 Ajuste log-normal para pacientes com

mieloma mútipla
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FIGURA 8 Ajuste Weibull para pacientes com

mieloma mútipla
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mieloma mútipla
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5 CONCLUSÃO

Para avaliar a adequacidade de ajuste de modelos de acordo com a teoria

dos resíduos generalizados de Cox-Snell apresentada neste trabalho, foi

determinada uma expressão para os resíduos de forma que eles tivessem uma

distribuição muito próxima da distribuição dos erros aleatórios. Dessa forma, a

adequacidade a partir dos gráficos de diagnósticos é feita com a plotagem dos

resíduos generalizados modificados de Cox-Snell ordenados versus as

estatísticas de ordem esperadas da distribuição assumida pelos erros no início da

avaliação. Sendo assim, se o resultado da plotagem for uma linha reta, isto

significa que a distribuição proposta para os erros aleatórios está correta. Caso o

resultado não seja uma linha reta, deve-se assumir uma outra distribuição para

estes erros aleatórios.

Modificando os resíduos generalizados de Cox-Snell pode-se obter os

resíduos de Cox-Snell, conforme Allison (1995), para modelos de sobrevivência,

em que qualquer que seja a distribuição dos erros, se ela for a distribuição

correta, então tem distribuição exponencial com A=l.

Considerações Finais

Para um estudo futuro, este trabalho apresenta sugestões alternativas

para a obtençãoe avaliação dos resíduos generalizados de Cox-Snell. Entre estas

alternativas, propõe-se a elaboração de um rotina que facilite o processo de

avaliação de adequacidade de modelos por meio dos resíduos generalizados,

bem como a confecção de tabelas referentes às estatísticas de ordem das

distribuições mais conhecidas.
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