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RESUMO

SANTOS, Andréa Cristiane. Definição do tamanho amostrai asando
simulação Monte Cario para os testes de normalidade univariado e
multivariado baseados em assimetria ecurtose. LAVRAS: UFLA-DEX,
2001.71 p.(Dissertação -Mestrado )*

Uma forma alternativa para verificar suposição de normalidade dos
dados refere-se à apHcação dos testes baseados nos coeficientes de assimetria e
curtose. O objetivo deste trabalho foi determinar um tamanho amostrai ótimo
para as estatísticas univariadas {Z\qZ2)q multivariadas (K\ e K2) com base
em simulação. As estatísticas Zi e Kx verificam aalternativa de simetria e Z2
e K2 verificam a alternativa de curtose. Foram geradas diferentes funções
densidade de probabilidade, univariadas e multivariadas, via método de Monte
Cario, com a finalidade de avaliar a taxa de erro tipo I e o poder do teste. As
simulações foram feitas adotando os níveis nominais de 5% e 1%. No caso de
distribuições multivariadas, foram avaliadas as situações com p=2, 3 e 5
variáveis, com diferentes estruturas de correlação. O critério de avaliação no
caso univariado foi o da comparação das taxas obtidas com o valor das taxas de
poder empírico obtidas pelo teste de Shapiro e Wilk (1965). Considerando o
caso univariado, verificou-se que aestatística Zt possui aproximação assintótica
normal para n£25 com ot=5% epode ser recomendada para uso rotineiro no caso
univariado; a estatística Z2 possui aproximação assintótica normal para n>25
com a=5% epode ser recomendada para uso rotineiro no caso univariado para o
teste de desvio de curtose; as estatísticas Kx e K2 possuem aproximações
assintóticas melhores que Z, e Z2 para um menor valor do valor nominal de
significância, sendo recomendadas para n>25 e n>100, respectivamente,
garantmdo-se ocompromisso com ocontrole da taxa de erro tipo I eum elevado
poder. No caso de distribuições com simetria próxima de zero enão normais, as

*Comitê Orientador: Daniel Furtado Ferreira -UFLA (Orientador).



estatísticas baseadas em desvios de assimetria apresentam maior poder do que a
estatística W de Shapiro-Wilk. Para o casomultivariado, as diferentes estruturas
de correlação não afetaram o poder e a taxa deerro tipo I dos testes. A estatística
K\ é adequada para usoa partir de n>50 para valores nominais de significância
de 5 ou 1%; a estatística K2 é assintoticamente adequada para os testes de
desvios de curtose para n>100, independentemente dos valores nominais da
significância. Os tamanhos amostrais indicados nos estudos de taxa de erro tipo I
e poder do teste foram os mesmos encontrados no estudo de quantis
aproximados. Finalmente, pode-se concluir que tantono caso univariado como
no multivariado, as estatísticas de assimetria, em geral, são mais poderosas do
que as de curtose, mas os testes da hipótese nula de normalidade devem
considerar tanto os testes de desvios de assimetria como os de curtose,
conjuntamente.



ABSTRACT

SANTOS, Andréa Cristiane. Definítíon of the sample size by using Monte
Cario simulatíon for the univariate and multivariate nonnalhy teste
based on skewness and kurtosis. LAVRAS: UFLA, 2001. 71p
(Dissertation-agronomy/ major in Statistics and Agricultura!
Experimentation)*

An alternative form to verify assumption of data normaiity is concerned
with the application ofthe tests based on skewness and kurtosis coefficient. The
objective of this work was to determine an optimum size samples for the
univariate (Zx and Z2) and multivariate (K\ and K2) statistics on basis of
simulatíon. The Zi and K\ statistics to verified the skewness alternative Z2
and K2 to verified the kurtosis alternative. Different probability density
functions, univariate and multivariate were generated, by Monte Cario
simulatíon method with aview to calculating the type Ierror rates and the power
ofthe test. The simulations were done by adopting the nominal levei of5% and
1%. Situations with p=2, 3, 4 and 5 variables, with different correlation
structures, were evaluated in the case of multivariates distributions. The
evaluation criterion in the univariate case was that ofthe comparison ofthe rates
obtained through the value of the rates of empirical power obtained by Shapiro
and Wilk test (1965). By Considerering the univariate case, itwas found that the
Z\ statistics possesses normal asymptotic approximation for n>25 and a =5%
can be recommended for routine use in the univariate case; The Z2 statistics
possesses normal asymptotic approximation for n£25 and a =5% can be
recommended for routine use in the univariate case for the kurtosis deviation
test; The K\ and K2 statistics possess approximation asymptotic better than Zi
and Z2 for a lower value ofthe nominal value of significance, recommended
for n£25 and n^lOO, respectively, warranting the compromise with the control
ofthe type I error rate and elevated power; In the case ofsymmetry distributions
wnh close to zero and non-normal the statistics based on skewness deviations
present higher power than Shapiro - Wilk's Wstatistics. For the multivariate

' Guidance Committee: Daniel Furtado Ferreira - UFLA (Major Professor).
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case the difíerents correlation structures, didnt afíèct me power and type I error
rate of the tests; The K\ statistics is adequate for use from n>50 for nominal
values of significance of 5 or 1%; The K2 statistics is asymptotically
appropriate for kurtosis deviation tests for n>100, independently of thenominal
values ofthe significance. The sizes indicated in the studies oftype I error rate
and power ofthe test, were the same ones found inthe studies of approximate
percentage points. The conclusion that both in the univariate case and
multivariate case the skewness statistics, in general, are more powerful than
those ofkurtosis, but the tests ofthe null hypothesis ofnormality must take into
account both the tests ofskewness deviations and those ofkurtosis jointly.

IV



1 INTRODUÇÃO

A distribuição normal é de suma importância tanto na estatística teórica

como na aplicada, por varias razões. Uma delas é que muitas variáveis na

natureza, como exemplo as variáveis físicas, biológicas ou psicológicas,
comportam-se de modo aproximadamente simétrico, podendo ser bem

representadas por esta distribuição. Sua propriedade matemática e estatística é

um outro fetor que a destaca dentre as outras distribuições. Além disso, outras
distribuições podem ser aproximadas pela distribuição normal, como a
distribuição Binomial, aPoisson, aGama, entre outras. Essas aproximações são
casos particulares do teorema central do limite.

Na pesquisa agropecuária, adistribuição normal éusada intensivamente,

pois variáveis como peso de animais, altura de plantas, produção de grãos, entre
outras, pressupostamente obedecem a estadistribuição.

Alguns métodos estatísticos têm como pressuposição básica a

normalidade dos dados ou dos resíduos obtidos sob um determinado modelo.

Sendo assim, a verificação de normalidade se torna algo imprescindível para a
validação das análises estatísticas.

Verificar a suposição de normalidade emumconjunto de dados é avaliar

ocomportamento frequencial dos mesmos, ou seja, a forma que a distribuição de

freqüência assume, a qual espera-se que seja campanular. Na literatura podem
ser encontrados vários métodos para testar a normalidade dos dados, entre eles o

teste de Kolmogorov-Smirnov (1933), Shapiro-Wilk (1965), Lilliefors (1967),
qui-quadrado (Campos, 1983), Cramér-von Mises (Campos,1983).

Além desses testes consagrados na literatura, essa verificação pode ser

feita indiretamente, utilizando testes baseados nos coeficientes de assimetria e

curtose, esperados sob a distribuição normal. Essa abordagem tem como



fundamento a comparação entre os valores paramétricos desses coeficientes na

distribuição normal com os valores estimados a partir da amostra ou do

experimento. Justifica-se tal comparação por meio dos resultados do Teorema de

Cramér (1951), apresentado por Bock (1975), o qual afirma que se duas

distribuições possuem osmesmos momentos para todas as ordens, pode-se dizer

que se referem à mesma distribuição.

Neste trabalho serão apresentadas duas estatísticas que são nti1i*a<fas

para verificar desvios de normalidade, para os casos univariado e multivariado.

Estas estatísticas são baseadas nos coeficientes de assimetria e curtose e têm

aproximações assintoticamente normais. Os resultados destes testes são válidos

quando o tamanho da amostra tende ao infinito. Esta colocação gera uma

questão: quão grande deveria ser otamanho amostrai para que as aproximações

fossem razoáveis? Não existem informações detalhadas, na literatura, que
abordem os tamanhos amostrais ótimos para as aproximações assintoticamente
normais que foram estudadas.

Tendo em vista esta lacuna, oobjetivo do presente trabalho épropor um
tamanho amostrai, via simulação Monte Cario, que seja suficiente para satisfezer
as propriedades assintóticas das estatísticas utilizadas para testar normalidade,
univariado e multivariado, baseados nos coeficientes deassimetria e curtose.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Testes paraavaliara normalidadedos dados

Na literatura existem vários métodos para verificar a suposição de
normalidade dos, dados ou resíduos de um modelo, necessária para a utilização
de muitos métodos estatísticos e procedimentos de estimação. Um método
eficiente para avaliar a normalidade de um conjunto de dados é o gráfico de
probabilidade normal, que compara a distribuição acumulada dos valores

observados com a distribuição acumulada da distribuição normal. Os dados ou
resíduos de um modelo poderão ser enquadrados como pertencentes a uma
distribuição normal se ográfico apresentar uma linha imaginária reta (Johnson e
Wichern, 1998). Outro método simples para verificar esta suposição pode ser
feita por meio da visualização de um histograma, através do qual se pode
constatar se os valores observados se aproximam de uma distribuição normal

Contudo, a visualização através deste método não é muito eficiente, pois em
alguns casos anormalidade dos dados pode ser mascarada devido a um pequeno
número de dados. Sendo assim, é aconselhável usar algum teste estatístico de
normalidade para realmente comprovar esta suposição (Bock, 1975). Oteste de

Z2, associado ao histograma amostrai, é deficiente também, pois onúmero de
classes é, em geral, mal estimado.

Oteste de %2 é muito utilizado nos testes de aderência, ou seja, é
aplicado para avaliar se um conjunto de dados é ou não proveniente de uma
distribuição teórica específica. Adistribuição teórica representa oque se poderia
esperar sob H0 (hipótese de nulidade). Este teste consiste em verificar se existe

diferença significativa entre as freqüências observadas e as freqüências



esperadas baseadas na distribuição teórica. Uma restrição para este teste é que os

dados, que deverão ser organizados em classes, devem ter a freqüência esperada
maior ou igual 5. Isto muitas vezes não acontece na prática, e uma solução para
contornar esse problema é realizar o agrupamento das classes de menor

freqüência, aumentando a freqüência esperada da nova classe (Campos, 1983).

Um teste que supera as restrições apresentadas no teste de j£ e é eficaz

para pequenas amostras é o teste introduzido por Kohnogorov (1933), dito teste

de Kolmogorov-Smirnov. Este teste consiste em comparar a freqüência
acumulada observada em um conjunto de dados com a freqüência acumulada de

uma distribuição teórica específica. Por esta comparação, pode-se avaliar se os

dados observados podem ser considerados como provenientes de uma
distribuição teórica específica. Este teste requer que a função de distribuição
específica tenha média e variânciaconhecidas.

Lilliefors (1967) apresentou uma modificação no teste de

Kolmogorov-Smirnov, que passou ater uma utilização mais ampla, pois amédia
eavariância da distribuição teórica não são previamente especificadas. Estas são

estimadas através dos dados amostrais. Este teste também se baseia em comparar
as freqüências acumuladas dos dados observados com as freqüências
acumuladas da distribuição teórica. Este teste não-paramétrico leva o próprio
nome do autor.

Oteste de Cramér-von Mises apresenta os mesmos propósitos do teste
de Kolmogorov-Smirnov, sendo uma alternativa para este. Porém, ébaseado em
estatísticas de ordem (Campos, 1983).

D'Agostino (1972) propõe um teste de normalidade baseado na

estatística D. Esta é obtida através de observações amostrais ordenadas. A

estatística do teste de normalidade é denotado por Y, para n>50. Os valores
obtidos pela estatística Y são comparados com valores tabelados.



Shapiro eWilk (SW), em 1965, propuseram um teste de normalidade,
denotado estatística W, que tem como objetivo comparar os valores esperados
das estatísticas de ordem da distribuição normal com os da distribuição da qual
se deseja verificar asuposição de normalidade. Se o resultado da estatística W,
obtido de uma amostra em questão, estiver na região crítica, então pode-se dizer
que os dados se distribuem normalmente. Nesse mesmo trabalho, foi realizado
um estudo de simulação usando o método de Monte Cario, com a finalidade de

comparar o poder do teste de Shapiro-Wilk com alguns testes de normalidade:

Z2, Kolmogorov-Smirnov, Cramer-Von-Mises, Durbin's, ^"e b2. Foi
considerado um tamanho amostrai n=20 eonível de significância de 5%, para
diferentes funções de densidade de probabilidade (f.d.p.). Os resultados obtidos
mostram a superioridade do teste de Shapiro-Wilk em relação aos demais testes
de normalidade.

Finalmente, podem ser citados os testes de normalidade que são
baseados nos coeficientes de assimetria e curtose, que serão abordados em
detalhes nas seções 2.5.1 e 2.5.2.

Utilizando ométodo de simulação de Monte Cario, Oja (1981) estudou o
poder do teste de duas aproximações normais baseadas em estatísticas de ordem

denotadas por 7j e T2. Estas estatísticas verificam os desvios de normalidade,
baseadas em assimetria ecurtose, respectivamente. Para oestudo em questão, foi
fixado cc=0,05 en=20. Foram geradas 2000 amostras das seguintes distribuições:
Weibul (a =2), exponencial, log-normal (cr =0,5 ecr =1), logística, Laplace,
Cauchy euniforme. As quatro primeiras distribuições foram empregadas para
testar assimetria e as restantes para testar curtose. Em 1983, Oja apresenta

derivações das estatísticas '1\ e T2 denotadas T[ e T2' para verificar os desvios de

normalidade. As mesmas distribuições geradas, o tamanho amostrai e os testes



utilizados para comparação, feitos no trabalho de 1981, foram consideradas

neste estudo. Os resultados foram resumidos na Tabela 1.

TABELA 1. Poder de alguns testes de desvios de normalidade para

determinadas distribuições de probabilidade para cc=0,05 e.
n=20.

w

Weibul(a=2) 0,156 0,145

Exponencial 0,842 0,706

Lognormal(o=l/2) 0,526 0,501

Lognormal(o=l) 0,934 0,866

Logistic 0,112 0,146

Laplace 0,258 0,245

Cauchy 0,875 0,783

Uniform 0,230

W: Shapiro-Wilk, bi: assimetriab* curtose

t2 t; t2

0,248 0,243

0,899 0,909

0,631 0,614

0,955 0,961

0,132 0,107

0,349 0,301

0,873 0,864

0,436 0,480

De um modo geral verifica-se, por meio da Tabela 1, que as estatística

7] e T2, 7J e r2 apresentam superioridade em poder quando comparadas com

bi e bi, sendo superiores até mesmo àestatística W de Shapiro-Wilk.

Por meio de simulações computacionais, utilizando o método Monte

Cario, D'Agostino eRosman (1974) fizeram um estudo de poder para comparar
o teste de Shapiro-Wilk (SW) com oteste de normalidade de Gery. Este teste é
baseado na razão entre os desvios médios pelo desvio padrão. Para este estudo

foram geradas 200 amostras, de tamanhos 20, 50 e 100. Omvel de significância
fixado foi 10%. Em situações em que as distribuições geradas eram simétricas, a
performance do teste de Gery foi tão boa quanto ado teste de SW, sendo que,



em algumas situações, oteste de Gery foi superior ao teste de SW. Nas situações
em que as distribuições eram assimétricas, oteste de SW foi superior.

Usando simulação, Machado (1983) avaliou duas estatísticas, baseadas
nos coeficientes de assimetria e curtose, para testar normalidade multivariada.
Os testes de assimetria ecurtose multivariados são baseadas no max(g)t nos
quais gsão os coeficientes de assimetria ecurtose univariadas. Em seu trabalho,
o autor propõe estudar estes testes por três métodos para todas as amostras
maiores que 8, para p=2, 3e4 variáveis. Estes métodos são: aproximação
assintótica, simulação de amostras empíricas de tamanho 4.000 esimulação de
Malkovich com amostras empíricas de tamanho 499. Contudo, o trabalho foi
realizado somente com os tamanhos amostrais de n=10, 25 e50 ep=2 variáveis.
Através de estudos de taxas de erro tipo I, para diferentes valores nominais,
concluiu-se que o tamanho n>25 garante uma boa aproximação assintótica
destas estatísticas, nos três diferentes métodos estudados.

Mudholkar, Mcdermott e Srivastava (1992) desenvolveram um teste
p-variado, denotado Zp, para testar normalidade multivariada. As taxas de erro

tipo I e poder do teste foram avaliadas via simulação Monte Cario. Esta
estatística é baseada na distância de Mahalanobis. Foram realizadas 5.000
simulações para os tamanhos amostrais, n=10(l)50 de uma população
p-dimensional, ou seja, 2<p<6. Os valores nominais de significância
fixados foram: 20%, 15%, 10%, 5% e 1%. Os resultados obtidos para oestudo
do controle da taxa de erro tipo Iestão apresentados na Tabela 2.

A estatística em questão mostrou-se conservadora com relação a
a=l%, controlando bem ataxa de erro tipo I para p<5, com «>10, ou

para p=6 com n>15. Para oestudo de poder, foram consideradas f.d.p's não
normais, para p=2 e 3 com os níveis nominais de 5% e 1%. Os resultados
mostraram uma monotonicidade com respeito ao tamanho da amostra e o mvel



de significância. À medida que o valor da significância nominal diminuiu,
ocorreu uma queda no poder. Por outro lado, o aumento do número de variáveis

elevou o poder doteste. Oteste atinge poder razoável comamostra n>50.

TABELA 2. Taxa de erro tipo Ida estatística Zp para os níveis nominais 20%,
15%, 10%, 5% e 1% etamanhos amostrais 10,20 e 30.

População n 0,20 0,15 0,10 0,05 0,01

JV2(0,7) 10 0,201 0,144 0,093 0,040 0,006

20 0,199 0,149 0,097 0,044 0,007

50 0,204 0,153 0,098 0,048 0,009

tf3(0,7) 10 0,209 0,153 0,010 0,047 0,009

20 0,199 0,146 0,095 0,045 0,005

50 0,191 0,145 0,093 0,044 0,007

iW) 10 0,200 0,149 0,103 0,053 0,011

20 0,201 0,147 0,094 0,039 0,005

50 0,199 0,143 0,089 0,042 0,007

#5(0,/) 10 0,213 0,160 0,106 0,057 0,016

20 0,194 0,143 0,094 0,041 0,006

50 0,194 0,141 0,089 0,042 0,006

N6(0,I) 10 0,236 0,177 0,119 0,063 0,015

20 0,200 0,151 0,098 0,048 0,008

50 0,199 0,146 0,940 0,043 0,006

Np(0,I) Distribuição normal p-variada



2.2 Definiçãode momentos

Os momentos de ordem r não centrados (mr ) de uma variável aleatória
(v.a.) Xcontínua são definidos em Bock (1975). Têm-se, dessa forma:

(1) mr = \xrf(x)dx r =l,2,...n
—00

em que /(*) éafunção densidade de probabilidade (f.d.p) de X.

Para que omomento mr exista para um certo r, épreciso que aintegral
(1) seja absolutamente convergente.

Oprimeiro momento (r =1) corresponde ao valor médio de X, ou seja,

(2) M=ml= jxlf(x)dx

A partir dos momentos não centrados, obtêm-se os momentos ditos
centrados. Esses momentos de ordem superior a 1, ou seja, (r >1), são definidos
em função dos desvios em relação àmédia, isto é,

CO

(3) MF = j(x-juYAx)dx r=2,3,...n



Tomando r=2, pode-se obter avariância da variável aleatória X, como é
apresentado na equação(4).

(4) <rz=M2= í(x-~/i)2f(x)dx =m2-r^

Fazendo r=3, obtém-se o momento centrado de ordem 3, expresso pela
equação (5):

«o

(5) Ms =j(x-fiff(x)dx =m3 -tm^ +2wf
-CO

onde //, é amedida deassimetria da distribuição X.

Fazendo r=4, pode-se obter omomento centrado de ordem 4 dado pela
equação (6),

00

(6) MA =j(x-juyf(x)dx=m4 -Ar^m, H-ó/nf/^ -3/w,4
^o

onde: //4 mede o grau de achatamento da distribuição X.

Seav.a. for discreta, substitui-se aintegral por somatório.

A partir das expressões dos momentos centrados, pode-se definir os
coeficientes de assimetria e curtose.
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Ocoeficiente de assimetria, aqui denotado por ^/Ã, éutilizado para
verificar oquanto adistribuição de Xémais ou menos simétrica em torno de seu
valor médio, e é definido por:

Mi^Mi

Sob distribuição normal, sabe-se que VÃ=o, ou seja, adistribuição é
perfeitamente simétrica. Esse resultado étomado com base para aclassificação
de outras distribuições, quanto à simetria. Diz-se que uma distribuição é
assimétrica àdireita se Jfo >oeassimétrica àesquerda, se Jft <o.

Apesar dos resultados apresentados utilizando /^=0, Mood, Graybill e
Boes (1974) questionam que nem sempre este valor para /*,, implicará na
determinação da forma da distribuição. Este questionamento é dado através de
um caso particular no qual éapresentada uma densidade assimétrica que possui

Por se tratar de um caso particular, notado por Mood, Graybill e Boes
(1974), ressalta-se que isto não torna inválida autilização de //, como medida
de simetria. No entanto, para verificar os desvios de normalidade existe a
necessidade de verificar a simetria e curtose, para as quais certamente seria
detectado o desvio de normalidade.

Ograu de achatamento de uma distribuição émedido pelo coeficiente de
curtose, definido por:

Pi ~ 2
Mi

11



Sob distribuição normal, sabe-se que^=3, dita distribuição

mesocúrtica; se p2 >3 indica uma distribuição afilada no centro, chamada

leptocúrtica; se p2 <3 indica uma distribuição achatada no centro, chamada

platicúrtica. Uma distribuição éconsiderada como normal se JÃ=0 e/?2 =3 a

demonstração desta afirmação pode ser encontrada em Bock (1975).

23 Coeficientes paramétricos de assimetria e curtose para as distribuições
univariadas:

Coeficientes paramétricos de assimetria ecurtose para cada distribuição
segundo Jonhson & Kotz(1970).

a) Exponencial

Os coeficientes de assimetria ecurtose para adistribuição exponencial,
com parâmetro et, são:

VÃ=2e£=9

Adistribuição exponencial é sempre assimétrica a direita e leptocúrtica
para qualquer valor do parâmetro a, ou seja, não existe dependência entre os

coeficientes de assimetria ecurtose eoparâmetro da distribuição.

b) Qui-quadrado

Para essa distribuição, osvalores paramétricos docoeficiente de
assimetria e curtose são:

12



em que v representa os graus de liberdade dessa distribuição.

TABELA 3. Valores paramétricos dos coeficientes de assimetria ecurtose da
distribuição qui-quadrado, considerando diferentes graus de
liberdade.

1G. L. 5G. L. 30 G.L.

VÃ 2'83 ~~Tãè -Õ32-

A 15'00 5,40 3,40

Por meio dos valores paramétricos dos coeficientes de assimetria e
curtose da distribuição qui-quadrado, verifica-se também que amedida que os
graus de liberdade aumentam, adistribuição se torna simétrica emesocúrtica.

c) Log-normal

Para adistribuição log-normal, os coeficientes de assimetria ecurtose
são dados por:

A2=w4+2w3+3w2-3

em que w =exp(cr2) e a2 éoparâmetro de forma.

13



TABELA 4. Valores paramétricos dos coeficientes de assimetria e curtose da

distribuição log-normal.

^=1 o-2 =0,1 cr2 =0,001

VÃ 6'18 1»007 0.063

02 113,94 4,85 3,02

Os resultados da Tabela 4 mostram que a distribuição log-normal se

tornasimétrica e mesocúrtica a medida que a2 diminui.

c) Uniforme

Para a distribuição uniforme com parâmetros a e b, U(a,b), os
coeficientes de assimetria ecurtose são, respectivamente, dados por:

7^=0 e£=l,80

Esses resultados mostram que a distribuição uniforme é simétrica e
platicúrtica, independentemente daescolha de seus parâmetros a eb.

2.4 Erros Tipo I e II e Poder do Teste

Quando se realiza um teste de hipótese, dois erros são possíveis, como

apresentado em Mood, Graybil e Boes (1974). Se uma hipótese for rejeitada
quando deveria ser aceita, diz-se que foi cometido erro Tipo I. Se, por outro
lado, for aceita uma hipótese que deveria ser rejeitada, diz-se que foi cometido
erro Tipo II. As probabilidades associadas a esses erros são denominadas a e
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p, respectivamente. Opoder de um teste édefinido por esses mesmos autores

como a probabüidade (1 - p) de rejeitar ahipótese de nulidade quando esta
realmente é falsa.

Para que quaisquer testes de hipóteses ou regras de decisão tenham
resultados válidos, eles devem ser planejados de modo que os erros de decisão
sejam reduzidos ao mínimo. Isto não é tarefa simples, pois para um dado
tamanho de amostra, a tentativa de diminuir um certo tipo de erro é
acompanhada pelo acréscimo do outro tipo. Na prática, um tipo de erro pode ser
mais importante que ooutro, de modo que se deve procurar uma acomodação
que fevoreça a limitação do erro mais sério. Uma alternativa, define Siegel
(1975), para reduzir ambos os erros, consiste em aumentar o tamanho da
amostra.

É possível encontrar, na literatura, estudos de alguns testes via
simulação, avaliando as taxas de erros empíricas, como o estudo sobre o erro
tipo I eopoder de alguns testes de comparações múltiplas, feito por Perecin e
Barbosa (1988). Utilizando ométodo de simulação de Monte Cario, Silva et ai
(1998) avaKaram as taxas de erro tipo I e o poder do teste de Scott-Knott e
compararam os resultados com os teste de Tukey, t, Scheffé, Newman-Keuls
modificado e t-baysiano.

Borges & Ferreira (1999) buscaram avaliar o aumento de riscos de se
tomarem decisões erradas (erro Tipo IeTipo H) na comparação de duas médias
populacionais. Para avaliar as probabüidades de se cometerem os erros, duas
populações foram simuladas via método de Monte Cario, no qual foi aplicado o
teste t para verificar adiferença entre as médias amostrais. Oteste t foi aplicado
através das aproximações de Satterthwait (1946) e de Cochran e Cox (1957).
Sendo as variâncias populacionais iguais, as probabilidades de se cometer o erro
tipo I foram praticamente as mesmas dos valores nominais estabelecidos.
Observou-se que à medida que as diferenças entre as médias populacionais
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foram aumentadas, para o caso de variâncias populacionais iguais, a

porcentagem de erro Tipo II diminuiu consideravelmente, aumentando o poder

do teste. Verificou-se também que, com o aumento do tamanho da amostra,

houve uma redução nas probabilidades tanto no erro Tipo I como no erro tipon.

As duas aproximações do teste f, usadas quando as populações apresentavam

variâncias heterocedásticas, não mostraram diferenças quanto à taxa de erro tipo

I e tipo II empíricas.

Emseutrabalho, Leonel (2000) avalia um procedimento alternativo para

comparação de tratamentos, nas análises em grupos de experimentos. Este

procedimento baseia-se na combinação das probabilidades dos contrastes de

interesse de cada experimento. Os resultados obtidos por este teste foram

comparados com os resultados da análise de variância tradicional. Por meio do

processo de simulação Monte Cario, foi possível avaliar as taxas de erro Tipo I e

o poder do teste. Nas situações avaliadas, ambos os testes controlaram bem a

taxa de erro Tipo I, com os valores nominais de 5% e 1%. Quanto ao poder do

teste verificou-se que o teste de significância coletiva apresenta baixo poder

quando comparado com a análise de variância tradicional.

Santos (2000) propõe, em seu trabalho, uma modificação para o

processo divisório do teste de Scott e Knott e novas alternativas de agrupamento.

O comportamento do teste quanto àstaxas de erro tipo I e o poder do teste, sob

situações de hipótese Hq completa e parcial, foram avaliadas por meio de

simulação Monte Cario. Entre outras conclusões, o autor verifica queo teste de

Scott Knott original controla adequadamente as taxas de erro tipo I, por

comparação e por experimento, sob Hq completa, mantendo o poder elevado,

mas não controla adequadamente sob Hq parcial. O teste de Scott Knott

modificado apresenta os mesmos resultados do original sob Hq completa, mas
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sob Hq parcial apresenta taxas de erro tipo I mais elevadas, embora tenha maior
poder.

2.5 Testes de normalidade baseados nos coeficientes de assimetria ecurtose

Comojá mencionado, os testes baseados nos coeficientes de assimetria e
curtose constituem uma alternativa para verificar a normalidade dos dados. No

caso univariado, não existe muita dificuldade para se verificar a normalidade dos
dados oudos resíduos obtidos por um modelo.

Já no caso multivariado, existe uma grande dificuldade para verificar
esta suposição. Pouca informação existe na literatura abordando testes
estatísticos de normalidade multivariado. Segundo Bock (1975), uma alternativa
para verificar a suposição de normalidade multivariada seria através da
verificação da normalidade da distribuição marginal univariada. Sabe-se que a
existência de uma distribuição normal multivariada implica em marginais
normalmente distribuídas. Contudo, não se pode garantir que a distribuição
conjunta de duas variáveis normais univariadas sejam uma normal multivariada.
Desta forma torna-se inviável a verificação da hipótese de normalidade via
marginais.

A verificação da normalidade multivariada, tomando-se por base a
verificação dos desvios de assimetria e curtose, é uma melhor opção. Esses
testes são de fácil manuseio por dependerem apenas dos tamanhos amostrais e
das estimativas dos coeficientes de assimetria e curtose. No entanto, seus
desenvolvimentos são baseados em estatísticas assintóticas. Na literatura, são
escassas as informações dos tamanhos amostrais ideais para asua utilização.
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2.5.1 Caso univariado

Oestimador docoeficiente deassimetria é dado por:

&=-%

em que fi é o estimador dos momentos centrados, referente às respectivas

ordens.

Valores críticos para a estatística ^Jb\ podem ser encontrados em

Person e Hartley (1966) para n>24 e em D'Agostino e Tietjen (1973) para n
variando de 5 a 35.

Em grandes amostras, os valores críticos de ^Jb[ podem ser

aproximados pela estatística Z\. Esta estatística é utilizada para verificar os

desvios emrelação à simetria do conjunto de dados:

ft(it+lX»+3)

em que n éotamanho da amostra. Os valores obtidos pela estatística Zj deverão

ser comparados com osvalores tabelados da distribuição normal padrão

O estimador do coeficiente decurtose é dado por:

Ml
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em que, p é o estimador dos momentos centrados, referente as respectivas
ordens.

Os valores críticos de b2 podem ser encontrados em Pearson e Hartley
(1966) para »>49 e D'Agostinho e Tietjen (1971) para n variando de 7 a 50.
Para grandes amostras, os valores críticos de bz podem ser aproximados pela
estatística Z2, que éutilizada para verificar os desvios em relação acurtose:

*2 = b -3+-Í-1 K"+l)2(*+3)(»+5)
w+lJV 24/í(/í-2)(w-3)

em que néotamanho da amostra. Os valores obtidos pela estatística Z2 deverão

ser comparados com os valores tabelados da distribuição normal padrão, pois as
estatísticas Z, e Z2, para grandes tamanhos amostrais, são normalmente

distribuídas, N(0,1).

2.5.2 Caso multivariado

Um método simples e matematicamente tratável para se verificar a
suposição da normaHdade multivariada é o teste baseado na medida de
assimetria e curtose multivariada de Mardia (1970). Para a distribuição
multivariada, ocoeficiente de assimetria édado por:

AP=E{(y-MyY~l(x-M)Y
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em que x e y são dois vetores de realizações multivariadas independentes e

provenientes da mesma distribuição; £ éa matriz de variância-covariância

populacional; // amédia populacional e p é o número de variáveis.

Ocoeficiente de curtose para adistribuição p-variada édado por:

A.,=£{0'-y«)'I"'0'-/<)}2

Emuma distribuição normal multivariada, espera-se que

A„=° e p2p=p(p+2).

Para uma amostra de tamanho /*, os estimadores de /?, e p são

respectivamente:

1 XT"i V1"»

em que g, =(y, -yys?(ys -y) e dt =^i~
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Mardia (1970) mostrou que, para grandes amostras,

K,-— ~ Z

PÍP+typ+2)com yKy ™—L graus deliberdade
o

v 02,p-P(P +2)
K*-{*P(p+2)/n}V~mi)

Portanto, as quantidades Kt e K2 são as estatísticas utilizadas para
testar a hipótese nula de que a distribuição, da qual se extraiu a amostra, é
normal multivariada.

Éconveniente salientar que tanto as estatísticas univariadas como as
multivariadas possuem distribuições assintóticas.

2.6 Simulação e Método de Monte Cario

Dachs (1988) define simulação como o processo para imitar o
comportamento de um sistema real, para estudar seu funcionamento sob
condições alternativas. Tornou-se cada vez mais freqüente ouso de métodos de
simulação para estudar novos procedimentos estatísticos ou para comparar o
comportamento de diferentes técnicas estatísticas.
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Na experimentação agrícola, é freqüente a instalação de ensaios em

diversas áreas. Num estudo científico, esses ensaios precisam ser repetidos sob

as mais diversas condições para avaliar uma característica em estudo ou

comparar algum método estatístico. Sendo assim, o trabalho do pesquisador

seria impraticável, pois às vezes ele não dispõe de tempo, espaço físico

adequado, recursos financeiros ou material para a realização do estudo. Desta

maneira, o uso de métodos de simulação tem sido uma importante ferramenta
para este propósito.

Para se ter uma idéia de simulação, é necessário definir o conceito de

seqüência aleatória. Lehmer (1951) define que uma seqüência aleatória é um

conceito vago, que engloba a idéia de uma seqüência em que cada termo é

imprevisível, cujos dígitos passam por um certo número de testes, de uso

tradicional pelos estatísticos, e que dependem, de certa forma, dos usos que se

pretende dar a seqüência. Na realidade, tais seqüências não são aleatórias no

sentido estrito da palavra, mas, para fins práticos, comportam-se como se

fossem, comenta Dachs (1988). Estas seqüências são ditas pseudo-aíeatórias.

Dachs (1988) descreveu processos de geração de amostras aleatórias a

partir de uma distribuição uniforme (0,1). A linguagem computacional utilizada

pelo autor na implementação dos algoritmos para a geração de seqüências
aleatórias foi a linguagem Pascal. Este tipo de construção está baseado no

teorema de probabilidade integral, que garante que é possível obter, a partir de

uma distribuição uniforme (0,1), uma amostra de qualquer outra distribuição.

Este teorema afirma que se U tem distribuição uniforme (0,1); e se F é uma

função de distribuição qualquer, a variável X= F~l (U) tem função de

distribuição F. Analiticamente, tem-se que:

P(X < x)= P(F~l(U) < x)= P(F [F-1 (U)] < F(x)) = P(U < F(x))
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como Ué uniforme eF(x) está enteO e 1, então

P(U<F(x)) =F(x)

de modoque

P(X<x) =F(x),

ou seja, X tem função de distribuição F.

Por meio da Figura 1é possível entender o teorema da probabilidade
integral com maior facilidade. Repetindo-se oprocesso descrito nvezes, pode-se
gerar uma amostra aleatória de uma f.d.p. qualquer, a partir da distribuição
uniforme (0,1).

FIGURA 1. Processo ilustrativo da geração de um número aleatório (X0)
com uma função de distribuição F(x) qualquer.

Ométodo de Monte Cario, de uma maneira bastante simplificada, éum
algoritmo que consiste em simular dados a partir de uma seqüência
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pseudo-aleatória, baseada na distribuição uniforme (0,1). Todo processo

simulado que envolve um componente aleatório de qualquer distribuição é

considerado como pertencente ao método deMonte Cario. Aúnica restrição para

o uso deste método é a sua impraticabilidade para distribuições cuja função

distribuição seja desconhecida, ou cuja inversão não seja possível pela não

existência de algoritmos numéricos. Felizmente, na literatura existem inúmeros

algoritmos eficientes de inversão das funções de distribuições comumente

usadas pelos estatísticos.

3 METODOLOGIA

Paraavaliar as taxas de erro Tipo I e o poder dos testes assintóticos de

normalidade baseados nos coeficientes deassimetria e curtose, foram utilizados

simulações computacionais pelo método deMonteCario.

O programa utilizado para simular as situações foi feito por meio dos

recursos computacionais do sistema estatístico SAS®, baseado nos programas

apresentados por Khaltree e Naik (1995). Em todos os casos utilizou-se o

teorema da probabilidade integral para gerar amostras aleatórias, extraídas da

respectiva população (f.dp). Nesta seção serão descritas as várias etapas e
procedimentos estatísticos necessários para a efetivação desse processo.
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3.1 Simulação dos dados univariados

Para a realização deste estudo, foram simuladas amostras com diferentes
funções de densidade de probabilidade (f.dp.). Foram consideradas amostras de
diferentes tamanhos (n), variando de 5em 5ede 50 em 50: n=5(5)100(50)500.
Cada situação foi simulada 5.000 vezes. As tdp.'s consideradas foram:

a) normal (100,100);

b) log-normal com o2 =1; 0,1; e 0,001;

c) z2 com v=1, 5e30 graus de liberdade;
d) exponencial, com. a =1,5e20

e) uniforme (0,1)

3.2 Simulação dos dadosmultivariados

Para simular amostras multivariadas, foram considerados os mesmos
tamanhos amostrais do caso univariado. As situações avaliadas continham p=2,
3, 4 e 5 variáveis. Cada situação foi simulada 5.000 vezes. As distribuições
consideradas foram:

a) normal multivariada;

b) uniforme multivariada;

c) distribuição multivariada gerada apartir da distribuição exponencial;
d) distribuição multivariada gerada a partir da distribuição de qui-

quadrado;

As distribuições dos itens b, c e d são distribuições não normais que
foram geradas com o propósito de avaliar o poder dos testes de normalidade.
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Neste trabalho não houve a preocupação em expressar essas distribuições
analiticamente.

A estrutura damatriz decovariância populacional considerada foi:

I =

P

P

1

P

P

P

1

P-l P-2 P-3 P-4
P P P P

P-l

P-2

.P-3

P-4

1

em quep é um valor pertencente ao intervalo ]-l, l[; a2 é uma constante

maior que zero. Fazendo assim, S éuma matriz positiva definida.

Foram considerados os seguintes valores de p: 0; 0,5; 0,9; -0,5. Sem

perda de generalidade, foi considerada a distribuição normal multivariada com

a =1 e vetor de médias p =0.

A seguir foi descrito apenas o procedimento para gerar os dados da

distribuição normal multivariada, uma vez que as demais distribuições foram
obtidas da mesma forma.

Primeiramente, gerou-se um vetor z^j de observações normais

padronizadas (ou de outra distribuição sob estudo), cujos elementos são

independentes. Para isso usou-se oteorema da probabilidade integral. A matriz
2 foi fatorada para obtenção do fator Cholesky, que éum método utilizado para
extrair a raiz quadrada da matriz S, de tal modo que: Z=FF\ A matriz Fé o
fator de Cholesky.
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Fazendo ju =0, obtém-se ovetor x da seguinte forma:

x = Fz+p

o qual possui média 0, pois E(x) =ju =0 e variância 2, pois

v(x) =Fy(z)F' = FF' =2. Assim, oteorema de probabilidade integral
garante que Z~N(09I). Para as demais distribuições, a média e a variância

tinham outros resultados, cujas apresentações fogem dos propósitos do presente
trabalho.

Oprocesso de transformação linear singular aplicada a um vetor normal
multivariado garante que não há alteração na distribuição (Johnson e

Wichern, 1998) sendo, assim, x~tffo,I j. Oprocesso érepetido até que se
gerem tantos x quanto for o tamanho da amostra.

33 Aplicação dos testes

A partir dos estimadores apresentados na seções 2.5.1 e 2.5.2, foram
obtidas, em cada amostra, as estimativas para Jj^ e fi2 univariado e fll e

Pi,P multivariado, respectivamente. Foram computadas as estatísticas Z,, Z ,

K\ e K2 apresentadas nas mesmas seções. As estatísticas multivariadas foram

aphcadas ao caso com p=l , bem como as estatísticas univariadas foram
aplicadas aos casos multivariados.
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Para facilitar a implementação do algoritmo utilizado, a estatística Z,

foi considerada como uma distribuição qui-quadrado, tomando-se o seu
quadrado.

Nos algoritmos apresentados nos anexos A e B, para os casos
univariado e multivariado, foram consideradas duas opções para verificar se o
teste se tornava mais sensível aos desvios de normalidade:

a)verificou-se a assimetria ecurtose independentemente;

b) verificou-sea assimetria e curtosesimultaneamente.

3.4- Avaliação dastaxasde errotipo I

Para medir as taxas de erro tipo I, foram consideradas as situações sob
f.dp. normais. Os valores nominais utilizados para a avaliação da taxa de erro
tipo I, para as distribuições normais univariada ou multivariada, foram de 5% e
1%. As hipóteses avaliadas foram:

d).Hq ': distribuiçãosimétrica #oU> :VÃ=° (univariado)
Ho"2):A,/»=° (multivariado)

Hq2) :distribuição mesocúrtica H<ZÍ):p2=3 (univariado)

*ío2):fi2,p=P(P+2) (multivariado)

As probabilidades correspondentes às estatísticas Zj, Zj, K\ e K2
foram obtidas a fim de que fossem comparadas com os valores nominais

estabelecidos. Se os valores obtidos pelas estatísticas pertenciam à região crítica,
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as hipóteses HJ e ^ foram rejeitadas indevidamente; nesse caso, estava
ocorrendo o erro tipo I. Ototal de rejeições foi computadas em cada caso e as
proporções de erros tipo I empíricas, foram obtidas. A inadequação do teste
aplicado foi avaliada por um afestamento entre ovalor nominal adotado e a taxa
empírica computada.

3.5 - Avaliaçãodo poderdo teste

Para medir o poder, foram consideradas as situações sob f.dp. não

normais. Os testes das hipóteses h£} e Hf, quando não rejeitadas, refletiram
uma situação na qual se cometeu oerro tipo n. Aproporção de casos em que as
respectivas hipóteses foram rejeitadas foi computada.

Essa proporção mediu o poder empírico dos testes empregados. O
critério de avaliação no caso univariado foi o da comparação do poder com o
poder empírico, obtida pelo teste Wde Shapiro-Wilk (1965).

3.6 Avaliaçãodos quantis

Sob td.p. normal univariada ou multivariada, foi obtida a distribuição
empírica das estatísticas Z,, Z2, £, e K2. Os quantis das distribuições
empíricas foram comparados com os obtidos pela distribuição normal univariada
padrão ou de qui-quadrado limitantes, com a finalidade de avaliar a sua
adequação.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados foram apresentados em duas etapas: na primeira, o caso
univariado, e na Segunda, o casomultivariado.

4.1 Caso univariado

Sob Ho verdadeira (distribuição normal), avaliou-se a taxa de erro tipo I.
Verificou-se, pela Figura 2(a), que as estatísticas Z\ e W se mostraram

adequadas quanto ao controle da taxa de erro tipo I, mesmo para pequenas
amostras, ouseja, n<30. Aestatística K\ aproximou-se dovalor nominal de 5%

somente para um tamanho amostrai igual ou superior a 75. É conveniente

salientar que para os valores da significância nominal de 5% e de 1% são

esperados, em 99% dos casos, resuhados das taxas empíricas no intervalo de
4,2% a 5,8% e 0,67% a 1,42%, respectivamente.

Para o caso da curtose, verificou-se que as estatísticas Z2 e K2 não

controlaram adequadamente ataxa de erro tipo 1. Aestatística Z2 aproximou-se

do valor nominal de forma razoável para n>100. Opior desempenho, quanto ao
controle da taxa de erro tipo I, ocorreu com a estatística K2, pois os resultados

obtidos, estavam aquém do valor nominal estabelecido, independentemente do
tamanho amostrai. Para essa estatística houve uma tendência da taxa de erro tipo
I dese aproximar dovalor nominal com oaumento dovalor den.

Na Figura 2(b) encontram-se os resultados para o valor nominal de
significância de 1%. Verificou-se que o teste W (Shapiro-Wilk) controlou
adequadamente a taxa de erro tipo I para amostras de todos os tamanhos, como
era esperado. A estatística Klt para amostras de tamanho n<25, tendeu a
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subestimar o valor nominal de significância (1%). Para amostras superiores a 25,

aproximou-se consideravelmente do valor nominal, tornando-se bastante

razoável sua aproximação para amostras de tamanho n>200. Já a estatísticas Zx

tendeu a superestimar o valor da significância nominal para n<100, e a partir

desse valor aproximou-se do valor nominal de 1%. As estatísticas Z2 e K2

também não controlaram a taxa de erro tipo I, pois se mantiveram acima do

valor nominal para n>100. A estatística K2 tendeu lentamente ao valornominal

para grandes tamanhos amostrais (n>500), embora com n>25 as taxas empíricas

de erro tipo I já pertenciam ao intervalo de confiança proposto. Neste caso, o

pior desempenho ocorreu com a estatística Z2i que vagarosamente tendeu ao

valor nominal, porém o superestimando para todos os valores de n. As

estatísticas relacionadas com assimetria, apresentaram-se com melhores

resultados para o controle da taxa de erro tipo I. No casoem que o valor nominal

foi de 1%, verificou que todas as estatísticas, exceto a estatística W, não

controlarama taxa de erro tipo 1adequadamente, para pequenas amostras.

A medida que o valor da significância nominal diminuiu, os testes

tenderam a apresentar maiores taxas de erro tipo I relativas, indicando que a

aproximação assintótica possui cauda mais leve do que a normal N(0,1), ou a

qui-quadrado limitantes. É razoável pensar que o teste deveria ser indicado para

ser usado com valor nominal de 5%. Nesse caso, o critérioZ\ para assimetria e o

Z2 para curtose deveriam ser recomendados com n>25. Para uso a 1%, as

estatísticas Ki e K2 foram mais adequadas e poderiam ser recomendadas com n a

partirde 25.

Um resultado interessante (também verificado na Figura 2) é que a

escolha da probabilidade do erro tipo I determina a escolha do teste mais

adequado à ser utilizado.
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FIGURA 2. Taxa de erro tipo I considerando o valor nominal de 5% (a) e de
l%(b).

Para avaliar o poder do teste, foram consideradas distribuições cujas
f.d.p.'s são não normais. Os resultados obtidos pela distribuição exponencial,
com os parâmetros, a = l, 5 e 20 foram idênticos para os dois valores

nominais estabelecidos, como pode ser visto nas Figuras 3e4. Nas Figuras 3e4
pode-se claramente verificar a semelhança de poder considerando valores
paramétricos tão diferentes. Observando-se as Figuras 3e 4, verificou-se, ainda,
que o teste W superou em poder as estatísticas de assimetria e curtose.

Resultados similares, em que o teste de Shapiro-Wilk é superior a outros testes
de normalidade, também podem ser encontrados no estudo feito por
Shapiro-Wilk (1965). Considerando os aspectos práticos, as estatísticas K,, Z, e
Wpodem ser consideradas idênticas com relação ao poder que apresentaram. Já
com amostras n>20, os testes baseados em assimetria apresentaram poder
bastante elevado. Aestatística Z, tem uma pequena superioridade em relação a
K] e estas tendem a se igualar em poder quando n>50 e se igualam à estatística

Wpara os valores nominais de significância de 5% ede l%. Aestatística Z2
apresenta uma pequena superioridade em poder quando comparada com a
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estatística K2 . Estas estatísticas aumentam o poder de rejeição da hipótese nula

vagarosamente, tendendo à se igualarem a medida que aumenta o tamanho

amostrai. Atingiram um elevado poderquando n>100.

O fato dos resultados obtidos não serem afetados pelos diferentes valores

do parâmetro a se dá pelo fato de que os coeficientes de assimetria e curtose

paramétricos destadistribuição não serem dependentes do valor de a.

100-

.-. 80-

S 60-
Ir
V
i
i

o -•

a;

Í"o-
0)1 20-

• K1

• Z1

—*- K2

-»-Z2

100-

T? 80-
òS

£ 60-
<n

•2o 40 j

E 20"
Q.

0-

:3r'"

50 100 150 200 250 300 350 400

tamanho da amostra

"/ V .- K1

• Z1

—A- K2

—V- Z2

— 4- W

50 100 150 200 250 300 350 400

tamanho da amostra

(a) (b)
FIGURA 3. Poder do teste considerando a distribuição exponencial com a-\ e valores
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Considerando adistribuição de qui-quadrado, verificou-se que o poder

diminuiu gradativamente com o aumento do grau de liberdade da distribuição,

como mostram as Tabelas 5 e 6 e a Figura 5. Este declínio de poder era

esperado, pois os coeficientes paramétricos da distribuição de qui-quadrado,

indicam que quanto maior é o grau de liberdade adotado, mais simétrica e

mesocúrtica setorna adistribuição. Desta maneira, os testes teriam menor poder
em detectar os desvios de normalidade.

Pela Tabela 5, em que seconsiderou a distribuição dequi-quadrado com

1grau deliberdade, verificou-se que o teste W foi superior em poder as demais

estatísticas. Alcançou um poder elevado a partir de amostras pequenas, ou seja,

n>20, para os dois valores nominais especificados. As estatísticas Z\ q K\,

considerando o valor nominal de 5%, atingiram um poder elevado para n^20. A

estatística Z\ apresentou uma pequena superioridade em relação a K\. As

estatísticas W, Z\ e K\ praticamente se igualam em poder quando n>50. As

estatísticas referentes à curtose, Z2 e K2, atingiram poder elevado (>80%)

quando n>40. Quando considerando o valor nominal de 1%, verificou-se que as

estatística Z\ e K\ atingiram poder elevado quando n^25. As estatísticas Z2 e

K2 atingiram elevado poder para n>40, considerando o valor nominal de 5% e

n>45 para 1%.

Observando a Tabela 6, referente à distribuição de # com 5 graus de

liberdade, verificou-se que o poder de todos os testes é inferior quando

comparados coma distribuição de qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Para o

valor nominal de 5%, Z\ e K\ atingiram um poder elevado para n>50. As

estatísticas Z2 e K2 atingiram poder elevado quando n>200. O teste W se

manteve superior às demais estatísticas e atingiu poder elevado quando n>40.
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Considerando o valor nominal de 1%, verificou-se que Zx e Kx tiveram poder

elevado quando n>70. As estatísticas Z2 e K2 atingiram poder elevado quando

n>250. O critério W atingiu um elevado poder para n£6*0. No casos da

distribuição de qui-quadrado com 1 e 5 graus de liberdade, a estatística W

superou em poder as demais estatísticas. Este resultado está coerente com o que
é afirmado por Shapiro eWilk (1965), quando se referem ao poder da estatística
W.

A queda marcante de poder é mostrada na Figura 5 por meio da

distribuição z com 30 graus de liberdade. Esta distribuição tem coeficientes

de assimetria e de curtose semelhantes aos da distribuição normal; sendo assim,
foi possível compreender esta queda no poder, que aumentou lentamente, à

medida que aumentou otamanho da amostra. Pela Figura 5(a), verificou-se que
Z\ e K\ possuíam poder bastante semelhante, atingindo umvalor elevado para

n>200. Os critério de curtose Z2 e K2 apresentaram baixo poder (<40%) para

rejeitar a hipótese de nulidade, mesmo considerando n=550. Na Figura 5(b),
verificou-se que Z\ e K\ atingiram poder elevado para n£300. Os critérios Z2

e K2 apresentaram baixo poder (<35%) em rejeitar a hipótese de que a

distribuição énormal. Éinteressante notar que oteste Wse manteve com poder
inferior aos critérios de assimetria tanto para 5% como para 1%, resultado não

esperado, uma vez que o mesmo é considerado extremamente poderoso. Este
resultado, em que oteste de Shapiro-Wilk éinferior quanto ao poder em relação
a estatísticas baseadas em assimetria e curtose, também foi encontrado por Oja
(1981 e 1983). Sabe-se que com v=30, adistribuição de qui-quadrado apresenta
coeficiente de assimetria igual a 0,52, mostrando ser uma distribuição
ligeiramente simétrica à direita. Nesse caso, é notório que umteste, baseado em

desvios de assimetria, seja mais poderoso que oteste W de Shapiro-Wilk para
detectar uma distribuição não-normal. Oteste W, para ser considerado de maior
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poder (>80%), tem que ser empregado nessa distribuição para n>300 com valor

nominal de significância de 5% e para n>500 com significância nominal de 1%.

TABELA 5. Poder empírico utilizando aDistribuição z2 com 1G.L
Kl Kl K2 K2 K1K2 K1K2 Zl Zl Z2 72 W W~~

n 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% lo/0

5 WÕ 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 28,00 0,00 21,24 0,00 29,80 13,70
10 3530 16,14 14,64 6,70 35,30 16,14 58,28 36,86 4030 32,66 74,12 5138
15 65,62 42,42 32,78 25,72 65,62 42,42 78,00 59,44 523 44,26 9230 77,56
20 82,80 60,04 4634 37,44 82,80 60,04 89,70 75,00 61,46 52^8 98,26 92,68
25 92^0 8032 57,42 48,74 92,90 8032 95,56 87,14 69,44 61,92 99,66 98,12
30 96,98 89,92 6632 57,96 96,98 89,92 98,06 93,28 7532 6836 99,94 99,62
35 98,92 95,22 74,66 6630 98,92 95,22 9936 97,12 81,40 75,26 100,00 99,96
40 99,60 97,74 79,18 72^6 99,60 97,74 99,76 98,46 84,86 793 100,00 99,98
45 99,94 98,64 83,42 76,90 99,94 98,64 99,98 99,14 87,46 82,94 100,00 100,00
50 99,98 99,76 87,66 82,02 99,98 99,76 99,98 99,88 91,44 86,96 100,00 100,00
55 100,00 99,76 90,40 85,76 100,00 99,76 100,00 99,98 93,08 8932 100,00 100,00
60 100,00 99,94 92,04 88,68 100,00 99,94 100,00 99,96 9430 91,44 100,00 100,00
65 100,00 99,98 93,66 90,40 100,00 99,98100,00 100,00 9530 93,06 100,00 100,00
70 100,00 99,98 95,88 92,78 100,00 99,98 100,00 100,00 96,76 95,00100,00 100,00
75 100,00 100,00 96,46 9336 100,00 100,00 100,00 100,00 97,10 95,48 100,00 100,00
80 100,00 100,00 97,18 95,04 100,00 100,00 100,00 100,00 97,90 9634 100,00 100,00
85 100,00 100,00 97,60 95,84 100,00 100,00 100,00 100,00 9830 97,04 100,00 100,00
90 100,00 100,00 98,16 96,88 100,00 100,00 100,00 100,00 98,70 97,68 100,00 100,00
95 100,00 100,00 98,64 97,48 100,00 100,00 100,00 100,00 99,06 98,06 100,00 100,00
100 100,00 100,00 99,16 98,12 100,00 100,00 100,00 100,00 9934 98,62 100,00 100,00
150 100,00 100,00 99,92 99,86 100,00 100,00 100,00 100,00 99,92 99,90 100,00 100,00
200 100,00 100,00 100,00 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,98 100,00 100,00
250 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
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TABELA 6. Poder empírico utilizando aDistribuição z2 com 5G.L.
Kl Kl K2 K2 K1K2 K1K2 Zl Zl Z2 Z2 W W

5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1%

5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 9,48 0,00 6^2 0,00 8,50 230

10 8,80 1,90 2,00 0,32 8,80 1,90 19,96 9,42 15,10 10,72 19,84 830

15 19,96 8,10 83 4,88 19,98 8,12 3032 16,44 193 14.06 31,66 1332

20 33,14 17.02 143 9,86 333 17,18 43,12 253 25,02 18,96 44,64 2430

25 423 23,42 17,72 13,10 42,02 23,48 503 30,80 25,94 20,12 54,40 32,74

30 513 30,98 21,80 16,30 5130 31,04 583 38,80 29,20 23,50 6336 40.78

35 61,70 39,64 25,66 19,18 61,70 39,66 67,48 46,56 33,28 26,54 71,98 50,88

40 6936 47,10 293 21,74 6936 47,18 74,68 5436 3634 2936 80,14 59,44

45 75,72 54,60 31,84 24,98 75,72 54,64 7932 60.08 38,84 31,14 853 67,54

50 813 6232 35,70 28,44 813 6234 84,00 6732 42,32 34,58 8932 74,78

55 80,44 6130 353 27,70 80,86 6130 83,96 66,18 41,84 34,06 893 7436

60 89,10 72,50 40,82 33,02 89,14 7230 90,84 76,78 46,94 38,62 95,72 8632

65 90,92 75,84 42,98 34.76 90,92 75,84 92.42 7938 48,42 40,30 96,60 88,74

70 90,70 763 42,76 34,52 90,70 763 91,98 79,10 47,78 39,66 9638 88,40

75 94,76 83,92 4830 39,30 94,76 83,92 95,70 85,96 533 44,38 983 93,64

80 96,14 8730 49,48 40,62 96,14 8730 96,90 8938 54,18 45,80 98,98 95,62

85 9730 8930 52,08 43,52 9736 8934 97,62 9134 56,86 47,92 993 96,66

90 98,48 92,48 54,00 45,36 9836 96,48 98,62 93,62 58,52 49,48 99,68 98,00

95 98,70 93,86 56,04 47,62 98,72 93,86 98,78 94,84 60,40 51,90 99,64 9836

100 98,98 953 57,92 48,94 99,02 953 99,12 95,94 62,46 53,54 99,80 98,76

150 100,00 99,64 72,66 64,32 100,00 99,64 100,00 99,68 75,24 67,42 100,00 100,00

200 100,00 99,98 81,60 73,78 100,00 99,98 100,00 99,98 83,46 76,06 100,00 100,00

250 100,00 100,00 88,84 82,98 100,00 100,00 100,00 100,00 90,04 84,52 100,00 100,00

300 100,00 100,00 92,62 87,66 100,00 100,00 100,00 100,00 93,40 88,90 100,00 100,00

350 100,00 100,00 94,62 90,84 100,00 100,00 100,00 100,00 953 91,70 100,00 100,00

400 100,00 100,00 96,94 94,86 100,00 100,00 100,00 100,00 97,20 953 100,00 100,00

450 100.00 100,00 98,52 96,92 100,00 100,00 100,00 100,00 98,76 97,14 100,00 100,00
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FIGURA 5. Poder do teste considerando a distribuição qui-quadrado com 30 g.l. com

os valores nominais de significância de 5% (a) e de 1% (b).

Os resultados obtidos através da distribuição log-normal com <r2 =I

estão apresentados na Tabela 7. Verificou-se que Z\ e K\ atingiram poder

elevado quando n>20 para a =5% e n>30 para « =1%. As estatísticas Z2 e Kj

atingiram poder elevado quando n>35 para a =5% e n>40 para a =\%. A

estatística Wsuperou as demais estatísticas, tanto a 5%como a 1%, e atingiu um

elevado poder com n>15 para 5% e n>20 para 1%. Resultados de poder da

estatística W, encontrados por Shapiro e Wilk (1965), sugerem que esta é mais

poderosa do que outras estatísticas. Os resultados aqui encontrados corroboram

esta afirmação.

A distribuição log-normal com cr =0,1, com seus valores de poder

representados na Figura 6, mostrou uma pequena superioridade de Z\ e K\ em

relação à estatística W. O poder destas estatísticas tende a se igualar à medida

que n cresce. Por meio da Figura 6(a), em que o valor nominal considerado foi

de 5%, verificou-se que Z\, K\ e Watingiram um elevado poder quando n>75.
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As estatísticas Z2 e K2 tiveram baixo poder quando comparadas com as

demais e atingiram alto poder com grandes tamanhos amostrais, quais sejam,
n>300. As mesmas observações foram validadas quando o valor nominal

considerado foi de 1%, como apresentado na Figura 6(b) no entanto com n>100
para ostestes deassimetria e W e com n>400 para ostestes decurtose.

Considerando a distribuição log-normal com a1=0,001 (Figura 1\
observou-se que Z\ e K\ superaram a estatística W. Resultados semelhantes

com outras estatísticas, para esta mesma distribuição, foram encontradas por Oja
(1981 e 1983). As estatísticas Z2 e K2 apresentaram poder inferior quando

comparadas com os demais critérios. Todas as estatísticas apresentaram baixo
poder em detectar os desvios de normalidade, pois esta distribuição é

praticamente simétrica (^#=0,063) e mesocúrtica (02=3,O2). Isso é

esperado, pois conforme a2 diminui, a distribuição torna-se simétrica e
mesocúrtica. Sendo assim, os testes seriam menos sensíveis para detectar os
desvios de normalidade. Os resultados obtidos para a distribuição de
qui-quadrado com elevados graus de liberdade também foram semelhantes, ou
seja, a estatística W foi superada em poder pelos testes de assimetria, em uma

distribuição com apenas um pequeno desvio (^=0,063). Para ovalor nominal
de significância de 1% e tamanhos amostrais maiores, diga-se n>100, os testes
baseados em desvios de curtose se igualaram ao teste de Shapiro-Wilk (W). Esse
é um feto também surpreendente, pois além de terem sido, nos casos anteriores

sempre menos poderosos, aqui foram aplicados em uma distribuição que pode

ser considerada praticamente mesocúrtica (£=3,02). Este resultado foi

parecido com os encontrados por D'Agostino e Rosman (1974), segundo os
quais oteste de Gery em amostras simétricas foi, em algumas situações, superior
ao teste de Shapiro-Wilk.
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TABELA 7. Poder empírico utilizando adistribuição log-normal o^=l
Kl Kl K2 K2 K1K2 K1K2 Zl Zl Z2 Z2 W W

5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5% 1%

5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 24,88 0,00 18,20 0,00 23,98 10,40

10 3436 18,20 1734 8,30 34,56 18,20 54,50 35,82 40,36 33,66 61,24 41,54
15 64,12 4438 37,18 29,94 64,12 4438 75,96 58,68 54,08 47,52 82,70 65,72

20 80,86 64,82 5236 45,14 80,86 64,82 8634 7432 6532 58,66 92,44 82,84
25 9032 79,48 64,14 56,38 9032 79,48 93,62 85,10 72,88 67,46 97,46 92^6

30 96,18 89,12 73,04 66,72 96,18 89,12 97,48 9236 80,24 753 99,22 97,24
35 9832 94,26 79,80 74,42 9832 94,26 98,96 9630 84,98 80,46 99,76 98,96
40 9920 96,88 8430 79,36 99,20 96,88 99,40 97,86 88,58 84,56 100,00 9934
45 99,74 9830 87,94 84,12 99,74 9830 99,82 98,88 91,08 87,68 100,00 99,92
50 99,90 99,48 91,00 88,00 99,90 99,48 99,94 99,68 93,30 90,52 100,00 99,98
55 99,88 99,68 93,44 90,50 99,88 99,68 99,92 99,74 95,02 92,84 100,00 99,98
60 99,98 99,86 95,12 92,60 99,98 99,86 100,00 99,92 96,42 9436 100,00 100,00
65 99,98 99,84 9630 94,46 99,98 99,84 100,00 99,98 97,42 95,76 100,00 100,00
70 100,00 100,00 97,44 95,66 100,00 100,00 100,00 100,00 98,20 96,72 100,00 100,00
75 100,00 100,00 97,72 96,62 100,00 100,00 100,00 100,00 98,44 97,42 100,00 100,00
80 100,00 100,00 9830 97,38 100,00 100,00 100,00 100,00 98,96 98,02 100,00 100,00
85 100,00 100,00 98,88 98,04 100,00 100,00 100,00 100,00 9920 98,62 100,00 100,00
90 100,00 100,00 99,40 98,64 100,00 100,00 100,00 100,00 99,54 99,10 100,00 100,00
95 100,00 100,00 99,42 98,92 100,00 100,00 100,00 100,00 99,54 99,20 100,00 100,00
100 100,00 100,00 99,70 99,48 100,00 100,00 100,00 100,00 99,78 99,62 100,00 100,00
150 100,00 100,00 99,98 99,96 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,98 100,00 100,00
200 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
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FIGURA 6. Poder do teste considerando a distribuição log-normal com cr2 =0,1 para
os valores nominais de 5% (a) e de 1% (b),
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FIGURA 7. Poder do teste considerando a distribuição log-normal com cr =0,00
para os valores nominais de 5% (a) e de l% (b).

41



Como já mencionado anteriormente, a distribuição uniforme é simétrica

e platicúrtica. Nas Figuras 8(a) e 8(b) foi possível perceber queasestatísticas Z\

e K\ não tinham poder algum em detectar o desvio de normalidade. Sendo

assim, a distribuição poderia ser considerada erroneamente como normal. Desta

forma, seria cometido o erro tipo II em 100% dos casos. O que surpreende é o

fato de o teste não apresentar resultados queoscilemem torno do valornominal

adotado, como acontece em uma distribuição normal com ^ =0, que é o

mesmo valor dessa distribuição. Nesta situação, Z2 e K2 são extremamente

sensíveis para detectar os desvios de normalidade. Os resultados para as

estatísticas Z2 e K2, conforme a Figura 8(a), mostraram baixo poder em

detectar os desvios de normalidade para amostras com n<50. A partir deste

tamanho amostrai, o poderaumentou conforme aumentouo tamanho, da amostra

com uma taxa de crescimento muito grande. A estatística W foi superior ao

critério de curtose, detectando desvios de normalidade com amostras inferiores a

50. Estas estatísticas tenderam a se igualar em poder quando n>150. No caso em

que o valor nominal de significância considerado foi de 1%, conforme

apresentado na Figura 8(b), verificou-se que as estatísticas Z2 e K2 tiveram

baixopoder em detectar os desvios de normalidade quando n<100. O critério W,

no caso de 1%, também apresentou superioridade em detectar os desvios de

normalidade, embora também tivesse baixo poder em detectar desvios de

normalidade para pequenas amostras n<50. A partir deste tamanho amostrai, o

teste atingiu poder bastante elevado. Também para este caso, os resultados em

que a estatísticaW superou em poder as demais estatísticas estão coerentes com

os encontrados no estudode Shapiro e Wilk (1965).
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FIGURA 8. Poder do teste considerando a distribuição uniforme (0,1) com os valores

nominaisde 5% (a) e de 1%(b).

Nas Tabelas 5, 6 e 7 também é apresentada a opção K\K2 a 5% e 1%.

Por esta alternativa, verificou-se odesvio de normalidade a partir do fato de que,

se K\ ou A'2 rejeitassem a hipótese de nulidade para assimetria ou para curtose.

então, um desvio de normalidade seria considerado. Portanto, basta que uma ou

outra estatística rejeite a hipótese de nulidade para que os dados sejam

considerados como provenientes de uma distribuição não normal. Esta opção foi

considerada em todas as distribuições. Os resultados deste critério foram

semelhantes aos critérios mais sensíveis para detectar os desvios de

normalidade. Pode-se observar que os resultados obtidos por K\K2 foram iguais

aos apresentados pela estatística K\. E no caso da distribuição uniforme, o

resultado foi igual ao da estatística K2, pois nesta situação o critério de curtose

c mais sensível para detectar os desvios de normalidade. Não foram

apresentados resultados detalhados desta opção, pois estes seriam redundantes

cm relação aos já comentados. É importante enfatizar que esta é a melhor

estratégia a ser adotada, ou seja, recomenda-se, ao testar a hipótese de nulidade

(distribuição normal dos dados ou dos resíduos de um modelo), que ambos os
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critérios sejam empregados, uma vez que, estando sob Hh nunca se sabe, na

prática, sob qual distribuição os dados se enquadram.

4.1.1 Quantis dos dados univariados

Para avaliar o comportamento dos quantis empíricos das aproximações

assintóticas, foram consideradas os quantis da distribuição de qui-quadrado

para os valores nominais de 5% e 1%, de 3,84 e 6,63, respectivamente, e os

valores dos quantis da distribuição normal para os valores nominais de 2,5% e

0,5%, de 1,96 e 2,57, respectivamente. Nas Figuras 9 e 10, estes valores são

representados pela linha reta. Por meio da Figura 9(a), cujo valor nominal é de

5% , observou-se que para tamanhos amostrais n<75, a estatística K\ possui

valores inferiores ao quantilda distribuição de qui-quadrado de 3,84. A partir de

n>75, os quantis empíricos tendem a oscilar em tomo deste quantil, mostrando

que a cauda desta aproximação, para este tamanho amostrai, é semelhante à da

distribuição de qui-quadrado. Já os quantis obtidos por Z\ superaram o quantil

de 3,84 da distribuição de qui-quadrado, começando oscilar em tomo do referido

quantil a partirde n> 25. A Figura 9(b), com valornominal de 1%, mostra que a

estatística K\ apresenta quantis inferiores ao valor 6,63, quantil da distribuição

de qui-quadrado, para n<25, e a partir deste tamanho amostrai os valores são

superiores ao referido quantil. Os resultados dos quantis obtidos por

Z\ superaram o quantil 6,63, a partir de tamanhos amostrais inferiores a 25. A

cauda de Z\ é leve e a de K\ é mais pesada para tamanhos amostrais inferiores

a 50, em relação à distribuição de qui-quadrado. A Figura 10(a), com o valor

nominal de 2,5%, mostra que para n<50, K2 possui quantis aquém do quantil da

distribuição normal, ou seja, menores que 1,96. Quando n>25, os quantis

empíricos tendem a oscilar acima do quantil 1,96, caracterizando uma cauda
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leve em relação à distribuição normal. Já a estatística Z2 possui quantis
superiores a1,96 para todos os tamanhos amostrais, apresentando-se superiores
aos da estatística K2. Estes resultados indicam que ambas as estatísticas

possuem caudas leves em relação ao quantil da distribuição normaL Por meio da
Figura 10(b), em que o valor nominal considerado foi de 0,5% , verificou-se
que os quantis das estatísticas K2 e Z2 superaram o valor do quantil da

distribuição normal, ou seja, 2,57, mostrando que estas possuem uma
distribuição mais leve do que ada distribuição normal. Através das Figuras 9e
10, verificou-se também que à medida que o valor da significância nominal
diminuiu, houve um aumento na discrepância entre os quantis empíricos eos da
distribuição normal ou da distribuição de qui-quadrado limitante, ressaltando
mais uma vez, que o valor nominal de 5% é o mais adequado para estas
aproximações.
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FIGURA 9. Quantis aproximados considerando adistribuição de qui-quadrado com os
valores nominais de5% (a) ede 1% (b).
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FIGURA 10. Quantis aproximados considerando a distribuição normal padrão com os
valores nominais de2,5%(a)e de0,5% (b).

4.2 Caso multivariado

Para avaliar a taxa de erro tipo I, foi utilizado o caso sob distribuição
normal multivariada, com p=2, 3, 4 e 5. As correlações utilizadas foram 0; 0,5;
0,9; -0,5. Os valores nominais adotados foram 5% e 1%, como no caso
univariado.

Por meio da Figura 1l(a), da distribuição normal bivariada com a=5%,
verificou-se que Z\ não controlou adequadamente a taxa de erro tipo I,

superando o valor nominal estabelecido para n<150. A estatística Z\

aproximou-se do valor nominal com amostras n>150. Aestatística K\, por outro

lado, mostrou-se conservadora para n<75, começando a oscilar em torno do

valor nominal a partir deste tamanho amostrai, ou seja, n>75. Para o valor
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nominal de significância de 1% (Figura 1Ib), a estatística K\ apresentou poder

inferior ao valor nominal para n<25 e Z\ apresentou valores superiores ao valor

nominal para n<250. A partir desses valores de n, houve uma convergência

dessas estatísticas para o valor nominal de 1%. As estatísticas Z2 e Ki, com

a =5%. mostradas na Figura 12(a), se mantiveram aquém do valor nominal

estabelecido, com n<50 para Z2 e com n<500 para K2. sendo que a estatística

K2 foi a mais rigorosa. Acima desses valores de n, as aproximações assintóticas

podem ser consideradas adequadas. Através da Figura 12(b), verificou-se que a

estatística K2 foi mais rigorosa com n<50, aproximando do valor nominal com

n superior a esse valor. Para esses tamanhos amostrais e valor nominal, pode-se

considerar que esta estatística controla a taxa de erro tipo 1. A estatística Z2, por

outro lado, só começou a controlar a taxa de erro tipo I para valores de n

superiores a 500, sendo que, no caso contrário (n<500), se manteve acima do

valor nominal fixado.
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FIGURA 11. Taxa de erro tipo I considerando a distribuição normal bivariada,

e 1% (b).

47

5% (a)



50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

tamanho da amostra

(a)

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

tamanho da mostra

(b)

FIGURA 12. Taxa de erro tipo I considerando a distribuição normal bivariada, 5% (a) e
l%(b).

Observando as Figuras 13, 14, 15 e 16, referentes aos casos trivariado e

pentavariado, perceberam-se as mesmas tendências relatadas para o caso

bivariado. A estatística Z\ apresentou uma tendência de superestimar o valor

nominal de significância para a =5%. Essa tendência se acentuou com o

aumento do valor de p, número de variáveis. Àmedida que p cresce, maior deve

ser o tamanho amostrai para uma convergência assintótica perfeita. Para fins

práticos, com o valor nominal da significância de 5%, é razoável recomendar o

valor amostrai mínimo de 150. Para a estatística K\, ainda com a =5%, o

tamanho amostrai mínimo de 50 parece ser razoável para uma boa adequação

assintótica do teste (Figuras 13a e 15a). Com este tamanho amostrai, o teste

avaliado por Mudholkar, Mcdermott e Srivastava (1992), baseado no conceito de

distância, se mostrou conservador. Já para o valor nominal de significância de

1% (Figuras 13b e 15b), praticamente os mesmos resultados observados para o
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caso bivariado foram observados. Para Zj, amostras superiores a 300 são

requeridas para uma boa convergênciacom p=5.

As estatísticas referentes à curtose também apresentaram resuhados

semelhantes aosapresentados no casobivariado. Para o valor de significânciade

5%, elas mostraramtaxas de erro tipo I aquém do valor nominal com n<100 e

aproximaram-se assintoticamente do valor nominal à medida que o valor de n

aumentou (Figura 14ae 16a). A estatística Z2pode ser considerada superior a K2

para esse valor de a por ser menos rigorosa. Elas tendem a se igualar à medida

que p aumenta. Para a=l% (Figuras 14b e 16b), valores amostrais superiores

aos do caso bivariado para K2, e inferiores para Z2, sãorequeridos para que haja

umaboaaproximação assintótica, quais sejam, n>100, tanto para K2 quanto para

Z2. Essa convergência para o valor nominal de significância também melhorou

com o aumento do número de variáveis p. Esses resultados sugeriram que as

distribuições de Zi e de Z2 possuem caudas mais leves do que a as da

distribuição normal e das distribuições assintóticas de Ki e K& respectivamente.

Outro aspecto que precisa ser enfatizado é o da correlação entre

variáveis. Pelo emaranhado de linhas de um determinado teste, apresentado nas

Figura 11, 12, 13, 14, 15 e 16, verificou-se que a estrutura de correlação não

afeta as taxas de erro tipo I. Esse aspecto é importante para o usuário destes

testes devido ao fato de não ser necessário nenhumtipo de preocupação com a

natureza da estrutura de correlação quando daaplicação prática dos mesmos.
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FIGURA 13. Taxa de erro tipo I considerando a distribuição normal trivariada, 5%
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Para avaliar o poder do teste, foram consideradas distribuições cujas

f.dp's são não normais. Considerando a situação em que a distribuição

multivariada foi gerada a partir de uma distribuição de qui-quadrado, foi

apresentado apenas o caso em que p=2, uma vez que, com p=3, 4 e 5, os

resultados obtidos foram semelhantes. Destacou-se apenas o fato de, que com o

aumento das variáveis, a estatística Z\ aumentou o poder consideravelmente

paraamostras n<20. Esse resultado foi facilmente explicadoconsiderando o rato

de Zjnão ter controlado a taxa de erro tipo I adequadamente, em geral

superestimando o valor de a. Verificou-se (Figuras 17a e 17b) que Z\ superou

em poder a estatística K\, o que, conforme comentado anteriormente, já era

esperado. Quando n>20, as estatísticas atingiram um elevado poder para cc=5% e

n>30 para ct=l%.Elas tendem a se igualar com n>50.

Considerando as estatísticas relativas à curtose verificou-se que a

estatística Z2 superou em poder a estatística K2 (Figuras 18a e 18b). Essas

estatísticas atingiram um valor elevado de poder quando n>70 para a=5% e

n>80 para a=l%. Estas estatísticas tendem a se igualar em poder quando n>100

para ct=5% e n>130 para of1%. Pelas mesmas razões mencionadas

anteriormente, justificou-se o maiorpoder daestatística Z2 sobre a K2.

Novamente é preciso salientar que a estrutura de covariância, como

aconteceu no caso das taxas de erro tipo I, não afetou o poder dos testes. De

certa forma, como salientado anteriormente, esse resultado foi considerado de

extrema importância para o uso regular dos testes de normalidade multivariada

baseados nos desvios de assimetria e curtose.
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A distribuição multivariada, gerada a partir da distribuição exponencial,

tem seus resultados apresentados nas Figuras 19 e 20. Resultados similares aos

da distribuição qui-quadrado foram encontrados, sendo, novamente, Z, e Z2 mais

poderosas que K, e K2, respectivamente, para um mesmo tamanho de amostra.

As estatísticas Z, e K, apresentaram elevado poder para n>20 para a=5% e n>20

para ct=l%. Já as estatísticas Z2 e K2 (Figura 20) apresentaram elevado poder

(>80%) com n>40 (a=5%) e n>50 (a=l%). As tendências de se igualarem

ocorreu a partir do tamanho amostrai de 30 para assimetria e 80 para curtose.
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FIGURA 19. Poder do teste considerando a distribuição bivariada gerada a partir da
distribuição exponencial, 5% (a) e l% (b).
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Para a distribuição uniforme bivariada, como mostra a Figura 21 (a) e

21(b), verificou-se que a estatística K\ não apresentou poder algum em detectar

o desvio de normalidade, já a estatística Z\ apresentou um baixo poder em

detectar este desvio para n^20. Esse fato só pode significar uma inadequação

dessa aproximação assintótica para valores pequenos de n como esses. As

estatísticas K2e Z2 (Figuras 22ae 22b)apresentaram resultados semelhantes e

atingiram um valor elevado de poder quando n>60 para a=5% e n>95 para

a=l%. Com o aumento do número de variáveis de p=2 para p=5, verificou-se

que as estatísticas Z\ e K\ não apresentaram poder em detectar desvios de

normalidade, a não ser comZ\em pequenas amostras (Figura 23). Observou-se

que com esse aumento do número de variáveis, a estatística K2 mostrou-se

superior em poder à estatística Z2 (Figura 24). A estatísticas K2 apresentou

poder elevado quando n>45 para a=5% e n>70 para a=l%. A estatística Z2

apresentou poder elevado quando n>55 para a= 5%, como mostra a Figura

24(a) e n>80 para a =1% (Figuras 24b). Um tamanho amostrai que garante uma

boa aproximação para a estatística K\, nas diferentes distribuições geradas, foi

n>50. Este tamanho amostrai também foi encontrado por Mudholkar, Mcdermott

e Srivastava (1992), sendo mais adequado para o nívelnominal 5%.

Também no caso multivariado, utilizou-se o critério K\K2 e os

resultados e conclusões relacionados a esse critério foram semelhantes aos

obtidos no caso univariado.
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4.2.1 Quantis dos dados multivariados

Foram descritos apenas osresultados com a estrutura de correlação zero,

uma vez que a estrutura de correlação não afetou os resultados obtidos. Serão

apresentados os casos com p=2 e 5, uma vez que, com p=3, 4, os resultados
foram semelhantes.

O quantil da distribuição dequi-quadrado com o valor nominal de5%, é

9,49. Pormeio daFigura 25(a), observou-se que osquantis para K\ começaram

a oscilar em torno de 9,46 a partir de n>50. A partir deste tamanho amostrai,

verificou-se que os quantis empíricos tenderam a oscilar em torno do quantil da

distribuição de qui-quadrado com o aumento de n. Estes resultados indicaram

que a cauda dadistribuição de K\ aproxima-se bem dadistribuição dequadrado.

Já a estatística Z\ possui valores superiores a 9,46, os quantis desta estatística

tenderam a oscilar próximos ao valor 9,46 com n>150. Para o valor nominal de

1%, mostrado na Figura 25(b), em que o quantil da distribuição de qui-
quadrado é 13,28 verificou-se que os quantis empíricos de K\ começaram a

oscilar em torno do valor 13,28 com n>25. A estatística Z\ superou o valor

13,28, a partir de n>25, tendendo a oscilar em torno do mesmo com n>250.

Estes resultados indicaram que as caudas de K\ e Z\ são mais leves quando

comparadas com a distribuição de qui-quadrado, para maiores valores de n no

primeiro caso. Por meio da Figura 26(a), em que a distribuição é normal

bivariada com valor nominal de 2,5%, verificou-se que os quantis obtidos por

Z2 superaram o quantil da distribuição normal, que neste caso é 1,96. Este

resultado mostrou que a cauda daaproximação Z2 é mais leve que a cauda da

distribuição normal. Ainda pela Figura 26(a), verificou-se que a estatísticas K2,

para n<75, tiveram seus quantis abaixo de 1,96, e a partir deste tamanho
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amostrai os valores oscilaram muito próximos do valor 1,96. Para valores de

n>75, as caudas da distribuição K2 se aproximam satisfatoriamente da

distribuição normal Por meio da Figura 26(b), em que o valor nominal
considerado é 0,5%, verificou-se que os quantis de Z2 e K2 superaram o

quantil da distribuição normal, que neste caso é 2,57, a partir de tamanhos
amostrais n>50 para K2 e n>5 para Z2. Ambas as distribuições possuem
caudas leves em relação àdistribuição normal. Verificou-se também, através das
Figuras 25 e 26, que a diminuição do mvel nominal implica no aumento da
discrepância entre os quantis empíricos e os obtidos pelas distribuições normal
ou qui-quadrado.

Através da Figura 27(a) e 27(b), considerando a distribuição normal
pentavariada, verificou-se que os resultados foram os mesmos que no caso
bivariado (Figura 25(a) e25(b)). Adiscrepância entre os quantis empíricos, eos
da distribuição normal diminuíram com o aumento do número de variáveis,
como pode ser visto na Figura 28. Os quantis de Z2 (Figura 28(a)) oscilaram

próximos do quantil 1,96 a partir de n>25. No caso da estatística K2(?i&xni
28(a)), os quantis foram inferiores a1,96, indicando uma cauda mais pesada do
que a da distribuição normal. Na Figura 28(b) da distribuição normal
pentavariada com valor nominal de 0,5%, verificou-se que Z2 possui quantis

superiores ao da distribuição normal 2,57, já para n>25, este resultado indica que
aaproximação em questão tem cauda leve em relação àdistribuição normal Os
quantis de K2&o inferiores a2,57 para n<100; apartir deste valor os quantis

oscilaram em torno do quantil da distribuição normal. O efeito do número de
variáveis afetou somente as estatísticas K2 e Z2
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5 CONCLUSÕES

Caso univariado

As estatísticas Z, e Z2 possuem aproximação assintótica normal para

n>25 e podem ser recomendadas para uso rotineiro no caso univariado para
a=5%, para testar desvios de assimetria ecurtose, respectivamente;

As estatísticas K\ e K2 possuem aproximações assintóticas melhores

que Z, e Z2 para um menor valor do valor nominal de significância, sendo

recomendadas para n>25 e n>100, respectivamente, garantindo-se o
compromisso com ocontrole da taxa de erro tipo I eum elevado poder;

No caso de distribuições com simetria próxima de zero enão normais, as
estatísticas baseadas em desvios de assimetria apresentam maior poder do que a
estatística W de Shapiro-Wilk;

Caso Multivariado

As diferentes estruturas de correlação não afetaram o poder e a taxa de
erro tipo I dos testes;

A estatística K\ é adequada para uso a partir de n>50, para valores
nominais de significância de 5 ou 1%.

Aestatística K2 éassintoticamente adequada para os testes de desvios

de curtose para n>100, independentemente dos valores norninais da
significância;

As estatísticas de assimetria em geral são mais poderosas do que as de
curtose, mas os testes da hipótese nula de normaHdade devem considerar tanto

os testes de desvios de assimetria como os de curtose, conjuntamente.
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ANEXO

ANEXO PÁGINA

SIMULAÇÃO IA Programa de simulação para gerar dados normais
univariados via método de Monte Cario, considerando a

distribuição normal (100,100), por meio dos recursos

computacionais do sistema estatístico SAS® 68

SIMULAÇÃO 2A Programa de simulação para gerar dados normais

multivariados via método de Monte Cario, considerando a

distribuição normal (0,1), por meio dos recursos

computacionais do sistema estatístico SAS 70
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SIMULAÇÃO IA

Programa de simulação para gerar dados normais univariados via método de

Monte Cario, considerando a distribuição normal (100,100), por meio dos
recursos computacionais do sistema estatístico SAS®

data univariado;
nexp=5000;
do exp=l tonexp; /* gerando 5000 experimentos */
do i=l to 5; /* gerando amostras de tamanho n */
dado=rannor(0)* 10+100; /* gerando dados comdistribuição normal */
output;

end;
end;

ProcIML;

Create saida var{betal,kl,pvalskew,beta2,k2,pvalkurt, zl, pvalzl, z2,pvalz2};
use univariado (keep=dado);
do ii=l to 5000;
read next 250 into X;
n=nrow(X);p=ncol(X);
dfchi=p*(p+l)*(p+2)/6;
q=i(n)-(l/n)*j(n,n,l);
S=(l/n)*x^q*x;
S_inv=inv(S);
gr=q*x*s_inv*x,*q;
betal=(suin(g#^g))/(n*n);
beta2=trace(g#g)/n;
kl=n*betal/6;
k2=(beta2-p*(p+2))/sqrt(8*p*(p+2)/n);
zl=(n+l)*(n+3)*betal/(6*(n-2));
22Kbeta2p*(p+2)+2y(p+2y(n+l))^
*(p+2)*n*(n-2)*(n-3)));
pvalskew=l-probchi(kl,dfchi);
pvalkurt=:2*(1-probnorm(abs(k2)));
pvalzl=1 -probchi(zl,dfchi);
pvalz2=2*(l-probnorm(abs(z2)));
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append var{betal,kl,pvalskew,beta2,k2,pvalkurt, zl, pvalzl, z2,pvalz2};
end;Quit;

Data saída; set saída;
if pvalskew<=0.05 then etla5=l; else etla5=0;
ifpvalskew<=0.01 then etlal=l; else etlal=0;
if pvalzl<N).05 then etlzl5=1; else etlzl5=0;
ifpvalzl<=0.01 then etlzl1=1; else etlzl1=0;
if (pvalskew<=0.05) or (pvalkurt<=0.05) then etlak5=l; else etlak5=0;
if (pvalskew<=0.01) or (pvalkurt<=0.01) then etlakl=l; else etlakl=0;
ifpvalkurt<=0.05 then etlk5=l; else etlk5=0;
ifpvalkurt<=0.01 then etlkl=l; else etlkl=0;
ifpvalz2<=0.05 then etíz25=l; else etlz25=0;
ifpvalz2<=0.01thenetlz21=l; elseetlz21=0; Run;

Proc means data=saida;
title' dist. normal m=100 v=100 n=250';
var etla5 etlal etlk5 etlkl etiak5 etiakl etlzl5 etlzl1etlz25 etlz21;

Run; Quit;

proc univariate data=univariado normal noprint;
var dado;
output out=saida2 probn=pn;
byexp;

run;

data saida2;set saida2;
ifpn<=0.05thena5=l; elsea5=0;
ifpn<=0.01 thenal=l; elseal=0;

Run;
Proc means data=saida2 n meam
var a5 ai;
run;quit;

proc univariate normal data=saida PCTLDEF=5;
varZlZ2klk2;
output out=saidal p95=zl_p95 z2_p95 kl_p95 k2_p95 p99=zl_p99 z2_p99
kl_p99 k2_j)99 PCTLPRE=zl z2kl k2 PCTLPTS=97.5 97.5 97.5 97 5
PCTLNAME=p975 p975 p975 p975 PCTLPRE=zl z2 kl k2 PCTLFTS=99 5
99.5 99.5 99.5 PCTLNAME=p995 p995 p995 p995;

rumquit;
proc print data=saidal; run;
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SIMULAÇÃO 2A

Programa de simulação para gerar dados normais multivariados via método de

Monte Cario, considerando a distribuição normal (0,1), por meio dos recursos
computacionais do sistema estatístico SAS®.

prociml;
nexp=5000;
Create multivariado var{exp,Yl,Y2};
do exp=l tonexp; /* gerando 5000 experimentos */
seed=0;
n=50;
sigma ={10,

01};
mu ={0,0};
p = nrow(sigma);
m=repeat(mu\n,1);
g=root(sigma);
z=normal(repeat(seed,n,p));
y=z*g+m;
do ii=l to n;
Yl=y[ii, 1];
Y2=y[ii,2];

appendvar {exp,Yl,Y2};
end;

end;quit;

Proc IML;

Create saida var{betal,kl,pvalskew,beta2,k2,pvalkurt, zl, pvalzl, z2,pvalz2};
usemultivariado (keep=yl y2 y3);
do ii=l to 5000;
read next 50 into X;
n=nrow(X);p=ncol(X);
dfchi=p*(p+l)*(p+2)/6;
q=i(n)-(l/n)*j(n,n,l);
S=(l/n)*x,*q*x;
S_inv=inv(S);
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betal=(sum(g#g#g))/(n*n);
beta2=trace(g#g)/n; */
kl=n*betal/6; b2,p
k2=(beta2-p*(p+2))/sqrt(8*p*(p+2)/n);
zl=(n+l)*(n+3)*betal/(6*(n-2));
z2=(beta2*(^+2)+2^*(p+2y(n+l))*sqrt((n+l)*(n+l)*(n+3)*(n+5y(8^

*(p+2)*n*(n-2)*(n-3)));
pvalskew=1-probchi(kl,dfchi);
pvahaut=2*(l-probnonn(abs(k2)));
pvalzl=l-probcbi(zl,dfchi);
pvalz2=2*(l-probnorm(abs(z2)));
append var{betal,kl,pvalskew,beta2,k2,pvalkurt, zl, pvalzl, z2,pvalz2};
end; Quit;

Data saida; set saída;
ifpvalskew<=0.05 then erla5=l; else etla5=0;
ifpvalskew<=0.01 then etlal=l; else etlal=0;
ifpvalzl<=0.05 then etlzl5=1; else etlzl5=0;
ifpvalzl<=0.01 then etlzl1=1 else etlzl1=0;
if (pvalskew<=0.05) or (pvalkurt<=0.05) then etlak5=l; else etlak5=0;
if (pvalskew<=0.01) or (pvalkurt<=0.01) then etlakl=l; else etlakl=0;
if pvalkurt<=0.05 then etlk5=l; else etlk5=0;
ifpvalkurt<=0.01 then etlkl=l; else etlkl=0;
if pvalz2<=0.05 then etlz25=l else etlz25=0;
ifpvalz2<=0.01 then etlz21=l; else etlz21=0;

Run;

Procmeans data=saida;
title' dist. bivariada com correlacao:0 n=50';
var etla5 etlal etlk5 etlkl etiak5 etiakl etlzl5 etlzl1etlz25 etlz21;
Run; Quit;

proc univariate normal data=saida PCTLDEF=5;
varZlZ2klk2;
output out=saidal p95=zl__p95 z2_p95 kl_p95 k2_p95 p99=zl_p99 z2jp99
kl jp99 k2_p99 PCTLPRE=zl z2 kl k2 PCTLPTS=97.5 97.5 975 97 5
PCTLNAME=p975 p975 p975 p975 PCTLPRE=zl z2 kl k2
PCTLPTS=99.5 99.5 99.5 99.5 PCTLNAME=p995 p995 p995 p995;

rumquit;
proc printdata=saidal; run;
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