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RESUMO

NUNES, Ceile Cristina Ferreira. Variincias do ponto critico de equacdes de
regressdo quadratica. LAVRAS: UFLA, 2002. 73p. (Dissertagio —
Mestre)”

O presente trabalho teve por objetivo a determinagdo de variancias para o estudo
do ponto critico de uma equagdo de regressdo de segundo grau, em situagGes
experimentais com diferentes variéncias, por meio de simulagio Monte Carlo.
Em muitos estudos, tedricos ou aplicados, o pesquisador depara-se com o
problema envolvendo quociente entre variaveis aleatdrias e, principalmente,
entre variaveis normais. Como exemplo, aquelas que surgem em pesquisas de
dose econdmica de nutrientes em experimentos de adubaggo, de compactagdo de
solos ¢ em outros problemas em que ha interesse na variavel aleatoria
% = b/(-28), estimador do ponto critico na regressdo y =a+bx +éx*. Para
estudar a distribuigio do ponto critico de uma equagio de regressdo quadrética,
foram utilizados dados de produgdo de algodéio de 536 ensaios, ajustando-se um
modelo quadritico. A estimagio dos pardmetros foi feita pelo método dos
quadrados minimos ordinarios. A partir dessas estimativas implementou-se, por
meio do software MATLAB®, uma rotina para simulagdo de duas séries, com
cinco mil erros aleatérios de distribuigio normal de média zero, relativos a cada
uma das variancias consideradas teoricas: 0%=0,1;0,5; 1; 5; 10; 15; 20 e 50. As
estimativas da varidncia do ponto critico foram obtidas por meio de trés
métodos: (a) formula comum do calculo de variancias; (b) formula obtida
através da diferenciagio do estimador do ponto critico e (c) formula
demonstrada para o calculo da varidncia de uma razio, considerando-se a
covariancia entre b e ¢ . Os resultados obtidos para as estatisticas médias dos
coeficientes de regressdo b e &, bem como suas respectivas varidncias em
fungio das diversas varidncias tedricas (o) adotadas, mostraram que esses
valores tedricos estdo proximos aos reais. Ainda, ocorre uma tendéncia de que,
com o aumento da variancia tedrica, esses valores aumentem. Pbde-se concluir
que a varidncia do ponto critico calculada, usando-se a expressdo que leva em
consideragiio a covariancia entre beé, apresenta resultados mais satisfatorios
e que ndo segue uma distribuicio normal, pois apresenta uma distribui¢do de
freqiiéncia com assimetria positiva e formato leptocurtico.

* Comité Orientador: Prof. Augusto Ramalho de Morais-UFLA (Orientador), Prof.
Thelma Safadi-UFLA e Prof. Joel Augusto Muniz-UFLA.



ABSTRACT

NUNES, Ceile Cristina Ferreira. Variance of the critical point of quadratic
regression equations. LAVRAS: UFLA, 2002. 73p. (Dissertation — Master
in Statistics and Agricultural Experimentation)”

The present work was intended to determine variances for the study of the
critical point of a second-degree regression equation under experimental
situations with different variances by means of Monte Carlo simulation. In a
number of studies, whether theoretical or applied, the researcher faces the
problem, involving quotient among random variables and mainly among normal
variables As an example, those ones which appear in research of economic dose
of nutrients in fertilization experiments, in soil compaction and in other

problems in which there are interests in the random variable X = b/(-26),
estimator of the critic point in the regression y =&+ bx +6éx?. To study the
distribution of the critical point of a quadratic regression equation, data of five
hundred and thirty —six trials in cotton yield by adjusting a quadratic model were
utilized. From these estimates, a routine for the simulating of two sets with five
thousand random errors of normal distribution of zero mean relative to each of
the variances considered theoretical: o2=0,1; 0,5; 1; 5; 10; 15; 20 and 50 was
implemented by means of the MATLAB® software The estimates of the
variance of the critical point were obtained through three methods: (a) common
formula of the variance calculation; (b) formula obtained through the
differentiation of the critical point estimator and (c) formula demonstrated for
the variance calculation of a ratio, by taking into consideration the covariance

between D e & . The results obtained for the average statistics of the regression
between D e &, as well as its respective variances in terms of the several

theoretical residual variances (o) adopted, show that those theoretical values
are close to the real ones. Still, a trend occurs that with the increase of the
theoretical variance those values increase. It can conclude that the critical point
variance calculated by using the expression, which takes into consideration the

covariance between b e ¢ presents more satisfactory results and that does not
follow a normal distribution, for it presents a frequency distribution with
positive asymmetry and leptokurtic shape.

* Guidance Committee; Professor Augusto Ramalho de Morais-UFLA (Major
Professor), Professor Thelma Safadi-UFLA and Professor Joel Augusto Muniz-UFLA.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de comparar e testar tratamentos é uma pratica geral na
experimentagdo agropecuaria. Inicialmente, a hipétese de igualdade de médias
de tratamentos em uma analise de variancia é avaliada com o uso do teste “F”.
Quando ocorre a rejeigio dessa hipétese, a significancia desse teste, em relagdo a
um valor fixado de probabilidade, permite a inferéncia de que existe pelo menos
uma diferenga entre os tratamentos, ndo informando claramente onde estdo essas
diferengas.

Dependendo da natureza dos tratamentos, varios procedimentos de
comparagdes multiplas podem ser aplicados, o que dara uma continuidade nas
analises dos dados. Quando os tratamentos sdo qualitativos, recomenda-se a
aplicagdo de algum tipo de procedimento de comparagdes multiplas. No entanto,
nos experimentos em que os tratamentos sdo quantitativos, como por exemplo:
doses crescentes de adubos, ou de inseticidas, recomenda-se o ajuste de
equagdes de regressdo. Isso porque muitas vezes se justifica a existéncia de uma
correspondéncia funcional, que relaciona os valores dos tratamentos aos dados
observados, denominada equagéo de regressao.

Entre os varios modelos de regressdo usados nas pesquisas, merece
destaque o modelo de regressdo quadratico. Esse destaque deve-se ao seu amplo
uso, facilidade de calculos e enorme adaptagdo na explicagdo e interpretacdo de
fendmenos bioldgicos. Entre esses, destaca-se a aplicagdo de doses crescentes de
um nutriente, em uma determinada cultura.

Apés a obtengdo da equagdo de regressdo do segundo grau que descreve
e/ou interpreta os dados observados em fungio dos niveis quantitativos de um
determinado fator, existe ainda o interesse do pesquisador na determina¢do do
ponto critico e na sua interpretagdo. Normalmente, apenas calcula-se esse ponto

critico pontualmente, dizendo se é maximo ou minimo e nenhuma inferéncia por



intervalo ¢ feita. Isto por existir pouca informagdo sobre a natureza do ponto
critico, com referéncia especial a sua variincia e distribui¢do. Este fato envolve
o quociente de varidveis aleatdrias. ’

Assim, em muitos estudos, tedricos ou aplicados, o pesquisador depara-
se com o problema envolvendo quociente entre varidveis aleatdrias e,
principalmente, entre variaveis aleatorias normais. Como exemplo, aquelas que
surgem em pesquisas de dose econdmica de nutrientes em experimentos de

adubagdo, em experimentos de compactagdo de solos e em outros problemas em

~

, o .z , . ~ b . 7, .
que ha interesse na variavel aleatéria x = 8 estimador do ponto critico na

regressio quadritica y; = &+ bx, +6x?.

O presente trabalho teve por objetivo a determinago de varidncias para
o estimador do ponto critico de uma equagdo de regressio de segundo grau, em
situagOes experimentais com diferentes varidncias, por meio de simulagio Monte

Carlo.



2 REFERENCIAL TEORICO

Um importante ¢ amplo campo de estudos sobre curvas e superficies de
resposta abriu-se logo apés Mitscherlich ter apresentado, em 1908, a lei que leva
seu nome. Desde entdo, varios pesquisadores tém proposto inimeros meios e
métodos para o estudo e aplicagdo das curvas de resposta que representam
determinados fenémenos. Em particular, e principalmente, essas pesquisas tém
voltado atengdo ao estudo das respostas das diversas culturas aos adubos e
nutrientes aplicados ao solo.

E inegavel a existéncia de inimeros estudos na pesquisa agropecuaria,
nos quais as varidveis observadas estdo relacionadas com o uso de doses de
fertilizantes, herbicidas, irrigagdo, entre tantos outros. Esses fatores sdo
aplicados, em geral, em doses crescentes o que pode sugerir a existéncia de
dependéncia entre os efeitos dos tratamentos. Assim, ha interesse em relacionar
as variaveis respostas com as doses (niveis) ou concentragdes através do estudo
dos modelos de regressio, estabelecendo uma correspondéncia funcional,

denominada de equagdo de regressdo, que relaciona os valores dos tratamentos
(x) aos dados observados (y).
Quando se ajusta uma equagdo de regressdo do segundo grau a um

conjunto de dados, tem-se grande interesse na determinagdo do ponto critico que

por sua vez é um quociente de variaveis aleatorias.
2.1  Estudos da distribui¢cdo de um quociente
Estudos sobre a distribui¢do de um quociente de duas variaveis aleatorias

sdo bastante escassos na literatura. Um dos primeiros trabalhos a esse respeito

foi o de Merril (1928) que estudou a distribuigdo do quociente:



X+Xx
sendo que ambos os membros possuem distribui¢des normais e referem-se a
medidas de cranios humanos, para o qual:

Y denota a variavel de um conjunto de medidas de média y,

X um segundo conjunto de medidas de média X .

O autor verificou que, no caso da existéncia de correlagdo entre xe y

ser pequena e seus respectivos coeficientes de variagéio baixos, os quocientes
obtidos sdo aproximadamente normais. Nos demais casos, esses quocientes
fogem consideravelmente da normalidade.

Para o caso particular em que a variavel no denominador apresenta baixo
coeficiente de variagdo, Geary (1930) afirmou que a variavel aleatdria:

G= m2Q—m1 ,

1
(62Q* -2p00,Q+ 07 )

tem distribui¢do aproximadamente normal.
Note-se que G ¢ fungdo de cinco parimetros: m,, m, oy, 0, ¢ p.
Pode-se verificar que com m,e m, ndo nulos, a expressdo de G ¢ dada por:
Q-2.C%

G= "o, CV,. ,

1
2 13
cv, [Q’-zpﬁm(ﬂ) ]

o, O,

de sorte que, agora, G ¢é funcdo, apenas, de p, 9 ,CV,e CV,.
2P}

Fieller (1932) estudou a distribuigdo do quociente v =% ,noqual x e

y sdo variaveis aleatérias normalmente distribuidas e representam,



respectivamente, medigdes de ossos parietais e temporais, observadas em 787
cranios humanos. O autor verificou que os quocientes obtidos se aproximaram
da normalidade.

Kendall e Stuart (1977) estudaram a distribui¢do do quociente:
S
52

z

no qual:
8, e &, sdo variaveis aleatorias, com &,~N(m,,67) e&,~N(m,,57)
respectivamente. No caso de m,=m,=0 e, &, e J, serem independentes entre

si, demonstraram que z tem distribuigdo de Cauchy.

Uma aplicagdo importante em medicina, em que ha interesse na

a
determinacgo do intervalo de confianca para o pardmetro y = ——, sendo « e

B pardmetros da regressio linear E(y;)=a+ px; foi citada por Marsaglia
(1965).

., , . a+x ~
Este autor estudou a variavel aleatoria W = by’ emque @ e b sdo
+

constantes ndo negativas ¢ X e y sdo varidveis aleatorias independentes
normais reduzidas. Propds aproximagio para o caso em que b+y>0.
Apresentou graficos para determinados valores de @ e b . Embora o autor tenha
afirmado que os valores de @ e b conduziriam as ilustragdes das formas
possiveis da fun¢io de densidade de probabilidade da varidvel quociente, 0s
casos cobertos sio tais que correspondem a CV, 20,5 e CV, 21, todos eles de

nenhum interesse em aplicagbes praticas.

D’ Aulisio (1976) estudou a distribuigdo do quociente:



_-h
T 267

que se refere ao ponto de maximo ou de minimo da fungdo de produgio

X

estimada:

~

y =&+ bP(x)+CR,(x),
no qual

F.(x) e P(x) sdo polindmios ortogonais de primeiro e segundo graus,
respectivamente;

8, b e & sdo os estimadores dos parimetros;

¥ sdo os valores preditos (esperados).

Para tanto, foram gerados 16.000 dados de distribui¢io normal. Apés
ajustado, foram obtidos 8.000 valores para x . As variancias utilizadas foram:
0,015625; 0,0625; 0,25; 1,00; 2,00; 4,00; 6,25 e 9,00. O autor verificou que a
distribuicdo de x foge completamente da normalidade, exceto talvez para o
valor mais baixo de o estudado. Além disso, 4 medida que crescem os valores
das varidncias teoricas estudadas, a distribuigdo tende a ser leptocirtica. Isso
mostra que, no caso das varidncias dos membros de um quociente serem
pequenas, a distribui¢do desse quociente é aproximadamente normal.

Freitas (1978) estudou a distribuigdo dos erros experimentais associados
ao ponto que determina a produgdo maxima dado por:

K=,
2c

para a fungdo de produgdo no modelo com raiz quadrada:

1
y;=a+bx? +cx; +e, i=12...n,

no qual:



y; representa a producdo obtida na i-ésima dose, em quilogramas por
hectare,

X; representa a i-ésima quantidade de nutriente (N,P;0s ou K,0) em
kg/ha.

Consideraram-se os erros como aleatérios e independentes com

distribuicio normal de média zero e variancia o?. Verificou-se que a

-~

T . -b _. . n
distribui¢do do quociente % foi aproximadamente normal para as variancias

o?=5 e o’ =10. Ja para as varidncias
c? =15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 e 50, a distribuigdo caracterizou-se por ser
leptocirtica e com assimetria positiva.

Chiarini (1983) estudou o caso geral da distribuigdo de probabilidades do
quociente de variaveis aleatérias normais, abordando casos em que elas sdo
correlacionadas e, também ndo correlacionadas. Obteve a fungdo de densidade

.- . X ~ s s
de probabilidade para o quociente: Q = — em que X, e X, tém distribuigdo
X,
normal de médias e varidncias m, ,0,” e mz,azz, respectivamente. Onde foi

conveniente, foram utilizados os coeficientes de variagio de X, e X,
g, o, ~ . . )
CV,=— e CV, =—2,com m, e m, ndo nulos. Apés verificar propriedades

m, m,
que simplificavam a obtengdo e apresentagdo da tabela para a distribui¢do do
quociente, o autor concluiu que era suficiente a obtencéo da tabela para variaveis

independentes, de varidncias unitarias e coeficientes de variagio (ou médias)

positivos.



2.2 Distribui¢do normal

A distribuicdo normal é a mais importante distribuigio de variavel
aleatéria continua. Ela apresenta grande aplicagio nas pesquisas cientificas e
tecnoldgicas, tanto nos aspectos priticos quanto tedricos. A maior parte das
inferéncias sdo realizadas considerando que os residuos dos modelos adotados
para as variaveis consideradas possuem distribuicio normal. Essa é uma das
pressuposicdes basicas da analise de varidncia. Nas varias pesquisas realizadas
no campo agropecuario, as variaveis como produgio de grios, altura de plantas,
peso de animais, entre iniumeras outras, sio consideradas como obedecendo a
uma distribui¢do normal.

De acordo com Mood, Graybill € Boes (1974), uma variavel aleatéria y

apresenta distribuigdo normal com parametros e o?, se sua fungio de
p p H

densidade de probabilidade for dada por:

(et o)

na qual, os parimetros u e o sdo a média e a variancia.

O grafico desta distribuigdo tem um formato campanular e, é simétrico
em relagdo a média u . As medidas de posi¢io, mediana e moda coincidem com
a média.

Para a descrigdo de uma varidvel aleatéria sdo utilizados os momentos
relativos a cada distribuigdo, sendo mais importantes e usados os momentos até
a quarta ordem (Hoel, Port e Stone, 1978; Roussas, 1973). O momento ordinario

4, € muito informativo, pois corresponde ao valor médio da variavel y . Ja o
momento 4,, que corresponde a variancia da variavel y , fornece uma idéia

com relagdo a maior ou menor dispersédo dos valores de ¥ em tomo da média. O



momento 4, ¢é usado para verificar se a distribui¢do de y é ou néo simétrica em
tomo de seu valor médio. Este fato é realizado por meio do “coeficiente de
assimetria”, que é representado por a; ou por ,/ B, , sendo este ultimo o mais

comum e ¢ definido por:

a3=_\/ﬂ_1=_/13_..

(1)

em que 4, € i, sdo os momentos de ordem 2 e 3, respectivamente, centrados

na média, podendo ser obtidos pelas integrais
o= [(y-wyf(y)y e m=[(y-u)f(y)y.
Para que uma distribuigio seja perfeitamente simétrica, deve-se ter
JE =0; se a distribuigio é assimétrica a direita, entdo \/E >0 ¢, se é
assimétrica a esquerda, tem-se \/[71 <0.
Uma outra medida que pode ser usada para verificar a natureza de uma
distribuigiio é o “coeficiente de curtose”. Ele é representado por @, ou /5, ,

com o qual pode-se medir o grau de achatamento de uma distribuicgo, tendo a

distribuicio normal como referéncia. O coeficiente de curtose é definido por

B =Jzz(ff
2

em que x4, é o momento de ordem 4 centrado para a média, o qual pode ser

obtido pela resolugdo da integral
i 4
= [(v-n) f(y)y.

Considera-se que valores de S, maiores que 3 (5,>3) indicam uma

distribuigdo de probabilidade “afilada” em relagio a normal, que é chamada de



leptocurtica. Valores de S, menores que 3 (/3,<3), indicam um formato
“achatado” na fungdo de densidade, chamada de platicurtica. Se f3, é igual a 3
(B,=3), tem-se um formato com grau de achatamento padrio em relagdo a

distribuigdo normal e, nesse caso, a distribui¢do é chamada de mesocurtica. Em
muitas aplicagSes praticas é comum a subtragdo da constante 3, para facilidade

de referéncia, que, neste caso, é zero.
2.3  Modelos de regressio

Historicamente, segundo Neter, Wasserman e Kutner (1990), a analise
de regressdo foi primeiramente desenvolvida por Francis Galton na segunda
metade do século XIX. Galton tinha estudado a relagdo entre alturas de pais e
filhos e notou que as alturas de filhos de pais altos e de baixos apareceram
“invertidas” ou “regressivas” para a média do grupo. Ele considerou esta
tendéncia como sendo uma regressdo “mediocre”. Galton desenvolveu uma
descricdo matematica para esta tendéncia, o que constituiu o modelo precursor
dos modelos de regressdo de hoje.

O termo “regressdo”, oriundo daquela época, persiste até hoje para
descrever relagdes estatisticas entre variaveis.

Draper e Smith (1998) classificaram os modelos de regressdo em relagdo
aos seus parametros, em lineares, lineariziveis e ndo-lineares, a saber:

a) modelos lineares: aqueles que sdo lineares em relagio aos pardmetros,

isto é:
0
2 (x6)=9(x)

parai=1,2,...n e j=12,..p;
sendo que n é o niimero total de observagdes e p é o niimero de pardmetros do

modelo;
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b) modelos linearizaveis: aqueles que podem ser transformados em

lineares, por meio de alguma transformagéo. Tem-se o modelo:
y=a'e
no qual o erro ¢ dito multiplicativo. Aplicando-se logaritmo & igualdade, tem-se:
Iny =Iin(a".e)

Iny =Ina”* +Ine
Iny =xIna+Ine

considerando z=Iny; b=Ina, € =Ine omodelo fica:

z=bx+e
que é linear, pois
of
—_— X = X
5= *X=9(x)

logo, 0 modelo y = a@”.e é dito linearizavel,

c) modelos ndo lineares: aqueles que sdo baseados em consideragdes
tedricas inerentes ao fendmeno que se tem interesse em estudar. Ndo se
enquadram nos casos a) e b). Considera-se 0 modelo:

y=a"+e
" em que o erro é dito aditivo e ndo existe transformacio capaz de tornar o modelo
linear. Verifica-se que:
of _
pe

portanto, o modelo é dito ndo linear, pois a derivada em relagdo ao pardmetro é

xa*" =g(x,a),

dependente do pardmetro. ,

Dentre os modelos de regressdo, merece destaque o modelo de regressdo
maltipla. Ele possibilita a explicagdo de uma variavel dependente, como a
produgdo, em fungdo de varias outras variaveis independentes, por exemplo

doses de nitrogénio e fosforo.
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2.4  Regressio linear miltipla

Um modelo de regressdo linear multipla, conforme Draper e Smith
(1998) e Hoffmann e Vieira (1998), pode ser expresso como:

Vi =Py +BXig+ LoXig teeereeans + ,B,,_,x,..,,_1 +¢g,
no qual

¥, representa os valores observados da variavel dependente (ou variavel

resposta);
Bos Baseeenee +Bp_4 sdo os pardmetros a serem estimados;
Xigs Xigyeeeron +X; p-4 TEPresentam os valores das variaveis independentes;

&; sdo os erros experimentais relacionados com os valores observados
Y; que, em geral, sdo considerados independentes e normalmente distribuidos

com média zero e variancia constante.

Em termos matriciais, pode-se escrevé-lo como:

Y=XB+¢
(}’1 (1 Xy X o0 o Xepa || Bo &
Y2 1 Xo Xy o o Xgpa || By &
i T P . X BRE
| Yn | _1 Xm Xpp oo Xn,p-1 i _ﬂp-1 1 Lén

sendo:

Y um vetor de respostas, de dimensdes nx1;

X uma matriz de constantes conhecidas, denominada matriz do
planejamento, de dimensGes nxp;

B um vetor de parametros, de dimensdes px1;

& um vetor de erros aleatorios independentes e normalmente

distribuidos, de dimensdes nx1.

12



Existem varios métodos que podem ser usados para a estimagdo do vetor
de pardmetros . Entre esses, os mais comumente empregados sdo o método
dos quadrados minimos e o da maxima verossimilhanga. Esses métodos
conduzem aos mesmos estimadores em presenga de normalidade, segundo
Hoffmann e Vieira (1998). |

De acordo com as pressuposi¢des assumidas quanto aos erros, podem
existir variagbes do método de estimagdo dos quadrados minimos para o modelo
de regressio linear Assim obtém-se estimadores nio-tendenciosos de varidncia
minima.

Draper e Smith (1998) distinguiram a caracterizagdo da regressdo em
funcdo das suposi¢des do vetor de erros & da seguinte maneira:

a) modelos ordinarios: aqueles cuja estrutura dos erros ndo viola
nenhuma das pressuposigdes. Pode ser escrito de forma mais eficiente como
e~ N(ulo?);

b) modelos ponderados: sdo aqueles cuja estrutura dos erros viola a
pressuposi¢do de homogeneidade de varidncias. Nesse caso, diz-se que os erros
sdo heterocedasticos. Escreve-se & ~ N(y,Dc?), em que D ¢é uma matriz
diagonal, positiva definida, que pondera a varidncia o?;

~ ¢) modelos generalizados: sdo aqueles cuja estrutura dos erros viola a

pressuposigdo de independéncia dos erros e possivelmente a de homogeneidade

de varidncias. Diz-se que os erros sdo correlacionados (e possivelmente
heterocedasticos). Escreve-se ¢ ~ N(u,Wo?), sendo W uma matriz simétrica,

positiva definida, que representa as varidncias e covaridncias dos erros.

Para o ajuste de um modelo pelo método dos quadrados minimos

ordinarios, pressupde-se que a média dos erros € nula, ou seja E (s,.) =0; que

13



os erros sio homocedasticos, isto é, E (.s',2)=c)'2 € que 0s erros sio nio-

correlacionados entre si, £ (8,6‘]) =0 parai#j.
A teoria geral dos modelos de regressio, que pode ser encontrada em
Steel, Torrie e Dickley (1998), mostra que o vetor 8 pode ser estimado por

meio do método dos quadrados minimos, considerando que a soma de quadrados
dos erros seja minima. Assim, a soma de quadrados dos desvios ou soma de

quadrados de residuo, para o modelo Y = X +¢, é dado pela funggo:
Z=s's=(Y'-§'X)(Y - XB).

A fungdo Z apresenta ponto de minimo para os valores de B que

tornem a derivada parcial em relagio a B identicamente nula, isto é:
(@B (X' Xp- X'Y)=0.
Assim, a derivada parcial em relagio a f sera identicamente nula para
X'XBg=X'Y,

que é o sistema de equagdes normais, citado por Neter, Wasserman e Kutner
(1990).

Como a matriz X é de posto coluna completo, entio X'X é uma

matriz positiva definida e , assim, X'X ¢ ndo singular. Portanto, existe a matriz
inversa (X'X )'1 e a solugdo unica para S, de acordo com Draper e Smith
(1998), é:
B=(X'X)"x"'y.
Esta solugdio corresponde ao estimador linear nio-tendencioso de
variancia minima de S, o que é mostrado por Hoffmann e Vieira (1998), Neter,
Wasserman e Kutner (1990), como se segue.

Substituindo Y = X +& em B;(X'X)'1X'Y,tem-se:

14



B=(X'XY"' XY =(X'X)" X'(XB+¢)=
=(X'X)" X' XB+(X'X) ' X'e=+(X'X) ' X'e
assim, aplicando o operador esperanga matematica, obteve-se:
E[B]=E[p+(X'X)" X"¢]
E[B]=5

Portanto, o estimador de quadrados minimos de f, dado por
B=(X'X)"'X'Y,éum estimador ndo viesado.

Outra propriedade importante relacionada aos pardmetros de um modelo
de regressdo se refere a matriz de varidncias e covaridncias dos estimadores dos
parimetros. Sua obtengdo, segundo Hoffmann e Vieira (1998), Neter,
Wasserman e Kutner (1990) e Draper e Smith (1998), pode ser feita como

descrito a seguir.

Da defini¢do de covaridncia, como em Roussas (1973), e da expressdo
B = ,6+(X'X)"1 X'e , tem-se que:
E[(5-8)(8-B)]=E[(xX)" X'es' X (X' XY,
dado que a matriz X'X ¢ simétrica, positiva definida e considerando que os

erros sdo homocedasticos e ndo-correlacionados entre si, tem-se:
E(se")=1l0"
Assim:
E[(B-B)(B-5)]=(xX)" X'1* X (X' X)"
ou seja,

E[(4-p)(8-p) |=var[B]=(xx)"e".

15



2.4.1 Analise de variincia da regressao linear maltipla

Em Hoffmann e Vieira (1998) podem-se encontrar as expressdes para as
somas de quadrados que compdem a analise de varidncia. Os autores mostram
que a soma de quadrados dos desvios, ou soma de quadrados residual, é dada
por:

e'e=Y'Y-28'X'Y+B8'X'XB,
mas, do sistema de equagdes normais tem-se que:
X'Xp=X'Y,
assim,
SQRes=¢'e=Y'Y-28'X'Y +B'X'Y
SQRes=¢'e=Y'Y-8'X"'Y
somando e subtraindo uma constante apropriada C, dada por

=Y'JY, referida como correcdo, a SQRes fica

SQRes=(Y'Y-C)-(8'X'Y -C)
na qual
(Y'Y - C) é a soma de quadrados total,

(B'X'Y -C) éasomade quadrados de regressdo,

C=Y'JY, com J uma matriz de dimensdes nxn com todos os
.1, x
elementos iguais a = é a corregdo.

Desenvolvendo-se as expressdes, a soma de quadrados total, pode ser

escrita como

16



n 2
. ()
SQTot =Y y? -~=
i=1

n

ou, ainda, como
sQTot =Y (v, - )’
i=1

com ¥ sendo a média geral. Do mesmo modo a soma de quadrados de regressao
pode ser escrita como:
SQReg =3'X'XB-Y'JY,
mas do sistema de equagdes normais, tem-se que
X'Xp = x'Y,
de forma que:
SQReg =4'X'Y -Y'JY.

Analisando as expressdes para as somas de quadrados pode-se observar

que a seguinte relagio ¢ estabelecida:
SQRes = (SQTot)- (SQReg).

Conforme Draper e Smith (1998), esses resultados levam a construgéo

da tabela de analise de variancia, como esta apresentado na Tabela 1.

TABELA 1 Esquema de analise de varidncia para regressdo

F.V. G.L. S.Q. QM. F
Regressdo p-1 B'X'Y-C SQReg QMReg
p-1 QMRes
Residuo n-p Y'Y - 5' X'Y SQRes
n-p
Total n-1 Y'Y-C

17



SQRes

O quadrado médio residual, dado pelo quociente , &, de acordo

com Draper ¢ Smith (1998) e Hoffmann e Vieira (1998), um estimador nio-

tendencioso da variancia residual (0'2), pois:

E[SQRes,

n-p ]=E[QMRes]=E(32)=az'

2.4.2 Matriz de variéncias e covariancias

. A matriz de variancias e covariancias dos estimadores dos pardmetros ¢,
por defini¢do, segundo Neter, Wasserman e Kutner (1990) e Hoffmann e Vieira
(1998), dada por:

E[(5-5)(3-p) |- var [ B]=(x Xy,
e seu estimador é:
Var[ B]=5*{B} = QMRes(X' X)”

a qual pode ser representada por:

2 {ﬁo} S Bo:ﬁ1} S{Bmﬁt—m}
) S ﬁvBO} s? {ﬁ1} s{:éméfm}
s? {ﬂ} = :
_s {BP—hBO} S{Bp-vﬂ} e e 82 {Bp-—1} ]

Nos termos da diagonal principal estio representadas as variancias dos
estimadores dos pardmetros e nos termos fora da diagonal, as covariincias entre

os estimadores dos parametros, ou seja,
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5 ()£ (o8 -varl ]
o {98 )-vo3]

(B} =E[ (B~ o) |=Ver[ o]
s{pu o} =E[ (8o~ o) (Br- 51)] =Cov .
5.4 =E[ (8- 8.)(Bo - o) | = Cov [ Bn. 1]
=E[(Bo - Bo) (Be-1= Bos) | =COV[ Bpn o]
=E[(ﬂ -ﬁm)(ﬂo £)]=Cov[ BosBes )
s{Bp.rf ]:Cov[ﬁmm
s{B.Br E[(ﬂm ﬁm (B,-8.)]=Cov] B Bo]

Assim, pode-se reescrever a matriz de varidncia e covaridncia da

seguinte forma:
— vér[BO] CéV[ﬁg:BJ ...... Cév[ﬁo,ﬁP_J-
Cov [ B, BO:I Var [31] ------ Cov [ﬁo- ﬁPJ]
Var [,B] = : : :
LC()V [BP-« Bo] Cov [ﬁp-v /}1] """ Var ['éPA ] i

Entre os modelos de regressio merecem um destaque especial os
modelos de regressdo polinomiais. Isto por apresentarem uma ampla aplicaggo
nas pesquisas da experimentagdo agrondmica, principalmente nos casos onde os

tratamentos sdo constituidos pelas doses de algum fertilizante.

19



2.5  Regressio polinomial

A regressio polinomial possui ampla aplicagdo nas pesquisas
agropecuarias, principalmente com o uso de fertilizantes.

Em face dos elevados custos de producdo e dos fertilizantes, torna-se
necessario encontrar métodos e procedimentos que permitam indicar ao
empreendedor agricola as melhores doses de nutrientes que formegam um
maximo de produgdo.

Segundo Neter, Wasserman e Kutner (1990), o modelo de regressio
quadritica ou de regressdo polinomial quadritica, com uma variavel
independente, é:

Yi = Bo + BiX; +ﬂ2*i2 té&
no qual

y; representa os valores observados da variavel dependente;

Bo, B, B, sdo os pardmetros a serem estimados;

X; representam os valores das variaveis independentes;

&; sao os erros experimentais relacionados com os valores observados
y; que, em geral, sdo considerados independentes e normalmente distribuidos
com média zero e variancia constante.

Os autores estudaram este modelo por meio dos procedimentos de

regressdo linear miltipla. Para isso, fizeram as transformagdes X;, =X, e
Xpp = x? e, assim, 0 modelo passou a ser escrito da seguinte forma:

Yi = By + PBiXin + BrXip + 6,
Dessa forma, tem-se que o modelo de regressdo polinomial é um caso particular

do modelo de regressao linear multipla.
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2.6 Estimando o mdximo ou o minimo de uma equacio de regressdo

quadratica

Seja o modelo de regressio quadratica ou de regressdo polinomial
quadratica, com uma varidvel independente, dado por Neter, Wasserman e
Kutner (1990):

v, =a+bx, +éx?
A obtengdo de um ponto critico de uma dada fungdo é feita conforme
Lang (1976) e Kaplan (1972); derivando-se y; em relagdo a X e fazendo sua

derivada igual a zero, tem-se:

dy, _ d(a + bx, + éx?

) _b+26x, =0,

dx dx
logo, o estimador do ponto critico da equagio de regressao quadratica é:
. b
X

'-2¢
que sera a abscissa de um ponto de maximo se ¢ for negativo e sera de minimo

se ¢ for positivo (Neter, Wasserman e Kutner, 1990).
2.7  Estimativa da variincia do ponto critico

O conhecimento da varidncia de um ponto critico pode ser de muita
importincia em algumas pesquisas. Ele possibilita que, em vez de se ter apenas
uma estimativa pontual, como ¢ bastante usual, construiram-se intervalos de
confianga para o verdadeiro valor do ponto critico. Alé disso, também possibilita
testar este valor por meio da validade ou ndo de uma hipétese de interesse a seu
respeito.

Para estimar a variancia do pbnto critico em um estudo usando

simulagdo, D’ Aulisio (1976) utilizou a expressao usual:
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——

B w——

$ 2 (Zx)

Var(%) = 4= )
n-1

citada por Spiegel (1975), na qual X; representa os valores simulados do ponto

critico; 7 € o numero de observagdes amostrais ou de pontos criticos simulados.
Segundo Mood, Graybill e Boes (1974), a varidncia de um quociente de

duas variaveis aleatorias X e y ¢é dado, de forma aproximada, pela expressio:

Var[%] (#Y) [Var[x] Var[y] 2Cov(x, y]]

,Ux #y HxHy

D’Aulisio (1976) estudando a varidncia dos pontos de maximo ou de

-

minimo de equacdes de regressio de segundo grau, demonstrou que, se X = —

¢ um estimador consistente do ponto critico, sua varidncia pode ser estimada
aproximadamente pela primeira derivada do estimador do ponto critico em
relagdo a X . Portanto, o estimador da variancia é dado pela expressio:

Var(b) b Var(©)

~2 ~4
(o c

Ver(x) =

Deve-se ressaltar que D’ Aulisio (1976) utilizou um modelo de regressio
com a varidvel independente na forma de polinémios ortogonais de primeiro e
segundo grau. Dai, verifica-se que, na expressdo da variancia, ndo aparece o
termo de covariancia entre os estimadores b e é , fato que ocorre somente neste

Caso.
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2.8 Coeficientes de assimetria e curtose

Testes que avaliam assimetria e curtose sdo lteis e ajudam a verificar a
significancia da variagdo de certos momentos da amostra, em relagdo aos valores
esperados, de uma populagdo normal. Nas aplicagdes préticas, porém, pode-se
ter valores proximos de zero e, principalmente neste caso, existe a necessidade
de saber se o valor obtido é diferente ou ndo de zero.

O coeficiente de assimetria pode ser estimado, conforme definido por

Fisher (1930), usando-se a expressio:

~

"=

%|®

Para verificar o grau de assimetria ou se os valores estimados de 7

diferem ou nio de zero, Fisher (1930) sugeriu como estimador da variancia do
estimador do coeficiente de assimetria, a seguinte expressdo:

én(n-1)
n-2)(n+1(n+3)°

Var (7,) = (

sendo N o namero de observagdes amostrais.
Nota-se que esta expressio depende apenas do nimero de observagoes,
nio envolvendo nenhum parametro.
Para avaliar a hipétese H, :7, =0 contra H, :y, #0, Fisher (1930)
sugeriu a aplicagdo do teste de “t” de Student:
Vi
t=—"—>—+
s(71)
em que o valor da estatistica “t” é a raz&o entre a estimativa do parametro (71) e

seu erro padrdo, obtido a partir da raiz quadrada da variancia Var(7,). Este

teste ¢ possivel de ser realizado, pois, para grandes amostras, 71 pode ser

aproximado por uma distribui¢do normal.
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O coeficiente de curtose foi definido por Fisher (1930) como:

}'; _/14 _3'

2 T .4
o

Para verificar se o grau de curtose ou de achatamento de uma
distribuigdo ou se os valores estimados de 7, diferem ou ndo de zero, necessita-

se da varnancia do estimador do coeficiente de curtose o qual apresenta a
seguinte forma:

24n(n - 1)*
(n=-3)(n-2)(n+3)(n+5)°

Var (7,) =

sendo N o numero de observagdes amostrais.
Para avaliar a hipétese H,:y, =0 contra H, :y, # 0, Fisher (1930)

sugeriu o uso da estatistica “t” de Student, empregando a seguinte expressdo:

f= Y2 =¥s
$(7.)
na qual 7, representa a estimativa do pardmetro (7,) e S(7,) o seu erro

padrao, obtido a partir da raiz quadrada da varidncia Var(,) .

2.9 Intervalos de confianga

Um método para se obter intervalo de confianga para um quociente é o
baseado no teorema de E.C. Fieller, Finney (1964).

Sendo X, e X, duas varidveis aleatérias normalmente distribuidas com

média zero e varidncia o7 e o3, respectivamente, a nova variavel U = X, - ux,,
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fungdo linear das observagdes X, e X, terd também distribuigio normal de
média zero e variancia Var(u) = a? + y’o; .
Sendo s? e §2 estimadores nio viesados de o e de o3,

respectivamente, o quociente:

U X-pX
War(@) |s2+uist

tem distribuigdo “t” de Student (Kendall e Stuart, 1977).

Assim sendo, a um certo nivel de probabilidade a apropriado, a
inequagio (x,* +1%8,%) 4 — 2xxpu + X,” ~ 1’5" <0 da os extremos do intervalo
de confianca. Tomando-se p=x,? +t%s,2 e q=x —t’s;?, as raizes da equacéo

correspondente sdo dadas pela expressao:

u= XXz :l:\jX12X22 -Pq

p

Para interpretagio das raizes 4, que irdo fomecer o intervalo de
X . .. .
confianga para u = x—’ sob a hipétese de nulidade, D’ Aulisio (1976) considerou
2

o0s seguintes casos:
1.p>0eg>0

Neste caso, 4, € u, sio raizes reais positivas. A solugdo da inequagio
sera:

2.p>0eq=0
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A solugdo da inequagdo sera: ,
< 2%, X,
p

O<u

3.p>0eq<0
Neste caso, tém-se duas raizes reais é de sinais contrarios, 14 <0 e
M >0,
A solug@o da inequagdo sera:
mspusp
4.p=0 |
Neste caso, a inequagdo se toma: p.u? —2x,x,.4+q <0

q

=2x,x,u+q<0 = 2
X+ q H 2%,%,

4.1.p=0eq>0

A solugdo da inequacdo sera:

q
- 0 = 20
# 2Xx,X, g #

4.2.p=0eq=0
A solugio da inequagdo sera:

q
2 =0 = 20
2 2X,X, #

4.3.p=0¢eq<0

A solugdo da inequagdo sera:

q
>
# 2x,X,

5.p<0eqg>0
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Neste caso, tém-se duas raizes reais e de sinais contrarios,
u, <0 e u,>0.
A solugio da inequagdo sera:
u<u <0 ou uz2u, >0
6. p<0eq=0
Neste caso, tém-se duas raizes reais, uma 4, € nula, e a outra

2x,x. ~ . ~ ,
172 <0, de modo que a solu¢do da inequagao, sera.

p<u <0 ou uz0

7.p<0eq<0

A natureza das raizes dependera do valor do discriminante
XZ2X,2 = Pq.
7.1. XX, - pq >0
Neste caso, as duas raizes sdo reais e negativas. A solucdo da
inequagdo sera:
p<u <0 ou uzu <0
72. X %, —pg =0
As raizes g, e u, sdo reais e iguais. A inequagdo estara satisfeita
para qualquer valor real de 4.
73. X x,> - pg <0

As raizes sio complexas. A inequagdo estara satisfeita para

qualquer valor real de 4.

Intervalos de confianga propriamente ditos s6 sdo obtidos quando p>0.
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Neste caso, interessam intervalos que incluam somente valores de x
positivos que, no caso de experimentos de adubago correspondem as dosagens

que proporcionam as produgdes maximas.

2.10 Desenvolvimentos assintéticos — série de Taylor

Kaplan (1972) da a seguinte defini¢io de série de Taylor: seja f(x) a
soma de uma série de poténcias cujo intervalo de convergéncia é
a-r <x<a+r(r>0):

f(x)=ic,,(x—a)", a-r <x<a+r.

n=0
Esta série é chamada de série de Taylor de f(x) para X =a se os

coeficientes C, sdo dados pela da seguinte forma:

@), _fa .

G, =f(a), ¢, = 2= v G PR

tais que:

f(x) = f(a)+%(x —a)+...+i’;)7(Ta—)(x -a)’ +...

Teorema: Toda série de poténcias com raio de convergéncia ndo nulo é a série

de Taylor de sua soma.

Demonstragdo: Seja f(x) dada por f(x)= Zc,, (x —a)" . Entio, por repetidas
n=0

diferenciagdes, encontra-se que:
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f(x)=c, +c,(x —a)+...+C,(x-a)" +...,
Fi(x) =€, +2C,(x —8) +...+nC,(x —a)"" +...,
f"(x) = 2¢, +6C,(x —a) +...+ n(n -1).c,(x -a)"?+..,

fM(x)=n(n-1(n-2)..2.1.c, +
+(n+Hn(n-1)..2¢,,,(x-a)+...,
Aqui todas as séries convergem em 8- r" <x <a+r . Fazendo agora
X = a, segue que:
f(a)=c, f'(@)=c, f'(@)=2c,,.., f"(@=nlc,,..
Assim, ¢, =f(a) e

Fo

c, = a), n=12,...,
nl

n

como queriamos demonstrar.

No caso de @ = 0, a expressio para a série de Taylor de f(x) toma-se
f(x)=f(0)+ 0, 19,
1 2!

Esta expressio é chamada série de Maclaurin de f(x) que, para muitos

£ (0
+...+———(—lx"') +...
n!

propdsitos, é mais facil de se usar. A substitui¢do f=Xx-a reduz a série de
Taylor geral & forma de Maclaurin, Courant (1963).
2.10.1 Série de Taylor para fungdes de uma varidvel

De acordo com Lang (1976), pela teoria das fungdes de uma vanavel,

obtém-se a seguinte expressio para os valores de uma fungdo f na vizinhanga

de um ponto @, por meio das derivadas:
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_ @+ i@, @)
f(a+h)=f(a)+f'(a)h + 3 h +'"+(r—1)!h’ +R,,

em que:
(r)
R -f7C),
r!
para algum ponto C entre @ e a+h.

2.10.2 Série de Taylor para fung¢des de duas ou mais varidveis

E possivel, de acordo com Lang (1976), obter uma fungdo de duas ou
mais variaveis expandida em série de Taylor. Seja uma fungdo fde n variaveis
definida num conjunto aberto U e tendo derivadas parciais continuas até a
ordem r. Sejam P um ponto de U e H um vetor. Suponha que o segmento de
reta:

P+tH, 0<txg1
esteja contido em U . Entdo, existe um niamero 7 entre 0 e 1 tal que

_ (HV)f(P) (HVY'f(P) (HVY f(P+tH)
f(P+H)=f(P)+ A +..+ - + i .

Esta forma é obtida substituindo na Férmula de Taylor para uma

variavel, as derivadas da fungdo g(f) =f(P +tH) pelas suas expressdes. Tem-
se, assim, que:

9(0) = (H.V)*f(P)

g")(z) = (H.V)' (P +zH).

Reescrevendo, em termos das notagdes %x e 7 , Segue que:

oy

30



f(a+hb+k)= f(ab)+(hi+k Jf(ab)+ +(h—+ka)—f(a,b)+
d & oy

[h5_+k6y) f(a+th,b+7k).

As poténcias dos operadores diferenciais
h-g— +k 2
ox oy
sdo calculadas pelo desenvolvimento do binémio. Por exemplo:

2 2 2 2
[h-a-+ki) ok T s

ox oy ox? xoy oyt
3 3 2 2 3
PRAA =h3(i) +3h2k(—6-) 2 +3hk2(—6—] S e[l
ox oy ox ox ) \oy ox )\ oy oy
e assim por diante.

Segundo Kaplan (1972), ha uma formula de Taylor com residuo para

fungdes de n variaveis. Para o caso de duas variaveis, tem-se:
F(X,¥)=F(X,¥,) +AF (X, Y s X = X3, Y = Yq) + e +

1 . ey e
+— dF(x,,y1,x X,y = ¥) +—=d" FOXC, Y X=X, ¥ =V,

1
(r+M!
com X =x,+£(x=X,), ¥ =y, +t (y-y), 0<t <1.

O ponto (x",y’) se encontra entre (X,,¥;) € (X,y) na linha de jungdo
desses pontos. Para r =1, a formula se toma:
F(x,y) = F(Xy 1) + (X = X)F (¥ ) +(y = y)F, (X .y )

que é conhecida como a Lei da Média para fungGes de duas variaveis.

Para a demonstragdo deste resultado, pode-se escrever:

¢(t)=F[x,+t(x—x,),y,+f(y—y,)], O<t<1
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Tem-se que xe y sdo considerados fixos e ¢ depende somente de f .
Pela lei da média para ¢,
(N =¢0)+¢'(t'), O<t <1
Mas ¢(1) = F(x,y), ¢(0) = F(x,.y,) e
() = (X = x))F, [ X +H(x = X,), ¥, +t(y = y3) ]
+(y =y)F, [x +t(x=x).y; +t(y -w)]
Substituindo ¢ por ¢, obtém-se:
FOGY) = F(Xy1) + (X = xR (XY ) +(y = )Ry (XY ")

A férmula de Taylor com residuo para fungdes de n variaveis é

demonstrada de forma analoga, ou seja, baseada na formula de Taylor para ¢ :

O ¢(0) . ¢ (t)
#(1) =4(0) +¢'(0) +... + 7 + (r+1)!’

em que O <t™ <1. Pode-se encontrar, por indugio, que
() = d’F[x, +t(x=x,),y, +t(y - y,)ix - x,,y—y1:|;
e a validade desta equagdo ¢ assegurada se F(x,y) tem derivadas continuas por
meio da (r +1) -ésima ordem, num dominio D, contendo o segmento de linha
que liga (x,y) a (X,.¥,).
A série de Taylor ou Formula de Taylor pode ser usada para estudar a

natureza de uma fungfo perto de um ponto particular (Lima, 1993). Como foi

dito anteriormente, os termos lineares resultam em dF , a melhor “aproximagio
" 2

linear” para F(X,y)-F(x,y,). Se dF =0, os termos quadraticos 9 % \

tomam-se de grande importancia. Em particular, se a expressdo quadratica

d*F = A(x-x,) +2B(x=x,)(y-%1)+C(y - y,)’
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for positiva, exceto para X = X,, ¥ =y,. Entdo, F(x,y) tem um minimo no

ponto (X,,¥;) -

Em estatistica, segundo Leite e Singer (1990), uma das ferramentas mais
utilizadas no estudo de métodos assintéticos é a aproximagdo de uma fungdo real
f de variavel real por um polinémio. Embora a expansdo de f em série de
poténcias na vizinhanca de um ponto X, seja importante sob o ponto de vista
tedrico, o que realmente interessa nas aplicagdes é o estudo do resto proveniente
da aproximagéo de f por um polinémio.

Para uma fungdio expandida em série de Taylor, para todo X € U,
R,(x)=f(x)-P(x) é o resto ou o erro da aproximagdo de f(x) por P(x).

Logo, se f for derivavel até a ordem N em um ponto X , tem-se:

n £(K)
() =§—,%’—’(x—xo)“ +R,(x)

para todo X € U. A expressdo acima é denominada formula de Taylor, com

resto R,, de f em tomo de X,. Tem-se que, para n=1¢ 2, R,(x) tende a

zero mais rapidamente do que (X - X,)" quando X tendea X, (Lima, 1993).

Teorema: Seja f uma fungdo real de variavel real derivavel até a ordem 1 +1

em um intervalo aberto 1 e sejam X,,X €. Entdo, existe pelo menos um ponto

C entre X, e X tal que:

2, F(x,) f™(c)
Fx) = 3 —02 (x — Xo ) +——=2(x = Xo)™" .
() = Y P = xo) + R o)
Em outras palavras, o resto na formula de Taylor é dado por:
f(n+1)(c)
R,(x)= X —Xg )"
P00 = Ty %)
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Observa-se que, quando n =0, este teorema € precisamente o teorema
do valor médio.

Em Leite e Singer (1990), ainda pode-se encontrar uma série de
aplicagdes sobre o uso das expansdes em Taylor e Maclaurin em estatistica,

como, por exemplo, a Lei dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite.
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3 MATERIAL E METODOS
3.1 Material

Os dados utilizados neste trabalho foram os mesmos utilizados por
Freitas (1978), e sdo provenientes de 536 ensaios conduzidos com a cultura de
algodio, realizados nos estados do Parana, Minas Gerais e Goias, no periodo de
1970/1975.

3.2 Métodos

Este trabalho foi realizado por meio de simulagdo Monte Carlo, para
avaliar distribuigdes de freqiiéncias do ponto critico de uma equagdo de
regressdo do segundo grau.

Foram considerados como referéncia os valores médios obtidos por
Freitas (1978) para os coeficientes de regressdo cujas estimativas foram
b=90,1713 e ¢ =-98,8947, necessarias para o calculo do ponto critico.

Considerou-se, ainda, que as varidncias eram proporcionais, sendo

Var () = 24,4532 Var (B).

~

Para simular dados experimentais para b e ¢, com média e variancia
estipulados conforme a situagdo, foi desenvolvido um procedimento utilizando o
software MATLAB® - Matrix Laboratory.

As seguintes dosagens foram consideradas com 4 repetigdes cada: 0.0,
0.2; 0.4; 0.6 e 0.8, caracterizadas pelas diferentes variancias teéricas, o>= 0,1,
0,5; 1,0; 5,0; 10; 15; 20; 50.

A partir desses valores reais, geraram-se duas séries com 5.000 erros

aleatérios cada, com distribui¢io normal de média zero para cada uma das
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variancias tebricas consideradas, denominando e; a primeira série e e; a segunda.
Assim:

e, ~ N(0,6?)

e, ~N(0,0?)

Obtiveram-se entdo, 5.000 erros e; apds multiplicar e, por /24,4532 .

Assim as estimativas de b e ¢ podem ser escritas como:
b = 90,1713 +e,
¢ = -98,8947 +e;.

Assim, construiu-se um vetor com 5.000 observagdes, cujos elementos
séo:
26

Determinaram-se entfo, os valores médios para as estimativas 5,6 e X,
suas respectivas varidncias, com a finalidade de verificar a qualidade da

simulag¢do.

n . . .. s b .
A variancia do quociente ou do ponto critico X = foi calculada

utilizando-se trés expressdes Var, (X), Var, (X) e Var,(x), a saber:
n 2
1

n 2
(5:)
T x° i=l

Var(f) = = n

n-1

1| Va) B Va@
Ve, (x) =— . R —
4} ¢ C
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Var, (%) = %Var [Q] =% (ﬂ}z Var[f)] + Var[¢] _ 2Cov [[’ ' é]

¢ Hs Hi Ui HiHs

Para cada situagdo do conjunto de 5.000 simulagdes foi obtida a média
do ponto critico e das trés variancias. Do mesmo modo, procedeu-se ao calculo
do coeficiente de assimetria e curtose, utilizando-se as expressdes citadas em
28.1e282.

Para os coeficientes de assimetria e curtose, calculam-se 7,, 7, cujas
respectivas varidncias sdo constantes em todos os casos, visto que, todos os
vetores tém 5.000 observagdes, assim:

Var(7,)=0,0012 e Var(j,)=00048

para o calculo da estatistica “t” de Student.

Conhecidas as estimativas das varidncias, determinaram-se os intervalos

"

. b . .- .
de confianga para X = =8 estimador do ponto critico, a um coeficiente de

confianga de 95%, estimando-se os seus extremos, da seguinte forma:

X+t Var,(x)
X £t |Var, (X)
X £t Var, (%)

sendo t=2.
Procedeu-se também a construgio dos histogramas de freqiiéncia para
verificar graficamente se a distribuigdo dos pontos criticos aproxima-se de uma

distribui¢do normal.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, apresenta-se o procedimento tedrico para obtengio do ponto

critico de uma equagdo de regressdo quadratica.
41  Modelo de regressio polinomial quadratico

Considerando-se o seguinte modelo de regressio polinomial quadratico:
y; =a+bx, +cx? +e, N
em que:
Y, representa o i-ésimo valor observado de uma variavel dependente,
X; representa o i-€simo valor fixo de uma variavel dependente,
a, b, ¢ sdo os pardmetros da equagdo de regressio,
€; representa o i-ésimo erro aleatorio, associado a observagdo y;,
considerados como independentes e normalmente distribuidos com média zero e
variancia constante o2 .
As equagdes para as n observagdes sio:
Yy =a+bx,+cx? +e
Y, =a+bx, +cx? +e,

2
Y, =a+bx,+cx, +e,

Em termos matriciais, é possivel escrevé-las como:

[vi] [1 x, &
Y2 1%, x5 |a| |e
N tllbl+] f
c
_yn_ _1 xn X;‘:_ _eﬂ_




ou, ainda:
Y=XfB+¢,
no qual:
Y & um vetor de realizagdes de variaveis aleatorias (observagbes da
variavel dependente), de dimensdes nx1;
X & a matriz dos coeficientes associados aos pardmetros ou matriz do
planejamento, de dimensdes nx3;

B é o vetor de parametros, de dimensoes 3x1;

£ é o vetor de variaveis aleatorias ndo observaveis (erros
experimentais), com dimensdes nxl, os quais sdo assumidos serem
indépendentes e normalmente distribuidos com & ~ N (¢, 10'2) .

O sistema de equagdes normais pode ser obtido como em Draper e Smith
(1998), pela aplicagdo do método dos quadrados minimos. Assim, o vetor de
erTos €:

e=Y-Xp

A fungiio Z, que representa a soma de quadrados dos erros fica:

Z=e's:(Y—X,B)’(Y—X,B)=Y'Y—2ﬂ'X'Y+,B'X'X,B

O ponto critico desta fungdo pode ser obtido como sendo os valores de
B que tomam nula a derivada de Z em relagéo a [ . Assim,

dZ=-2dB'X'Y+dp'X'Xp

Pode-se mostrar que os valores de f que minimizam a soma de
quadrados dos residuos ¢ a solugdo do seguinte sistema:

X'XB=X'Y
que é conhecido como sistema de equacdes normais, SEN (Searle, 1971). Para o

caso do modelo de regressio quadritico, aqui tratado, as matrizes que

constituem o SEN sdo as seguintes:
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1 x, x?
T 1 o 11 x, x2
vy . .
X'X = Xy Xy e e X, : :
x12 x% eoe aee xz
1 x, x2|
" n n 2'
i=1 i=1
n n 2 n 3
1
X'X =3 x X >x;
i=1 i=1 =t -
n 2 n 3 n 4
PRDR AP
L i=1 i=1 i=1 J

n

7 QY

1 1 o o 1]y, =1

n
X'Y={x, X o X | = Xy,
x12 xg B ' : =1

| Yn | inz}’i

L i=1

[ S I

Assim, o sistema de equagdes normais X' X3 = X'Y tema seguinte forma:

n n n

n 3k Sl [ 3y
= pc H i=

n L B n

in le qu b= in}’i

i=A i=1 i=1
n n n

n
XX X 3oxd Y Xy,
| i=1 J

i=1

(91

| i=1 i=1 i=1

Segundo Neter, Wasserman e Kutner (1990), o sistema de equagdes

normais pode também ser escrito da seguinte forma:
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n n n

>y =an+b) x, +&Y X

i=1 i=1 i=1

Zn:x,-y, = éix,. +an:x,? +ézn:x?

§=1 i=1 i=1 i=1

ix,?y,. = ézn:xf + Bix? +éix;‘
i=1 i=1

i=1 i=1

Dado que a matriz X possui posto coluna completo, entio X'X éuma
matriz positiva definida e, portanto, invertivel. Assim, como em Neter,

Wasserman e Kutner (1990), a solugdo unica é dada por:
B=(X'X)"X'Y.
Neste caso, o vetor B , além de ser solugdo unica, apresenta também

status de estimador e todos os seus componentes sdo individualmente estimaveis
(Searle, 1971).

A matriz inversa de X'X é obtida por:

(X'X)" =

O W >

B C
E F
F K

As expressdes necessarias para determinagdo da matriz inversa

sdo dadas, segundo Lipschutz (1972), por:
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n

n n n 2
D =det[X'X]= anfzn:x,“ +2)° %, X2 x} —n(Zx;") -
i=1 i=1 i=1

=1 i=1

{85 8]

i=1 i=1

>

i=1

S

Fazendo:

_= = =1
A= D
n n 4 n 2 n 3
ZX:ZXi ‘inle
B = i=1 i=1 i=1 i=1
D

D
n 2
ny x; - (z x,zJ
E — i=1 i=1
D
n n

D
n 2
> x? —(Zx,)
_ = i=1
K= D

4.2  Analise de variincia
Obtida a solugfio para o sistema de equagdes normais X'X3 = X'Y,
pode-se determinar as somas de quadrados do modelo quadratico adotado e que

compdem a analise de variancia.
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L o A R )

De acordo com o modelo adotado, sabe-se que a soma de quadrados do
residuo € dada por:
SQRes=Y'Y-3'X'Y,
no qual:

Y'Y ¢é definido como a soma de quadrados total e
B'X'Y é definida como a soma de quadrados de parametros ou a

reducdo devida aos parametros.

2

i 2
Somando e subtraindo a constante C = Nt/ - y'JY, comumente

n

conhecida como corregdo, tem-se:
SQRes=Y'Y-C-B'X'Y+C=(Y'Y-C)-(8'X'Y -C)
sendoque Y'Y —~C=SQTot ¢ ' X'Y -C=SQPar .
O esquema de analise de varidncia para o modelo de regressdo
polinomial quadratico, mostrando o numero de graus de liberdade, expressdes

para o calculo das somas de quadrados, quadrados médios e teste “F" para

regressdo, esta apresentado na Tabela 2.

TABELA 2 Esquema de analise de varidncia para um modelo de regressdo
polinomial quadratico

F.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 2 B'X'Y-C SQReg QMReg
2 QMRes
Residuo n-3 Y'Y -B'X'Y SQres
n-3
Total n-1 Y'Y-C




l- —— g

Desenvolvendo as expressdes anteriores, as somas de quadrados também

podem ser obtidas da seguinte forma:

n (Zn:yi

)2
SQTot =3 y? ——"=’n—=Y'Y—Y'JY=Y'Y—C
i=1

que é a soma de quadrados total corrigida pela média, e a soma de quadrados de
regressao é:

n

Z.Vi

i=1
SQReg:B'X‘Y—C:[é b é] Zn:x,.y, -C

i=1

n
lezyi
= E

i

SQReg =éiy,. +an‘,x,y, +éix,2y, -C

i=1 i=1 i=1

logo, a soma de quadrados do residuo é:

SQRes = SQTot - SQReg = iyf —éiy,- —5‘2&}’; —ézn:XfY:
i=1

i=1 i=1 i=1
Da definigdo de varidncia e covariancia (Searle, 1971), obteve-se a
matriz de varidncias e covariancias

Var| B]=Var[(X" X' X'Y]=(x"X)" X var[Y] X (X" X}

como Var([Y]=lo?, tem-se que: '
Var[ B]=(X'X)" X"1o?X (X' X)™ = (X' X) " 02
Assim, o estimador da matriz de variincias e covariancias é:

Var| #]=QMRes (X" Xx)"
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ou, ainda:
Var[a] Cov[é 5] Cov[aé]
Var[ 3= Cév[B, é] ] [b,c]
Cov[é,a] Cov[c,B] var[¢]

4.3  Obtengio do ponto critico

O ponto critico da equagdo de regressio quadratica foi obtido derivando-
se a fungdo

v, =&+bx; +6x?
em relagdo a x e fazendo sua derivada igual a zero,

- 2. A a2
ﬂ/,_=d(a+bx,‘+cx,.)___b+zéxi ~0
dx dx

Assim, obtém-se a abscissa do estimador do ponto critico da equagdo de

regressdo quadratica

. b
X;=—
~-2C
A ordenada do estimador do ponto critico é obtida substituindo-se a

expressdo encontrada para a abscissa na equagdo de regressao:

. _A.4h Ay 2
y; =a+bx; +¢x;
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Assim, o estimador do ponto critico em uma equagio de regressio

quadratica é dado por:
P b . b

P=(x,y,)=| —@a—-—

(%5 (—Zc 4c]

4.4  Esperanca e varifincia para o quociente de varidveis aleatérias

Segundo Mood, Graybill e Boes (1974), ¢ possivel obter uma expressio

para a esperanga e varidncia do quociente de duas variaveis aleatérias por meio

da expansdo da fungdo f(x,y) = %em série de Taylor.

4.4.1 Esperanca do quociente de duas varidveis aleatérias

Considerando-se a fungdo f(x, y)=§ tal que x e y sdo variaveis

aleatorias, é possivel escrever sua expansio em série de Taylor em torno de

(,ux, ,u,,) . Assim, de acordo com Lima (1993), e Roussas (1973), a expansdo de

f(x,y) fica

f(xly) = f(/axwuy)"-%(.uw.uy )(x_/'lx)"'%(luxtﬂy )(y_ﬂy)'*'

e =+ Y= iy =) +
21 6x2 HyHy Hx ayax My Hy Hy Hy

f o’f
+ ayz (,uxuuy)(y_,uy)2 +aa7(ux’#y)(x -yx)(y_”y)]+
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Fazendo as derivadas parciais da fungdo e aplicando no ponto ( Hys yy) ,

tem-se:

of 1 of 1
a("»}’)-; = 5;(%:%)-;;

B B S
ayax oyox VY 2

Hy

o*f
OX OX

(#e1,)=0

x,y)=0

6x6x
—Hy

of —X of
6_y(xly)=7 = ax (luxvl"y) 7‘;2-

R I <
axay axoy ¥V Y #y

Kl o*f 2ppu
( X y)=—'—_y

y)= = =
vy %)= ayox Lok 5

Substituindo-se as derivadas parciais é possivel reescrever a fungdo
expandida em série de Taylor, da seguinte forma:

L )
foy) =2 (x - ) -y - ) -
Hy M

y Y Hy

1 x
——_2(x-”x)(y_:uy)+£'3_(y—#y)2 +o.en
Hy Hy

Fazendo-se uma aproximagio da formula de Taylor para fungdes com

duas variaveis, tem-se:

M1

f(x,y)=

y Hy -, y

1
—__2_(x - ux)(y_ﬂy
y y
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Aplicando o operador esperanga em ambos os lados da igualdade na

funcio aproximada, tem-se:

E[f(x,Y)]zE[ﬂzE[f"-+l(X-#x)- By -m,)-

y Hy Hy

1
—y—yz(x—/zx)(y—uy)+/’jy*3 (y-uy)z]

Separando os termos, fica:

X Y7, 1 H |
E|=|~E| 2 |+E| —(x-p) |-E| Ex(y—u) |-
[y] [u,]+ [ﬂy(x ux)} [ﬂyz(y ﬂy)-

1 -
—E[F(x —ux)(y—#y)J+E[;*3 v -u)

y y

Utilizando propriedades da esperanga, obtém-se:

E| X e s Ve[ - u )= 2 ET(y - 1]~
[y] PR [(x - 1,)] PE: [(vy-n,)]

B[Oy =) ]+ L E [y - 7]
y

y H
ou, ainda,
X| u 1 73
El =~~~ -—Cov|x,y|+=%Var[y
] oo+ L varly

que € idéntica a expressdo contida em Mood, Graybill e Boes (1974).
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4.4.2 Variincia do quociente de duas varidveis aleatérias

A partir da defini¢do de variancia, Mood, Graybill e Boes (1974)

2 2
w5 € 5) -5
y y LY
Sabe-se do resultado anterior que:

E{y}f&— > Cov[x,y]+l"j"3 Var[y].

Hy Hy Py

afirmam que

2
. . Y- "X
Logo, necessita-se determinar a esperanga matematica de (;) . Com a

2
finalidade de obter uma forma aproximada para o valor esperado E[(-f;} },

considerou-se
2

f(x,y)=%2—.

Expandindo a fungdo em série de Taylor em tomo do ponto (,ux, ,uy) ,

segue que f(x,y) tem a forma:

f(x,y)=f(#x./1y)+ (ux.uy)(x #x)+ (,ux.uy)(y )+

1
+2|[a 2 (”X”uy)(x qu) an (luxuuy)(x_ﬂx)(y_.uy)"'

a (ﬂx,#y)(y uy)2 62 (ux.uy)(x - Ny - ,uy)]
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Obtendo-se as derivadas parciais de 1° e 2° ordem da fungdo em relagdo a

X e em relagio a y e, ainda, as derivadas parciais mistas de 2° ordem, e

aplicando-as no ponto (., 4, ), tem-se:

%(x,y)=f,—f = %(ﬂx’ﬂy)ﬂﬁ—}
% x’y)z% = ;gx(ﬂx,#y%%
S
%(X, y)= _f,fz = %(”X"‘y) - _,2,?2
aiZy (%) =% = %(yx’%) ) _::: x
S = bt

y

Substituindo-se as derivadas parciais de f(x,y) na expansio em série de

Taylor, tem-se:

2 2 - 2
xY 4l 2u 2u 1 2
f(xy =(-—J =t X )-S5y -+ (X - p, ) -
(x.y) y) T2 e P Hy 7 H

y y
4 32
- B = Y - 1)+ B (Y - P+
ﬂy y
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Fazendo-se uma aproximagio da formula de Taylor para fungdes com

duas variaveis, tem-se:

2/1 242 1 2
fix.y ( ) ”’ (X =)~ (Y —py) ) +— (X = 4,) -
( ) y /J 2 ,U #3 Auy 2 #)

y Hy y Hy
4 342
- ‘2* (X =Ny - py)+ ‘f{ (v-u)
y ,Uy

Aplicando-se o operador esperanca matematica e utilizando-se de suas

propriedades, obtém-se:

E[(_)}ﬁx—+#—5[(x )] - 'u" E[(y #,)]+——E[(X -m ) -

y y

4
- :; E[(x—ﬂ,)(y-ﬂy)]+ ;}x E[(y-u7]

y

"X

E[(—T}zﬁ—s 7 Var[x]+ :" Var([y]- ‘“" Cov[x y]

y y y

Da definigdo, de variancia,
2 2
ol )25 {5
y y y

substituindo-se as expressoes obtidas, tem-se

Var[ ]~ﬁ*—+ 12 Var[x]+ 3”" *Var[y]- Au, —xCov|x,y]-
y y 'uy u
2
( Cov[x y]+ Hx Var[y]}
T
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Fazendo-se as simplificages necessarias, verificou-se que:

2
X Y7, 1 1 2
Var| — |~| == | | = Var[x]+—Var][y]-
[y} [#,J (,Uf [x]+2svarly]

Cov/|x, y]J
H, Kk,

que é a expressdo dada por Mood, Graybill e Boes (1974) para o calculo da
variancia de um quociente de duas variaveis aleatérias.

Assim, a varidncia do estimador do ponto critico de uma equagao

polinomial quadratica, que é um quociente de duas variaveis aleatérias, pode ser
escrita como:

var| £ |1y [ B]. 1](1s Y[ VerlB] , var[¢]_2cev]b]
o 25 =4 5 |4 () | =

H; /‘g

HgHs

Particularmente, para o caso em que a covariancia entre b e é seja nula,
a expressdo anterior pode ser simplificada, do seguinte modo:

fe=e)
He) | H

2
5 H;

1 Ver[B] i var[¢]
T

A
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»

b Var 2 ¢
] -l . st

Mg He

que é exatamente a expressdo apresentada por D’Aulisio (1976), obtida através

da primeira derivada do estimador do ponto critico em relagdoa X.
4.5 Andlise dos resultados simulados

Com a finalidade de verificar a aplicagdo das trés expressGes para o
calculo da varidncia do ponto critico e de se ter uma idéia se os valores
simulados do ponto critico seguem uma distribuigdo normal, sdo apresentados a
seguir os resultados oriundos de varias simulag3es realizadas.

Os resultados obtidos para as estatisticas médias dos coeficientes de
regressdo b e C, bem como suas respectivas varidncias em fungdo das diversas

varidncias tedricas (0'2) adotadas, estio apresentadas na Tabela 3. Pode-se

~

verificar que os valores médios dos coeficientes de regressdo b e ¢ estio

préximos aos valores teoricos reais considerados. Os valores de b variam de
90,1741 a 90,2330 e os valores de ¢ variam de —98,9050 a —99,1258. Notou-se
uma tendéncia de que, com o aumento da varidncia tedrica, esses valores tiveram

um certo aumento.
Ja para os valores das varidncias de b e ¢, a medida que a variancia

teorica (0'2) aumentou, seus valores também aumentaram; nota-se que as
variancias Var (b) estéio proximas e com tendéncia na variancia tedrica (0'2 ); 0
mesmo ocorrendo para Var (6) , numa propor¢do proxima de 24,45 vezes, 0 que

ja era esperado.
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Estes resultados sugerem que os valores de b ¢ é foram simulados
corretamente, considerando que essas estatisticas sdo varidveis aleatérias

normais.

TABELA 3 Valores médios dos coeficientes de b e ¢ e respectivas variancias,
em funcio das diferentes varidncias reais utilizadas.

o’ b é Var (b) Var (&)
0,1 90,1741 -98,9050 0,1008 2,4370
0,5 90,1775 -98,9178 0,5040 12,1851

1 90,1800 -98,9274 1,0080 24,3701

5 90,1908 -98,9678 5,0402 121,8507
10 90,1989 -98,9981 10,0804 243,7013
15 90,2051 -99,0213 15,1206 365,5520
20 90,2103 -99,0409 20,1608 487,4026
50 90,2330 -99,1258 50,4020 1218,5000

Os valores das estimativas b e ¢, assim como Var (5) e Var(¢)

aumentaram a medida que as variancias tedricas consideradas aumentaram.
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TABELA 4 Valores médios do ponto critico ()T( ) e variancias do ponto critico,
calculadas pelos métodos: usual Var, (f(), formula deduzida por
D’ Aulisio (1976) Var, ()? ), expressdo dada por Mood, Graybill e
Boes (1974) Var, (X).

Ponto critico Variancias

o’ x Var, (%) Var, (%) Var, (%)
0,1 0,4560 0,000054 0,000054 0,000001
0,5 0,4564 0,000274 0,000271 0,000009
1 0,4569 0,000555 0,000543 0,000019
5 0,4616 0,0030 0,0027 0,000097
10 0,4680 0,0069 0,0054 0,000195
15 0,4751 0,0123 0,0081 0,000293
20 0,4835 0,0211 0,0108 0,000390
50 0,5586 2,7808 0,0270 0,000977

A Tabela 4 apresenta os valores médios do ponto critico e as variancias
obtidas pelos trés métodos considerados.

Os resultados mostram que houve um aumento nos valores do ponto
critico, 4 medida que a varidncia teérica aumentou. Os valores médios do ponto
critico variaram de 0,4560 na varidncia 0,1 até 0,5586, na maior varidncia
considerada de 50.

Observando-se os valores obtidos para as trés varidncias, verificou-se

que a varidncia Var, (X) apresentou valores menores do que os calculados por
Var,(X) ou Var,(X). Pode-se inferir por este, que a expressdo Var, (x),

sugerida por Mood, Graybill e Boes (1974), deve ser preferida em lugar das

outras duas.
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apresentam assimetria positiva e curtose do tipo leptocurtica ou “afilada”, que

nio sdo caracteristicas de uma distribuigdo normal.
4.6 Distribuicdo de freqiiéncia dos valores do ponto critico

A seguir sio apresentados, na forma de histogramas, Figuras 1, 2, 3,4, 5,
6, 7 e 8, os valores simulados do ponto critico para as diferentes variancias
adotadas.

Pode-se observar, como na Figura 1, que a distribui¢io de freqiiéncia dos
valores do ponto critico ndo estio muito distantes dos de uma curva normal. Este
foi 0 caso em que o coeficiente de curtose se aproximou do de uma normal, ndo
diferindo de 3 ou de zero quando subtrai-se esta constante.

Nas Figuras 2, 3 ¢ 4, e de acordo com a Tabela 5, pode-se observar uma
leve tendéncia de assimetria a direita. Valores dos coeficientes de assimetria sdo
bem proximos e signiﬁcaﬁvos a 1% de probabilidade pelo teste “t” de Student e
coeficiente de curtose também significativo a 1% de probabilidade pelo teste “”,
caracterizando uma distribuigdo leptocurtica.

Nas Figuras 5, 6, 7 e 8 observa-se uma forte tendéncia de assimetria a
direita e ao formato leptocurtico (curtose maior que 3), que ja havia sido

detectado anteriormente, nas analises realizadas na Tabela 5.
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FIGURA 1 Representacio grifica da distribui¢do de fregiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a varidncia ¢ =0,1 e valor

médio de X = 0,4560.

58



1000

Std. Dev = ,02
Mean = ,456
N = 5000,00

FIGURA 2 Representagdo grafica da distribui¢do de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a variancia o’ =0,5 e valor médio

de X =0,4564 .
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FIGURA 3 Representagdo grafica da distribuigdo de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a varidncia o = 1,0 e valor médio
de X =0,4569.
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FIGURA 4 Representagdo grafica da distribuigdo de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a variancia o? =5,0 e valor médio

de x =0,4616.
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FIGURA 5 Representagdo grafica da distribuigdo de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a variancia o° = 10,0 e valor

médio de X = 0,4680 .
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FIGURA 6 Representagdo grafica da distribuigio de frequéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a varidncia o’ =15,0 e valor

médio de x = 0,4751.

63



Std. Dev = ,15

Mean = ,4835

N = 5000,00
25 27

50

0

FIGURA 7 Representacdo grafica da distribuigdo de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a variancia o = 20,0 e valor

médio de X = 0,4835 .
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FIGURA 8 Representagdo grafica da distribuigéo de freqiiéncia dos valores
simulados do ponto critico, para a variancia o’ =50,0 e valor

médio de X = 0,5586 .
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4.7 Intervalos de confianga para o ponto critico

TABELA 6- Valores médios do ponto critico e intervalos de confianga para o
ponto critico, considerando as trés varidncias, em fungio das
variancias tedricas.

Intervalos de confianga

Variancia Ponto

o? critico Var, (%) Var, (X) Var, (x)
médio
X
0,1 04560 [0,4412;0,4707] [0,4412;0,4707]  [0,4532, 0,4588]
0,5 04564 [0,4232;0,4896] [0,4234;0,4894]  [0.4501. 0,4626]
1 04569 [0,4098;0,5041] [0,4103;0,5035]  [0.4481; 0,4658]
5 04616 [03514;0,5718] [0,3574;0,5657]  [0.4418; 0.4813]
10 0,4680 [0,3016;0,6343]  [0,3208;0,6152]  [0.4400; 0,4950]
15 04751 [0,2535;0,6968]  [0,2949,0,6554]  [0,4409; 0.5094]
20 04835 [0,1929;0,7742]  [0,2755;0,6916]  [0.4440; 0,5231]
50 0,5586 [-2,7765; 3,8937] [0,2301; 0,8871] [0,4961 0,6211]

Analisando-se os intervalos de confianga para o ponto critico calculados
usando-se as trés diferentes variancias (Tabela 6), nota-se que esses intervalos

sdo bastante satisfatorios, principalmente quando se utilizou a variincia
Var, (X).
Como ja era esperado, todos os intervalos de confianga tornaram-se

menos precisos com o aumento das varidncias tedricas. Desse modo, os

intervalos de confianga menos satisfatérios foram aqueles obtidos com Var, ()'() s
e os intervalos mais satisfatérios obtidos com Var, (X). Mesmo, neste caso,

quando se usou Var;(X), para variancias (0'2) maiores, existe uma tendéncia

dos intervalos serem mais amplos, perdendo em precisdo.

Em todos os casos, considerou-se t=2 com 95% de confianga.
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5 CONCLUSOES

As varidncias dos coeficientes de regressio aumentaram
proporcionalmente com o aumento das variancias teoricas (o), consideradas,
caracterizando uma simulagio de boa qualidade.

A variancia do ponto critico calculada usando-se a expressdo de Mood,
Graybill ¢ Boes (1974) apresenta-se como a mais satisfatéria pois leva em
consideragiio a covariancia entre os coeficientes de regresséo bec.

A varidncia o afeta a estimativa do ponto critico, maiores varidncias
estio relacionados com maiores valores médios.

A distribuigio de freqiiéncia do ponto critico ndo segue ao de uma
distribui¢do normal.

O ponto critico apresenta uma distribuicdo de freqiiéncia com assimetria
positiva e formato do tipo leptocurtico.

Os intervalos de confianga para o ponto critico tomam-se menos precisos
com o aumento das variancias tedricas (%) em todos os trés casos analisados.

Os intervalos de confianga com menor amplitude foram os obtidos

utilizando-se a variancia calculada por Var, (X).
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ANEXO

Rotina MATLAB®, programa utilizado para obtencdo dos vetores de

estimativas de b, ¢ e X, bem como as varidncias Var, (%), Van,(x),

Var, (X) e os respectivos intervalos de confianga.

Clear
% Vetor de variancias
variancias=[0.1 0.5 1 5 10 15 20 50]';
% Matriz de doses 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 ¢ 0.8 com 4 repetigdes
X=[10.0 (0.0)"2 0

1 0.0 (0.0)*2

10.0 (0.0)"2

10.0 (0.0y°2

10.2 (0.2)"2

10.2 (0.2)"2

10.2 (0.2)"2

10.2 (0.2)"2

10.4 (0.4)"2

10.4 (0.4)"2

10.4 (0.4)"2

104 (0.4)"2

10.6 (0.6)"2

10.6 (0.6)*2

10.6 (0.6)"2

1 0.6 (0.6)"2

10.8 (0.8)"2
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10.8 (0.8)"2

10.8 (0.8)"2

10.8 (0.8)"2];
B=inv(X'*X);
xest=zeros(5.000,1);

% Gerar 5.000 nimeros aleatorios normais (0,0’2)

A=1;

for i1i=1:8
varia(ii, 1 )=varincias(ii, 1);
sigma=sqrt(varia(ii,1));
randn('state',0);
erro=normmd(0,sigma,5000,2);
n=5000;

% Variaveis aleatorias b e ¢
for i=1:5000
ell(i,1)=erro(i,1);
e31(i,1)=erro(i,2)*sqrt(24.4532);
best1(i,1)=90.1713+el1(i,1);
cest1(i,1)=-98.8947+e31(j,1);
xest1(i,1)=best1(i,1)/(-2*cest1(j, 1)),
end
% Matriz de valores X
xest=[xest xest1];
% Valores médios e variancias
bbarral=mean(bestl);
cbarral=mean(cest1);

xbarral=mean(xest1);
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varbl=std(best1)"2;
varcl=std(cest1)"2;
% Variancias dos estimadores do ponto critico
=B*varia(ii, 1);
varx11=std(xest1)"2;
varx21=0.25*%((varb1/cbarral”~2)+((bbarra1"2)/cbarral"4)*varcl),
varx31=1/4*[(90.1713/-98.8947)"2*((C(2,2)/(90.1713)"2)+(C(3,3)/
(-98.8947)"2)-(2*C(2,3)/(90.1713*(-98.8947))))];
% Coeficientes de assimetria e curtose
gamal 1=skewness(xest1);
gama2l=kurtosis(xest1)-3;
% Variancia dos coeficientes de assimetria e curtose
vargamal 1=(6*n*(n-1))/((n-2)*(n+1)*(n+3));
vargama2 1=(24*n*(n-1)"2)/((n-3)*(n-2)*(n+3)*(n+5));
% Valores de t calculado
tgamall=gamal1/sqrt(vargamall),
tgama21=gama?21/sqrt(vargama2l);
% Intervalos de confianga
Int1=[xbarral-2*sqrt(varx11) xbarral+2*sqrt(varx11)];
Int2=[xbarral-2*sqrt(varx21) xbarral+2*sqrt(varx21)];
Int3=[xbarral-2*sqrt(varx31) xbarral+2*sqrt(varx31)];
contl=vaniancias(A,1);
A=A+];
resultado=[cont1 bbarral cbarral xbarral varbl varcl varx11 varx21 varx31
gamall gama21 vargamall vargama21 tgamall tgama2l Intl Int2 Int3]
end
% Histogramas
hist(xest(:,2));

73





