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RESUMO

OLIVEIRA, Deive Ciro de. Cadeia de Markov com Estados Latentes
com aplicacio em anilises de seqiiéncias de DNA. LAVRAS: UFLA,
2004, 180 p. (Dissertagio — Mestrado em Agronomia/Estatistica e
Experimentagiio Agropecusria)’

A teoria das Cadeias de Markov com estados latentes, HMM's (hidden markov
models), ¢ aplicada ao problema de discriminagio de regies homogéneas em
seqiiéncias de DNA. Uma abordagem didética é apresentada e os métodos de
uma extensdo do modelo sio deduzidos. O algoritmo EM (Expectation-
Maximization) ¢ utilizado para obtengdo de estimativas de méxima
verossimilhanga. Um software especifico foi desenvolvido e aplicado na
seqiiéncia de DNA completa do virus bacteridfago lambda, e em fragmentos do
genoma das bactérias Xylella fastidiosa, Escherichia coli, Streptococcus
pneumoniae, Xanthomonas axonopodis pv. citri. Os resultados obtidos sdo
comparados com os trabalhos de Churchill (1989) e da Silva (2003).

! Comité Orientador: Prof. Dr. Lucas Monteiro Chaves — UFLA (Orientador), Prof®
Dr? Cibele Queiroz da Silva -~ UFMG e Prof®. Dr®. Thelma Séafadi - UFLA.
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ABSTRACT

OLIVEIRA, Deive Ciro de. Hidden Markov Chain with application in
DNA sequence analysis. LAVRAS: UFLA, 2004, 180 p. (Dissertagéo —
Mestrado em Agronomia/Estatistica e Experimentagio Agropecudria®)

Hidden Markov models (HMM's) are applied to locate segments with
homogeneous C+G proportions (DNA sequence segmentation). The HMM's are
showed in a didactic way and the methods of an extended model are obtained.
The EM algorithm is used to obtain maximum-likehood estimators of HMM's. A
software that implement some HMM’s methods was developed and applied to
sequences fragments from Xylella fastidiosa, Escherichia coli, Streptococcus
pneumoniae, Xanthomonas axonopodis pv. citri, and the complete genome of
bacteriophage lambda. The results are discussed and compared with the research
of Churchill (1989) and da Silva (2003).

2 Guidance Committee: Prof. Dr. Lucas Monteiro Chaves — UFLA (Major Professor),
Prof? Dr? Cibele Queiroz da Silva— UFMG e Prof? Dr® Thelma Safadi - UFLA.
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1. INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o desenvolvimento de novas tecnologias, em
diversas dreas do conhecimento, proporcionou a obtengdo de dados biologicos
que, até entdo, eram impraticiveis de se estudar. Um exemplo disso foi o
desenvolvimento do sequenciamento do codigo completo de DNA de um
organismo. Isso s6 foi possivel devido ao desenvolvimento de tecnologias na
area de Bioquimica, Engenharia, Computago (Técnicas de sequenciamento) e
Estatistica (Modelagem).

E crescente a massa de dados biologicos tratada pela Biologia, em
particular a Biologia Molecular. A dimens#o destas massas de dados demanda a
utilizagio de técnicas computacionais, bem como modelos tedricos para
obtengdio de informagSes pertinentes sobre estes dados. A édrea que realiza a
implementagdo de ferramentas computacionais para analise ¢ armazenamento de
dados biologicos ¢ denominada Bioinformdtica. A Bioinformatica funciona
como uma interface entre a area Biologica (Bioquimica, Biologia Molecular) e
Exatas (Ciéncia da Computagdo, Engenharia, Matemética e Estatistica).

Esta dissertagdo tem como objetivo o estudo, de maneira didética, de um
modelo probabilistico, denominado Cadeia de Markov com Estados Latentes (ou
Ocultos), utilizado em uma série de aplicagdes ligadas a Bioinformdtica. Foi
desenvolvido, nesta dissertagdo, um sofiware na linguagem Delphi, que
possibilita a manipulagfio e estimagéio dos pardmetros associados ao modelo em
questio. Além disso, discutimos algumas aplicagdes das Cadeias de Markov
com Estados Latentes. A maioria dos exemplos estd relacionada a um tipo de
aplicagio especifica associada & investigagio de regides funcionais em
seqiéncias de DNA.

Esta dissertagio estd organizada como a seguir:



Capitulo 1: Alguns conceitos de Biologia Molecular,
particularizando a estrutura DNA e enfatizando o problema de
segmentagdo de DNA. Além disso, realizamos uma breve
introdugdio do tema Modelos Markovianos com Estados
Latentes, apresentando uma primeira revisdo de literatura sobre
0 assunto.

Capitulo 2: Apresentagdo das Cadeias de Markov com Estados
Latentes de maneira diditica, mostrando os trés problemas
basicos associados a0 modelo bem como os algoritmos que
tratam tais problemas. Sdo apresentados os métodos de
normalizagdo essenciais para aplicagdo do modelo & seqiiéncia
de grande dimensdo. Além disso, s#o apresentados os algoritmos
para uma extensdo do modelo em questéo.

Capitulo 3: Aplicagdes das Cadeias de Markov com Estados
Latentes nfo restritas a Bioinformatica ¢ a modelagem ao
problema de segmentagéio de DNA.

Capitnlo 4: Apresentagio de alguns resultados obtidos na
aplicagdo das Cadeias de Markov com Estados Latentes ao
problema de segmentagio de DNA, utilizando seqiiéncias reais
de dados (segmentos das seqiéncias de DNA de organismos).

Capitulo 5: Conclus3es obtidas neste trabalho, especificando a
aplicagio do modelo ao problema de scgmentagdo de DNA.
Além disso, sio apresentados possiveis trabalhos futuros.



Inicialmente vamos apresentar conceitos basicos da Biologia Molecular,
os quais serdo fundamentais para o entendimento do problema de segmentagio
de DNA.

1.1 Alguns cenceitos de Biologia Molecular

Todos os conceitos aqui apresentados sio baseados em Meidanis et al
(1994), Kreuzer (2002), Metzler (1977), Lewin (1994) e Durbin et al (1998).

Desde os tempos antigos, os homens notaram que as caracteristicas
genéticas de um individuo eram similares as de seus pais. Gregor Mendel, ao
realizar estudos com ervilhas, constatou que algumas caracteristicas de uma
planta eram passadas para geragdes futuras. Para explicar suas hipoteses, Mendel
propds a existéncia de determinados fatores que regulavam estas caracteristicas.
Estes fatores foram derominados Genes. No entanto, restava ainda determinar a
composigdo estrutural dos Genes, além de obter a forma (regras) com que os
mesmos regulavam as caracteristicas de um organismo.

Em meados do século XIX, uma série de trabalhos cientificos mostrou
que os genes eram compostos pelo chamado Acido Desoxirribonucléico (DNA).
Mais tarde, foi comprovado que a maioria dos seres vivos tem o DNA como
material genético. Isso porque alguns organismos possuem como material
genético 0 RNA, que é uma estrutura similar ao DNA. A forma de regulagéo pela
qual o DNA transmite as caracteristicas genéticas foi descoberta no inicio do
século XX. Tal forma consiste basicamente em associar um gene especifico
(seqiéncia de DNA) a uma determinada enzima. Enzimas s#io proteinas
particulares, que tém a fung#o de atuar no metabolismo dos organismos. Assim,
os genes particularizavam as enzimas que, por sua vez, tornavam Unicos os
individuos.



O DNA é composto de uma fita dupla de formato helicoidal (vide figura
I).

FIGURA 1. Representagio do Acido Desoxirribonucléico (DNA).

Cada uma das fitas é composta pela interligagdo de varios nucleotideos
(polimucleotideos). O nucleotideo tem, em sua composi¢io estrutural, uma
desoximmibose ligando-sc a um fosfato ¢ uma das quatro bases nitrogenadas
(Adenina, Timina, Guanina e Citosina respectivamente representadas por 4, T,
G, C). Segundo as interligagdes entre os nucleotideos, ¢ possivel distinguir as
diregbes das seqiiéncias (ligagdes de Carbono). Cada uma das fitas do DNA ¢
interligada de mancira que, cada uma das bascs em uma fita, associada a um
respectivo nucleotideo, corresponde a uma basc complementar especifica na
outra fita. No caso do DNA, uma vez observada a ocorréncia de uma base 4, serd
observada, na outra fita, a ocorréncia de 7, assim como, s¢ observada G em uma
das fitas, a outra fita apresentard a base C na posigdo respectiva. Entdo, o
conhecimento da seqiiéncia de bases de uma das fitas do DNA mmphica no
conhecimento total da estrutura.



Uma determinada proteina produzida em um organismo esté associada a
um gene especifico. O gene é composto por um segmento de DNA. Um
segmento de DNA pode ser definido pela seqiéncia de bases em uma das fitas
presentes no DNA, ou simplesmente, por uma seqiéncia de caracteres tendo
como alfabeto o conjunto {4, C, G, T}. Vale ressaltar que nem todo segmento do
DNA ¢ expresso (codifica) como uma proteina. Em determinados organismos
grande parte da seqiéncia de DNA nfio possui funcionalidade conhecida. Em
resumo, toda informagdo genética da maioria dos orgamismos, bem como a
regulagdo de seu metabolismo, pode ser codificada em seqiiéncias de caracteres.
A informagdio genética necesséria para a realizagdo de todas as fungSes vitais
associadas a um determinado organismo ¢ denominada Genoma. O Genoma ¢
composto de um certo mimero de cromossomos, que podem variar de acordo
com a espécie. Os cromossomos sio moléculas de DNA de grande dimenséo.

Através da automatizagio do processo quimico de sequenciamento de
DNA descrito por Meidanis et al (1994) foi possivel obter, em larga escala, as
seqiiéncias de bases nitrogenadas associadas a uma determinada molécula de
DNA. A utilizagdo desta técnica produziu um grande mimero de seqiéncias
associadas aos organismos. Houve a necessidade de armazenar estas seqii€éncias
¢ analisd-las. A natureza dos dados (seqiiéncias de caracteres) permite a
aplicagdo de métodos de anilise em texto (Busca ¢ Comparagdo) (Durbin et al,
1998). Meétodos associados a Reconhecimento de Padrdes também sdo
amplamente utilizados, possibilitando a aplicagdo de métodos probabilisticos.

Além da implementagio de métodos para a andlise de problemas ligados
a este tipo peculiar de dados (seqiiéncias de caracteres), existe a questdio de
armazenamento. Vérios Bancos de Dados disponibilizam ferramentas de andlise
e consultas de seqiiéncias de DNA, RNA, aminoécidos e proteinas, entre outras,
através da Intemet. Em particular, podemos citar o Genbank (Genbank), do qual
algumas das seqiiéncias de DNA utilizadas neste trabalho foram obtidas.
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As técnicas de sequenciamento de DNA possibilitam a obtengdio do
codigo de DNA. Porém, a informagdo de que determinado trecho da seqiiéncia é
expresso (responsavel pela codificagdo de uma proteina) como uma proteina
qualquer nfio é conhecida. Em muitos casos, algumas proteinas codificadas pela
seqiiéncia de DNA sdo, isoladamente ou em conjunto, responséveis por uma
determinada funcionalidade de um organismo. Localizar estas regides funcionais
¢ um tipo de problema de anédlise de DNA. Alguns autores denominam este tipo
de analise como Segmentagdo de DNA (Boys, 2004). Outros denominam este
problema como Andlise de seqiiéncias de DNA heterogéneas (Churchill, 1992).
No capitulo 3, apresentaremos o problema de maneira mais detathada.

A seguir, iremos apresentar uma breve revisio de literatura sobre
Cadeias de Markov com Estados Latentes, apresentando textos que tratam de
aplicagbes diversas, enfatizando o problema de segmentagiio de DNA.
Ilustraremos alguns artigos sobre o problema de ponto de mudanga em varidveis
aleatorias, particularizando o caso Bemnoulli, que estd comrelacionado ao
problema de segmentagédo de DNA.

1.2 Breve Revisiio de Literatura

As Cadeias de Markov com Estados Latentes sfo modelos
probabilisticos baseados em Cadeias de Markov ¢ fazem parte da teoria de
Processos Estocasticos. Basicamente estes modelos apresentam grande utilidade
problemas nos quais a intengfio ¢ modelar ¢ emular sinais ou séries de
resultados. Inicialmente, as Cadeias de Markov com Estados Latentes foram
propostas por Baum (1966), tendo sua formalizago complementada por uma
série de artigos posteriores, publicados até meados da década de 70.

A partir da proposicio do modelo inicial (Baum, 1966), diversos
problemas foram modelados, utilizando as Cadeias de Markov com Estados
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Latentes. Os Modelos Markovianos com Estados Latentes tém sido utilizados
em éreas tdo diversas quanto Climatologia (Hughes et al, 1999), Econometria
(Ryden et al, 1998), Reconhecimento de Texto (Vlontzos et al, 1992),
Processamento de Imagens (Aas et al, 1999) e Reconhecimento de Fala
(Rabiner, 1989). No ambito da Bioinformdtica, as Cadeias de Markov com
Estados Latentes sdo aplicadas em uma sériec de problemas, por exemplo, o
problema do Alinhamento Multiplo (Gusfield, 1997) e o problema de detecgdo
de regides homogéneas em seqiiéncias de DNA (Segmentagio de DNA)
(Churchill, 1989), os quais véo ser tratados no capitulo 3.

Existem vérios textos, em formato de tutoriais, sobre o assunto. Um
deles é devido a Rabiner (1989), onde o autor descreve os Modelos Markovianos
com Estados Latentes de forma clara e sucinta. Este texto, apesar de ser um
tutorial voltado a aplicagio em Reconhecimento de Fala, ¢ excelente para uma
visdo inicial destas cadeias. Rabiner (1989) apresenta a descricdo do modelo
associado a dados discretos e dados continuos, a descrigdo dos trés problemas
basicos das Cadeias de Markov com estados Latentes (Problemas envolvendo
calculo de probabilidades e estimagdo) e os respectivos algoritmos de solugdo
que serdio abordados no capitulo 2. Neste texto apresentam-se ainda técnicas
para contornar problemas de natureza numérica na realizagiio de inferéncias
sobre o modelo.

da Silva (2002), apresenta outro Tutorial, em portugués, sobre as
Cadeias de Markov com Estados Latentes no qual sdo apresentados conceitos
basicos sobre Probabilidades, Cadeias de Markov, algoritmo EM e por fim as
Cadeias de Markov com estados Latentes. Apresentam-se ainda os algoritmos
associados aos trés problemas bésicos do modelo. Ao final, citam-se algumas
aplicagdes.

A aplicagfio basica desta dissertagfio estd voltada para o problema de
segmentagdo de DNA. O problema é caracterizado pela busca de distintos
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segmentos de DNA homogéneos, que sio responsaveis por diferentes funcSes de
regulagio celular de um determinado organismo. Este problema pode ser
modelado utilizando métodos para a estimagéo de miltiplos pontos de mudanca
em seqiiéncias de varidveis aleatorias (Hinkley et al, 1970) (Hinkley, 1970)
(Smith, 1975). Contudo, este tipo de abordagem se mostra limitada & aplicagdo
em problemas de Segmentagdo de DNA, devido &s dependéncias entre as bases
encontradas nos segmentos (Mais detalhes no capitulo 3).

Inicialmente, Churchill (1989) aplicou um modelo de Cadeias de
Markov com estados Latentes ao problema de segmentagéo. No texto (Churchill,
1989) realiza-sc a apresentagdo teérica do modelo, aplicando-o a algumas
sequéncias de dados reais (seqiiéncias de DNA). Dentre estas seqiiéncias, cita-se
a seqiiéncia do bacteriofago Lambda (Genbank), a qual seréd utilizada nesta
dissertago. No trabalho de Churchill (1992), a temética de segmentagio de DNA
usando este tipo de modelo também ¢ abordada. Alguns trabalhos posteriores
seguiram este tipo de aplicago. No trabalho de Boys et al. (2000), os autores
utilizam o mesmo modelo utilizado por Churchill (1989), com a diferenga de que
a abordagem adotada foi a Bayesiana. Boys et al (2004) estende o trabalho de
Boys (2000), permitindo a escolha de modelos mais adequados, utilizando
Inferéncia Bayesiana. Este tipo de procedimento néio serd abordado nesta
dissertagdo. No trabalho de da Silva (2003), ¢ aplicado um modelo idéntico ao
formulado por Churchill (1989) em uma seqiiéncia de DNA do organismo
Xylella fastidiosa. O problema de segmenta&;éo de DNA sera amplamente
abordado no capitulo 3.

No capitulo seguinte, apresentaremos os Modelos de Markov com
Estados Latentes de maneira formal. Apresentaremos modelos mais simples e
alguns exemplos. Ainda apresentaremos os trés problemas baésicos associados ao
modelo e a forma de obtengdo dos algoritmos para resolugdo destes problemas.
S#o obtidos os métodos que tratam de um Modelo de Markov com estados
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latentes com uma estrutura de parimetros diferenciada do modelo originalmente
apresentado na literatura. Tal modelagem representa uma contribuigéo inovadora
desta dissertagdo.



2. MODELOS MARKOVIANOS COM ESTADOS LATENTES

Os Modelos Markovianos com Estados Latentes, como visto no capitulo
inicial, s3o estruturas probabilisticas amplamente utilizadas em uma série de
aplicagdes ligadas a diversas 4reas do conhecimento. Estes modelos sdo
referenciados na literatura como HMM (Hidden Markov Models) e, por
simplicidade, utilizaremos esta denominag#o em toda a dissertagéo.

No presente capitulo, o objetivo principal ¢ apresentar, de forma
didatica, as defini¢des basicas necessérias para o entendimento dos HMM's. De
imediato, faz-se necessaria a apresentagio de modelos tedricos gerais que
fornecem as estruturas matematicas e probabilisticas requeridas para a descrigdo

dos HMM'’s. Tais modelos s3o denominados processos estocasticos.
2.1 Processos Estocésticos

Os processos estocésticos s#o familias arbitrarias de varidveis aleatorias

X, indexadas por ¢ onde £€T (sendo T um conjunto qualquer, geralmente
N, ). O indice ¢ pode ser visto como um indexador de tempo ou espago. Os
resultados assumidos por X, (contra-dominio de X,) sdo demotados como

conjunto dos estados do processo. Os processos estocasticos sdo definidos de
maneira estritamente formal através do Teorema de Kolmogorov (Teorema
Fundamental dos Processos Estocasticos) apresentado abaixo (Biswas, 1995).

Definicsio 2.1 Se a fung#o distribuigdo de probabilidade conjunta das

varidveis aleatérias X, ,X,,..X, ¢ conhecida para todo » enumerével

positivo, e para todo conjunto de valores ¢,,¢,,..7, onde 7, qualquer pertence a
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um conjunto I', podemos denotar o conjunto destas varidveis, {X,' }, por

Processo Estocdstico.

Exemplo 2.1 Processo Estocdstico. Um conjunto de varidveis aleatorias
independentes da forma X,, que possuem uma distribuigio conjunta normal

multivariada,onde 1€ Z, .

Existem varios tipos de processos estocasticos. Como exemplos, temos
os Processos de Poisson, Gaussianos, de Martingale (Biswas, 1995), ¢ os
HMM's. Vamos nos ater, inicialmente, a um processo estocdstico particular
denominado Cadeia de Markov (Markov's Chain). Tal processo sera de suma
importéncia, pois os HMM s séo generalizagdes das Cadeias de Markov.

2.2 Cadeia de Markov

Considere um sistema fisico qualquer. Se as velocidades e posi¢des das
particulas sdo conhecidas, a cada momento, é possivel estabelecer sua evolugéo.
Entretanto, para obtermos informagGes sobre o tempo ou estado futuro,
necessitamos apenas da configuragdo atual do sistema. Qualquer informagéo
adicional sobre as posigdes e velocidades passadas das particulas torna-se
irrelevante. De maneira analoga, a propriedade que caracteriza a Cadeia de
Markov é que a ocorréncia de eventos futuros depende, exclusivamente, dos
eventos atuais. Uma Cadeia de Markov é definida como a seguir
(Breiman, 1969):
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Definicdo 2.2 Considere um espago de eventos 2. O conjunto de
varidveis aleatérias X|,X,,... onde X,e{ para qualquer ¢ positivo e

enumerdvel, é uma Cadeia de Markov de ordem 1 se:

P(Xt =X | Xl =x,,X2 =x2""Xt—l = t-l)=
P(X,=x|X,,= 1)

Observe que, em uma Cadeia de Markov de ordem 1, a probabilidade da
ocorréncia de X, depende exclusivamente da ocorréncia da varidvel X, ,. O
conjunto de valores assumidos pelas varidveis X, ¢ comumente denotado por

estados. Ent3o, de maneira equivalente, para uma Cadeia de Markov de ordem 1,
podemos dizer que o estado que a cadeia assume em um instante futuro depende
apenas do estado atual. A definigdo 2.2. pode ser generalizada, de forma que a
dependéncia entre os estados seja ampliada.

Definicfio 2.3 Considere um espago de eventos 2. O conjunto de
variaveis aleatorias X,,X,,..., onde X, eQ para qualquer ¢ positivo e

enumeravel, é uma Cadeia de Markov de ordem r (ou de r-ésima ordem), se:

P(X: =X, | X, =x,X, =X, X = t-l) =
P(X,=x,|X,,=x%_,X,, =X 3. X,, =X,_,).

Pode-se observar que, nas definigSes 2.2 e 2.3, as varidveis com indice 7
inicial ¢m 2.2 £ =1 e em 2.3 ¢ <r +1) ndo estdo contempladas nas relagdes de
dependéncia. De modo a possibilitar o célculo da distribuigdo conjunta dos
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X,'s , faz-se necessaria a definicio de Probabilidades Iniciais da Cadeia na
defini¢@o 2.4 (Breiman, 1969).

Defini¢fio 2.4 Dada uma Cadeia de Markov de 1° ordem, denotamos a
probabilidade inicial de X, (ou densidade inicial de X,) por P(X, =x,) (ou

S (%))

De forma similar, podemos generalizar a defini¢#o 2.4 para Cadeias de
ordem superiores. A seguir, apresentaremos alguns exemplos de Cadeia de
Markov tanto de natureza discreta quanto continua.

Exemplo 2.2 Cadeia de Markov com espago de estados continuos. Um
alpinista vai realizar uma escalada de uma montanha de altitude N . E natural
pensarmos que o desenvolvimento da escalada (acréscimo ou decréscimo de
altitude, por exemplo) no dia subsegiiente dependera do ponto atingido no dia
atual. Seja a varidvel aleatoria X, designando a altitude atingida pelo alpinista
no 1-¢ésimo dia de escalada. A situagéo explicitada pode ser modelada como uma
Cadeia de Markov, de 1° ordem, de natureza continua. O contra dominio de X,

estd contido no intervalo [0, N]. O valor aleatorio de X, pode ser uma fungéo
da proximidade do cume da montanha. Um exemplo desta fungdio ¢é descrito

abaixo:

X

,8ex,>X,;

X
P(X,=x|X,_ =x_)=1 -]-v‘—, sex, <x,,;

0, em outro caso.
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Em varios casos as Cadeias de Markov possuem um conjunto de estados
enumeravel. Para trabalhar com este tipo de Cadeia, torna-se importante definir
os chamados Vetores de Probabilidades ou Estocdsticos.

Definicfio 2.5 Um vetor de probabilidades P =(p,, p,..., P,) €(0,1)",
satisfaz:

D ipi =1

i=1

II) p, 20, sendoque 1<i<n.

Uma Matriz de Probabilidades é tal, que suas linhas s§o formadas por
vetores de probabilidades. Assim, podemos descrever uma defini¢io de Cadeia

de Markov em que a varidvel aleatéria X, ¢ discreta (uma Cadeia de Markov
que assume um nimero de estados enumeravel) (Boldrini et al, 1984).

Definicio 2.6 Uma Cadeia de Markov é um processo aleatorio que pode
assumir estados s,,5,,...s,, de tal modo que a probabilidade de transigdo do
estado s, para s; é a;,onde 1<i<rel<j<r.

A estrutura utilizada para armazenar todas as probabilidades de transigdo
¢ uma matriz estocastica:

a, 4, .. 4
4=|% g - G|
a, a, .. a,

14



No caso de uma Cadeia de 1° ordem, a distribuigio inicial
P(S, =s;)=mx,,onde 1<i<r,érepresentada por um vetor de probabilidades.

r=[m .. =]

A estrutura de pardmetros de uma Cadeia de Markov de 1° ordem ¢é
composta pela matriz de transigdes 4 e pelo vetor de distribuigdo inicial 7.
Um exemplo classico das Cadeias de Markov é o Passeio Aleatorio.

Segundo Breiman (1969), tal processo € descrito como no exemplo a segmr

Exemplo 23 Passeio Aleatorio Unidimensional. Considere o
movimento de uma particula ao longo de um eixo horizontal através de posigdes
inteiras (...,—k,1-k,...—1,0,1,...,k—1,%,...) . Se a particula estiver na posi¢io
k , num dado instante, a probabilidade que ela se mova para a posigdo £ +1 no
proximo instante ¢ p e a probabilidade de que ela se mova para a posigéo &k —1
é¢ g=1-p. Quaisquer outros movimentos tém probabilidade zero de
ocorréncia. A situagdo em questdo pode ser representada por uma Cadeia de
Markov com niamero infinito de estados correspondendo as posi¢Ges assumidas
pela particula através do tempo.

O passeio aleatorio pode ser restrito, criando-se uma ou duas barreiras
ao longo das posigbes assumidas pela particula. Um caso particular do Passeio
Aleatorio é conhecido como “Problema da Ruina do Jogador” (Gambler's Ruin
Problem).

Exemplo 2.4 Ruina do Jogador. Considere um jogo disputado por dois
jogadores (Jodo e José), regido por um evento aleatério (por exemplo: o
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langamento de dados, de moedas, etc.) em um instante 7. A cada momento, o
jogador poderad apostar uma unidade monetdria que possuir, podendo ganhar
com uma probabilidade p ou perder com probabilidade 1— p . No momento
inicial, (¢ =1) Jodio possui &, unidades monetérias ¢ José possui k,. A variagio
da quantidade de dinheiro que um jogador possui ao longo do tempo pode ser
modelada como uma Cadeia de Markov discreta finita. Seja S, uma varidvel
aleatoria que designa a quantidade monetéria que José possui no momento 7.
Esta variavel pode assumir valores inteiros no intervalo [0,k +k,], ou scja, a
Cadeia de Markov possui k, +k, estados. Observe que, se ao longo do jogo,

José atingir os estados 0 (José perdeu todo o dinheiro) ou k; +k, (Jodo perdeu
todo o dinheiro), n#o sera possivel realizar uma transigo para um estado distinto
do atual. Tais estados s#o denominados estados absorventes.

Exemplo 2.5 Modelo de Ehrenfest. (da Silva ,2002) Seja um total de
2n bolas numeradas. Suponha que as bolas s#o distribuidas aleatoriamente entre
duas umas, I e II. No momento da distribuigio, a urna I contém %k bolas e a
urna I7 , contém 2n—k bolas. Considere o experimento que consiste em sortear
um mimero inteiro no intervalo [0,2n]. A bola cujo mimero for sorteado devera
ser retirada de sua urna original e colocada na outra uma. Repetindo-se o
experimento, tendo a repetigdo indexada por ¢, e considerando-se a varidvel
aleatéria X, como sendo o nimero de bolas na uma / no momento ¢, podemos
modelar este problema com uma Cadeia de Markov. Os estados siio os possiveis
numeros de bolas que a uma I possui. Assim, esta cadeia possui 2n estados.
Observe que, a partir de um estado x, s6 é possivel realizar transi¢Ses para os
estados x+1 ou x—1. As probabilidades condicionais sdo dadas por:
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X,
= sex =x,+1
2n

P(X,=x,| X, =x_)=1 1-%, sex,=x_, —1;

0, em outro caso .

O exemplo 2.5 é associado a um modelo famoso em Estatistica
Mecénica, denominado Modelo de Ehrenfest. Este modelo explica as trocas de
calor em um sistema termodindmico.

Em Cadeias de Markov cujo contra-dominio de X, (conjunto de

estados) é um espago discreto finito, podemos utilizar estruturas gréficas para a
visualizagio do modelo. Estas ferramentas sdo denominadas grafos (Santos,
1995). Um grafo é definido por um conjunto de nds, representando os estados de
um sistema, ¢ um conjunto de arestas que estabelecem as interligages ou
transi¢des entre os noés. As arestas podem assumir valores (ou pesos) que
dependem da modelagem especifica. A Cadeia de Markov pode ser vista como
um grafo cujas distribuigSes de probabilidade condicionais (vide definigGes 2.2 ¢
2.3) sd0 os pesos das arestas oriundas de um estado.

Exemplo 2.6 Clima de uma Regido. (Ross, 1984) Suponha que, em uma
dada regido do planeta, as condigdes climiticas do dia seguinte dependam
apenas das condigdes climaticas do clima do dia atual. Considere que a condigdo
do tempo seja classificada em um “dia chuvoso” ou “dia nfo chuvoso”.
Considere ainda que, se chover no dia atual, a probabilidade de chover no dia
seguinte seja a . Além disso, se ndo chover no dia atual, a probabilidade de
chuva no dia seguinte é £ . Suponha que, no tempo ¢ =1, a probabilidade de um

dia de chuva seja 8. Denotando o estado “dia chuvoso” por 1 (estado S, =1)e
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o estado “dia ndo chuvoso” por 0 (estado S,=0), temos uma Cadeia de

Markov associada, em que as probabilidades sdo:

[ @, ses,=les, =]
l1-a,ses,=0es,, =1,
P(S,=5,|S,.,=5,)=1 B, ses=les, =0
1-4, ses,=0es,, =0,

| 0, em outro caso.

A distribuigdo inicial da Cadeia é dada por:

0, ses, =1,
P(S, =5)=14 1-6, ses, =0;
0, em outro caso.

Podemos utilizar uma matriz ¢ um vetor estocdsticos para representag@o
da cadeia. No contexto de Cadeias de Markov, a matriz estocistica €
denominada Matriz de Transigdes. A matriz de transicdes € o vetor de
distribuigdo inicial associados ao exemplo 2.6 sio os seguintes:

A=[1—p,p]’ z=[1-6 6]

- «

A representacio, em forma de grafo, da Cadeia de Markov associada no
exemplo 2.6 ¢ ilustrada através da figura 2.
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FIGURA 2. GmfommtmdoaMmizvdeTrmsiqﬁ&sdoexunploz&

Em uma Cadeia de Markov, uma questdo natural é o cilculo da
probabilidade de ocoméncia de uma scqifncia de estados qualquer
S, =5,,8; = %,,..8; =5,. A distribui¢do conjunta, co verossimilhanga de uma
seqiéncia de estados, considerando uma Cadeia de Markov de ordem 1, com
Matriz de Transigdes A e vetor de probabilidades iniciais &, ¢ dada por:

P(S,=5,5,=8,,...5, =%)=P{S, =a)xgﬂ~$ =51Sa=54)

i
=ﬂ'§ Xl Ia,n*.
=2

Exemplo 2.7 Cdlculo de verossimilhanga. Counsiderando novamente o
exemplo 2.6, se fixarmos 0=0.6, S=02 ¢ a@=03, a probabilidade da
ocorréncia da seqiiéncia de estados S, =0,5, =15, =0,S, =0, é apresentada
abaixo:

P(S,=0,8, =15, =08, =0)=x,xa, xa, xa,

=(1-6)xpx(Q-a)x(1-p)
=04x0.2x0.7x0.8=0.0448.
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Outro aspecto interessante para andlise é o tempo de permanéncia da
Cadeia de Markov em um estado. A natureza deste comportamento ¢ aleatoria,
sendo que a fungdo distribuicio de probabilidade que regula este evento ¢
geométrica (Churchill, 1989). Seja uma Cadeia de Markov com matriz 4 de
transigdes entre os estados e vetor # de distribuigdo inicial. Suponha que o
sistema esteja em um estado s em um tempo ¢ qualquer. Sendo X a varidvel
aleatdria, que representa o tempo em que a Cadeia permanece no estado s,

entio X segue distribuigdio geométrica com pardmetro A=a_. Assim,

a a
£— ¢ VAR X]=—""—.
1-q ] (1-a,)’

35

E[X]= Esta propriedade permite obter o

tempo (em escala continua) de permanéncia da cadeia em um estado qualquer.

Exemplo 2.8 Tempo de Permanéncia em um estado markoviano.
Considerando novamente o exemplo 2.6, suponha que em um dia ¢ qualquer ndo

choveu na regido. Fixando-se f=0.2, a probabilidede da regido ficar sem

chuva, durante uma semana, é:
P(S,,=0,8,,,=0,.85,,=0|S, =0) =(a11)7(1_all)
=1-5(B)

= (0.8)"(0.2) = 0.04194304.

Dado que ndo choveu no dia 7, o nimero esperado de dias sem chuva ¢ sua

respectiva variabilidade (varidncia e desvio padréo) na regigio s3o dados por:
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E[N° de dias sem chuva) EChE =2'§=4;
I-a,) 02
. (a,) 0.8
VAR[N® de dias sem chuva] = = =20;
| a-a, 004

DP[N® de dias sem chuva] = Vl(l (“;'))2 =\/0°;: =4.4721.
—&n .

De acordo com os valores assumidos pela matriz de transi¢Ges associada
a uma Cadeia de Markov, podemos dizer que o processo é estdvel, 3 medida que
ocorrem poucas transiges entre estados distintos. Esta sitnagdo se acentua
quando as diagonais da matriz de transi¢Ges possuem valores proximos de um.
Na proxima sesséo, introduziremos os HMM'’s.

2.3 Modelos Markovianos com Estados Latentes (HMM 's)

Um HMM é um processo duplamente estocastico composto por uma
Cadeia de Markov latente (nfio observavel) S,,S,,..., mas que se manifesta

através de outro processo estocdstico O,,0,,...(observavel) (da Silva, 2002).

Para visualizar o HMM de maneira intuitiva, relataremos um experimento
envolvendo amostragem de bolas em umas. Este exemplo vai elucidar os
conceitos de processo observavel e processo latente, fundamentais para o
entendimento dos HMM's.

Exemplo 2.9 Amostragem de bolas em Urnas. (da Silva, 2002)
Constdere r umas. Em cada uma existem bolas de n cores distintas {branco,
preto, azul...}, com proporgdes especificas para cada urna. Suponha que urnas e
bolas sdo escolhidas de acordo com o experimento descrito a seguir:
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P(AZU | Urna 1)=Pt(AT) P(Azul} Uma 2)-PAATU) PiATUl jUme r)=Pr (Al
P(Verde | Urno 1)=Pt(Verde) P{Verde |Umea 2)-P2(¥erdo) P(Verdet |Uma ¢ )=Pr (Verds)
P(Branco |Ums 1)-P1(Evanco}  RBronco | Ume 2=PEEranco) PBrancs | Uma rJ=Pr (Branco)

P(Laronjo ] Uma 1)-Pi(Laranie) PQLarasjn |Umo 2-P2X(Loraris)  PQLaranin | Uma r)=Pr (Laranin}

FIGURA 3. Modelo de Bolas € Umas.

(1) Escofhe-se uma urna inicial por um processo aleaténio qualquer. (2) Da uina
escolhida sortcia-sc uma bola com reposigo, anotando-sc¢ sua cor. (3)
Novamente escolbe-se uma uma baseando-se em um processo aleatono
condicionado a urna anteriormente escobhida. (4) Retira-se a bola € registra-se
sua cor. Repete-se 0 experimento a partir de (2) indefinidamente.

Vamosdenoﬁpors, ¢ O,, respectivamente, as vaniveis aleatorias
associadas 4 uma sorteada e a cor da bola retirada no +-ésimo sorteio. Suponha
que exista independéncia entre as bolas sorteadas, ou seja, que O,,0,... sio
independentes, dado o conhecimento das wmas S,,S,.. sortcadas. Pela
descrigio do experimento, a vimica informago registrada € a cor da bola sorteada
a cada momento, ou seja, as realizagdes de O,,0,.... Emboara a uma s,
escothida no momento ¢ nio seja observada, ela infini na probabilidade da cor
da bola observada o, .

No exemplo 2.9, existe uma Cadcia de Markov nio observivel no
experimento. Esta cadeia esta associada a escolha aleatéria, a cada momento, da
wna da qual se realizara o sorteio da bola. Os estados associados a esta cadeia
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s30 as possiveis umas (uma 1, urna 2, ... uma 7). O evento observavel do
experimento (cor da bola) ¢ dependente da urna sorteada. Isso porque as urnas
podem conter diferentes proporgdes de cores de bolas. A cor da bola sorteada a
cada momento corresponde a varidvel observavel. Modificando o exemplo 2.9,
podemos obter a situagfio em que as observagSes tém dependéncias entre si,
dado o conhecimento dos estados.

Embora o exemplo 2.9 trate as seqiiéncias S,,S,,... ¢ ,,0,,... como
sendo de natureza discreta, é possivel generalizar este conceito. Tanto S, S,,...
quanto O,,0,,... podem ser seqiiéncias de varidveis aleatorias continuas ou

discretas. Isso d4 origem a HMM's discretos ou continuos. Podem existir
combinagdes dos dois tipos de varidveis aleatorias em que um dos processos
pode ser discreto e o outro continuo. Como a aplicagéio estudada neste trabalho
trata de HMM s discretos, vamos restringir nossas defini¢Ses posteriores a estes
modelos em particular.

Para a representagio de um HMM discreto, temos os pardmetros

associados a Cadeia de Markov Latente discreta S), S,,... . Sdo eles, a matriz de

transigdes A , entre os estados latentes, e o vetor de distribuigdo inicial 7. Além

dos parimetros A e =z, uma estrutura associada ao processo estocastico

observavel O,,0,,... deve estar presente. Tal estrutura incorpora probabilidades
da observagdo O, dado um estado latente S,, onde O, tem contradominio

enumeravel e 1€Z,. Vamos denoti-la por B. Dependendo da relagdo de

dependéncia entre as observages, existem variantes da estrutura de B. Com
isso, podemos especificar a definicio de HMM's em que os dois processos
estocasticos (processo observavel e latentes) sdo discretos.



Definiciio 2.7 Seja um HMM definido por dois processos estocasticos
S, 85, € 0,,0,,..., em que as varidveis aleatorias O, | S, para todo ¢ sdo
independentes entre si. As varidveis do tipo S, ¢ O, tém contradominios, € e
Q, , respectivamente discretos ¢ ¢ € Z, . Um HMM ¢é descrito por um modelo

A tal que A=(x,A,B)(HMM's com O, s condicionalmente independente),

estados latentes S, ¢ B & a matriz de distribuigSes condicionais de O,’s dado

um estado latente S, , no qual:

m, =P(S,=5),
a, s =P(S, =5,| S, =5,);
b,ro‘ =P(0,=0,|S, =s,).

Existem HMM's em que se consideram, adicionalmente, a dependéncia
markoviana de ordem 1 entre as varidveis O, |S, para todo ¢ (HMM's com
O, 's condicionalmente dependente). Neste caso, 0 modelo possui as mesmas

estruturas, 7,4 ¢ B, e uma estrutura adicional 7o no qual:

”s. =P(Sl =sl);
70y, =P(0,=¢|8,=5);
a, s =P(S, =5, | St—l =st-l);

b::-u", =P (Ot =0, lSl =5,0., =ot—l)’
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Para efeito de notagdio, vamos denotar r =#Q, ¢ n=#Q,, ou em
outras palavras, 7 serd o mimero de estados possiveis € # o mimero de
observagbes possiveis. Em muitas aplicagbes as distribuigGes iniciais sdo
desconsideradas sendo o modelo composto somente pelas matrizes 4 ¢ B
associadas, respectivamente, a transi¢do dos estados e a emissdo de observagdes.

O mimero de pardmetros associados aos HMM's ¢ uma informagdo
interessante de se abordar. E desejével trabalhar com modelos mais simples
(com menos parametros). Observe que num HAMM, com ambos, o espago de
estados e o espago de observagGes discretos, e que prevé independéncia entre as
varidveis O,’s dado o conhecimento dos estados, o mimero de pardmetros é
Xr-D)+(@-D(n)+(r-1), comespondente a todos os elementos
desconhecidos dos pardmetros 7,4 ¢ B. No modelo mais complexo que prevé
dependéncia de primeira ordem entre as observagdes dado o conhecimento dos
estados, o nimero de parametros é
W(r-D+(r-Dn)+(r-1)+ ()} n-1)(n).

A sequir, discutiremos alguns exemplos simples de HMM's, que servirdo
para fixar os conceitos discutidos até o0 momento.

Exemplo 2.10 Lancamento de Moedas. (da Silva, 2002) Uma pessoa
tem em m#os trés moedas. A moeda 1 é honesta. A moeda 2 ¢ viciada ¢ tem

probabilidade -:l,: do resultado “cara”. A moeda 3 também ¢é viciada, mas com

probabilidade de “cara” igual a % . Considere um experimento que consiste nos

seguintes passos:
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1. Escolha, aleatoriamente, uma moeda no tempo 1, sendo S§; a
variavel aleatoria associada a moeda escolhida, seguindo a seguinte
distribuigdo de probabilidade:

P(S,=1)=

(SRR
-

P(S,=2)

-

P(S,=3)=

2. Lance a moeda escolhida e denote por O, a varidvel aleatoria
associada ao resultado da moeda, sendo ¢ a repetigdo do
langamento. Anote o resultado o, .

3. Novamente escolha aleatoriamente uma moeda. Denote S, a

variavel aleatdria associada 4 moeda escolhida no tempo £.

O processo aleatério de escolha da moeda ¢ dependente da moeda
escolhida anteriormente, segundo as seguintes probabilidades:

1 1 1
PS, =115, =D =1, PS5, =215, =D =, P(S, =315, =D =5;

1 1 1
PS, =115, =D =1, P8, =218, =D =1,P(S,=315.. <D=

3 1 1
P(Sr =1lst—1 =3)=-4—,P(S‘ =2|S,_] =3)=§,P(S‘ =3lst-l =3)=§-

Este experimento pode ser descrito como um HMM em que existem 3 estados
latentes associados as moedas distintas. A tunica informagdo fornecida é o
resultado do langamento (“cara” ou “coroa”). Em nenhum momento a
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informagdo sobre qual moeda foi langada é conhecida. Neste exemplo, o HMM
em questdo ¢ representado por A = (7, 4, B), no qual:

(]7, "/O,:C/ 0156/1_@
- 11

171 1] [1 1]

2 4 4 2 2

=t 11 401 L 1 g 1 2]
2 4 4 3 3 3 3 3
311 31

4 8 8] |4 4]

Inicialmente, o modelo possui 3 moedas, mas ndo ha como saber se as moedas
sdo todas langadas, duas moedas sdio langadas ou se uma moeda apenas é
langadas. Esta ¢ uma informagdo extremamente importante, pois a partir da
mesma, podemos construir HMM’s com um nimero maior ou menor de
pardmetros (estados). Obviamente buscamos os modelos mais parcimoniosos.

No caso do exemplo 2.10, o modelo possui 11 pardmetros.

Exemplo 2.11 Tiro-ao-Alvo. Dois atiradores participam de um
experimento baseado em tiro-ao-alvo. O resultado obtido do disparo no alvo é
classificado como acerto (1) ou erro (2). Os dois atiradores realizardo tiros no
mesmo alvo. Um dos atiradores (atirador 1) possui extrema pericia, sendo de
0.8 sua probabilidade de acertar o alvo. O outro atirador (atirador 2) tem menos
técnica que seu oponente, possuindo probabilidade 0.3 de acerto no alvo. O
atirador 1, com mais técnica, propde um esquema de rodizio entre os atiradores.
Se o atirador 1 realizou o iltimo disparo, entfio sua probabilidade de atirar
novamente é 0.4. Se o atirador 2 realizou o ultimo disparo, entfio sua
probabilidade de atirar novamente ¢ 0.1. No inicio do experimento, a
probabilidade do atirador 1 efetuar o primeiro disparo é de 0.3. A probabilidade
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do atirador 2 efetuar o primeiro disparo é 0.7. Denotemos por O, ¢ S,,

respectivamente, o resultado obtido no t-ésimo tiro e o atirador que efetua o
disparo no tempo ¢. Realizado o experimento, suponha que a seqiiéncia de
acertos e erros é anotada. Porém a informagdo sobre qual atirador realizou o
disparo, a cada momento, ¢ negligenciada. Este experimento pode ser modelado
como um HMM com estados S, (atiradores) e observagdes O, (resultado dos

tiros) discretas. Observe que cada estado possui uma caracteristica particular na
emissdo de observagdes, uma vez que cada atirador tem uma pericia particular.
Assim, os parametros 7,4 e B associados a este HMM sio:

04 0.6 08 02
7=[03 0.7], A= ,B= .
09 0.1 03 07

A fungdo de verossimilhanga associada a um HMM ¢ baseada no
principio de dados aumentados. Este principio é aplicado s¢ alguma parte das
informagdes é ndo observavel. No caso do HMM, os estados ndo sdo

observaveis. Dado T realizagdes de S, e T realizagSes independentes das
variaveis O, | S,, a fungfo de verossimilhanga pode ser apresentada da seguinte

forma:

PO, =o,..,0p =0,8,=S,,....5 = | 7,4,B)

=P(S, =s|)x[ﬁp(0t =0,|8, =S,)]X|:11[P(S‘ =58 =st-l)]
el ]
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Para um HMM que considera dependéncia de primeira ordem entre O, ‘s dado o
conhecimento dos estados, a fungfio de verossimilhanga considerando os dados

aumentados é:

PQ=q,..G =08 =S,...5 =5 | m0,4B)
=A§=5)xPC=q|8 =sl)><[1;[P(Q =018 =504 =0H)]><

[gas, —51S.= >]
1, xm, x[l"lb*m]x[ﬁam]-

Existem trés problemas basicos relativos aos HMM's. O objetivo da

proxima se¢do é mostrar os métodos de resolugdo destes trés problemas.
2.4 Os trés problemas bésicos dos HMM's

E natural, quando se utiliza um modelo probabilistico qualquer, calcular
a probabilidade associada a um dado evento. Outra questdo importante ¢ a
obtengéio de inferéncias sobre os pardmetros associados ao modelo. Os trés
problemas associados aos HMM s ndo sio excegdo e t€m, como ceme, o calculo
de probabilidades e a realizagdo de inferéncia estatistica.

Dado um HMM composto pelos processos estocasticos S, (latente) e O,
(observavel) onde teZ, parametrizado por A=(#,4,B) ou

A=(n,7o,A,B) apresentam-se as seguintes questdes:
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1. Problema 1: Seja uma seqiiéncia de realizagSes ou observagdes
0={0,=0,,0,=0,,...,0,=0;}. Dado o modelo 4, qual a
probabilidade da ocorréncia da seqiiéncia em questdo, Isto ¢, qual €
PO|A)=P(0,=0,,0,=0,...,0, =0, | A)?

2. Problema 2: Dada uma seqiéncia de realizagdes
0={0,=0,0,=0,,..0,=0;}, qual é a seqiéncia de
realizagdes S ={S, =s,,$5, =5,,...,5, =5;} que maximiza a
probabilidade conjunta de O ¢ S? Isso é, qual a seqii€ncia de
estados S que maximiza P(S,0|A4)?

3. Problema 3: Dada uma seqiiéncia de realizagdes ou observagdes
0={0,=0,0,=0,,..0,=0;}, como podemos  obter

estimativas dos pardmetros do modelo 4 ?

2.4.1 Resolvendo o Problema 1

A obtengiio de P(O|A) (verossimilhanga) é uma informagdo bastante
importante. Um exemplo de sua utilidade esti na obtengdio de testes de
adequagdo de modelos (Teste de Razo de Verossimithanga) (Mood, 1963). Para
encontrar P(O| 1), devemos utilizar o Teorema da Probabilidade Total (Mood,

1963). Seja Qi =Q xQ, x..xQ, (Produto Cartesiano de T espagos
unidimensionais Q) o conjunto de todas as seqiiéncias de estados possiveis de
tamanho T, podemos obter P(O| A1) como:
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PO|1)= T PO.5|)< T PO|S,2)P(ES| A).
SeQqr R

SEQn Sl

)

Desenvolvendo o primeiro dos termos internos do somatério da expressdo (1) e

supondo independéncia condicional entre O,’s dados os S,’s , temos:

PQO|S8,2)=P =0,0,=0,..,.0,=0,|5,=5,8,=5,,...8 =5,4)
=P(Q =08, =5, )xP(0,=0,| §, =5, )%..XxP(Cr =0, | S; =51, 4)

T T
=HP(0: =0x| St =Sz:ﬂ')"?Hb§a’- X
=1 =1
@

Em (1) resta-nos desenvolver o termo P(S|A). Este termo esta associado aos

estados da Cadeia de Markov Latente. Supondo dependéncia markoviana de
ordem 1 entre os estados, temos:

P(S| D)=P(S,=5,8, = 50,8 =57 | 3)
=P(S, =5 | xS, =5,| 5, =5, Ax... XPSy =8¢ | S5.1= 57, )

=P(S,=s z)x[ljp(s, =515, =s,.1,z)]

=7, ><{l;[a§4,i ]
- 3)

Portanto, de (2) e (3) temos:
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roin- Zla{{Jeu J{{p)
@

E importante observar que o espago Q. representa o conjunto de todas as

seqiiéncias possiveis de estados presentes no modelo. Entdo, para calcular
P(O| 2), devemos obter todas as seqiiéncias S de estados possiveis, obtendo
para cada seqiiéncia, em particular, a respectiva verossimilhanca.

Exemplo 2.12 Célculo de P(O | A) com base na equacido (4). Suponha
que no experimento que envolvia os atiradores, no exemplo 2.11, a seqiéncia
observada foi O={0, =1,0, =2} com acerto=I e erro=2. Este HMM tem
pardmetros:

r 2 LA

1[04 06] _1[08 02
z=[03 0.7], A= ,B= .
3109 0.1 03 0.7

Devemos obter todas as seqiéncias S de estados possiveis associadas a
realizagdo de O. Temos 2 atiradores, isto é, 2 estados. Dado que O representa
uma seqiiéncia de 2 tiros, devemos buscar todas as seqiiéncias de dois atiradores
possiveis. Este conjunto de seqiiéncias contém todos os possiveis arranjos, de
tamanho 7 =2, dos atiradores:

QST ={(S| =1’s2 =1),(S‘ "-—"l,Sz =2),(S| =2,Sz =1),(S‘ =2,s2 =2)}
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O passo seguinte ¢ realizar o célculo da verossimilhanga conjunta para cada uma

das seqiiéncias de estados possiveis. Temos assim as seguintes quantidades:

T T
P(O=0,S=s|2)=x x][]a,, x[]b.,:
=2 =1

Paras={s,=1;5, =1} e 0={o, =10, =2},
P(0,=1,0,=2,8 =18, =1|A)=mxa,, xb,xb,
=0.3x0.4x0.8x0.2=0.0192.

Paras ={5, =L s, =2} eo={o,=Lo, =2},
P0,=1,0,=2,8 =18,=2|)=mxa,xb,xb,
=0.3x0.6x0.8x0.7=0.1008.

Paras={s, =2,5, =1} eo={o, =10, =2},
P(0,=1,0,=2,85,=2,8, =1| ) =7, xay x by x b,,
=0.7x0.9%x0.3x0.2=0.0378.

Paras ={s, =2,s, =l2}e o={o,=1,0,=2},
PO, =1,0,=2,8,=2.8, =2 | 1) =&, %0y x By X by,
=0.7x0.1x03x0.7=0.0147.

O procedimento seguinte consiste em adicionarmos as verossimilhangas parciais

obtidas de todas as seqiiéncias de estados possiveis presentes em 2. . Assim,

temos que a verossimilhanga da seqiiéncia de observagdes o = {0, =1,0, =2} ¢:
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PO=0|d)= ) (z,x]]a,, xﬁb%)

T
=0.0192+0.1008 +0.0378+0.0147
=0.1725.

Visto que em trabalhos reais nos quais utilizam-se longas seqiiéncias de
observagdes, o calculo de P(O| A) feito, diretamente a partir da expresséo (1),
torna-se impraticivel. Consideremos as operagdes de somas e multiplicagoes
envolvidas na obtengdio de P(O| A) . No cilculo de P(O, S| A), para uma dada

seqiiéncia s € Qg , sdo necessarias 27" —1 operagdes de multiplicagéio. Temos
o conjunto Qg composto por 7’ seqiéncias de tamanho T em que ré o
numero de estados. Como devemos realizar, para cada elemento de Qg , o
calculo de P(O,S| A), temos um total parcial de (r’)x(2T —1) operagdes.
Observe que também precisamos realizar 7" —1 somas para obter P(O|2).
Isto totaliza um mimero de operagdes de:

n° de operagoes = (r" )x (2T -1) +(r" -1)=2Tr" 1.

O mimero de operagdes total é de natureza exponencial em fungéio do tamanho
da seqiiéncia de observagdes e polinomial no nimero de estados. Isso ndo ¢
desejavel, pois, 4 medida que o tamanho da seqiiéncia de observagdes aumenta,
o custo computacional aumenta de forma explosiva. Para o exemplo 2.11, tendo
T =2 er=2, temos 15 operagdes envolvidas. Entretanto, é possivel efetuar o

célculo de forma mais eficiente.Observe, por exemplo, as operagSes 7, xb;, e

75 % b,. Neste exemplo simples, cada uma destas operagles ¢, de forma
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desnecessaria, realizada 2 vezes. Existem 2 algoritmos que eliminam este tipo de
desperdicio no calculo de P(O|A). Estes métodos, denominados forward e
backward, serdo vistos na seguinte segdo.

2.4.1.1 Procedimento Forward

O método forward ¢é baseado em principios de Programagdo Dindmica.
A idéia € tentar eliminar operagSes redundantes na solugdo de um problema. O
método forward, desenvolvido através do uso de operagdes recorrentes, torna
possivel o célculo de P(O|A), com redugdo significativa do custo
computacional.

Para entendermos o método forward, é necessario desenvolvermos de
maneira algébrica, a expressiéo P(O|A). Desta forma, obteremos um método
computacional no qual as operagdes ndo sejam repetidas desnecessariamente.

Vamos apresentar, nas duas subsegdes seguintes, os modelos que
consideram, respectivamente, independéncia ¢ dependéncia condicional entre as
observagdes dado o conhecimento dos estados.

24.1.1.1 Procedimento Forward (HMM com O, | S condicionalmente

independentes)

Desenvolvendo P(O|A) em que T é o tamanho da seqiiéncia O,
temos:
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P(0|4)=P(0,=0,,0, =0,..,0, =0, | 4)
=) P(0,=0,,0,=0,.,0;,=0,,5, =5 | ).
sreQ

2

)

Supondo independéncia condicional dos O,’s, dados os S,’s, e dependéncia
markoviana de primeira ordem entre os S,’s , 0 termo geral no somatério em (5)

podeserexpressopor.'

( P(0,=0,,0,=0,..,0; =0;,5; =5; | A)
= Z [P(O,=0.0,=0,,...0, =0;,8; =5, ,8; =5; | 4)]
| 3f-le°.r

= Z [P(ST =5,0, =0,10,=0,,0,=0,,..,0p_ =00, 8, =Sy, A)x

sf—leos

- P(0,=0,0,=0,..,0, , =0,_,8;, =5, M)]

= Z [P(Sr =57,0r =0 | S =5, 4)%

3ra€Q,
P(0,=0,0,=0,..,0r, =0r, S =514 )]

= Z [P(Oz' =0p | Sy = 87,80 =81, A X P(S; =5 | Sp_y =57, )%
sra€Q, ’ :

P(0,=0,,0,=0,...,0p_,=0p,,8_, =5 I'l)]

= Z [P(Or =0 | Sy =57, )% P(Sy =8¢ | 87y =571, A) X
"f-leos

P(0,=0,,0,=0,...,0;_; =0p_,,87_ =5,| ﬂ)]
=P(O; =0 | Sy =5p,A)x Z [P(Sr =87 | Sp_y =874, A) %

7. —IEQ:

P(0,=0,0,=0,..,0;_; =07, =5p,| ’1)]
©)

Para 2<t<T,(6)sereduza:
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PO, =0,0,=0,..,0, =0,8,=514)
=P(0,=0,|8, =s,,A)x Z [P(S, =5,18,., =5, 4)%

54€0Q,

PO, =0,0, =0,..,0,,=0,_,8,,= 1 | 2’)]

)
Denotando:
sy =P(0,=0,0,=0,..,0,=0,8,=5,| A).
(3
Podemos reescrever (7) como:
Xy = Z by, x4, , X L1150
’t-leaa
= bm X Z [ax‘_‘,' X a(,_,',H)] .
sl-leot
%)
Para t =1, temos:
@) = byg X 7.
(10)

Logo o valorde P(O|A4) é:

37



P(0|2)=P(0,=0,,0,=0,..,0, =0, | A)
= Z P(0,=6,,0,=0,..,0; =0;,5; =57 | 2)

sreQ,

= Z A5y an

seQ,

Os elementos de «,, ) podem ser dispostos em uma matriz que possui I linhas
YA

\"

e r colunas. . %
a(l'l) eee a(ﬁa
a=| : :
Ay 7 X

T
No trabalho de Rabiner(1989) a,, ., ¢ chamada de variavel forward.
A obtengiio de P(O|A) se resume ao célculo dos valores dos termos

@) da referida matriz e, posteriormente, da soma dos elementos da ultima
linha. Observe que existem dependéncias entre os valores dos ,,’s. A

construgdo de cada clemento &, ) ¢ realizada em fungéo dos elementos a,, .,
da linha anterior. A figura 4, adaptada de Rabiner (1989), ilustra este aspecto.
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FIGURA 4. Dependéncia de a, ., .

Desta forma, o algoritmo para o cilculo de P(O| 1), para uma dada seqgiiéncia
de observagbes O = {0, =0,,0, =0,,..0, =0, }, pode ser descrito através dos
seguintes passos:

1. Fagaa,,,=b,, xx  paratodo 5,€Q,.

2. Faga @, =b,, x:,_,gn,[a’"" xa(m.)] paratodo 5,€Q, €

para a seqiéncia de observagdes O, =0,,0, = @,,...,0, =0;.
3. Obtesha PO D)= ) @, ,.
e,

Exemplo 2.13 Método forward (HMM com O,|S independentes).
Utilizando o experimento do exemplo 2.11, envolvendo os atiradores, vamos
calcular P(O| ), utilizando o método forward. Dado que a seqiiéncia de

observagdes ou tiros foi O ={Q, =1,0, =2}, temos:
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gy =b, x7, =0.8x03=024,
Qg5 =by x7, =03x0.7=021,

2
oy =by X ) (8 Xy ) =0.2%(0.24x0.4+0.21x0.9) =0.057,
=1

2
@z =l X D (@ X ) =0.7%(0.24x0.6+0.21x0.1) =0.1155.
=1

Assim, a matriz associada ao método forward é:

_[0.2400 o0:2100
“l0.0570 0.1155|

Como descrito na expressio (5), dado o modelo A emestudo, r=2 ¢ T=2,a
probabilidade da seqiiéncia observada ¢ dada por:

P(O|A) =Y. @,y =y + % =(0.057+0.1155) =0.1725.

i=1

Utilizando o procedimento forward, é possivel diminuir o mimero de
operagdes (somas e multiplicagSes) necessirias no calculo de P(O|A4).
Observe que o calculo de P(O|A) envolve a construgdo da matriz & ¢ o
célculo da soma da ltima linha. Para cada um dos elementos da 1° linha de @, 0
custo envolvido é de uma operagdo, totalizando r operagdes. Para cada uma das
células restantes de a, sdo necessérias r —1 somas ¢ r multiplicagdes. Como a
matriz & possui (rxT)—7 elementos, excluindo-se a 1° linha, o custo total na

obtengdo dos elementos de @ é de ((rxT)-r)x(r-1+ r) operagdes. Resta

40



contabilizar o custo do somatdrio para encontrar P(O | A) . Neste somatorio sdo

realizadas mais r —1 somas. Contabilizando todas as operagdes, temos:

n° de operagoes = ((r —1)+ r)x(rx (T 1))+ r+(r-1)
=23 (T -1)-r(T-3)-1.

Desta forma, o nimero de operagdes necessirias no calculo de
P(O| A), utilizando o método forward, ¢ da ordem de r’T operagdes contra
2Tr" operagBes requeridas pelo calculo direto (equagdio 4). No exemplo 2.11
em que T =2 e r =2, necessitamos de 11 operagdes, niimero menor que as 15
operagdes realizadas pelo cdlculo direto. |
Quando T cresce, a diferenga entre os dois métodos (foward e calculo
direto) se acentua ainda mais. Como exemplo, considere uma aplicagdo em que
T =10 e r=2. O mimero de operagdes necessarias para execugdo do método
Jorward é 66, enquanto o calculo direto necessita de 20479 operagdes.

24.1.1.2 Procedimento Forward (HMM com O, |S condicionalmente

dependentes)

Utilizando o mesmo principio do método forward aplicado na subsegdo
anterior, podemos obter P(O|A) para um modelo que prevé dependéncia de

primeira ordem entre as observagdes O, 's dados S, 's . Lembrando que:

P(O|2)=P(0,=0,,0,=0,...,0, =0, | 2)
=Y P(0,=0,0,=0,.,0, =0,,8, =5 | 2)

sreQ,
(12)
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nosso objetivo ¢ desenvolver o termo geral do somatério em (12), com a
finalidade de encontrar uma relagdo de recorréncia.

Desenvolvendo o termo geral, respeitando as restrigdes impostas neste
modelo, temos que:

P(0,=0,,0,=0,..,0; =0;,8; =5 | 1)
= Y [P0 =0,0,=0,,..,0, =05, ,=5.,,5 =5, | )]

5460,

= Z [P(ST =5;,0;=0;|0,=0,,0,=0,,..,0r, =07_,,87_, = $_1, A) X

3460,

P, =0,0,=0,..,0,_,=0,_ I’ST-I=ST—1|2')]
Z [P(S =$7,0r =0p | Sp =87,0p =0, A) X

Sr4€0,
P, =0,,0,=0,..,0;_, =0_,8;, =5 | '1)]

= Z [P(Or =o0r | Sy =$¢,8r =874,0r4 =0, A)X
sr€Q,

P(S; =5, |8 =574,0p, =0, A)x
P(0,=0,0,=0,..,0r_ =0r_,8;_, =5 M')]

= Z [P(Or =0p | S; =5;,0p, =0p_, A)XP(S; =57 | Spy =871, A)%

560,
P(0,=0,0,=0,...,0;, =0, =5, |’1]
=P(O; =0, | Sy =5;,0,, =0, A) X Z [P(Sr =S¢ | Sy =87, A) X

Sr4€0Q,
P(0,=0,,0, =0,..,0;_, =07, 8, =Sp, | A].
(13)

Para 2<t<T, generalizando (13), temos:
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P(0, =0,,0,=0,..,0,=0,,S,=5,| 1)
=P(0,=0,|S,=5,,0,, =0, ;,A)x Z [P(S: =5,|8,, =8, A) %

54€Q,
P(0,=0,,0,=0,..,0,,=0,,,8,,=5.,| )]
(14)

Considerando as estruturas paramétricas nas quais a dependéncia de primeira
ordem entre as observagdes O,’s ¢ considerada, dados S,’s , € nos utilizando da

varidvel @, =P(0,=0,,0,=0,..,0,=0,8,=s,|4), podemos escrever a

expressdo (14) como:

X )
Xty = boe-.o. X ZQ' (asf-.sf xadl(‘-l"’b-l))-
51€

(15)
Quando ¢ =1, temos:

Fa(15) = 7059 X 7y

(16)

Quando a matriz & for totalmente construida, ¢ possivel obter P(O|A). Para

isso basta obter o somatorio da Gltima linha da matriz a,:
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P(0|A)=P(0,=0,,0,=0,..,0, =0 | 2)

=Y P(0,=0,0,=0,.,0; =0,5; =5, | 2)
sreQ,

= Z 2T BT
speQ,

a7

Exemplo 2.14 Método forward (HMM com dependéncia de primeira
ordem nas observagées dados os estados). Dado uma seqiéncia de observagdes

0 ={0,=1,0,=2} e utilizando um HMM que possui dependéncia de 1° ordem
entre O,'s dados S,'s, com A =(x,70,4,B):

0.5 05
z#=[0.5 0.5],7m0= ,
0.5 0.5

04 06] , [03 07| , (04 06
A= ,B = ,B°= .
09 0.1 09 0.1 08 0.2
Podemos calcular P(O|A) utilizando o método forward. Temos os

seguintes valores atribuidos a matriz «, :

@, qy = 70 XM =0.5%0.5 =0.25,

@, .2 =70y X, =0.5%0.5= 0.25,

2
Cy oy =l X ) (0, X @5,,) =0.7%(0.25%0.4+025%0.9)=02275
i=1

2
@0 =B X D (@ Xy ,5) = 0.6%(0.25%0.6+0.25%0.1) =0.105.
=1



Assim, a matriz associada ao método forward é dada a seguir:

_[0:2500 0.2500
4 7102275 0.1050

Como visto na expressiio (5), dado r=2 ¢ T =2, o valor da probabilidade
P(O|2) ¢

PO| )= zad,(m
i=1

=®i0n T %0
= (0.2275+0.105)
=0.3325.

O método forward, aplicado a modelos que consideram dependéncias
entre as observagdes dados os estados, possui a mesma ordem de complexidade
computacional que o método aplicado a um HMM que prevé independéncia
entre as observagdes.

Existe outro procedimento para o cilculo de P(O|A). Este
procedimento denominado backward, em conjunto com o método forward, serd
de grande importéncia na resolugdo do problema 3.

24.1.2 Procedimento Backward

O objetivo do procedimento backward é realizar o célculo de P(O] A)
eliminando operagdes redundantes. Para isso, faz-se necessdria a busca de uma

relagio de recorréncia. Vamos trabalhar nas proximas duas subsegOes,
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respectivamente, com modelos que prevéem independéncia e dependéncia

condicional de ordem 1 entre as observagdes O,,0,,...,0,,... dados
A A A

24.12.1 Procedimento Backward (HMM com O, |S condicionalmente
independentes)

Considerando o HMM mais simples, que prevé independéncia entre as
observagdes, 0,,0,,...0,,... dados S,,8,,...5,,..., a expressio P(O| 1) pode

ser escrita como:

P(O|A)=P(0, =0,,0,=0,..,0; =0, | 1)

=Y [P(0,=0,0,=0,..,0, =0,,5,=5,| )]
5e0,

=2 [P(0,=0,|0;,=0,..,0, =0;,8, =5, 1)
ey

P(0,=o,..,0;, =0,,8,=5,| A)]

= Z [P(OI =0,|8, =5,4)x
5€Q,

P(0, =o0,..,0;, =0, | S, =5, A)x P(S, =5, | A)].

(18)

Assim, devemos trabalhar nesta expressio para encontrar uma relagdo
recorrente, possibilitando o calculo da probabilidade de maneira eficiente.

Desenvolvendo o termo P(O,=o0,..,0; =0, |8, =s5,4) presente no

somatdrio em (18):



P(0,=0,,0,=0,,...,0; =0, | 5, =5,,4)
= Z [P(Oz =0,,0,=0,,..,0; =0;,5, =58, =sl’;l')]

30,

= Z [P(Oz =0,0,=0,,..,0, =0,,8, =5,,8, =5, A) X

5€Q,
P(0,=o0,..,0, =0,,8, =5,| 5, =5,4)]
=Y [P(O,=0,|8,=5,,A)x

SZEQ.I'
P(0;=0,...,0; =0, |8, =5,,8 =5,)xP(5;, =55, =5, 4)]
= Z [P(O,=0,18, =5,,2)x

5eq,
P(0,=0;,..,0; =0, | S, =85, A)x P(S, =5, | S, =5, A)].
(19)

Observe que podemos generalizar o resultado obtido em (19) de modo a
estabelecer uma relagdo de recorréncia. Desta forma, para 1<¢<T -1,

podemos escrever:

P(0,, =0,,,0,,,=0,,...0p =0r | S, =s,,4)=
Z [P (Or1 =041 | Sp1 = Sp1, A) %

5Su€Q,
P(Ol+2 = 0:+2""’ 01' = OT I Sz+1 = st+1"%) X P(St+l = st+l I St = sn 2’)]
(20)
Denotando:

ﬂ(l’,s,) = P(01+1 =0:+1:Ot+2 = 0:+2---’01' =0r IS, = St"%)’
(21)

47



é possivel reescrever a expressio (20), utilizando os pardmetros associados ao
modelo.

ﬂ("‘l) = =, b"m-’nl xﬂ(‘“”»l) X a‘r’m .

Swl

)

No trabalho de Rabiner (1989), B é chamada de varidvel backward. Observe
que S pode ser vista como uma matriz de probabilidades condicionais. Esta
matriz possui, por definigio, 7' —1 linhas e r colunas. Entretanto, como & ¢ P
vio ser utilizadas na resolugio do Problema 3, por aspectos computacionais
vamos criar uma linha adicional na matriz S, tendo s, € Q; .definida por:

'qT,sf) =1.
(X))

Em (23) B, =1, de modo a garantir que P(S, =s,,0 | A) =) % By S€
verifique para todo s, € e 1<f<T. Na resolugdo do problema 3 serd

importante obter a distribui¢io P(S, =s5,,0| 2).
Boy - Pan

g=| : .
ﬂ(r,l) ot ﬂ(T,r)
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Na obtengfio de P(O|A) consideremos, novamente, a equago (18).
Basta reescrevé-la observando os pardmetros associados ao HMM com
independéncia condicional nas observagdes dados os estados e as probabilidades

associadas a matriz f :

PO|2)= ) [P =0, =S5,

5€Q,
P(O,=o,...,0, =0, |8, =5, )x P(S, =5, | )]
= Z [b% X By X 75 ]
e,

24

Apés todo o desenvolvimento anterior, tendo como resultados principais as
equagdes (22), (23) e (24), o calculo de P(O| ) se reduz a obter a matriz B.
Isso ¢ realizado através de operagdes recorrentes, observando as dependéncias
entre os elementos de . O método possibilita a construgiio da matriz S,
inicialmente, obtendo os valores dos elementos da ultima linha, e,
progressivamente, obtendo os valores dos elementos das linhas antecessoras. A
figura S ilustra a dependéncia na construgdo do elementos da matriz 5.
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FIGURA 5. Dependénciade £, -
Esquematicamente, P(O] 2) é obtida através dos seguintes passos:

1. Faga B, ,=1paratodo 5, €Q,.

2. Faga B,,,= gg,b“""“ Bz X s, » PaTa todo 5, €Q, €
Sa

para a segiiéncia de observaghes O, =0,,0, =0,,...0p =0
3. Obtenha P(O|2)= Y. [b,, x By, %, |-
5€e0,

Exemplo 215 Méodo backward (HMM com O,'s dades S's
condicionalmente independentes). Utilizando o experimento do exemplo 2.11,
envolvendo os atiradores, vamos calcular P(O} 1), utilizando o método
backward. Dado que a seqiéncia de observagbes (tiros) foi
0=1{0, =1,0, =2}, temos:



Bon =1
Bon =1,
2

Bay =D by x By xa, =(0.2x1x0.4+0.7x1x0.6) =0.5 e
i=1
2

Boz = D by % By jy %y =(0.2x1x0.9+0.7x1x0.1) = 0.25,

i=1

Assim, a matriz backward ¢ igual a:

= 1.00 1.00
“os0 025|

Com base na expressio (24):

PO )= 3 [, oy 7]

= [bn X By XM ] + [blz X Bz % ”2]
=[0.8x0.5x0.3]+[0.3x0.25%0.7]
=0.1725

O custo computacional associado ao método backward é de ordem
quadratica, pois nfio ha custo associado ao célculo dos r elementos da ultima
linha da matriz Backward, uma vez que todos os clementos desta linha sdo
iguais 4 unidade. J4, para cada um dos (I'-1)xr elementos restantes de B, sdo
necessarias 3r—1 operagdes. Isso totaliza ((7—-1)xr)x(3r—1) para
construgdo completa da matriz backward. Resta o célculo final para obtengéo de
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P(O|A), que necessita de 3r-1 operagdes. Assim, o mamero total de
operagdes €:

n° de operagoes = (T —-1)xr)x(3r-1)+ (3r-1)
=32 x(T +1)+ (T -4)x(r)-1.

O nimero de operagdes necessarias no método backward é um pouco maior do
que no método forward. No entanto, em termos de complexidade, os dois
métodos sdo equivalentes.

Na proxima segdo, vamos mostrar o desenvolvimento do método
backward aplicado ao HMM, considerando dependéncia de 1° ordem entre as
observagdes dados os estados.

2.4.1.2.2 Procedimento Backward (HMM com O, |S condicionalmente
dependentes)

Inicialmente vamos desenvolver a expressdo de P(O| 1) em termos de

“varidveis backward”, considerando o modelo com O, | S’ dependentes:
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P(0,=0,,0,=0,,0,=0,,..,0, =0, | A) =
> [P(0,=0,,0,=0,,0, =0,,..,0; =0,,5, =5,| V)]

SEQ,

=Y [P(0,=0,0,=0,,0,=0,,..,0;, =0 | S, =5, A)x
5i€0,

P(S,=512)]

= Z [P(O =0,,0,=0,,..,0, =0;|0,=9,,8, =5,4)x
5€0,

PO, =0,| 8 =5,A)x P(S; =51,/1)]-

23)

Desenvolvendo  P(0, =0,,0; =0;,...,0; =0, |0, =0,,8, =5,,4),

observando as restrigdes do HMM em questio, temos:

PO, =0,,0;=0;,,..,0, o,|0 =0,,8, =5,4)
=Y P(0,=0,,0,=0;,..,0; =0,,5,=5,|0,=0,,5,= 5, )

€0,

=Y [P(0,=0,,0,=0,,..,0; =0, |8, =5,,0,=0,,5, =5, A)x

s5,€Q,
P(S,=5,|10,=0,38, -s,,/l)]
=Y [P(0,=0,,0,=0,,..,0, =0, | S, =5,,0,=0,,A)x

5€Q,
P(S,=8,|8, =31’/1')]
=Y [P0, =0,,...,0, =0,|0,=0,,8, =5,,0, =0, A)

5eQ,

P(0,=0,|S,=5,,0,=0,)xP(S, =5, | S, =5,,4)]
= Z[P(O =0,,...,0r =0, | 0,=0,,8, =55, A)

5€eQ,
P(0,=0,|8,=5,,0,=0, )xP(S, =5, | S, =5, )]
(26)
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Podemos estabelecer uma generalizagdo para a equagdo (26):

P(01+1 =0t+l’0t+2 =ol+2""’01' =0y lor =0:’St =S, A)
= Z [P(OH-Z =0t+2’""07' =OT 'Ot+l =ot+l’St+l = sr+1”1')x

e,
P (Ox+l =0y I Sr =8 0: =0, '1') xP (Su-l =8 l Sz =5 ’1')]
27)
Denotando:

ﬁd,(r,s,) =P(0,,;,=0,1,0,,, = Op425---0r =0p |0, =0,,8; =5, A),
(28)

podemos reescrever a equagdo (27):

ﬂd[(‘,.l’,) = b:::;ﬂ X ﬂdl(‘*,]’:"l) xa’t"&l ’ 1 S t S. T _1.
SneQs

(29)

Note que a varidvel f, niio é definida quando 7= T . Porém, para facilitar a
utilizagdio do método na resolugio do Problema 3, para todo s, €S2,
definimos:

ﬂan(r.s,) =1
(30)
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Reescrevendo a equagdo (26) em fungdio da varidvel S, e dos parimetros

associados ao modelo, € possivel obter P(O|A):

P(O|2)=P(0,=0,0,=0,,0,=0,,.,0, =0, | 1)
=,§ ['Bd,(l,:.) XZOy g X7y ]

C))

Com os resultados das equagdes (29), (30) e (31) podemos obter um método
recursivo para o cilculo de P(O|A), que diminui o nimero de operages

necessdrias. A varidvel B, apresenta uma estrutura matricial com T linhase r
colunas. A construgéio da matriz 3, ¢ realizada iniciando-se pelos valores da

ultima linha e, progressivamente, avaliando os elementos das linhas anteriores,
respeitando-se a relagdo de recorréncia obtida em (29). Os passos necessarios

para o célculo de P(O| 4) sdo dados a seguir:

1. Faga B, =1 paratodo 5, €Q,.

— s,
2. Faga By, = Z by % Baers,) X9ss,, Paratodo s, €Q,
S 08

e para a seqiiéncia de observagdes O, = 0,,0, =0,,...,0; =0;.

3. Obtenha P(O|A)= Y. [ Bugay X0ps X7, |-
5€Q,

Exemplo 2.14 Método Backward (HMM com dependéncia de primeira
ordem nas observagdes dados os estados). Dada a seqiiéncia de observagdes
0 ={0, =1,0, =2} e tendo 0 HMM a seguir, definido da se¢do 2.3:
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7=[0.5 0.5], 7m=[°‘5 05 ]

05 05/
04 06 . 03 0.7 B o 04 06
09 01 09 01/ 08 02/

Podemos calcular P(O| A), utilizando o método Backward. Os valores

A

da matriz 3, sdo:

Bian =1
Bion =1

2
Buap = DB X By X051 =(0.7x1x0.4)+(0.6x1x0.6) =0.64 e
=1

2
Bian= 2:[b,‘2 X By 2 X8 ] =(0.7x1x0.9) +(0.6x1x0.1) = 0.69.
i1

Assim, a matriz 3, é igual a:

g = 1.00 1.00
471064 0.69][

Com base na expressdo (31), o valor da probabilidade associada a0 HMM em
questdio €:
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PO|A)= 2[,34(1,:) X7&0y X ”l]

= (ﬁd.(l,l) X 7Oy X 7))+ (ﬂd,(l,z) X 70y X 7T,)
= (0.64x0.5x0.5)+ (0.69x 0.5x0.5)
=(0.16+0.1725)

=0.3325.

O método backward, aplicado a um HMM com dependéncia de ordem 1 entre as
observagdes, tem ordem de complexidade computacional idéntica ao método
backward aplicado ao modelo com observagdes independentes dados os estados.
Portanto, seu custo ¢:

n° de operagoes = (T -1)xr)x(3r—1)+(3r—-1)
=3 x(T +1)+ (T -4)x(r)-1.

2.4.2 Resolvendo o Problema 2

O segundo problema associado aos HMM's é a obtengdo da seqiiéncia
mais provivel (Otima) de estados S;,S,,...,S;, dada uma seqiiéncia de
observagdes O,,0,,...,0; . Entretanto, vérios fatores devem ser considerados
para se definir uma seqiiéncia 6tima de estados. Tal seqiiéncia, de tamanho T,
sers denominada S**™ , onde S°™ € Qg .

Uma estratégia possivel para encontrar S°*™ ¢ obter uma seqiiéncia em
que os estados sdo individualmente os mais provaveis. Para tanto, devemos

obter a distribuigdo da varidvel aleatéria S,| 0,4, com 1<t <T. Porém, se o

57



HMM possui alguma transicdo entre os estados cuja probabilidade ¢ zero,
podemos obter uma seqiiéncia S*™ invélida (que nfio pode ocorrer).

Um outro critério, mais utilizado, busca obter uma seqiéncia S°™ tal
que S°"™ maximize a verossimilhanga conjunta P(S,0| 2). Considerando a

Sawna

fungdo arg(f(x))=x, devemos buscar tal que:
otima _
S =arg %‘;‘P(S’Ol A).
(32)

E possivel encontrar S°*™ através da abordagem do problema em
termos de grafos. Deste modo, ¢ possivel aplicar um Algoritmo de busca em
grafos. Este método ¢ denominado algoritmo de Viterbi.

Antes de descrevermos como funciona o algoritmo de Viterbi, é
necessario contextualizar o Problema 2 (Vide se¢dio 2.4), utilizando algumas
definigdes de Teoria dos Grafos. Na apresentagéio do algoritmo de Viterbi nas
duas subsecgdes a seguir, consideraremos HMM's, que prevéem,
respectivamente, independéncia e dependéncia condicional de 1" ordem entre as
observagdes dados os estados.

2.4.2.1 Algoritmo de Viterbi (HMM com O, | S condicionalmente
independentes)

Como descrito pela expressio (32), no intuito de encontrar a seqiéncia
S de estados, necessitamos descrever a verossimilhanga P(S,0|2).

Devido a sua simplicidade, trabalharemos com a log-verossimilhanga, obtida
aplicando-se o logaritmo natural & verossimilhanga associada ao modelo.
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Considerando uma seqiiéncia de observagdes de tamanho T ¢ o modelo com

observagdes O, | S condicionalmente independentes, temos:

ln(P(O’Sl ’1))=ln(P(Ol =ola°"’0’r =o7"Sl =s]r":S1' =s1' | ”’A’B))

=In(P(S, =5 |2,)x[ﬁP(0, =9,|§, =Sn3)]x[ﬁ1’('5': =85S =S:_1,/1)])
=In(z, x I:l—][bscq ]x [ﬁas,..s. :I)

T
=In(z, xb,, )+ Zln(b% xa, .).
=2
(33)

O problema inicial de encontramos S**™ equivale a encontrarmos a seqiiéncia
S que minimiza —In(P(O, S| A)). Portanto, considere:

§7 =arg max (P(S,0| )} =arg min {~In(P(5,0| 2))}.
(34

Utilizando a modelagem através de grafos de uma Cadeia de Markov, ¢ possivel
estabelecer um caminho ou trajetoria neste grafo, relacionado a uma seqii€ncia
de estados S ={S, =5,,5, =5,,...,5; =5;}. A idéia é associar um custo para
cada transigio entre estados. Desta forma, o custo total associado a uma
trajetoria sera constituido pela soma dos custos das transigdes entre os estados,

adicionado de um custo inicial associado a cada estado. Define-se o custo
inicial, CI, por:
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CI(s) =-In(z,b,,).
(3%

O Custo de transigdo, CT, entre os estados s, , € s,,onde 2<t<T ,é:

CT(s,y,s,)=—In(a, , xb,).
(36)

O custo de transigio entre estados s,, € §,, CT(s,,,s,).¢ uma fungdo da
observagdo no instante ¢ (o, ). Isso implica que os custos de transi¢des variam a
medida que o, se modifica. Assim, o Custo Total, C,,, associado a uma

seqiiéncia de estados S, dado uma seqiiéncia de observagdes O qualquer, é
dado por:

Croat($)=CI(5)+ 3 CT(5,1,5,).
(37)

Observe que o Custo Total de uma seqiiéncia S ¢ igual a log-verossimilhanga
conjunta, —In(P(S,0|A)). Assim, para obtermos S°*™, devemos obter a
seqiiéncia de estados, isto é, o caminho no grafo associado & Cadeia de Markov

Latente de custo minimo.
Vamos definir ainda Custo Acumulado Minimo (CAM), necessério para

implementagdo do algoritmo de Viterbi. CAM(t,s,) representa o “custo
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acumulado minimo para que se atinja o estado s, no tempo #, partindo do

estado s,_,”. CAM(t,s,) pode ser expressa através da relagdo de recorréncia.

CI(SI), se t=1:
CAM(t,St)= mm {CAM(I_I,S‘_|)+CT(st-l’sl)}’ set >l.

5,160,

(38)

Obtendo todos os estados S,, a cada indice ¢, que proporcionaram um custo

minimo, quando ¢ = T, estaremos obtendo S°*™.

O algoritmo de Viterbi é um método baseado em programagéo dindmica
que busca a seqiiéncia ou o caminho de tamanho T" de custo minimo ¢ funciona
da seguinte maneira:

(1) Inicialmente, com ¢ =1, temos os Custos Iniciais associados a cada um dos
estados. Devemos entdio obter o Custo Acumulado Minimo, CAM (¢,s,),

associado a cada um dos estados quando #=1. O Custo Acumulado Minimo
sera o proprio Custo Inicial quando 7 =1.
(2) Quando 7>1, obtemos o custo acumulado minimo, CAM (t,s,), de cada
um dos estados da cadeia; além disso, é necessario registrar o estado que no
instante 7 —1 proporcionou o custo acumulado minimo no instante ¢.

Do ponto de vista computacional, para realizar o registro do estado, que
no instante ¢ —1, tem o menor custo correspondente a uma transigéio deste, para
oestado S,, no tempo t ,fazemos uso de EMCAM (t,s,) , definida a seguir:
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0 se t1=];
EMCAM(t,s,)={arg % {CAM(1-1,5,,)+CT(s,,,5,)} set>1.

(39)

As matrizes EMCAM e CAM , definidas pelas expressdes (38) e (39), podem
ser vistas como matrizes com I linhas ¢ r colunas cada, utilizadas no
armazenamento de, respectivamente, estados (valores inteiros no intervalo

[1,7]), e valores de log-verossimilhanga. E possivel obter, recursivamente, a

seqiiéncia de estados 6tima, S§°™  construindlo CAM e EMCAM . Isso pode

ser feito, definindo-se:

min{CAM(t,s,)} se t =T,
S,'”i”"' =4 %<0
EMCAM (¢ +1,5%™) se t <T.

t+]

(40)

O custo da seqiiéncia 6tima de estados sera o menor valor da tltima linha de
CAM .

Os passos para obtengdo da seqiiéncia 6tima de estados $*™ , associada
a um conjunto de observagdes O,,0,,...,0; , ¢ um HMM sob pressuposto de

que O,| S sdo independentes, séo dados a seguir:

1. Faga CAM(l,s)=CI(s;) para todo s €€ ; Faca
EMCAM(1,s,)=0 paratodo s, € Q,;
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2. Faga CAM(t,s,)= g]eig{CAM(s,_,)+CT(s,_,,S,)} para todo

5, €0, e para todo 1<t<T. Faga
EMCAM (t,s,)=arg Eéig {CAM (t-1,s,,)+CT(s,,5,)}

paratodo s, €, eparatodo 1<¢<T.
3. Obtenha Sy = négn{CAM (,s,)}; Obtenha
Selds

S = EMCAM (¢ +1,55™) paratodo 1<# <T.

Para a obtengdo do valor da verossimilhanga conjunta P(S*™,0| 1), basta
obter o valor exp(— min {CAM(T,s;)}).
O exemplo 2.15 a seguir ilustra o funcionamento do algoritmo de Viterbi

em um caso particular em que os custos de transigéo entre os estados néo variam

com ¢.

Exemplo 2.15 Algoritmo de Viterbi — 1 (HMM com independéncia
entre observagdes dados os estados). Considere que, no exemplo 2.11, foi

observada a seqiiéncia O ={o, =1,0, =1}. Através do algoritmo de Viterbi é
possivel descrever qual a seqiincia de atiradores mais provével, S),S5,. No
caso especifico em que O={0, =0, =...=0;}, considerando o HMM do

exemplo 2.11, os custos iniciais e das transi¢des s#o:
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CI(1)=-In(x, xb,) = —In(0.3x0.8) =1.427};
CIQ2F--In(x, x b)) = —1n(0.7x 0.3) =1.5606;
CT(,1)=-In{a,, xB,) =—In(0.4x0.8) =1.1394;
CI(L2)=-In{a,, xby) =~ In(0.6x0.6)=1.0217,
CT(21)=— (e, x b,) =—In(0.9x0.8) = 0.3285;
CT(2 2)=-In(a,, xb,)) =—In(0.1x0.6) = 2.8234.

A figura 6, a seguir, ilustra os custos de transigSo entre os estados, em termos de
um grafo:

FIGURA 6. Grafo com custos (pesos) das transigies entre os estados.

Com base nas quantidades calculadas na pigina anterior, as matrizes
CAM(t,s,} ¢ EMCAM(t,s,) sio dadas por:

_[L42n 15606
“11.8891 24488)

MAM—-OO
12 1}
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pois observe que os valores da 1° linha de CAM sfo os custos iniciais de cada
estado. Seguindo a definicdo apresentada em (38), podemos verificar que
CAM(2,1) e CAM(2,2) siio resultantes de:

CAM(2,1) = min {CAM (L5,.,) +CT (s,.,. D}
%e c

=min{CAM(1,1)+ CT(1,1), CAM (1,2) + CT(2,1)}
= min{(1.4271+1.1394),(1.5606 + 0.3285)}

= min{2.5665,1.8891}

=1.8891;

CAM (2,2) = min {CAM(,s,)+CT(s,,,2)}
S1€8,

=min{CAM(1,1)+ CT (1, 2), CAM(1,2) + CT(2,2)}
=min{(1.4271+1.0217),(1.5606 + 2.8234)}

= min{2.4488,4.3840}

=2.4488.

A obtengiio de EMCAM , ilustrada a seguir, é regida por (39):
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EMCAM (2,1) =arg  min {CAM (L,5,,)+CT (5,4, 1)}

=arg min {(cam (1) +CT (1)), (CAM(1,2)+CT(2,1))}
=arg (CAM(1,2)+CT(2,1))

—t 2,

EMCAM (2,2) =arg min {CAM(1,s,)+CT(s,.,,2)}
=arg ;nEig {(cam(1,1)+CT1(1,2)),(CAM (1,2) +CT (2, 2))}

=arg (CAM(1,1)+CT(1,2))
=1,

O caminho ou seqiiéncia 6tima S°™™ é {S, =2,5,=1}. Essa seqiiéncia ¢
obtida a partir da expressio (40), dado que CAM e EMCAM ja foram

calculados. Assim, §°™ = {S7™ =2, 57"™ =1} foi obtida a partir de:

S Te=mp min {CAM (2, 5,)}

=arg min{CAM (2,1),CAM (2,2)}
=arg min{l.8891,3.1419}

=i

S¢me = EMCAM (2,53™)

= EMCAM (2,1)

=2.

O valor da log-verossimilhanga —In(P(S®™,0| 4)) é 1.8891, representando

o custo acumulado minimo no tempo 7. Assim, o valor de P(S°™,0| ) é

exp(—1.8891)=0.1512.
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No exemplo 2.16, ¢ ilustrada a situagio na qual os custos de transigdo
mudam em fungdo de ¢.

Exemplo 2.16 Algoritmo de Viterbi — 2 (HMM com independéncia
entre observagdes). Suponha que, no exemplo 2.11, envolvendo os atiradores,

foi observada a seqiiéncia de tiros O = {0, =1,0, = 2,0, =2} . Neste exemplo,
os custos de transigdo entre os estados se modificam de acordo com o instante #.

Isso é decorrente do fato da seqiiéncia de observagdes ndo ser composta de
apenas um unico simbolo. Aplicando o algoritmo de Viterbi, é possivel obter

qual a seqiéncia S,,S,,S; Otima de atiradores. Os custos Iniciais e de
Transigd@o no instante 7, supondo o HMM do exemplo 2.11, sdo:

Instante t =1:

CI(1)=-In(7b,,) =—1n(0.3x0.8) =1.4271;
CI(2)=-In(7,b,)) = —In(0.7x0.3) =1.5606;
CT(1,1)=-In(a,, xb,) =-In(0.4x0.2) = 2.5257;
CT(1,2)=-In(a,, xb,,) = —In(0.6x 0.4) =1.4271;
CT(2,1)=-In(a,, xb,) = -In(0.9x0.2) =1.7147,
CT(2,2)=-In(a,, xb,,) = ~In(0.1x0.4) = 3.2188;
instante £ = 2:

CT(,1)=-In(a,, x4,) =~In(0.4x0.8) =1.1394;
CT(1,2)=—-In(a,, xb,)) =—In(0.6x0.6) =1.0217;
CT(2,1)=-In(a,, x4,,) = —In(0.9x 0.8) = 0.3285;
CT(2,2)=~In(ay, x b, ) = -In(0.1x 0.6) = 2.8234,

As Figuras 7 e 8, a seguir, ilustram, em forma de grafo, os custos de transi¢do
dos estados, para cada valorde £:

67



FIGURA 7. Grafo com custos (pesos) das transigdes entre os estados no instante
t=1.

‘L0217

FIGURA 8. Grafo com custos (pesos) das transigSes entre os estados no instante
t=2.

Com base nos custos iniciais ¢ de transigbes entre os estados, temos
CAM(t,s,) e EMCAM(t,s,) dadaspor:



1.4271 1.5606
CAM =|3.2754 2.8542 |,
3.1827 4.2971
00
EMCAM ={2 1|
2 1

A construgio CAM e EMCAM ¢ realizada de forma equivalente ao
exemplo 2.15, observando (38) e (39), atentando que devemos utilizar os custos
de transigdo condicionados ao indice #.

O caminho ou seqiiéncia 6tima, $°*™ , ¢ obtido seguindo (40), dado que
CAM e EMCAM ja foram calculados. Assim,
S = {§77 =1,.87"™ =2, 87 =1} foi obtida a partir de:

897" = arg min{CAM (3,5,)}

= arg min{CAM (3,1),CAM (3,2)}
= arg min{3.1827,4.2971}

=1,

Sy = EMCAM (3,53"™)

= EMCAM (2,1)

=2,

S5 = EMCAM (2,52"™)

= EMCAM (2,2)

=1.
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O valor da log-verossimilhanga conjunta —In(P(S™™,0|4)) ¢
3.1827, que é o custo acumulado minimo. Assim, o valor de P(S*™,0| 1) é
exp(=3.1827) = 0.0414.

2.4.2.2 Algoritmo de Viterbi (HMM com O, |S condicionalmente

dependentes)

Supondo um HMM que considera dependéncias de 1° ordem entre as
observagdes O,,0,,...,0, dados os estados S,,S,,...,S,, também & possivel
construir o algoritmo de Viterbi para busca de uma seqiéncia 6tima de estados,

S°™ Vamos considerar, de maneira equivalente a0 modelo com observagdes

independentes, que a seqiiéncia 6tima S*™ serd aquela que proporciona a
maior verossimilhanga P(S,0|A). Considerando um HMM A com

dependéncias de 1* ordem entre as observagdes dados os estados, S°ima ¢ obtida
a partir de:

S%ma = arg max {P(S,0| 2)}=arg 812012 {-In(P(8,0| 2))}.
(41)

E necessério obter a fungdo log-verossimilhanga respectiva ao modelo.

Desta forma, considere:
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n(AO,S| ) =(AQ =9,...0, =0, 8 =S,....5; =5; | 7,70,4,B))
=I(AS =s)xPG=9|5 =s.)><[l;IF(0, =|8=5,0,= H)]x

[l';[P(‘S; =8,|8,= t—l)}
=ln(z, xm,,) +|:Zh(b:ﬂ XA s )}

Para uma dada seqii€éncia de observagdes,
0={0,=09,0,=0,,.,0,=0;}, ¢ uma dada seqii€ncia de estados,
S={S, =5,5,=5,,.,5 =5}, o valor da log-verossimilhanga pode ser
interpretado como o custo associado a seqiiéncia de estados, isto é, um caminho
em um grafo. Para obter $°™, devemos encontrar a seqiincia de estados de

custo minimo. Para obté-la, é necessario estabelecermos custos iniciais e custos
de transi¢des entre os estados. Considerando um HMM com dependéncia de 1°

ordem entre as observagdes O, | S, o custo inicial, CI, é dado por:

CI(s,) =-In(z, x7o,, ).
42)

Por sua vez, o custo de transi¢do, CT, entre os estado s,, e s,, em que

2<t<T é

CT(s,,,s,)=—In(a, , xb} ).

15t %-19

43)
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Seguindo as definigbes de CAM e EMCAM ja estabelecidas na segiio
anterior (38) (39), os passos posteriores para obtengdo da seqiiéncia otima (40),
S%m™  sio iguais aos passos apresentados no HMM que pressupde
independéncia condicional entre as observagdes O, 's conhecidos os S, 's.

Exemplo 2.17 Algoritmo de Viterbi — 2 (HMM com dependéncia
condicional entre observacdes). Suponha que, no exemplo 2.14, associado a um
HMM que possui dependéncia de 1° ordem entre as observagdes, foi observado
0={0,=1,0,=2,0, =1}. Os custos iniciais ¢ de transigdo entre os estados,

no instante ¢, sio:

Instante £ =1:

CI())=-In(z, x 7o,,) = —In(0.5x0.5) =1.3863
CI(2)=-In(x, x 70,) =—1n(0.5x0.5) =1.3863
CT(1,1)=-In(a,, x4,) =—In(0.4x0.7) =1.2730
CT(1,2)=-In(a;, xb},) = -1n(0.6x 0.6) =1.0216
CT(2,1)=-In(a,, xb},) =—In(0.9x 0.7) = 0.4620
CT(2,2)=-In(a, xb}) =—In(0.1x0.6) =2.8134
Instante # =2

CT(1,1)=-In(a,, x b)) =—In(0.4x 0.1) = 3.2188
CT(1,2)=-In(a,, xb%) =-In(0.6x 0.2) = 2.1203
CT(2,1)=-In(a,, xb.,) =~In(0.9x 0.1) = 2.4079
CT(2,2)=-In(a,, xb%) =—-1n(0.1x0.2) =3.9120

As figuras 9 e 10, a seguir, ilustram em forma de grafo, os custos de Transigdo
entre os estados através do tempo.
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FIGURA 9. Grafo com custos (pesos) nas transigies no instamte 2 =1.

21203

2407

FIGURA 10. Grafo com custos (pesos) nas transigies no instante #=2.

Com base nos valores dos custos iniciais ¢ de transi¢io associados aos
estados, as matrizes CAM(t,s,) e EMCAM(t,s,) obtidas da mesma maneira
do exemplo 2.15, sdo dadas por:

1.3863 1.3863
CAM =} 1.8473 2.4079|,
48158 3.9676
00
EMCAM =2 1}
21



O caminho ou seqiiéncia étima, obtida de maneira similar ao exemplo
2.15, 7 & {8, =1,8,=2,8, =2}. O valor da log-verossimilhanga conjunta
~In(P(S°™,0] A)) ¢ 3.9676, que é o custo acumulado minimo. Assim o
valor de P(S°*,0| ) é 0.0189.

O custo computacional associado & busca de uma seqiéncia S°™
otima, tanto considerando o modelo HMM com observagdes O, |S,
condicionalmente dependentes e independentes, ¢ de ordem quadritica em
fungéio do tamanho da seqiiéncia O e linear em fungio do mimero de estados.
Observe que, para obtengio de S°™, temos que construir as matrizes CAM e
EMCAM . Observe que o custo para construgdo das células da 1° linha de
CAM é de uma operag#o. Para a construgio de cada uma das células fora da 1*
linha, é necesséria uma busca entre as 7 possibilidades de transi¢do que geram o
CAM . Isso totaliza, para cada uma das células de CAM , um custo de ordem
r . Como temos (T —1)xr célulasem CAM fora da 1° linha, temos um custo
total de [(T—1)xr]xr. Conhecidos os valores de CAM , a construgéo de

cada uma das células de EMCAM tem custo constante. Assim, temos:
n° de operagoes = (T —1)xr* + (T xr).
Na proxima segiio, trabalharemos os aspectos tedricos associados ao

problema 3, ligado a inferéncia estatistica sobre o modelo A associado a um
HMM.
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2.43 Resolvendo o Problema 3

O problema 3 associado aos HMAMf's é o de natureza mais complexa
dentre os problemas apresentados. O problema 3 é caracterizado pela realizagio
da inferéncia estatistica relativa aos valores dos parimetros no modelo 2.

Existem virios métodos para a realizagio da inferéncia estatistica.
Dentre estes, podem ser citados com excmplos 0 Método dos Momentos,
Método de Minimos Quadrados € Método Bayesiano. Vamos utilizar o Método
da Mixima Verossimilhanga.

Segundo o método da méxima verossimilhanga, para obtermos os
estimadores dos para@metros associados a0 HMM, temos que cbter ¢ ponto de
miximo da fung#o de verossimithanga L(2]O0)=P(0O) 1) com relagio & 4.
No entanto, para o HMA{, nio ¢ possivel realizar a maximizag3o direta da fungdo
de verossimithanga. Assim, toma-se necessirio o uso de um método iterativo.
Um dos métodos mais utilizados é denominado algoritmo EM (Expectation-
Maximization) (Dempster, 1977). Na prixima seg#o, vamos apresentar o
algoritmo EM, alguns exemplos gerais aplicados & inferéncia e por fim a
descrigio do método aplicado 20s HMM.

2431 Algoritmo EM

O algoritmo EM é um método iterativo de maximizagio. Este algoritmo
para maximizag3o da verossimilhanga, popularizado por Dempster et al (1977),
¢ particularmente util quando alguns dados sSo nio observaveis cu perdidos.
Seja 6 wm pardmetro associado 2 um espago paramétrico © . Seja X e Q, e
Y €Q,, respectivamente, os dados observados ¢ os dados latentes (ndo
observados ocu ocultos). Devemos maximizar a fungdo de verossimithanga dos
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dados incompletos L(@| X)=P(X |6). Tal maximizaglio pode ser dificil de
ser feita. Em muitas situagbes a fungdo de verossimilhanga
1(6| X,Y)=P(X,Y|6) dos dados completos ¢ mais facil de se trabathar. O
algoritmo EM utiliza tal fato na maximizagio de L(@| X). Objetivando
simplicidade, vamos trabalhar com In(Z(6|X. ,Y)). Podemos resumir o

algoritmo EM em dois passos, que justificam seu nome:

1. Passo Esperanga (Expectation-Step)- Neste passo devemos obter
o valor esperado de In(L(6|X,Y))=In(P(X,Y|6)) com
relagéio 4 distribuigdo condicional ¥ | X,6, em que 6™ ¢é o
valor obtido no passo da maximizagéo da iteragio m —1 .

2. Passo Maximizagdo (Maximization-Step)- Devemos maximizar
o valor esperado de In(L(f|X,Y))=In(P(X.Y|6)),
encontrado no passo esperanga, com relagdo ao pardmetro é,0u
seja, devemos obter [/ que maximiza
E,, 4[In(/( 6] X,Y))]. Tal valor de 6 seré o,

No principio do processo, (m =1), devemos escolher um valor inicial para 6,
isto é, 6. O procedimento ¢ realizado iterando os dois passos acima,
substituindo, ao fim do passo maximizagio, 8 por 8", sendo m a
iteragio atual. Através da demonstragéio apresentada por da Silva (2002), é
possivel verificar que P(X,Y|6")>P(X,Y|6™). A seguir vamos
reproduzir esta demonstrag#o.
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Inicialmente, devemos reescrever a fungdio de verossimilhanca, dos
dados originais ou observaveis, L(€| X). Trabalhando com o logaritmo natural

temos:

In(Z(6] X)) =In(P(X | 6))
=ln(P(X,Y|0)P(X|9)J
P(X.Y|6)
=1n(P(X,Y|6))
P(Y| X,6)
=In(P(X,Y|6))-In(P(¥| X,6)).

(33)

Utilizando-se de propriedades da Esperanca Matematica, e tendo valores fixos

para X e 6, podemos reescrever que:

In(P(X | 6))
= Ig, In(P(X |8))x P(Y | X,6™) dY

=E,, o [n(P(X |6)].
(36)

Utilizando os resultados (35) e (36) e propriedades de Esperanga Matematica,
temos que:

In(L(@] X)) =In(P(X | 8))
= Epy o [IN(P(X,Y | O)]E,, oo [IN(P(Y | X, 6))].

G7
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Em (37), a log-verossimilhanga dos dados observéveis X estd expressa em
fungio do valor esperado E,, . [In(P(X.Y 16))] e do valor esperado
Enx. o [ln(P(Y | X ,0))]. Assim, maximizar In(L(6| X)) =In(P(X | 8))
implica em maximizar o lado direito da igualdade presente na expressio (37).
Contudo, podemos mostrar que o termo E . [n(P(¥| X,6))], da

expressdo (37), ndo afeta na maximizagio de In(L(f| X)), ou seja, basta
maximizamos  E,, . [In(P(Y | X ,0))] para obhqmos o miximo de

In(L(6| X)). Para simplificar a notagdo, iremos denotar:

0(6,6)=E,, . [In(P(X,Y |6)];
H(0,0)=E,, . [I(P(Y| X, )}
(38)

Desenvolvendo a expressdo (39), utilizando-nos da desigualdade de Jensen, que
estabelece uma relagio entre Ey [f(¥)] e f(Ey[x]) dado que f(x)é

concava (Mood, 1963), vamos mostrar como H(6,6") ndo afeta na

maximizagdo da expressdo (37):
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H(O, 6 (O 6™ E o (0P | X,EN]Epy o [IW(PY | X,67)) ]
= L, (P(Y | X,0)x P(Y | X,6)dY - Io, In(P(Y | X,0™))x P(Y | X,6™)dY

= j‘ov (In(P(Y | X,6)) - In(P(Y | X,6™)))x P(Y | X,6)d¥

= j ln(w)xl’(}’l X,6™)dy
o | P(Y|X,6™)

- P(Y|X,6)
Ly o [h(P(m X, )]]

P(Y|X,6)
< ln(Em.o(n) [P(Y' X, 0(,,,))]]

o[ PEIXE) .
ln[.[oyP(YlX,o(m)) P(Y| X,6™)dY J

=ln( [ eaix, o)dy)
=In(1)=0.
(39)

Pelo resultado obtido em (39), H(6™,6)-H(6,6)=0 para todo
0 € © Este resultado sera utilizado na formula (41).

Como In(L(@|X,Y))=In(P(X,Y|6)) é simples de se trabalhar, a
obtencdio de seu méximo com respeito a & pode ser realizada através de

derivagdo. Assim, vamos denotar:

Q(6,0™) = max (Q(6,6™)).
(40)
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Como 6" ¢ o valor que maximiza Q(6,0™),
0(6,6™)-0(0,6)20 para qualquer G®. Observe que nosso
objetivo ¢ mostrar que P(X,Y|8")>P(X,Y|6™), ou, de maneira
equivalente, que P(X,Y|6™)—P(X,Y|6)>0,em que 6" foi obtido
10 passo maximizagdo do algoritmo EM, a partir de um 6™ , obtido na iteragdio
anterior. Reescrevendo P(X,Y | 6™")-P(X,Y | 6), temos que:

P(X,Y|6"D)-P(X,Y |6"™)
- [Q(g(mﬂ) , g(rn)) _ H(g(mﬂ) , o™ ):l _ [Q(g(nr) , 9(»!)) _ H(g(m) , o™ ):|
= [Q(e(ml)’ g(nv)) - Q(g(m), o™ )] + [ H(O('"), g(M)) - H(B('”"), o™ )]
> [Q(g(mﬂ), 8- (6™, o™ ):I >0.

(41)

Com o resultado (41), prova-se que P(X,Y|6")—-P(X,Y|6)>0. No
trabalho de Dempster (1977), ¢ verificado que a seqiéncia
{69,6%,69..,6™, .} converge para um ponto de méximo associado a
L(8| X)=P(X|6). Entretanto, um comportamento multimodal de P(X |6)
pode levar o algoritmo EM a resultados que constituem méximos locais. A
seguir, dois exemplos de aplicagdes do algoritmo EM, fora do dmbito dos HMM,
s#o ilustrados.
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Exemplo 2.18 Algoritmo EM — 1 (Estimacdo de pardmetros em distribuicdes
multinomiais). (Rao, 1973) Considere uma varidvel aleatoria multidimensional

X =(X,,X,,X,,X,), onde X~Mult(n,%+§-,¥,¥,§). A fingéio

log-verossimilhanga associada a0 X ¢ dada por:

In(L(8| X)) = In(P(X | 6)) =In(P(X, = %, X, = ,, X, =x,, X, = x,|8))

n! (1 0)" (1-0)" (1-9)"’ (9)“
=ln| ——%| —+—| x| —| x| —] x|—
xlxixlx! \2 4 4 4 4

n! 1 6 1-6 é
gl a2l

42)

O estimador 6 de 6 ¢ obtido, a0 derivarmos In(L(6| X)) com respeito a 6,

dIn(P(X|6))

20 =0. A igualdade ¢ verificada quando:

ou seja,

(x,+%,-x-x,)0% +(2x, + 2%, + x, — x,)0 +2x,= 0
(43)

Embora os calculos envolvidos em (43), na obtengdo de 5, sejam simples, o
exemplo em estudo serve para ilustrar os passos necessédrios na implementagéio
do algoritmo EM. Para aplicarmos o algoritmo EM, devemos obter uma fungédo
P(X,Y|0), bascada em uma varidvel ¥ latente (nfio observavel) de tal forma

que a maximizagdo de P(X,Y|6) com respeito &8 @ seja simples. Para isso,

vamos supor que X, =Y +¥ e ¥, = X, onde 2<i<4. Desta forma, estamos
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supondo que a varidvel observavel X, é uma fungéio de varidveis ¥, ¢ ¥ niio
observaveis. Sendo Y=Y, 5.1,1,), entdio

Y ~Mult(n,—;-,-§-,1—;£,-l-%q,% . Dado que conhecemos os valores das
variaveis X observéveis, devido a restrigio X, =Y, +Y;, somente uma das
variveis latentes ¥, ou ¥, ndo ¢ individualmente observavel. Vamos adotar que
Y, & a porgdo néio observavel. Devemos obter a log-verossimilhanga conjunta de

X e Y. A log-verossimilhanga conjunta associada a (X,Y’) € dada por:

P(Y,X|6)=P(Y|0)xP(X|Y,6)

n G A
= x| =] x| —| x]—| x{—| x|-— X
Yo'y yalyt \2 4 4 4 4

Iy (%, =Y+ n)xIy, x, x, (%, =2, % = Y3, %, = Y,)

n! 1% (Y (1-6)* (1-6Y* (6Y*
o) ) ) E)
(5 =2)ntx!xix! 2 4 4 4 4

I, (4 =Y+ Y)*1y, 1 x, (X, = Y3, %, = Y3, X, = V).

(44)
Sendo:

seX =) +) e X, =0 X =1 X, =Y,
0, caso contrario;

Ly =P(X|Y,6) ={]’
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Seguindo o algoritmo EM, o 1° passo é obter o valor esperado de
In(P(X,Y|6)) com relagdo a distribuigio condicional Y| X,6"”, em que

0™ e Q, . Assim, temos que:

Ey, o[ (P, X16)]

=By gm [In(Pr|O)xP(X]| 1,9)]

=Eyy go [ IN(PE|O) |+E,, 1 [In(AX| X,6) ]
=E,, [ I0(P(|6) |+In(P(X| ,6))

=E,, 4o n(P(¥16) ]

tor e D)

T [ (:e—z)!r':‘ia!x,!a!]"(’“”‘)"h‘( 3l )]
S A o
. [(xzm)xln(‘ ")]

o e T R S

ln(l;f) x(x,+x,).

Vamos trabalhar com a maximizagdo da expressdo (45) em relagdo a 6.

@)

Podemos assumir termos independentes de 6 como constantes C que podem ser
descartadas. Para fins praticos temos que:
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Epy o [In(Px,X| o))]

= ln(G)X(Em'W,, (%] +.1&;,)+ln(l—0)x(.wc2 +x)+C
(“6)

Resta-nos obter a distribuigdo condicional de ¥ | X,6 a fim de obter a forma
fochada da esperanga E,, ., [ln(P(Y,X |0)):|, ou simplesmente obter a
Em',d-’ [Y,], concluindo assim o passo esperanga do algoritmo EM.

Desenvolvendo P(Y | X,0™), temos:

P(Y,X|6")

P(Y|X,0™)= i
@l ) P(Xx|6™)

@7)

Desenvolvendo P(Y'| X,6"), temos:
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Substituindo (49) na expressdo (46), temos que:

06,6 =E,, . [n(PC, x16))]

=In(0)x(x, ( 6(6(”’))_,_,‘4)4-111(1 0)x(x, +x;).
(50)

Com a expressdo (50), concluimos o passo esperanga do algoritmo EM.
Devemos obter agora a derivada de O(8,8) com relagdo a 6 e iguali-la a
zero. Este procedimento constitui o passo maximizagdio do algoritmo EM.
Assim, temos:

2
— |+
aQ(g’g(m))=0<:>e(m+l)= xlx(z +9('")) X4
06 2 )
X X —2-:0(—,"))+x2+x3+x4
(51)

Com a expressido (51), concluimos o passo maximizagdo associado ao algoritmo
EM., Com isso, o método para obter inferéncias sobre o pardmetro & consiste em
iterar a obtengdo de 8™ (equagdio 51) a partir de 6™ (valor inicial), até que
um critério de convergéncia seja alcangado.

Afim de ilustrar o processo de estimagfo, foram geradas 100 amostras, a
partir de simulac;ﬁo computacional, que seguiam distribui¢io de probabilidade

X~ Mult(n 2 1—-2,1—9-,2) com 6 =0.8. Utilizam-se 5 iteragdes,
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adotando-se como pontos imiciais ¥ =08, #” =05, 69=03 e
6 =0.1 . A figura 11 ilustra a convergéncia do processo de estimagio do
parimetro 6.

Convergéncia do EM - Multinomial

08
1

08

05

Valor do Parimetio
04
{

0.3

0.2

FIGURA 11. Convergéncia da Estimagiio de @ utilizando 0 EM.

Na figura 12, é apresentada a verossimilhanga respectiva ao parimetro &7
estimado na m -ésima iterag3o, considerando 4 pontos iniciais distintos.



Convergéncia do EM - Multinomial

o
8_
o
a -
3 N
£ 8
E ©
@
3
> g
o
[
§_
Q 14 1 ¥ L]
1 2 3 4 5
Neragtes

FIGURA 12. Convergéncia da Verossimithanca utilizando o EM.

Observe, na figura 12, que o comportamento da verossimilhanga é
sempre ndo decrescente para todo 0™ m=1234,5.

Exemplo 2.19 Algaritmo EM — 2 (Estimacio de parimetros em uma Mistura
de Normais)(da Siva, 2002) Scia g(x|6) uma fanglo densidadc de
probabilidade qualquer. Suponha uma varidvel aleatdria X, cuja fungdo
densidade de probabilidade, parametrizada par 8 =(py, P,-» P1s 6, 6. 6,)

3
oomZp, =1, & expressa abaixo:
=1



f(XI9)=§P.~X8(1'!9J
(52

Fungdes densidade de probabilidade que posseem esta forma sio chamadas de
misturas. No exemplo, trataremos o caso de Misturas de Normais, ou seja, em
@0 0=y Poreos Poo bhs By 14.,02,03,.,07) € 2(x16)=N(1,,07).
Na figura 13 ¢ ilustrada uma mistwra de dvas nommais f(x[6) com
0 =(p. P2 14, 11,0, ,03) onde p, = p,,0; =03 € py=a,p, =b.

v

a b x
FIGURA 13. Mistura de duas Normais.

A fungdo de verossimithanga para wma amostra de tamanho » associada a uma
mistura de nonmais € dada por:



f(%,%,..x,16) =fl[zpf xN(x; ] #.-,0,-2)]-

J=1 L=l

(33)

Observe que em (53) ndo é possivel precisar a partir de qual das 4 distribuigdes
normais x; ¢é proveniente. Para obtermos estimadores de méxima
verossimilhanga, devemos obter as derivadas parciais em relagéo aos pardmetros
em 6. Nio é possivel obter estimadores de forma fechada para esta fungéio de
verossimilhanga f(x|€). Podemos ent#o aplicar o algoritmo EM a fim de obter
a maximizagdo desta fungdo. Para aplicar o EM, devemos considerar os
pardmetros p,, como pesos associados a cada uma das distribui¢des envolvidas
na mistura. Podemos considerar que cada realizag@io da variavel aleatoria X é a
realizag@o, com uma determinada incerteza (ponderada pelos pesos), de uma das
variaveis aleatorias cujas fungdes de densidade est@o envolvidas na mistura.
Lembrando que a aplicagdo do algoritmo EM prevé uma verossimilhanga
f(x|6) complexa e a adogiio de uma f(x,y|6) que seja trativel. Suponha
que Y constitui a informagdo de qual das distribuigdes presentes na mistura foi
obtida uma determinada realizagdo da varidvel aleatoria X, ou seja, ¥ informa
qual das & distribuigSes normais gerou cada um dos valores de X . Observe que
esta informag@o(Y ) é latente, ou ndo observavel. Vamos considerar ¥ € {0,1}%,
em que ¥; €{0,1} com 1<i<k.Dado que y,=1 paraum i =/, y, =0 para
todo i#1, ou equivalentemente, iy, =1. Note que o fato de y, =1
i=1
representa a informagdo que uma determinada amostra de X foi gerada pela
fungdio densidade g(x|8,)=N(y,,07). Assim, podemos escrever a fungdo
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densidade de probabilidade conjunta S(x,y|0) dos dados completos (X,Y)

como:

S y10)=]]lp xNx| u,0D)1.

i=]

(54)

Tendo n realizagSes da varidvel aleatéria X, podemos escrever a log-

verossimithanga associada a distribui¢do f(x,y|6) como:

n k
In(f(x,y|6) =3 y,[In(p,)+In(N(x, | ,,07)) ] -

j=1 i=1

(33)

Desenvolvendo a primeira etapa do EM, devemos obter a esperanga da
expresséo (55) com respeito a distribuigdo da varidvel aleatéria ¥ | X,60, na

qual 8™ constitui um valor obtido na m -ésima iteragdo, restrito ao espago
paramétrico de . Assim, temos que:

Epy go [I(f(x, 71 6))]

= Erlx,af") I:iz}tn X (ln(p,) +In(N(x, | /‘i’o-?)))jl

J=1 i=1
n k

=3 [ By o (X ] (1005 + IV, | 1,620) ]

J=1 =l

(56)
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Para obtermos E, ., [In(f(x,y|6))], basta calcularmos E, oo [ X -

Desenvolvendo E, ., 6(_,[ ], temos:

Enx.o‘" [Yﬂ]

= Z yﬁ Xf(yji l x]s xzr"’x,ne(’”))

B = (AY]

= Z Yii xf(yji I xj99(m))

Yn {01}

1
= Vi xf(y,,x,16™)x —
§, G F(x;16™)

1
=X D VxS (9;,%;16)
f(leg( )) y;m J Ji* 7y

1 m; m 2(m;
=f(x Ie(m))x %ll[yjl ( 3 )XN(x Iﬂi( ) >0 ))) ]
J Ya€

ez gy X G D)

oA V)

Z (m) o N(xj | /1,(1),0',.2('"))

(57
—~(m)
Vamos denotar E 0(.,[ ] por y; . Podemos completar o passo esperanga

do algoritmo EM obtendo a esperanga associada aosdqdos sompletos (X,Y).

Temos gntéo:
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Enx'a('l) [ln(f(x:y | 0»]

=jz[;;‘"" x(In(p,) + In(N (x, | ﬂs,af)))]-

j=l i=l

(58)

Desta forma, finalizamos o passo esperanga do algoritmo EM. Obtida a
esperanga condicional da fungdo de distribuigdo dos dados completos, devemos

-7

maximiza-la com relagdio a todos os parimetros em € associados a fungdo

densidade da mistura. Devemos utilizar a teoria que envolve maximos
K

condicionados devido & restrigio Y. p,=1. Utilizando-se da técnica
i=1

“Multiplicadores de Lagrange” & possivel maximizar E, ) [In(f(x, y|6))]

com relagdo a8 @ . Considere:

Epy oo [ 100y (5, 16))]

=Z":i[;;‘"’ x(In(p,)+In(N(x, | 4,67 )))]

j=1 i=1

=§;[Ew x(in(p)+ In(N (| y,,of)))]hlx(; s _1).
59)

Obtendo as derivadas parciais de Enx g [ln(f (x,y| 9))] com relagdo a cada

4,,0%¢ p, com 1<i <k ,temos:
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O By o [0/ 5. 716))))
7))

_Zp -1

O(Epy po [ 1)) 5,7
Ap) B

O By o [0 (5. 716))]) (,,)
4 ) ;{;— jZ[ x(x; —;e)]

a(Enx,a"" [In(f(x.y |‘9))] 1 3~ 1 &~
A o fz[ ]_zxm 7"}
(60)

Igualando cada uma das derivadas parciais a zero, obtemos um sistema que
resulta na obtengdo do méximo de E, ., [In(f(x, ¥ 6))] com relagio & p,,
4, € o} . Assim, concluindo o passo maximizagéo do Algoritmo EM, temos que
as estimativas de p,, 4, ¢ o} para a m+1-¢sima iteragio do processo sdo

dadas por:



A(m-"l) —~(m)

=_XZ Vi

Jj=1

i[;’;(m xxf]

~(m+1) =
i - B~ (m)
Yii
=]
n [ (m) ~(m+1)\2
o 357
0.2 = J=1 |

i —~(m)

Zy,,
(61)

Concluimos o passo maximizagdo associado ao algoritmo EM. Devemos

~(m+1)

substituir o valor g™ pelo e em que

a(mil)  A(m) A(mt) AmHY) A(ml) A(H])  A(mel) 5 0mD A(ml) — (m+)

9 =(p] ,pz :-"apk ’/‘1 :/“2 ?” luk ’0’12 90'2 ’° "o-z

~(m+1)

Devemos repetir a obtengdio da estimativa de 9 até que processo atinja a
convergéncia, que pode ser baseada na verossimilhanga ou no numero de
iteragGes.

Como exemplo, ilustramos uma simulagéo de uma variavel aleatéria X

que possui fungio densidade mistura de duas normais com
6={p=p,=05,06" =0, =, 4 =0,u4,=5}. Foram geradas 1000
observagdes  de X. A patir de um valor inicial
8 = {PI(O) =0.3, Pz(O) =07, 0.11’(0) =4 0-22(0) =4, 'ul(o) =2, #2(0) =3} foi

obtido como resultado, aplicando-se o algoritmo EM e adotando-se 50 iteragdes
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como critério de convergéncia,

8 ={p, =0.53, p, =0.47,57 =1.06,02 =1.01, 3 =0.03, 7, = 5.07}.
2.4.3.2 Aplicac#io do algoritmo EM aos HMM's

Como vimos nos exemplos e nos topicos anteriores, o algoritmo EM ¢é
um método de estimagdio baseado na teoria de méaxima verossimilhanga. A
caracteristica principal do algoritmo EM estd na expressio de uma “forma
aumentada” da verossimilhanga original, que permite a obtengéo de estimadores
de méaxima verossimilhanga de forma fechada para os pardmetros de interesse. A
forma aumentada da verossimilhanga é obtida, ao incluirmos no problema,
varidveis aleatorias adicionais (dados faltantes) que tornem simples a
maximizagdo da verossimilhanca.

Ao observarmos a fungdio de verossimilhanga original dos HMM's,
iremos constatar a impossibilidade de obtermos estimadores de forma fechada.
Na aplicagéio do algoritmo EM nos HMM s, os dados faltantes sdo caracterizados
pela seqiéncia S,,5,,...,S,,... de estados latentes.

A seguir, vamos apresentar o desenvolvimento do algoritmo EM
aplicado a HMM's considerando independéncia e dependéncia condicionais
entre as observagdes O,,0,,...,0,,...dados S,,5,,...,S;,..., sendo o primeiro

dos casos baseado em desenvolvimentos descritos em da Silva(2002) .
2.4.3.2.1 Algoritmo EM (HMM com O, |S condicionalmente independentes)

Considerando independéncia condicional entre as observagoes

0,,0,,..,0; dados 8,,8S,,...,S; , com parametrizagGes 7, 4 ¢ B,em que 7
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é um vetor que descreve a distribuigdo inicial associada aos estados em g, 4
é a matriz de Transices da Cadeia de Markov latente € B ¢ a matriz que
descreve as distribuigdes de probabilidade de emissdo de observagdes em €,

condicionadas aos estados.
A verossimilhanga associada ao modelo A ¢é dada por P(O|2),

enquanto a fungdo de verossimilhanga aumentada (com presenga dos estados
latentes) ¢ dada por:

L(2]0,5)=P(0,5| 4)
=P(0, =o,..,0, =0;,8,=85,,...8; =8; | 7, A,B)

=7 x[flb% ]x[ﬁa-w: ]
=1 =2

A maximizagio da fun¢fio de verossimilhanga dos dados aumentados
permite a obtengdo dos estimadoresde A.

Aplicando o primeiro passo do algoritmo EM, devemos obter
E, = [In(P(O, S| A))] em que A™ ¢ um valor qualquer no espago
paramétrico de A. Desenvolvendo esta esperanga, em que (2 representa. o
conjunto de todas as seqiiéncias possiveis de estados S =(S, = s,,...,5; = s57)

de tamanho T, temos que:
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E, «[I0(P©O,5] )]

= Y In(P(0,S| A)xP(S|0,A™)
SeQqr

_ 1 (m)
= ——P(O i (m)) SEZ% In(P(O, S| A))x P(S,0| A*™).

(62)

Observe que o termo , presente no resultado expresso em

1
P(O[2™)
(62), é uma constante com respeito a §, podendo ser desconsiderada na
maximizagdo de E ) . [In(P(O,S | 2))] com respeito a 4. Observe também

queotermo Y In(P(0, S| A))xP(S,0| A*™) pode ser expresso por:
SeQ,

2. In(P(0, S| A)P(0,8| A™)
SeQqr

=Y T . T (In(PO, S, Sy Sy | DIPO,S,, .Sy | A)),

5,0 5,6Q;  SreQg

(63)

isto €,
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i o—————

O(4,A™)= 3" [In(P(0,8| ) x P(S,0| A™) ]

=§5‘ Km(% )+ i In(b,., ) +i In(a, )] x P(S,0| ﬂ("”)}
=.E§H[1n(7r3’ )% ,f;(.l's'I =i,0] ,1!("'2) )]

:ZQ: [Z::(ln(b_,,.r r0t) X P(S, =i,0] z"”)))}

+§ zn [i(ln(asr_ﬁ,,w) xP(S,, =1,8,= j,0| A" )} :

(64)

Observe que na expressio dada por (64), as trés partes sdo expressas,
respectivamente, em fungdo de 7, A ¢ B apenas. Como o objetivo ¢
maximizar a expressdo (63) em relagdo a cada um dos pardmetros presentes nas

estruturas 7, A e B, basta maximizarmos cada uma das trés partes de O,
independentemente, em relagdo a cada parimetro. Definido a; como a i -ésima
linha da matriz 4, ou seja, a, =(a,,a,,....a,), na qual 1<i<r,e b i-
¢sima linha da matriz B, ou seja, b, =(b,,b,,,...,0,), na qual 1<i<r,

podemos escrever as fungdes que compdem O como:
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Q(z, A™)=Y" [ In(r;)x P(S, =,0| A )]

Q(a, A™)=Y. [i (in(ay, o 5-,) % P(S,, =i, 5, = ,0] 4™ )]
jeog L =2
QB A=Y (10t . )X P(S, =5,0] A7)

65

Assim, concliimos o passo esperanga associado ao EM, sendo a esperanga dos
dados completos, segundo a distribui¢#o condicional de S |0, 2™ , dada por:

E,, w [In(P(0,S| )]

1

“POIA™) [Q(”’ A%)+ g 0(a, A1)+ Y. 0(6, A™ )}

ieQg

(66)

Observe que cada uma das fingdes, Q(7,A™),0(a,,A™) ¢ Q(b,A™),

possui forma:

(%)= X w, In(4,).
67

Para maximizarmos Q(A,A™) em relagio a cada um dos parimetros

envolvidos, basta obtermos o méaximo de fungdes Q(4,) , explicitadas em (67),
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sujeito & restrigdo le =1. Para tanto, maximizaremos Q(A, A™) utilizando
J

“Multiplicadores de Lagrange™.
Obtendo o sistema de equagdes associadas a aplicagdo do “Multiplicador
de Lagrange”, temos como miximo da fungdo condicionada Q(4;) em relagéo

aAj:

(68)

Aplicando o resultado obtido em (68), obedecendo respectivamente as restrigdes
Zﬂ'i =1, Zay =1, Zb,,, =1,sendo 7,20, @, 20, b, 20,temos quea

ieQg ieQg keQ,
maximizagio de Q(z,A™),0(a,,A™) e Q(b,A™) em relagdo a cada ,,

ae b, , respectivamente implica em:
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(m+1) P(S, =i,0| A™)
b X [P =i,014")]
ieQs
_P(5,=i,014")
P(Oi l(rn))

ondeieQ;,

i(P(S,_, =i,8,=J,0| z(m))

aprr=_
fezos[;(P(S‘-' =1,8,=j,0|2" )]

1
_POIF™)
Wx[i(f’(&q —i,0] A™ )]

=2

T
Zz(P(S,_, =1,5,=J10, z(m))
po=

T
Z(P(S;.l =i,S' =j|0’1(m))
_ =2 ] ondei, j € Q.

[i (PS5, =1,02™)

=2

(69.1)

Para a obtengio de b,"™", devemos utilizar uma fungdo indicadora
1(0,,k)=1se O,=k ¢ 1(0,,k) =0 se O, # k. Entéio b, & expresso por:
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i(P(S. = j,0| A™)x1(0,=k))

bjk(”"') — 1=l -
§(P(S, =j,014™))
1 T
_Wxg(f’(s, =j10,A")x1(0,=k))

1 z . -
017y 2P =110.47)

=1

¥ (P(S, = /10,410, =h)

—_t=1

T ] € Qs, ke Qo
Y(P(s,=jl10,4™))

=1

(69.2)

Assim, concluimos o passo maximizagdo associado ao algoritmo EM.

Resta-nos obter os valores das probabilidades P(S,=i|0,A™) e

PGS, =i,8, = Jj|0,A™), que estdo presentes nas estimativas obtidas em
(69). Denotemos estas probabilidades por:

yg'g =P(S,=i|0,A™),
&R =P(S,, =i,8, = j|0,A™). (70)

Desenvolvendo v,, e recordando as definigSes das varidveis backward e

forward, apresentadas nas segGes anteriores, temos que:
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Y =P(S, =i|0,4™)
_P(S, =i,0] A)

P(O]A™)
_ P00 10,,--5,0,,8, =1,A)x P(0,,...,0,, S, =i| A™)
P(O]A™)
_ P(0,15-+0; 18, =5, A")x P(0,,...,0,, S, =i| A™)
P(O|A™)
_Ben*%en
P(O|A™)

(M)

Reescrevendo £, , em fungdo dos parimetros associados ao HMM A™,

temos que:
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&n =P8, =1,8,=j|0,A™)
P( (] —i’Sr =js0| '1'(”‘))
P(OI A™)

“PO| ,1("’)) X[ POr1-20r | 0,s--,0, 8,1 =0x S, = J, A™)
P(O,.+0,8,,=i,8,=j| A™)]

“PO] A""’) [P( 1905 | 8, =, APV PO, | Oy, Oy, S,y =1, 8, = j, A x
P©,...01,8,,=i,8,= j| A™)]

POl ;.(m>) X[ PO 0r 15, =1, A")xPO,| 5, =), A™)

s, -qu, 20,8, =i, A% P(@3,...,0,S,, =i, l"”))]

p(0| ;_(m)) [P( oo Op | S, = J, A P(O,| S, = J, A™)x

P(S,=j1 8.4 =1, A)xP(Q,,...,0,1, 8, =] A™)]

_Bun>bo x4y X%y
P(Olﬂ("”) '

(72)

Dados i€ Qg, jeQs e ke€Q, , e a m-ésima iteragdo (estimativa) de 2,

A™ = (7™, A™ B™), a m+1-$sima iteragio de A é dada por:
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1
=13

(M)
!(i-j)

Zy‘
zyfz:ixf(o,,k)

va&'i

b(m+1) -—

(73)

Paraa aplicagéio do EM aos HMM s temos, em resumo, que:

1. Estabelega um valor inicial A? = (7, 4®,B®).

2. Obtenha as varidveis Y™ ¢ £™ a partir do modelo inicial
A%, utilizando as equagdes (71) e (72).

3. Obtenha as novas estimativas 4™ a partir de 7™ ,&™ e
A" utilizando as equagdes vistas em (73).

4. Substitua 2™ por A"™" e itere os passos 2, 3 ¢ 4 até que um

critério de convergéncia seja alcangado.

No tépico a seguir, apresentamos o desenvolvimento do algoritmo EM aplicado
ao caso de modelos HMM, que pressupdem dependéncia condicional de ordem 1

entre as observagdes O, s, dados S, ’s.
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2.4.32.1 Algoritmo EM (HMM com O, | S condicionalmente dependentes)

Considere o modelo A=(x,70,A,B) que prevé dependéncia de
Markov de ordem 1 entre variaveis latentes S, ¢ dependéncia de ordem 1 das
variaveis observaveis O, dado S,. A fungfio de verossimilhanga conjunta
envolvendo a seqiiéncia de observagdes O,,0,...,0; ¢ a sequéncia de estados

S,,S,...,8; associada aomodelo 4 ¢:

L(A|0,5)=P(0,5]2)
=P(0, =a,...,.0p =0,8, =S,,...,8; =, | 7, 70,4, B)

=P(S;=5)xP(O =a|8 =51)X[liIP(O: =0,|8,=5,0,, =0:-1)]
x[ﬁP(S: =884 =5, ):l

T T
=7, X70,, X[Hb;’ q:]x[l_[am ]
=2 -l =2

De maneira similar ao caso de um HMM no qual se considera independéncia
entre observagdes dados os estados, na estimagdo dos parimetros associados ao
modelo A em estudo, faz-se necessario o uso do algoritmo EM.

Para a aplicagdio do algoritmo EM, devemos obter a esperanga da log-
verossimilhanga dos dados completos (dados observaveis e latentes) segundo a
distribui¢fio dos dados latentes (ou nfio observaveis) condicionados aos dados
observados. Os dados observaveis sdo as realizagdes das varidveis

0,,0,,...,0;, , enquanto os dados latentes sdo as realizagdes da seqiiéncia de

estados S,,S,,...,5; .
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Seja A um conjunto qualquer de valores dos parimetros do modelo
A.Desenvolvendo E_ [In(P(0,S| 2))], temos:

510,40 [ln(P(O S| ,1.))] z In(P(0, S| A))x P(S|0,A"™)
SeQ

- P(8,0|A™)
_sga In(P(O, S| DYx s

1

PO 2@ (m)
“FOI™) & Y In(P(0,S| H)xP(5,0] A™).

(74)
1

P(O|2™)
desconsiderado na maximizagdo de Ey, [In(P(O, S| )] com relagio & 4.

Como ¢ uma constante com respeito a A, este termo pode ser

Desenvolvendo o somatério em (74), e utilizando a igualdade expressa em (63),
temos:
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[In(P©O, S| A)]= D In(P(O,S| A))x P(S,0]| A™)

SeQgr

= Z [(ln( 7~;)+In(7o, vxq)‘*‘;ln(bv' )"‘Zln( s,_ﬁ:,—j))x

SeQqsr
P(5,0|2")]

=Y [In(z, )% P(S, =1,0| A"} ]

ieQy

SIO A(ll)

+ Z [ln(ﬂo,ﬁ,-,q:,,) x P(S,=1,0| A(M)):I

ieQgq

+y [Z In(8;7L, . )< P(S, =i,0| A™ )]

i6Q,

2.2 [Zln( a, ..., )xP(S,=1,5 = ,0| z""))}

ieQq jeQg

(75)

Note que Y. In(P(O,S| A))x P(S,0] A) pode ser escrita como uma soma

SeQsp

de fun¢Ses dos pardmetros x,70,A,B. Considerando 70; como sendo a i-

ésima linha da matriz 7o, a, como a i-¢ésima linha da matriz 4 ¢ b, a k-ésima

linha da matriz B, sejam:
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Q(m, A™)= Y [In(z, )% P(S; =1,0] A ]

ieQg

Q(ﬂo,, ,1,("'))=Z [[n(y;oﬁ_:"q:k) XP(SI = l,Ol A(m))]’
ieQg

Q@, A=, [i‘,ln(av,ﬂm;,,:,-)xP(Sl =i,8, = 1,0| /1@0)],

jeQs L =2
T
Qb A™)=Y (b3, ,_ )% P(S, =1,0| A™).
=2

(76)

Como no modelo tratado no topico anterior, temos que a esperanga condicional
da distribuig@o dos dados completos é:

Eg, o [In(P(0,S| 1))

= F(OTIA@'—)) x[0(r, A™) + Q(rro, A™Y+

2. 9@, A™)+ 3 06, A™) ]

ieQg ieQg

(77)

Para obter a maximizagio da esperanga condicional em (77) com respeito a 4,
basta realizar a maximizagdo individual de cada uma das fungdes, O(z,A™),
Q(70,A™), Y Q(a,A™) ¢ Y. Q(b},A™). Cada um destes termos

ieQg ieQg

possui a mesma forma geral dada em (67). As restrigdes associadas sdo,

110



respectivamente, ¥ 7, =1, Y 70, =1, ) a;=le Zb‘ =1, para todo

iEQs kEQO Jeos

i, j€ Qg eparatodo k,g€Q, sendo 7,20, a; 20 e by, >0. Desta forma,

slo 2 [ln(P (0.5 /1))] ¢ maximizada, quando:

pro P8 =,012%)
Y [Ps,=i,0]14™)]
ieQg

_P(S,=1,0A™)
P(0] A™)

, 1€,

ey _ P(8,=1,0| A™)x1(0,.k)

ieQ, keQ,,
7o, Z[P(Sl =i,_0|;l(m))] , 1eQg €Q,
i
T
Z( 1 =55, =j’0|ﬂ(m)))
a;"’*')— =2 |
Z [Z(P(S‘_l =i,Sx =j’0|l(m)):|
jeQg L 1=2
1 . . .
W Z(P( -1 l,S,:JlO’l( ))

W {Z(P(S,_, =i,0| ,g(m))]

Z( (S =5, 8, =j|0,l("'))

=2

) [Zri(P(S,., =i,ou<'">)]

=2

i, j e Q.

(78.1)
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Utilizando-se da fungdo indicadora I(0,,k)=1 se O, =k ¢ I(0,,k)=0 caso

contrério, temos a estimativa de by, ™" dada por:

T
oy 2P, =001 27)x10, =Rx1(0, =9)
b m =t=2
L]

i(P(S, =1,0A™))

=2

2(P(S, =J10.4)x1(0 =k)<I(0,= 9)

I;(0—|1:1(T,)><2(P(‘s' =1]0,4™))

i(P(Sr =j10,A™)xI(0,, =k)x1(0,=9))

—1=2 . , kqeQ,.
(P, =i10,4"))

=2

R S
_PO]A™) £

(78.2)

Devemos ainda calcular as probabilidedes P(S, =i,0|A™)e
P(S,, =i,S, = j,0]| A®), sendo que o modelo A™ pressupde a dependéncia
condicional entre observagdes O,‘s dados os estados S, 's. Denotemos estas
probabilidades por:

¥ = P(S,=i|0,A™),
EM =P(S,, =1,8,=j|0,A™).
(79)
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Descnvolvendo y(f;) , temos como resultado:

Ti =P(S, =1 0,4™)
_P(8,=1,0| A™)

P(O|A™)
_P@,,,..,0,0,,..,0,,8, =i, A™)x P(0,,...,0,,8, =i| A™)
- P(O|A™)
_P(0,1,-50;10,,8, =i, A™) x P(O,y1,..., Or, S, =i A™)
PO 2™)
_Pacs X %aen
PO|A™)

(80)

Desenvolvendo o termo £, , tem-se:
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¢t((w) =P -1 =I5 =] |0, A(m))
_PS, =15,=5.0 A™)
P(OI A™)

~ POl ,10")) X POu1rOr| 00501 =15, = A7)
P(Q’""OI’S;-I =i, S =jIA(M))]

[P(Om’ ,O,lO,,S -J’A(M))XP(O IOI’ ’Ot-th_l —l S '—J, (M))x

PO 1('"))
P(O,, 20,8, =0,8, = j| ,1(»:))]
P(S,= 1G04 8y =, X)X P(C,y..., O3, S,y =, ,1""))]
=}('5|1’,1<T>) X[ POy1r+0p| 0,8, = J, A")XP(O,| 01,5, = 1, A7)
P(S, = j| 81 =i, X)X P(Oy--s0,s 8.0 =1 A™) |

_Bien xb, 0 %% XFe1n
PO|X™)

@1

Dados i, j € Q ¢ k,] €Q,, e a m -¢sima iteragdo (estimativa) de 4, a

m +1 -ésima iteragdo de A ¢ dada por:
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T

(me) _, (m)
" =Y

o™= 7&’3 x1(0,,k)

(mt)_ =2
a;

b:!(mb =

Assim, temos

?

27&”8
Z &
ZY&"I)’
Zyﬁg;;xl( . K)x1(0,,1)

o (m)

m
27«0
=2

(82)

como resumo do algoritmo EM aplicado a0 HMM com

dependéncia entre observagdes dados os estados:

. Estipule um valor inicial para 1 = (7?, 70?, 4®,B")

Obtenha ™ e £™ a partir do modelo A, utilizando as

equagdes (80) e (81).
Obtenha a nova estimativa

A(m-#l) = (”(ml)’”o(mﬂ),A(ml)’B(mH)) a pattir de ,Y(m) e g(m)
utilizando as equagdes (82).
Substitua a A por ™" e repita os passos 2, 3 e 4 até que a

convergéncia seja atingida.

Nos proximos topicos, trataremos de outras questdes importantes
associadas aos HMM's.
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2.5 Simulando HMM'S

O HMM ¢ um modelo probabilistico baseado na caracterizagdo de dois
tipos de seqiiéncias de variaveis aleatorias, S, ¢ O,, onde 7=1,..,7 . Assim,
dado um modelo A, é possivel simular amostras das variaveis S, ¢ O,.
Naturalmente, as realizagSes das variaveis aleatorias S, sdo nfio observaveis em

aplicagBes reais. Entretanto, em dados simulados, elas sdo conhecidas. Para a
utilizagdo de amostras simuladas nas inferéncias, devemos utilizar apenas as

varidveis observaveis dos dados, ou seja, as realizagdes dos O, ’s.

Nesta segéo, iremos abordar apenas o caso da simulagdo de HMM's de
natureza discreta. Segundo Rabiner (1989), para a simulag#o de uma amostra de
tamanho 7 de um HMM parametrizado por A, que pressupde independéncia
condicional entre as observagdes O, s dados os estados S, 's, o procedimento

pode ser sumarizado nos passos seguintes:

1. A partir da distribuigfo inicial P(S,|A) dada pelo vetor 7,
simulé uma realizag@o de S, denotadapor s,.

2. A partir da distribuigio P(O, ]S, =s,, 1), estabelecida pelo
vetor de probabilidades b, contido na matriz B, simule uma
observagdo de O, . Este valor serd denotada por o, .

3. A partir da distribuigio P(S;IS,_1 =S$,,,4), simule uma
observagdo de s, condicionalmente ao valor simulado s, , de
S,, . Observe que P(S,|S,=s,,,4) ¢ definida por um
vetor (linha que define a distribuicdo condicional de
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S,|S,,=5,,,A4) contido na matriz de transi¢gdes 4. Esta
observagdo sera denotada por s, .

4. A vpartir da distribuigio P(O,|S, =s,,4), simule uma
observagio de O, condicionalmente ao valor simulado s, de
S, . Esta observag#o sera denotada por o, .

5. Repitaospassos3edatéques=T.

E possivel obter uma seqiiéncia de passos para simulagdo de
observagdes de um modelo HMM, que prevé dependéncia condicional entre as
observagdes O, | S com pequenas alteragdes.

No préximo topico, vamos trabalhar com uma esperanga particular para
a verificagdio de padrdes de emissGes de observagdes O, .

2.6 Construcéio de Mapas das Probabilidades de Emissdo das Observacies

Em algumas aplicagdes ¢ interessante obter a probabilidade da
ocorréncia de um dado valor de & a cada instante ¢ (O, =k) . Podemos, para

isso, trabalhar com a média ponderada das probabilidades de emissdo de um
valor k, fazendo a ponderag#io da cadeia estar no estado i no tempo ¢ (S, =1),

dada a seqiiéncia de observagdes P(S,| O, 1). Desta forma, temos a esperanga
de P(O,=k|S,,A) em que ke€Q,, com relagdio a distribuigiio da varidvel
aleatoria S,|O,A apresentada por Churchill (1989). Desenvolvendo entfio a
E&'OJ[P(O,=k|S,,A)], sendo 0 modelo A associado a um HMM com

independéncia entre as observagdes dados os estados, temos que:
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Espa [PO, =k|S,,2)]= ZP(O, =k|S,=i,A)xP(S,=i|0,2)

ieQg
=Y by XYy

ieQg

(83)

Trabalhando com as estimativas obtidas pelo algoritmo EM,

substituimos o modelo A por :i,noqual A ¢ o estimador de méaxima
verossimilhanga.

Em algumas aplicagdes nas quais existem padrSes distintos de emissdo
das observagdes O, ao longo do tempo ¢, a construgdio de um grafico, cujos

pontos sdo constituidos dos pares (t,Es’ 0.2 [P(O, =k| S,,ﬁ.)]), possibilita a

localizagdio de regides homogéneas quanto a emissdo de k. Casos em que o
conjunto de observagdes Q, tém dois elementos (somente dois tipos de
observagdes), através de um unico gréfico, de qualquer dos dois elementos de
Q,, ¢ possivel visualizar regides que possuem padrdes homoggneos. Isso, pois

EZQOESN[P(O, =k|S,D]=1 V t.J4, quando Q; tem mais de dois

elementos, é necessario tragar os graficos associados a cada elemento de Q,

para verificar regides de homogeneidade em emissdo de O, 's. No trabalho de

Churchill (1989), esta esperanga é denotada por composigdo local ¢ serd esta
denominag#o adotada no decorrer do trabatho.
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2.7 Problemas Numéricos

Em vérias aplicagdes, a grande dimens#o da seqiiéncia de observagdes
O pode gerar problemas de natureza numérica no célculo de P(O| A). Isso se
deve a capacidade limitada de enderecamento de valores pelos softwares ou
linguagens pelas quais séo realizadas as implementagdes dos métodos associados
ao HMM que pode ser ilustrada na seguinte situag@o. Suponha que uma maquina
ou determinada linguagem possa enderegar apenas valores com preciséo maxima
107 | ou seja, valores menores do que esta precisio serdo considerados zero.

Agora suponha um HMM equiprovavel, ou seja, todas as seqiiéncias O de
tamanho T possuem valores de probabilidades iguais. Assim, P(O|4) = nL' ,

para qualquer seqiiéncia O de tamanho T . Suponha uma segiiéncia de O com
tamanho T = 50000 e a precisio apresentada anteriormente. Nesta méquina, a
probabilidade P(O|A4) iguala a zero. Este tipo de situagfio tornaria inviivel a
aplicagdo.

Com uma pequena manipulagdo algébrica no calculo das varidveis,
Jorward e backward (a , ), e com a utilizagio da transformagéo logaritmica, é
possivel obter o valor correto de P(O | A) . Trabalhando com um HMM A que

prevé independéncia condicional entre as observagdes dados os estados latentes,
as defini¢Ses das varidveis, forward e backward sio:

&, =P(0,=0,0,=0,.,0,=0,5,=5,|2)
By =P(0,,,=0,,,0,,; =0,,..,0r =0, | §, =5,,4).
(34)
Se observarmos a construgfio das matrizes forward ¢ backward, a medida que os

valores sdo obtidos, eles tendem a se aproximar de zero. No caso especifico da
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varidvel forward, & medida que os valores &, da linha 7, sdo construidos,
em que ! se aproxima de T, eles se aproximam de zero. No caso da variavel
backward, os valores de 3, ,, da linha #, aproximam-se de zero, quando ¢ se
aproxima de 1.

A estratégia a se utilizar ¢ evitar que estes valores das matrizes @ ¢ /3
se aproximem de zero. Uma maneira de contomnar o problema ¢ efetuar uma
normalizagdo na t-ésima linha de @ ¢ B apbés a sua construgdo. Ao
procedermos desta forma, estaremos dividindo cada elemento da -ésima linha
pela soma da mesma. Os valores ., ¢ 5, normalizados, denotados por

Norm Norm

%y € By > nio sdo necessarios para realizar o célculo P(O| A) . Para isso,

armazenaremos a constante normalizadora de cada uma das linhas associadas as
matrizes forward e backward. Vamos armazenar cada uma das constantes em

um vetor C,. Os valores do vetor C;/ , da varidvel forward, onde 1<t <T , sdo:

: =

f _ P(O,IZ),set:l,
P(0,|0,,..,0,,,),se t>1.

(835)

Os valores de C” para a varidvel backward, onde 1<t <T -1, so expressos

exclusivamente em fungéo do indice 7. Tal fato serd fundamental, para validar a
utilizag&o do processo de normalizagdo.
Observe que ¢ possivel obter a log-verossimilhanga In(P(O|A))

através da soma do logaritmo de cada elemento de C,. Assim, temos que:
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T
In(P(O| A)) = Zln(P(Or [O,45--,0,, A)) + In(P(O, | A))
t=2
T
=Y In(C/).
=1
(86)
As matrizes ™™ ¢ S"%™, embora desnecessarias no calculo de

P(O| A), serio fundamentais na obtenciio de estimativas do modelo A

(algoritmo EM). Os valores normalizados &, ., € £, sio dados por:

vem _ PO, =0,,...,0,=0,,8,=5,|A)
Ftsy = 7
t

= a(t.:,)

cl/’

g _ POy =0,1,.,0, =04 |8, =5, )
("’t) - Cb
t

= B )
C

(87)

Para realizarmos a inferéncia sobre o modelo A, devemos obter com as matrizes
™ e pm as  vardveis Y, =P(S,=i]|0,4) e
Swip =P(S, =1,8, = j| O, 2) necessarias para aplicagdo do algoritmo EM.

Vamos utilizar ™™ ¢ %™ em lugar de « ¢ B na equagio (71).
Vamos denotar esta estrutura por v, :
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Norm __ 7&0
(i) —_C—v‘q_

P(S, =1,012)
C,fth"
PO|4)
c/ xc;

_ P(S,=i,0]2)
" P(O}A)
=P(S,=i|0,4)

Y-

(90)
Iremos utilizar as varidveis o,y € By, em lugarde &, € B, na
equagdo (72), para verificar sua relagdo com ¢, . Denotemos esta estrutura

por &%, p.naqual 1St <T,ie Qg e jeQ;. Temos, entdo:
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¥ L )

(V)] P(Olﬂ)
1 0+ 3003 S, = .,-A )
_P(0| 2') X{P( t+1 gl (3 J )xP(q |OH,S; =J,2')x
P(§ =18 =i e e =i|z)]

-1
—4‘-1') beq X0y X ;)

PO] A)xC; xC],
PS8 =1.5,=4,01 4
PO| )xC; xC,

= -f't(iu’)

C:’ xq{l .

&)

Portanto, agora iremos obter o somatério de ¥, ;) com relagdo d i e j, a fim
de calcular a constante normalizadora da varidvel £, . Iremos armazenar as

constantes em um vetor C; . Assim, temos:
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G = Z Z Stct.p

ieQg jeQg

= Z Z 5:(: ¥))

Qg feQs Cb X Cf
- Z Z( 6‘(‘ J)

feQs jeQs Cb xqfl

A xc,{. "% e
_ 1

C'xC/l,’

(92)

Desta forma, cada elemento normalizado da estrutura £F, ,, terd o seguinte

valor:

ft(i 2G.5)

Norm
ff(f 5 ) Cc
b
_ 5:(4, Hnx C, x Crf—l
- b
C! xC/,
=S

(93)
Assim, a partir das varidveis normalizadas, é possivel realizar, ‘de forma

eficiente, as inferéncias sobre os pardmetros do modelo A associado a um
HMM.
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2.8 Comparando HMM's

Até o momento, todos os desenvolvimentos realizados tém como base a

pressuposi¢do do conhecimento do nimero de estados que um HMM possui, ou
seja, o valor r que corresponde ao mimero de elementos do conjunto €.

Existem alguns critérios para se escolher o mimero de estados que melhor
descreve um dado conjunto de dados. Os critérios apresentados aqui sdo
baseados, invariavelmente, no ajuste de modelos, considerando varias
possibilidades para o nimero de estados.

Observe que, como estamos trabalhando com um modelo probabilistico,
a verossimilhanga ¢ um bom indicativo para a determinagdo do mimero de
estados. Assim, um critério, para o estabelecimento do numero de estados,
consiste em adotar o modelo A, com nimero de estados r, que maximiza a
verossimilhanca. Isso pode ser feito de maneira formal, adotando-se o Teste de
Razdo de Verossimilhanga (Mood, 1963). No entanto, ao adotarmos a
verossimilhanga isoladamente, modelos com maior nimero de estados serdo
privilegiados. Modelos com maior numero de estados sdo mais onerosos do
ponto de vista computacional, além de serem de interpretagdo mais complexas.
Preferencialmente, devemos estabelecer uma ponderagiio entre a complexidade e
a verossimilhanga. Entdo, devemos obter um equilibrio entre o custo (nimero de
parimetros) e o beneficio (verossimilhanga) que um determinado modelo
oferece. Os critérios Bayesian Information Criterion (BIC) (Schwarz, 1978) e
Akaikes's Information Criterion (AIC) (Sakamoto, 1986) foram desenvolvidos
de modo a permitir tal equilibrio na escolha de modelos. Seja A um modelo
associado a um HMM, K os graus de liberdade associados ao modelo, ¢ T o
tamanho da seqiiéncia em estudo, os critérios AIC e BIC sido dados pelas

expressdes:
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AIC = -2In(P(0| A)) + 2K,
BIC =-2In(P(0| 2)) + K In(T).
(94)

Devemos optar pelo modelo que minimiza os valores de AIC e BIC.

Muitas vezes ¢ interessante observar mudangas significativas dos valores
de BIC ¢ AIC, em relagdo a um modelo mais simples, de acordo com a
modificagio do modelo. Podemos, como exemplo, adotar o modelo
independente e equiprovavel como mais simples. Neste modelo, temos que

ln(P(OI,1))=ln(nLT)=Txln(%)=—Txln(n), e o grau de liberdade

associado ¢ zero. Assim, o BIC associado ao modelo mais simples ¢ dado por

2xT xIn(n). Podemos adotar a diferenca entre os valores do BIC, associado a

um modelo qualquer e a um modelo mais simples, denotado por ABIC, como um
critério (Churchill 1992). O valor de ABIC ¢é expresso por:

ABIC = [-2 n(PO| 2))+K1n(T)] —[2xTxIn(n)]
(95)

No capitulo seguinte, apresentaremos algumas aplicagdes dos HMM's. A
énfase maior estd no estudo de segmentagio de DNA (Churchil, 1989).
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3. APLICACOES DAS CADEIAS DE MARKOV COM ESTADOS
LATENTES (HMM'S)

Os modelos apresentados no decorrer do capitulo 2 podem ser aplicados
a uma séric de problemas em diversas areas do conhecimento. No inicio deste
capitulo, iremos abordar algumas aplicagSes de uso cormrente na literatura. Num
segundo momento, iremos abordar, especificamente, o problema da
Segmentagdo de DNA, que ¢ o foco principal deste trabalho.

3.1Reconhecimento de Fala

A “Fala” é uma das mais importantes formas de comunicag#o entre os
homens. A “Fala” poseria ser uma forma de interface muito eficaz entre homens
e méquinas. No entanto, hd a necessidade de sistemas que possam estabelecer
esta comunicagio de maneira eficiente. O HMM, como estrutura associada a
problemas de reconhecimento de padrdo, tem uma de suas aplicag3es ligada ao
problema de Reconhecimento de Fala. Neste sub-topico, objetivamos apresentar
o problema de Reconhecimento de Fala de forma sucinta e a respectiva
modelagem ao problema utilizando o HMM (Rabiner, 1989) (Russel, 1995).

O problema do Reconhecimento da Fala pode ser definido como o
processo de mapeamento de uma seqiiéncia de sinais acusticos digitalizados em
uma seqiiéncia de palavras.

A Fala, primordialmente, é uma seqiiéncia de sons. Em outras palavras,
a Fala pode ser caracterizada como um sinal analogico. Este sinal pode ser
digitalizado através de uma interface de som qualquer (microfone e placas de
som). Se analisarmos a Fala, podemos verificar que sua composig#o basica ¢
feita através dos fonemas. A linguagem humana possui entre 40 e 50 fonemas. A
questiio basica é tentar estabelecer uma relagdo entre os fonemas (som) ¢ a sua
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forma textual (forma escrita). Existem questes que complicam o processo de
Reconhecimento de Fala. Uma delas esta associada a sons equivalentes que
diferentes fonemas emitem. Outras questdes est#o associadas ao estabelecimento
de intervalos entre as palavras.

Como dissemos, os sons s#o sinais acisticos analdgicos que podem ser
digitalizados. Estes sinais sdo caracterizados pela freqiiéncia. Basicamente o que
um conversor de sinal analdgico-digital realiza, é capturar estas freqiiéncias
atingidas pelos sons emitidos na interface (microfone e placa de som). Assim, o
que obtemos, ao fim do processo de conversdo do sinal, ¢ um vetor com os
valores das freqiiéncias atingidas pelos sons, capturadas pela interface (estrutura
de dados digital).

O proximo passo é estabelecer um mapeamento dos fonemas e suas
caracteristicas em termos de freqiiéncias. O vetor com as amostras das
freqiiéncias ¢ mapeado em uma estrutura menor, denominada “Frame” (Russel,
1995). Cada frame possui um certo nimero de amostras do vetor inicial. Ao fim
do processo, é obtido um vetor de frames, que ¢ uma estrutura de dados digital
que armazena uma seqiéncia de sons. A figura 14, adaptada, ilustra este
processo (Russel, 1995).
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FIGURA 4. tustragdo do processo de digitalizagio do sinal analogico da fala.

Com o resultado da fase inicial, caracterizada pela digitalizagdo do sinal
acuastico da fala, ¢ necessirio estabelecer a relagdo entre os fonemas ¢ os frames.
Como existe a presenga de incesteza no processo de amostragem do sinal sonoro,
uma boa estratégia é utilizarmos os métodos e modelos probabilisticos. Observe
que a relagio entre um frame ¢ um fonema nio ¢ biunivoca. Assim, ¢ natural
estabelecermos a probabilidade de um frame estar associado a um fonema, isto
é, a P(frame| fonema). Observe ainda que, por construgio natural da
lingmagem (regras de formag@o de palavras), existe dependéncia entre os
fonemas consecutivos. Esta caracteristica de dependéncia pode ser modelada
satisfatoriamente por uma Cadeia de Markov. No entanto, a seqiéucia de
fonemas n3o ¢ a estrutura observivel. A imica informagSio conbecida € a
estrutura de frames. Isso indica a utilizagio de um HMM para estabelecer a
modelagem. O HMM possibilita caracterizar a dependéncia entre os fonemas e
associd-los aos frames, que constituem a informaggo observével. Virtos modelos
podem ser elaborados (HMMM's) associados a grupos de palavras similares por
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formagdo. Observe que os fonemas constituem os estados latentes da Cadeia de
Markov. E possivel obter a seqiéncia de estados (foncmas) mais provével,
associada a um modclo (HMM) e uma seqgiéncia de frames. Isso & realizado
através da aplicagio do algoritmo de Fiterbi. A obtengdo das estimativas dos
parametros associados ao HMM (Treinamento) pode: ser realizada aplicando-se o
algoritmo EM.

A scguir, apresentaremos outro problema muito importante, associado a
andlise de DNA, denominado Alinhamento Miltiplo.

32 Alinhamento Miltiplo

O problema de alinhamento multiplo ¢ extremaments impostante na
anilise de DNA, no que diz respeito & investigagio da similaridade evolucionina
entre familias de proteinas ¢ a observagio de comportamentos evoluciondrios. O
Alinhamento Mikltiplo ¢ um método através do qual é possivel estabelecer um
gran de similaridade entre um conjunto de seqiiéncias de caracteres. A idéia
basica € dispor um conjunto de seqiiéncias alinhadas. A figura 15 apresenta um
alinhamento entre 4 seqiiéncias.

alfsbeto={ALET} alfabeto={ALAT,}
§1= ACCBYCT 81°'=ACCGBTCT
§2=GACE1 52°=GA--CBY
3= 6TC6AE —P S =BT CE- AG
s4a=¢C¥ CC REGAD 894" =C-T-C-C

FIGURA 15. Ilustragio de Alinhamento Miiltiplo entre as seqiiéncias de
caracteres S1, 82, 83, $4.
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De maneira formal, o Alinhamento Multiplo pode ser definido como
uma fungdo que mapeia, respectivamente, vérias seqiiéncias de caracteres sobre
o mesmo alfabeto (geralmente conjunto de bases nitrogenadas {4,C,G,T} ou
conjunto de aminodcidos), em seqiiéncias de caracteres, todas com mesmo
tamanho, incluindo o caractere especial “-” sobre o alfabeto original das
seqiiéncias. Este caractere especial é denotedo como “lacuna” (gap). Maiores
detalhes sobre o caractere “-” serdo dados adiante.

Naturalmente, existem varios Alinhamentos Multiplos possiveis entre
um conjunto de seqiéncias de caracteres. No entanto, existem alguns
alinhamentos particulares que maximizam o mimero de caracteres idénticos nas
colunas. Tais alinhamentos, em geral, sio denominados como “Alinhamentos
Otimos”. Estes alinhamentos podem discriminar regides das seqiiéncias com alta
similaridade (para mais detalhes vide o trabalho de Meidanis et al (1992))
definindo um padrdo denominado dominio.

Para compreender melhor a aplicagdo do FMM ao problema de
alinhamento miltiplo, devemos apresentar o modelo “Profile HMM” (Krogh et
al,, 1994). Para termos nogdo da importéncia deste tipo de ferramenta, Eddy
(1996) classifica-a como a mais popular aplicagio de HMM's na biologia
molecular até a data de publicagdo do artigo. Antes de apresentar o “Profile
HMM> vamos discutir um modelo mais simples, denominada “Pair HMM”, da
qual o “Profile HMM’ ¢ uma generalizagdo.

O “Pair HMM” é uma modelagem estabelecida para o problema de
alinhamento simples (pairwise aligniment), que basicamente é o Alinhamento
Mhiltiplo entre 2 seqiéncias. Este modelo é um HMM no qual cada estado ndo
emite uma observag@io a cada momento, e sim um pareamento de caracteres. Um
“Pair HMM’ possui trés estados caracteristicos denominados:
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o Estado Par (Matching State). designa uma distribuicdo de
probabilidade dos possiveis pareamentos de um simbolo “x” com
“y”. na qual x ¢ y pertencem ao alfabeto original das seqiiéncias.

e Estado Insergdo (Insert State): designa uma distribuicdo de
probabilidade dos possiveis pareamentos de um simbolo “x” com
uma lacuna (gap) “-”, na qual x pertence ao alfabeto original das
seqiiéncias.

e Estado Exclusio (Delete State). designa uma distribuigdo de

6 2

probabilidade dos possiveis pareamentos de uma lacuna “-” com um

simbolo “x”, na qual x pertence ao alfabeto original das seqiiéncias.

Embora este modelo seja baseado nos HMM's, algumas extensdes
devem ser feitas. Devemos definir os estados inicial e final para complementar o
modelo. Estes estados possuem a caracteristica de nio emitirem nenhum tipo de
observagdo, o que é uma extrapolagio do modelo probabilistico HMM. Tais
estados sdo denominados, na literatura, como estados silenciosos ou nulos (null
or silent states) (Durbin, 1989). Com isso o modelo “Pair HMM possui, de fato,
trés estados.

O “Profile HMM” é uma generalizaggo do “Pair HMM”. O “Profile
HMM” é um HMM com trés grupos (par, insergdo e excluséio) de estados
similares. O primeiro grupo considera os alinhamentos sem “lacunas” (gaps) ¢ é
formado pela ligagdo de estados do tipo par de caracteres (matching). O modelo
¢ ilustrado na figura 16.
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FIGURA 16. “Profile HMM?; Estrutura Inicial com r+2 estados, sendo r do tipo
par (matching).

Observe que cada estade M, do tipo “par” possui 2 distribuicio de
probebilidade de emiss3o (varidvel observivel) de um determinado caractere do
alfabeto das seqiéncias (alfabeto do DNA, alfabeto de aminodcidos, alfabeto de
proteinas) como consenso na j-ésima cohma do alishamento nmaltiplo.

Existe a necessidade de contemplar as situagdes de inserges ¢ exclusoes
de caracteres na seqiiéncia. Isso ¢ realizado através dos estados de insergdo ¢

Ao modelo inicial com estados “par”, devemos acrescentar os estados
“insergio”. A cada estado “insergio”, Ij,stiassochdoadislrﬂ)tﬁﬁodc
probabilidade da insergio de um caractere apds o pareamento na j-ésima coluna
do alinhamento miiltiplo (apds a visita a0 estado M ;). Segue na figura 17 a
estrutura.

inicio M1 m-bmHm

FIGURA 17. Estados Insergzo (Losangos) no “Profile HMM™ com 9 estedos,
sendo 3 do tipo par (matching) e 4 do tipo insergo.
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Note que, uma vez no estado insergao I, , € possivel retomar 20 mesmo, pois a
probabilidade de transiciio para o mesmo estado ¢ nfo nula. Na figura 17 onde
ha transighes, existe uma probabilidade nio nula associada a esta transigio.
Resta adicionar os estados do tipo “exclusdo™. Estes estados sdo do tipo
silenciosos ou nulos (n30 emitem nenhuma observagio). Com a estrutura de
ligagbes com que estes estados sio inseridos no “Profile HMM™, ¢ possivel
estabelecer uma série de exclusdes de caracteres apds um estado M, e
deslocar-se para qualquer estado com M, . onde k> j. A estrutura € ilustrada

na figura 18.
D1 D2 D3
o 2 3 M
inicio ML [ M2 M3 fim

FIGURA 18. Estados de Exclusio (Circulos) no “Profile HMM™ com 12
estados, sendo 3 do tipo par (matching), 4 do tipo insergdo € 3 do tipo exclusdo.

Os mesmos tipos de problemas encontrados em HMM's basicos sio
encontrados no “Profile HMM™. Escolha do modelo ¢ estimagido de pardmetros
sio dois problemas imiciais. Basicamente a escolha do tamanho do modelo esta
relacionada a escolha do mimero de estados do tipo “par” e do tipo “insergdo”.
Dado um certo alinhamento miliplo, é possivel obter a parametrizagio do
“Profile HMM” representativa deste alinhamento (Durbin et. al, 1998).
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Utilizando o método forward, visto no capitulo 2, ¢ possivel obter a
probabilidade de uma seqiiéncia estar associada a um alinhamento mmiltiplo
especifico. Isso ¢ interessante, pois permite estabelecer um grau de proximidade
entre a seqiiéncia em quest#o e o alinhamento miltiplo (modelo).

Ainda é possivel estabelecer (da Silva, 2002):

o Estimacio do “Profile HMM”: tomando-sc um conjunto de
seqiiéncias ndo alinhadas pertencentes a uma mesma familia
especifica de proteinas ou aminoacidos ou bases (Conjunto de
Treinamento), é possivel estimar os parametros do “Profile HMM”
usando o algoritmo EM (Capitulo 2).

e Obtendo o alinhamento 6timo: Com base no modelo estimado
acima, ¢ em uma seqiiéncia do conjunto de treinamento, ¢ possivel
obter a seqiiéncia de estados que maximiza a probabilidade da
ocorréncia de tal seqiéncia. Isso ¢é realizado utilizando-se o
algoritmo de Viterbi (Capitulo 2).

e Produzindo o alinhamento miltiplo: Com base no modelo
estimado e os alinhamentos otimos associados a cada uma das
seqiiéncias do conjunto de treinamento, o alinhamento mniltiplo ¢é
determinado através dos estados que sdo comuns em todos os
alinhamentos 6timos.

o Formando as colunas do alinhamento: Todos os caracteres (bases,
aminoécidos e proteinas) que estiverem nos alinhamentos 6timos
associados a um estado “par” especifico devem ser colocados na
mesma coluna.
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Existem variagdes da estrutura “Profile HMM™ apresentada aqui. De
acordo com aplicagdio especifica, podem ser adicionados outros tipos de estados
no modelo.

A seguir, apresenta-se a aplicag@o de segmentagdo de DNA e a utilizagio
do modelo HMM original, como descrito no capitulo 2, para a localizagdo de
regides homogéneas em seqiiéncias de DNA.

3.3 Segmentaciio de DNA

Como vimos anteriormente no capitulo 1, as caracteristicas associadas a
um determinado organismo estdio codificadas em seqiiéncias de DNA que, por
sua vez, compdem os genes. Um determinado gene estd associado a sintese de
uma determinada proteina. Em resumo, cada segmento de DNA ¢ responsavel
pela codificagio de uma determinada proteina, que € responsavel por um tipo de
funcionalidade presente no organismo. Vide o exemplo dos genes XF1143 ¢
XF1144 que estdo presentes na bactéria Xylella fastidiosa. Os genes XF1143 ¢
XF1144 t3m, respectivamente, 478 ¢ 277 bases. Em conjunto com mais alguns
genes, 0 XF1143 e o XF1144 sio responsaveis pela sintese de ATP, funglo
associada & produgdo de energia. Existem outros genes que codificam outras
proteinas com funcionalidades distintas das dos genes XF1143 ¢ XF1144. Por
exemplo, os genes XFI1151 e XF1152 sdo, em conjunto com outros genes,
responséveis pela codificagdo de proteinas associadas aos ribossomos.

No processo de sequenciamento de DNA de um genoma, néio é possivel
determinar a localiza¢#io exata de um gene ou mesmo se um segmento composto
de varios genes é responsavel pela codificagio e, por sua vez, sintese de
proteinas que atuam especificamente em uma funcionalidade no organismo. E
necessirio um método que possa discriminar os segmentos que codificam
determinadas proteinas com distintas funcionalidades. Vale ressaltar que, entre
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estas regides codificadoras, denominadas éxons, existern as sequéncias ndo
codificadoras chamadas fntros. No processo de sintese de proteinas, as regides
nio codificadoras sio descartadas, pois ndo possuem fungdo aparente. Este
processo € ilustrado na figura 19.

exmn inton exon inbron exon
fita de DNA

transtyigdo @
pracessanemo{spiciog)
I ==

g

l Sgogiio do aminndcidos
proteinas (Rngio)

FIGURA 19. Etapas do processo de sintese de proteinas. Discriminago de
regites codificadoras e ngo codificadoras.

Alguns estodos sobre os segmentos distintos de DNA indicaram que as
freqiéncias de bases (micleotideos) poderiam auxiliar na identificacdo e
distingo entre os segmentos com diferentes funcionalidades. Existem segmentos
nos quais a proporgio da ocorréncia de uma determinada base, ou de um
determinado grupo de bases ¢ similar. Estes scgmentos séo denotados como
regides homogéneas (isockores). VariagBes nas proporgdes das freqiiéncias de
C+G comumente refletem distingbes fimcionals ou estndurais entre oS
segmentos. A localizagio de tais regides homogéneas em conteddo de C4G ¢
denotada por segmentacio de DNA.
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Na segmentacdo de DNA, uma estratégia inicial a ser adotada € dividir 2
seqiiéncia de DNA original em k segmentos de tamanhos igunais. Este processo €
ilustrado na figura 20.

Sogmenis de EL ariginal

{

Bivisiia de soguents Origiml e € sogacuins

Lllal}l:lii

KT (260 (300 MEE JSC0 P58

FIGURA 20. Método de caracterizagio de heterogeneidade baseada em
segmenlagﬁoondek:(i.

Assim, devemos testar a hipétese de igualdade entre as proporgdes pl ,
p2, p3,p4,pS, p6 de conteiido de C+G em cada segmento. Observe, no
entanto, que este procedimenio apresenta a limitagdo do conhecimento do
namero de fragmentos (segmentos menores). Inicialmente, € arbitraria a escolha
do nimero k de fragmentos em que sera dividido o segmento original. Este
método possibilita detectar heterogeneidades, caso clas existam, porém ndo ¢
capaz de localizar as regies de homogeneidade.

Outro método utilizado pa caracterizagio da heterogencidade na
fregiiéncia de C+G consiste em percorrer 0 segmento de DNA, considerando
segmentos de tamanho / fixo (janela) menor que o tamanho do segmento
original (Staden, 1984). Devemos, iicialmente, calcular a proporgdo de
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ocoméncia de C+G no scgmento que s¢ inicia pa primeira base (mcleotideo) até
al-ésinmbwe.anisdewnosolﬂerapmpaﬁodaoemémiadeC+Gm
segmento, iniciando-s¢ da segunda base até a /+-1-ésima base. O processo deve
sermpeﬁdoméqmwdoosegrmodowdaigimlsejapamm
armazenando-se as proporges obtidas. A figura 21 ilusira este processo ém uma
pequena seqiincia de DNA.

ACCTCTCCTCCTE

ll o 4.
p(C+G)=0.50

'2 - 5'
p(C+G)=0.75
5 (.)

p(C1G)=050 LB
p(C+G)= 0.75

FIGURA 21. Método de caracterizagio de heterogeneidade bascado em
verificagio de proporgio em janelas onde 7=4.

As propargdes obtidas em cada janela (segmento de tamanho 7) nos permitem
verificar a ocomréncia de algum comportamento sistemitico na variagiio destas
proporgdes ao longo da segiéncia. A figura 22 ilustra um grifico obtido a partir
dopmwdmm&devmifmgiodep!mﬁesmw’sdejmnhsAsemde
observagdes ¢ binria (0 ou 1).
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FIGURA 22. Grifico de proporgdes de janclas onde /=10 (comprimento da
janela) e o tamanho da seqiéncia de observagoes é 100.

Embora este método seja eficiente para uma andlise preliminar, ele
apresenia algumas limitagdes. O tamanho da janela 7 é escolhido de forma
arbitrdria. Além disso, este método ndo apomta, claramente, os pontos ande ha
mudanga de regime na expressio de C+G.

Uma alternativa é tratar a busca de possiveis regibes homogéneas no
DNA através de uma metodologia que localiza pantos de mudanca de variavel
aleatéria.

33.1 Ponto de mudanga em Varifveis Aleatérias

O problema de ponto de mudanga em uma seqiéncia de varidveis
aleatdrias pode ser definido da seguintc mancira (Smith, 1975). Uma dada
seqiéncia de varidveis aleatorias X}, X,..., X, possul um ponto de mudangca
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em r se X, ~F(x|6) para 1<i<r ¢ X, ~F,(x|6,) para r+1<j<n,
sendo F,(x|6,)# F,(x|6,). As formas de F| e F, sdo conhecidas, porém o
ponto de mudanga r ¢ desconhecido. Os parimetros 6, e €, podem ser
conhecidos a priori ou desconhecidos. Dada uma seqiiéncia de realizagSes
X,,X,,...,X, , O objetivo é estimar o ponto 7, ¢ 6 e 6, quando necessario.
Existem alguns métodos para estimagéio de r. Como exemplo, temos métodos
de maxima verossimilhanga (Hinkley, 1970) ¢ métodos bayesianos (Smith,
1975).

Observe que o problema pode ser generalizado para o caso no qual
existem multiplos pontos de mudanga, #, 7;, ...7%;. Assim, toma-se possivel
estabelecer a modelagem do problema de segmentagio de DNA utilizando os
métodos de inferéncia sobre pontos de mudanga em varidveis aleatorias.
Devemos entfio considerar cada seqiéncia de DNA (Base,, Base,,...Base, )
como a realizagio de n experimentos de Bernoulli (X, X,,..., X,,)) em que um
“sucesso” estd relacionado a ocorréncia de C ou G na seqiéncia. A
pressuposigdo basica é a de que X, X,,..,X, sdo varidveis aleatorias
independentes..

Esta abordagem niio ¢ adequada quando tratamos de sequéncias de DNA,
pois sabidamente ha dependéncias entre as bases (nucleotideos).

Com a existéncia das dependéncias entre as bases ao longo da seqiiéncia
de DNA, a modelagem via HMM s torna-se 1itil, pois, como visto no capitulo 2,
este modelo pressupde a dependéncia entre as varidveis aleatorias explicitadas

no problema.
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3.3.2 Aplicando HMM s ao problema de Segmentaciio de DNA

O HMM pode ser utilizado na localizagfio de regides homogéneas em
termos de emissio de C+G, de modo a se encontrar regides que séo funcional ou
estruturalmente distintas. O trabalho de Churchill (1989) foi pioneiro neste tipo
de aplicagdo e em problemas ligados a biologia computacional (Eddy, 1998).

Este tipo de modelagem estabelece os estados da cadeia latente como as
distintas regides funcionais presentes na seqiiéncia. Cada regido funcional tem
uma proporgio de C+G particular. Com o HMM ¢ possivel encontrar a
probabilidade de cada base estar associada a um estado especifico (regido
funcional) (equagéio 79) e observar o comportamento da proporgo de C+G ao
longo da seqiiéncia (composigdo local).

Para realizagdo da andlise, adotanto-se o HMM, inicialmente, a
seqiéncia de DNA é transformada em uma série binria, na qual 0 corresponde a
ocorréncia de 4 ou T e 1 comresponde 4 ocorréncia de C ou G. O namero de
estados (regides de homogeneidade na expressdo de C+G) ¢ definido utilizando-
se critérios para adequagio de modelos visto no final do capitulo 2. Cada regido
com um distinto padréio de emissdo de C +G, é considerada como um estado

Considerando uma dada seqiiéncia de DNA, o processo para a
investigagdo das regiées homogéneas utilizando HMM's, deve ser realizado da
seguinte forma. Devemos estimar cada um dos modelos competidores (HMM's
com 1, 2, ...r estados), utilizando-se 0 método da méxima verossimilhanca
(algoritmo EM). Pressupde-se que o modelo associado & seqiéncia de DNA néo
seja volatil, isto é, a esperanca do tempo de permanéncia no estado ¢ um valor
alto. Assim, para aplicagdo do algoritmo EM, é natural escolhermos um modelo
inicial na qual a probabilidade de permanéncia no estado scja alta (Matriz 4
com valores nas diagonais proximos de 1). Apdés obter estimativas dos

143



pardmetros associados aos modelos competidores, devemos escolher, segundo
um critério estabelecido, (4IC, BIC, ABIC) o modelo que ¢ mais adequado (Vide
capitulo 2). Para visualizar as regiées com homogeneidade na emissdo C+G,
basta tragarmos o grafico da composigdo local e identificarmos os trechos onde
os valores sio homogéneos (apresentam pouca variabilidade).

No capitulo 4, apresenta-se a descrigéo dos resultados obtidos na anélise
de dados reais, com o auxilio de um software desenvolvido especialmente para a
implementagdo dos métodos associados aos HMM's, ligados ao problema de
segmentagdo de DNA.
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4. APLICACOES A DADOS REAIS

Neste capitulo, ilustramos o problema da segmentagdo do DNA com
base em dados reais de varios organismos. As seqiiéncias foram analisadas com
o auxilio do software SIMHMM, que foi desenvolvido durante este trabalho, com
o objetivo de implementar as técnicas descritas no capitulo 2. Uma descrigdo
sucinta da utilizagdo deste software, que sera disponibilizado gratuitamente,
pode ser encontrada nos anexos.

Para realizagdo das analises, foram utilizadas fragSes (segmentos) dos
genomas de 5 organismos especificos. Tais seqiiéncias foram obtidas a partir do
Genbank (Genbank).

De forma sumiria, o resultado bésico que sera apresentado é o grafico da
composigdo local de C+G na seqiéncia de DNA. Os valores da composigéio
local, para cada ponto da seqii€ncia, podem ser descritos em um gréfico que
permite a discriminagdo visual de regides homogéneas em conteido de C+G. O
modelo HMM que se mostrar mais adequado, segundo os critérios apresentados
no capitulo 2 (BIC e AIC), sera aquele a partir do qual os graficos da composigdo
local serdo apresentados. Quando dois modelos com nimeros de estados
distintos forem considerados como mais adequados pelos critérios, adotamos o
modelo com maior nimero de estados. Os valores de ABIC seréio apresentados
com objetivo de ilustragdio, porém ndio serfio utilizados na anélise. Todos os
modelos utilizados nestas aplicagdes sio os HMM's, que consideram as
observagdes, dado os estados, condicionalmente independentes.
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4.1 Bacteriéfago lambda

No trabalho inicial de Churchill (1989), os dados referentes ao genoma
do bacteriofago Lambda foram analisados. Com o objetivo de comparar os
resultados obtidos, uma das seqiéncias escothidas, neste trabalho foi a do
Bacteriéfago Lambda. A seqiiéncia deste virus foi obtida mediante consulta ao
Genbank e esta catalogada sob o codigo NC001416. Um bacteriéfago € um tipo
de virus que ataca bactérias. O genoma associado a este bacteriéfago é composto
de 48514 pares de base. A obtengio da seqiéncia de DNA deste virus
(sequenciamento) foi realizada por Sanger (1982). Vale ressaltar que a seqiiéncia
de DNA deste bacteriéfago ¢ circular, ou seja, sua seqiiéncia niio possui inicio ou
fim.

Os resultados obtidos por Churchill (1989) apontam um modelo com 3
estados com dependéncia de 1° ordem entre as observagSes como o mais
adequado (critério BIC). Analisando o grafico da composi¢do local de Churchil
(1989), associado a um modelo com 4 estados, a seqiiéncia do bacteriéfago
lambda possui dois trechos de caracteristicas particulares em conteado de C+G.
O trecho inicial (primeiras 23000 bases) apresenta comportamento homogéneo
em relagdo & freqiéncia de C+G, sendo a mesma em torno de 0.55. Isso sugere
que este trecho codifica proteinas com estrutura ou fumgdo similares
(permanéncia do processo em um estado). O segundo trecho da seqiiéncia (a
partir da base 23000) sugere uma caracteristica altamente heterogénea em
relagdo a freqiiéncia de C+G. Esta heterogeneidade, segundo o autor, sugere
varios segmentos funcionais ou estruturais de caracteristicas distintas.

Para realizarmos a anslise da seqiiéncia, esta foi modificada tal que toda
a ocorréncia de C ou G foi substituida por 1 ¢ toda a ocorréncia de A ou T foi
substituida por 0. Primeiramente, foram obtidos os modelos ajustados
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(estimados). O método utilizado para obteng#o a de inferéncias sobre o modelo
foi 0 da méxima verossimilhanga, com a aplicagdo do algoritmo EM.

Para realizar a andlise comparativa, foram considerados, inicialmente, 4
modelos competidores. Todos estes modelos possuem espago de observagdes
restrito a 0 e 1 ou Q, = {0,1} . Estas observagdes correspondem a presenga de C
ou G (1) e a presenca de A ou T (0). Os modelos se distinguem em nimero de
estados que sdo, respectivamente, 2, 3, 4 ou 5, isto é, Qg ={,2},
Q;={1,2,3}, Q; ={1,2,3,4} ¢ Q; ={1,2,3,4,5}.

Como o algoritmo EM pode conduzir a mdaximos locais, foram
escothidos alguns pontos iniciais distintos para verificar a convergéncia. Foi
estabelecido como critério de convergéncia que o médulo da diferenga entre a
log-verossimilhanga do modelo ajustado (obtido apos uma iteragéo do algoritmo
EM) ¢ a log-verossimilhanga do modelo atual fosse menor que 107°.

Obtidos os estimadores de méxima verossimilhanga dos modelos
(HMM's) com 2,3,4 ¢ 5 estados, para escolher 0 modelo mais adequado, foram
utilizados os critérios BIC ¢ AIC, descritos no capitulo 2. Na tabela 1,
apresentam-se os valores dos graus de liberdade (Numero de parimetros
desconhecidos associados ao modelo), BIC, ABIC e AIC (vide sessdo 2.8,
expressdo (97)).
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TABELA 1. Valores de Graus de Liberdade, BIC, ABIC e AIC associados &
seqiiéncia do bacteriéfago Lambda.

N°de estados Graude liberdade  BIC  ABIC  AIC

2 5 66456.144 -799 66412.197
3 12 66353272 -801 66256.589
4 21 66409225 -845 66242227
5 32 66502.854 -752 66247.962

Pelos critérios BIC e AIC, devemos escolher os modelos que minimizam
os valores dos mesmos. Os modelos escolhidos pelos dois critérios foram
distintos. O BIC considerou o modelo com 3 estados como mais adequado,
enquanto 0 AIC considerou o modelo com 4 estados. Embora sejam modelos
distintos, os graficos da composigdo local de C+G nos dois modelos sugerem
(figuras 23 e 24) um perfil similar ao encontrado por Churchill (1989).

Os modelos ajustados (estimados pelo método EM) com 3 e 4 estados
sdo apresentados abaixo.

#=[1 0 0],
9.9904x10" 9.7106x10° 8.6283x10™

A=|77961x10° 9.9992x10" 1.9397x107 |,
1.6179x10° 3.9654x10%* 9.9838x10"

5.1867x10" 4.8132x10"
B=|43013x10" 5.6987x10" |,
6.3735x10"  3.6265x10"
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A=

9.9781x10'

1.1269x10°

8.6509x10*
1.7008x10°®

B=

#=[0

9.2565x 10"
9.9951x10!
4.1408x10"
5.2317x10°

6.6781x10"
5.0384x10"
5.6905x10°
4.2868x10"

10 0]

21927x10° 8.7577x10*®
29167x10°  8.4536x10°
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FIGURA 23. Grifico da compesi¢do local de C+G em cada posigdo da

seqiiéncia do bacteriofago lambda, sob 0 modelo com 3 estados.
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FIGURA 24. Grifico da composi¢ao local de C+G em cada posigio da
seqiiéncia do bacteriofago lambda, sob o modelo com 4 estados.

Em ambos os modelos, os graficos da composigdo local se apresentam
homogéncos até, aproximadamente, a base 23000, ou seja, os valores da
composigio local ndo apresentam variagdo significativa no trecho da seqiiéncia
que vai da base 1 até a 23000. Isso sugere a presenca de uma regiio
fimcionalmente ou estruturalmente similar neste scgmento. O segundo trecho
partindo, aproximadaments, da base 23000 at¢ o fim da segiiéncia apresenta uma
variagio maior dos valores da composicdo local de C+G, que sugere uma
heterogeneidade em termos de funcionalidades associadas a este segmento. Vale
rmalmrqwmmsodolMlcm3&ados,anbmdisthnommalmeMee
em mamero de estados, o grifico das esperancas aqui apresentado sugere o
mesmo perfil encontrado por Churchill (1989).

O grifico das esperangas condicionais de freqiéncia de C+G, cbtido
adotando-se 0 modelo com 4 estados (modelo mais adequado, segundo o critério

150



AIC), é similar ao grafico apresentado por Churchill (1989). Independente do
critério, os modelos apresentaram-se coerentes com o trabalho presente na
literatura.

4.2 Xylella fastidiosa

A Xylella fastidiosa é uma bactéria patdgena que ataca culturas citricas
no estado de So Paulo. Como forte regido exportadora, a mesma sofre impactos
econdmicos (queda de produtividade) em virtude desta doenga. Pela importéancia
das culturas citricas, a FAPESP (Fundagio de Amparo a Pesquisa do Estado de
Sdo Paulo) iniciou um projeto de sequenciamento da Xylella Fastidiosa. Este
projeto foi concluido em 2000, obtendo-se o codigo completo desta bactéria € os
mapas funcionais associados ao seu genoma (Simpson et al, 2000).

No trabalho de da Silva (2003), foi feita uma analise similar a realizada
por Churchill (1989), tendo como alvo um fragmento da seqii€ncia da Xylella
Jastidiosa. da Silva (2003) apresenta a analise sobre os éxons da seqiiéncia de
DNA associado a um segmento correspondendo do gene XF1141 até o gene
XF1196. Como visto no capitulo 3, existem trechos na seqii€ncia de DNA que
niio sdo expressos (ndo codificam nenhum tipo de proteina), ndo possuindo
nenhuma funcionalidade aparente, sendo estes denominados introns. No trabalho
de da Silva (2003), considera-se a seqiiéncia composta pela concatenagdo de
éxons (regides com expressdo) a partir do gene XFI 141 até o gene XF1196.

Nesta dissertagdo, procuramos analisar a mesma seqiincia,
considerando introns e éxons presentes dentre os genes XFI141 aé o gene
XF1196. No total, este segmento possui 50716 bases. Para fim de verificagdo, os
resultados obtidos foram comparados com os mapas de funcionalidades
disponiveis no Genbank. A segiiéncia foi obtida a partir do Genbank sob codigo
AE003849.
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Inicialmente, foi realizada a modificagio usual na seqiéncia
(substituigdio de C e G por 1 e 4 e T por 0) como na andlise do bacteriéfago
Lambda. Foram obtidos os modelos ajustados pelo método da maixima
verossimilhanga, com 2, 3, 4 ¢ 5 estados. Na tabela 2, apresentam-se os valores
das fungdes AIC, BIC, ABIC e os graus de liberdade associados a cada modelo.

TABELA 2. Valores de Graus de Liberdade, BIC e AIC associados & seqiiéncia
da bactéria Xylella fastidiosa.

N®de estados Grau de liberdade  BIC ABIC AIC

2 5 68640.542 -1667 68596.442
3 12 68614233 -1693 68517.215
4 21 68694.287 -1613 68526.711
5 32 68788308 -1519 68532.534

O critérios AIC e BIC consideram o modelo com 3 estados como mais
adequado aos dados. Sendo assim, foi obtido o grafico da composigcdo local de
C+G, associada ao modelo com 3 estados. A partir deste, € possivel observar
segmentos homogéneos na presenga de C+G homogéneas. O grifico ¢
apresentado na figura 25.
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FIGURA 25. Grifico da composigdo local de C+G em cada posigéio da
seqiiéncia da Xylella fastidiosa, sob o modelo com 3 estados.

Analisando-s¢ 0 comportamento do grifico da composigdo local associada ao
modelo com 3 estados, ¢ possivel discriminar 4 trechos caracteristicos quanto ao
comportamento de homogeneidade ou heterogeneidade de C+G. Um trecho
inicial que vai da primeira base até, aproximadamente, a base 7000, apresenta
uma caracteristica bem homogénea (pouca variagido) em relagdo ao conteudo de
C+G, sendo a mesma em tomo de 0.48. E possivel observar ainda um segundo
trecho com caracteristica homogénea em termos do conteddo de C+G. Este
trecho se inicia, aproximadamente, a partir da base 9000 até a base 22000, e os
valores da composigdo local variam em torno de 0.42. Embora exista a presenga
de homogeneidade neste trecho, ela ndo é tdo evidente quanto no primeiro,
devido a presenga de variagdes muito bruscas, no entanto insignificantes em
relagdo ao tamanho da seqiiéncia. O terceiro trecho apresenta uma caracteristica
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heterogénea (variagdo alta nos valores da composigdo local de C+G) em relagio
ao conteido de C+G. Este trecho vai, aproximadamente, da base na posigdo
24000 até a base na posigdo 36000. No quarto e ultimo trecho é possivel
verificar uma caracteristica homogénea, embora exista uma variagdo
consideravel por volta da base 46000. Os valores da composigdo local neste
trecho sdo proximos de 0.48.

Todas estas observagdes sugerem que o segmento analisado ¢ expresso
como 4 trechos com caracteristicas distintas. O primeiro dos trechos esta
localizado entre as bases 1 € 7000 (permanéncia no estado 3) ¢ o segundo esta
localizado da base 7000 até 23000 (permanéncia no estado 2). Um terceiro
trecho possui uma caracteristica altamente heterogénea em termos de expresséo,
agregando pequenas regides de expressdo (relativo ao tamanho da seqiiéncia).
Este terceiro trecho esta localizado, aproximadamente, a partir da base 23000 até
a base 36000. A analise sugere a presenga de outra regido funcional a partir da
base 36000 (permanéncia no estado 3).

Se observarmos a estrutura funcional deste segmento (genes XF1141 até
XF1196), segundo os mapas funcionais e classificagdo de proteinas similares
funcional ou estruturalmente (figura 26), podemos notar que o HMM
proporcionou boa discriminag#o das distintas regides funcionais. Na figura 26,
segue uma ilustragéio grafica, adaptada do Genbank, da localizagdo das regiGes
funcionais no segmento analisado. '

154



0

a0 0 &%

ETranslation, ribososel stroctors snd b operwsis
Myronsoription

a...xnn replication, recotbination and repair
- Cell divigsion and ehronosoae partitioni
* Pasttrans

latianal wmodificotion, protein
- Colt envel biogewsin, outer mewbrane
Vf‘ull uotsl nd Jon

én.spm aetadol s
Secondary mnm Diosynthesis, transport &

%w‘wm prediction only
o COC match
FIGURA 26. Regites de expressio do gene XF1141 até o gene XF1196 da
Xylella fastidiosa e tabela de classificagdo funcionak

Na figura 26, os segmentos com reticulados coloridos apresentam éxons.
As regibes que ndo possuem reticulados apresentam introns. Os trechos da
seqiiéncia que contEm reticulados com cores distintas apresentam expressdo de
proteinas de caracteristicas funcionais ou estruturais distintas. Analisando o
aproximadamente a base 7000, que é responsivel pela codificagio de proteinas
associadas & produgdo de energia. Podemos observar ainda um segundo
segmento, partindo da base 9000, aproximadamente, até a base 23000, que ¢
responsivel pela codificagio de proteinas associadas aos ribossomos. Um
terceiro trecho, partindo aproximadamente de 24000 até 36000, apresenta vérios
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segmentos nio codificadores, além de alguns pequenos segmentos codificadores.
O trecho final, que parte da base 36000 até a aproximadamente 45000, apresenta
uma regido responsavel por fungdes (similares) associadas a0 metabolismo.

Os resultados obtidos foram coerentes com os resultados encontrados
pelo trabalho de da Silva (2003). O trabalho de da Silva (2003) discrimina 4
trechos do segmento analisado. Os dois primeiros trechos (1 a 7000 e 7000 a
21000) sio largamente homogéneos. Por possuir poucas regides nfo
codificadoras, os dois primeiros trechos sdo caracterizados de maneira similar ao
presente trabatho. A partir do 3° trecho (22000 a 40000), a seqiéncia possui
muitos trechos nio codificadores. Este fato, no entanto, n#io interferiu na analise
realizada neste trabalho.

Portanto a caracterizagdo das regides fumcionais estabelecidas pela
utilizagio do modelo HMM nesta seqiiéncia apresentou resultados bastante
satisfatorios. |

4.3 Xanthomonas axonopodis pv. citri

O género Xanthomonas ¢é um importante grupo de bactérias
fitopatogénicas. Sua importincia se deve ao fato de causar doengas em culturas
de relevéncia econdmica em todo o mundo. O Xanthomonas axonopodis pv.citri
causa 0 “Cancro Citrico” (Citrus Canker), doenga que ataca culturas de frutas
citricas, causando perda significativa de produgéio e, consequentemente, perdas
de ordem financeira (Silva et al, 2002). 4

Um segmento do genoma desta bactéria foi obtido a partir de consulta
no Genbank sob catalogagio NC003919. Esta seqiiéncia inclui bases do gene
XAC0965 até o gene XAC1014 ¢ é composta de 49611 pares de bases.

Os modelos competidores sdo os mesmos utilizados nas seqiéncias
anteriores, possuindo 2, 3, 4 e 5 estados. O espago de observagdes se limita ao
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conjunto 0 € 1 associados, respectivamente, a presenca de A ou T e & presenca de
CouG.
Os resultados dos critérios de adequagdo BIC, ABIC e AIC, associados

aos modelos ajustados, s#o apresentados na tabela 3.

TABELA 3. Valores de Graus de Liberdade, BIC ¢ AIC associados a seqiiéncia
da bactéria Xanthomonas axonopodis pv. citri.

N°de estados Grau de liberdade  BIC ABIC AlC

2 5 65571414 -3204 65527.354
3 12 65701.336 -3074 65523.592
4 21 65620.524 -3155 65533.908
5 32 65807.290 -2968 65551.742

O modelo com 2 estados foi escolhido como o mais adequado pelo
critério BIC. O critério AIC indica o modelo com 3 estados como o mais
adequado.

Embora os HMM's sejam distintos (2 ¢ 3 estados), os graficos
associados as esperangas condicionais da freqiéncia de C+G sdo similares,
indicando um mesmo perfil. O grifico associado ao modelo com 3 estados é
apresentado na figura 27.
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FIGURA 27. Grifico da composigdo local de C+G em cada posi¢io da
seqiiéncia do Xanthomonas Axonopodis associado a0 modelo com 3 estados.

Observando o grafico da composigdo local associado 2o modelo com 3
estados, podemos notar um comportamento altamente homogéneo nas 30000
primeimspodgﬁ&daseqﬁéndaEstcoompoﬁam&ﬁowgereapmengadenma
imicamgiﬁoﬁmcionalprwuﬁenwtetechodaseqﬁémi&Nosegmdotechoda
wqﬁéncin,apésaposipﬁo30000,e:dstemnavmia;§onni«qwnoprhneim
mcho(maiothetemgeneidade)comre!agioaosmkx&sdacmnpodﬁoloml
Issomgﬁeapossivelprwencadevéﬁasﬁmcionalidad%disﬁnmsmntemosde
produgdo de proteinas similares.

A figura 28 aprescnta uma ilustragdo da divisdo funcional do segmento
analisado.
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Figura 28. Regides de expresséo do gene XAC0965 até o gene XAC1014 da
bactéria Xanthomonas axonapodis.

Observe que nas primeiras 30000 posicdes existe a codificagdo de
proteinas que atuam na tradugdo e transcrigdo, processos ligados a sintese de
proteinas. Nas 20000 posigdes seguintes, existem varias funcionalidades
associadas ao transporte de ions, metabolismo, além de regides sem
funcionalidade conhecida.

Com relagdo a seqiiéncia analisada, os resultados obtidos a partir da
utilizagio dos FMM's formnecem boas descriches graficas das diferengas
funcionais da seqiiéncia em estudo. A técnica conseguiu discriminar de maneira
satisfatoria distintas regiSes funcionais presentes neste segmento.

4.4 Streptococcus pneumoniae
O Streptococcus Pneumoniae é um importante patogeno humano. Esta
bactéria causa a maioria das infecgGes respiratorias agudas e otites (Infecgoes de

ouvido). Cerca de 3 milkdes de mortes por ano em criangas sdo causadas por
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pneumonia ¢ outras doencas correlacionadas a esta bactéria, evidenciando a
importancia da mesma (Tetelin et al, 2001).

O segmento obtido a partir do Genbank, sob catalogagio NC003098, €
correspondente & seqiiéncia de bases a partir do gene SPR0584 até o gene
SPRO641. Este segmento possui um total de 49105 pares de bases. O segmento
escolhido é marcadamente heterogéneo em termos de funcionalidades. Assim, o
resultado da analise, utilizando o HMM, deve refletir este comportamento.

Como nos segmentos analisados anteriormente, foram obtidos, para os 4
modelos competidores (modelos com 2, 3, 4 ¢ 5 estados), os ajustes através do
método da maxima verossimilhanga, os valores dos critérios, BIC, ABIC ,AIC ¢
os graus de liberdade (tabela 4).

TABELA 4. Valores de Graus de Liberdade, BIC e AIC associados 4 seqiiéncia
da bactéria Streptococcus pneumoniae.

N°de estados Grau de liberdade  BIC ABIC AIC

2 5 65401.579 -2672 65357.571
3 12 65435.606 -2638 65338.787
4 21 65509.551 -2564 65342318
5 32 65623.531 -2450 65368.281

Observe que, segundo o critério BIC, o modelo mais adequado (modelo
com valor minimo de BIC) é o HMM com 2 estados. Porém, segundo o critério
AIC, 0 modelo considerado mais adequado é o HMM com 3 estados . Embora os
dois modelos sejam diferentes, os graficos da composigdo local de C+G, nestes
dois modelos, sdo bem similares e representam, de maneira satisfatoria, a
conhecida heterogeneidade funcional do segmento.
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FIGURA 29. Grifico da composigdo local de C+G em cada posigio da
seqiéncia do Streptococcus pneumoniae, sob o modelo com 3 estados.

Podemos observar, através da figura 29, a caracteristica altamente
bheterogénea quanto composigio local de C+G ao longo da seqiiéncia. Isso
sugere que este fragmento especifico do genoma do Streptococcus possui vérios
segmentos pequenos (proporcionalmente ao tamanho da seqiiéncia), que
codificam varias proteinas de natureza estrutural ou funcional distintas.

Observe o grifico ilustrativo, na figura 30, adaptado do Genbank, sobre
regides de expressdo associadas a este segmento.
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FIGURA 30. Regides de expressio do gene SPR0584 até o gene SPRO68I do

Streptococeus pneumoniae.

Podemos notar que ndo existem segmentos de grande dimensdo (maiores
que 5000) que codificam um determinado tipo de proteina similar. O que se
apresenta no segmento analisado ¢ a presenga de varias regides com expressio
de proteinas com fungdes distintas.

Desta maneira, o resultado da analise obtida através do HMM mostrou-
se satisfatorio neste segmento da bactéria Streptococcus pneumoniae, refletindo
a estrutura funcional heterogénea da mesma em todo o segmento.

4.5 Escherichia coli
A Escherichia coli é um importante patogeno humano. Esta bactéria foi
descoberta em 1885 e, desde entdio, recebeu varias denominagdes. Entre estas, as

Bacillus Coli commune, Bacillus Coli, Bacterium Coli. Entre os tipos de
infecgGes causadas por esta bactéria, podemos citar colites, infec¢Oes urinarias €
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gastrointestinais, entre outras (Santos, 2003), evidenciando a importincia desta
bactéria.

A seqii€ncia de bases da bactéria Escherichia coli analisada foi obtida a
partir do Genbank sob codigo NC004431. Esta subseqiiéncia inclui bases do
gene C4208 até o gene C4253, totalizando 44600 bases.

Como nas seqﬁéncias anteriores, os modelos competidores adotados sfo os
HMM s contendo 2, 3, 4 ¢ 5 estados. Os valores dos critérios BIC, ABIC e
AIC, e graus de liberdade associados aos modelos estdio apresentados na tabela 5.

TABELA 5. Valores de Graus de Liberdade, BIC e AIC associados 4 seqiiéncia
da bactéria Escherichia coli.

N°de estados Grau de liberdade  BIC ABIC AIC

2 5 61200477 -8114 61156.950
3 12 61202.015 -8113 61106.255
4 21 61253.340 -8061 61087.935
5 32 61357.238 -7957 61104.779

Segundo o critério BIC, o HMM com o menor nimero de estados é o que
melhor descreve os dados. Ja o critério AIC aponta o modelo com 4 estados

como o mais adequado.
O grifico das esperangas condicionais do contetido de C+G, associado
ao modelo com 4 estados, ¢ apresentado na figura 31.
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FIGURA 31. Grifico da composigéo local de C+G em cada posigio da
seqiiéncia do Escherichia coli.

Podemos notar, pelo comportamento do grafico, um trecho inicial com
alta homogencidade com relagio & composigdo local Este trecho vai até a
pomiom.lmomgemamgadeumamgiﬁoﬁxmhmlms&ca
npeste trecho. Todo o restante da seqiiéncia (posigdo 5000 até posigiio 44600) ndo
apresenta em nenhum trecho um comportamenio homogéneo claro (posigio
30000 até 40000 apresenta um indicio de homogeneidade). Este resultado indica
a presenga de um emaranhado de fimcionalidades associadas a este segmento.

Se observarmos a estruara funcional real da seqifncia analisada,
apresentada na figura 32, constataremos que o HMM niio apresenton um
resultado t3o satisfatorio quanto nas outras seqiéncias, deixando de evidenciar
algumas regibes com caracteristicas homogéneas em relag@o a freqiiéncia de
CiG.
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FIGURA 32. Grifico das esperancas condicionais de probabilidades de presenga
de C+G em cada posigiio da seqiiéncia do Escherichia Coli.

O primeiro trecho, composto pelas 5000 primeiras bases, esta associado
a codificagiio de proteinas com fung3o ligada a secreg@o celular. Nesta regido, o
HMM conseguiu um bom resultado. No entanto, na regifio seguinte, partindo da
base 6000 até a base 15000, existe uma regiio funcional associada a transporte
de carboidratos ¢ metabolismo, que nfio foi evidenciada pelo grafico da
composigio local (Trecho bastante heterogéneo). O trecho do segmento de DNA
que inicia aproximadamente na base 16000 até a base 32000 é heterogéneo em
relagdo a caracteristicas funcionais, o que fica evidenciado pela andlise,
utilizando 0 HMM. Da posicio 33000 da seqiiéncia até 37000, existe a presenca
de uma regiio funcional ligada ao transparte de aminoicidos que fica
moderadamente evidenciada no grafico das esperangas condicionais. A mesma
situagio acontece no segmento da posi¢io 37000 até 44000 no qual ocorre uma
regido funcional ligada ao transporte e metabolismo de carboidratos.

Vale ressaltar que o modelo com maior mimero de estados (5 estados),
claramente as regtdes funcionais do segmento analisado.
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5. CONCLUSOES
Nesta dissertagdo, podemos sumarizar as conclusGes como:

Os HMM's se mostraram satisfatdrios, considerando o problema de
segmentagdo de DNA. Os resultados das anilises da seqiéncia do
bacteri6fago Jambda foram similares aos obtidos por Churchill (1989).
Nas seqiiéncias do Xanthomonas axonopodis pv. citri, Xylella fastidiosa,
Escherichia coli, o HMM conseguiu explicitar os segmentos de
caracteristicas homogéneas. Na seqiéncia do  Streprococcus
pneumoniae, o HMM conseguiu descrever a caracteristica heterogénea
do segmento escolhido.

O algoritmo EM e os métodos para evitar problemas muméricos se
mostraram eficazes para estimagdo dos pardmetros associados aos
HMM's. .
O software desenvolvido que implementa métodos dos HMM's se
mostrou eficiente na aplicag#o a dados reais.

Os HMM's sdo bons modelos para problemas associados ao
reconhecimento de padrdo, particularmente onde existe alguma relagdo
de dependéncia entre os dados.

O autor lista como possiveis trabalhos futuros:
A utilizagio de Inferéncia Bayesiana no processo de estimagéo dos
modelos HMM's.

A busca pelos métodos associados aos 3 problemas basicos do HMM's
em que se considera a generalizago da ordem da Cadeia de Markov ¢ a
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generalizagdo para ordem de dependéncia entre as varidveis observaveis
dado o conhecimento dos estados.
Implementacio dos métodos associados ao HMM que prevé
dependéncia de 1°- ordem entre as observagdes (varidveis observaveis)
dado o conhecimento dos estados.
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7. ANEXOS

O objetivo deste texto ¢ apresentar sucintamente o software SIMHMM,
que implementa as fungbes associadas aos HMA's. Este software foi
desenvolvido utilizando-se a linguagem visual Delphi.

O SIMHMM permite manipular seqii€ncias de observagbes (varidveis
observaveis O,), possibilitando edigdo (modificagdo) e annazenamento (salvar).
Estas observagdes sio armazenadas em arquivos texto simples ( “.txt™) (ASCH).
O SBMMHMM permite a manipulagio de mais de um arquivo de segiéncia de
observagoes simuliancamente.

Outra funcionalidade do SR/HMMA ¢ permitir a manipulagio de modelos
HMM (consideram dependéncia markoviana de 1* ordem entre as varidveis
aleatorias latentes S, e independéncia entre as varidveis aleatorias O, | S,) em
arquivos com extensdo “hmm’”. O SBMHMM pemmite trabalharmos com mais de
um arquivo HMM simultancamente. Estes arquivos armmazenam, em codigo
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ASCII, os parametros associados a um HMM ( A = (7, 4, B)), além do alfabeto
ou conjunto de observagdes Q, (Figura 2A).

Distriuiciio Iniclal dos estados: T

FIGURA 2A. Arquivo do tipo ( “.smm ™).

Sumarizando, temos associados aos HMM's dois tipos de arquives, que
sio “hmm” e arquivos de seqiiéncias de observagoes “.xt "(ASCII em geral),
aos quais podem ser associados as seguintes funcionalidades ilustradas na figura
3A:
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FIGURA 3A. Funcionalidades associadas aos arquivos do SIMHMM

e 1- Nove - Hmm: Cria um novo arquivo “.hmm” onde o usudrio
deve informar o nitmero de estados e o alfabeto (conjunto Q).

e 1- Nove - Segiiéncia: Cria um novo arguivo texto que
armazenara uma seqi€ncia de observagdes O ={0,,0,,...,0;}
associada a um HMM.

e 2- Abrir - Hmm: Abre um arquivo “Amm " ja existente onde o
usuario deve informar sua localizagdo.

e 2- Abrir - Seqiiéncia: Abre um arquivo texto ja existente onde
estdi armazenada uma seqiéncia de  observagdes
0={0,,0,,...,0;}. O usuario deve informar a sua localizagdo.

e 3-Salvar - Atual: Salva o arquivo que esta ativo.

e 3 Salvar - Todos: Salva todos os arquivos abertos.

e 4 Fechar - Atual: Fecha o arquivo que esta ativo.

e 4 Fechar - Todes: Fecha todos os arquivos abertos.

e 5 Sair: Finaliza a execugio do SIMHMM.
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O SIMHMM, como dito, implementa os métodos para solugdo dos 3
problemas bdsicos dos HMM's (vide segio 2.1). Considerando o ultimo arquivo
“hmm” ativo ¢ o ultimo arquivo de seqiéncia de observagbes “.txt”, os métodos
do SIMHMM s3o (ilustrados na figura 4A):

FIGURA 4A. Funcionalidades associadas aos 3 problemas basicos dos HMM 's.

6- Forward - Verossimilhanca: apresenta o valor da
verossimilhanga na janela inferior “Resuliados™. Esta
verossimilhanca sera associada ao ultimo modelo HMM ativo
(arquivo “hmm’”) e ao ultimo arquivo de seguéncia ativo
(arquivo ASCIT). Para obter a verossimithanga, ¢ implementado
o método forward sem utilizacio de variiveis normalizadas.

6- Forward — log-Verossimithanca: apresenta o valor da log-
verossimilhanga na janela inferior “Resultados”. Esia log-
verossimithanga sera associada ao ltimo modelo HMM ativo
(arquivo “hmm”) e ao ultimo arquivo de segiiéncia ativo
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(arquivo ASCII). Para obter a verossimilhanga, ¢ implementado
o método forward com a utilizac3o de varifveis normalizadas.
7- Backward - Verossimilhanga: apresenta o valor da
verossimilhanga na janela inferior “Resultados”. Esta
verossimilhanga serd associada ao ultimo modelo AMM ativo
(arquivo “zmm”) e ao ultimo arquivo de seqiiéncia ativo
(arquivo ASCII). Para obter a verossimilhanga, ¢ implementado
o método backward sem utilizac#io de varidveis normalizadas.
8- Viterbi — Salvar Caminho: Obtém a seqiiéncia de estados
mais provavel §={S,,5,,...,8;} a partir do ultimo modelo
(HMM) ativo e da ultima seqiiéncia de observagdes ativa
(“xt”). A seqiiéncia de estados obtida sera armazenada em um
arquivo que o usuario deve indicar.

9- EM - Criar Modelo: Cria um novo modelo (HMM) que
possui 0 mesmo numero de estados € 0 mesmo conjunto de
observagdes do iltimo modelo (HMM) ativo. Os pardmetros
deste novo modelo s#io as estimativas de méxima
verossimithanga obtidas através do algoritmo EM, tendo como
as observagdes, o ultimo arquivo de seqiiéncias (“.xt”) ativo. O
modelo inicial (iterag#o inicial) do algoritmo EM contém os
valores dos pardmetros do iltimo modelo ativo.

10- Distribuicio dos estados: A partir do uitimo modelo
(HMM) ativo e do ultimo arquivo de seqiiéncia de observagSes
(“txt”), obtém-se v,,, = P(S, =i| O, ) para todos os estados

ie{0,1,..,r-1} e 1<t<T em que T ¢ tamanho da
seqiincia de observagdes e r o nimero de estados. A

distribuigdo dos estados seré armazenada em um arquivo texto a
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ser indicado pelo wsudrio, cuja f-¢sima linha e 7 -ésima colhuma
representam ¥, = P(S, =[O, 2).

e 11- Comparar HMM's - AIC e BIC: Obtém o valor do 4IC e
BIC associado modelo com mimero de estados e conjunto de
observagoes do dltimo modelo ative e da ultima segiéncia de
observagbes ativa. Os valores serdo mostrados na janela
“Resultados”.

E possivel obter amostras de observagdes associadas a um determinado
modelo (HMM). As amostras devem ser salvas pelo usuirio em um arquivo
ASCH a ser indicado. E possivel manipular a jancla de resultados, podendo
salvar (arquivo ASCII definido pelo usuario) ou limpar seu conteiido. Estas
fungdes sdo (ilustragdo na figura SA):

FIGURA 5A. Funcionalidades associadas & amostragem, comparagdo de
modelos e manipulagdo da janela de resultados.
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e 12- Amostragem: Simula uma amostra das variaveis O, com
um determinado numero de observagdes, que € defimido pelo
usudrio. A amostra sera armazenada em um arquivo texto ASCIT,
que ¢ determinado pelo usuirio.

e 13- Salvar Resultades: Salva o conteido da janela Resultados
em um arquivo texto ASCH a ser definido pelo usuario.

¢ 14- Limpar Resultados: Limpa o conteido da jancla
Resultados

Outras funcionalidades estdo ligadas & andlise de regides homogéneas
em seqiéncias de DNA. O SIMHMM possui a funcionalidade de calcular a
composi¢io local associada a um modelo (HMAM) e a um determinado conjunto
de dados armazenado em um arquivo (“.zxt”). Além disso, é possivel obter os
graficos de janclas ¢ de segmentos fixos ilustrados no capitulo 3. Algumas
opgdes podem ser modificadas no SIMHMM. Em particular, podemos modificar
as opgoes de convergéncia e mimero de itcragdes para a obtengdo de estimativas
através do algoritmo FM. Estas funcionalidades sio (ilustragdo na figura 6A)
descritas a seguir:
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FIGURA 6A. Funcionalidades associadas a analise de seqiiéncias de DNA e

customizagdo.

15- Anilise de DNA - Regides Homogéneas — Composicito
local: Esta opgéio obtém os valores do grafico da composigdo
local descrita no fim do capitulo 2. Esta composigéo local esta
associada ao ultimo modelo (HMM) ativo e a 1ltima seqiiéncia
ativa (arquivo de observagdes “.&xt”). Os valores da composigdo
local serfo armazenados em um arquivo texto (ASCII), que
deverd ser indicado pelo usudrio.

16- Anilise de DNA — Regides Homogéneas — Gréfico de
Janela: Esta func¢fo obtém os valores do grifico de janelas e de
proporgdes por segmento de tamanhos iguais. Estes valores
serdo obtidos a partir do ultimo arquivo de seqiiéncias de
observagbes ativo. O usudrio vai indicar um arquivo texto
(ASCI no qual estes dados serdio armazenados. Além disso, o
usuario deve indicar o tamanho da jancla ¢ o mimero de
segmentos.

17 e 18- Opcdes — EM: Esta fungdo permite ao usuério
configurar as opgdes do algoritmo EM que dizem respeito a
convergéncia. Estas opgdes sdo o niimero de iteragdes méximo e
a precisfo maxima que o algoritmo possui em termos de
convergéncia (diferenga em log-verossimilhanga). O algoritmo
EM converge quando as duas situagdes de convergéncia sdo
verdadeiras (nimero de iteragdes minimo e diferenga de log-
verossimilhanga).
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