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RESUMO

Apresentou-se a teoria dos delineamentos experimentais e da analise de
variancia, por meio de uma abordagem geométrica em termos de subespagos
vetoriais e projetores ortogonais é utilizada de forma matematicamente rigorosa,
mas de facil compreensdo. Suas principais propriedades sdo demonstradas
utilizando este método geométrico. Alguns tipos de delineamentos tais como:
delineamento inteiramente casualisado e delineamento em blocos completos,
bem como o esquema fatorial de tratamentos, sdo desenvolvidos através da
abordagem geométrica dos delineamentos experimentais. Em razdo da concisdo
da linguagem geométrica, 0s principais conceitos da teoria passam a ser
definidos de maneira muito formal, uma vez que o objetivo do trabalho é o
dominio do instrumental matematico e ndo o da conceituacao da teoria. Alguns
exemplos classicos e praticos sdo apresentados utilizando a abordagem
geométrica. Uma rotina construida utilizando o software R, capaz de obter
geometricamente projecGes de vetores em subespacos vetoriais, também ¢é
apresentada.

Palavras-chave:  Abordagem  geométrica.  Delineamento  inteiramente
casualizado. Subespaco vetorial. Projetor ortogonal.



ABSTRACT

Presented the theory of experimental design and analysis of variance,
using a geometric approach in terms of vector subspaces and orthogonal
projectors is used in a mathematically rigorous, but easy to understand. Its main
properties are demonstrated using this geometric method. Some types of designs
such as a completely randomized and randomized complete block and the
factorial treatments, are developed through the geometric approach of
experimental designs. Because of the brevity of geometric language, key
concepts of the theory are now defined in a very formal, since the objective is
the mastery of mathematical tools and not the concept of theory. Some classic
examples are presented and practical using the geometric approach. A routine
built using the R software, able to obtain geometrically projections of vectors in
vector subspaces, is also presented.

Keywords: Geometric approach. Completely randomized design. Vector
subspace. Orthogonal projector.
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1 INTRODUCAO

O planejamento de um delineamento experimental é essencial para que
em uma pesquisa, sejam obtidos dados com qualidade e, a analise estatistica,
seja feita de modo adequado. Em razdo da imensa variedade de delineamentos
experimentais possiveis € necessaria toda uma teoria que agrupe e classifique
tais delineamentos. Uma linguagem matematica adequada a tal objetivo é a que
utiliza a teoria da algebra linear que, talvez, seja a area mais acessivel da
matematica. Segundo Boldrini (1984), a éalgebra linear possui uma natureza
dupla: algebra, com toda a sua abstracdo e elegancia, e geometria, com todo o
seu apelo intuitivo. Vetores, angulos, subespacos vetoriais sdo conceitos
geométricos e de facil visualizacdo. Conforme Asanome, Perre e Pd6la (1989), o
enfoque geométrico da estatistica tem como principal beneficio o fato de que
com a utilizagdo de principios basicos é possivel desenvolver os conceitos
estatisticos. Em Bailey (2004, 2008), tal fato fica bastante evidenciado ja que
sdo apresentados varios exemplos do uso da geometria vetorial na derivacao de
resultados estatisticos e defende a geometria para a apresentacdo de conceitos de
estatistica.

Varios aspectos de um delineamento podem ser geometricamente
descritos em termos de subespagos vetoriais, projetores ortogonais, matrizes,
autovalores e autovetores. Tal abordagem também é adequada para o estudo das
propriedades, como por exemplo, da distribuicdo normal multivariada.

Algumas referéncias bésicas para a teoria dos delineamentos
experimentais sdo, praticamente, todas descritas por estatisticos. Desse modo a
utilizacdo de uma abordagem geométrica podera dar uma contribuicdo ao
entendimento de varios conceitos na estatistica que sdo na sua maioria tratados
puramente como algébricos. Tal abordagem geométrica € didatica e

conceitualmente interessante. Sendo assim pretende-se explicitar algumas
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propriedades que, certamente, ajudardo pesquisadores da &rea de estatistica a
compreender melhor alguns conceitos obtidos por métodos (resultados)
algébricos.

Objetivou-se com este trabalho formalizar, em termos geométricos, 0s
conceitos fundamentais da teoria dos delineamentos experimentais e da analise
de variancia.

Por ultimo, o texto pretende ser, apesar da dificuldade de tal pretensdo,
uma referéncia didatica em portugués, deste topico que é muito utilizado pelos

estatisticos.



16

2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta se¢do sdo apresentados conceitos que foram utilizados para atingir
0 objetivo deste trabalho.

2.1 Vetores aleatorios

Quando se quer medir varios aspectos aleatorios de um fenémeno, ou

mesmo fazer medidas repetidas de algum deles tem-se a teoria das variaveis

aleatorias multidimensionais, Y =(Y,,...,Y,). A densidade de probabilidades

dessas variéveis € funcdo de n variaveis cuja principal caracteristica é

j...jf(yl,..., y.)dy,...dy, =1.
Dois exemplos essenciais sdo: primeiramente uma amostra aleatdria
simples Y =(Y,,...,Y,) em que os componentes de Y sdo medidas, repetidas,

independentes, de uma mesma grandeza populacional. Neste caso, a densidade

de probabilidade é produto das densidades das varidveis unidimensionais

Y; (J=1..,n). O outro exemplo é o da normal multivariada com densidade

|Z|% e—%(Yfr)'Z’l(Y—r)

(27)

dada por f(y,,....Y,)= em que > € a matriz das

variancias e covariancias e 7 é o vetor de médias.

Os valores que Y =(Y,,...,Y,) assume podem ser vistos como vetores no

espaco R", e, como cada um de seus componentes é uma variavel aleatdria, o
vetor Y pode, apropriadamente, ser denominado de vetor aleatério. No caso em
que a variavel aleatéria tem distribuicdo normal multivariada serd usada

simplesmente a notagdo de vetores normais. Nesta secdo serd feita uma revisao
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das propriedades probabilisticas das variaveis aleatérias multidimensionais, mas
agora vistas como vetores aleatdrios, e suas proje¢cdes em subespagos vetoriais,
utilizando-se uma abordagem inteiramente geométrica. Tais fatos estdo
ordinariamente expostos nos textos gerais da estatistica, mas com um enfoque
muito mais algébrico do que geométrico. O objetivo maior com as pesquisas
deste trabalho é justamente o de explicitar as vantagens da abordagem
geométrica em razdo de sua concisdo e generalidade. Os conceitos e notacoes
referentes a algebra linear sdo os usuais nos livros textos e, especificamente,
seguird de perto a notacdo utilizada por Lima (2006). Quando uma base do
espaco vetorial for escolhida sera usada a notagdo R"; caso 0 espago vetorial
seja abstrato, isto €, sem uma escolha particular de base, sera utilizada a notagédo
V.

Uma situagdo usual em estatistica € a transformacao linear de variaveis.

Seja entdo Y um vetor aleatdrio com esperanca dada por E[Y]=7 e matriz de

variancias e covariancias dada por Var [Y]:Z. Considere a transformacéo

linear de R" em R da forma:

LY) =LY, +LY, +...+LY,.

]RE

Figura 1 Hustracdo de uma transformagdo linear de R® em R
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Considerando L uma matriz coluna e L’ sua transposta, entdo, em termos

de produto de matrizes, tem-se que a transformacdo linear pode ser dada por:
Y1
LY)=LY=[l, 1, - 1] Yf .
Yn
Outro conceito comumente utilizado é o de produto interno. Se X é o
vetor x=(I,,1,,..1,) entdo o produto interno de x por Y é dado por

xY =LY, +..+1Y,. Dessa forma, a transformacéo linear pode ser expressa por

L(Y) = XY . Em termos de matrizes, se X é considerado uma matriz nx1, como
Il

I
por exemplo, X= Z |, entio L(Y) pode ser expresso como o produto de

matrizes X'Y =[l, 1, -~ I,]| ?|. As duas notacBes serdo usadas

indistintamente.

O produto interno, por definicho, é um ndmero dado por

xY =||x|[[Y[cosé e pode, portanto, ser interpretado geometricamente como o
produto do nimero||x|| pelo comprimento da projecéo do vetor aleatério Y no

subespaco unidimensional gerado pelo vetor x, como se observa na Figura 2.
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v

Figura 2 Interpretacdo geométrica do produto interno

Como uma primeira propriedade de Rao (1973) tem-se:
Proposicgéo 1:
a) E[xY]=xE[Y]=xr.
Demonstracao:

E[xY]=E[LY, +LY, +..+1Y,]

=LE[Y,]+LE[Y,]+..+1E[Y,]

E[Y,]
=l 1, 1] E[SYZ]

E[Y,]
=xE[Y]
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b) Var[xY]=x'ZXx. No caso particular em que Z=o°l tem-se
Var[xY |=o’x"x=0" ||x||2 :
Demonstracao:

Var[ LY |= E[(L’.Y —E[L'.Y])z}

—E (L'.Y - |_'.E[Y])(|_'.Y —L'.E[Y])}

=E|(L(Y-E[Y])(L(v —E[Y]))}

—E|L(Y-E[Y])(Y-E[Y]) L}

= I_'E[(Y ~E[Y])(Y —E[Y])}L

“LYL.

O

c) Cov(xY,zY)=x'Sz e, no caso particular em que T=o°l, tem-se

Cov(xY,zY)=0o’x.z.

Demonstracao:
Se 0s vetores x e z sdo representados pelas matrizes coluna L e M, ent&o:

e[y ey
E{[L'Y —L'E(Y)][M'Y-M 'E(Y)]I}
~E{LTY-E(Y)M Y -E(Y)]}

Cov(L'Y,M"Y)
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=E{L[Y-E(Y)][Y-E(Y)]'M}
=L'E{[Y-E(Y)][Y-E(Y)]IM

=L'2M .

O
Corolério 1: Se Var [Y] =o?l ese X e z sdo vetores ortogonais, entdo X.Y e
2.Y sdo variaveis aleatdrias ndo correlacionadas.

Alguns teoremas importantes envolvendo projetores ortogonais de um
vetor aleatdrio Y serdo apresentados a seguir. Deve ser observado que, sendo Y
um vetor aleatério em um espago vetorial V , a sua projecdo ortogonal em um

subespaco W de V, denotada por R,Y, também é um vetor aleatorio, que
depende obviamente de Y . O vetor R,Y pode ser expresso em relacdo a uma

base ortogonal {u;,...,u,} de W por

R,Y =(Y'u1 jul +[Y.u2 Juz +...+[ YU jud
u,.U, u,.u, Uy.Ug
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Figura 3 Projecdo ortogonal de um vetor aleatério Y

Teorema 1:
Considere que E[Y]=7, Var[Y]=c"l e que W é um subespaco d-
dimensional de V . Entdo:
a) E[R,Y]=R,E[Y]=R,z;
b) E[[RYI|=[Rel +do”.

Demonstracao:
a) Expressando PR, por uma matriz em relagdo a base candnica,

Ry =(a;) . tem-se:



Z;ainj
3y, a, [V, a,Y, +..+a,Y, -
R Y= a:21 a?n Y:2 _ a21Y1+..:.+a2nYn _ ;aijj
ay, - anllY, Y, o+, | )
aanj
L =L nx1
Dai,
Bl 22, > aE[Y,]
L )= J j=1
n v n Ely.
E[PWY]: E ;aZJYJ_ - jZ:;aZJ |: J:I - PWE[Y]

b) Observe que:

(] g (]

i=1 i=1 [ j=1s=1
s#]j

Dai,

E|IRYI|=E [Z{ZZ% ayy, + ZanfH

i=1 | j=1s=1
S#

23
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n

:zl: %gaijaiSE[Yj]E[YS]+§a§E[YJ_2]
S# ]

AN anzn:aijaisE[YJE[YS]+Zn:a§(02+E[Yj]2)
i=1 | j=Ls=1 =1
s#]j
=Zn: Zn:zn:aijaisE[Yi]E[Ys]+zn:a§E[Yi ]2 +‘722n12n:a§
i=L | j=1s=1 =1 i1 j=L

S#j

= REN +o"22a

O
A ideia agora € obter uma base ortonormal em que a matriz da projecéo

R, seja particularmente simples. Pode-se escolher uma base ortonormal

1%,

{e,,...g} em W e {e;,,...e,} em Ker(R,). Nessa base a matriz de R, fica

da forma:
1 -0 0 - 0]
0 00 ---0
: 0 - 0
R,=|0 0 10 ---0
00 0 00 -0
00 0 00 - 0]

E necessario observar que tal procedimento néo afeta as propriedades do
vetor aleatorio Y , pois, se B é uma matriz ortogonal que transforma uma base

ortogonal em outra base ortogonal e se Z =BY , tem-se que:
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Var[Z]=B'Var[Y]B=B'c’IB=c’B'B=05"l .

Com este projetor tem-se

i=1 j=1 d vezes n—d vezes

Consequentemente,

E|IRYI =R +do?

O

Outra demonstracdo, mais elementar e geométrica, desta proposicéo, €
obtida utilizando-se uma base ortonormal do subespaco W.
Demonstracao:

Seja W,,...,W, uma base ortonormal de W .
RyY = (W.Y)W, +... 4+ (W,.Y)w,
IRY[" = (WY )2 4 (W Y )2
Logo:
E[IRY | = EWY T + ..+ ELw, Y I
=Var[w,.Y]+E[wW, YT +...+Var[w, Y]+ E[w, YT
=|Ma[" 0% + (W 7)? o W | 0+ (w72

=do? +|R, 7| .

Para 0 caso em que o vetor aleatério Y apresenta uma estrutura de
covariancias tem-se resultados semelhantes aos da proposi¢do 1 para 0 caso em

que o vetor x é um autovetor da matriz de variancias-covariancias.
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Proposicgéo 2:

Se Y é vetor aleatorio n-dimensional com Cov[Y]=>_ entéo:

a) Se X é um autovetor de > relativo ao autovalor ¢ entdo
Var[xY]=|x|"¢ ;

b) Sejam X e z autovetores relativos aos autovalores ¢ e 7.
Se £ =n,entdo Cov[Xx.Y,zY]=(X.2)n
Se £ =n,entdo Cov[x.Y,zY]=0;

c) Se W é um subespaco d-dimensional do subespaco dos autovetores

relativos ao autovalor £ , tem-se:

E

[RYF|= IRl +dg
Demonstracao:
a) Pela proposicdo Var[xY]=x X =X (£.X) = (X.X)§ = ||x||2 £;
b) Cov[xY,zY]= x'Cov[Y]z =xYz= xlgz = x'(n.z) =(x2)n;
Se ¢ =mnentdo, como os autovetores correspondentes a autovalores

diferentes sdo ortogonais, Cov[x.Y,zY]=(x.z)n=0.
o) E|JRYI"|=E[Y)?]+..+ E[(w,.Y)?]
=Var[w,Y]+E[WwW,.Y ] +...+Var[w, Y]+ E[w, Y]
=W, W, e W, W A (W) A (W, T)?
= el 4wy |+ W) 4 (w7
—dé+|Ryr| -
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Definigéo 1:
Seja W um subespaco de V.

A soma de quadrados para W é definida por ||R,Y ||2 .

O ntmero de graus de liberdade para W é por definicdo dimW .
O quadrado médio para W é definido por:
[RuYF
dimw
O quadrado médio esperado para W, denotado por EQM(W), é a esperanga
do quadrado médio para W definido por:

EllRT]

EQMW) = dimw

2.2 Vetores aleatdérios normais

Se Y é um vetor aleat6rio com distribuicdo normal multivariada tem-se
uma série de resultados interessantes que seguem das propriedades dos vetores
aleatdrios anteriormente demonstrados.

Proposicéo 3:
Seja Y um vetor normal com E[Y]=0e Var[Y]=1.

~ 2 . . .~ . .
a) Entdo ||Y|" tem distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade;
b) x.Y é uma variavel aleatoria unidimensional normal com média X.z e
A s 2
variancial|x]".

Demonstracao:

a) Imediata;
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b) ComoXxY =LY, +LY,+...+1Y,, a varidvel x.Y é soma de normais e,

portanto, normal, e como
Var[xY]= Var {Zn: IiYi} = anzn: L, [Cov (Y,.Y, )J
i1 i1 j1
:Zn:IfVar[Yi]+Zn:Zn: LI, [Cov(\(i,Yj )J
i1 i1 j1

1]

2
’

n
= Zliz =[x
i=1

o resultado segue.

O

Caso Y seja um vetor normal com E[Y]=7=(7,7,,..,7,) e

Var[Y]=c’l, temos:
Proposicgéo 4:

XY — X1
[x].o

[x.Y - x.r]
[X].o

b) —Ztem distribuicdo t com n graus de liberdade. Considere
1(\U-—71

g

a)

tem distribuicdo normal padréo;

n

U um vetor normal com E[U]=7e Var[U]=c’l e, Y e U

independentes.

Demonstracao:

a) Como XY énormale E[xY]=xr e Var[xY]= ||x||2 o’
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XY —X. T <
2L 2T tom distribuicdo normal padréo;
Xl
b) U—7 é um vetor normal de média 0 e Var[lU —z]=c°l logo
U-—r 2 o .
Var =1 e, portanto, tem distribuicdo qui-quadrado
ag ag
com n graus de liberdade e,
XU —x.7 —T n XY — X1 o
— tem distribuicdo t com n graus
X0 n Wlu =
de liberdade.
O

Para o caso geral, em que 0s vetores sdo normais e ndo ha restricdes na
matriz de variancias e covariancias:
Proposicéo 5:

Seja Y vetor normal com E[Y]=7re Var[Y]=2.
a) Seja W um subespaco vetorial m-dimensional, consistindo de autovetores de

2. relativos a um autovalor £ e ortogonal ao vetor de médias 7. Entdo

2
m tem distribuicdo qui-quadrado com m graus de liberdade;
[x.Y —X.T
L Xlo S
b) Para xeW entdo tem distribuicdo t com m-graus de
1|y —|f
n| o

liberdade;
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c) Se W,e W, séo subespagos de W de dimensdes d, e d,, respectivamente,

2 2
e ortogonais entre si, entdo HPWl;Y)H / HPWZd(Y)H tem distribuicdo F com
1 2

d,e d, graus de liberdade.

Demonstracao:

a) Sejam {Wl,...,Wd} uma base ortonormal para W. Temos que
RyY = (W,.Y)w, +... 4 (W, .Y)w,, E[w.Y]=w.mr=0 e
Var[w,Y]=w>w, =¢ e, portanto W.Y sdo varidveis normais
independentes de média O e variancia £. Segue que
IRy (weY)? .. (w, Y)?

§ §
liberdade;

é uma qui-quadrado com d graus de

b) xY é uma varidvel normal com E[xY]=xz=0 e

Var[xY]=xZx=x&x=|x[ &, portanto tem  distribuigdo

XY
[X€

XY ,||PW ©)i XY o
normal padréo e / = tem distribuigdo t
[X]-€ S RG]

com d graus de liberdade;

C) Como W,e W, sdo subespacos ortogonais R,Y e R, Y sdo vetores

H PWlY ‘2 H PWZY

2
aleatorios independentes e : ‘ tém distribui¢bes qui-quadrado

com, respectivamente, dle d2 graus de liberdade, e, portanto, possuem

quociente com distribuicdo F. O
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3 MATERIAL E METODOS
Nesta secdo é descrita a metodologia utilizada neste trabalho.
3.1 Teoria geométrica dos delineamentos experimentais

Seré desenvolvida a abordagem geométrica da teoria dos delineamentos
experimentais. Novamente, em razdo da concisdao da linguagem geométrica, 0s
principais conceitos da teoria passam a ser definidos de maneira bastante formal,
uma vez que o objetivo aqui é o dominio do instrumental matematico e ndo o da
conceituacdo da teoria.

Uma unidade experimental € a menor unidade na qual um tratamento
pode ser aplicado, e serd também denominada por plot. O conjunto de todas as

unidades experimentais sera denominado €2. Os plots serdo designados por

Wy, Wy, ey W,y w, EM QUe N =€) € 0 nlimero de plots. Um tratamento € uma

descricdo do que pode ser aplicado a uma unidade experimental. Tratamentos
serdo designados por 6,,6,,...,6, em que t € o nimero total de tratamentos, ou
letras gregas minusculas «,w,y. O conjunto de todos os tratamentos sera
denotado por 7 .

Um delineamento é uma maneira de alocar tratamentos aos plots, isto &,
um delineamento fica definido por uma funcdo de T:2—7 . Um
delineamento é dito completamente aleatorizado se a funcdo T é construida de
forma aleatoria, isto €, sorteia-se o plot e sorteia-se o tratamento.

De acordo com Searle (1982), um delineamento pode ser

convenientemente descrito por:
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Definigéo 2:
A matriz de delineamento X de dimensdes em nxté a matriz com a
seguinte caracteristica:
1,seT(w)=0
0,caso contrario

X(w,Q):{

Exemplo 1:
O delineamento representado a seguir tem 12 unidades experimentais e 0

conjunto © € particionado em trés blocos B,B, e B, com 4 parcelas cada,

logo b = 3 e k = 4. O conjunto dos tratamentos 7~ é {6,,6,,...,6,} com t=6.

O delineamento é equi-replicado com r = 2.

Figura 4 Representagdo de um delineamento
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Logo a matriz de delineamento X é:

>

Il

ES)
O o0 oooookrr oo o .\
O O o0 oo ok oo or oD
O 0O ok OO0 oo ok oo D
O ok oooookr oooD
OF OO0 Ok OO0 0o oo
P OO0 ok OO0 oo o o o

Em situagcbes experimentais € interessante que as unidades
experimentais estejam agrupadas de forma mais homogénea possivel. Tais
agrupamentos sdo chamados de blocos. Portanto, a blocagem € uma parti¢do do
b

conjunto Q das unidades experimentais, () = UBi ,com B, N Bj =, sempre
i=1

que i= j. A complexidade combinatéria da teoria dos delineamentos é

proveniente das relagcdes entre a particdo definida pela blocagem e a particdo

t
definida pelas preimagens dos tratamentos Q:UT‘l(Qi), em que
i=1

T40) ={we:T(w) =0}
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Note que os subconjuntos T(B;) ndo definem uma parti¢do em 7, pois
T(B)NT(B;), com i= j, pode ser ndo-vazio, significando que existem plots
weB e aeB, taisque T(w)=T(), isto é aos plots we « foi aplicado o

mesmo tratamento.
Um exemplo simples é aquele em que T, restrita a cada bloco é uma
bijecdo sobre 7 , significando que em cada bloco estdo aplicados todos os

tratamentos. Neste caso o delineamento € dito em blocos completos.

A cardinalidade do conjunto T’l(Hi), e denotada por r; significando

que o tratamento 6, foi replicado I, vezes, isto é, aplicado em r, plots. Note que

Sn=lal=n.
i=1

E possivel uma abordagem geométrica, em termos de espacos vetoriais,
matrizes e projetores, para explicitar as propriedades dos delineamentos

experimentais.

Vamos definir o espago vetorial V = R‘Q‘ =R" de tal maneira que cada vetor

da base canonica e, = (0,...,0,1,0,...,0) corresponda a um plot w;, denominado

e

wi'
Dado um delineamento T :{2— 7 como se pode relacionar o

delineamento com o espaco R" ?

A idéia é utilizar subespagos da seguinte maneira:

Considere o subespaco de V; CV, denominado subespago dos
tratamentos, formado pelos vetores cujas coordenadas relativas aos plots que
receberam o mesmo tratamento sao iguais. Neste caso é facil ver que a dimensao

de V; éigualat,isto é, dimV; =t. Para cada tratamento ¢,, seja u, o vetor



35

de V tal que as coordenadas de u;, correspondentes aos plots que receberam o
tratamento 6, séo iguais a 1 e iguais a 0 nas demais coordenadas. Note que 0
conjunto {u,, u,,...,u; } forma uma base ortogonal de V; .

Seja V, 0 subespaco unidimensional gerado pelo vetor

u, =(@11...,1). Note que se v= (le'vwz""’vwn) é ortogonal ao subespago

V, entdo » v, =0.Se veV; e vu,=0 entio v ¢é denominado um

wel)

contraste.

Seja Y o vetor Y =(Y,,...,Y,) emque Y, é a variavel aleatoria resposta
obtida no o plot w;. Sendo assim, Y € um vetor aleatorio no espago vetorial V .

Em geral, os Y; séo independentes.

Considere uma particdo de €2 em b blocos de igual tamanho Kk,
b Vs
0= U B, . Denotaremos B(w) o bloco que contém w . E possivel também uma
i=1
abordagem geométrica para descrever a estrutura de blocagem.
O subespago vetorial dos blocos, denotado por V, € definido como
todos os vetores de V cujas coordenadas correspondentes aos plots em um

mesmo bloco sdo iguais. Seja Vv; o vetor de V cujas coordenadas
correspondentes a plots que pertencem ao bloco B; sdo iguais a 1 e iguais a 0
nas demais coordenadas. Entéo o conjunto {v,,V,,...,V,}é uma base ortogonal

de Vg, v,v,=k, v;vy=0 se j=l| e dimVy;=b. Note que

b
Up=» VjEVy.
=
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Denotaremos W, ={v €V, :vé ortogonal a V,} =V, NV,
W, ={v eV, :véortogonal a V,} =V, NV,
Definigéo 3:
Um delineamento é ortogonal se os subespacos W, e W, sdo

ortogonais entre si.

Figura 5 Representacdo de um delineamento ortogonal

A propriedade de ortogonalidade de delineamentos é uma propriedade
essencialmente combinatéria e determina certa uniformidade do delineamento.
Este é o conteido do teorema seguinte:

Teorema 2:

Seja s; jo nimero de vezes que o tratamento 6; ocorre no bloco B,

para i=1..,tej=1..,b. O delineamento é ortogonal se, e apenas se,

Observe que um delineamento em blocos completos é ortogonal.
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A demonstracdo deste teorema envolve argumentos combinatorios e se

encontra em Bailey (2008).
Para modelar geometricamente as propriedades do delineamento tem-se
que analisar o comportamento dos vetores obtidos pela projegcdo do vetor de

observagGes Y nos subespacos V; , Vg, V,, W, , W, e no subespaco V; .

Aprojecdode Y em V,:

R,Y :[Y“O ]uo :[Y“O]uo = )G D)L D)
° Ug .U, n n

= %(EYi )LD = %(ZYI,ZY“..-Z% )
2N 2N
on

n H

Yu,

Portanto, R, Y| = zn:(\?)z —n(Y)?.
i=1

Aprojecdode Y em V;:

R,Y:[Y'ul u

Y u,
ut
u,.U,

Observe que Y.u, € igual a soma de todas as respostas nos plots que

U, 4.+

v
171

receberam o tratamento 6, e U;.u; =1, o nimero de plots que receberam o

tratamento 0, .

Y .Uy
Uy 4| — [

rt
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2 tY.ui2 2 < .iz LYy
RIS » Py

Como qualquer vetor em W, tém a propriedade de a soma de suas

coordenadas serem iguais a 0, uma base para o subespaco W, ndo seria muito
adequada para os calculos. A ideia entdo é trabalhar com a diferenga entre

projecdes, isto é, R, Y =R, Y —R, Y , pois:

UpRy Y =Uo.(R,Y —R,Y)

s

=Yn—Yn
=0
Da mesma forma, a projecdo no VTL é obtida por diferenca, isto é
PVTLY =Y—-RY.
Observe que ao projetar o vetor de observacdes Y no subespago V; esta

operacdo equivale as operacgdes de calculo das médias de cada tratamento. Na
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auséncia de aleatoriedade os plots que receberam o mesmo tratamento deveriam
ter a mesma resposta e, portanto o vetor de observacGes Y deveria estar contido

em V; . Nesse sentido, pode-se denominar R, Y de o vetor dos valores ajustados
eque P Y de vetor dos residuos, sendo que este ultimo representa o quanto os
T

dados se afastaram do subespago de tratamentos em razao dos erros.

Figura 6 Ortogonalidade das projecoes PYe€PRY

Vi

Em razdo da ortogonalidade vale o teorema de Pitagoras:

M =R Y[ +[R, Y[

Toda a andlise de variancia pode ser feita, essencialmente, comparando a

norma dessas varias projecoes.
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3.2 Estimacéo

Teorema 3:

Considere que E[Y]=7€V;, Cov[Y]=0’l e que x é um vetor em
V;, entdo o “melhor” (isto ¢, de variancia minima) estimador linear néo viesado

de xr é xY.
Demonstracao:

XY €& um estimador ndo-viesado de X.7, pois E[XY]=XE[Y]=xT.
Suponha que Z.Y seja outro estimador ndo viesado de X.r com z em V;.
Decorre que E[zY]=x7=z.E[Y]=z7=Xx7=(z—X).7=0. Como 7
€ um vetor desconhecido em V; , isto implica que (z —Xx) tem que ser ortogonal
a um vetor genérico de V;. Como z e x sdo vetores em V;, (z—X).7=0 é
possivel caso (z—x)=0<«z=x. Ou seja, X.Y é o Unico estimador nao-

viesado de X.7. Sejaagora z um vetor qualquer em R" tal que z.Y é estimador

ndo-viesado de X.7, isto é, z7=X717=(z—Xx).7=0. Como (z—Xx) é
ortogonal a um vetor genérico 7€V, entdo (z—X) estd no subespago

ortogonal a V; =z =X-+(z—X) é decomposicdo ortogonal, pois X€V, e

(z—x) eV, logo ||z||2 = ||x||2 +I(z— x)||2 . Como

Var[zY]=12'0°l 2= ||z||2 o’ > ||x||2 o® =Var[xY] o resultado segue.
Para estimarmos a variancia temos o resultado do teorema 1.

Jro -k )

(n-1)

R,.Y

2
P.Y +(n-t) o’ =(n-t)o’ =0’ =

Vi
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P

Vi

(n-1)

Y

de onde segue que

(soma de quadrados médio dos residuos) € um

estimador ndo-viesado para a variancia.

Exemplo 2:

Obter um estimador para a diferenca de médias dos tratamentos 6; e 6.

Seja x 0 vetor que, nas coordenadas correspondentes aos plots que

1
receberam o tratamento &, tem valor — e nas coordenadas correspondentes aos

1 .
tem valor —— e 0 nas demais

r.

]

plots que receberam o tratamento &,

coordenadas. Entdo o melhor estimador ndo-viesado para a diferengca de médias

dos tratamentos ¢ e ¢; € XY. A variancia deste estimador ¢

1 1
4=
I

i

2
g .

Var[xY]=

3.3 Analise de delineamentos

Seja Y eR",Y =(Y ,YWZ,...,Yw”)em que Y,W‘i é a resposta observada
na unidade amostral w;. Na auséncia de blocos € razoavel supor um modelo
linear no qual o valor esperado da resposta Y,W‘i depende exclusivamente do
tratamento aplicado a w;. Além disso, se i= jos resultados Y, e Y,W‘]_ sdo
supostos independentes e igualmente distribuidos. Isto é:

Y., =T T6& com E[§]=0 e Var[g]=o".

Wi
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Em termos vetoriais

Y=T+ecom 7€V, ,E[]=0 e Cov[Y]=0"l.

-

Figura 7 Decomposicéo do vetor de dados segundo o modelo linear

Na presenca de delineamentos com blocos é razoavel supor que a média
da resposta de um plot dependa do tratamento, e também dependa do bloco. Um
fator razoavel a ser levado em conta na modelagem € a existéncia ou ndo de
correlacdo entre as respostas para plots em um mesmo bloco. Tal fato faz sentido
uma vez que os blocos, na préatica, sdo considerados um conjunto de plots
homogéneos. O modelo mais simples vai considerar que os blocos afetam
apenas a média das respostas e que estas continuam a ser ndo correlacionadas.

Tal modelo é denominado modelo de efeitos fixos e é definido por:
Y = T &y TE com
ELY,, 1= Tr () o) E[E]1=0¢ Var[g]=0"
em que 7y, € o efeito do tratamento sobre a média e EEB(@) é o efeito do

bloco na média e a covariancia entre os erros é nula. Em termos vetoriais,

E(V)=7+¢,
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Y=7+&+te ,
comTeV, efeV,.

,
E(c)=0 COV(é?i,eSj):{a 1=
0 sei=]

Figura 8 Aplicacao da regra do paralelogramo para determinar Y

Como V,CV; e V,CV, , segue que 7=7,+7;, em que

Ty =TU, €V, e T, =7—7U, €W, . Similarmente, & =&—Eu, €W,
Portanto, E(Y) = (7, +&,)+7 +& com 7, +& em V,, 7. em W, e

em W;.

Exemplo 3:

Considere o delineamento representado pela Figura 9:
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Figura 9 Delineamento em blocos completosn=4,b=2, k=2 e t=2

Neste modelo os efeitos de tratamentos e blocos sdo escritos como:

T= (Twl) 1T (wy) 1 T (wy) 7 TT(w4)) )

5 = (53(%) ) SB(wz) ) £B(w3) ’ 58(%))'

em que
BV, =7 &
ElY., ] = Tr(en T &)
E :sz}: Tr () + &r )
E :Y% ] = Tr(n T &r -

Em termos matriciais, o delineamento pode ser expresso por:

6 6, B B,
o1 0 1 0] 7w ]
E[Y]_a)z 01 1 0 TT(%)
w1 0 0 1 §B(wl)
0,/0 1 0 1 _58(%)_
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Para esse modelo pode ocorrer um fendmeno denominado
confundimento. Suponha que, por alguma razdo, a média relativa a todos os

tratamentos aumente de uma unidade. Teremos entéo:

I 0] TT(@)Jrﬂ Trtay 1 S || Tra) T8y | [1]
01| Zray *1| | Treay T1HSean | | Priep T St
- Gy Trt) 14 Co0) | | Tra) T Saiay
1

L A oy || i T1 %80 | | Priey T80y | L

10
01
E[Y]= Lo
01

I
I
+
[N - - [N

1
1
0
0

Suponhamos agora que tenha ocorrido 0 aumento de uma unidade na

média relativa aos blocos e ndo em relagdo aos tratamentos:

(o) ity T8 TL | | Pr(a) T SB(an)

1 0 1 0] 1
0110l 7 Trooy T Eaimy +1 Tron T& 1
E[Y]- o) | _| Friea T o) T2 _ | Frig T o) | |
100 10 &y 1| | Ty TS0y T1| | Tray TS0y | |1
010 1—_§B<w3)+1_ | Tra) T80 T1] | Priey F S8y | 1]

Como o vetor de respostas € 0 mesmo para ambas as situagdes, é
impossivel determinar qual das variages lhe deu origem. Isto é, é impossivel, a
partir dos dados observados, estimar o vetor de média dos tratamentos. E nesse
sentido que é dito que existe um confundimento.

Outra situacdo que resulta em confundimento é quando, por algum
motivo, as médias dos tratamentos aumentam de uma quantidade ¢ e as médias

relativas aos blocos diminuem da mesma quantidade c.
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6 6, B B,
@[1 0 1 0 Ty O | [ Tray + o |
E[Y]=a)2 0 1 1 0 %ne*C|_ T1(on) T S
@01 0 0 1)1y =C| | Frw T Saio
@0 1 0 1 S8 "€ | Tr(ey T SBey) |

Neste caso a resposta ndo é afetada e, portanto, novamente, é impossivel
distinguir a variagdo entre as médias de tratamentos e as médias dos blocos.

Note que este delineamento é ortogonal:

V; =(a,b,a,b)

V; =(a,a,b,b)

W; =(a,—a,a,—a)

W, =(a,a,—a,—a)

W, NW,; ={(0,0,0,0)}
Note, ainda, que a diferenca entre os efeitos de tratamento

Tr(w) — T1(ew,) N0 esta confundida, pois z,,+C—(zy,,, +C), entdo o

que melhor podemos fazer é estimar as diferencas entre esses efeitos.
3.4 Analise de variancia

A andlise de variancia de um delineamento esta baseada na decomposi¢do

do espago vetorial V como soma dos trés subespacos vetoriais ortogonais.
V =V, W, dV;*

A notacdo usual da analise de varidncia, em termos geométricos, é:
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Tabela 1 Notacao usual da andlise de variancia em termos geométricos

Soma de quadrados de tratamentos H P yH
Wr
Soma de quadrados do residuo Hy ) yHZ
~R,
Soma de quadrados total Hy =) yr
—R,
Graus de liberdade para tratamentos dimW, =dimV, —dimV,
Graus de liberdade do residuo dimR" —dimV,
Grau de liberdade total dimR" —dimV,
Quadrado médio de tratamentos 2
7.y
dimW;
Quadrado médio do residuo Hy _p yHZ
Vi
dimR" —dimV;

A Tabela a seguir representa a Andlise de Variancia, em termos
geométricos, tendo como fontes de variacdo os tratamentos e o residuo, de um

experimento inteiramente casualizado.
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Tabela 2 Caracterizacdo das partes que compdem a tabela de anlise da variancia
para um experimento no delineamento inteiramente casualizado

v v, m v,
Dimensao n 1 (t—21 (n—t)
Vetor de dados Y R,Y R,Y—R,Y y—R.y
Soma de ) R y[ ) 2
VO — J—
quadrados M n H Ry =R, yH ‘ y=R,Y H
R,y[f Ry—R I Ryl
Quadrado médio v Y H v Y h, yH y—hR,Y
n t—1 n—t
Esperanca do -, S - nr
2 jiti 2 2
quadrado médio nr +o 1 ¢ 7

Quando se utiliza blocagem, a analise de variancia fica definida pela
decomposicdo V =V, W, &W; BV g -
A andlise de variancia para o caso de efeitos fixos, isto €, o bloco s6

afeta na média da resposta Y_, ou seja:
E[Y 1= Tr, T 55(” e Cov[Y,, ,ij 1=0.
Em termos vetoriais, Y =7+&{+¢e, E[c]=0 e {=(§, ... &, ),
Var[e, ]=0" e Cov[e,, ¢, 1=0.

A Tabela a seguir representa a analise de variancia, em termos
geométricos, tendo como fontes de variacdo os tratamentos, os blocos e 0

residuo, de um experimento em blocos casualizado.
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Tabela 3 Caracterizacdo das partes que compdem a tabela de analise da variancia
para um experimento no delineamento em blocos casualizados
considerando o0 modelo de efeitos fixos

V VO WT WB V(is)
1t (b )=
Dimensdo  n=Dht 1 t-)  (b-t) bk —1)— (t 1)
Esperanca T+¢& To+& Tt g 0
Dados y R,Y Ry Y ReY Y= Puiw Y
2 2
Soma de ” ”2 o o o b P IVl —{R. Y| —
2 2
i
Quadrado M HP y“z ‘PWTY 2 H w, Y 2 { i 2 . 2
médio . " 1 o1 URY Ry
b(k —1) — (t—1)
Esperanca do H H2 )
2 2 T
quadrado I+l +o [ro+&] +0? %JFUZ ka—1+02 o’
médio

3.5 Teste de hipdteses

Os delineamentos sdo usados em geral para validar estatisticamente

hipoteses relativas aos efeitos dos tratamentos. Varios tipos de hipGteses podem
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ser consideradas. Vejamos 0 caso mais simples em que se quer testar a igualdade
do efeito de varios tratamentos, isto é:

Hipotese nula Hy: m=7,=...=1,
Hipotese alternativa: H,: 7 ndo & um vetor constante

Uma estatistica para este teste pode ser construida da forma: se
realmente a hipotese nula é verdadeira e ndo houvesse flutuagGes aleatdrias, o

vetor de dados y deveria ser um vetor com todas as coordenadas constantes, isto

é, y deveria ser um vetor do subespaco V,. Como existem as flutuaces
aleatérias, estas podem ser mensuradas pelo vetor y—R,y. Ja o vetor

R, Yy —R, Y€ uma medida de possiveis variagdes para cada tratamento. A ideia

agora é comparar o quadrado da norma destes vetores como uma forma de

comparar as duas formas de flutuagdo aleatdria obtendo-se a estatistica teste
2 2
R, y—R / [y-ry|
t—1 n-t
Pela proposi¢do 5, pagina 24, esta estatistica tem distribuicdo F com
(t—2) e (n—t) graus de liberdade.

Outra hipotese a ser testada, de menor interesse pratico é

H,: =0

H,: 720

A estatistica teste é construida de maneira semelhante. Se Hje
verdadeira e se ndo ocorressem flutuagdes aleatorias, R,O y =0. Na presenga de

flutuacGes aleatorias, tem-se R, y = 0. A idéia agora € comparar o vetor R, y
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com o vetor de residuos que ocorre em razdo de flutuagdes aleatorias para cada

2
o/ LR L

Pela proposicéo 5, pagina 24, esta estatistica tem distribuicdo F com 1 e

tratamento y —R, y . Isto é,

(n—t) e graus de liberdade.

No caso de presenca de blocos e modelo de efeitos fixos para testar os

efeitos dos tratamentos:
Hipotese nula Hy: m=7,=..=1,
Hipotese alternativa: H,: 7 ndo é um vetor constante

a analise ¢ a mesma que a anterior com a mesma estatistica teste.
J& para o caso em que se quer estudar diferengas nos efeitos de blocos

(caso haja interesse nessas diferengas), temos
Hipotese nula Hy: {=6=..=§
Hipotese alternativa: H, : £ ndo é um vetor constante

Uma estatistica para este teste pode ser construida da forma: se

realmente a hipGtese nula fosse verdadeira e ndo houvesse flutuacoes aleatorias

relativas aos blocos, o vetor R, y deveria ser um vetor em V,. Como tais
flutuagBes ocorrem estas podem ser medidas pelo vetor R, y—R,y que é
justamente PWBy. A ideia agora é comparar a norma deste vetor dividido pela
dimensdo de W, com o tamanho do residuo dividido pela dimenséo de

(V; +Vg)", que é o vetor que ocorre em razio da aleatoriedade geral do

residuo. Se possuirem a mesma magnitude temos razBGes para aceitar a hipotese

nula. A estatistica é, portanto,
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yu/H
b 1 n—b—t—1"

com distribuicdo F com (b—1)e (n—b—t—1) graus de liberdade.

3.6 Experimentos fatoriais

Em experimentos fatoriais sem estrutura de blocos os tratamentos
consistem de todas as combinagdes possiveis dos niveis de fatores.
Vejamos o caso com dois fatores. Os fatores podem ser simplesmente
considerados como:
F={..n}
G={L...n.}

Portanto o nimero total de tratamentos € igual a NN .
Vamos definir os subespacos.
V. ={vetores em V com constantes em cada nivel de F}
W, =V, NV,
V,;, ={vetores em V com constantes em cada nivel de G}
W, =V, NV,
Considere o delineamento fatorial 2x2 com 3 repetigoes:
F={2}
G={12}

Q={w,,..w,}

Os tratamentos sdo alocados aos plots {wy, ..., w;, } conforme a sequéncia

{11,12,21,22,11,12,21,22,11,12, 21, 22}.
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Nesse caso,

Ve =(a,a,b,b,a,a,b,b,a,a,b,b)

V; =(c,d,c,d,c,d,c,d,c,d,c,d)

W =(a,a,—a,—a,a,a,—a,—a,a,a,—a,—a)

W, =(c,—c,c,—c,c,—c,c,—C,c,—C,C,—C)

Vo= (V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V,V)

VFJFG =V, W ®W; =(v+a+c,v+a—c,v—a+c,v—a—c,
v+a+c,v+a—-cCc,v—a—+cCcVv—a—CcC,
v+a+cv+a—c,v—a+c,v—a—c)

emque a, b, ¢, d e vsdo nimeros reais quaisquer.

Dada uma realizagio Y =(Y;,Y,,... ¥;,) do vetor aleatério Y, sua
projecdo R, y requer a obtencdo de uma base para W.. Reescrevendo W,
como

W, ={a(1,,-1,-1,11,-1,-111-1 -1}
é facil verificar que
up =(11,-1,-111-1-111-1-1/\12
é uma base ortonormal para W, e, portanto,
R.Y = (YUR)IUg =(a,a,—a,—a,a,a,—a,—a,a,0,—a,—a) [12
em que
=Y+ Yo+ Y5+ Yo+ Yo+ Yo —(Ya+Va+ V7 + Vg + Vas+Vi2)).
De maneira semelhante,

Ug =(1,-11-11-11-11-11-1)/12

I:)W,Sy :(6!_ﬁ!ﬁ!_/8’6’_ﬁlﬂ!_ﬂ!ﬂ!_ﬁvﬁr_/@)/lz

em que
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:B:(yl"'ys"'ys"'y?"‘y9+y11_(y2+y4+y6+y8+y10+y12))
Para obter uma base ortonormal para Vi, reescreve-se

Ve, =v(11111111111) +all~1-11L -1 -111~1 1) +
c1-11-11-11-11-11-1)

E, entdo, facil verificar que tal base é constituida dos vetores

u0=(1,1,...,1)/x/1_2, Ug e Ug. Aprojecdo PVF Y é dada por
y =(Yg )Ug +(YUg Jug +(yuUg )ug = (¥, Yo Y) + Ry Y+ Py Y

VF +G

3.7 Interacéo

Seja We,c =V; m(VFJrG)L

Temos que:
dimV; =ng.n,
dimW, =n.n;, -1
dimVp =n;
dimVg =ng
dimW; =n. -1
dimWg =n; -1

dimW;,o =dimV; —dimV,, , =dimV; —(dimV, +dimW_; +dimW,)
=neng —1-(ne =1 —(ng —1) = (n: —1)(nz —1)
Caso ndo exista interagdo, a esperanca do vetor de respostas Y pertence

ao subespago V. ., e consequentemente, as diferencas entre os valores de Y



55

para diferentes niveis de F ndo dependem dos niveis de G, e 0 mesmo ocorrendo
com os niveis de G em relacdo aos niveis de F. Na andlise usual tal fato é
estudado plotando-se a média das respostas para cada nivel do fator F, mantido
fixo o nivel de G. Caso ndo exista interacdo, essas curvas, para diferentes niveis
de G, devem ser, aproximadamente, retas paralelas. Geometricamente, este fato

pode ser descrito da forma:
Para o caso de dois fatores, se y={(Y;,Y,,....Y;,) € 0 vetor de
respostas observado, entdo Yy, — Y, deve ser aproximadamente igual a y, —,.

Supondo a igualdade, temos:

(v, =Y,
<y2:yl+k
Y, =Y,
ly, =y, +k

Como um vetor em V_ 5 =V, DW ©W; é da forma:

(v+a+cv+a-cv—a+c,v—a—c,v+a+c,v+a—c,
v—a+c,v—a—cyv+a+cv+a—cv—a+cv—a—c)

se ocorre a igualdade acima, entdo

y,=v+a+c
y,+tk=v+a—c
y;=v—a-+c

y;+k=v—a—c
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1 1 Y,
1 —1 y, +k
1 -1 1%y,
1 -1 -1 y, +k
11 1y
1 1 -1 y+k
1 -1 1y,
1 -1 -1 y,+k

1 Y

2 Kk

K Y;—Y
V=Y, +— 4_#
2 2
Como o sistema sempre tem solucdo, significa que o vetor pertence ao

subespaco V. . Tem-se entdo a decomposicao do espaco de tratamentos:

VT :VO @WF @WG @WFAG
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Esta decomposi¢do determina a Tabela da anélise de variancia a seguir.

Tabela 4 Caracterizacdo das partes que compdem a tabela de analise da variancia
para um experimento fatorial com 2 fatores

Simbolo 0 F G FAG
Subespagco W W, =V, W, We We
Dimensao 1 ng —1 ng —1 (n- —(n; —1)
P FAG y - P 0 y -
| RY=RY= Ry-Ry= "7 "
Ajuste R,Y=RyY Rv.Y— Ry Y=
Ru. Y Ry Y
Rie.o ¥
Média, _;._; —
Média._. —  Média,_. — Média._. —
Média o %) o
Coordenadas Média Média Média,_; +
Média
2 2 2 2
somade  [Ry[ R, R [R....¥

guadrados
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Para se testar a hip6tese de interacao

H, : interagdo nula

H, : interacdo ndo-nula
a idéia é a seguinte: na auséncia de interacdo o vetor Yy deveria pertencer ao
espaco Vi . As flutuacBes aleatorias podem ser avaliadas pelo vetor y —R, y.
O vetor PWHG y € uma medida do quanto os dados se afastaram da hipétese de

ndo interacdo. Tomando-se os valores médios das normas destes vetores a

- | - B
estatistica teste consiste em comparar —————com 0 quadrado médio do
dimW;
2 2 2
residuo M , isto é, a estatistica teste é H!DW”G yH Hy - R/T yH .
n—dimV; dimW;,;/ n—dimV;

No caso dos dois terem tamanhos similares, ndo se pode recusar a

hip6tese de ndo interacéo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A partir da formalizacdo, em termos geométricos, dos conceitos
fundamentais da teoria dos delineamentos experimentais e da andlise de
variancia, alguns exemplos, diversificando os tipos de delineamentos, sé&o

apresentados a seguir:

4.1 Exemplo de aplicacéo

Para ilustrar a aplicagdo dos conceitos geométricos da analise de
variancia, foram considerados dados provenientes de um experimento conduzido
no delineamento inteiramente casualizado, no qual foram avaliados o peso por
fruto de determinada variedade variedade de tomates, submetida a trés diferentes
tipos de fertilizantes, ou tratamentos. Os dados de peso por fruto da Tabela 5
foram adaptados de Searle (1987).

Tabela 5 Peso por fruto de determinada variedade de tomates em funcéo de trés
diferentes tipos de fertilizantes ou tratamentos

TRATAMENTOS REPETICOES
1 2 3
1 74 68 7
2 76 80
3 87 91

Fonte: Dados adaptados de Searle (1987)
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Seguem os vetores associados:

a. Vetor resposta:
y =(74,68,77,76,80,87,91) ;

b. Vetor de médias dos tratamentos:
Os vetores seguintes compdem uma base ortogonal para o subespaco de

tratamentos V; :
u, =(1110,0,0,0)

u, = (0,0,0,1,1,0,0)
u, = (0,0,0,0,0,1,1)

A projecdo R, y é dada por:

y.u, y.u, y.U
Ry=|—|u+ u, + u
w) ul.ulj ' (uz.uzj 2 (us.usl :
(74,68,77,76,80,87,91).(L1,1,0,0,0,0)
(111,0,0,0,0).(1,1,1,0,0,0,0)
(74,68,77,76,80,87,91).(0,0,0,1,1,0,0)
(0,0,0,1,1,0,0).(0,0,0,1,1,0,0)
(74,68,77,76,80,87,91).(0,0,0,0,0,1,1)
(0,0,0,0,0,1,1).(0,0,0,0,0,1,1)

j(l,l,l,0,0,0, 0) +

j(o,o,o,1,1,o,0)+

](0,0,0,0,0,1,1)

Portanto, o vetor de médias para 0s tratamentos é

R, y=(73,73,73,78,78,89,89);

c. Vetor de residuos:
y— P\,T y=(74—73,68—73,77—73,76—78,80—78,87 —89,91—89)
y— R/T y= (1! _5’ 41 _2’ 21 _2’ 2) ;
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d. Vetor de média geral:

R y=

0

yu, |, _((74,68,77,76,80,87,91).(1 11111 1)
U] (1,11,1,1,11).1,1,1,1111)
= (79,79,79,79,79,79,79)

(1,1,4,1,111)

e. Vetor de observacdes corrigido pela média geral:

y—R,y=(-5-11-2,-31812);

f. Vetor dos contrastes de tratamento:

R.Y=PR. y—R, y=(73—79,73-79,73—79,78—79,78—79,89 79,89 —79)
R, y=(-6,—6,-6,-1,-110,10);

g. Soma de Quadrados de Tratamentos:
[P ¥ = (36+36+36+1+1+100+100) =310

dimW, =dimV; —dimV, =3-1=2;

h. Soma de Quadrados de Residuos:
2
Hy—R,T yH = (1+25+16+4+4+2+9) =58

dimR’ —dimV, =7 —-3=4;

i. Soma de Quadrados Total:
[y =R,y =(25+121+4+9+1+81+144) =368

dimR’ —dimV, =7-1=6.
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A Tabela 6 é uma adaptacdo da Tabela 2 e representa a analise de
variancia para os dados da Tabela 5, em termos geométricos, mostrando as
somas de quadrados para os tratamentos e o residuo, bem como os nimeros de

graus de liberdade, dados pelas dimensdes associadas aos tratamentos e residuo.

Tabela 6 Analise de variancia para peso por fruto de uma determinada variedade
de tomates submetida a trés diferentes tipos de fertilizantes

W, Vo
Dimensao 2 4
Soma de quadrados 310 58
Quadrado médio 155 14,5

4.2 Exemplos utilizando o software R

Exemplo 4.2.1: Delineamento inteiramente casualizado (R DEVELOPMENT
CORE TEAM, 2009)

Suponhamos um experimento (ficticio) de alimentacdo de porcos em
que se usaram quatro racgdes (A, B, C, D), cada uma fornecida a cinco animais
escolhidos ao acaso. Os aumentos de peso observados, em quilogramas, constam

na Tabela 7.
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Tabela 7 Ganhos de peso observados em um experimento (ficticio) de
alimentagdo de suinos em quatros tipos de racdes

Rac6es
A B C D
35 40 39 27
19 35 27 12
31 46 20 13
15 41 29 28
30 33 45 30

Fonte: Dados adaptados de Pimentel-Gomes (2009)

A Tabela 8 é uma adaptacdo da Tabela 2 e representa a analise de

variancia para os dados da Tabela 7, em termos geométricos, mostrando as

somas de quadrados para os tratamentos e o residuo, bem como os nimeros de

graus de liberdade, dados pelas dimensdes associadas aos tratamentos e residuo.

Utilizando a rotina desenvolvida no programa R, cujos comandos

encontram-se no Apéndice A, obteve-se os resultados encontrados na Tabela 8.

Tabela 8 Andlise de variancia dos aumentos de peso observados em um

experimento (ficticio) de alimentagdo de suinos

em quatros tipos de

racoes
W, Vo
Dimenséo 3 16
Soma de quadrados 823,75 1.100,00
Quadrado médio 274,58 68,75
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Exemplo 4.2.2: Delineamento em blocos casualizados
Num experimento de competicdo de variedades de bananinha feito pelo

engenheiro Oscar A. Garay em Balcarce, Argentina, em blocos casualizados, as
producdes obtidas, em t/ha, foram as seguintes:

Tabela 9 Producdes em t/ha obtidas das variedades de bananinha

Variedades 1° bloco 2° bloco 3° bloco 4° bloco
Kennebec 9,2 13,4 11,0 9,2
Huinkul 21,1 27,0 26,4 25,7
S. Rafaela 22,6 29,9 24,2 25,1
Buena Vista 15,4 11,9 10,1 12,3
B 25-20 E 12,7 18,0 18,2 17,1
B 1-52 20,0 21,1 20,0 28,0
B116-51 23,1 24,2 26,4 16,3
B 72-53 A 18,0 24,6 24,0 24,6

Fonte: Dados adaptados de Pimentel-Gomes (2009)

A Tabela 10 é uma adaptacdo da Tabela 3 e representa a analise de
variancia para os dados da Tabela 9, em termos geométricos, mostrando as
somas de quadrados para os tratamentos, os blocos e o residuo, bem como os
nimeros de graus de liberdade, dados pelas dimensdes associadas aos
tratamentos, blocos e residuo.

Utilizando a rotina desenvolvida no programa R, cujos comandos

encontram-se no Apéndice B, obteve-se os resultados encontrados na Tabela 10.
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das producdes obtidas das variedades de

bananinha
W, VA W,
Dimenséo 7 21 3
Soma de quadrados 919,72 179,46 50,53
Quadrado médio 131,39 8,55 16,84

Exemplo 4.2.3: Experimento Fatorial

Vamos considerar os dados de um experimento inteiramente

casualizado, no esquema fatorial 3x2, para testar os efeitos de 3 recipientes para

producdo de mudas e 2 espécies de eucaliptos, quanto ao desenvolvimento das

mudas.

Os recipientes e as espécies testadas foram:

R, = saco plastico pequeno

R, = saco plastico pequeno

R, = laminado

E, =Eucalyptus citriodora

E, =Eucalyptus grandis

As alturas médias das mudas, em cm, aos 80 dias de idade, sdo

apresentadas na tabela a seguir:
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Tabela 11 Dados relativos aos efeitos de 3 recipientes na producdo de mudas de

2 espécies de eucaliptos

TRATAMENTOS REPETIGOES
1 2 3 4
1 —RE, 26,2 26,0 25,0 254
2 —RE, 24,8 24,6 26,7 25,2
3 —R,E 25,7 26,3 25,1 26,4
4 —R,E, 19,6 21,1 19,0 18,6
5 —R,E, 22,8 19,4 18,8 19,2
6 —R,E, 19,8 21,4 22,8 21,3

Observagdo: os dados foram adaptados do trabalho: “Métodos de produgdo de mudas de

eucalipto”, realizado por Simoes (1970).

A Tabela 12 é uma adaptagdo da Tabela 4 e representa a analise de

variancia para os dados da Tabela 11, em termos geométricos, mostrando as

somas de quadrados para 0s tratamentos e o residuo, bem como os nimeros de

graus de liberdade, dados pelas dimens@es associadas aos tratamentos e residuo.

Utilizando a rotina desenvolvida no programa R, cujos comandos

encontram-se no Apéndice C, obteve-se os resultados encontrados na Tabela 12.
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Tabela 12 Andlise de variancia preliminar dos dados das mudas aos 80 dias

W; Vo

Dimensao 5 18
Soma de quadrados 175,70 23,09
Quadrado médio 35,14 1,28

Um dos intuitos deste trabalho é descrever em termos geométricos a
analise de variancia usual, por isso ndo serd descrito, formalmente, alguns
conceitos, aqui necessarios, da estatistica experimental.

Ao realizar o teste F, verifica-se que o teste é significativo em 1% de
probabilidade, indicando que os tratamentos apresentam efeitos diferentes sobre
as alturas das mudas. Com isso, deve-se proceder ao desdobramento dos 5 graus
de liberdade de tratamentos.

Utilizando a rotina desenvolvida no programa R, cujos comandos
encontram-se no Apéndice C, obteve-se os resultados encontrados na Tabela 12.

De acordo com esquema fatorial 3x2, a andlise de variancia com o
seguinte desdobramento é apresentada na tabela a seguir na Tabela 13, que é
uma adaptacdo da Tabela 4 e representa a Analise de Variancia, em termos
geométricos, mostrando as somas de quadrados para os tratamentos, o residuo,
os fatores, bem como os nimeros de graus de liberdade, dados pelas dimensdes

associadas aos tratamentos, ao residuo e aos fatores.
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WT VTL WF WG WF NG

Dimenséao 5 18 2 1 2
Soma de quadrados 175,70 23,09 92,86 19,08 63,76
Quadrado médio 35,14 1,28 46,43 19,08 31,88




69

5 CONCLUSAO

a) A abordagem geométrica dos delineamentos experimentais é didatica e
conceitualmente interessante;

b) A abordagem geométrica unifica a analise de variancia, uma vez que
esta depende inteiramente da decomposicdo do espaco vetorial
associado ao conjunto de plots em termos de subespacos relacionados a
tratamentos, blocos e fatores;

¢) A soma de quadrados vista como norma de projecfes de vetores é uma
maneira concisa e evita formulas desnecessariamente longas;

d) As estatisticas testes utilizadas na analise de variancia passam a ter um
significado didaticamente mais acessivel;

e) A linguagem geométrica se revelou uma forma eficiente para a

elaboracdo de uma rotina em R para andlise de variancia.
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APENDICE
A — Rotina do Exemplo 4.2.1
# rotina para delineamento inteiramente casualizado
# entradas: vetor de repeti¢Bes de cada tratamento
# rir2..rj..rt
# em que rj é o nimero de repeticdes do tratamento j

rt = read.table("rtPimentel62.txt")

t=dim(rt)[2]

dados = read.table("Pimentel62.txt",header=TRUE)

Y = dados$dad

n = length(Y)

if ((sum(rt)-n) '=0) cat("Seu vetor de dados tem tamanho incompativel","\n")

# o0 vetor VO e a projecdo de Y em VO
u0 = as.matrix(rep(1/sqrt(n),n)) # vetor unitario constante
Proj_VO0_Y =t((t(Y)%*%u0)[1,1]*u0) # A projecdo de Y em VO

# A matriz de vetores unitarios base para VT e a projecdo de Y em VT e
em WT
BVT = matrix(0,t,n)
cont=0
for (iin 1:t){

J=rt[1,i]

for (j in 1:J){

BVT([i,cont+j] = 1/sqrt(J)
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cont=cont +J

}
Proj_VT_Y = matrix(0,1,n)
for (i in 1:t){
Proj_VT_Y =Proj_VT_Y + (t(Y)%*%BVTI[i,])[1,1]*BVT]Ii,]
}

Proj WT_Y =Proj_VT_Y - Proj_VO0_Y
Res=Y -Proj VT_Y

# As somas de quadrados

Corr = Proj_VO0_Y %*% t(Proj_V0_Y)

SQ_Total = (Y-Proj_VO0_Y)%*%t(Y-Proj_VO0_Y)
SQ_Trat = Proj_WT_Y %*% t(Proj_WT_Y)
SQ_Res = Res%*%t(Res)

# As saidas:

Corr

SQ Trat

SQ_Res
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B — Rotina do Exemplo 4.2.2

# rotina para delineamento em blocos completos

# entradas: namero de tratamentos: t

# namero de blocos: b

# numero de parcelas por bloco: k

# vetor de dados organizado como

# Y=(Y11,Y12,..,Y1tY21,.,Y2t,....Yb1,.. Yht)
tbk = read.table("tbkPimentel 76.txt",header=TRUE)

t = tbk$t

b = thk$b

k = tbk$k

dados = read.table("Pimentel76.txt",header=TRUE)

Y = dados$dad

r = length(Y)/t # namero de repeticdes
n=t*r

if ((r-floor(r)) > 0) cat("Seu vetor de dados tem tamanho incompativel”,"\n")

# o0 vetor VO e a projecdo de Y em VO

u0 = as.matrix(rep(1/sqrt(r*t),r*t)) # vetor unitério constante

Proj_VO0_Y =t((t(Y)%*%u0)[1,1]*u0) # A projecdo de Y em VO

# A matriz de vetores unitarios base para VT e a projecdo de Y em VT e
emWT

BVT = matrix(0,t,n)
Proj_VT_Y = matrix(0,1,n)
for (iin 1:t){
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for (j in 1:b){
BVTIi,((j-1)*t+i)] = 1/sqrt(b)

}

Proj_VT_Y =Proj_VT_Y + (t(Y)%*%BVTIi,])[1,1]*BVTIi,]
¥
Proj WT_Y =Proj_VT_Y - Proj_VO0_Y
# A matriz de vetores unitérios base para VB e a projecdo de Y em VB e
em WB
BVB = matrix(0,b,n)
Proj_VB_Y = matrix(0,1,n)

for (iin 1:b){
for (j in 1:k){
BVBIi,((i-1)*k+j)] = 1/sqrt(k)
}

Proj_VB_Y =Proj_VB_Y + (1(Y)%*%BVBIi,])[1,1]*BVB]Ji,]
}
Proj WB_Y =Proj_VB_Y - Proj_V0_Y
Res =Y - Proj WB_Y - Proj WT_Y - Proj_V0_Y
# As somas de quadrados
SQ_Bloc = Proj_ WB_Y %*% t(Proj_WB_Y)
SQ_Trat = Proj WT_Y %*% t(Proj WT_Y)
SQ_Res = Res%*%t(Res)
SQ_Tot = (Y-Proj_VO0_Y)%*% t(Y-Proj_V0_Y)
# As saidas:
SQ _Bloc
SQ_Trat
SQ _Res
SQ Tot
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C — Rotina do Exemplo 4.2.3

# rotina para esquema FATORIAL (2 FATORES: Fe G)

# entradas: vetor (f g r) em que

# f - nimero de niveis do fator F

# g - numero de niveis do fator G

# r - nimero de repeticbes da cada combinagao
FG

# vetor de dados organizado como

# Y=(Y111,Y112,..,Y11g,Y121,...,Y112g,...., Y1f1,... Y1fg,

# Y211,Y212,...,Y219,Y221,...,Y222q,....,Y2f1,...,Y 2fg,
B ———————

# Yrll,Yrl2,...,Yrlg,Yr21,...,Yrl2g,....,Yrfl,...,Yrfg)

fgr = read.table("fgrBanzatto.txt",header=TRUE)
f = for$f

g = fgr$g

r = fgr$r

t=1f*g

dados = read.table("Banzatto.txt",header=TRUE)
Y = dados$dad

n = f*g*r

if ((n-length(Y)) !'=0) cat("Seu vetor de dados tem tamanho incompativel”,"\n")

# o0 vetor VO e a projecdo de Y em VO
u0 = as.matrix(rep(1/sqrt(n),n)) # vetor unitario constante
Proj_VO0_Y =t((t(Y)%*%u0)[1,1]*u0) # A projecdo de Y em VO
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# A matriz de vetores unitarios base para VT e a projecdo de Y em VT e
emWT

BVT = matrix(0,t,n)

Proj_VT_Y = matrix(0,1,n)

cont=0
for (iin 1:t){
for (j in L:r){
BVTIi,i+(j-1)*t]=1/sqrt(r)
}

Proj VT_Y =Proj_VT_Y + (t(Y)%*%BVTIi,])[1.1]*BVTIi,]
¥
Proj WT_Y =Proj_VT_Y - Proj_VO0_Y
Res=Y -Proj VT_Y

# As somas de quadrados para a primeira ANAVA
SQ_Trat = Proj WT_Y%*%t(Proj WT_Y)

SQ_Res = Res%*%t(Res)

SQ_Tot = (Y-Proj_VO0_Y)%*%t(Y-Proj_VO0_Y)

# As saidas:

SQ Trat

SQ_Res

SQ Tot

### A decomposicdo da soma de quadrados de tratamento
# A matriz de vetores unitarios base para VF e a projecdo de Y em VF e

em WF
BVF = matrix(0,f,n)
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cont=0
for (iin 1:f){
for (j in 1:g9){
BVFI[i,(cont+j)] = 1/sqrt(g*r)
}
cont =cont + g
¥
cont = f*g
for (kin 1:(r-1)){
BVF[1:f,(cont+1):(cont+f*g)] = BVF[1:f,1:(f*g)]
cont = cont + f*g

}
Proj_VF_Y = matrix(0,1,n)
for (iin 1:f){
Proj_VF_Y =Proj_VF_Y + (t(Y)%*%BVF[i,])[1,1]*BVF][i,]
}

Proj WF_Y =Proj VF_Y -Proj VO_Y

# A matriz de vetores unitarios base para VG e a projecao de Y em VG e
em WG
BVG = matrix(0,g,n)
cont=0
for (iin 1:g){

cont = cont+1

for (j in 1:f){

BVGIi,((j-1)*g + cont)] = 1/sqrt(f*r)



cont=t
for (kin 1:(r-1)){
BVGI1:g,(cont+1):(cont+t)] = BVG[1:g,1:t]

cont = cont +t

¥
Proj_VG_Y = matrix(0,1,n)
for (iin 1:g){
Proj_VG_Y =Proj_VG_Y + (t(Y)%*%BVGIi,])[1,1]*BVGIi,]
¥

Proj WG_Y =Proj_VG_Y -Proj_V0_Y

# A projecdo em F/G, o subespaco de VT ortogonal a WF e a WG
Proj_FG_Y =Proj_VT_Y - Proj_VO0_Y - Proj WF_Y -Proj WG_Y

# As somas de quadrados da decomposi¢édo

SQ_F = Proj WF_Y%*%t(Proj WF_Y)
SQ_G = Proj WG_Y%*%t(Proj WG_Y)
SQ_FG = Proj_FG_Y%*%t(Proj_FG_Y)

# As saidas:
SQ F

SQ G

SQ_FG

SQ_Trat

SQ _Res
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