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RESUMO

MILANI, Letícia Lima. Análise Bayesiana do modelo de intervenção com
erro ARMA. Lavras: UFLA, 2000. 143p. (Dissertação- Mestrado em
Estatísticae Experimentação Agropecuária).

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar um estudo
detalhado sobre a análise Bayesiana de um modelo de intervenção com erro
ARMA, em que a inferência sobre os parâmetros foi feita aplicando o
Amostrador de Gibbs. Para a análise Bayesiana do modelo de intervenção com
erro ARMA, foi usada a priori imprópria de Jeffreys. Também foi feita a análise
Bayesiana do modelo de intervenção com erro MA. Para a análise deste modelo
foi considerada uma priori própria e a priori imprópria de Jeffreys. Foram feitas
apHcações do método através de dois exemplos para os quais os dados foram
simulados; em ambos os casos foi adotado o modelo com duas intervenções, a
priori utilizada foi a priori imprópria de Jeffreys e foram consideradas duas
cadeias em paralelo. O primeiro exemplo referiu-se à análise do modelo de
intervenção com erro ARMA(2, 2), e o segundo ao modelo de intervenção com
erroMA(2). A inferência sobre os parâmetros foi obtida através do Amostrador
de Gibbs, considerando as distribuições marginais condicionais completas. Para
o primeiro exemplo, considerou-se a análise com 6000 iterações; já no segundo
exemplo, a análise foi feita com 10000 iterações. Para verificar a convergência,
foram utilizados o método detécnicas gráficas e o método proposto por Gelman

e Rubin (1992), baseado no rator R

Orientadora: Thelma Sáfadi - UFLA
Co-Orientador: Eduardo Bearzoti - UFLA



ABSTRACT

MILANI, L. L.Bayesian Analysis ofthe intervention modelwith ARMA
error. Lavras: UFLA, 2000; 143p. (Dissertation - masterin Statistical and
Agricultural Experimentation).

This work was designed to present a detailed study about the Bayesian
analysis of the time series intervention model with ARMA and MA error.
Inference about the parameters was done by applying Gibbs Sampler. For the
Bayesian analysis of the intervention model with ARMA error, Jeffreys'
improprer priori was used. Bayesian analysis ofthe intervention model with MA
error considering a proper priori and the improper priori of Jeffreys. Two
examples ofsimulated data were presented, with two interventions and Jeffreys'
improper priori. The first example was concemed with the analysis of the
intervention model with ARMA(2,2) error and the latter deah with the
intervention model with MA(2) error. The inference about the parameters was
accomplished through Gibbs Sampler, considering the complete conditional
marginal distributions. The former example required 6000 iterations and the
latter , the analysis was carried out with 10000 iterations. To verify the
convergence, the method of graphic techniques was utilized, as well as the
method of Gelman and Rubin(1992), which is basedonthe Rfactor.

Adviser: Thelma Sáfadi - UFLA
Co-Adviser: Eduardo Berazoti - UFLA



1 INTRODUÇÃO

Freqüentemente, na teoria de séries temporais, existe o interesse em

modelos tais que a série possa ter mudado de nível devido à ocorrência de um

dado evento em algum instante de tempo. Oobjetivo da anáhse de intervenção é

avaliar o impacto do evento ocorrido no comportamento da série.

A análise de séries temporais tem uma grande aplicação em diversas

áreas. A literatura em séries temporais é numerosa, sendo a maior parte delas

não Bayesiana.

A maioria dostrabalhos comum enfoque Bayesiano ocorrerau depois de

1970, apesar de Jeffreys (1939) ter sido o primeiro a estudar a teoria espectral.

Mas foi a partir de 1980 que as técnicas Bayesianas mostraram ser uma boa

alternativa para a metodologia de Box & Jenkins, tida como um padrão de

anáhse. Esta linha de pensamento foi iniciada por Monahan (1983), que usou

integração numérica para pôr em prática uma completa anáhse Bayesiana de

séries temporais, incluindo identificação, verificação, estimação e previsão.

Existem poucos trabalhos que dão um enfoque Bayesiano para a anáhse

de séries temporais com intervenção. Uma boa referência ao tratamento

Bayesiano deum modelo de intervenção é dada porDiaz (1988), segundo o qual

o procedimento de fazer uma análise de intervenção com enfoque Bayesiano é
aplicado a dois exemplos. O primeiro corresponde a uma série de médias
mensais do nível de 03 na atmosfera no centro da cidade de Los Angeles, esta

série já havia sido estudada, utilizando um enfoque clássico, por Tiao, Box;

Hamming (1975); e no segundo exemplo têm-se dados simulados. Diaz (1988)



não utilizou o Amostrador de Gibbs para fazer inferência sobre os parâmetros. O

interesse de Diaz (1988) era apenas estimaro parâmetro de intervenção.

Vários autores têm feito a análise de séries temporais com intervenção,

mas são poucos os trabalhos em que se aplica a análise Bayesiana.

Desta forma, estetrabalho tevepor objetivo fazer uma análise Bayesiana

do modelo de intervenção descrito por Diaz (1988), utilizando o Amostrador de

Gibbs na inferência sobre os parâmetros.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Análise Bayesiana

2.1.1 Considerações Iniciais

O problema fundamental da estatística é fazer inferência. Alguns dados

são observados e deseja-se fazer inferência sobre uma ou mais características

desconhecidas do sistema que teria dado origem a este dados.

A inferência Bayesiana trabalha na presença de observações y, cujos

valores inicialmente incertos são descritos através de uma distribuição de

probabilidade f(y 10). O parâmetro 6 é o que interessa ao pesquisador, e tem

um sentido exato dentro da questão em estudo. 0 pesquisador deve ter alguma

informação prévia sobre 6, e esta informação deve ser incorporadaà anáhse.

Para Gelman et ai. (1997), a inferência Bayesiana é o processo de ajustar

um modelo de probabilidade para um grupo de dados e resumir o resultado por

uma distribuição de probabilidade nos parâmetros do modelo e em quantidades

não observáveis como predição para novas observações.

A característica essencial dos métodos Bayesianos é o uso explícito de

probabilidades para quantificar as incertezas. Portanto, a inferência Bayesiana é

baseada no conceito de probabilidade subjetiva, que mede o grau de confiança

que alguém deposita no acontecimento de um determinado evento do espaço

amostrai. Se existe uma incerteza, a descrição desta incerteza deve ser feita

usando a probabilidade subjetiva. Então, o Bayesiano descreve toda quantidade



desconhecida através da probabilidade. Ao descrever uma incerteza usando a

probabilidade, deve-se ter o cuidadocom certas condições de coerência.

2.1.2 Inferência Bayesiana

Ao incorporar uma opinião sobre 6 à anáhse através de uma densidade

deprobabilidade P(0), o Bayesiano está denominando a densidade a priori. A

densidade a priori possui este nome por ser a distribuição de probabilidade de

0 antesque se observem os dados.

Adensidade conjunta de um grupo de observações yx,...,y„, examinada

como uma função do parâmetro, é denominada deJunção deverossimilhança e é

representada por L(yl7...,yn 10).

Se yl9...,yn denota uma amostra de distribuição com função de

verossimilhança L indexada por um parâmetro contínuo 0 , com densidade a

priori P{6), então a densidade a posteriori de 9 é dada pelo Teorema de

Bayes, ou seja

\L(Sn/Q)P(Q)dQ

cnd»Sm = {yi9y29...9ym).

Press (1989) enumerou as seguintes observações sobre o Teorema de

Bayes:



a) Desde que o denominador dependa somente de Sn (e nãode 9 ), o Teorema

de Bayes pode ser escrito como P(91 Sn) oc L(9/Sn)P(9), onde oc denota

proporcionalidade.

b) P(9) é chamada defunção de probabilidade a priori de 9 , desde que ela

seja determinada a priori, observando Sn no experimento atual, isto é, P(9) é

baseada em compreensão e experiência anteriores.

c) P(9/ Sn) é chamada deJunção de probabilidade a posteriori de 9 , dada a

observação atual.

d) Equação equivalente do Teorema de Bayes é dada por

POSTERIORI oc VEROSSIMILHANÇA * PRIORI.

Pode-se pensar no Teorema de Bayes como um mecanismo de

atualização da opinião do estatísticosobre 9 .

O Teorema de Bayes é um elemento essencial para a anáhse Bayesiana,

pois toda inferência é feita a partirda posteriori.

Por muitos anos, o uso de priori subjetiva gerou uma grande

controvérsia para a inferência estatística baseada no Teorema de Bayes. A

escolha da distribuição a priori é um problema pertinente na abordagem

Bayesiana. Existem dois tipos de priori, a priori informativa (ou própria) e a

priori não-informativa (ou imprópria). Quando o pesquisador tem alguma

informação prévia sobre o que está estudando, ele pode usar uma priori

informativa. De todos os aspectos da inferência Bayesiana, a priori informativa é

a mais difícil e a que traz maior controvérsia. Mas pode acontecer que em

determinado estudo o pesquisador tenha pouca ou nenhuma informação para se

incorporar à priori; quando isto acontece, a distribuição considerada é a não-

informativa. Existe igualmente controvérsia quanto à priori não-informativa,



pois muitas vezes esta priori faz com que se tenha uma distribuição a posteriori

imprópria. A priori não-informativa mais usada é a priori de Jeffreys.

Um outro elemento na inferência Bayesiana é a distribuição preditiva,

sendo usada quando se quer fazer uma inferência sobre uma observação futura,

yn+1, utilizando as observações passadas yx,...,yn. A distribuição preditiva é

baseada na distribuição a posteriori de yn+i, P(y„+l Iy^...,y„) e pode ser

obtida da posteriori de yn+l e 9 pela integração:

P(y»« isn) =\p(y^,eisn)de=\p(ymlie,s„)P(eis„)d9

onde Sn é o vetor das observações passadas e o primeiro termo da integral é a

densidade condicional de yn+l, dadas as observações anteriores e 9, e o

segundo termo é a densidade a posteriori de 9.

Broemeling(1985) apresentou um diagrama, para ilustrar a técnica usada

na inferência estatística, que está apresentado na Figura 1.
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FIGURA 1 - Técnicas da Inferência Bayesiana, apresentada por Broemeling
(1985)



Os componentes de inferência estatística consistem da informação a

priori, dos dados amostrais, do cálculo da densidade a posteriori dos parâmetros,

e por vezes do cálculo da distribuição predítiva de observações futuras. A

informação a priori é expressa pela densidade de probabilidade P{9). A

informação nos dados y1?...,y„, onde yl9...9yn é uma amostra aleatória de uma

população com densidade /, está contida na função de verossimilhança

L(yí9...,ynf 9) ,que é a densidade conjunta dos dados amostrais; então a

função de verossimilhança é combinada com a densidade a priori de 9, pelo

Teorema de Bayes, sendo a densidade a posteriori de 9 encontrada.

Broemeling (1985) afirma que a base da inferência Bayesiana, é a

distribuição a posteriori de 6, pois qualquer conclusão é feita a partir desta

distribuição.

A diferença formal entre a inferência Bayesiana e a frequentista

(clássica) é que, para a inferência Bayesiana os parâmetros 9 são variáveis

aleatórias possuindo, então, uma distribuição de probabilidade. E para a

inferência frequentista, os parâmetros são valores fixos, não sendo possível

atribuir a eles uma distribuição de probabilidade.

0'Hagan (1994) comenta o porquê de usar a inferência Bayesiana ao

invés da inferência clássica. Ele diz que, em termos gerais, alguns dos

argumentos a favor do enfoque Bayesiano são os de que a análise Bayesiana é

fundamentalmente completa, muito flexível, produz conclusões claras e diretas e

faz uso detoda informação disponível. Em contraste, o enfoque clássico ignora a

informação a priori.

Press (1989) apresentou um resumo das vantagens da inferência

Bayesiana:

a) Pode-se levar em conta o conhecimento prévio explicitamente.



b) Obtêm-se, freqüentemente, intervalos de credibilidade de menor

comprimento usando uma distribuição a priori própria.

c) Obtêm-se, freqüentemente, estimadores com menor variância ou menor erro

quadrático médio (em relação à inferência clássica) usando prioris próprias

para incorporar conhecimento anterior.

d) Freqüentemente, têm-se previsões mais acuradas utilizando a priori própria.

e) Estimadores Bayesianos são sempre admissíveis pelo uso de priori próprias.

f) Pode-se aplicar métodos Bayesianos, em situações em que o conhecimento

anterior não é utilizado, usando a priori imprópria. E neste caso,

freqüentemente chega-seàs mesmasconclusões que a inferência clássica.

g) Pode-se testar hipóteses sem predeterminar o resultado do teste de acordo

com a seleção do tamanho de amostra,não sendo necessário pre-especificar

um nível de significância.

Na literatura, podem ser encontrado alguns exemplos em que a anáhse

Bayesiana foi aplicada, assim como Broemeling e Shaarawy (1988); Pole, West

e Harrison (1984); Sáradi (1997) e Zellner (1971).

2.13 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs é uma técnica para gerarvariáveis aleatórias de

uma distribuição (marginal) sem que se conheça a sua densidade. Embora a

maior parte das aplicações do Amostrador de Gibbs tenha sido em modelos

Bayesianos, ele também é extremamente útil para se amostrar a função de

verossimilhança nos métodos frequentistas.

O Amostrador de Gibbs teve uma onda inicial de popularidade com o

trabalho de Geman e Geman (1984), que estudaram modelos de processamento

de imagens. Porém, a origem do método pode ser descrita por Metropolis et ai.

(1953) e, posteriormente, um novo desenvolvimento de Hastings (1970). Mais



recentemente, Gelíand e Smith (1990) geraram um novo interesse na aplicação

dométodo por seu revelador potencial emuma ampla variedade deproblemas da

estatística convencional.

Usando técnicas como o Amostrador de Gibbs, cálculos difíceis e

complicados podem serevitados substituindo-os poruma seqüência de cálculos

fáceis.

Em modelos complicados, raramente se consegue obter amostras

diretamente das distribuições a posteriori. A idéiado método de Monte Cario via

Cadeia de Markov é simular um passeio aleatório no espaço do parâmetro 0, o

qual converge para uma distribuição estacionaria, que é a distribuição a

posteriori P(9/Sn) onde Sné o vetor deobservações.

O Amostrador de Gibbs é um particular algoritmo de Monte Cario via

Cadeia de Markov, tem sido extremamente útil na resolução de problemas

multidimensionais e é definido em termos de subvetores de 9.

Pode-se pensar no Amostrador de Gibbs como uma implementação

prática do fato de que o conhecimento das distribuições condicionais completas

é suficiente para determinar a distribuição conjunta (se ela existir).

O Amostrador de Gibbs, então, fornece uma forma alternativa de

obtenção baseada em sucessivas gerações das distribuições condicionais

completas.

Seja o vetor de parâmetros 9 dividido em k subvetores,

(0,, 92,..., 9k y, e que as distribuições condicionais de cada parâmetro 9i, dado

todos os outros, sejam conhecidas. Essas distribuições são denotadas por

fM<02,-A,s„), fz(%'8,A,-,ot,sn), .-, /t(0t/3,...,éUS„)>
onde Sn denota o vetor de n observações consecutivas observadas em igual

espaço de intervalo de tempo; estas distribuições são denominadas distribuições

condicionais completas.

10



McCulloch e Tsay (1994) foram os primeiros a utilizarem o Amostrador

de Gibbs em séries temporais e eles descreveram o algoritmo do Amostrador de

Gibbs da seguinte forma:

(i) dados os valores iniciais 9o = (6{í0), #í0),..., ^(0))' para os parâmetros

(ii) gerando M+ N grupos de números aleatórios retira-se rterativamente

^'de/1(^/C^0),...I6Í0,,5„),

^"de/^/éf",^,...,^,^),

obtendo-se na primeira iteração 91 =(éf1*,..., 0A(1))'.

(iii) descartando as primeiras M realizações no passo (ii), as N restantes

realizações são utilizadas para formar uma amostra aleatória

{(0,(,),..., 9l%) )fí]f+l} eestima-se aposteriori usando esta amostra aleatória.

Geman e Geman (1984) mostraram que a distribuição conjunta desta

amostra aleatória converge exponencialmente para a distribuição a posteriori

conjunta de 9.

Um problema encontrado é a escolha apropriada dos valores de Me

N. Uma solução geral para a escolha de N é monitorar a convergência da

seqüência de Gibbs sob algum aspecto. Cowles e Carlin (1996) apresentam um

estudo comparativo entre vários métodos para monitoração da convergência,

11



alguns com uma única cadeia, outros com cadeias múltiplas; e a monitoração é

feita commétodos gráficos, quantitativos ou qualitativos.

Para a monitoração da convergência, serão ilustrados dois critérios

simples.

2.1.3.1 Monitoração Informal da Convergência

Uma das propostas iniciais de verificação informal de convergência foi

feita por Gelfand e Smith (1990), sugerindo técnicas gráficas para a verificação

da convergência.

Após um número suficientemente grande N de iterações em n cadeias

paralelas, forma-se uma amostra de 9 e pode-se construir um histograma de

qualquer uma de suas componentes. O mesmo processo pode ser repetido após

N + k iterações. Se não houver diferença perceptível a olho nuentre os gráficos

obtidos após N e N + k iterações, então conclui-se pela convergência das

cadeias. Ovalor de k não pode ser muito pequeno, pois a correlação inerente à

cadeia de Markov estará exercendo sua influência e não se poderá dizer que a

similaridade é devida à convergência ou à correlação do processo. Valores de k

muito grande não são necessários, pois se há suspeita de convergência após N

iterações não há necessidade de ir muito além na cadeia apenas para uma

verificação. Valores de k entre 10e 50sãoapropriados.

Pela verificação gráfica, é possível observar a trajetória de uma única

cadeia ao longo das iterações. Se o gráfico após um período inicial apresenta

repetidamente o mesmo comportamento qualitativo e quantitativo, então pode se

concluir pela convergência da cadeia.

Atécnica de monitoração grafica deve serusada com muita cautela, pois

astécnicas graficas podem ser ilusórias, indicando uma constância que nãopode

12



ser tão evidente sob outra escala. Além disso, muitas cadeias podem exibir um

comportamento similar ao de convergência, sem que a convergência tenha sido

atingida.

2.1.3.2 Verificação Formal de Convergência

Os métodos de verificação de convergência são baseados em

propriedades estatísticas das cadeias de Markov consideradas.

Uma forma simples de verificar a convergência é proposta por Gelman e

Rubin (1992), a qual consiste na utilização de várias cadeias em paralelo,

começando de valores iniciais distintos. Para cada parâmetro (escalar) de

interesse, compara-se a variabilidade dentro e entre as cadeias amostradas, sendo

cada um desses parâmetros denotado por 9; e uma vez que a estacionariedade

tenha sido atingida, por exemplo, na i-ésima iteração, consideram-se as

realizações 0Jt 9j+k9 ...99J+Nh, j>i como uma amostra aleatória da

distribuição desejada.

A convergência é monitorada através do fator R, introduzido por

Gelman e Rubin (1992). Deve-setomar n > 2 cadeias de comprimento N. No

caso de multimodalidade, é recomendável pelo menos uma cadeia a partir de

cada moda. Calcula-se a variabilidade média dentro das cadeias, W 9e a média

B das N variâncias entre as cadeias,

W=~±s%

N JU - -
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— 1 N 1 N _
onde 9 =—T9 e s2 =—^—Y (9. - 9 )2

Sob convergência, todo os nN valores são gerados da posteriori e a

variância da distribuição pode serestimada de forma não-viciada por

N N

Definindo
p- lò2 df

V-K =J , onde df é o grau de liberdade. Se o
\Wdf-2 J B

valor de V-R for grande, será necessário considerar mais iterações para obter

uma melhor estimativa dos parâmetros. Quando vR « 1, a convergência ocorre

e a amostra selecionadadas iteraçõesé i.i.d..

Gamerman (1996) comenta que apesar dos resultados teóricos

garantirem a convergência do Amostrador de Gibbs, sua utilização na prática

pode ser bastante comphcada pela complexidade dos modelos utilizados. Essa

complexidade raz com que a convergência do Amostrador de Gibbs seja de

difícil caracterização.

A lentidão na convergência pode estar relacionada com a alta correlação

entre as componentes de 9.
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2.2 Séries Temporais

2.2.1 Considerações Iniciais

A partir da possibilidade de se medir o tempo, foi possível estabelecer

algumas relações entre a passagem do tempo e a ocorrência de determinados

fenômenos. Desta forma, define-se que uma série temporal é um conjunto de

observações ordenadas em intervalos de tempo equidistantes, e que apresentam

uma dependência serial entre elas; entretanto, a variável tempo pode ser

substituída por qualqueroutra variável como espaço, profundidade, etc. Existem

séries temporais discretas e contínuas. Quantidades anuais de chuva de uma

determinada cidade e valores diários do preço das ações de uma empresa são

exemplos de séries temporais discretas. As sériestemporais contínuas podem ser

o registro de um eletrocardiograma de uma pessoa, alturas de marés no porto de

Santos, obtidas através de um marégrafo.

Na anáhse de séries temporais, usam-se, basicamente, dois enfoques,

sendo que em ambos o objetivo é construir modelos para as séries. O primeiro

enfoque é utilizado quando a análise é feita no domínio do tempo e os modelos

propostos são modelosparamétricos. Já no segundo enfoque, a análise é feita no

domínioda freqüência e os modelospropostos são os modelosnão-paramétricos.

Neste trabalho, foi considerado o primeiro enfoque. Uma classe bastante geral

de modelos no domíniode tempo é a dos modelos denominados autorregressivos

- integrado - médias móveis, conhecido por ARIMA, apresentados por Box e

Jenkins (1976).

Um aspecto importante é que os modelos não-paramétricos, como os

espectrais, não permitem fazer previsões para a série, ao contrário dos modelos

paramétricos, como o ARIMA.
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O objetivo da anáhse de séries temporais é construir modelos para a

série, com propósitos determinados. No estudo da série, pode-se estar

interessado em descrever apenas o comportamento da série, investigar o

mecanismo gerador da série temporal, procurar periodicidades relevantes nos

dados e fazer previsões de valores futuros da série.

Os modelos construídos para a série devem ser simples e o número de

parâmetros envolvidos deve ser o menor possível.

Um modelo é uma descrição probabilística de uma série temporal e cabe

ao usuário decidir como utilizar este modelo, tendo em vista seus objetivos.

O estudo das séries temporais se apoia unicamente no comportamento

passado e presente de um conjunto de observações de um fenômeno. Segundo

Gonçalves (1983), nos modelos de sériestemporais, deixa-se que os dados ralem

por si próprios.

Uma definição importante é a de processo estacionário. Uma série

temporal é estacionaria se ela se desenvolve no tempo aleatoriamente ao redor

de uma média constante, refletindo alguma forma de equilíbrio estável. Mas a

maior parte das séries apresentam alguma forma de não estacionariedade. Sendo

assim, algumas séries apresentam, em geral, tendências. Podemos também ter

uma forma de não estacionariedade explosiva, em que a variância não é

constante.

2.2.2 Modelos de Decomposição

Segundo Morettin e Toloi (1987), um modelo clássico de séries

temporais supõe que a série temporal Z,,...,Zn pode serescrita como a soma de

três componentes: umatendência Tt, uma componente sazonal St e um termo

aleatório a.:
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Zt = Tt+St+at9 t = l9...,N

O modelo acima é dito aditivo, e é adequado, por exemplo, quando St

não depende das outras componentes, como Tt. Se as amplitudes sazonais

variam com atendência, um modelo mais adequado é o multiplicativo,

Z=T,S,a,

É claro que o modelo multiplicativo pode ser transformado em um

modelo aditivo, tomando-se o logaritmo.

A componente tendência pode ser encarada como um aumento ou uma

diminuição gradual das observações ao longo deum período.

A componente sazonal aparece quando as observações são intra-anuais,

isto é, registradas mensalmente, trimestralmente oudiariamente, por exemplo.

Removendo-se as componentes Tt e St, o que sobra é a componente

aleatória, residual ou irregular, at. A suposição usual é que at seja uma série

puramente aleatória ou ruído branco (RB), com média zero e variância

constante.

A análise das séries temporais pode, pois, ser encarada simplesmente

como umatentativapara decompor uma série temporalnessas componentes.

2.2.3 Modelos de Box & Jenkins

Na anáhse de modelos paramétricos, o método de Box & Jenkins tem

recebido muita atenção na última década. Tal método consiste em ajustar
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modelosautorregressivos - integrado - médias móveis, ARIMA(p9d9q), a um

conjunto de dados.

Pino (1980) diz que os modelos de Box & Jenkins se caracterizam por

dois aspectos fundamentais. O primeiro está ligado ao fato de que os modelos

devem conter o menor número possível de parâmetros a serem estimados e o

segundo está hgado ao rato de que o modelo é construído a partir dos próprios

dados, ao invés de se considerar um modelo potencialmente apropriado e testar

seu ajustamento.

2.23.1 Modelo Autorregressivos - Integrado - Médias Móveis {ARIMA)

Na prática, a maioria das séries temporais apresentam algum tipo de

não-estacionariedade.

Como a maioria dos procedimentos de análise estatística de séries

temporais supõe que estas sejam estacionanas, será necessário transformar os

dados originais se estes não forem uma série estacionaria. A transformação mais

comum consiste em tomar diferenças sucessivas da série original até se obter

uma série estacionaria. Morettm e Toloi (1987) definem que a primeira diferença

de Z, é dada por

de modogeral, a d-ésima diferença de Zt é

AdZt =A[À*-1Z,].
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Uma série pode apresentar várias formas de não-estacionariedade.

Contudo, serão considerados modelos que são apropriados para representar

séries cujo comportamento é não explosivo, em particular séries que apresentam

alguma homogeneidade em seucomportamento não-estacionário.

Se Wt = AdZt é estacionaria, pode-se representar Wt por um modelo

ARMA(p9q) ou seja

KB)Wt = 9{B)at

Se Wt é uma diferença de Z,, então Z, é uma integral de Wt, por isso

pode-se dizer que Z, segue um modelo autorregressivo - integrado - médias

móveis, ou modelo ARIMA(p9d9q):

#m-B)éz,=0(0)11,

onde

<j>(B)=l-<f>lB-...-</>pBp, (D

9(B) = l + 9lB+...+9qBq. (2)

O modelo acima supõe que a d-èsima diferença da série Zt pode ser

representada porum modelo ARMA, estacionário e invertível.
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Morettin e Toloi (1987) dizem que, na maioria dos casos, d = 1 ou

d = 2 fazem com que a série não-estacionária se transforme numa série

estacionaria.

A série pode ser não-estacionária quanto ao nível ou ser não estacionaria

quanto à inclinação.

Existem casos particulares dos modelos ARIMA(p9d9q). O primeiro

deles é quando d = 0, neste caso tem-se o modelo autorregressivo —média

móvel, ARMA(j?9q). O segundo casoé quando d = 0 e q = 0, e entãotem-se

o modelo autorregressivo, AR(p) E o últimocaso é quando rf = 0e/? = 0,e

tem-se o modelo médiamóveis, MA(q).

2.2.3.2 Modelos Autorregressivos - Médias Móveis (ARMA)

O modeloautorregressivo-médias móveis, ARMA(p9q), é dadopor

Zt = faZt-x +• ••+tpZt-P +at~ &iat-i -• • -eqai-q

ou

<KB)Z,=6{B)a„

onde <p(B) e 9(B) são polinômios em B de ordem p e q, respectivamente.

O modelo ARMA é invertível se as raízes de 9(B) = 0 estiveremfora

do círculo unitário e é estacionário se as raízes de (j>(B) = 0 estiverem fora do

círculo unitário.
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2.3 Modelos de Intervenção

2.3.1 Considerações Iniciais

Freqüentemente, há interesse na anáhse de séries temporais quando o

modelo que gerou a série pode ter mudado de nível devido à ocorrência de um

dado evento E em algum instante de tempo t. O objetivo da análise de

intervenção é avaliar o impacto do evento E no comportamento da série. A

anáhse de intervenção tem uma grandeutilidade em várias áreas, tais comomeio

ambiente, economia, ciências sociais e políticas, sociologia, história e várias

outras áreas.

Serão descritos os modelos de função de transferência, que são a base

dos modelos de intervenção, e as formas pelas quais uma intervenção pode

afetar uma série temporal.

2.3.2 Modelos de Função de Transferência

Segundo Pino (1980), os modelos de função de transferência são a base

dos modelos de intervenção.

O modelo de função de transferência considera a série temporal zt como

sendogerada a partir de outra sérietemporal xt através de um filtro linear, como

esquematizado abaixo:

k-

v(B)
ztX: Fütro Linear fe

série de entrada
w

série de saída
w
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Então, a série de saída zt pode ser escrita como uma soma ponderada de

observações préviasda série de entrada xt:

Zt = vo*f+Vi*r-l+V2*r-2+-

utilizando o operador retroativo B, tal que Bxt =xt_l. Pode-se escrever a

equação acima na forma

zt=(v0+vlB +v2B2+...)xt,

ou ainda

z, = v(B)x,

A relação acima diz-se um filtro linear ou modelo de função de

transferência linear e v(B) é a função de transferência. Os pesos v0,v1,v2,...

são chamados de função de resposta de impulso do sistema.

O sistema diz-se estável se v(B) converge para \B\ < 1. Isto implica

que mudanças finitas na entrada xt possuem mudanças finitas na saída zt.

O modelo de função de transferência pode conter, também, um ruído.

Então, o modelo é dado por

zt=v(B)xt+Nt. (3)

Otermo Nt nãoé necessariamente um ruído branco; o casomais usual é

aquele em que Nt segue um modelo ARIMA(p9d,q).
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Morettin e Toloi (1989) dizem que o modelo (3) não é parcimomoso, no

sentido de haver necessidade de estimar muitos pesos v,. Mas, se v(B) for uma

função racional, podeser escrita como

onde

(ú(B)Bb
v(B) =

S(B)

ú)(B) =ú)0-ú)lB-ú)2B2-...-ú)sBs

Ô(B) =\-SxB- S2B2 -.. .-ôrBr

sãopolinômios de graus ser, respectivamente.

Às vezes, o efeito de uma mudança na série de entrada não se manifesta

imediatamente sobre a série de saída, mas após b instantesde tempo:

zt=v(B)xt_b+Nt

S(B)zt=co(B)xt_b+Ní (4)

Comparando (3) e (4), obtêm-se

v(B)ô(B) = co(B)Bb,
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ou seja

(v0+v,B +v2B2+...)(l-âlB-...-ÔrBr) = (ú)0~...-a)sBs)Bb.

Ocomportamento da função resposta de impulso, vj9 édado por

a) vo = vi =•••= vb-\ ~ 0, isto é, os b valores iniciais iguaisa zero;

b) vb>vb+\y-?vb+s-r sempadrão fixo, isto só ocorrese s > r.

c) Vj:9 j > b+ s - r +1, que seguem o padrão dado pela equação de diferenças,

S(B)vj=0.

Estas informações são fundamentais para o procedimento de

identificação do modelo de função de transferência.

233 Modelos de Intervenção

Seja uma série temporal para a qual identificou-se e estimou-se um

modelo ARIMA. Num dado instante ocorre um evento independente do

fenômeno que originou a série temporal, mas cujos efeitos podem se manifestar

sobre a série. Um exemplo dado por Pino (1980)exemplifica um evento externo,

cujo efeito deve ser incorporado ao modelo. Seja uma série de produção anual de

determinado produto agrícola, para a qual se dispõe de um modelo adequado

para fazer previsões. Num dado instante ou intervalo de tempo, a ocorrência de

alterações climáticas como geada, seca ou enchente podem afetar, temporária ou

permanentemente, essa produção agrícola e, consequentemente, o modelo

utilizado para representar esta série. Esse evento externo recebe o nome de

intervenção.
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O termo intervenção foi introduzido por Glass (1972), baseado em Box e

Tiao (1965).

Seja uma série temporal Zr. Define-se uma intervenção / como sendo

um evento E, ao qual se associa uma variável aleatória x, cuja ocorrência num

dado instante ou intervalo de tempo T pode estar hgada a mudanças na série

2,.

O modelo de intervenção é equivalente a um modelo de função de

transferência em que a série de entrada é binaria.

Pack (1977) citado em Pino (1980), traça um paralelo entre o

desenvolvimento da construção de modelos para séries temporais e a análise de

regressão. Assim: a) modelos de função de transferência de entrada simples

podemsercomparados a modelos de regressão simples; b) modelosde função de

transferência de entrada múltipla são comparáveis a modelos de regressão

múltipla; e c) modelos de intervenção representam a introdução de séries

indicadoras (ou binárias,ou "dummy") como séries de entrada.

Usualmente, as séries indicadoras de intervenção podem ser

representadas por doistipos de variáveis binárias:

a) Função Degrau ("step function")

b) Função Impulso

x = siT) =

x =IiT)=< '
'•' ''' \U=T
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No caso da função degrau, o efeito da intervenção é permanente após o

instante T, ao passoque para a função impulso,o efeito é temporário.

O efeito da intervenção é mudar o nível da série, ou então a inclinação.

Mas existem três fontes de ruído que podem obscurecero efeito da intervenção:

tendência, sazonalidade e erro aleatório.

233.1 Efeitos da Intervenção

Há muitas formas pelas quais uma intervenção pode afetar uma série

temporal. As alterações mais comuns são as mudanças no nível da série e as

mudanças na direção ou inclinação da série.

A mudança pode ser abrupta (ou imediata) ou, então, só ocorrer depois

de algum tempo de iniciada a intervenção. Pode, ainda, ser temporária ou

permanente; pode tomar a série mais estável ou aumentar sua variabihdade. A

série também pode ser afetada de várias maneiras simultaneamente. A Figura 2,

que foi adaptada de Glass, Willson e Gottman (1975), esquematiza os tipos mais

comuns de efeitos de uma intervenção sobreuma sérietemporal.
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DURAÇÃO
Permanente Temporária

Gradual /~v
T

(a)

T

(b)

Abrupta

T

(0

T

(d)

FIGURA 2 - Efeitos de intervenção

Para cada efeito de intervenção, tem-se uma forma apropriada para a

função de transferência Vj(B). Por simplicidade, será considerado o caso de uma

única função de transferência

Zf =v(B)xt+Nt

&(B)
com v{B) =

8{B)

A Figura 3 mostra algumas formas de v(B).
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v{B)

CO.

CO,

\-ÕB

co.

\-B

JO,t<T
*'~|l, t> T

CO.

(a)

(c)

xt =
09t * T

\,t = T

co.

(b)

(d)

FIGURA 3 - Estruturas da função de transferência.

Para os casos da Figura 3, seja yt - v(B)xt. Cada caso é comentado a

seguir, conforme Glass, Wilson e Gottman (1975),

a) Aqui, yt =
r09t<T
a0,t>T
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obtêm-se a situação (c) da Figura 2, istoé, um efeitopermanente, após um início

abrupto de mudança de nível.

\09t*T
b) Nestecaso, yt=\ , «,

\a>09t = T

de modo que setem uma mudança donível da série apenas no instante T.

c) Se v(B) = —, Z, = SZt_} +coQXt + Nt tem-se que
\ —ÔB

yt =

Q9t<T

<D0fjôi9t =T+k,k =09\929...:

CD0
de modo que yt —> , quando t-x», e tem-se uma manifestação gradual da

1 —S

co.

intervenção, com duração permanente, até atingir a assíntota -——. Êo caso (a)

da Figura 2.

d) Aqui

\09t<T
y' \ôka)09t =T+k,k =0,1,2...
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ou seja, a série muda abruptamente de nível, sendo co0 o valor da mudança, e

depois decai exponencialmente para zero. Éocaso (d) da Figura 2.

e) Aqui, ô = 1, e após a intervenção o modelo, toma-se não estacionário. Aqui,

yt=Zt_,+G)QXt e

yt \(k +l)a)09t=T+k9k =09ia,3,...

Esta situação, não explicada na Figura 2, corresponde a uma mudança de

direção da série, apresentando uma tendência determinística a partir do instante

T.

0,t<T
í) Neste caso, yt = <

[ú)09t>T

e tem-se novamente a situação (c) da Figura 2.

23.4 Alguns Exemplos de Intervenção

As primeiras propostas de se fazer uma anáhse de intervenção parecem

ter sido feitas nas áreas de ciências sociais, com Campbell (1963) e Campbell e

Stanley (1966).

Tiao, Box e Hamming (1975) utilizaram a anáhse de intervenção para

estudar ciados de poluição em Los Angeles no período de janeiro de 1955 a
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dezembro de 1972. Os dados referiam-se a medições horárias de poluentes

primários e de poluentes secundários, emdiversos locais. Em 1960, houve uma

possível mudança no nível de ozônio devido à abertura de Golden State

Freeway, que pode ter afetado o tráfego no centro da cidade, e à introdução de

regulamento reduzindo a proporção de hidrocarbonetos reativos na gasolina

vendida em Los Angeles.

Ledoher et ai. citados por Pino(1980) utilizaram a anáhse de intervenção

para estudar dados de poluição atmosférica em New Jersey no período de

Janeiro de 1971 a junho de 1977 e verificaram o efeito de vários eventos, tais

como leis regulando a emissão de CO, crise de energia em 1973, e outros.

Saboia (1976) utilizou a anáhse de intervenção para estudar o efeito da

queda nopadrão de vida sobre o índice de mortahdade infantil no município de

São Paulo, e teve por objetivo verificar a influência do poder aquisitivo das

famílias sobre esta série.

Pino e Moretinn (1981) aplicaram a anáhse de intervenção para avaliar o

impacto de variações climáticas e medidas de política agrícola sobre séries de

produção de caféno Brasil.

Bhattacharyya e Layton (1979) analisaram o efeito da introdução de

legislação sobre o uso de cinto de segurança em automóveis, no estado de

Queensland (Austrália), sobre onúmero de mortes por acidentes rodoviários.

2.4 Descrição do Modelo de Intervenção

2.4.1 AnáliseBayesiana do Modelo de Intervençãocom Erro ARMA(p, q)

A seguir, será descrito o modelo de intervenção dado por Diaz (1988)

com erro autorregressivo-média móveis de ordem p e q, denotado

porARMA(p9q), dado por
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yt = Xt*p + Nt, t = \,2,...9n (5)

onde os erros são correlacionados e foram tratados como uma série temporal e

ajustado um modelo ARMA(p9q), dado por

sendo

*,'=[#,,, 4,a - #,„] (7)

uma matriz de variáveis binárias, onde cadaelemento é um vetor, e

P'=[fi> £ ... Bm] (8)

é um vetor de parâmetros da intervenção onde m é o número de intervenções,

t = l92,...9n, <fi(B) e 9(B) são operadores em B, descrito por (1) e (2),

respectivamente.

Oresíduo at é uma seqüência de variáveis aleatórias i.i.d.~ N(09r~l)

onde r é aprecisão e t-1 =cr2 é avariância, e os resíduos no instante t podem

serdados emtermos das observações yl9y2,...9yt pela equação (9)

a, =^B)y, -£ Bfia, -^B)X,<B (9)
1= 1
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Análise a Posteriori com Priori Imprópria de Jeffreys

Para o modelo (5), têm-se os parâmetros </>'= ($,^,...,^p),

0'= (9l9929...,9q)9 /?'= (A>fii>->PJ e r, que éaprecisão do resíduo at.

Uma opção de priori é a de Jeffreys

py9e9fi9T)*:T~l. (io)

Sendo at uma seqüência de variáveis aleatórias i.i.d.~ i^(0,z*_1), a

função de verossimilhança condicionada nas p primeiras observações e

assumindo os p primeiros resíduos iguais a zero, onde p éo máximo da ordem

do modelo autorregressivo - médias móveis, é dada por

W9e9p9risn) xT2'«p|-§ 2>? <n>

onde f = (*,*,...,*,), 0'= tf,4,...,0f), /?'= <AA,~,PJ.

5» = ÍVi,-^} ««,, r = /? + l,...,«,sãodadosem(9).

Sendo a relação (9) não linear, tem-se que a função de verossimilhança

também não é linear, podendo ser feita aproximadamente linear se forem usados

os resíduos estimados ât. Assumindo a0 = a_x =...= a_p = 0 no modelo (9),

calcula-se recursivamente os resíduos por

â, =fcB)y, -2»á, -hB)X,<p
j=l
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*£

onde <j>,9 e p são os estimadores de mínimos quadrados de <f>99e p,

respectivamente, obtidos minimizando a soma de quadradosdo resíduo

sv,o,fi) = 2>,2.
t=p+\

em relação a <j>99 e p, usando um algoritmo de regressão não-linear (Harvey,

1993)

A função de verossimilhança aproximada é dada por

Ktffi.ttS.ycx"*' exp|-I 2(Z-í/'P)'(Z-i7'p), (12)

onde os componentesdo vetor Z e as linhas da matrizU sãodadas por

Z,=y,-y'*-a?6 (13)

Ut'=XH-fXp (14)

em que

/= yt-\ yt-i - yt-!

a'= at_x at_2 ... at_q

X%H-\Çt,\ íí,2 •• ír.mj
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h í-1,1 Ç í-1,2

h r-2,1 S í-2,2

£f-l,B

£f-2,*

Ç í-/»,l 5/-;>,2 •" Çt-p,m_

A distribuição a posteriori para os parâmetros é obtida através do

Teorema de Bayes e é dada pelo Teorema 1.

Teorema 1: Se a priori (10) é combinada com a função de

verossimilhança (12), obtém-sea distribuição a posteriori

n-p
-1PU,0,fi,T IS.) « r 2" exp - - £(Z - t/'/?)'(Z - t/'/?) f (15)

I 2/=/)+1

2.4.2Análise Bayesianado Modelo de Intervenção com Erro MA(q)

O modelo de intervenção com erro média móveis de ordem q, denotado

VoiMA(q), é dado por

yt = Xt'P + Nn t = l929...,n (16)

onde os erros são correlacionados e podem ser tratados como uma série

temporal, de maneira que:

Nt = 9(B)at, / = l,2,...,w (17)
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sendo X* uma matriz de variáveis binárias, onde cada elemento é um vetor,

definido em (7) ,e /?' é um vetor de parâmetros da intervenção, definido em (8),

t = 1,2,...,ti , 9(B) é um operadoremB, definidopor (2).

0 resíduo at é uma seqüência de variáveis aleatórias i.i.d.~ N{0,r~l)

onde t éaprecisão e r"1 = <j2 , e os resíduos no instante tpodem serdados em

termos das observações yl9y2,...,yt pela equação

at=yt-X;p-Yd9fiat (18)

Análise a Posteriori com Priori Própria

Para o modelo (16), têm-se os parâmetros #'= (9l9929...99q)

/?'= (p]9p29...,Pm) e r, que é a precisão do resíduo at.

Pode-se adotar umaprioriprópria P(P999r), dada por

P9fi,x) = />(p\e/T)P(T) (i9)

sendo

i>(P,e/x) = P(p/e,T)P(e/x)

em que

P(p7e,T)~Afoma/(P0(e), (x/3,)"').
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P($lx)~Normal®i9(tP2)-x) e

P(r) ~ Gama(a9k),

onde os hiperparâmetros P0(9), 90, a, k e as matrizes de precisão Px e P2

são conhecidos.

A priori (19) pode ser escrita como

(m+g+2a) 1 f

P(P,0,T)cx:x * caq>j-J[(p-p0(e)),pIcp-Po(e))+
1 (20)

+(e-e0)'P2(e-e0)+2*] i

Dada uma amostra yt com t = l,...,n, e assumindo

aQ =a_, =a_2 =...= a_q =0, a função de verossimilhança é dada por

L(fi,e,r/Sn)ccT^p\-^ta,2 j (21)

onde at, t = l,...,w é dado em (18).

Para eliminar a não linearidade, pode-se usar osresíduos estimados ât

â,=y,-x,'fi-'Zéi#a„
i=\
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onde 6 e 0 são os estimadores de mínimos quadrados de 0 e P,

respectivamente, obtidos da forma descrita na anáhse Bayesiana do modelo de

intervenção com erro ARMAfp, q).

A função de verossimilhança aproximada é dada por

r." qL(P,99T/Sn)*(TyexV\--Yd(yt-Xt'P-Yd9iBiâty
[ * f=i i=i

i=i

(22)

A distribuição a posteriori para os parâmetros é obtida através do

Teorema de Bayes e é dada pelo Teorema 2.

Teorema 2: Se a priori (20) é combinada com a função de

verossimilhança (22), obtém-se a distribuição a posteriori

m+q+2a+n (P(fifi,x/Sm) oc x~ exp|-|[(P-po(9))'P1(p-|J0(e))+
<e-e,y/>2<e-e,)+2*+ (23)

t.<y.-x.V-tl*,B'*.y(y. -*,fl-ÉW)] 1
í=l /=! »=1 J

Análise a Posteriori com Priori Imprópria de Jeffreys

Uma outra opção é a de se utilizar a priori imprópria de Jeffreys

P(<j>999P9T)ccT-\ (24)
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A distribuição a posteriori dos parâmetros é obtida através do Teorema

de Bayes e é dada pelo Teorema 3.

Teorema 3: Se a priori (24) é combinada com a função de

verossimilhança (22), obtém-se a posteriori

<?
—iP(B,0,z/S„) oc r> exp -^2>, -X^-^Ofiâ,)'

l 2,=, (=1 (2J)

1=1
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3 MATERIAL E MÉTODOS

3.1- Material

Os dados utilizados para a aplicação dos modelo com duas intervenções

e erros ARMA (2,2) eMA(2) foram simulados, para o modelo dado em (5), com

erro dado por (6) e (17) respectivamente.

3.2 - Método

O método consistiu em estimar os parâmetros do modelo de intervenção

com erro ARMA e MA através do Amostrador de Gibbs. Para utilizar o

Amostrador de Gibbs, foi preciso encontrar as posterioris condicionais

completasa partir da distribuição a posteriori, a qual foi obtida pelo Teoremade

Bayes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Considerações Iniciais

Para fazer a inferência sobre os parâmetros, é necessário determinar as

distribuições marginais a posteriori. Para cada parâmetro, a distribuição
marginal é obtida integrando a distribuição a posteriori conjunta em relação aos
outros parâmetros. Neste trabalho, estas distribuições não são racilmente obtidas.
Este problema foi resolvido através do Amostrador de Gibbs. No entanto, para

se aplicar o Amostrador de Gibbs e estimar os parâmetros, é necessário ter as

distribuições a posteriori de cada parâmetro condicionada a todos os outros.

Estas distribuições para os modelos de intervenção com erro ARMA(p, q) e

MA(q) estão apresentadas ababco, e as demonstrações estão apresentadas nos

Anexo A, B e C.

4.2 Distribuições aPosteriori Condicionais Completas para o Modelo de

Intervenção com Erro ARMA(pf q) Utilizando a Priori deJeffreys

As distribuições a posteriori condicionais completas para os parâmetros

(j>, 9, P e r foram obtidas através da equação (15) e as demonstrações estão

apresentadas no Anexo A.
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Para os cálculos abaixo, estar-se-á representando ^ Por 2
f=/H-l /

4.2.1. Distribuição Condicional Completa Parao Parâmetro <j>

Corolário 1: A distribuição condicional completa para o parâmetro <p é dada

por

P(* 19,p, r9S„) xexpj-l{f-N~lMyNW-N~'M) |,

istoé,

t/99P9T,Stt~Normal(N-xM9T-lN-l)9 (26)

onde

N = NÍ-N2-N3+N4

em que N} é uma matriz simétrica, com i,j=l,...,p, cujo ij-ésimo termo é

N\(UJ) =^yt-iyt-j >N2 é uma matriz simétrica com i,j=l, ..., p, cujo ij-
t

m

ésimotevmoé N2(iJ) =J^ £ A^-/£r-,,*> N3=N2',e N4 éuma matriz
t A=l

simétrica, com i,j=l,..., p, onde o ij-ésimo elemento é
m m

/ Jfc=l /=1
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Sendo M = Mx-M2-M3-M4+M5 + M6,onde

Z Ufa-A-i
t 1=1

Z ZÇtt-jâ,-,A/,=

Z^í«-i
f

Z-^-j

M3 =

Z Zp.m,-.,,
t i=\

m

Z Zp^'^-w
/ i=l

A/,=

Z Zp^^^-jm
í »=1

m 9

Z Z Z/?^-.,*-,
f j=1 ;=1

Z Z Zm «.«*„,
f i=l 7=1

m 9

Z Z ZW-,,â-,
t J=l .7=1

M2 =
t i=l

Z H^yt-pât-i
t j=i

M4 =

Z I^mÍ,í
r 1=1

m

Z ZA^-2^1
r i=i

e A/« =

Z ÍLfiyt-péj
t i=i

Z Z S/üACÍ-w
í i=l .7=1

Z Z TfiP&i-u
t 1=1 .7=1

Z Z ZM «..«-*>
t 1=1 .7=1

4.2.2 Distribuição Condicional Completa Para o Parâmetro 9

Corolário 2 Adistribuição condicional completa para oparâmetro 9 é dada por
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p(e/t,B,T,sj<xexí>\--(.e-c-,pyc(9-c-iP)<

istoe,

9/</>9p9r,Sn ~ Normal(C-'P,T-'C-1) (27)

onde C é uma matriz simétrica com i,j=l, ..., q, cujo ij-ésimo termo é

CijJ) =Z àt_Â„j eP =Pl-P2-P3 +P4em que

^3 =

Pi =

Z^r-l
/

Z^^r-2
t

Y*yA-q

Z ZM-.£.
t i=\

m

Z Z/?*,^,,
t 1=1

Z ZM-X
f 1=1

p,=

Z Z^«/-i^-,
t i=\

p

Z Z^^í-2^-,
/ 1=1

p

Z Z^^-^r-,
i <=i

m p

p* =

Z Z Zw-ií-/,
f i=i y=i

Z Z ZMâ,_2£_,,,
f i=l /=!
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4.23 Distribuição Condicional Completa Para oParâmetro p

Corolário 3 Adistribuição condicional completa para oparâmetro p é dada por

P(P I</>, 99r9S„) oc expj- X-{fi -B~xAyB(P- B'AA^,

istoé,

pl(j>999r9Sn ~ NormaliB^A^B-1)

onde

A = A1-A2-A3 + A4-As + Ai
•6 »

com

4 =

Z.y.5.i
t

Z^rê.2
t A
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Z Z^£-í,i
t i=i

p

Z Z^Uê-u
r í=i

Z Z^^é-i,,
í 1=1

(28)



A =

Z Z$U-,á,i
t 1=1

Z Z^r-,4,2
í i=l

p

4 =

Z Zd^-íá..
/ j=i

Z Z44-.ÊI
/ i=l

Z Í»A-^
t i=l

9

Z Z 3<*,.,<£,
r i=i

AA =

p p

Z Z Z^X-i£-y,i
/ »=i y=i

/> p

Z Z Z^^-,£-,,2
r í=l j=\

P P

Z Z HMjyt-iÇt-j,,
t í=l y=l

<? />

Z Z ZW-<á-,..
/ í=l .7=1

Z Z ZH*Mfi.,;X =
r i=l j=l

9 J>

r',2

Z Z Zw.£-,,
f 1=1 .7=1

Além disso, B = Bl-B2-B2+B4, onde 5t é uma matriz simétrica,

com yW, ..,./w, onde o ij-ésimo termo é Bx(f9j) =2 £r,/£fj> #2 é u^

matriz simétrica, com zj=7, ..., /», onde o ij-ésimo elemento é
m

BiQif) - Z Z Aír,,%t-k,j-> ^3 =^V e ^4 ®uma matriz simétrica, com
/ *=i

/> p

i,j=l,..., m, onde oij-ésimo elemento éZ Z Z ^* 0/ í /-*,, £/-/,/
* *=1 7=1

4.2.4 Distribuição condicional completa para o parâmetro r

Corolário 4 Adistribuição condicional completa para o parâmetro r é dada por
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(n-p)

P(x Itff,Sm) oc r * "' exp - - Z(Z, - tf/flíS - U,'fí\,

istoé,

t/ <fi,99P9S„ ~ Gama

onde

Z(^-^/?)'(Zf-C/'^)
n-p f=/J+1

2 '

Z,=y,-y'</>-â-6

u;=xH-<i>'xp,

em que

y-\yt-\ yt-2 - ^-, >

^-[íí.1 íf,2 •• £/,m]
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^ í—1,1 5/-1.2 "• Ç|-l,«

Sf-2,1 Çí-2,2 •" Çf-2,«

Ç t-p,\ Ç t-p,2 ••• Ç t-p,t

4.3 Distribuições a Posteriori Condicionais Completas para o Modelo de

Intervenção com Erro MA(q) Utilizando a Priori Própria

As distribuições a posteriori condicionais para os parâmetros P, 9 e z

foram obtidas da equação (23), sendo que as demonstrações estão apresentadas

no Anexo C.

Para os cálculos abaixo, estar-se-á representando ^ por JJ .
t=i t

4.3.1 Distribuição Condicional Completa Para o Parâmetro p

Corolário 5 A distribuição condicional completapara o parâmetro P é dada por

p/99r9Sn ~ Normal(L-lT9r-lL-1),

onde L = (J\ +B) e r = P1P0(6) + £), sendo B uma matriz simétrica, com

i,j=J, ..,.m, onde oij-ésimo termo é B(i9j) =^ £f>, £tj> D=-4 - C com
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A =

Z-ViÉm
t

Z^rír,2
t

z^yt ç t,m

eC =

t.\OAi-t
t 1=1

ZZíu^,.,
f 1=1

ZZ*,,^
t 1=1

4.3.2 Distribuição Condicional Completa Para o Parâmetro 9

Corolário 6 A distribuição condicional completa para o parâmetro 9 é dada por

9/p9T,Sn~Normal(M-lN9T-iM-1),

onde M = P2+G e N = (P260 +H), sendo G uma matriz simétrica, com

7*j=7, ..,.q, onde oij-ésimo termo é G(i9j) = Z ^-< 4-y ,H=E-F com

£ =

Z^-i-V,

ZWr
f

Z^-^r

e,F =

ZZ/^.A:
/ y=i

m

ZZ/^.A»
t .7=1

w

f .7=1
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4.3.3 Distribuição Condicional Completa Para o Parâmetro z

Corolário 7 A distribuição condicionalcompleta para o parâmetro z é dada por

z/p99,S„~Gama[-9-

onde

R=(P - P„ (W, (P - P« (e>) -Kô- e0yp2(e - e0)+2*+

r=l 1=1 1=1

4.4 Distribuições a Posteriori Condicionais Completas para o Modelo de

Intervenção com Erro MA(q) Utilizando a Priori de Jeffreys

As distribuições a posterioricondicionais para os parâmetros P, 9 e z

foram obtidas da equação (25), as demonstrações estão apresentadas no Anexo

B.

Para os cálculos abaixo, estar-se-á representando ^ por 2^ •
t=i t

4.4.1 Distribuição condicional completa para os parâmetros p, 9 e z.

Corolário 8 As distribuições condicionaiscompleta são dadas por

P/99z9Sn ~ Normal(B-lD9z-'B-'), (30)
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9ip9z,S„ ~ Normal(G-xH,z-xG-'), (31)

(n fz/p999Sn~Gama\^--L (32)

onde

J=Z(^r -XSP -^O^âjiy, -XSP-^&ât) eas matrizes B, D>
í=l í=l i=l

G e H já foramdefinidas acima.
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5 APLICAÇÃO

O método será ilustrado através de exemplos para os quais os dados

foram simulados. A simulação foi feita no software MATLAB. O primeiro

exemplo refere-se à anáhse Bayesiana do modelo com duas intervenções e erro

ARMA(2, 2); para a análise foi usada a priori imprópria de Jeffreys, e a

inferência sobre os parâmetros foi feita utilizando o Amostrador de Gibbs. O

segundo exemplo refere-se à análise Bayesiana do modelo com duas

intervenções e erro MA(2); para a anáhse, também foi considerada a priori

imprópria. Foi utilizado o Amostrador de Gibbs para fazer inferência sobre os

parâmetros.

5.1 Análise do Modelo com Duas Intervenção e Erro ARMA(2,2)

Foram geradas 500 observações para o modelo, com duas intervenções e

erro ARMA(2, 2) dado por

yt=Xt'V + Nt, t = l929...9n,

onde Nt é dadopela expressão (6).

Os valores escolhidos para os parâmetros foram <)>, = 0,5, <|>2 = -0,3,

9,=-0,3, 92=0,5, p!=-30, |32=20 e x = l. Os valores para os
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parâmetros foram escolhidos de forma que a série seja estacionaria e invertível,

como descrito em 2.2.3.2.

Amatriz de variáveis binárias Ay =|£,, £,2 édada por

Í0,se/<120 (Q,set <3Q0
'̂•,= ILse t>120 ^''2= li, se t>300" (33)

As variáveis binárias apresentadas na expressão (33) caracterizam uma

função degrau (Figura 3(a)), tanto para a primeira intervenção quanto para a

segunda, cujo efeito da intervenção é permanente.

A Figura 4 apresenta a série simulada.
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Gráfico da série simulada para o modelo com duas intervenções e erro ARMA(2,2)
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-35

-40

h^f^fN^f^

^m^^h(Al

Atí\/À^^

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Número de Observações

FIGURA 4 - Gráfico da série simulada para o modelo com duas intervenções e
erro ARMA{2,2).
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Como já foi dito, existem algumas fontes de ruído, como a tendência,

que podem obscurecer o efeito da intervenção. Para saber se alguma fonte de

ruído está obscurecendo o efeito da intervenção, foi feita a primeira diferença da

série, que está apresentada na Figura 5.

Gráfico da primeira diferença da série simulada

Wif^bèwf^
-10

-20

-30

•40

-10

-20

-40
100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Número de Observações

FIGURA 5 - Gráfico da primeira diferença da série simulada para o modelo
com duas intervenções e erro ARMA(2, 2)

Através da Figura 5, pode-se observar que o efeito da intervenção não

esta obscurecido por alguma fonte de ruído.

Através do Amostrador de Gibbs, foi possível obter as estimativas para

os parâmetros (f),6, p e z. As distribuições condicionais completas

envolvidas são dadas por (26), (27), (28) e (29).

Aplicando-se o Amostrador de Gibbs foram usadas duas cadeias em

paralelo, e a convergência foi verificada através de técnicas gráficas e do fator

•\JR proposto por Gelman e Rubin (1992).
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A seguir, serão apresentados os resultados para a análise Bayesiana do
modelo com duas intervenções e erro ARMA(2,2), considerando 2000 iterações.

Foram feitas 3000 e 6000 iterações, mas serão apresentados somente os

resultados referentes a 6000observações, devido a um melhor resultado.

Para verificar o número ideal de observações a serem desprezadas, para

diminuir o efeito dos valores iniciais, construíram-se os gráficos (Figuras 6 a

10), mostrando como se comportam as observações que vão ser desprezadas.

-29.4

-29.8 -

O 20 40 60
Número de Observações

20.5

O 20 40 60
Número de Observações

FIGURA 6 - Gráficopara verificaro número de observações a serem
descartadas para os parâmetros P, e p2
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[ ;
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FIGURA 7 - Gráficopara verificar o número de observações a serem
descartadas para os parâmetros (j), e (|)2

Tetal
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Teta2

0 100 200 300
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FIGURA 8 - Gráfico para verificar o número de observações a serem
descartadas paraos parâmetros 0, e 02
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Tau

10 20 30 40 50
Número de Observações

FIGURA 9 - Gráfico para verificar o número de observações a serem
descartadas para o parâmetro T

Pela Figura 8, pode-se perceber que o parâmetro 02 exigiu que se

descartasse um número maior de observações. Portanto, considerando 6000

iterações, e com a finalidade de diminuir o efeito dos valores iniciais,

desprezamos as 200 primeiras observações. Ficamos com uma amostra de 5600

observações. Os resultados obtidos pelo Amostrador de Gibbs são apresentados

na Tabela 1.
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TABELA 1 - Resultado da inferência sobre os parâmetros, considerando 6000
iterações, com duas cadeias em paralelo

Parâmetros Valor Média Mediana Moda d.p. ^ I.C.

Real

fi -30,0 -30,0259 -30,0235 -30,063 0,0952 1,0015 (-30,2385,-298136)

P 20,0 20,0402 20,0413 19,945 0,1518 1,0008 (19,7562,0,3314)

(j, 0,5 0,5262 0,5220 0,5376 0,2064 1,0402 (0,1469,0,9325)

(j, -0,3 -0,2999 -0,3002 -0,3372 0,1820 1,0165 (-0,6204,0,0319)

Q -0,3 -0,3793 -0,3773 -0,3842 0,2104 1,0396 (-0,7844,0,0013)

0 0,5 0,4457 0,4470 0,4756 0,1650 1,0101 (0,1408,0,7342)

T 1 0,9893 0,9885 0,9872 0,0613 1,0000 (0,8687,1,1162)

Podemos ver que as estimativas para os parâmetros foram bempróximas

dos valores reais para todos os parâmetros. E os valores do fator R estão bem

próximas de um, o que já nos indica uma convergência utilizando o critério de

Gelman e Rubin (1992).A convergência também será verificada através de

técnicas gráficas.

Os gráficos para verificar a convergência ,Figuras 10 a 12, assim como

os histogramas, Figuras 13 a 16, construídos com as amostras selecionadas para

cada um dos parâmetros, são apresentados abaixo.
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-1.5

FIGURA 10 - Gráfico para verificar a convergência dos parâmetros 0, e 02 •

0.6
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30

FIGURA 11 - Gráfico para verificar a convergência dos parâmetros P, e P;
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FIGURA 12 - Gráfico para verificar a convergência dos parâmetros <(>, e (j).
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FIGURA 13 - Histograma para os parâmetros p, e P-
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liistogrumn paru o parâmetro Fll

41.110 0.065 0240 0,414 0,589 0,764 0.939 1,113
0.023 0.152 0,327 0,502 0.676 0,851 1,020 1201

FIGURA 14 - Histograma para os parâmetros (J>1 e <J>2
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FIGURA 15- Histograma para os parâmetros 0, e 0:
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0,727 0,779 0,831 0,884 0,936 0,989 1,041 1,093 1,146 1,198 1,250
0,753 0,805 0,858 0,910 0,962 1,015 1,067 1,120 1,172 1,224
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FIGURA 16 - Histograma para o parâmetro X.

As Figuras 10, 11 e 12 estão indicando que todos os parâmetros

convergiram, considerando 6000 iterações.
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5.2 Análise do Modelo com Duas Intervenções e Erro MA(2)

Foram geradas 500 observações para o modelo com duas intervenções e

erro MA( 2) dado por

y^X/p + N,, / = l,2,...,w,

onde Nt é dadopela expressão (17).

Os valores escolhidos para os parâmetros foram, 9} = -0,3, 92 = 0,5,

P,=30, P2= -20 e z = 1. Os valores para os parâmetros devem ser escolhidos

de forma que a série seja estacionaria e invertível.

Amatriz de variáveis binárias, Xt'=I £M Çt21 édada por

0,se t < 120 \0,se t < 300

^M 11, 5» />120 '̂'2 \\set >300'
(34)

As variáveis binárias apresentadas na expressão (34) caracterizam uma

função degrau , tanto para a primeira intervenção quanto para a segunda, cujo

efeito da intervenção é permanente.

A Figura 18 apresenta a série simulada.
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Gráfico da série simulada com duas intervenções e erro MA(2)
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FIGURA 18 - Gráfico da série simulada para o modelo com duas intervenções e
erro MA(2).

Para verificar se existe alguma fonte de ruído obscurecendo o efeito da

intervenção, foi feito o gráfico da primeira diferença da série.
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Gráfico da primeira diferença da série simulada

30

20

10

0

-10 1
l%.^l

30

20

10

0

-10

-20 -20

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Número de Observações

FIGURA 19 - Gráfico da primeira diferença da série simulada.

Através da Figura 19, pode-se perceber que não existe nenhuma fonte de

ruído que poderia estar obscurecendo o efeito da intervenção.

Através do Amostrador de Gibbs, foi possível obter as estimativas para

os parâmetros 0, p e r. As distribuições condicionais completas envolvidas

são dadas por (30), (31) e (32).

Aplicando-se o Amostrador de Gibbs, foram usadas duas cadeias em paralelo, e

a convergência foi verificada através de técnicas gráficas e do fator -\JR

proposto por Gelman e Rubin (1992).

A seguir, serão apresentados os resultados para a análise Bayesiana do

modelo com duas intervenções e erro MA(2,2), considerando 10000 iterações.

Foram feitas 5000 e 10000 iterações, mas serão apresentadas somente os

resultados referentes a 10000 observações, devido a um melhor resultado.
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Para verificar o número ideal de observações a serem desprezadas, a fim

de diminuir o efeito dos valores iniciais, construiram-se os gráficos mostrando

como se comportam as observações que vão ser desprezadas.

BETA1

O 20 40 60

Número de Observações

BETA2

-19.7

-19.8

-1 9.9

-20

-20.1

-20.2

-20.3
O 20 40 60

Número de Observações

FIGURA 20 - Gráfico para verificar o número de observações a serem

descartadas para os parâmetros P, e P2
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TETA1
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0 20 40 60
Número de Observações

-0.45
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0.25

FIGURA 21 - Gráfico para verificar o número de observações a serem
descartadas para osparâmetros 0, e 62

10

Tau

20 30 40
Número de Observações

50

FIGURA 22 - Gráfico para verificar o número de observações a serem
descartadas para o parâmetro x
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Através das Figuras 20,21 e 22, pode-se perceber que se são descartadas

as 50 primeiras observações, os efeitos dos valores iniciais já diminuíram.

Portanto, considerando 10000 iterações, e com a finalidade de diminuir o efeito

dos valores iniciais, desprezamos as 50 primeiras observações. Ficamos com

uma amostra de 9900 observações. Os resultados obtidos pelo Amostrador de

Gibbs são apresentados na Tabela 2.

TABELA 2 - Resultado da inferência sobre os parâmetros, considerando 10000
iterações, com duas cadeias em paralelo.

Parâmetros Valor Média Mediana Moda dp. ^ I.C.

Real

~fi 30 29,9760 29,9766 29,9210 0,0751 1,0000 (29,8388,
30,1251)

P -20 -19,9656 -19,9647 -19,9623 0,1038 1,0003 (-20,1727,
-19,7601)

0 -0,3 -0,3529 -0,3532 -0,3217 0,0453 1,0003 (-0,4419,

-0,2617)

ft 0,5 0,4503 0,4503 0,4432 0,0450 1,0002 (0,3628,

0,5390)

1 0,9979 0,9970 0,9971 0,0638 0,9999 (0,8756;

1,1236)

'2

Podemos ver que as estimativas para os parâmetros foram bem próximas

dos valores reais para todos os parâmetros. E os valores do fator R estão bem

próximas de um, o que já nos indica uma convergência utilizando o critério de

Gelman e Rubin (1992).A convergência também será verificada através de

técnicas gráficas.
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Os gráfico para verificar a convergência, assim como os histogramas

construídos com as amostras selecionadas para cada um dos parâmetros, estão

apresentados abaixo.

°.6o 8 -0 6 -0 4 -0.2 O 0 2 0 4 06 O

FIGURA 23 - Gráfico para verificar a convergência dos parâmetros 0, e 02

0.6
-30 -20 -10 O 10 20 30 40

FIGURA 24 - Gráfico para verificar a convergência dos parâmetros p, e P;
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Histograma para o parâmetro Tau
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FIGURA 27 - Histograma para o parâmetro x .

As Figuras 23 e 24 estão indicando que todos os parâmetros

convergiram, considerando 10000 iterações.
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6 CONCLUSÃO

A contribuição deste trabalho foi a anáhse Bayesiana do modelo de

intervenção com erro ARMA através do Amostrador de Gibbs, embora fosse

possível encontrar, na literatura, uma análise Bayesiana, para o modelo,

envolvendo distribuições condicionais e métodosnuméricos.

O Amostrador de Gibbs forneceu boas estimativas para o modelo de

intervenção com erro ARMA e para o modelo de intervenção com erro MA, o

que indica que o Amostrador de Gibbs é uma boa altemativa para se obter as

estimativas sobreos parâmetros.

Comprovou-se, também, que para oscasos emestudo a convergência foi

alcançada, verificando-se, através de técnicas gráficas (verificação informal da

convergência) e através do fator R, proposto por Gelman e Rubin (1992)

(verificação formal da convergência).

A literatura para a análise Bayesiana de modelos de intervenção ainda é

muito limitada, apesar do crescente interesse nesta área. Trabalhos futuros

envolvem a análise Bayesiana do modelo de intervenção com erro ARMA,

fazendo uso da priori própria, e o cálculo da distribuição predítiva par o modelo

de intervenção com erro ARMA e MA.
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Anexo A

A seguir será apresentado como foram encontradas as distribuições a

posteriori condicionais completas de cada parâmetro, para o modelo de

intervenção com erro ARMA(p, q).

Distribuições a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervenção com erro ARMA(p9q)

Considerando a priori de Jeffreys descrita em (10) e a função de

verossimilhança aproximada dada por (12), temos a distribuição a posteriori

dada por (15). Para todos os parâmetros e as distribuições a posteriori

condicionais completas foram obtidas a partir da equação (15).
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Anexo Al

Distribuição a Posteriori Condicional de 0, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

Adistribuição a posteriori condicional de (j), dado que 9, p, z e Sn

são conhecidos, foi obtida da equação

PU,9,P,tIS.) oc /«'"'«pi-J ^{Z-U'P)'{Z-U'p)\
* t=p+\

Para os cálculos abaixo, foram considerados somente os termos em que o $ está

envolvido; então, tem-se

p{<t>ie,p,t,sn) ocexp -1 £(z,-ut'py(z, -u;p)\ os)

desenvolvendo a equação (35)

p(f/e,p,T,sn)«expf-^ ±(z1'z,-z,'ul'p-pu,z,+pu,u;p)
L l t=P+\

que pode ser reescrita como
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oc exm - —exp

n ( " ~\ ( - } f ° 1
-<•

T.z.%- Xz,'u,' P-P Hu,z, +P1 Zw p •
t=p+l \t=p+\ J \t=p+i t) \t=p+i J

(36)

sendo Zt e Ut% definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os cálculos

n

abaixo, 2^ *°i representado por 2 •
t=p+\ t

Cada termo da equação (36) foi resolvido separadamente, então:

© Zz,'z, =2 (y, -yt-â'ff)'(y, -?<t>-et0)
t t

=yL[yíyt-yt,yí<f>-yt,ât9-<f>yyt+<f>'yy<f>+
t

(/>'yâ'e-ffây,+ffây'<l> + ffââ'e\

=-(L y<yyt-f(L yy,)+f(L yy')t+
t t t

*'<Z y*0)+(PZ ày')t

(37)

Resolvendo o primeirotermo da equação (37)

-CLy,'y)<P=
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-yt\yt-x yt-2 - yt-p\f=[yt'yt-i jVjv-2 ••• y,'yt-p\</>
Apücando o 2

Z JVJVi Z ^>r-2 ••• Z jV-Vr-j

Resolvendo o segundo termo da equação (37)

-í'(Lyy,)=-[(Ly,'y)M
t t

Logo

Resolvendo o terceiro termo da equação (37)

^=-M,V

<f>'(Lyy')<f>=<F

yt-x

yt-2

yt-P

[yt-i yt-2 •• yt-P\l>

= f

y,-iyt-i yi-<yt-2 - x-M-p

yt-zyt-i yt-2yt-2 - yt-iyt-P

yt-jt-i yt-pyt-2 - ^-^-P_
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Aplicando ^

=</>'

Z ^r-i^r-i Z K-M-i - Z y.-iy-r
t t t

Z ^-2^-1 Z ^-2^-2 ••• Z y^yt-p

z^ yt-pyt-\ z^ yt-pyt-2 ••• Za yt-pyt-p

Resolvendo o quarto termo da equação (37)

P(Ly#o) =P

yt-i

yt-2 \àt-x ât_2 -. â^J

yt-p_

"3

Aj

#=</>'NJ

= f

y,-i

y^2

yt-P

[9,ât_,+92ât_2+...+9qât_q\ =p
JVi

y^2

yt-P

Z34-,
i=l
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=f

= f

Z^i-Â-i
1=1

<?

»=1

9

Z^^-A»
_i=l

Clicando ^

Z Zí^-â-í
í 1=1

Z Z^r-2««-f
r í=l

Z Z^-A-,
í 1=1

= fM2

Resolvendo o quinto termo da equação (37)

t t

Logo

Tem-se, então, que a equação (i) pode ser reescritacomo
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yZzt'Zt=-Ml'</>-t'Ml+t'N,</> +<f>'M2+M2't

(ii)
\ t J ^ t *

^HWX^p-ySfXrp-PyX^p+fyfXrp-
t

9'âXH'P+e'â<l>'Xpp\

=Z í-yt'rXpp-fyXH'P +fyfXPp +0'âfXpp]

-f(LxPPyl')-f(LyX„,P)+
t t

r<LyP'x;)t+<I.6'àpx;)t
(38)

Resolvendo o primeiro termo da equação (38)

-f(Lxjy,') = -<!>'

Ç í-1,1 b r-1,2

b f-2,1 b í-2,2

£ í-1,jj

Ç t-2,K

V t-p,\ b t-p,2 '" Ç t-p,n
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\y\
fii&P.i+fiiSw*-+P*€t-pjm

=-*'

Z A 6-u
t=l

Z A £-*,
i=l

Za £-*
;=1

Aplicando Z

b,]=-f

ZA ír-U^r
í=l

m

Z A 6-2^1
i=l

Za^-p,,^
«=i

Z ZA-tó-u
r »=i

Z Hfity&-u
t 1=1

= -fM3

Z ZA7/iw
/ j=i

Resolvendo o segundo termo da equação (38)

-P(LyXHlP) =-P

yt-i

y^2

y<-P

p/,1 Sf,2 **' ^í.mj
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=-f

=-f

= -f

.Vr-16,. y--i^.2 — y.-iZ,*
y,-A,\ y.-iZ,,, — y,-tÇ,,>

P

A

yt-pbt,l yt-pÇt,2 "' yi-pÇtjn \_Hm_

'fot-Ax +A;vi£,2 +••-+Pmyt-A«
Pxyt-2Í,x + p2yt-2^2+-'+Pmyt-2^

_Ayt-P^ +p2yt-pÇt,2+-+Pmyt-Pçí,m_

ZA^r-lír,
i=l

m

HPyt-2^4
»=i

ZAjvA,
»=i

Aphcando Z

= ~P

Z ÜPyt-Ai
t »=i

Z Z/^fr,,
í z=l

Z HLfiyt-p&j
t »=i

=-^^4

Resolvendo o terceiro termo da equação (38)
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f(LyP'-
t

XP')t =

~y>-\~

= f
y,-i

y-p.

[A a ••• A]

£í-l,l 5/-2.1 "* 5t-p,X

Çt-X,2 Çt-2,2 *** Çt-p,2

Çt-X,m br-2,m *"* Çt-p,m

<t>

= </>'

=p

yt-x

yt-2
ZA6-., Z/Í6-2, - Z/tó-* <t>
1=1 1=1

yt-p_

ZA^-iír-1,, ZA^r-lír-2,,
i=l í=i

m m

HPiyt-2^t-X4 ZM-2&-W
i=l i=l

i=X

ZA^-iír-p,
i=l

m

ZA^-2Ír-^,
i=l

Zto-Au ZA^-pír-2,, - HPyt-pÇt-p,
i=i í=i i=i

Aphcando Z
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JLI

Z Z^h^v Z ZA^-iír-2,,
t 1=1 / í=i

m m

Z ZA^-2^-U Z ZA^-2^-2,
t i=l t i=X

Z ZA^-iír-p,,
t i=l

m

z~i z^Piyt-2bt-pj
t i=X

t í=l t 1=1

m m m

Z HPyt-pÇt-xi Z léfot-pit-u •- Z Zií^
/ i=i

Desenvolvendo o quarto termo da equação (38)

(Zrâpx,»-

a
t-X

[4 &2 ... 9P a
t-2

[a a - a]

£-1,1 £-2,1 *** £-/>,!

£-1,1 £-2,2 **" £-p,2

<t>

*

a t-qj Çt-X,m Çl-2jn '" £-pjn

7=1

ZAá-,( Z/té-2, - Z/çíu,
i=X i=X i=X

*

m q m q

»=1 y=l i=l j=X

m q

ZZa*,£-,â-, YLPM-iA-i - TLPfiA-,A->
r=i >i

*

Aphcando Z
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m q m <j

I ZZm«-.â-, Z ZZmíuâ-, - I IZm^â-,
L t <=i j=i / f=i j=i I í=! j=\

= Mi'<l>

Então, a equação (ii) pode serescrita da seguinte forma

(iii) P'\EjZtU, que éigual aequação (ii) transposta, então

P'(LZ,U,) =-M^-Mi'^ +fN^ +fMi

(iv) p(tu,uAp=pí Z {xh'-pxPy{xh<-pxP) )p
^ t ' t

=P'(Lx„xH')p-p'(ZxllfxP)p-p'(Zxp'txH')p+
t t t

P(LxP'tpxP)p
t

=-(Z A'XhPX,•*- f(Z xppxH'P)+f(Z xPpp'xp')<t,
t t *

(39)

Resolvendo o primeirotermo da equação (39)
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=-(Z pxapx;)t

=-[A A - A]

'li
l* [a a - a]

£r-l,l £r-2,l "" St-p.x

£f-l,2 £/-2,2 "** bt-p,2

$t-X,m 5í-2,iw "' ^t-pym

<t>

Z Aíw
i=l

Zaí-w ZA£-2./ - ZA£-,,, #

ZZAAã..«-u TLPPAA-2.J - ZZAAír,, £-,.,
í=l >=! 1=1 y=i í=i >=i

*

Aplicando Z

«* 171 mm ttl ttt

Z ZI^Aê-u Z ZZM^L, - Z ZZww^
/ í=l y=l / i=l y=l / i=l >=l

= -M, '<t>

Resolvendo o segundo termo da equação (39)

=-í>'(Z xjxH'p)=-(f(Z xppxH'p)y

Logo
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=-f(Z V^VAWM*
x

Resolvendo o terceiro termo da equação (39)

f(L xPpp'x/,<*=

'*'

Çf-1,1 5/-1.2 '" Çt-\,m

Çf-2,1 S/-2.2 *** Çr-2,n

Çt-p,\ Çt-pJ2 '" Çt-p,n

A
A

A,

[A A •• A]

S/-1.1 S/-2.1

S/-1.2 S/-2.2

5/-l,/n bt-2jn

Çt-p,\

Ç'-p,2

L ps>

=f

ÜPA-u
i=X

m

i=X HPA-yj Y.PA-X, - TPA-p,
7=1 j=\ >1

= *'

Tpá-»
i=X

ZZAAÍ-wÍ-u ZZAA4-ué-2j
i=l 7=1 i=l 7=1
m tn m m

Z Z AA4-2jí-u Z Z AA4-2.,é-2.;
i=l y-i1=1 J=l

Z Z PPA-pA-yj Z Z PPA-pÃ-xí
í=l 7=1 i=l 7=1

Aplicando Z
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,2^2~t PiPjÇt-\jÇt-pj
i=l 7=1
m m

YLPíPA-iA-p.í
n\ y=i

,Z-< ^ PiPjÇt-p,i Çt-pJ
i=l 7=1

<f>

í>



Z IZp.pa-iA-u Z TZppa-A-u ••• Z IZppa-A-
t i=X 7=1 t f=l 7=1 / i=l 7=1

Z TZfíPA-vè-u Z TlZjMvShj ••• Z YLppa-^-
t i=l 7=1 t i=X 7=1 / i=l 7=1

«> w #« fri m ///

Z YLp,pa-pA-u Z ZZm^^ - Z YLppa-pA-
_ t 1=1 7-1 ' '=1 7=1 ' »'=1 7=1

= $>'#>

Tem-se, então, que a equação (iv) pode ser reescrita como

P'(EU,U,')p =-M6't-fMt+fNJ
t

Com isto, a equação (36) pode ser escrita como

P(^/67,^,r,5'Jxexp|-^(-M1V-^M1+^,^+̂M2+M2V)
-(-^,M3-^'M4+^,yV2^ + M5V)
-(-M^-M^+pN^t+̂ Ms) (40)

+(-M6<<f>-pM6+<j>'N4<f>) 1

Colocando ^ e ^' em evidência, tem-se quea equação (40) fica

P(^/^,r,5Jocexpj-|(-MV-^M+̂W^) |, (41)
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onde

M=Ml-M2-M3-M4+M5+M6 e

N = Nl-N2-N,+N4

sendo

N,=N2'

Completando o quadrado em </> na equação (41) tem-se

P(+10,P, r,Sn) oc exp - T-lé - N-*M)' N(<fi -N~lM)

Portanto,

<l>l9,P9z9Sn ~ NormaliN^M^N-1)
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Anexo A2

Distribuição a Posteriori Condicional de 0, dado quetodos os outros

parâmetros são conhecidos

Adistribuição a posteriori condicional de 9, dado que <j>, P, z e Sn

são conhecidos, foi obtida da equação

WAP.TIS.) * t*F~' expj- X- Z(Z-U'p)'(Z-U'P)j
*> t=p+X

para os cálculos abaixo foram considerado somente os termos onde o 9 está

envolvido, então, tem-se

p(tf/*,AT,s.)*«pj-J Zp, -u;py(z,-u,'p^ m

desenvolvendo a equação (42)

p{9i<p,p,z,sn)^^v\-\t{z,'z,-zt'u,'p-p'u,z, +pu,ut'p)y

que pode ser reescrita como
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f n \ ( n \ ( n \
Hz>zt-\ZZt'ut'P - TP'Utzt + ZAW,'A

t=p+X \t=p+X J \t=p+X t) \t=p+X
oc exoS - —exp

(43)

Sendo Z, e U/ definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os

n

cálculos abaixo, Z f°i representado por Z •
t=p+X t

Cada termo da equação (43) foi resolvidoseparadamente, então

® Zz,'z, =Z (y, -y*-sfff(y, -yt-ae)
t t

=Z^r>, -y.yt-y/â'0-fyy, +<l>'yy'<i>+
t

</>'yâ'0-ffâyt +ffây'^ + ffâã'0]

=-(Ey,'â')0+(Efyâ')6-0'(Lây,)
t t t

+9'(Zay'</>) +9lCLâ#)e

Resolvendo o primeiro termo da equação (44)

-(Zy/â')9=

=-^[^-i ât-2 ••• «^]^=-[M-i yAt-2 - yÁ-q\9
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Aplicando o Z

Z yA-x Z yA-2 -" Z yA- 9 = -P,'9

Resolvendo o segundo termo da equação (44)

(LPy#)9=

=[<f\ <h -" tp\

yt-x

yt-2

yt-p_

at-X at-2 ã^]9

=[txyt-x+<t>2yt-2+-~+<l> Pyt-p\àt-x *t_2 - ât_)p

Z^/^-i
i=X

[àt-x àt_2 .- ât_q]9

r r r

Z^Á-i^-i Z^Â-2^-, - H<f> Â-qyt-i
1=1 i=i i=i

Aphcando o Z
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^^^rrr

ZZ^â-lVmZZ^i^-2^-,-ZHtÁ-ayt-i ti=Xti=l

Resolvendooterceirotermodaequação(44)

-#'(Lây,)=-l(Ly,,â')0y
tt

Logo

t

Resolvendooquartotermodaequação(44)

&,(Lày'^=[(Xfyâ,)0]'
tt

Logo

t

Resolvendooquintotermodaequação(44)

9<(£Jâã)9=
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a
t-x

= 9*
a

t-2 [/\ /v A Ia,_, at_2 ••• af_gJ9

= 67'

a t-q.

9

— 1 A

«f-l^í-1 ât-Xât-2 - â^â^

ât-2ât-X ât-2ât-2 '" «r-2«f-9

_at-qat-X «r-^r-2 - *r-<A-9_

Aplicando o Z

= 0'

Z ãt-xât-x Z «/-i^r-2 - Z ât-xât-q
t t t

a»-2ai-l 2- ar-2*r-2 — L at-2at-q
t t t

Z àt-qàt-X Z ât-qât-2 "• Z «»-«*»-,

9 = 9'C9

Tem-se, então, que a equação (i) pode ser reescrita como

y£dZt'Zí=-Pi'9+P2'9-9'Pl+9,P2+9'C9

(ü) ZWA =Z (yt-y<l>-#9)\xH>-<pxP)p
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^HWXSfi-yWXf-fyXJp+fyrXrp-
t

PâXHxp + 9'â<j>lXPP}

=Y\-vtiÍHp+vàpxPp\

=-9'Z*XH'p +9''ZâpXpp

Resolvendo o primeirotermo da equação (45)

-e^axH
t

'P =

% ~ât-x~ ÍA

= -9'
ât-2

.a'-i.

[4,A ír.2 ••• £.] A

a
t-X

= -9x
a

t-2 [p,t,>+PA,z+-+PJ,„]
a t-q_
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•t«k.
itf&JUBttSUI

a
:-\

= -9x
a

í-2

T.M.4 = -9'

ZM-tí*
i=l

Bi

TPA-A,.,
i=\

1= 1

a t-q

Aplicando Z

= -#•

Z ZM-lÉu
m

Z Za*«í«
f 1=1

Z Zpâ-A,.*
t i=i

Zpâ-Au
1=1

= -0'R

R

Resolvendo o segundo termo da equação (45)

= 0' z«* xPp

Al] £ í-1,1 ^ t—1.2 £ f-l,m [A
= 0'

a:-2
[fa </>2 •••*]

£ f-2,1 £ f-2,2 £ í-2,wi A

fs

_"'-«_ £ r-p,l £ r-/>,2 t? l-p,m A
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= 9'

= 9'

= 9'

a
t-X

a
f-2

a
»-«.

a
t-X

a
í-2

a
t-q.

[A & ••• 4>P\

m p

YLP<t>jÇ t-jti
i=l 7=1

m p

i=l 7=1
m p

IlÈmA-iZ t-j*
/=1 7=1

m p

HlüPrfA-qÇt-
L i=l 7=1

JJ

PxÇt-X,X+P2Çt-X,2+~'+PJt-X,m
Px^t-2A+p2^t-2,2+'"+PJt-2^

PxÇt-p,X+p2Çt-p,2+-~+PJt-p,r

Aplicando Z

= 0'

m p

Z ZZ/^Â-i£<-;,í
/ i=l 7=1

m p

Z ZZ^^Â-2Ír-7M
í i=l 7=1

m p

Z ZZa^híh,,
í i=l 7=1

= 0'i>
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Tem-se, então, que a equação (ii) pode ser reescrita como

Zz,'u,ip=-0'P3+e>p4
t

(iii) zltPZfJt que éigual aequação (ii) transposta, então

2>z,tf, =-/•,•*+/>•*
t

(iv) p{zu,ut)p=piZ (xh'-fxPy(xh<-fxP))p
> / ' t

a equação (iv) nãotem nenhumtermo que envolve o parâmetro 9.

Com isto, a equação (43) pode ser escrita como

P(9/<fi9P,z9SJocexp\-^-P,,9+P2,9-9,Pl+9'P2+9'C9

-(-0'P3+0'P4)-(-P3'0 +iy0)]

Colocando 9 e 0' em evidência, tem-se que a equação (46) fica
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P(9/<f>9P9z9Sx)ocexp\-^[-P9-9tP+9'C9] k (47)

onde

p^Pt-Pt-Pt+Pt

Completandoo quadrado em 0 na equação (47), tem-se

P(0/^P,T,SJXexp\-^(0-C-,PyC(.0-C-,P)\

Portanto,

eifaP, z9Sn ~ NormaliC'1 P, z~lC~l)
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Anexo A3

Distribuição a PosterioriCondicional de /?,dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de /?, dado que (/>, 9, z e Sn

são conhecidos, foi obtida da equação

n-p
-x ZP(W,r/í>r *" exp\--Z(Z-U'py(Z-U<p)

^t=p+X

Para os cálculos abaixo, foram considerados somente ostermos emque o p está

envolvido; então, tem-se

[ L »=/H-l J

(48)

desenvolvendo a equação (48)

p(0/tj,T,sjozeJ-l£(-z;u;p-putz,+p'ulu;p)\,

que pode ser reescrita como
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oc expi —
( • \ ( * \'p-p< Yutzt +/r Yijíj; p
\j=p+X t) \t=p+\ )

f n \Y.z;v;
\t=p+] )

(49)

Sendo Zr e £/,' definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os

n

cálculos abaixo, Z *°i representado por Z •
t=p+X t

Cadatermos da equação(49) foi resolvido separadamente então

(i) ZW/? =Z (y,-?*-ffmX*'-fX,)P
t t

=Yly;X„>p-y,'VXpp-VyXH>p+<l>'ypXPP-
l

e'âXH'P+ 0'â<l>'XPP\

=(Ly.x^p - (Zyrf'xP)p - (ZfyxH')P+(Zt'yt'xr)P -
t t t t

(^'ãX^p+i^âfX^p
t t

(50)

Resolvendo o primeiro termo da equação (50)

CLy,x„')P =
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=yt[Çt,x £.2 - £/,m]0 =bv?u yãuL — ^r,«J^

Aphcando Z

Z^m Z^',2 - Z^m /? = 47?

Resolvendo o segundo termo da equação (50)

-<Z,y,fXr)P

= -yM\ #2 — te.

£ í-1,1 £m,2 *** £ í-1,1»

£í-2,l £í-2,2 *** £ í-2,m

£í-p,l £í-p,2 *** £ t-p,m

= -yt Z^ííí-Í.l Z^,íí-,,2 •" Z^,^í-M
i=i i=X i=l

r r r

i=l i=l 1=1

Aplicando Z
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r
t i=l

Z IL^iy^t-ux Z Z^£".2 "* Z Z^£<-«.
í i=l f i=l

Resolvendo o terceiro termo da equação (50)

-<ZfyXH')fi =

= ~m </>2 — <f>

= ~WX $2 '" </>

i=l 1=1

Aplicando Z

y,-x

yt-2 [íí,l £í,2 - Çjfi

yt-p_

yt-xÇt,x yt-x4t,2 "• yt-xÇt,n
yt-i£u\ yt-2^t,2 — yt-iÇ»

yt-PÇt,x yt-PÇt,2 -" yt-pÇt,f

i=l

y r r

Z Z^r-rír.l Z Z^r-^U - Z Z^r-^M
t 1=1 í 1=1 / 1=1
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Resolvendo o quarto termo da equação(50)

(Z<*'^'*p)/? =

=k <i>2 — ^

^-1

yt-2

yt-P

<l>2 '" </>,1 r 2

£í-i,i £m,2 *** £í-i,ff

£í-2,l £í-2,2 **" £í-2,«

£í-p,i £í-j>,2 **" £í- pjm

r

Z^M
f=l 7=1 7=1 7=1

P P P P P P

ZZ^^/^h,! ZZm^iA-w - ZZ^^;^-^^
1=1 7=1 i=l 7=1 i=l 7=1

Aplicando Z

ZZÉ^^Hi ZÊS^^j^-^/-^ - ZzllÉM/j'"^.-
/ i=l 7=1 t 1=1 7=1 / /=1 7=1

= A'p
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Resolvendo o quintotermo da equação (50)

-(Z0'^')/? =

=4*1 0: 0.

=-[9, 92 .- 0<

a
t-X

a
í-2 [íí,l Í..2 - Si*]?

a
'-<?.

«í-Al ^í-líí.2 ^í-líí.»
<V2£í,l ^í-2Íí,2 ât_2Çtt)

at-pÇt,X at-p$t,2 at-pÇt,m_

T0ÂA,> T6âA,,2 - £«,*«#.,
i=X i=X i=l

Aplicando Z

Z Z^Â-rír,, Z T.8AA..2 - Z Z*Â-A.
t i=Xí 1=1 í 1=1

Resolvendo o sexto termo da equação (50)

(£0'ât>xp)p =
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a
t-X

=l>, *2 - *,
a

f-2

l_a<-«J

W\ r>2 •- ^;

£ í-i,i £í-i,2 £í-i,B

£ í-2,1 £ í-2,2 £ í-2,«

£ í-p,l £ í-j>,2 5 í-p,»;

Z*A-<
1=1

Ht>jÇt-j,x Ya^At-n -" YAsti-i*
7=1 7=1 J=l

9 ^ 9 i> 9 P

i=l 7=1 i=l 7=1 ,=1 J=l

Aphcando Z

liÊ^M-rf.* Y£t9.*A.A,-,a - T.tt^A.A.-j.,
y <=1 7=1 / i=l 7=1 / í=l 7=1

Tem-se, então, que a equação (i) pode ser reescrita como

(yjZ,'U,')p =A,'p-Aiip-A3'P+Ai'P-A5'P +A6'p

Colocando P em evidência,tem-se

(^z;u;)p =xp,

onde
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í4'=4,-í42'-íV+44,-4,+4

(ú) YpZtUt queéigual àequação(i)transposta,então

P\YdZ,U,)= p'A

(üí) p('Lulu,)p=p'( Z (xh'-fxPy(xh'-fxP) )p
^ í ' í

=P,(TxHx„')p-p'(ZxHpxP)p-p(Ex;íxll-)p+
t t t

p(LxP-tfxP)p

Resolvendo o primeirotermo da equação(51)

p,(yJxHxH')p=

=p'
ír.2

£í,m

tu £,,2 - è,,m]p
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= A

£í,i£m £í,i£í,2 *** £í,i£í,n

£í,2£í,i £í,2£í,2 *** £í,2£í,n

£f,in£í,l £í,m£í,2 "* £í,/>£í,m_

Aphcando Z

= A

/, £í,i£í,i 2Li £í,i£í,2 *** ^ £í,i£í,w
í í í

,2-í £í,2£í,l ,Zj £í,2£í,2 *** Zj £í,2£í,n
í í í

/ , £í,m£í,l ^ £í,m£í,2 "" ^ Çt,pÇ t,n

Resolvendo o segundo termo da equação(51)

-pl(YJxHpxP)p =

= -A k ^: f

£ í-1,1 £í-i,2

£ í-2,1 £ í-2,2

P = P,B,P

£ í-itm

Ç í-2,1»

£í,m £í-p,i £í-p,2 *** £í-p,»i
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=-A

= ~P'

ír,

1,2

£í,»i

y r r

1=1 i=X

r r

Z^^M^í-M Hr>iÇt,xÇt-i,2
i=X i=l

P P

Z^^^í-i.l Z^AlÉl-W
i=l

P

i=X

P

i=X

Z^iíí.iíí-,,»
1=1

Z^í^í.2^í-í,k
i=l

Z^A^-U Z^'í'.™^^2 *•• Z^Am£í-«,i
1=1 i=l i=l

Aphcando Z

=-a

ZZ^Í^Kl ZZ^U^.2 - ZZ^U^í-»,»
í í=l í i=l í i"=l

P P P

ZZ^^r,2^í-»,l ZZ^«íí,2^í-,,2 - ZZ^^í-M
í i=l

P

t i=l f i=l

P

ZZ^íí^'-M ZZ^í^H2 ••• EEtír^M-,,
í i=l í í=l í i=l

= -AA£

Resolvendo o terceiro termo da equação (51)

-p\YjxP<txH')p=-ip\YjxHpxP)py
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Logo

-P'C^XP'<j>X„')p =-P'Bip

onde B-> = B-,'.3 ~ "2

Resolvendo o quartotermo da equação (51)

P'(£xP'tpxP)p =

= A

= A

£ í-1,1 £í-2,i *** £í-p,i

£í-l,2 £í-2,2 *** £í-^,2

£í-l,m £í-2,m "*" £í-p,2_

Vi"
^2

WX r>2 — 0,.

£f-l,l £í-l,2 *** £í-l,n

£í-2,l £í-2,2 *** £í-2,í

í=l

Z^'-'->2
i=l

Z^'íí-M
i=l

£í-/?,l £í-^,2 "* £í-^,m_

P P

HtjÇt-j.x Z<^-;,2 - Z^;^r-7>
7=1 ;=i ;=i
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=A

p p P P P P

ZZ^./£-m£-./.1 ZZ^Auíí-^ •- ZZr»»rÍ7ÍM.líí-7>
i=X 7=1 i=l 7=1 »'=! 7=1
p P P P P P

ZZ^A-W^J ZZ^^^r-„2Íí-7,2 - ZZ^^^r-,.2Íí-7.»
i=X 7=1 i=l 7=1 '=1 i'=l

í í P P P P

TÊtitjÇt-ijt-jA ZZw^hj ••• ZZM£-i.«£-./.«
i=l 7=1 i=l 7=1 i=l 7=1

Aplicando Z

=P'

Z££*^A*A*i ZZZ^AA-^ - ZZZM£-u£-.
t i=l 7=1 í i=l 7=1 í i=l 7=1

YÈL^J^-Í^H,1 ZZZ^i^^í-7.2 -• Z£Z^^^K2Íí-7,m
í f=l 7=1 í i=l 7=1 í i=l 7=1

ZZZ^AiA-,,1 ZZZ^/^^m>#í-7^ - ZZZM-£m,»£í-7>
í f=l 7=1 í 1=1 7=1 ' '=1 J'=l

=A'A,£

Tem-se, então, que a equação (iii) pode ser reescrita como

P<(£U,U,,)P =P'Blp-p'B2P-P'B3p+P'B,p
t

Colocando p' e P em evidência, tem-se

P'(£U,U,')P =P'BP,
t
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onde

B = Bx —B2 —B3 +B4

Com isto, a equação (49) pode ser escrita como

PiP/t,0,T,Su)*:exp\~(-Ap-FA+FB0)\ (52)

Completando o quadrado em P na equação (52) tem-se

Z , „ ^_! .. _j D/ ^ „_!/'(j5/jí>r?>r,5„)ocexpj--0ff-5-^)-15(j3-5-^)

Portanto

p/</>,9,z9Sn ~ Normal(B-lA,T-lB-1)
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Anexo A4

Distribuição a Posteriori Condicional de r, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de z, dado que <j>, 9, p e S„

são conhecidos, foi obtida da equação

n-p

p^AP,t/s„)ocx 2"'«p]-£ £(z-irP)\z-irA)1
* t=p+X

Para os cálculos abaixo, foram considerados somente os termos em que o r está

envolvido; então, tem-se

n-p

P(z/t999p9Sn)ccz *-\xry\-^Y,{Z-U>P)\Z-U*P)\
1 ^ Í=JH-1

(53)

Como podemos observar, a distribuição a posteriori condicional completa do

parâmetro z é facilmente obtida da equação (53); portanto,

fj(Zt-Ut'p)XZt-U'P)'
n-p t=p+xz/<l>999P9Sn~Gama
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ANEXO B

A seguir, será apresentado como foram encontradas as distribuições a

posteriori condicionais completas de cada parâmetro, para o modelo de

intervenção com erroM4^ utilizando a priori de Jeffreys.

Distribuições a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervenção com erro MA(q)

Considerando a priori de Jeffreys descrita em (10) e a função de

verossimilhança aproximada dada por (22), temos a distribuição a posteriori

apresentada em (25). Para todos os parâmetros, as distribuições a posteriori

condicionais completas foram obtidas a partir da expressão (25).
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Anexo BI

Distribuição a Posteriori Condicional de /?, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de p, dado que 0, z e Sn são

conhecidos, foi obtida da expressão

P{fifi,TlSm)*r**exp —20'. -X,'fi-tfijfâ,y
1 * t=X 1=1

(y.-X/p-ZWâ,)
i=l

Para os cálculos abaixo foram considerado somente os termos em que o

parâmetro p está envolvido, então, tem-se

P(fi/0,T,Sm)ccap —ÉCc. -X;P-tfi&à,y
[ *• í=l i=X

1

{yt-x;p-YfiJfà,)
1=1

desenvolvendo a expressão (54)
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p(p/0,T,s„)ccexp\-^(-y,'x;p-p,xly,+p'x,x,'p+

P'x,fí0iB<âl+(£0lBialyxl'p)
í=i i=l

que pode ser reescrita como

P{pl0,r,S„)cc expj- XÁ- t,y,'xAB -pif.X.y,

p{tx,x,]p+p{t(xlÍ0iBât))+\±(ft0iB'âlyx,
\t=x ) \t=x i=l ) \t=X i=X

n

Para os cálculos abaixo, Z f°i representado por Z
í=i

Cadatermos da expressão (55) foi resolvido separadamente, então:

® -(Zy.'x')P =
t

-yt[çt,x £í,2 - Çt,m]p =-\y£t,x y£* - y£t,m)p

aphcando o Z
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Z-tér.1 Z>^r,2 - Z^r.. P = -A'p

(ü) ~P,(^l^tyt) éigual àexpressão (i)transposta, então

-p'CZXty,) =-P'A

(iii) P'(£X.X.')P=

= A

=£•

£í,ro

b,, í,.2 - í,>

£í,i£m £í,i£í,2 **' £í,i£í,m

£í,2£í,l £í,2£í,2 *" £í,2£í.»

£í,m£í,l £í,m£í,2 "** £í,m£í,í

yff

Aplicando Z

= A

7 ,£m£í.i ^,£^1^,2 "*" ^£í,i£í,»i
í f í

^£í,2£m ^£í,i£í,2 "* ,2j£í,2£í,»

/ ,£/.m£f.i ^bí£m£í,2 *** ^£f,m£í,^
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(iv) P ^(x&fiâ,)] =p'x,{0A-, +«A-i +-+*A.>
V r i=l J

Aphcando o Z

= A

Z Z^Áh.
/ i=l

Z Z^Â-,
/ 1=1

Z I.Ç..JÂ-,
t i=X

= A

=p'

= p,c

"£,."
6.2

Z*â-,
• _ i=X

_£/,»! _

i=l

í=l

L»=l

(v) Z (Z^»^^ )^í' ^ ®̂ a^a exPressão (iv) transposta, então
V ' «=i )

Z(ZW)'*,'
^ í í=i

P = C'P
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Com isto, a expressão (55) pode ser escrita como

P(P/99z9SJozexp\-?-(-A'p-P'A +P'Bp +p,C +CP)

(56)

Colocando P e p' em evidência na expressão (56), tem-se

PU}/0,T,Sm)ccafi-l(rD'fi-fi'D +fi'Bfi) (57)

sendo

D = A-C.

Completando o quadrado em p na expressão (57), tem-se

P(P/99zSn) xexpj-^ -B~xd)b(p -B~1d)

Portanto,

p/9,z9S„~ Normal(B-xD, z _1B ~l)
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Anexo B2

Distribuição a Posteriori Condicional de 0, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de 0, dado que P, z e Sn são

conhecidos, foi obtida da expressão

P{fiArlSm)^x^mí\-^fi{y,-X,'fi-fteiBfâ,y
\ *- í=l i=X

(y.-Xtf-Y^epâ,)
i=X

Para os cálculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parâmetro 0 está envolvido; então, tem-se

p(0/p,T,sn)<c «J-£É(y, -x,'p-ftefiâ,y
[ *• t=x í=l

{y,-Xt>fi-Yj9t#â,)
i=l

desenvolvendo a expressão (58)
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Pí0/Ar.s.)oe«p{-££ l-y&W*. +P'x,ti0iBla,-(£ielB'âtyy,
L * t=\ 1=1 1=' 1=1

+<£fipâ,yx,'p+<£fifi,a,y<£iofi'âtyx)
1=1 »=1 »=1

Para os cálculos abaixo, Z f°i representado por Z
t=x

Cadatermo da expressão (59) foi resolvido separadamente, então:

0) -y.íofiâ, =
i=X

=-ytl?Â-i +o2ât_2 +•••+#<A-« J

="rVÂ-i +^2ytât_2 +•••+9qytât_q J

=-h o2 ... 0<

aplicando Z

~ât-xyt~ ~<W,~
ãt-2yt

= -0'
àt.2yt

_ât-qyt_ _ât-qyt_
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= -0'

Z^-l^r
t

Z5«^
f

Zw.

=-0'£

(ü) /rx,ZW =
1=1

= A

£í,m

2^â, =!>• A - A
i=l

=I>A,+A#,,2+•••+/*„#,,
• <?

Z^5'",
1-1

ZA6„
7=1

ki+^-2+-+^(.J

í.,2

£í,»i

ZW
i=l

^Z^^Ai ^2Z^^À2 +-+*,Zj*AA-,
y=i y=i 7=1
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ZPA..A-1
7=1

=fr ^2 ' 0
<?.

1Lpaâ-i
7=1

Z^AA-,
7=1

Aplicando Z

= 0'

Z Z^ÁÂ-1
r 7=1

m

Z ZAAA*
' 7=1

i»

Z T.PA.A-,
t 7=1

= 0'F

= 0'

Z^A-l
7=1

Z^áâ-í
7=1

HPA..A
7=1

í-g

(iii) -(Z0,^'^-i)'>,f e igual àexpressão® transposta, então
i=l

-(Z^.B'á.-i)>,=-£^
i=l

(iv) (Z ^i^^/ y%tP ©igu^àexpressão (ii) transposta, então
1=1
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(yj0lB'â,yX,'p=F'0
i=X

(v) (Yj0lB,ãty<Zd0iB>ât) =
1=1 i=X

]pxât_x +92ât_2 +-+̂ âí^]|0IâM +92ât_2 +-+9qât_q\

a t-X

=K *: 0.
a

í-2

Kl ar-2 a
*-<?.

^2

0.

= 0'

a
'-9.

aMaM ar-iflff-2

«t-2«M ^2**-2 a«-2flf-g

L^-í^-l aí^fl«-2 '•• at-qat-q

9

aplicando Z

= 0'

at-Xat-X Z ^-1^-2 — Z üt-Xat-q
t t t

«r-2^-1 Z ar-2ar-2 — Z ai-2af-<

Vm Z ^-9^-2 — Z a'-9ar-<
' ' t
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Com isto, a expressão(49) pode ser escritacomo

P(9/p9z9Sn)ozexp\--[-9,E+9'F-E'9 +F'9 +9,G9]

(60)

Colocando 0 e 0' em evidência na expressão (60), tem-se

P(9/p9z9S„)ocexpl--(r9'H-H,9 +9'G9)

(61)

sendo

H = E-F

Completando o quadrado em 0 na expressão (61), tem-se

P(9/p,z9Sn)cc exp\-^(9-G-lHy(9-G-1H)

Portanto,

9/p9z9Sn~Normal(G~*H9z-lG-1)
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Anexo B3

Distribuição a PosterioriCondicionalde r, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de z, dado que P, 0 e S„ são

conhecidos, foi obtida da expressão

P(fifi.T/s.)*T^<Kp\-?;2,(yl-x,'y>-,Ze,B'â,y
[ * ;=i »=i

0,-^-Z^Aâ,)
i=l

Para os cálculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parâmetro z está envolvido; então, tem-se

PXr/fifiJS.) oc r*~ «pj-^ZO'. "X.V-XWâ.y
[ * t=X i=l

(yt-xSP-iWà,)]

(62)

Como podemos observar, a distribuição a posteriori condicional completa do

parâmetro z é facilmente obtida da expressão (62); portanto,

131



\2* 1>
zlp,99S„ -Gama

onde

•/=Z0'r-^,,^-Z^'ár),O.-^,,y8-Z^5'â<)-
f=l i=l 1=1
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Anexo C

A seguir, será apresentado como foram encontradas as distribuições a

posteriori condicionais completas de cada parâmetro, para o modelo de

intervenção com erro MA(q), utilizando a priori própria.

Distribuições a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervenção com erro MA(q)

Considerando a priori própria descrita em (20) e a função de

verossimilhança aproximada dada por (22), temos a distribuição a posteriori

apresentada em (23). Para todos os parâmetros, as distribuições a posteriori

condicionais completas foram obtidasa partir da expressão (23).

134



Anexo Cl

Distribuição a Posteriori Condicional de /?, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de /?, dado que 0, z e Sn são

conhecidos, foi obtida da expressão

m+q+2a+n , f

P(J3,0,t/S„)°zt 2 " exp\~[(P-po(0))'PÁP-PM)+

(0-0Jp2(0-0o) + 2k +

ZCcr -x;p-±0,B'à,y{yt -x^p-^ofià,)} 1
1=1 1=1 i=l J

Para os cálculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parâmetro P estáenvolvido; então, tem-se

P(P I0,t,s„) oc exp - T-\(p - A myPx(fi- p0 (0))+

« ,1 (64)
f=l 1=1 «=1 J

Desenvolvendo (jff - #, (WPi O9 ~ Po (P)) >tem-se

W-PoWyPxiP-Pom^P^xP-P^xPoW-PoWPxP
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A expressão f.iy,-X^p-^^à.yiy,-X^-^ffã,) já foi
/=1 i=X i=X

desenvolvida no Anexo BI; então, tem-se

Z(y,-X,'p-yj0iB'âiy(y,-Xl'p-Yl0lB'â1) =-D-p-p-D +p'Bp
í=l 1=1 i=l

portanto, a expressão (64) pode ser reescrita como

P(P/9,z9SJcX:exp^[PiplP-P'plP0(9)-P0\9)plp
D'p-piD+p%Bp] \

Colocando P e p' em evidência naexpressão (65), tem-se

P(P/99z9Sn)ccexV\-^(P'LP-P'T-T'P)

sendo

L = (Pl+B)eT = p,P0(9)+D.

Completando o quadrado em p naexpressão (66), tem-se
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P(.p/0,T,Sn)o:expLl(p-L-lT)'L(p-L-,T)

Portanto,

pi99z9Sn~Normal{L-lT9z-'L-1)
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Anexo C2

Distribuição a Posteriori Condicional de 0, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de 0, dado que P, z e Sn são

conhecidos, foi obtida da expressão

m+q+2a+n C

P(P,0,t/S„)cct~ «pj~[(/9-AWJfctf-AW)+
(0-0Jp2(0-6,) + U +

±(y, -X,'fi-fi0lB'aiy(yl-X,'fi-±0^âi)] }
t=X i=X 1=1 J

Para os cálculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parâmetro 0 está envolvido;então, tem-se

P(0/P,T,SJoceXp\-^l(0-0Jpi(0-0<))+

2>, -X,'p-±O^âjiy, -X/P-^BA)] }
í=l 1=1 1=1 J

(68)

Desenvolvendo (0 -0O)'p2(0-90), temse

^-0oyp2(9-90) = 9tp29-9tp290-9^p29
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A expressão Ytiy,-X,'fi-Jiefiâ,y(y,-X,,fi-J^0,ffâl) já foi
/=1 i=l i=l

desenvolvida no Anexo B2; então, tem-se

twAyiy.-x.-p-f
/=1 i=l i=l

fJ(y,-X,'P-y,OlB>â,)Xyt-Xt<p-Yd0lB<ât) =-0-H-H'0+0'G0

portanto, a expressão (68) podeserreescrita como

P(9/p9z9SJcX:exVL^p29-9tp290-9^p29-9'H-W9+9'G9
(69)

Colocando 0 e 01 em evidência na expressão (69), tem-se

P(9/p9z9Sn)ocexp\--(9'M9-9'N-N'9) 1 (70)

sendo

M = p2+G e N = (p290+H).

Completando o quadrado em 0 na expressão (70), tem-se

P(9/p9z9Sn)ozQxpi--(9-M-1Ny(9-M-'N)
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Portanto,

9lp,r,S„ ~Normal{M-lN9z-lM-1)
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Anexo C3

Distribuição a Posteriori Condicional de r, dado que todos os outros

parâmetros são conhecidos

A distribuição a posteriori condicional de z, dado que P, 0 e Sn são

conhecidos, foi obtida da expressão

m+q+2a+n (

P(pj0,r/S„) oc ~~> expj-|[0»-A(0))'A iP~AW)+
(0-0o)'/>2(0-r3o) +2A+

2>, -*,?-£WKy, -x/p-XWà,)))
t=X i=X i=X J

Para os cálculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parâmetro z está envolvido; então, tem-se

m+q+2a+n f

PirIp,0JS„) oc r~ expj --[<J3 -p, «?))>,(A -AW)+
(0-0Jp2(0-0„) + 2k +

2>, -X,'p-fj0iB'ã,y{yt-X,'p-fd0lB'ã,)} }
t=X i=l i=l J

(71)

Como podemos observar, a distribuição a posteriori condicional completa do

parâmetro z é facilmente obtida da expressão (71); portanto,
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r/p,0,S„ ~Gama\~

onde

•/=ZCe. -x.-p-ZWâjiy, -x-p-y^^â,)
í=l i=l 1=1
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