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RESUMO

MILANI, Leticia Lima. Anilise Bayesiana do modelo de intervenc¢io com
erro ARMA. Lavras: UFLA, 2000. 143p. (Dissertagdo — Mestrado em
Estatistica ¢ Experimenta¢do Agropecuaria).

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar um estudo
detalhado sobre a anilise Bayesiana de um modelo de intervengdo com erro
ARMA, em que a inferéncia sobre os pardmetros foi feita aplicando o
Amostrador de Gibbs. Para a analise Bayesiana do modelo de intervengdo com
erro ARMA, foi usada a priori impropria de Jeffreys. Também foi feita a analise
Bayesiana do modelo de intervengio com erro MA. Para a anélise deste modelo
foi considerada uma priori prépria e a priori imprépria de Jeffreys. Foram feitas
aplicagdes do método através de dois exemplos para os quais os dados foram
simulados; em ambos os casos foi adotado o modelo com duas intervengdes, a
priori utilizada foi a priori imprépria de Jeffreys e foram consideradas duas
cadeias em paralelo. O primeiro exemplo referiu-se a analise do modelo de
intervengdo com erro ARMA(2, 2), e o segundo ao modelo de intervengdo com
erro MA(2). A inferéncia sobre os pardmetros foi obtida através do Amostrador
de Gibbs, considerando as distribuigdes marginais condicionais completas. Para
o primeiro exemplo, considerou-se a analise com 6000 iteragdes; ja no segundo
exemplo, a analise foi feita com 10000 iteragdes. Para verificar a convergéncia,
foram utilizados o método de técnicas graficas e o método proposto por Gelman

¢ Rubin (1992), baseado no fator k

Orientadora: Thelma Safadi - UFLA
Co-Orientador: Eduardo Bearzoti — UFLA



ABSTRACT

MILANI, L. L. Bayesian Analysis of the intervention model with ARMA
error. Lavras: UFLA, 2000; 143p. (Dissertation — master in Statistical and
Agricultural Experimentation).

This work was designed to present a detailed study about the Bayesian
analysis of the time series intervention model with ARMA and MA error.
Inference about the parameters was done by applying Gibbs Sampler. For the
Bayesian analysis of the intervention model with ARMA error, Jeffreys’
improprer priori was used. Bayesian analysis of the intervention model with MA
error considering a proper priori and the improper priori of Jeffreys. Two
examples of simulated data were presented, with two interventions and Jeffreys’
improper priori. The first example was concemed with the analysis of the
intervention model with ARMA(2,2) error and the latter dealt with the
intervention model with MA(2) error. The inference about the parameters was
accomplished through Gibbs Sampler, considering the complete conditional
marginal distributions. The former example required 6000 iterations and the
latter , the analysis was carried out with 10000 iterations. To verify the
convergence, the method of graphic techniques was utilized, as well as the

method of Gelman and Rubin(1992) , which is based on the K factor.

Adviser: Thelma Safadi - UFLA
Co-Adviser: Eduardo Berazoti - UFLA
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1 INTRODUCAO

Frequentemente, na teoria de séries temporais, existe o interesse em
modelos tais que a série possa ter mudado de nivel devido a ocorréncia de um
dado evento em algum instante de tempo. O objetivo da analise de intervencéo é
avaliar o impacto do evento ocorrido no comportamento da série.

A analise de séries temporais tem uma grande aplicagdo em diversas
areas. A literatura em séries temporais é numerosa, sendo a maior parte delas
nio Bayesiana.

A maioria dos trabalhos com um enfoque Bayesiano ocorrerau depois de
1970, apesar de Jeffreys (1939) ter sido o primeiro a estudar a teoria espectral.
Mas foi a partir de 1980 que as técnicas Bayesianas mostraram ser uma boa
altemativa para a metodologia de Box & Jenkins, tida como um padrdo de
analise. Esta linha de pensamento foi iniciada por Monahan (1983), que usou
integragiio numérica para por em pratica uma completa analise Bayesiana de
séries temporais, incluindo identificagdo, verificagdo, estimagio e previsao.

Existem poucos trabalhos que ddo um enfoque Bayesiano para a analise
de séries temporais com interven¢do. Uma boa referéncia ao tratamento
Bayesiano de um modelo de intervengdo é dada por Diaz (1988), segundo o qual
o procedimento de fazer uma analise de intervencio com enfoque Bayesiano é
aplicado a dois exemplos. O primeiro corresponde a uma série de médias
mensais do nivel de O; na atmosfera no centro da cidade de Los Angeles, esta
série ja havia sido estudada, utilizando um enfoque classico, por Tiao, Box;
Hamming (1975); e no segundo exemplo tém-se dados simulados. Diaz (1988)



ndo utilizou o Amostrador de Gibbs para fazer inferéncia sobre os pardmetros. O
interesse de Diaz (1988) era apenas estimar o parametro de intervencao.

Varios autores tém feito a analise de séries temporais com intervencio,
mas sao poucos os trabalhos em que se aplica a analise Bayesiana.

Desta forma, este trabalho teve por objetivo fazer uma analise Bayesiana
do modelo de intervencao descrito por Diaz (1988), utilizando o Amostrador de

Gibbs na inferéncia sobre os parametros.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Anilise Bayesiana

2.1.1 Consideracdes Iniciais

O problema fundamental da estatistica é fazer inferéncia. Alguns dados
sdo observados e deseja-se fazer inferéncia sobre uma ou mais caracteristicas
desconhecidas do sistema que teria dado origem a este dados.

A inferéncia Bayesiana trabalha na presenga de observagdes y, cujos
valores inicialmente incertos sd3o descritos através de uma distribuigdo de

probabilidade f(y/6). O pardmetro @ é o que interessa ao pesquisador, € tem

um sentido exato dentro da questio em estudo. O pesquisador deve ter alguma
informagdo prévia sobre 6, ¢ esta informagdo deve ser incorporada a analise.

Para Gelman et al. (1997), a inferéncia Bayesiana é o processo de ajustar
um modelo de probabilidade para um grupo de dados e resumir o resultado por
uma distribuigio de probabilidade nos parimetros do modelo e em quantidades
nio observaveis como predigdo para novas observagdes.

A caracteristica essencial dos métodos Bayesianos € o uso explicito de
probabilidades para quantificar as incertezas. Portanto, a inferéncia Bayesiana é
baseada no conceito de probabilidade subjetiva, que mede o grau de confianga
que alguém deposita no acontecimento de um determinado evento do espago
amostral. Se existe uma incerteza, a descrigdo desta incerteza deve ser feita

usando a probabilidade subjetiva. Entdo, o Bayesiano descreve toda quantidade



desconhecida através da probabilidade. Ao descrever uma incerteza usando a

probabilidade, deve-se ter o cuidado com certas condigdes de coeréncia.

2.1.2 Inferéncia Bayesiana

Ao incorporar uma opiniéo sobre & & analise através de uma densidade
de probabilidade P(8), o Bayesiano esti denominando a densidade a priori. A
densidade a priori possui este nome por ser a distribuigio de probabilidade de
€ antes que se observem os dados.

A densidade conjunta de um grupo de observagdes ,,...,), , examinada
como uma fungdo do parimetro, é denominada de fingdo de verossimilhanga e é
representada por L(y,,...,y,/ 6).

Se ...y, denota uma amostra de distribuicdo com fungio de
verossimilhanga L indexada por um parametro continuo € , com densidade a
priori P(f), entdo a densidade a posteriori de @ ¢ dada pelo Teorema de

Bayes, ou seja

P@IS.)= L(S,/6)P(8)
" j L(S,/0)P(®)dd’

onde Sn = b’l:yzr"’yn} .
Press (1989) enumerou as seguintes observagdes sobre o Teorema de

Bayes:



a) Desde que o denominador dependa somente de S, (e ndo de & ), o Teorema

de Bayes pode ser escrito como P(6/S,) o« L(€/S,)P(6), onde o denota
proporcionalidade.

b) P(0) é chamada de fungdo de probabilidade a prz‘orz‘ de @, desde que ela
seja determinada a priori, observando S, no experimento atual, isto ¢, P(8) é
baseada em compreens3o e experiéncia anteriores.

©) P(8/S,) é chamada de fungdo de probabilidade a posteriori de € , dada a
observagao atual.

d) Equacéo equivalente do Teorema de Bayes é dada por

POSTERIORI « VEROSSIMILHANCA * PRIORI.

Pode-se pensar no Teorema de Bayes como um mecanismo de
atualizagdo da opinido do estatistico sobre & .

O Teorema de Bayes ¢ um elemento essencial para a analise Bayesiana,
pois toda inferéncia é feita a partir da posteriori.

Por muitos anos, o uso de priori subjetiva gerou uma grande
controvérsia para a inferéncia estatistica baseada no Teorema de Bayes. A
escolha da distribuigdo a priori € um problema pertinente na abordagem
Bayesiana. Existem dois tipos de priori, a priori informativa (ou propria) e a
priori ndo-informativa (ou impropria). Quando o pesquisador tem alguma
informagdo prévia sobre o que esta estudando, ele pode usar uma priorn
informativa. De todos os aspectos da inferéncia Bayesiana, a priori informativa é
a mais dificil e a que traz maior controvérsia. Mas pode acontecer que em
determinado estudo o pesquisador tenha pouca ou nenhuma informagdo para se
incorporar a priori; quando isto acontece, a distribuigio considerada € a nao-

informativa. Existe igualmente controvérsia quanto a priori n3o-informativa,



pois muitas vezes esta priori faz com que se tenha uma distribuigio a posteriori
impropria. A priori ndo-informativa mais usada € a priori de Jeffreys.

Um outro elemento na inferéncia Bayesiana é a distribui¢do preditiva,
sendo usada quando se quer fazer uma inferéncia sobre uma observagdo futura,

Vi1, utilizando as observagdes passadas y,,...,J,. A distribuigdo preditiva é
baseada na distribui¢do a posteriori de y,.,,, P(¥,.,/V,---.Y,) € pode ser

obtida da posteriori de y,,, e € pela integragdo:

PO/ 8,) = [ P(3,..,818,)d6 = [ PG, 16,8,)P(815,)d6

onde S, é o vetor das observagdes passadas e o primeiro termo da integral ¢ a
densidade condicional de y,,,, dadas as observagdes anteriores e 8, e o
segundo termo ¢ a densidade a posteriori de 4.

Broemeling (1985) apresentou um diagrama, para ilustrar a técnica usada
na inferéncia estatistica, que esta apresentado na Figura 1.
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FIGURA 1 - Técnicas da Inferéncia Bayesiana, apresentada por Broemeling

(1985)



Os componentes de inferéncia estatistica consistem da informagdo a
priori, dos dados amostrais, do calculo da densidade a posteriori dos pardmetros,
e por vezes do calculo da distribuigio preditiva de observa¢des futuras. A
informagdo a priori é expressa pela densidade de probabilidade P(6). A
informagédo nos dados y,,...,J,, onde y,,...,y, € uma amostra aleatoria de uma
populagdo com densidade f, estd contida na fungdo de verossimilhanga
L(y,,....,y,/6) ,que é a densidade conjunta dos dados amostrais; entio a

fungdo de verossimilhanga € combinada com a densidade a priori de @, pelo
Teorema de Bayes, sendo a densidade a posteriori de & encontrada.

Broemeling (1985) afirma que a base da inferéncia Bayesiana, é a
distribuigdo a posteriori de @, pois qualquer conclusdo é feita a partir desta
distribuicado.

A diferenca formal entre a inferéncia Bayesiana e a frequentista
(classica) é que, para a inferéncia Bayesiana os pardmetros @ sdo variaveis
aleatorias possuindo, entdo, uma distribuiio de probabilidade. E para a
inferéncia frequentista, os pardmetros sdo valores fixos, nio sendo possivel
atribuir a eles uma distribuigdo de probabilidade.

O’Hagan (1994) comenta o porqué de usar a inferéncia Bayesiana ao
invés da inferéncia classica. Ele diz que, em termos gerais, alguns dos
argumentos a favor do enfoque Bayesiano s3o os de que a analise Bayesiana é
fundamentalmente completa, muito flexivel, produz conclusdes claras e diretas e
faz uso de toda informagdo disponivel. Em contraste, o enfoque classico ignora a
informagao a priori. '

Press (1989) apresentou um resumo das vantagens da inferéncia
Bayesiana:

a) Pode-se levar em conta o conhecimento prévio explicitamente.



b) Obtém-se, frequentemente, intervalos de credibilidade de menor
comprimento usando uma distribuigdo a priori propria.

c) Obtém-se, frequentemente, estimadores com menor variancia ou menor erro
quadratico médio (em relagio a inferéncia classica) usando prioris proprias
para incorporar conhecimento anterior.

d) Frequentemente, tém-se previsdes mais acuradas utilizando a priori propria.

e) Estimadores Bayesianos sdo sempre admissiveis pelo uso de priori proprias.

f) Pode-se aplicar métodos Bayesianos, em situagdes em que o conhecimento
anterior ndo ¢ utilizado, usando a priori impropria. E neste caso,
frequentemente chega-se as mesmas concluses que a inferéncia classica.

g) Pode-se testar hipiteses sem predeterminar o resultado do teste de acordo
com a selegiio do tamanho de amostra, ndo sendo necessario pre-especificar
um nivel de significancia. .

Na literatura, podem ser encontrado alguns exemplos em que a analise

Bayesiana foi aplicada, assim como Broemeling e Shaarawy (1988); Pole, West

e Harrison (1984); Safadi (1997) e Zellner (1971).

2.1.3 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs é uma técnica para gerar variaveis aleatorias de
uma distribui¢cdo (marginal) sem que se conhega a sua densidade. Embora a
maior parte das aplicagdes do Amostrador de Gibbs tenha sido em modelos
Bayesianos, ele também é extremamente util para se amostrar a fungido de
verossimilhanca nos métodos frequentistas.

O Amostrador de Gibbs teve uma onda inicial de popularidade com o
trabalho de Geman e Geman (1984), que estudaram modelos de processamento
de imagens. Porém, a origem do método pode ser descrita por Metropolis et al.
(1953) e, posteriormente, um novo desenvolvimento de Hastings (1970). Mais



recentemente, Gelfand e Smith (1990) geraram um novo interesse na aplicagio
do método por seu revelador potencial em uma ampla variedade de problemas da
estatistica convencional.

Usando técnicas como o Amostrador de Gibbs, calculos dificeis e
complicados podem ser evitados substituindo-os por uma sequéncia de calculos
faceis.

Em modelos complicados, raramente se consegue obter amostras
diretamente das distribui¢Ges a posteriori. A idéia do método de Monte Carlo via
Cadeia de Markov ¢ simular um passeio aleatério no espago do parimetro 8, o
qual converge para uma distribuicdo estaciondria, que ¢ a distribuicio a
posteriori P(6/S,) onde S,é o vetor de observagdes.

O Amostrador de Gibbs é um particular algoritmo de Monte Carlo via
Cadeia de Markov, tem sido extremamente util na resolugdo de problemas
multidimensionais e é definido em termos de subvetores de 4.

Pode-se pensar no Amostrador de Gibbs como uma implementagio
prética do fato de que o conhecimento das distribuigdes condicionais completas
¢ suficiente para determinar a distribui¢io conjunta (se ela existir).

O Amostrador de Gibbs, entdo, fornece uma forma alternativa de
obtengdo baseada em sucessivas geragdes das distribuigdes condicionais
completas.

Seja o vetor de parimetros @ dividido em X subvetores,
(6,86, ...,6,), e que as distribui¢des condicionais de cada pardmetro 8;, dado
todos os outros, sejam conhecidas. Essas distribuices sdo denotadas por
£[818,...6..5,), 1,(6,18.8,..6.S), .. £(6./8,..6..5,),
onde S, denota o vetor de 7 observagdes consecutivas observadas em igual
espago de intervalo de tempo; estas distribuigSes sdo denominadas distribuicdes

condicionais completas.

10



McCulloch e Tsay (1994) foram os primeiros a utilizarem o Amostrador
de Gibbs em séries temporais e eles descreveram o algoritmo do Amostrador de
Gibbs da seguinte forma:

@ dados os valores iniciais 8° = (4, &2, ..., 6{”)' para os parimetros

(i) gerando M + N grupos de numeros aleatorios retira-se iterativamente

6" de £(8169,69,..,69,5,),
92(1) de f2(92 /91(1)’ 93(0)’ ""9:0)’Sn) >

6 de 1,(6,16,67, .60, 5,),
obtendo-se na primeira iteragio 8" = (6,..., 4")' .

(i)  descartando as primeiras M realizagdes no passo (i), as N restantes
realizagdes sfo utilizadas para formar uma amostra aleatoria
{69, ..., 89+ } e estima-se a posteriori usando esta amostra aleatéria.

Geman e Geman (1984) mostraram que a distribui¢do conjunta desta
amostra aleatoria converge exponencialmente para a distribui¢do a posteriori
conjunta de 6.

Um problema encontrado é a escolha apropriada dos valores de M e
N . Uma solugdo geral para a escolha de N ¢é monitorar a convergéncia da
sequéncia de Gibbs sob algum aspecto. Cowles e Carlin (1996) apresentam um

estudo comparativo entre varios métodos para monitoragdo da convergéncia,

11



alguns com uma unica cadeia, outros com cadeias multiplas; e a monitoragio é
feita com métodos graficos, quantitativos ou qualitativos.
Para a monitoragdo da convergéncia, serdo ilustrados dois critérios

simples.

2.1.3.1 Monitoragdo Informal da Convergéncia

Uma das propostas iniciais de verificagdo informal de convergéncia foi
feita por Gelfand e Smith (1990), sugerindo técnicas graficas para a verificaggo
da convergéncia.

Apos um numero suficientemente grande N de iteragdes em 7 cadeias
paralelas, forma-se uma amostra de @ e pode-se construir um histograma de
qualquer uma de suas componentes. O mesmo processo pode ser repetido apos
N +k iteragdes. Se ndo houver diferenga perceptivel a olho nu entre os graficos
obtidos apés N e N +k iterages, entdo conclui-se pela convergéncia das
cadeias. O valor de £ nio pode ser muito pequeno, pois a correlagio inerente a
cadeia de Markov estara exercendo sua influéncia e nio se podera dizer que a
similaridade ¢ devida a convergéncia ou & correlagio do processo. Valores de &
muito grande ndo sdo necessarios, pois se ha suspeita de convergéncia apés N
iteragdes ndo ha necessidade de ir muito além na cadeia apenas para uma
verificagdo. Valores de k entre 10 e 50 sio apropriados.

Pela verificagdo grafica, é possivel observar a trajetéria de uma tnica
cadeia ao longo das iteragdes. Se o grafico apés um periodo inicial apresenta
repetidamente 0 mesmo comportamento qualitativo e quantitativo, entdo pode se
concluir pela convergéncia da cadeia.

. A técnica de monitoragdo grafica deve ser usada com muita cautela, pois

as técnicas graficas podem ser ilusérias, indicando uma consténcia que nio pode
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ser tdo evidente sob outra escala. Além disso, muitas cadeias podem exibir um
comportamento similar ao de convergéncia, sem que a convergéncia tenha sido

atingida.
2.1.3.2 Verificagido Formal de Convergéncia

Os métodos de verificagdo de convergéncia s3o baseados em
propriedades estatisticas das cadeias de Markov consideradas.

Uma forma simples de verificar a convergéncia € proposta por Gelman e
Rubin (1992), a qual consiste na utilizagdo de varias cadeias em paralelo,
comegando de valores iniciais distintos. Para cada parametro (escalar) de
interesse, compara-se a variabilidade dentro e entre as cadeias amostradas, sendo
cada um desses pardmetros denotado por #; e uma vez que a estacionariedade
tenha sido atingida, por exemplo, na i-ésima iteragdo, consideram-se as
realizagdes 6, 6,,,..,6,y,, j=i como uma amostra aleatéria da
distribuigdo desejada.

A convergéncia é monitorada através do fator R , introduzido por
Gelman e Rubin (1992). Deve-se tomar # = 2 cadeias de comprimento N . No
caso de multimodalidade, é recomendavel pelo menos uma cadeia a partir de
cada moda. Calcula-se a variabilidade média dentro das cadeias, W, e a média

B das N variancias entre as cadeias,

1,
W—nésj,

N & - —
=——>(@.-6.)
B=——2.0,-9.),
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z

onde 0_1 =]—:[-29 e s; ——-Z(

x=1

Sob convergéncia, todo os nN valores sdo gerados da posteriori e a

variancia da distribui¢do pode ser estimada de forma ndo-viciada por

N-1_ 1
2 wi—3.
¥ Tty

6 =

Definindo VR = = a;f onde df & o grau de liberdade. Se o

valor de VR for grande, serd necessario considerar mais iteragdes para obter

uma melhor estimativa dos pardmetros. Quando \/}{: ~ 1, a convergéncia ocorre
e a amostra selecionada das iteragdes € 7.i.d..

Gamerman (1996) comenta que apesar dos resultados tedricos
garantirem a convergéncia do Amostrador de Gibbs, sua utilizagio na pratica
pode ser bastante complicada pela complexidade dos modelos utilizados. Essa
complexidade faz com que a convergéncia do Amostrador de Gibbs seja de
dificil caracterizagdo.

A lentiddo na convergéncia pode estar relacionada com a alta correlagio

entre as componentes de 6.
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2.2 Séries Temporais

2.2.1 Considerac¢des Iniciais

A partir da possibilidade de se medir o tempo, foi possivel estabelecer
algumas relagdes entre a passagem do tempo e a ocorréncia de determinados
fendmenos. Desta forma, define-se que uma série temporal é um conjunto de
observagdes ordenadas em intervalos de tempo equidistantes, e que apresentam
uma dependéncia serial entre elas; entretanto, a variavel tempo pode ser
substituida por qualquer outra variavel como espago, profundidade, etc. Existem
séries temporais discretas e continuas. Quantidades anuais de chuva de uma
determinada cidade e valores diarios do prego das a¢des de uma empresa sio
exemplos de séries temporais discretas. As séries temporais continuas podem ser
o registro de um eletrocardiograma de uma pessoa, alturas de marés no porto de
Santos, obtidas através de um marégrafo.

Na analise de séries temporais, usam-se, basicamente, dois enfoques,
sendo que em ambos o objetivo é construir modelos para as séries. O primeiro
enfoque é utilizado quando a analise € feita no dominio do tempo e os modelos
propostos sdo modelos paramétricos. Ja no segundo enfoque, a analise ¢ feita no
dominio da frequéncia e os modelos propostos sdo os modelos ndo-paramétricos.
Neste trabalho, foi considerado o primeiro enfoque. Uma classe bastante geral
de modelos no dominio de tempo ¢ a dos modelos denominados autorregressivos
— integrado — médias moveis, conhecido por ARIMA, apresentados por Box e
Jenkins (1976).

Um aspecto importante é que os modelos ndo-paramétricos, como os
espectrais, ndo permitem fazer previsSes para a série, ao contrario dos modelos

paramétricos, como o ARIMA .
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O objetivo da analise de séries temporais é construir modelos para a
série, com propositos determinados. No estudo da série, pode-se estar
interessado em descrever apenas o comportamento da série, investigar o
mecanismo gerador da série temporal, procurar periodicidades relevantes nos
dados e fazer previsGes de valores futuros da série.

Os modelos construidos para a série devem ser simples e o numero de
parametros envolvidos deve ser o menor possivel.

Um modelo € uma descrigdo probabilistica de uma série temporal e cabe
ao usuario decidir como utilizar este modelo, tendo em vista seus objetivos.

O estudo das séries temporais se apoia unicamente no comportamento
passado e presente de um conjunto de observagées de um fenémeno. Segundo
Gongalves (1983), nos modelos de séries temporais, deixa-se que os dados falem
Ppor si proprios.

Uma definicdo importante é a de processo estacionario. Uma série
temporal é estacionaria se ela se desenvolve no tempo aleatoriamente ao redor
de uma média constante, refletindo alguma forma de equilibrio estavel. Mas a
maior parte das séries apresentam alguma forma de n3o estacionariedade. Sendo
assim, algumas séries apresentam, em geral, tendéncias. Podemos também ter
uma forma de n3o estacionariedade explosiva, em que a varidncia ndo ¢
constante.

2.2.2 Modelos de Decomposicio

Segundo Morettin ¢ Toloi (1987), um modelo classico de séries

temporais supde que a série temporal Z,,...,Z pode ser escrita como a soma de
trés componentes: uma tendéncia 7;, uma componente sazonal S, e um termo

aleatorio a,:
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Z,=T+S,+a, t=1,.,N

O modelo acima ¢é dito aditivo, e é adequado, por exemplo, quando S,
ndo depende das outras componentes, como I;. Se as amplitudes sazonais

variam com a tendéncia, um modelo mais adequado € o multiplicativo,
Zt =]; SI al

E claro que o modelo multiplicativo pode ser transformado em um
modelo aditivo, tomando-se o logaritmo.

A componente tendéncia pode ser encarada como um aumento ou uma
diminuigio gradual das observagdes ao longo de um periodo.

A componente sazonal aparece quando as observagdes sdo intra-anuais,
isto ¢, registradas mensalmente, trimestralmente ou diariamente, por exemplo.

Removendo-se as componentes I, e S,, o que sobra é a componente
aleatdria, residual ou irregular, @, . A suposicdo usual é que @, seja uma série

puramente aleatéria ou ruido branco (RB), com média zero e variancia

constante.

A anilise das séries temporais pode, pois, ser encarada simplesmente

como uma tentativa para decompor uma série temporal nessas componentes.

2.2.3 Modelos de Box & Jenkins

Na analise de modelos paramétricos, o método de Box & Jenkins tem

recebido muita aten¢do na ultima década. Tal método conmsiste em ajustar
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modelos autorregressivos — integrado — médias moéveis, ARIMA(p,d,q), a um
conjunto de dados.

Pino (1980) diz que os modelos de Box & Jenkins se caracterizam por
dois aspectos fundamentais. O primeiro esta ligado ao fato de que os modelos
devem conter o menor numero possivel de parametros a serem estimados e o
segundo esta ligado ao fato de que o modelo € construido a partir dos proprios
dados, ao invés de se considerar um modelo potencialmente apropriado e testar

seu ajustamento.

2.2.3.1 Modelo Autorregressivos — Integrado — Médias Moveis (4RIMA)

Na pratica, a maioria das séries temporais apresentam algum tipo de
n3o-estacionariedade.

Como a maioria dos procedimentos de analise estatistica de séries
temporais supde que estas sejam estacionarias, sera necessario transformar os
dados originais se estes ndo forem uma série estacionaria. A transformacio mais
comum consiste em tomar diferengas sucessivas da série original até se obter
uma série estacionaria. Morettin e Toloi (1987) definem que a primeira diferenca
de Z, é dada por

de modo geral, a d-ésima diferenca de Z, é

ANZ = A[A*'Z)].
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Uma série pode apresentar varias formas de ndo-estacionariedade.
Contudo, serdo considerados modelos que s3o apropriados para representar
séries cujo comportamento é ndo explosivo, em particular séries que apresentam

alguma homogeneidade em seu comportamento ndo-estacionario.
Se W, = A°Z, ¢ estacionaria, pode-se representar /¥, por um modelo
ARMA(p,q) ou seja
$(BW, = 6(B)a,
Se W, é uma diferenca de Z,, entdo Z, ¢ uma integral de W], por isso

pode-se dizer que Z, segue um modelo autorregressivo - integrado - médias

moveis, ou modelo ARIMA(p,d.q):

¢(BY1-B)* Z, = 6(B)a,
onde

#(B)=1- 4B~ ..~ 4,5, M

O(B)=1+6B+.+6,B". @)

O modelo acima supde que a d-ésima diferenga da série Z, pode ser

representada por um modelo ARMA , estacionario e invertivel.
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Morettin e Toloi (1987) dizem que, na maioria dos casos, d =1 ou
d =2 fazem com que a série ndo-estacionaria se transforme numa série
estacionaria.

A série pode ser nao-estacionaria quanto ao nivel ou ser ndo estacionaria
quanto a inclinagdo.

Existem casos particulares dos modelos ARIMA(p,d,q). O primeiro
deles é quando d = 0, neste caso tem-se 0 modelo autorregressivo — média
movel, ARMA(p,q) . O segundo caso é quando d = 0 e g = 0, e entdio tem-se
o modelo autorregressivo, AR(p) E o tltimo caso é quando d =0e p=0,¢

tem-se o modelo média moveis, MA(q) .

2.2.3.2 Modelos Autorregressivos - Médias Moveis (ARMA)

O modelo autorregressivo-médias méveis, ARMA(p,q), é dado por

Z,=¢Z, ,+ . +¢,Z,_ ,+a,—6a, - -6a

q71-q

ou
¢(B)Z, =0(B)a,,

onde ¢(B) e O(B) sio polinémios em B de ordem p e g, respectivamente.
O modelo ARMA é invertivel se as raizes de 8(B) = 0 estiverem fora
do circulo unitario e € estacionario se as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do

circulo unitario.
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2.3 Modelos de Intervengao

2.3.1 Consideragoes Iniciais

Frequentemente, ha interesse na analise de séries temporais quando o
modelo que gerou a série pode ter mudado de nivel devido a ocorréncia de um
dado evento E em algum instante de tempo t. O objetivo da analise de
intervengdo é avaliar o impacto do evento E no comportamento da série. A
analise de intervengio tem uma grande utilidade em varias areas, tais como meio
ambiente, economia, ciéncias sociais e politicas, sociologia, historia e varias
outras areas.

Serdo descritos os modelos de fungdo de transferéncia, que sdo a base
dos modelos de intervengio, e as formas pelas quais uma intervengdo pode

afetar uma série temporal.

2.3.2 Modelos de Func¢io de Transferéncia

Segundo Pino (1980), os modelos de fungdo de transferéncia sdo a base
dos modelos de intervengao.

O modelo de funcdo de transferéncia considera a série temporal z, como

sendo gerada a partir de outra série temporal X, através de um filtro linear, como

esquematizado abaixo:
v(B)
X > Filtro Linear Z >
série de entrada série de saida
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Entdo, a série de saida z, pode ser escrita como uma soma ponderada de

observagoes prévias da série de entrada x, :

Z, = VX, + VX, + VX, ,+

utilizando o operador retroativo B, tal que Bx, =x,_,. Pode-se escrever a

equacdo acima na forma

z, =(vy +v,B+v,B*+.. )x,,

ou ainda
z, =v(B)x,

A relagdo acima diz-se um filtro linear ou modelo de fungdo de
transferéncia linear e v(B) ¢ a funcdo de transferéncia. Os pesos V,,V,,V,,...
sdo chamados de fungado de resposta de impulso do sistema.

O sistema diz-se estivel se v(B) converge para [B| < 1. Isto implica
que mudangas finitas na entrada x, possuem mudangas finitas na saida z, .

O modelo de fung¢do de transferéncia pode conter, também, um ruido.
Entao, o modelo é dado por

z,=v(B)x, +N,. 3)

O termo N, ndo é necessariamente um ruido branco; o caso mais usual é

aquele em que N, segue um modelo ARIMA(p,d,q).
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Morettin e Toloi (1989) dizem que o modelo (3) ndo ¢é parcimonioso, no

sentido de haver necessidade de estimar muitos pesos V;. Mas, se v(B) for uma

fungio racional, pode ser escrita como

w(B)B®

v(B) = 5(B)

onde

o(B) = o, - 0,B-w,B*-.. ~0 B

6(B)=1-6,B- 62B2 -..—0 B’
sdo polindmios de graus s e r, respectivamente.

As vezes, o efeito de uma mudanga na série de entrada ndo se manifesta

imediatamente sobre a série de saida, mas ap6s b instantes de tempo:
z, =v(B)x,_, +N,
6(B)z, =w(B)x,_, + N, C))
Comparando (3) e (4), obtém-se

v(B)5(B)= w(B)B®,
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ou seja
(v +v,B+ sz2 +..)1-6,B-..-6,B") = (wy-.. ~@ ,B* )B®.

O comportamento da fungdo resposta de impulso, v;, é dado por
a) v, =v,=.=v, , =0,istoé, os b valores iniciais iguais a zero;
b) V,,V,.15.-5 Vs, Sem padrio fixo, isto s6 ocorre se s> 7.
©) v;,j2b+s-r+1, que seguem o padrdo dado pela equagdo de diferengas,
6(B)v; =0.

Estas informagdes sdo fundamentais para o procedimento de
identificagdo do modelo de fungio de transferéncia.

2.3.3 Modelos de Intervencio

Seja uma série temporal para a qual identificou-se e estimou-se um
modelo ARIMA. Num dado instante ocorre um evento independente do
fenémeno que originou a série temporal, mas cujos efeitos podem se manifestar
sobre a série. Um exemplo dado por Pino (1980) exemplifica um evento extemno,
cujo efeito deve ser incorporado ao modelo. Seja uma série de produgio anual de
determinado produto agricola, para a qual se dispde de um modelo adequado
para fazer previsGes. Num dado instante ou intervalo de tempo, a ocorréncia de
alteragOes climaticas como geada, seca ou enchente podem afetar, temporaria ou
permanentemente, essa produgdo agricola e, consequentemente, o modelo
utilizado para representar esta série. Esse evento externo recebe o nome de

intervencao.
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O termo intervengdo foi introduzido por Glass (1972), baseado em Box e
Tiao (1965).

Seja uma série temporal Z,. Define-se uma intervengdo / como sendo

um evento E , ao qual se associa uma variavel aleatoria x, cuja ocorréncia num
dado instante ou intervalo de tempo 7 pode estar ligada a mudangas na série
Z

-
O modelo de intervengdo é equivalente a um modelo de fungdo de
transferéncia em que a série de entrada é binaria.

Pack (1977) citado em Pino (1980), traca um paralelo entre o
desenvolvimento da construgdo de modelos para séries temporais e a analise de
regressdo. Assim: a) modelos de fungio de transferéncia de entrada simples
podem ser comparados a modelos de regresséo simples; b) modelos de fungio de
transferéncia de entrada multipla sdo comparaveis a modelos de regressdo
multipla; e ¢) modelos de intervengdo representam a introdugdo de séries
indicadoras (ou binarias, ou “dummy”) como séries de entrada.

Usualmente, as séries indicadoras de intervencdo podem ser
representadas por dois tipos de varidveis binarias:

a) Funcdo Degrau (“step function™)

o 0,t<T
xi,t _si.t - 1 1> T
b) Fungio Impulso
. _{O,t:: T
it it l,t = T

25



No caso da fungdo degrau, o efeito da intervengdo é permanente apos o
instante 7", ao passo que para a fungio impulso, o efeito é temporario.

O efeito da interveng¢do é mudar o nivel da série, ou entdo a inclinagdo.
Mas existem trés fontes de ruido que podem obscurecer o efeito da intervengéo:

tendéncia, sazonalidade e erro aleatério.

2.3.3.1 Efeitos da Interven¢ao

Ha muitas formas pelas quais uma interven¢do pode afetar uma série
temporal. As alteragdes mais comuns sdo as mudangas no nivel da série e as
mudangas na direg3o ou inclinag3o da série.

A mudanga pode ser abrupta (ou imediata) ou, entdo, s6 ocorrer depois
de algum tempo de iniciada a intervengdo. Pode, ainda, ser temporaria ou
permanente; pode tomar a série mais estavel ou aumentar sua variabilidade. A
série também pode ser afetada de varias maneiras simultaneamente. A Figura 2,
que foi adaptada de Glass, Willson e Gottman (1975), esquematiza os tipos mais

comuns de efeitos de uma intervengao sobre uma série temporal.
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DURACAO
Permanente Temporaria
Gradual
T - T )
(@ ®)
Abrupta E E
T N T
© (C)

FIGURA 2 — Efeitos de intervengéo

Para cada efeito de intervengdo, tem-se uma forma apropriada para a
funcio de transferéncia vi(B). Por simplicidade, sera considerado o caso de uma
unica fungdo de transferéncia

Z, =v(B)x, + N,
o(B
com v(B) = @(B)

5(B)

A Figura 3 mostra algumas formas de v(B).
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B 0,t-T
V() E e T =T

-

E @ Ea)o
w, i ° E
T T
(€)) ®)
wo
1-6B
6] <1
wo
1-B

FIGURA 3 - Estruturas da fun¢io de transferéncia.

Para os casos da Figura 3, seja y, = v(B)x,. Cada caso é comentado a
seguir, conforme Glass, Wilson e Gottman (1975),

0,t<T

2 Aqui, y‘={w t>T
0>" =
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obtém-se a situagio (c) da Figura 2, isto ¢, um efeito permanente, apos um inicio

abrupto de mudanga de nivel.

0,t2T

b) Neste caso, y, ={w f=T
0" —

de modo que se tem uma mudanga do nivel da série apenas no instante T.

wo

¢ Sev(B)= ~5F

,Z,=0Z, ,+w,X, + N, tem-se que

0,t<T

Y H 0,367, t=T+kk=0,12,.

J=0

@

de modo que y, —> ] 2 5’ quando t—o, e tem-se uma manifestagdo gradual da
. ~ ~ y e s ’ wo Z
intervengdo, com duragao permanente, até atingir a assintota —1_5 . E o caso (a)
da Figura 2.
d) Aqui

0,<T
Y=\ 6t 0yt =T +k,k=0,12..
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ou seja, a série muda abruptamente de nivel, sendo @y 0 valor da mudanga, e

depois decai exponencialmente para zero. E o caso (d) da Figura 2.
e) Aqui, d =1, e apos a intervengdo o modelo, toma-se n3o estacionario. Aqui,

V=2, ,+0,X, e

0,t<T
Y =\ (k+ Doy, = T+k,k=0,123,...

Esta situagdo, ndo explicada na Figura 2, corresponde a uma mudanga de
diregdo da série, apresentando uma tendéncia deterministica a partir do instante
T.

0,t<T
f) Nestecaso, y, = 0o, 12T

e tem-se novamente a situagao (c) da Figura 2.

2.3.4 Alguns Exemplos de Intervengio

As primeiras propostas de se fazer uma analise de intervengio parecem
ter sido feitas nas areas de ciéncias sociais, com Campbell (1963) e Campbell e
Stanley (1966).

Tiao, Box ¢ Hamming (1975) utilizaram a analise de intervengio para
estudar dados de poluigdo em Los Angeles no periodo de janeiro de 1955 a
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dezembro de 1972. Os dados referiam-se a medigdes horarias de poluentes
primarios e de poluentes secundarios, em diversos locais. Em 1960, houve uma
possivel mudanga no nivel de ozdnio devido a abertura de Golden State
Freeway, que pode ter afetado o trafego no centro da cidade, e a introdugdo de
regulamento reduzindo a propor¢do de hidrocarbonetos reativos na gasolina
vendida em Los Angeles.

Ledolter et al. citados por Pino(1980) utilizaram a analise de intervengdo
para estudar dados de poluigio atmosférica em New Jersey no periodo de
Janeiro de 1971 a junho de 1977 e verificaram o efeito de varios eventos, tais
como leis regulando a emissdo de CO, crise de energia em 1973, e outros.

Saboia (1976) utilizou a analise de intervengdo para estudar o efeito da
queda no padrdo de vida sobre o indice de mortalidade infantil no municipio de
Sio Paulo, e teve por objetivo verificar a influéncia do poder aquisitivo das
familias sobre esta série.

Pino e Moretinn (1981) aplicaram a analise de intervengio para avaliar o
impacto de variagdes climaticas e medidas de politica agricola sobre séries de
producéo de café no Brasil.

Bhattacharyya e Layton (1979) analisaram o efeito da introdugdo de
legislagio sobre o uso de cinto de seguranga em automéveis, no estado de

Queensland (Australia), sobre o nimero de mortes por acidentes rodoviarios.

2.4 Descri¢io do Modelo de Intervencio

2.4.1 Anilise Bayesiana do Modelo de Intervengiio com Erro ARMA(p, ¢

A seguir, serd descrito o modelo de intervengdo dado por Diaz (1988)

com erro autorregressivo-média moveis de ordem p e g, denotado

por ARMA(p,q), dado por

31



.z"
"
:

y=X'B+N,, t=12,..n ©)

onde os erros sdo correlacionados e foram tratados como uma série temporal e
ajustado um modelo ARMA(p,q), dado por

_B
N, = 5B t=12,..n 6)
sendo
x=[g, £, o ] ™

uma matriz de varidveis binarias, onde cada elemento é um vetor, e

g=lg 8 .. B) @®

¢ um vetor de pardmetros da intervencdo onde 7 é o numero de intervengdes,
t=12,.,n, ¢(B) e 6(B) sio operadores em B, descrito por (1) e (2),
respectivamente.

O residuo a, ¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d.~ N(0,77")
onde 7 é aprecisio e 7' = 0% ¢é a varidncia, e os residuos no instante ¢ podem

ser dados em termos das observagdes y,,¥,,...,¥, pela equagdo (9)

a, = ¢§(B)y, - Z 6Ba, - $(B)X,'B ©
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Andilise a Posteriori com Priori Imprépria de Jeffreys

Para o modelo (5), tém-se os pardmetros ¢'= (d4,d,,....4,),
0'=(4.6,,....6,), B'=(B.5,....5,) e T, que é a precisdo do residuo a,.

Uma opgdo de priori € a de Jeffreys
P(4,6,,7)x 7. (10)

Sendo a, uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d.~ N(0,77'), a
fungdo de verossimilhanga condicionada nas p primeiras observagdes e
assumindo os p primeiros residuos iguais a zero, onde p é o maximo da ordem

do modelo autorregressivo — médias moveis, é dada por

n-p n
L(4,6,8,71S,) <7 2 exp{—% Zaf} )

t=p+1

onde  ¢'=(4.b,..4,)., 0=(8.,6...0). F=B.B,F);
S, =15y, € @, t=p+1,..,n, sdo dados em (9).

Sendo a relagdo (9) ndo linear, tem-se que a fungdo de verossimilhanga
também n3o ¢ linear, podendo ser feita aproximadamente linear se forem usados

os residuos estimados 4,. Assumindo @, =a_, =..=a_, = 0 no modelo (9),

calcula-se recursivamente os residuos por
~ 9 A . -~ ~
a, = ¢(B)y, - 2084, -$(B)X,' B
i=1
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onde gg,ée ﬁ sdo os estimadores de minimos quadrados de ¢,8¢ 3,

respectivamente, obtidos minimizando a soma de quadrados do residuo

S@.6.8)= Sa?,

t=p+1
em relagdo a ¢, @ e B, usando um algoritmo de regressio ndo-linear (Harvey,

1993)
A fungdo de verossimilhanga aproximada € dada por

LOOBT/S, )t * exp{—% i(Z—U'B)'(Z—U'B)}, a2)

t=p+]
onde os componentes do vetor Z e as linhas da matriz U sfo dadas por

Z,=y,-y'¢-ae (13)
U'=X'y-¢'X, (149

em que

y.=[yt-1 Yz - yt-p]’

)

X'H'—'[‘fx.l Stz - gt,m]

KN
o
Q>
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g t-1,1 5 =12 oo 5 t=1,m

X = 5:;2,1 61;2,2 5,_:2,,,,

p

gt-p,l ét-p,Z fl-p.m

A distribui¢io a posteriori para os pardmetros é obtida através do
Teorema de Bayes e é dada pelo Teorema 1.
Teorema 1: Se a priori (10) é combinada com a fungdo de

verossimilhanca (12), obtém-se a distribuigdo a posteriori

P(¢>0?ﬂ’T/Sn) o« T¥-]exp{—% i(Z—U‘ﬂ)'(Z-U'ﬂ)} (15)

t=p+1

2.4.2 Anilise Bayesiana do Modelo de Intervencédo com Erro MA(g)

O modelo de intervengdo com erro média méveis de ordem g, denotado
por MA(qg), é dado por

y.=X/'B+N,, t=12,..n (16)

onde os erros sio correlacionados e podem ser tratados como uma série

temporal, de maneira que:

N,=0(B)a,, t=12,.,n 17)
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sendo X,' uma matriz de variaveis binarias, onde cada elemento é um vetor,
definido em (7) ,e ' é um vetor de parimetros da intervengido, definido em (8),
t=1,2,..,n, 6(B)éum operador em B, definido por (2).

O residuo @, é uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d.~ N(0,77")
onde 7 éaprecisioe 77’ = 0, e os residuos no instante ¢ podem ser dados em

termos das observagbes y,,Y,,...,Y, pela equagdo

9
a =y - Xz'ﬂ“Z@Biaz (18)
i=1

Analise a Posteriori com Priori Prépria

Para o modelo (16), tém-se os parimetros 6'= (4,.6,,...,6,),

B'=(B.5,,--..B,) e T, que éa precisio do residuo a, .
Pode-se adotar uma priori propria P(3,6,7), dada por

P@B.0,7) = P(B,8/1)P(7) 19)

sendo

PPB,0/t)=P(P/6,T1)PO/7)
em que
P(B/6,v) ~ Normal(B,(8), (zP)™),
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P(0/7)~ Normal(®,,(<P,)") e
P(7) ~ Gama(a k),

onde os hiperparimetros S3,(0), 6,, a, k e as matrizes de precisdo P, e P,

sdo conhecidos.

A priori (19) pode ser escrita como

(m+g+2a)

PEOT) T 2 exp{——;—[@ B, (B))P,(B—B, (8)) +
(20)

+(©-6,)P(0-6,)+2k] }

Dada uma amostra y, com t=1..7, e assumindo

a,=a_,=a_=..=a_, =0,afuncdo de verossimilhanca ¢ dada por
z T
L(B,0,7/8,) < t? exp{— EZaf } 1)
t=1

onde a,, t =1,...,n é dado em (13).

Para eliminar a ndo linearidade, pode-se usar os residuos estimados 4,

~ q ~ .
az =V Xz',B"Z@B'&z ’
i=1
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onde 6 e f& sdo os estimadores de minimos quadrados de 0 e J3,

respectivamente, obtidos da forma descrita na analise Bayesiana do modelo de
intervengdo com erro ARMA(p, g).
A fungdo de verossimithanga aproximada € dada por

n n 9
L(B,6,c15,) = (2’ exp{-gz .- X, -2 0 54)
t=1 ;=l (22)
(yt - Xr'ﬁ_zeiBiat)' }

A distribuicdo a posteriori para os pardmetros € obtida através do
Teorema de Bayes e é dada pelo Teorema 2.
Teorema 2: Se a priori (20) é combinada com a fun¢do de

verossimilhanga (22), obtém-se a distribui¢do a posteriori

m+q+2a+n

Lias lbadi |

PPO,t/S,)xct 2 exp{—%[(ﬁ —B.(®)AR(B-B,(0)+
©-9,)P,0-6,)+2k+ (23)

3 0h - X,B-30,5'4,)(y, - X,B-36,8'4,)] }

i=1 i=1

Analise a Posteriori com Priori Imprépria de Jeffreys

Uma outra opgdo € a de se utilizar a priori impropria de Jeffreys
P(¢,6,5,7) c 7. 24)
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A distribuigdo a posteriori dos pardmetros ¢ obtida através do Teorema

de Bayes e é dada pelo Teorema 3.
Teorema 3: Se a priori (24) é combinada com a fungdo de

verossimilhanga (22), obtém-se a posteriori

L n q ]
P(B6,7/S,) x7? lexp{-ézu, -X,'B-2.0B4)
t=1 i=1
. 25)

.- X5~ 684, }
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 — Material

Os dados utilizados para a aplicagdo dos modelo com duas intervengdes
e erros ARMA (2,2) e MA(2) foram simulados, para o modelo dado em (5), com
erro dado por (6) e (17) respectivamente.

3.2 - Método

O método consistiu em estimar os parametros do modelo de intervengio
com erro ARMA e MA através do Amostrador de Gibbs. Para utilizar o
Amostrador de Gibbs, foi preciso encontrar as posterioris condicionais
completas a partir da distribuigdo a posteriori , a qual foi obtida pelo Teorema de
Bayes.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Consideragdes Iniciais

Para fazer a inferéncia sobre os pardmetros, ¢ necessario determinar as
distribuicdes marginais a posteriori. Para cada parametro, a distribuigio
marginal é obtida integrando a distribuigio a posteriori conjunta em relacdo aos
outros pardmetros. Neste trabalho, estas distribuigdes ndo sdo facilmente obtidas.
Este problema foi resolvido através do Amostrador de Gibbs. No entanto, para
se aplicar 0 Amostrador de Gibbs e estimar os pardmetros, ¢ necessario ter as
distribui¢des a posteriori de cada pardmetro condicionada a todos os outros.
Estas distribuigdes para os modelos de intervengdo com erro ARMA(p, g) e
MA(q) estio apresentadas abaixo, e as demonstragdes estdo apresentadas nos
Anexo A, BeC.

4.2 Distribuicdes a Posteriori Condicionais Completas para o Modelo de
Intervencio com Erro ARMA(p, g) Utilizando a Priori de Jeffreys

As distribuigdes a posteriori condicionais completas para os parametros
¢, 0, B e v foram obtidas através da equagdo (15) e as demonstragoes estdo
apresentadas no Anexo A.
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n
Para os calculos abaixo, estar-se-a representando Z por z .
t=p+1 t

4.2.1. Distribui¢io Condicional Completa Para o Parimetro ¢

Coroldrio 1: A distribuicdo condicional completa para o parimetro ¢ é dada

por
P($/6,8,5.5,) exp{— 6= N"MYN(4- N"M)} ,
isto &,
$/6, B,,S, ~ Normal(N"M,z'N™"), 26)
onde

N=N,-N,-N,+N,

em que N, é uma matriz simétrica, com ij=I,....p, cujo ij-ésimo termo é
N, ) =Zy,_,.y,_j , N, é uma matriz simétrica com ij=1, ..., p, cujo ij-
t

ésimo termo é N, (i, j) = Z Z Bii&,ji» Ny=N,', e N, éuma matriz

t k=1

simétrica, com ij=I.., p, onde o ij-ésimo elemento ¢é

NGN=Y S Y BBE e,

k=1 I=1
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Sendo M = M, — M, - M, — M, + M + Mg, onde

- - i q ~
Zyzg -1 Z Zleiyl—lat—i
t i=
q
Ml = Zytg 2 M2 = Z ;@yt-z &t-:'

N
_Zy,g 7 | > Z;Q»y,-p&,-,-
L ¢ i=

. : - i
Z ZB:’yt&t-]i Z Z;ﬂiyt—lé,i
M, =| 2 Yy | M, =| 2 Z/iy,-zéi ,

i=l .

> iﬁ.y,a,-,, z Zﬁy,-

t i=1 i=1

-Z Zm: iﬂ"ejé'l"’&‘-j-‘ | Z ; Z,ﬂﬂléx é-l.ﬂ
BB &b,

.
11

M=
Ms

1
-
L
£}
-

W20 5 LEI T DRSVRDoRZD

M
Ms .o

ﬁ.ﬂ G G-pi

Z{ i Zﬂgé—pl t-j z

n
-
-,
1]
—

4.2.2 Distribuicio Condicional Completa Para o Parimetro o

Corolério 2 A distribuigdo condicional completa para o pardmetro & ¢ dada por
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P(9/4,B,1,8,) < exp{— %(e ~C'PyC(6- C“P)}

isto &,
8/4.,B,7,S, ~ Normal(CP,zC™) @7

onde C ¢é uma matriz simétrica com i,j=I, .., g, cujo ij-ésimo termo €

C@E,j)= Za,_, 4,;,e P=F-P,-P+P, emque

_ - [ LA 7
Z}’: 4, Z Z¢i G\ Ir-i
t

t i=1

A P
B = nyatd P = Z Z¢ia—2yt—i ,

.4,
_zf: ! q- Z Z¢ at-qyt-x

i=1

Z Zﬂ -lé Z Z ( }al—lé—Jl

t i 1
P3= Z ;ﬁia-zé,i e R‘

I

-
.

1)

M=
M'v

2 )

t

z¢ at zé—;: .

-
I
—
.,
n
-

M
M‘.

AN LIS >

t i=1 J t

ﬂx J Ar—q é—j,i

-
1]

—
.
i}

—



4.2.3 Distribui¢io Condicional Completa Para o Parimetro B

Corolario 3 A distribuicio condicional completa para o parimetro p ¢é dada por

P(B14,6,7.5,) exp{-;;-w - B Ay B(B- B“A)},

isto €,

B1¢.6,7,S, ~ Normal(B"A,7"'B™"), (28)
onde
A= 4 — A=A+ 4, - A+ 4,

com

_Zy, éﬂ Zt ;@)’x‘ft-i,l
PRDZEI D 3 PN |
Zy,é,m

> §¢,~y, & im
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Z ;@yf_f§,1 Z ; ;¢i¢jyr—i§t~j,l
A3= Z Z¢iyt—igt,2 s A4= Z Z Z¢i¢jyt—i51—j,2 s

ti=1l j=1

P
=1

Mv.

00, Ye-iGt-jom

= Sone. 2y

L J

1l
-

- oL :
364, DIDID WL
2

Além disso, B=B, ~B, - B;+B,, onde B, é uma matriz simétrica,

com ij=I, ....m, onde o ij-ésimo termo é B,(i,j) = Z £,:6.,, B, é uma
t

matriz simétrica, com ij=I,

.. m, onde o ij-ésimo elemento ¢

Bz(i,j)=z Z #.¢.;& ;> By=B,' e B, é uma matriz simétrica, com

t k=1

P P
ij=1, ..., m, onde o ij-ésimo elemento é Z Z Z ¢,‘¢,§,_k',.§,_,,j.

k=1 j=1

4.2.4 Distribuigio condicional completa para o parimetro 7
Corolario 4 A distribuigdo condicional completa para o parimetro 7 é dada por
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(n-p) 1 n
P(:I$05,5) w7 exp{—% Z(Z,—U,'ﬂ)(z,—U,'ﬂ)},

t=p+1

isto €,
7 - Z(Zx _U'rﬂ)'(zz _U'tﬂ)
v14,6,B,S, ~ Gama 2p Al > ,(29)
onde
Z,=y-y¢-a6
Ut": X'H_¢'Xp’
em que

y'=[y,-1 Veer y,_,,],

s

X'H=[6l,l Si2 - ‘f:,m]

Q
]
—

Q
I
»
o

[*})
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6 t-1,1 é t-1,2 5 t-1,m

X - 5!;2,] §I:2.2 T 5!—:2,"1 )

P

gt-p,l gl-p,z gt-p,m
4.3 Distribuicdes a Posteriori Condicionais Completas para o Modelo de
Intervengio com Erro MA(g) Utilizando a Priori Propria
As distribuicdes a posteriori condicionais para os pardmetros 5, 0 e T

foram obtidas da equagdo (23), sendo que as demonstragdes estdo apresentadas
no Anexo C.

n

Para os calculos abaixo, estar-se-a representando Z por Z .
t

t=1

4.3.1 Distribui¢do Condicional Completa Para o Parimetro £
Corolario 5 A distribuigdo condicional completa para o pardmetro f é dada por
B/6,z,S, ~ Normal(L'T,z"'L™"),

onde L=(F, +B) e T =FB,(0)+D, sendo B uma matriz simétrica, com

ij=1, ..,.m, onde o ij-ésimo termo é B(i, j) = Z £, D=A4-C com
t
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Zyx $ia
t

LZJ’: g t.m

_Zyx gz,ﬂ

e C

L ¢ i=1 .

ZZé”ea »
ZZfz,z giat—r

t o=l

. .
Zz 6 t,m eial—i

4.3.2 Distribuicio Condicional Completa Para o Parimetro &

Corolario 6 A distribuicio condicional completa para o pardmetro 6 ¢ dada por

8/p,t,S, ~ Normal(M 'N,z"'M™),

onde M=P,+G ¢ N=(P,0,+H), sendo G uma matriz simétrica, com

ij=I, ..,.q, onde o ij-ésimo termo é G(i,j) = z a,;
t

t
Zdt-zy t
28, .Y,

t

-Z&t-l y:-

e F

S B8,

t j—l

ZZﬂ §1s8us

t J=1

ZZ:B éu t-q

| ¢ J=1
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4.3.3 Distribui¢do Condicional Completa Para o Parametro 7

Corolario 7 A distribui¢do condicional completa para o pardmetro 7 ¢ dada por

n R
t/p,6,S, ~ Gama(z,'g) ,
onde
R = (BB, @)F, (BB, (8)+8-0,) P,(0—0,)+ 2k +
30, - X, B- 38,84y, - X,B- 0,84,

t=1 i=1 i=1

4.4 Distribuicdes a Posteriori Condicionais Completas para o Modelo de

Intervencdo com Erro MA( g) Utilizando a Priori de Jeffreys

As distribuigdes a posteriori condicionais para os parametros f, 6 e 7

foram obtidas da equagdo (25), as demonstragdes estido apresentadas no Anexo
B.

Para os calculos abaixo, estar-se-a representando Z por Z .

=1 t

4.4.1 Distribuicao condicional completa para os parimetros 3, 9 e 7.
Corolario 8 As distribuigdes condicionais completa sdo dadas por

B/86,t,S, ~ Normal(B~' D, 'B™"), (30)
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6/ B,z,S, ~ Normal(G'H,z"'G™), 31

nJ

t/B,6,S, ~ Gama[;,;) , (32)

onde

n q q .:
J=Y (0, -X,'B-2.6B'4)0, - X'p ->.0,B'a,) eas matrizes B, D,

t=1 i=l i=1

G e H ja foram definidas acima.
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5 APLICACAO

O método sera ilustrado através de exemplos para os quais os dados
foram simulados. A simulagdo foi feita no software MATLAB. O primeiro
exemplo refere-se a analise Bayesiana do modelo com duas intervengdes e erro
ARMA(2, 2); para a analise foi usada a priori impropria de Jeffreys, e a
inferéncia sobre os parametros foi feita utilizando o Amostrador de Gibbs. O
segundo exemplo refere-se a analise Bayesiana do modelo com duas
intervengbes e erro MA(2); para a analise, também foi considerada a priori
imprépria. Foi utilizado o Amostrador de Gibbs para fazer inferéncia sobre os

pardmetros.

5.1 Analise do Modelo com Duas Intervencio e Erro ARMA(2, 2)

Foram geradas 500 observagGes para o modelo, com duas intervengdes e
erro ARMA(2, 2) dado por

yt =XI'B+NH t=l72:'":n’

onde &, é dado pela expressdo (6).
Os valores escolhidos para os pardmetros foram ¢, =0,5, ¢, =-0,3,

0,=-03, 0,=05, B,=-30, B,=20 e T=1. Os valores para os
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pardmetros foram escolhidos de forma que a série seja estacionaria e invertivel,

como descrito em 2.2.3.2.

, e - i
A matriz de variaveis binarias X, —[é: & ,,z]e dada por

0,se t <120 0,se £ <300
St 1, set>120 JE 1, se £ > 300 3)

As variaveis binarias apresentadas na expressdo (33) caracterizam uma
fungido degrau (Figura 3(a)), tanto para a primeira intervengao quanto para a
segunda, cujo efeito da intervengdo ¢ permanente.

A Figura 4 apresenta a série simulada.

Grafico da série simulada i)n?ra o modelo com duas intervenqéég e erro AR MAI(2_.2)_ ) - 1

10 10
5 5 |
0V 0 ‘
5 -5

-10 ,’.J-.. ,I“I,r‘# w Wil 10
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-20 [ -20 ‘
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-30 W hatA | W 30

l -35 -35
40 ]
6] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Namero de Observagbes

FIGURA 4 — Grafico da série simulada para o modelo com duas intervengdes e
erro ARMA(2,2).



Como ja foi dito, existem algumas fontes de ruido, como a tendéncia,
que podem obscurecer o efeito da intervengdo. Para saber se alguma fonte de
ruido esta obscurecendo o efeito da intervengao, foi feita a primeira diferenga da

série, que esta apresentada na Figura 5.

VAR1

30

20

10

-10

-20

-30

-40

Grafico da primeira diferen¢a da série simulada

n.g&tﬁmh,‘a-f»'h#»w|L*;l[M,Mn',lifwfh.*w;# L R

30

20

-30

-40

100 150 200 250 300 350

Namero de Observagées

400 450 500 550

FIGURA 5 — Grafico da primeira diferenca da série simulada para o modelo
com duas intervengoes e erro ARMA(2, 2)

Através da Figura 5, pode-se observar que o efeito da intervengdo nio
esta obscurecido por alguma fonte de ruido.

Através do Amostrador de Gibbs, foi possivel obter as estimativas para

9,0, e 7.
envolvidas sdo dadas por (26), (27), (28) e (29).

Aplicando-se o Amostrador de Gibbs foram usadas duas cadeias em

0s parametros As distribuigdes condicionais completas

paralelo, e a convergéncia foi verificada através de técnicas graficas e do fator

\/J—R: proposto por Gelman e Rubin (1992).
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A seguir, serdo apresentados os resultados para a analise Bayesiana do
modelo com duas intervencdes e erro ARMA(2,2), considerando 2000 iteragdes.

Foram feitas 3000 e 6000 iteragdes, mas serdo apresentados somente os
resultados referentes a 6000 observagdes, devido a um melhor resultado.

Para verificar o niimero ideal de observagdes a serem desprezadas, para
diminuir o efeito dos valores iniciais, construiram-se os graficos (Figuras 6 a

10), mostrando como se comportam as observagdes que vao ser desprezadas.

Beta Beta2
-29.2 20.5
1
20.4t 4
-29.4 1 1 0.3} |
sasl 20.2
20.1 f
29.8} | 20t \ | Y
\ 19.9} TR '
-30¢ v-\
ﬁ\ 19.8
302} 19.7 1 1
19.6
-30.4 19.
o 20 40 60 50 20 40 60
Numero de Observagdes Numero de Observacgdes

FIGURA 6 — Grafico para verificar o nimero de observagdes a serem
descartadas para os parametros 3, e 3,
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FIGURA 7 - Grafico para verificar o nimero de observagdes a serem
descartadas para os parametros ¢, e ¢,
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FIGURA 8 - Grafico para verificar o numero de observagdes a serem
descartadas para os parametros 0, e 60,
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FIGURA 9 - Grafico para verificar o nimero de observagdes a serem
descartadas para o parametro T

Pela Figura 8, pode-se perceber que o pardmetro 0, exigiu que se

descartasse um numero maior de observagdes. Portanto, considerando 6000
iteracdes, ¢ com a finalidade de diminuir o efeito dos valores iniciais,
desprezamos as 200 primeiras observagdes. Ficamos com uma amostra de 5600
observagdes. Os resultados obtidos pelo Amostrador de Gibbs sdo apresentados
na Tabela 1.



TABELA 1 — Resultado da inferéncia sobre os parametros, considerando 6000
iteragdes, com duas cadeias em paralelo

Pardmetros Valor Média  Mediana Moda d.p. }’é I.C.
Real

B -30,0 -30,0259 -30,0235 -30,063 0,0952 1,0015 (-30,2385, -298136)
B, 20,0 20,0402 20,0413 19,945 10,1518 1,0008 (19,7562,0,3314)
¢, 0,5 0,5262 0,5220  0,5376 0,2064 11,0402 (0,1469, 0,9325)
¢ 0,3 -0,2999  -0,3002 -0,3372 10,1820 1,0165 (-0,6204,0,0319)
6 0,3 -0,3793 -0,3773 -0,3842 10,2104 11,0396 (-0,7844,0,0013)
6, 0,5 0,4457 0,4470  0,4756 0,1650 1,0101 (0,1408, 0,7342)

1 0,9893 0,9885  0,9872 0,0613 1,0000 (0,8687,1,1162)

Podemos ver que as estimativas para os pardmetros foram bem proximas

dos valores reais para todos os pardmetros. E os valores do fator R estdo bem

proximas de um, o que ja nos indica uma convergéncia utilizando o critério de

Gelman e Rubin (1992).A convergéncia também sera verificada através de

técnicas graficas.

Os graficos para verificar a convergéncia ,Figuras 10 a 12, assim como

os histogramas, Figuras 13 a 16, construidos com as amostras selecionadas para

cada um dos pardmetros, sdo apresentados abaixo.
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Histograma para o pardmetro FQ
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As Figuras 10, 11 e 12 estdo indicando que todos os parametros

FIGURA 16 - Histograma para o parametro T.
convergiram, considerando 6000 iteragdes.



5.2 Analise do Modelo com Duas Intervengdes e Erro MA(2)

Foram geradas 500 observagdes para o modelo com duas intervengdes e
erro MA( 2) dado por

y,=X,)B+N,, t=12,. .,n,

onde N, é dado pela expressido (17).
Os valores escolhidos para os parimetros foram, 6, = 0,3, &, = 0,5,

B,=30, B,=—20 e 7 =1. Os valores para os pardmetros devem ser escolhidos

de forma que a série seja estacionaria e invertivel.

A matriz de variaveis binarias, X, ,'=[§ € ,'z]é dada por

G4

0,se <120 0,se t <300
811, se t > 120 #2711, set> 300

As variaveis binarias apresentadas na expressdo (34) caracterizam uma
fungdo degrau , tanto para a primeira intervengdo quanto para a segunda, cujo

efeito da intervengdo € permanente.

A Figura 18 apresenta a série simulada.
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FIGURA 18 — Grafico da série simulada para o modelo com duas intervengdes e
erro MA(2).

Para verificar se existe alguma fonte de ruido obscurecendo o efeito da

intervengao, foi feito o grafico da primeira diferenga da série.
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FIGURA 19 — Grafico da primeira diferenga da série simulada.

Através da Figura 19, pode-se perceber que ndo existe nenhuma fonte de
ruido que poderia estar obscurecendo o efeito da intervengao.

Através do Amostrador de Gibbs, foi possivel obter as estimativas para
os parimetros &, # e 7. As distribuigdes condicionais completas envolvidas
sao dadas por (30), (31) e (32).

Aplicando-se o Amostrador de Gibbs, foram usadas duas cadeias em paralelo, e

a convergéncia foi verificada através de técnicas graficas e do fator \[E
proposto por Gelman e Rubin (1992).
A seguir, serdo apresentados os resultados para a analise Bayesiana do
modelo com duas intervengdes e erro MA(2,2), considerando 10000 iteragoes.
Foram feitas 5000 e 10000 iteragdes, mas serdo apresentadas somente os

resultados referentes a 10000 observagdes, devido a um melhor resultado.
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Para verificar o niimero ideal de observagdes a serem desprezadas, a fim

de diminuir o efeito dos valores iniciais, construiram-se os graficos mostrando

como se comportam as observagoes que vao ser desprezadas.
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FIGURA 20 — Grafico para verificar o nimero de observagdes a serem
descartadas para os parametros 3, e 3,
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FIGURA 21 — Grafico para verificar o numero de observagdes a serem
descartadas para os pardmetros 0, e 0,
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FIGURA 22 - Grafico para verificar o nimero de observagdes a serem
descartadas para o parametro T
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Através das Figuras 20, 21 e 22, pode-se perceber que se sdo descartadas

as 50 primeiras observagdes, os efeitos dos valores iniciais ja diminuiram.

Portanto, considerando 10000 iteragdes, e com a finalidade de diminuir o efeito

dos valores iniciais, desprezamos as 50 primeiras observagdes. Ficamos com

uma amostra de 9900 observagdes. Os resultados obtidos pelo Amostrador de
Gibbs sdo apresentados na Tabela 2.

TABELA 2 — Resultado da inferéncia sobre os parametros, considerando 10000
iteragdes, com duas cadeias em paralelo.

Parametros Valor Média  Mediana Moda dp. ﬁ I.C.
Real

B 30 29,9760 29,9766 29,9210 0,0751 1,0000 (29,8388,
30,1251)

B -20 -19,9656 -19,9647 -19,9623 0,1038 1,0003  (-20,1727,
-19,7601)

6, -0,3 -0,3529  -0,3532  -0,3217 0,0453 1,0003  (-0,4419,
-0,2617)

6, 0,5 0,4503 0,4503 0,4432  0,0450 11,0002 (0,3628,
0,5390)

T 1 0,9979 0,9970 0,9971  0,0638 0,9999 (0,8756;
1,1236)

Podemos ver que as estimativas para os pardmetros foram bem proximas

dos valores reais para todos os pardmetros. E os valores do fator R estio bem

proximas de um, o que ja nos indica uma convergéncia utilizando o critério de

Gelman e Rubin (1992).A convergéncia também sera verificada através de

técnicas graficas.
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Os grafico para verificar a convergéncia, assim como os histogramas
construidos com as amostras selecionadas para cada um dos parametros, estao

apresentados abaixo.
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FIGURA 24 - Grafico para verificar a convergéncia dos parametros B, e 3,
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6 CONCLUSAO

A contribuigdo deste trabalho foi a analise Bayesiana do modelo de
intervengdo com erro ARMA através do Amostrador de Gibbs, embora fosse
possivel encontrar, na literatura, uma analise Bayesiana, para o modelo,
envolvendo distribuigdes condicionais e métodos numeéricos.

O Amostrador de Gibbs forneceu boas estimativas para o modelo de
intervengdo com erro ARMA e para o modelo de intervengdo com erro MA, o
que indica que o Amostrador de Gibbs é uma boa altemativa para se obter as
estimativas sobre os parametros.

Comprovou-se, também, que para os casos em estudo a convergéncia foi

alcangada, verificando-se, através de técnicas graficas (verificagdo informal da

convergéncia) e através do fator I%, proposto por Gelman e Rubin (1992)
(verificagdo formal da convergéncia).

A literatura para a analise Bayesiana de modelos de intervengdo ainda é
muito limitada, apesar do crescente interesse nesta area. Trabalhos futuros
envolvem a analise Bayesiana do modelo de intervengdo com erro ARMA,
fazendo uso da priori prépria, € o calculo da distribuigdo preditiva par o modelo

de intervengdo com erro ARMA e MA.
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Anexo A

A seguir sera apresentado como foram encontradas as distribui¢des a
posteriori condicionais completas de cada parimetro, para o modelo de

intervengdo com erro ARMA(p, g).

Distribui¢des a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervencdo com erro ARMA(p,q)

Considerando a priori de Jeffreys descrita em (10) e a fungdo de
verossimilhanga aproximada dada por (12), temos a distribui¢do a posteriori
dada por (15). Para todos os pardmetros e as distribuigdes a posteriori
condicionais completas foram obtidas a partir da equagao (15).
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Anexo Al
Distribuicio a Posteriori Condicional de ¢, dado que todos os outros
parimetros sdo conhecidos

A distribuiciio a posteriori condicional de ¢, dado que &, f, 7 e S,

sdo conhecidos, foi obtida da equagéo

P(4,0,8,718,) T%_lexp{—g S (Z-UBYEZ-U" ,B)}.

t=p+1

Para os calculos abaixo, foram considerados somente os termos em que o § esta

envolvido; entdo, tem-se

P($16,4.1.5,) exp{—% >.(2,-U.B)(Z, - U;ﬁ)} G5)

t=p+1

desenvolvendo a equagdo (35)

P($16,p.7,5,) = exp{—g >(22,-2:U.8-PUZ, +ﬂU,U,'ﬂ)}

t=p+1

que pode ser reescrita como
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wenl-3] £ 55 (Z0)p-s( S0 o S

(36
sendo Z, e U,' definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os calculos

abaixo, Z foi representado por Z
t=p+l

Cada termo da equagdo (36) foi resolvido separadamente, entdo:
® 2Z'Z=2 (0.-y¢-a0)(y,-y¢-ao)
t t

=2 Y -2 Vé-3'a0-8yy, +8yyd+
#ya'0-60ay, +0ay d+633 6]

== 24T y2)+ 4 yy)+
$Q ya0)+(0Y. &'
37

Resolvendo o primeiro termo da equagéo (37)

-Qy'y)é=
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—y,'[y,-l Vi - y,-,,]¢=[y,'y,-1 Yi'Viea
Aplicando o Z

: y,'y,-P] ¢

Resolvendo o segundo termo da equagio (37)
~# yy)=-l2y 99

Logo

- ¢'(ZW,) ==¢'M,

Resolvendo o terceiro termo da equagao (37)

[y -1

yz.-z [

$ yy)8=8 " [P Yo o Vo8

| Yiep

YVeeVier VeetVez o Veadep
" YeeYear VeedVea - Vedip

Veephiar VeepVia o YVepip
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Aplicando Y,

-z )/ /R Z VeetVeea - Z yt—lyt—p-
t t t

Z }’r:-zyx—l Z yz:—zyr-z Z }’,:_z}’,-p $=¢'N, ¢

Z yt—p-yt—l Z yt-pyl-z o Z y(—pyz_p
L ¢ t t _

Resolvendo o quarto termo da equacio (37)

Yia 6,
¢'(Zyc’i'0)=¢' y‘s" 4., 4, - a. i’
Yeep %,
Ve Yea
=¢' y,:_ *lea., +64,, +...+9qé,_q]=¢' y,:_z Zq:a.é,_,.]
: Pl
Yip Yep
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— -

q
Z 0y,.,4,,
i=1

q

= ¢' Z eiyt-Z&l—i

i=1

q
Z eiyt—pat-i
L i=1

Aplicando Y,

t

M-

6y,

t-i

M-n

-M -

eiyt—zat—i - ¢'M2

-~
1
—

-

iyt-pat-i

MQ..

-

-
1)

—

Resolvendo o quinto termo da equago (37)
(Z 0'dy')¢ = ¢'(‘;ya'e)

Logo

Qo'd)g=M,'d

Tem-se, entdio, que a equagdo (i) pode ser reescrita como



2.Z'Z, =-M'$p—¢' M, +§'Nig+$'M, + M,'¢

@) (Zz,'v,']ﬁ{z (y,—y'¢—a'e)'(XH'-¢'Xp))ﬂ

= ZD’:'XH',B—J','WXpﬂ—¢'yXH'ﬁ+¢'y¢'Xp/3-
6'ax,'p+0'ap' X, Bl

=D [-3.'¢' X, B-¢'yX,'B+¢'y$' X, B+ 6'a¢' X , 5]

=—¢'Q. X, By)-¢'C_yX,'B)+

38)
¢'(Zyﬂ'XP')¢+<Ze'aﬂX,,')¢ (

Resolvendo o primeiro termo da equagdo (38)

5:—1,1 5:-1.2 éz-m ﬂl
-¢'(ZXP,B}’,')=—¢' ‘f:s-z,l 5:;2,2 5:;z,m ,B:z [y,]

gl-p,l ét—p,Z oo §t—p,m ﬂm
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[ ﬁ1 ‘fx-m + ﬂz 5:-1,2 +"’+.Bm 5:-1.”;
Bréi it By Eiant AP &iam
: [y:]

_ﬁ] ét-p,l + le ét—p,Z +- .+ﬁm ét—p,m

1

;lﬂ,- 5,-1,,-1 _2:,13,- Yy

- _¢' ;ﬁx gt—z,i [yz] = _¢' ;ﬂ: ét-z,iyt

Zﬂi ft—p,i éﬁn gt-p,iyt

L i=1

Aplicando )

t

z Zﬂx y:ér-l,i

t i=1
m

=—¢' Z Zﬂ: ylét—z.x‘ =_¢'M3

=

IONETIN

t i=1

Resolvendo o segundo termo da equagio (38)

Yia
y t=2

- Xy =95 |60 G

Yiep
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Stm

B
] B,



-yt-lft,l YVealis
y t-2§t,l y =2 gx,l

_yt-pgt,l yt-pét.z

Z By 161

i=1

iﬂiy:-zgu

i=1

.
.

> By, L.

L i=1

Aplicando Z

!

iﬂiyz-l‘fu

i=1

Z BYi2S.

b
>

i=1 .

i By, pgt,i

_Z i=1

yt—lér,m ]

* Ve ét,m ﬂz

- yl—pgl,m__ﬂm

[ ﬂl.}’z-lé.l +5y x-1§r,z e “*'ﬂmyz-l‘;,m ]
By Gat By, Gt tB.Y Em

_Ayl-pé,l + ﬂz}’z-pé,z +- '+ﬂmyt-p§,m_

=—¢'M,

Resolvendo o terceiro termo da equagio (38)
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¢ yB' X"V =

Vi ) _5:-1,1 ‘fz-z,l S 21 ]
Yz fp L A T
=¢' : A )Bz ot ﬁmT : : . :
yt-p B Lgt-l,m gl—z,m T gt—p,m _
Yia ]
‘yt_2 B m m m
=" | 2A LB v LB ]¢
Ye-p |

Zﬂiyt—lgt—l,i Zlﬂiy:—lft-z,i Zlﬂiyt—lgt—p,i

i=1

Zﬁiyt-zgt-l.i Z}ﬁi.}’:-z -2 Zﬂiyt-zgt—p,i

I
s

i=1 i=l

- .
. .

Zﬁiyt—pgt—l,i Z}ﬂiyt-pér-l,i ot Zl ﬂiyt—pgr-p,i

L i=1

Aplicando Z

!
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Z iﬂiyl-l i

t i=1

¢' Z Z_,:'B‘y r-2&i1;

Z iﬁiyl—pgl—l,i Z iﬂiyl—pgt—z,i

= t i=1

=¢'N, ¢

Z Zﬁyl-lgt-z,x

x=l

Z Zlﬂ'y 2812

Desenvolvendo o quarto termo da equacio (38)

(Z 6'aB' X )=

&t-l é-l.l
a,, &
=6 6 6] A& 8]
dt-q é—l,m

= I:Z ej&r- j j":é B é-l,i 2 B é—Z,i o

Jj=1 i=1

={§éﬁe £,

J

&Ms

Aplicando Z

1

88

>he,

Z Zﬂyt—lgt—p,:

r—l

Z Zﬂyx—zé-p,:

i=1 .

Z Zﬂy,-,, & s

t i=1

é-z.l vee
é-z.z

é— pl
é— P2

é-z.m o é—p,m

!

.

Z=: é-u&r—j g;ﬂiejé-piél-j}¢



=[Z S3p08.i, T S30050, - T STA0EL }

i=] j=1 4 i=1 j=1 !

=M5'¢

Entio, a equagdo (ii) pode ser escrita da seguinte forma

(XLZ'UB=~¢'M;—¢M, +$' N+ M,'¢

(iii) ﬂ'(z Z,U,) que é igual a equagdo (ii) transposta, entfio
t

B ZU)=-M,'¢-M,'$+4'N,'¢+¢'M,

(iv) ﬁ‘(Z':U,U.')ﬂ=ﬂ'( Y (X4 X,) (X,'-¢'X,) )B

=ﬂ'(zXHXH')ﬁ-ﬂ(ZXm'XP)ﬂ-ﬁ'(ZX,,'¢X,,')ﬁ+
B X064 X.)B

=—(Z B X, BX,N-¢' X,BXy'B)+¢' QL X:88'X,")$

(39

Resolvendo o primeiro termo da equagdo (39)
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=-Q. B' Xy X,

6:,1 5:-1,1 6:—2,1 ot 5:-;,]
T fxz i 1 5:—1,2 =22 °°° t-p,2
=‘[,3: B - B E’ A B - B, : gi 55 ¢

5:,2 _gt-l,m ér—z,m I ft-p,m

=—[§ﬁi gt,f:":glﬂjét-l,j glﬂjér—z,j o iﬁjir—p,j]¢

}':1

[ZZﬁﬂé,é-x, > BBE, iiﬂi@;,.;-,,,}s

i=l j=1 i=l j=1 i=] j=1

Aplicando Z

t

= —[Z WL IIDIDWN.L NSV N N 1/ R ]
=-M/'¢
Resolvendo o segundo termo da equagdo (39)

=-¢'Q X,BXy'B)=-('Q. X,BXy'B)

Logo
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=—4'Q X,BXy'B)=¢'M,

Resolvendo o terceiro termo da equagao (39)

' Q. X:88'X," )=

5 -1,1 é -2 77 5 ~1m ﬁ 6 7-1,1 f =20 7 5 ~p,l

21 S22 7t Grom 1,2 %122 777 br-p,
=¢'§s' gs' R [?[ﬁ' CIS mgs, ’Sz'2 632
él-p,! él-p,z ot 5t—p,m ﬂm él—],m ét-z,m o gx-p,m

;ﬁ,-é-u

o\ [Snes, Shen - Sae.

;}ﬁ-ém

Ms
Ms

>3 bbb S LB > > BB,

1

-
n
—

[y
]

i=

ﬂﬁé-z:é-u ii ﬁé-z:é-Z; ot Zm:

—
[
1

—

s

M=
Ms
Ms

ﬂﬂjé—z.ié-p.j

ngﬂﬂﬂ é—pzé 1,j éz:: ﬁé png—Zj e lelﬂiﬁ é-plé—p}

Aplicando Z
t
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Z 33 aBE.L ) ZZﬂﬁé.l, o DY ape Ll

r—l _]=l i=1 j-] t =l j=1

-o|Z IXAhsey T YT M rkns - TSI ARE

1B 2,60
t sl ;_1 = ¢

Z iiﬂtﬂjé-ﬂé-l.j z Zzﬂxﬂjé-p.ié-z.j ot z iiﬁﬂjé—p}'é—nj

i=l j=1 t =l =l

t =] =l

=¢'N 4¢
Tem-se, entdo, que a equagdo (iv) pode ser reescrita como

BQUUB=-M$-¢'M;+¢'N, ¢
Com isto, a equagdo (36) pode ser escrita como

P(¢16,5,7,5,) =« exv{-’;'(—M;'fﬁ— P M, +§'Np+¢'M, + M,'§)

—(-¢'M;-9'M, +¢'N,¢+ M,'¢) 40)
_(_M3'¢_M4'¢+¢'N2‘¢+¢'Ms)
+(_M5'¢-¢'Ms +¢'N4¢) }

Colocando ¢ e ¢' em evidéncia, tem-se que a equagio (40) fica

P(¢/6,8,7,5,) « exp{—%(—M'(é— §'M + §'Ng) } @1)
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onde
M=M-M,-M,-M,+M;+Me
N=N,-N,-N,+N,

sendo

N,=N,'

Completando o quadrado em ¢ na equagdo (41) tem-se

P(416,8,7,S,) ocexp{~§(¢—N"'M)' N(¢-N"'M) }

Portanto,

$/6,B8,t,S, ~ Normal(N"'M,t'N7').
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Anexo A2
Distribuicio a Posteriori Condicional de 8, dado que todos os outros
parimetros sdo conhecidos

A distribuigdo a posteriori condicional de 8, dado que ¢, B, T e S,

sdo conhecidos, foi obtida da equagio

P@OSEIS)xET exp{—§ X(Z-UHE -U'ﬂ)}

t=p+1

para os calculos abaixo foram considerado somente os termos onde o € esta

envolvido, entio, tem-se

P(9/¢,,B,z',S,,) ocexp{—% Z(Zx _Ut‘ﬂ)’(zx - Ux.ﬂ)} 42)

t=p+l

desenvolvendo a equagdo (42)

P(8/,5,%.5,) ocexp{-% >(2,2,-2,U,5-PU.Z +ﬂ'U,U,'ﬂ)},

t=p+1

que pode ser reescrita como
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ool 2] 22 (S0 Spv2. ) (S0

43)
Sendo Z, e U,' definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os

calculos abaixo, Z foi representado por Z
t=p+l

Cada termo da equagdo (43) foi resolvido separadamente, entdo
® 2Z'Z=2 (0-y¢-a6(, -y¢-d6)
t t

=D WY =y'V-3'a0-8yy +8yyo+
§ya6-0dy, + 8y §+0ai6)

=-Q.y,'a )e+(Z¢ a')g - 9(zay,

@9
+0'Q.ay'¢)+6'(Q.aa)e

Resolvendo o primeiro termo da equagdo (44)
- (Z Ve 'a' )0 =
t

~

=—yt[a,_1 a,_z dr-q]ez—[ytdt-l ya,, - y,a,_q]e
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Aplicando o Z
14

='[Z Yl 2L ydg 2 y,&..q]‘9=-1%'e
t t ¢

Resolvendo o segundo termo da equagdo (44)

Q. ¢'ya)8 =

Ve
yf—z ~ ~ A
. [a,_, a, - a, _q]9

=[¢| ¢ - ¢p

Viep

= [¢ Vi1 t @Yot pyt-p][at—l a,, - aAr-q ]9

=I:i¢in-s][&z-l d,_, - ﬁ,_q]Q

i=1

P P P
= [Z; ¢ iat-lyt-i Zl ¢ ia:-zyx-i ot Z ¢ iat-qyt—i ]9

i=1

Aplicando o Z
t
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L6

=9(2v{).0
(¥¥) ogdenbs ep ouursy ojurnb o opusAjosay
4.6=007).6
oS0
16297 l= 426
(¥¥) oedenbas ep ouray ouenb o opusajosay
-= (’@ Z) 8-
oSo
I I
[o(2. A= (@o-

(p7) oedenbs ep our1a} 0119913} O OPUIA[OSIY

I=!

glzc[=9|:"’:{'”"y’¢§ :’Z T G ¢Z Z Hifp :FZ i}:



a,
a
- ] -2 A ~ ~
=0 . a,, Q. ar-q 9
[ F1-q
a,a,, a.,4., - 4.4,
4,4 ., a_a a,_a
-2“%2-1 -2%1-2 1-2%1—g
=6' 0
_at—qat-l at-qat—z at—qat—q
Aplicando o Z

0'

2 4.4, 2 4.4,

?
at—Zat—l Z a:—za:-z

t

2

~ ~

at—qal-—z

6=0'Co

Tem-se, entdo, que a equagdo (i) pode ser reescrita como

>.2,'Z,=-P'0+P'0-6'P,+6'P,+6'CO

(@)

> Z'UB=2, (0, -y'¢-860)(Xy'-4X,)p
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—

=Y X' By, X B~ yXy' B+8'y$' X, -
9'&XH',B+9'&¢'X,,,B]

=) [-8'dX,'B+6'dp' X, pB]

=-0'Y.4X,'B+6'D.4¢' X, B 5)

Resolvendo o primeiro termo da equagdo (45)

- 9'263)(”'!5’ =
)
4, B
14, )
=-0 : [5 1,1 5 2 " ;,m 32
a"‘l ﬂm
a
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-o| " | S pe. |=-o| 2A0E

2Ba.¢ v

i .
Z ﬂ:‘at—q 1,i
L =1

Aplicando )

" - -
2 2LAbE

t i=

m

—-a' Z Zﬁ:’a:—z‘g i | = -—9'.P3

t i=1 .

t i

2 2Ba,5 .

R

Resolvendo o segundo termo da equagdo (45)

=0'> a¢' X B

ér—l 5 t-1,1 é =12

é:f‘f é =21 5 =22
=6 - [¢'1 ¢z o ¢p] z 2

az—q 5 t-p1 5 t-p,2
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é -1,m
§ t-2,m

S 1-pm

p

ﬁn!



9‘

9'

-

.

L I
4 4 4,
;lewjé,-j,,.

22.B88.& .,

J:

ZZM,&,-Z:,-,,-

i=]l j=1

-

p

ZZﬂ¢,a,-qé,-,,

L i=1 j=1

Aplicando

-1

Z

t

2

4

2

!

LM
T

M=
M'v

W
RA
~,

i
KX

Mﬁ

..
n
-
.
)
-

ﬂ 84,26 -

ﬂ J t—qgl—}l

|

Zﬁ¢ ar—lg t=j,i

ﬂlf :-1,1+ﬂ2§ :-1,2""""'}8»;6 t-1,m
] ,315 :-z,1+ﬂ2§ :-z,z"""'"ﬂmf t-2,m

,B,f :-p,l+ ﬂz‘f 1-p.2+° : '+ﬁm§ t-p,m

=@'P,
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Tem-se, entdo, que a equagdo (ii) pode ser reescrita como
2.Z'U'B=-6'P, +0'P,
!
(iii) Z B'Z,U, que é igual a equagio (ii) transposta, entio
t

Y. BZU,=-P'6+P'6

@ ﬂ'(ZU,U,')ﬂ=ﬂ'( X (X9 X,V (X, 4'X;) )B

a equagio (iv) ndo tem nenhum termo que envolve o parametro @.

Com isto, a equacao (43) pode ser escrita como

P6!¢,B,7,5S,) ocexp{—%[—}’,'e-l- P'0-0'P +6'P,+6'C8

-(-0'P,+0'P,)-(-F'0+F,'0)] }

Colocando @ e €' em evidéncia, tem-se que a equagdo (46) fica
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PO/4,5,7,5.) ocexp{— %[—P'e—e'm 6'Co] } @7)

onde
P=PF-F-P+P,
Completando o quadrado em € na equagio (47), tem-se

P(014,B,7,5,) < exp{— é(e —CPyC(O- C"P)}

Portanto,

8!¢,B,7,8, ~ Normal(C"'P,z"'C™").
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Anexo A3

Distribuicéo a Posteriori Condicional de 5, dado que todos os outros

parimetros sio conhecidos

A distribuigio a posteriori condicional de S, dado que ¢, €, 7 e §,
sdo conhecidos, foi obtida da equagdo

P@OBTIS)wTT exp{—§ >~V —U'ﬁ)}-

t=p+l

Para os calculos abaixo, foram considerados somente os termos em que o f estd

envolvido; entdo, tem-se

P(6/4,8,7.5,) exp{—§ (2, -U B, —U,'ﬂ)}

t=p+

(43)

desenvolvendo a equagio (48)

P(0/¢,ﬂ,T,S") xexp{_% i(—Z,'U,'ﬁ—ﬂ’U'Z, +ﬁ'UcU:'ﬁ)}>

t=p+l

que pode ser reescrita como
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conf {0 o{8a (S0

49

Sendo Z, e U,' definidos em (13) e (14) respectivamente. Para os

calculos abaixo, Z foi representado por Z

t=p+l

Cada termos da equagio (49) foi resolvido separadamente entdo
0  XZUB=2 (0,-y9-30(X;'-¢X,)B
t t

=S X' B-y,'0 X, B-F X' B+4'v$' X -
0'ax, p+6'd¢' X,

=y X )8~ y#' Xp)B - (' yXs VB + (4 vh' Xe)B -
Q0'ax, "B+ 6'ap' X,)B

(50)

Resolvendo o primeiro termo da equagao (50)

QyXy")B =
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=yl|§l,l 6:,2 gl,mlﬂ=lyt§t,l ytgt,z yt‘fz,mlﬂ

Aplicando )

t

=[zyt§t,l Zytgt,z i Zylgt,m]ﬂ=Al'ﬂ

Resolvendo o segundo termo da equagdo (50)

-~y X:)B =

‘5 1,1 5 1,2 5 -1,m

§ -2,1 gt-z,z g t-2,m

=_y:[¢1 g, - ¢P: B

_5 t-p,1 gt—p,z ot gt—p,m
=, [Z DY TN 3 ]ﬁ
= _[i¢iyrgz—i,l ifti}’zgr-i,z i¢iyt§t-i,m j|;B

Aplicando Z

t
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=-[z So5ben T TbvEn T ies,.y,é,-i_,.]ﬂwzz'ﬂ

t i=1 t t i=1
Resolvendo o terceiro termo da equagio (50)

Q' yX, "B =

Vi
V-2

=_[¢1 ¢2 ves ¢p [5,,1 5,,2 ot gt,mb

Yi-p

yt—lét,] yr—lgt,z ot yt-lét,m
=_[¢1 ¢2 . ¢p yr-zzét,l y:—zzét,z ' yt_z:ét,m ﬂ

yt-pgt,l yt—pgt,z o yt—pgt,m

=—{Zi¢iy'-i§t'l i¢iyl-i§t,2 o i¢i)’,-;§,,m],3

i=l i=]

Aplicando

t

-z

> $Vib > ictiy,-ié,,z DY icé,-y,-ié.,,,.]ﬂ:—A;ﬂ

t i= i=1
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Resolvendo o quarto termo da equaggo (50)

(Z¢'y¢'Xp)ﬂ =

Ve 5:—1,1

s S 21
=[1 $, - -2 [¢1 $, - &, ‘E

yt'P 6:—1;,]

i=1 Jj=1 =

= i=1 j=1

[izp:¢i¢jyl-i§t—j,l zp:i¢i¢jyt-i€1_j'z -

Aplicando Z

t

= [Ziﬁ(éﬁj%-sf:—m Ziifbf%y,-é,_j,z

r i=l J=1 ==

=4,'B

108

5 1,2 7 5;_1,,,,
$i2z  Eiom

gt-p.z ot gt-p,m

[i¢xyl—x][z¢ 5:-,1 Z¢ 5:-,2 ° i¢j§z-,‘,m}3

i=l j=1

ii¢i¢,y,-.-5,-,,m}ﬂ

Zﬁimy,.ff,-,,,,]ﬁ

t i=l j=1



Resolvendo o quinto termo da equagdo (50)

- 0'ax, B =

d.
=—[9‘ 0, 9@ ‘5-2 [‘fx,l 5:,2
af-q
a.&y b,
oy 0, e g]bn Gk
a4, 8 4, 5.2

q q
_|:Z eiax-:‘é 1,1 Z 0 iat—ié 1,2
i=1 i=1

Aplicando Z

!

Z 29: 1—:6:,1 Z ioi&t—igt,z Z 12—1:9‘ t—xgtm

i=1 ! i=1

Resolvendo o sexto termo da equagao (50)

QL 0'a' X,)B =

E.n B

—15 t,m
-25 t,m ﬂ

L

&r- pg t,m

- $oa :]

] =-A'p
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>

-1 Crar Sz Eram
=[91 92 eq '{2 [¢1 ¢2 ¢p 5‘-&1 51—2,2 gt-z,m

&l-q 5 t-p,1 6 t-p,2 6 t—-p,m

>

= iei&t-i:||:2¢j§t—j,l Zp:¢j§t—j,2 i¢j§l—j,m]ﬁ

| i=1 j=l j=1

= iiai¢jal-ig!—j,l iiei¢jal—i§t—j,2 Zq:iei¢j&t—iét—j,mi|ﬂ

i=1 j=1 i=1 j=1 i=l j=l

Aplicando Z

t

=[Zii01¢151-151—j.1 Ziiei¢jal—i§h‘j,2 Ziieﬁja,-if,-j,m}ﬂ

y =l j=1 t =l =l 1 =1 j=1

Tem-se, entdo, que a equagao (i) pode ser reescrita como
(ZZ,'U,'),B =A'f-A,'B-A4'B+A,'B-A'B+A'B
Colocando £ em evidéncia, tem-se

(ZZ,'U,')ﬂ =4'p,

onde
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A'= A'-A, -4, +4,'~ A+ A4’

(i) Z B'ZU, queéigual aequagdo (i) transposta, entio
t

B'ZU)=p'4

@ p(Zv0)s=p(3 @s x4 1) )8

=B C X, X, W-B Xyt X)B-B X, X" B+
ﬂ"(ZXP'M'XP)ﬁ
1)

Resolvendo o primeiro termo da equagdo (51)

ﬂ'(ZXHXH')ﬂ =

S
5‘2 [5:1 5:2 ot gt,mb

5 tum
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5:,16:,1 gt,lgt,z o ét,lgt,m

=ﬁ' ét.z:ét,l 5:,2:61,2 ::. 5,’2:5,’,,, ﬂ

‘fx,mgt,l gt,mgr,l gt,pgt,m

Aplicando Y,

14

Resolvendo o segundo termo da equagao (51)

_ﬂ|(ZXH¢'XP)ﬁ =

‘f 11 6 1,1 5 t-12 7
=B g:z [¢1 ¢2 ¢p 5:;2.1 gz-:z,z

gt,m ét-p,l 5:-,;,2

112

—Z 5:,15:,1 Z 5:,151,2 Z ft,lgt,m-
, Z 5:,25:,1 Z ‘::,25:,2 Z ‘:z,zft,m

Z gt,mgt.l Z 6:,::;5:,2 Z gt,pgt,m

B=p'B,p

é t-1,m

6 t-2,m

o 5t—p,m



£,
g% [ZM >4
S

XTI

i=1

38k

Aplicando

!

R ATH

t i

DN T

t i=1

t i=l t =l

= t =l

=-p'B,p

Resolvendo o terceiro termo da equagdo (51)

i¢i§t.1§r-i,2 ot
Zf:¢i§t,2§r-i,2

S bEmlin Sl

YDA IR
Z i¢i§ r.z‘fz-i,z oo

LTI 3 T A

i¢,-§,-,-.m}ﬂ

i=1

-

>80

§¢i§f,2§t-i,m ﬁ

> bEnbiin

t =l
P

t =l

P

2244

t i=l

-B' QXX VB =B QX' X,)BT

113

- Zi ¢ ig t,lgt—i,m
z Z ¢1§ 1,25 t-i,m

B

r,mé t-i,m



Logo
B X'$X,")B=-B'B,p
onde B, =B,".

Resolvendo o quarto termo da equagdo (51)

B'QXe'P8'Xp)B =

5:—1,1 5:—2,1 ‘fr-p,x ¢1
=B ‘:::1,2 5:-:2.2 gt:p,z ¢:2

.
.

ér—l,m gt—z,m i ‘::-p,z ¢p

5:-1,1 51-1,2 5,_1,,,,

] f:—z,l 5:-2,2 5:-2.
[¢l ¢, - ¢p. : : :m

Lgl—p,l 61—;),2 o ét—p,m__

36

i=1

=B §¢i.§t-i,2 f¢j§,_ﬂ if"‘f"“ Z::‘éfg"f"":,ﬂ

|5

> b
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iims £k iiaw £k iiw £l

=ﬂv Zz¢i¢ 5:—; 25:—11 ZZ¢ ¢ 51- 25!-1 2 T ZZ¢ ¢ gt-a 25:-1'" ﬂ

ZZ¢:¢ jét—i,mét—j,] Zz¢x¢ jf t—i,m§ t—52 ZZ¢ ¢ fr—: mfz—;m

| i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Aplicando Z

t

Ziiaw NI 3%y YT ARIE 3 3 Y T IR

g

_p Zzlg‘” bhrikin TSIt Zgz‘“b fricsm
Z;§¢,¢ jgt-i,mgt-j,l Z§g¢i¢:j§m’m§t—j} 22121¢ P ét-x,mgt-J,m

=p'B,p

Tem-se, entdo, que a equagdo (iii) pode ser reescrita como

B'QUUNB=B'BB-B'B,S-B'B,S+pP'BS
t

Colocando ' e 8 em evidéncia, tem-se

BQUU,B=p'BB,
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onde
B=B,-B,-B,+B,

Com isto, a equagio (49) pode ser escrita como

P(B/4,6,7,5,) < exp{—%(—A',B—ﬁ'A+,B‘B/5‘)}

Completando o quadrado em £ na equagdo (52) tem-se

P(B14,0,7,8,) < exp{—%(ﬂ ~-B'4)"'B(B —B"A)}

Portanto

B16.6,1,S, ~ Normal(B™'4,="'B™").
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Anexo A4

Distribuigdo a Posteriori Condicional de 7, dado que todos os outros

parametros sio conhecidos

A distribuicdo a posteriori condicional de 7, dado que ¢, @, S ¢ S,
sdo conhecidos, foi obtida da equagdo

P(4,6,8,718,) < L exp{—% i(z _U'BY(Z-U" /3)}

t=p+l

Para os calculos abaixo, foram considerados somente os termos em que o 7 esta

envolvido; entdo, tem-se

P

P(/$8,88 )t 2 exp{—% Z";(z ~U'BY(Z-U" /.-r)}

t=p+1

(3)

Como podemos observar, a distribuigdo a posteriori condicional completa do

parametro 7 ¢ facilmente obtida da equagdo (53); portanto,

 3@-UBYE,~U,B)
©/$,0,8.5, ~ Gama =F. 22"

2
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ANEXO B

A seguir, sera apresentado como foram encontradas as distribuigdes a
posteriori condicionais completas de cada pardametro, para o modelo de

intervencdo com erro MA(q) utilizando a priori de Jeffreys.

Distribuic¢des a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervengdo com erro MA(q)

Considerando a priori de Jeffreys descrita em (10) e a fungdo de
verossimilhanga aproximada dada por (22), temos a distribuigdo a posteriori
apresentada em (25). Para todos os pardmetros, as distribuiges a posteriori

condicionais completas foram obtidas a partir da expressdo (25).
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Anexo B1

Distribui¢io a Posteriori Condicional de £, dado que todos os outros

parametros sio conhecidos

A distribuicio a posteriori condicional de S, dado que @, 7 e S, sdo
conhecidos, foi obtida da expressdo

k. n q )
P(BOcIS,)ct? exp{—%Z(y, ~X,B-> 6,84,

t=1 i=1

(yr —Xx'ﬂ—ioiBi&:) }

Para os calculos abaixo foram considerado somente os termos em que o

pardmetro S esta envolvido, entdo, tem-se

i(yt —X,'ﬂ—ie,-Bia‘)'

T
2 t=1 i=1

(yt _Xt'ﬂ—ieiBi&t) }

P(B16,,S,) < exp{

i=1

(4

desenvolvendo a expressdo (54)
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P(B/6,z,8,) < e"p{‘%ﬁ(‘yﬁX.'ﬂ—ﬂ'X:y, +B'XX,'B+
t=1

pX.> 084 +(36B4) X, B) }
i=1

i=1

que pode ser reescrita como

P(ﬂ/e,r,s,aocexp{—; —ﬁy:&']ﬂ—ﬂ{i&x}

=1

ﬁ'[ix,x,']ﬂ +ﬁ'[ﬁ(x,iei3'&,)J+[i<i0.-3‘a,>'x,']ﬂ }

(3

Para os calculos abaixo, Z foi representado por Z .
t

=1

Cada termos da expressio (55) foi resolvido separadamente, entdo:

® -Qy'XNB=
_ytlft,l gt,z o ét,mLBz—lytgt,l ytgt,Z o yrét,mlﬁ

aplicando o Z
t
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= —[Zytgz,l Zyt§1,2 e Zyté'mjlﬂ = —A'ﬂ
(ll) _ﬂ '(Z X Ji :) é lgual a expresséio (l) transposta, entao

- Xy)=-p'4

i B'QXX")B=

Sia

gn [frl 612 o 5:,mb

gt.m

‘:rnfn 5:15:2 5:,15:,»:

=B gtzgtl 512512 ‘f;,zfg,m 8

gt,m 11 gtmétz ot 51,m§t,m

Aplicando Y

t

Zf,,f,, Zénéz o Y E ]

5:25:1 5:1612 ot lft,zgr,m
=ﬂ'z > RN

th,mét,l Zéz,lgr,z th,mgt.m
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(W) ﬂ'(Z(XliexB)&t)J = ﬂ'Xt(elat—l +9 a +'"+9qax-q)
t i=1

Sea
| [

Stm

Zfﬂ i !—l

1—1

Z ét 20 ar-r

i=l

I
h.

Zétm iCr-i

L i=1

Aplicando o Z

Z > &84,

z=l

=ﬁ' Z Zé!ﬂgiar-x‘ =ﬂ'C

Z Zé,,ﬂ,a,-,

t i=]

) (Z (i 6,B'a,)X, 'Jﬂ é igual a expressio (iv) transposta, entio

t i=1

(Z (04X, ']ﬂ =c'p
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Com isto, a expressdo (55) pode ser escrita como

P(B16,,S,) < exp{—%(—A',B—ﬁ'A+ﬁ'Bﬂ+,B'C+C',B) }

(36)
Colocando f e ' em evidéncia na expressdo (56), tem-se
P(ﬂ/e,r,sn)ocexp{—g(—D'ﬂ—ﬂ'Dw'Bﬂ)} 67
sendo
D=4-C

Completando o quadrado em £ na expressdo (57), tem-se

P(B16,1S,) = exp{— %(ﬂ -B"'D)B(B-B"D) }

Portanto,

B16,7,S, ~ Normal(B'D,7'B™).
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Anexo B2

Distribuicio a Posteriori Condicional de 8, dado que todos os outros

parametros sido conhecidos

A distribui¢do a posteriori condicional de @, dado que £, 7 e S, sdo

conhecidos, foi obtida da expressédo

n n q )
P(,B,e,r/S,,)oc T2 1 eXP{—%Z()’: ‘X:',B"Ze.-B'&:)'

=1 i=1

(yl —Xr'ﬂ_iex‘Biax) }

i=1

Para os calculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parametro @ esta envolvido; entdo, tem-se

POIB5.S,) eXP{—%Zn)(V, - X,B-3 6,54
t=1 i=1
0, X8-S 084) |
i=1
(58)

desenvolvendo a expressdo (58)
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n q q q
PO/ ,B,z',S,,)ocexp{— 3 0 0BG, X, 5084, ~ (5084),
t=1 i='

i=1 i=1

+ (iGiBia",)'X,‘ﬂ + (Zq:e,.Bia',)'(iBiB‘é,)] }

i=1 i=1

(9

n

Para os calculos abaixo, Z foi representado por z .

t=1

Cada termo da expressao (59) foi resolvido separadamente, entdo:

q .
(1) -y,'ze,.B'&, =
i=1

=-y, l&,a,_, +6,a,, +--- +9qa,_q]

= —lH,y,&,_l +02yl&t—2 +"'+9qyt&z—q_|

a.y, | [a.
= "[31 6, - eq: t-:zy‘ =-0' I-:zy'
_&t—qy t | _at-qy t

aplicando )

t
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(ii)

—Z a,,y, ]
t
Z&:—ZJ’x
t

Z &t—qyt
¢ .

p'X,> 08, =
i=1

& S

i=1

Lg t,m 5 t,m

p 5;" [que,-B"a,]=[ﬂ, s éfz [ZHB’“]

i=1

= [ﬂlér,l +ﬂz§x,2 +"°+ﬁm§t,m {iexB'ax:l

= Zﬂj 6z,j:|[91&r—1 +ez&r-2 +"'+0q&t—q]

J=1

=6 Zﬁ S :-1+922ﬁ G 1A+t 6 Zﬂ 619 r-q}

J=1
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q J=1

Aplicando

(ii)

()

!

> 3 BE

t =l

Zﬂ jét’j&z—l
j=l

e, - 6 'Z‘Bfg'vf&"z =6' Zﬂjét.j&r-z
j=1

m : m :
Z B 6.4, Z B 6.4
= i | J=1 i

> 3B |

t  j=1 .
m : "
Z Z'Bj‘f:,ja:-q
7 = ]

B m
2. B¢.,8.,
=]

q .
-(Q.0,B'a,,)'y, éigual a expressdo(i) transposta, entio

i=1

Z j A ' "
—(ZO,.B’a,_l)y, =-£'6

i=l

q .
(Q_6,B'a,) X,' B éigual & expressio (ii) transposta, entdo

i=]
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> 0,B'4,)X, p=F6

i=1

0 6B

3 6,8'4,) =

i=1

= [t9,a,_1 +6,a,, +--+0.4,, ] [G,a,_, +0,a,,+---+6.a,,

- 6,
a 7]
-2 ||~ ~ 2
- [91 92 o eq : [al—'l a_, = a.,] .
a"q 9‘1
a8, 4,9, - a.,4.,
Y a, .4, a4.,4., " 4,4, 9
Q 4 4.,4,., " 4,4,
aplicando )
t
Z a4, Z 192 T z aq.,4,,
t t t
. Z a,.,a, Z a,.,a,., - Z a,,8, 4
= 9 t . t . t .
Z a4, 4G, Z 4 4, Z Q494
L ! t t
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Com isto, a expressdo (49) pode ser escrita como

P@/B,7,8, )< exp{—%[—O'E+9‘F—E'0+F'0+9'G9] }

(60)

Colocando @ e €' em evidéncia na expressio (60), tem-se

P(B/,B,r,S,,)ocexp{—g-(—O'H—H'9+9'G0) }

(61)

Completando o quadrado em & na expressio (61), tem-se
P@/B,1,8,)x exp{— %(9 -G H)(6-G™H) }

Portanto,

8/p,t,S, ~ Normal(G'H,v'G™).
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Anexo B3

Distribuigdo a Posteriori Condicional de 7, dado que todos os outros

parimetros sio conhecidos

A distribuigio a posteriori condicional de 7, dado que f, 6 e §, sdo

conhecidos, foi obtida da expressao

- n q )
P(ﬂvanrlSn)x 2 lexp{ Z(y: _Xt'ﬂ_zeiB’&t)'
i=1

T
2 t=1

(yt —Xt|ﬂ_i9iBiat) }

i=1

Para os calculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

parametro 7 esta envolvido; entéo, tem-se

- n q )
P(r/BOS,)x 1 exp{—%Z(y, ~X,B-Y6,B4,y

=1 i=1

0, - X, 8- 6,84, }

i=]

(62)
Como podemos observar, a distribui¢io a posteriori condicional completa do

pardmetro 7 é facilmente obtida da expressdo (62); portanto,
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7/8,6,S, ~ Gama[ﬁ,iJ
22

onde

TS0 - X, 8- 0880, X, B~ 0,8'3,).

=1 i=] i=1
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Anexo C

A seguir, sera apresentado como foram encontradas as distribui¢des a
posteriori condicionais completas de cada pardmetro, para o modelo de

intervengdo com erro MA(g), utilizando a priori propria.

Distribuicdes a posteriori condicionais completas para o modelo de

intervengiio com erro MA(q)

Considerando a priori propria descrita em (20) e a funcdo de
verossimilhanga aproximada dada por (22), temos a distribui¢do a posteriori
apresentada em (23). Para todos os pardmetros, as distribuicGes a posteriori
condicionais completas foram obtidas a partir da expressédo (23).
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Anexo C1

Distribui¢do a Posteriori Condicional de S, dado que todos os outros

parimetros sdo conhecidos

A distribuigdo a posteriori condicional de 3, dado que €, 7 e S, sdo
conhecidos, foi obtida da expressao

mig+2a+n

P(BOzIS T ° ’exp{——’z-[w-ﬂo<e))'p,(ﬂ—ﬂ.,<e)>+
(0-6,) P, (6-6,)+ 2k +

>0, X, B~ 38880, - X B -2 08 }

t=1 i=1

Para os calculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

pardmetro f esta envolvido; entdo, tem-se

Pp10.7.5,) eo{ ~S10 - A~ BO)+
. . . 64)
Z(yr - Xx'ﬂ _ZoiBi&r)'(yr - Xr 'IB —ZeiBi&: )] }

t=1 i=1

Desenvolvendo (8 — 3,(8)) p, (B — B5,(0)) , tem-se

(B-B:0)pi(B-Bo(6))=B' DB~ B'P\Se(0)- B’ O)p: S



n q . q ;
A expressio . .(y,—X,'-2.6,B'a)(y,-X,/'B-D 6,B'a) ja foi
i=1 i=1

t=1

desenvolvida no Anexo Bl; entdo, tem-se

>0, -X,B-36,8'4)0, - X,B-3 0,84)=-D'-§'D+f'Bp

=1 i=l i=1

portanto, a expressio (64) pode ser reescrita como

P(B/6,7,§,)x eXP{— %[ﬁ ‘2B - B'pBy(0)- B, O)p S -

D'g-p'D+p'Bp] }

(65)

Colocando 8 e ' em evidéncia na expressdo (65), tem-se

P(ﬂ/O,r,S")ocexp{——;-(ﬂ'Lﬂ—ﬂ'T-T’,B) }
(66)
sendo

L¥@, +B)eT=p,B,(0)+D.

Completando o quadrado em [ na expressio (66), tem-se
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P(B16,7,8, )< exp{— %(ﬂ —L'TYL(B-L'T) }

Portanto,

B16,,S, ~ Normal(L T,z "'L™").
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Anexo C2

Distribui¢io a Posteriori Condicional de 6, dado que todos os outros

parimetros sio conhecidos

A distribuicdo a posteriori condicional de &, dado que 8, 7 e S, sdo
conhecidos, foi obtida da expressdo

m+q+2a+n

LAl Aaa |

P(BO7/S,)cr 2 exv{—%[(ﬁ =B @) p(B-B,(O)+

@ -90)'P2(9 =6,)+2k +
>0, - X, B-20B'3)0, - X, 5~ 3 0,54, }

=1

Para os calculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

pardmetro @ esta envolvido; entdo, tem-se

P@/pr,S,)x e@{-é[(a ~6,)' p,(6-6,)+

>0, - X, B~ Y0840, - X,B-> 6,84, }

=1 i=1

(63)
Desenvolvendo (6 -6,) p,(6-6,), tem se
(6-6,)p,(6-6,)=0'p,0-6'p,6,-6,'p,0
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n q q .
A expressio » (y,-X,'8-2.6,B'a)(y,-X,'B- > 6.B'a) ja foi
i=1 i=1

t=1

desenvolvida no Anexo B2; entio, tem-se

n 9 9 )
>, -X,'B->.6,B'4)(y,-X,'B-) 6,84)=-0'H-H'0+6'Go
t=1

i=l i=l

portanto, a expressdo (68) pode ser reescrita como

P@/B,1,S,) exp{—%(@'pze—e'pzeo -8,'p,0-6'H-H'0+0'Go }

(69)
Colocando @ e @' em evidéncia na expressio (69), tem-se
P(B/,B,z‘,Sn)ocexp{—%(&'MG—O'N—N'B) } (70)

sendo
M=p,+Ge N=(p,6,+H).

Completando o quadrado em 6 na expressdo (70), tem-se

P@/B,t,8,)x exp{—%(@ ~M7N)(@-M"N) }
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Portanto,

8/pB,,S, ~ NormalM N,z M™).
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Anexo C3

Distribuicio a Posteriori Condicional de 7, dado que todos os outros

parametros sdo conhecidos

A distribuigio a posteriori condicional de 7, dado que 3, 8 e S, sdo

conhecidos, foi obtida da expressao

m+g+2a+n

P(BOlS, )T * exv{—%[(ﬂ =B @)'p (B - B, (O)+
©@-6,)p,(@—-6,)+2k+

S0, - X5~ 3080~ X, B~ 688 }

t=1 i=1

Para os calculos abaixo, foram considerado somente os termos em que o

pardmetro 7 esta envolvido; entdo, tem-se

m+q+2a+n

P(/BOS) =T T e@{—%[(ﬂ - B O)P(B - B (O)+
(9"00)'P2(9 —6p)+2k+

i(yx _Xt'ﬂ—ieiBi&r)'(yt _Xt'ﬁ_ieiBi&z)] }

t=1 i=1 i=1

(71)

Como podemos observar, a distribuigdo a posteriori condicional completa do

parametro 7 € facilmente obtida da expressdo (71); portanto,
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n J)
-T/ﬂ,e,S,, NGama(2>2 3.

onde

TS0, - X, B~ 0B'4)(, - X, B -3 6,B'4,).

t=1 i=] i=1
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