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RESUMO

SOUZA, Marcelo Costa. Ajuste de modelos autorregressivos na forma de
modelos lineares dindmicos via inferéncia Bayesiana. 2000. 112p.
Dissertagdo (Mestrado em Estatistica e Experimentagdo Agropecudria) -
Universidade Federal de Lavras, Lavras.

Os modelos autorregressivos tém sido utilizados para as mais diversas
aplicagdes, a maioria através da andlise cldssica, na qual os pardmetros sdo
vistos como quantidades fixas, ndo podendo assumir variagSes ao longo do
tempo. A modelagem dindmica possibilita uma evolugfio desses paridmetros a
medida que os dados vdo sendo observados. Este trabalho tem como objetivo a
compreensdo de modelos autorregressivos de ordem 2, AR(2), representados na
forma de modelos lineares dindmicos, utilizando como processo de estimagéo, a
inferéncia Bayesiana. O método Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC) foi
utilizado para o célculo das estimativas a partir da implementagdo dos
algoritmos amostrador de Gibbs e “Forward Filtering, Backward Sampling —
FFBS”. Com base nos modelos AR(2), apresentou-se o calculo e a obtengéo das
distribuigdes condicionais completas para todos os parametros do modelo. Para
avaliar o comportamento e qualidade do ajuste, utilizaram-se duas cadeias de
valores, cada uma com 8000 iteragdes para trés diferentes tamanhos de séries
geradas, com 200, 500 e 800 observagdes. Como parte da aplicagdo, ajustou-se a
série Canadian Lynx (Nicholls and Quin 1982) para diferentes fatores de
desconto (0,90, 0,95 e 0,99), sendo que o erro quadratico médio resultante foi
utilizado para a comparag@o com o ajuste da mesma série via inferéncia classica
Um melhor ajuste para o modelo com desconto igual a 0,99 foi observado. A
partir das estimativas obtidas tanto no caso simulado quanto para dados reais,
obtiveram-se as previsdes um passo a frente para as séries atualizada e
“amostrada para tras”, sendo que, para esta ultima, o ajuste e o erro quadratico
médio se comportaram bem melhor. Com base nos resultados obtidos, observou-
se um bom ajuste dos modelos AR(2) na forma de modelos dindmicos via
inferéncia Bayesiana, além de se obter uma melhor compreensdo em relagdo a
qualidade do ajuste em diferentes situagGes, simuladas e reais.

* Orientadora: Thelma Safadi - UFLA



ABSTRACT

SOUZA, Marcelo Costa. Autorregresive models fitting with a dynamic linear
models approach via Bayesian inference. ?000. 112p. Dissertation (Master in
Statistics and Agricultural Experimentation) - Universidade Federal de Lavras,
Lavras

The autoregressive models have been widely used in applications,
mostly through a classical viewpoint, in which the parameters are regarded as
fixed quantities, not assuming changes in time. The dynamic modeling allows
the parameters to change as data are observed. This work aimed at fitting of
autoregressive models with order 2, AR(2), specified in the form of dynamic
linear models using Bayesian inference. Monte Carlo Markov Chain (MCMC)
was used to obtain the estimates, by means of the algorithms Gibbs sampler and
Forward Filtering Backward Sampling (FFBS). For AR(2) models, the
calculation of the complete conditionals distributions for all the parameters was
developed. To evaluate the fitting, two chains with 8000 iterations each, and
three different series sizes, with 200, 500 and 800 observations were used. The
Canadian lynx series (Nicholls and Quin, 1982), was fitted with different
discount factors (0.90, 0.95 and 0.99), and the resulting mean square error was
used to compare to the fitting using classical inference. A better fit for the model
with discount equal to 0.99 was observed. With the estimates obtained in
simulation and application, the one-step ahead forecasts were done for the
updated and the backward sampled series. In the latter, the fitting was better and
mean square error lower. In general, was observed a good fit of the AR(2)
models in dynamic way via Bayesian inference, and a better understanding of
the fitting in different situations, both simulated and real.

* Adviser: Thelma Safadi - UFLA
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1- INTRODUCAO

Os modelos autorregressivos tém sido utilizados em estudos envolvendo
previsdo nas mais diversas areas, como, por exemplo, Econometria, Geologia,
Ciéncias Agrarias e Bioestatistica. A literatura apresenta diversas aplicagGes,
assim como métodos para sua estimagdo e formas para modelar os dados. Busca-
se, neste trabalho, o ajuste de um conjunto de observagGes tomadas em tempos
eqitidistantes, por meio de modelos autorregressivos na forma de modelos de
espago de estados, ou modelos dinamicos. A caracteristica principal destes
modelos reside na possibilidade dos parametros do modelo estarem sujeitos a
variagdes ao longo do tempo. Tem-se, ainda, que os parametros, como
quantidades desconhecidas, possuem uma distribui¢do, e que estas podem ser
obtidas a partir da inferéncia Bayesiana por meio do conhecimento da
distribuigdo a posteriori. A distribuigdo marginal para os parametros do modelo
¢ obtida com base em resultados de simulagdo, utilizando o algoritmo
amostrador de Gibbs e o “Forward Filtering Backward Sample — FFBS”.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Na secgdo 2.1 sdo apresentados alguns aspectos da estatistica Bayesiana,
como a sua crescente utilizagdo no tratamento de problemas das mais diversas
areas, assim como a definicio dos conceitos de distribuigSes a priori e a
posteriori. A inferéncia Bayesiana é vista como uma poderosa ferramenta na
estimagdo de parametros desconhecidos.

O uso da inferéncia Bayesiana freqilentemente ¢ acompanhado de
métodos de simulagdo, os quais sdo descritos na segdo 2.2. E dada uma atengdo
especial ao amostrador de Gibbs como caminho para se obterem as distribuigSes
marginais a posteriori. Alguns métodos para verificagdo da convergéncia das

distribuigdes dos pardmetros também sio apresentadas.



Na segdo 2.3 € apresentado um historico da utilizagdo de Modelos
Lineares Dindmicos (MLD) em varias areas, algumas referéncias relativas ao
uso do amostrador de Gibbs, além de uma evolugdo dos conceitos e aplicagoes
ao longo do tempo.

Os conceitos de Modelos Lineares Dinamicos sio apresentados na se¢ao
2.4. A definigdo das equagdes de observagdo e evolugdo, juntamente com os
procedimentos para a atualizagdo do modelo no tempo, mostra uma relagdo
direta com os conceitos da estatistica Bayesiana, em que os parametros do
modelo sdo estimados a partir do intercambio de informagdes entre as
distribuigdes a priori e a posteriori. Algumas caracteristicas também sdo tratadas,
como métodos de filtragem, fatores de desconto, e de como a estrutura das
componentes utilizadas pelas equagdes pode auxiliar no ajuste do modelo a ser
estudado.

Com o conhecimento das caracteristicas dos Modelos Lineares
Dindmicos e de como elas podem ser relacionadas com a inferéncia Bayesiana,
na secdo 2.5 faz-se uma ligagdo com os conceitos de Séries Temporais, de forma
a possibilitar o ajuste de Séries por meio das equagdes que caracterizam tais
modelos. Sdo apresentadas as caracteristicas de modelos de Séries Temporais e
de como descrevé-los na forma de Modelos Lineares Dinamicos, sendo
utilizados, mais especificamente, os modelos autorregressivos (AR).

Na segdo 2.6 ¢ apresentado um algoritmo, conhecido como “Forward
Filtering, Backward Sampling — FFBS”, para auxilio na estimagdo dos
parametros do MLD. Na seqiiéncia, define-se um modelo AR na forma de
Modelos Lineares Dinamicos para o caso geral com “p” parametros, ou seja, um
AR(P). Podem-se ver, também, as distribui¢des condicionais completas para os
parametros do modelo e um esquema iterativo para a implementagdo do

amostrador de Gibbs.



Na segdo 3, acerca da metodologia utilizada, é apresentada a formulagao
do caso de um AR(2) com base no modelo AR(p) descrito na segdo anterior.
Também pode ser vista a maneira pela qual os resultados serdo obtidos pelos
procedimentos de simulagdo e aplicagdo em dados reais.

Na segdo 4.1, pode ser visto o desenvolvimento das distribuigGes
condicionais completas a posteriori, em que é definido o caminho para proceder
com a estimagdo dos pardmetros utilizando dados simulados e dados reais com
base em um modelo autorregressivo de ordem 2. A se¢do 4.2 apresenta os
resultados obtidos a partir de dados simulados para diferentes tamanhos de
séries. Como parte das aplicag3es, € apresentado, na segdo 4.3, o ajuste da série
anual Canadian lynx, apresentada em Nicholls & Quinn (1982), para diferentes
fatores de desconto. O ajuste é comparado com o ajuste realizado utilizando
inferéncia classica. A segdo 5 apresenta algumas conclusGes com base nos
resultados obtidos

Os anexos apresentam as caracteristicas de algumas distribuigdes
utilizadas, como, por exemplo, a Normal, Gama e Gama Inversa, assim como a
descrigdo do programa utilizado para a implementagdo do amostrador de Gibbs e
estimagdo dos parametros.

Os objetivos deste trabalho foram: (1) Apresentar as distribuigGes
condicionais completas para o modelo AR(2), (2) Apresentar e avaliar o
desempenho da modelagem de Séries Temporais via Modelos Lineares
Dindmicos e por meio da Inferéncia Bayesiana; (3) Apresentar o ajuste do
modelo AR(2) por meio de um algoritmo implementando o amostrador de
Gibbs; ¢ (4) Comparar os resultados obtidos a partir da analise Bayesiana com

aqueles da inferéncia classica.



2 — REFERENCIAL TEORICO

2.1 — Estatistica Bayesiana

A crescente versatilidade da estatistica Bayesiana, vista a partir dos anos
80, promoveu uma maior utilizagdo e compreensdo das caracteristicas de sua
teoria. Como conceito inicial, e principal caracteristica, a estatistica Bayesiana
atribui uma distribuicio de probabilidade para qualquer quantidade
desconhecida, ou seja, se ndo se conhece o valor de um pardmetro, deve-se
atribuir uma distribuigio de probabilidade para ele. Desta forma, esta
distribuigdo pode ser definida antes que a amostra seja observada, ou seja, a
priori.

Segundo West & Harrison (1997), a previsio sob ponto de vista
Bayesiano envolve a determinagdo da informagdo predita em termos das
distribuicGes de probabilidade que representam e resumem o conhecimento
incerto atual.

Duas distribuicGes sdo caracteristicas da estatistica Bayesiana: (1)
distribuigdo a priori e (2) distribuigdo a posteriori, sendo que é com base nesta
ultima que se realizam todas as inferéncias necessarias.

A analise Bayesiana é representada pela combinagdo da informaggo a
priori do pardmetro 6, p(0) e da informagdo contida na amostra, Y, que resulta
na chamada distribui¢do a posteriori de 0 dado Y, na qual todas as decisGes e
inferéncias sdo realizadas. '

A distribuigdo a posteriori, denotada por p(6]Y), é definida como sendo
a distribuigdo condicional de 0 dada a informagdo amostral Y, ou seja, é obtida
uma distribuigio contendo todo o conhecimento em relagdo ao pardmetro 6, pela

combinagdo da informagdo a priori com a observagdo da amostra.



A informagédo contida na amostra é representada por meio da fungdo de
verossimilhanga, a qual representa a densidade conjunta de um grupo de
observagdes Y = (y1, ¥z, ..., Yo) em fungdo de um parametro 6 e é representada

por L(Y]0).
A distribuigdo a posteriori é obtida com base no Teorema de Bayes:

__L®|).p®)
pO|Y) = TL61 VPN

e, como o denominador ndo depende de 6 temos:
p(®[Y) < L(6| Y)p(6),

em que oc representa proporcionalidade.

Em geral, a distribuigao a posteriori p(8]Y) néo é facil de ser calculada.
Uma grande parte da literatura Bayesiana é dedicada a descobrir distribui¢Ges a
priori nas quais p(0]Y) pode ser facilmente trabalhada. Estas prioris sdo
chamadas de prioris conjugadas, as quais tém como principal propriedade o fato
de que as distribuigdes a priori e a posteriori pertencem a mesma classe de
distribuigGes. Isto traz inimeras vantagens para todo o processo de inferéncia
decorrente essencialmente da simplificagdo devida a restrigdo da analise a um
subconjunto de distribuigdes. Desta forma, a passagem da priori para a posteriori
envolve uma simples mudanga nos hiperpardmetros sem a necessidade de
calculo adicional, facilitando, assim, o processo de aprendizado a medida que

novas observagdes sdo incorporadas.



Segundo West & Harrison (1997), a utilidade das prioris conjugadas,
juntamente com suas propriedades atrativas, deve ser vista como de importancia
secundaria quando comparada com a questdo basica da possibilidade de uma
priori conjugada ser escolhida, fomecendo uma aproximagio razoavel da
“verdadeira” priori.

Outro ponto a ser considerado é a possibilidade da distribui¢io marginal
a posteriori ndo poﬁsuir a forma de uma distribuigio conhecida. Esta situagdo
pode ser evitada utilizando prioris conjugadas, embora existam recursos
baseados em cadeias de Markov para tratar destas possiveis posterioris. A idéia é
que, desde que a distribui¢do a posteriori supostamente contém toda informagio
disponivel sobre 0, qualquer inferéncia com relagdo a © deve consistir somente
das caracteristicas desta distribui¢do. Jeffreys (1961), Zellner (1971) e Box &
Tiao (1973) apresentam uma discussdo mais aprofundada sobre os aspectos da
inferéncia Bayesiana.

A representagdo probabilistica de todo o conhecimento incerto é a
esséncia da inferéncia Bayesiana, seja tal conhecimento relacionado ao futuro,
quantidades observaveis ou parametros desconhecidos. Os conceitos de priori e

posteriori sdo sempre relativos a observagdo considerada no momento.



Broemeling (1985) apresenta o seguinte diagrama para ilustrar a técnica

utilizada na inferéncia Bayesiana:

MODELO MATEMATICO
f(Y]0), Y € S, 0 e Q
v
INFORMACAO A PRIORI
p@)8 € Q

\ 4
INFORMACAO AMOSTRAL

Sa= (yI"Yz, v Yo)

DISTRIBUICAO A POSTERIORI VIA TEOREMA DE BAYES
P@Oly1, y2, .- Vo)

. v
INFERENCIA A POSTERIORI

v
Testes de hipéteses

Regido HPD de parametros

/

Estimagdo Predi¢do

Pontual Intervalo Pontual Intervalo

2.2 — Simulag@o estocastica via Cadeias de Markov

O termo simulagio refere-se ao tratamento de problemas reais a partir de
reprodugcGes em ambientes controlados pelo pesquisador, sendo que, muitas
vezes, esses ambientes s3o os equipamentos computacionais. Alguns problemas
apresentam componentes aleatorios, os quais ndo podem ser descritos de forma

exata e sim baseados em informagles probabilisticas. Para estes problemas, o



processo de simulagdo é estocastico, ou seja, baseado em distribuigcdes de
probabilidades.

Os métodos de simulagdo apresentam mecanismos deterministicos e
iterativos. Existem varios algoritmos que utilizam a simulagdo com base em
cadeias de Markov, dentre os quais podem ser citados os algoritmos EM,
amostrador de Gibbs e Metropolis-Hasting.

Segundo Gamerman (1997), a teoria dos processos estocasticos, na qual
a cadeia de Markov esta inserida, é geralmente definida como a parte dinimica
da teoria das probabilidades, através da qual se estuda uma colegdo de variaveis
aleatorias, sob o ponto de vista de sua interdependéncia e de seu comportamento
limite.

Amostrador de Gibbs

Geralmente, é de interesse do pesquisador obter as distribuigGes
marginais a posteriori para os parametros em estudo. Suponha uma densidade
conjunta g(X, yi, ..., Yo) © que se estd interessado nas caracteristicas da sua

densidade marginal

g®)=[..[8® y1,-n¥.) dy; . dy, @1

tais como a média e a variancia. A aproximagdo mais natural e direta seria
calcular g(x) e usa-la para obter as caracteristicas desejadas. Entretanto, ha
muitos casos em que a integragdo de fungdes como em (2.1) é extremamente
dificil de se obter, tanto analiticamente quanto numericamente. Em tais casos, o
amostrador de Gibbs fornece um método altemativo para a obtengdo de g(x).

Em vez de computar ou aproximar g(x) diretamente, o amostrador

permite de maneira eficiente gerar uma amostra X;, ..., Xm ~ g(X) sem a



necessidade de conhecer g(x). Atuando como alternativa, o amostrador de Gibbs
gera uma amostra grande o suficiente, de forma que a média, a varidncia ou
qualquer outra caracteristica de g(x) possa ser calculada com o grau de confianga
desejado.

Para a utilizagdo do amostrador de Gibbs, é necessario o conhecimento
das distribuigdes condicionais completas para cada pardmetro, as quais
representam a distribuigio do pardmetro condicional ao conhecimento de todos

os outros. Seja:

26i6.) = gi(0il6y, .., 8;1,09:1, ....00)

a distribuigdo condicional completa para 6; dado o conhecimento dos outros k-1
parimetros de 6. Para obté-las, basta considerar os k-1 termos da posteriori
conjunta como constantes conhecidas para, assim, determinar a distribuigdo
condicional completa do vetor 6;. A utilidade do amostrador aumenta a medida
que a dimensdo do problema aumenta, uma vez que ele evita o calculo de
integrais da forma (2.1)

Para descrever o algoritmo, suponha que a distribuigdo de interesse seja
g(6), em que 0 = (84, 6, ..., 6y). Considere ainda que as densidades condicionais
completas a posteriori gi(6i{01, ..., 01,81, ...00) = 8i(0i0.), i = 1, ..., k estdo
disponiveis. O problema que se coloca é o de geragdo de uma amostra de g(6).

Segundo Gamerman (1997), o algoritmo pode ser descrito da seguinte

forma:

i) Inicialize o contador de iteragdes da cadeia j = 1 e arbitre valores
iniciais 0 = (6,,..., 6,%).
ii) Obtenha um novo valor 69 = (9,7, .., 6,9) a partir de 69 com base

em sucessivas geragdes de valores.



0,9 ~ (6,05, ..., 6,5
8,9 ~£2(6,00,9, 6,57, ..., 6,5Y)

6.2 ~ 268, ..., 84D
iii) Mude o contador j para j + 1 e retorne a (ii) até a convergéncia.

A medida que o niimero de iteragdes aumenta, a cadeia se aproxima de
sua condigdo de equilibrio, assim, assume-se que a convergéncia € atingida em
uma iteragdo cuja distribuigdo esteja arbitrariamente proxima da distribuigido de
equilibrio g;(6).

O esquema anterior define uma cadeia de Markov, pois os
acontecimentos na iteragdo j dependem da historia do processo apenas com base
nos valores da iteragdo j — 1. Além disso, a cadeia é homogénea, pois o nucleo

de transig3o nao varia com j.
Convergéncia

Um aspecto importante na utilizagdo do amostrador de Gibbs é a
defini¢gdo do numero de iteragdes necessarias para que a cadeia atinja o
equilibrio.

A monitoragdo informal da convergéncia, apresentada por Gelfand e
Smith (1990), sugere técnicas graficas para verificagdo da convergéncia. Apos
um numero suficientemente grande, N, de iteragGes, forma-se uma amostra de 6.
O mesmo procedimento pode ser obtido apos N + k iteragGes. Se ndo houver
diferencga visual entre os graficos obtidos apos N e N + k iteragGes, conclui-se

pela convergéncia das cadeias. O valor de k ndo pode ser muito pequeno, pois a

10



correlagdo inerente a cadeia de Markov estara exercendo sua influéncia, ndo
permitindo que se afirme se a similaridade é devida a convergéncia ou a
correlagdo do processo. Por outro lado, valores de k muito grandes sdo
desnecessarios, pois se ha suspeita de convergéncia apos N iteragdes, ndo ha
necessidade de ir muito além na cadeia apenas para uma verificagdo.
Tipicamente, valores entre 10 e 50 iteragdes sdo apropriados para o valor de k.

Vale ressaltar que estas técnicas de monitoragdo devem ser utilizadas
com muita cautela e sempre acompanhadas de alguma fundamentag3o teorica.

A monitoragdo formal da convergéncia pode ser vista com base no
método proposto por Gelman e Rubin (1992). Este método consiste na
verificagdo a partir de varias cadeias em paralelo comegando de diferentes
pontos. Apds a convergéncia, todas as cadeias devem ter o mesmo
comportamento qualitativo e quantitativo. As cadeias sdo inicializadas em
pontos que devem ser sobredispersos em relagdo a distribuigdo a posteriori,
sendo que o numero de cadeias deve ser maior do que 1.

Considerando m cadeias paralelas ¢ uma fungio real t(0), tém-se m
trajetorias para t. Desta forma, podem ser obtidas as variancias entre as cadeias

(E) e a variancia dentro das cadeias (D), dadas por:

n & 1 m -

E= -9 e D=— > (-1,
m-1 ,Z=,: m(n-1) ;, ;

em que t, é a média das observacGes da cadeia i, t ¢ a média das observagdes

de todas as cadeias e t¥ é a jésima observagio da i-ésima cadeia. Sob
convergéncia, todos os valores sdo gerados da posteriori e a variancia de t pode

ser estimada de forma ndo viesada por:
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Vit@)] = (1 - l)D + (l)E
n n

Se as cadeias ainda ndo tiverem atingido a convergéncia, entdo esta
estimativa é maior que V[t(0)], pois os valores iniciais ainda estardo
influenciando. Por outro lado, D fomece estimativa menor que V[t(6)], pois uma

cadeia s6 ndo tera coberto toda a variabilidade de t(0). Um indicador de
convergéncia, dado pela redugio potencial de escala R = 1/ V[t(O)]/D , deve ser
sempre proximo do valor um. A medida que n cresce, ambos os estimadores
acabardo convergindo para V[t(0)] e R convergira para 1; assim, R pode ser

utilizado como indicador de convergéncia pela avaliagdo de sua proximidade a
1.

2.3 — Exemplos de processos de estimacio Bayesiana

Esta segdo apresenta consideragdes sobre diversos artigos e trabalhos da
literatura relacionados aos processos de estimagdo via inferéncia Bayesiana,
utilizacdo e aplicagdo do amostrador de Gibbs, modelos de espago de estados,
entre outros.

Gelfand & Smith (1990) apresentam trés alternativas para aproximagdes
baseadas em Monte Carlo para o calculo de estimativas numéricas de
distribui¢bes de probabilidade marginais. Os trés métodos — substituigio
estocastica, amostrador de Gibbs e amostragem-reamostragem por importincia —
sdo comparados em relagdo a diferentes estruturas de probabilidades conjuntas
freqilentemente encontradas em aplicagGes.

Gelfand et al (1990) ilustram a utilizagdo de inferéncia Bayesiana em

modelos com distribuigdes normais com base no amostrador de Gibbs. E
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apresentada uma revisio do amostrador como método para se obter a
distribuigdo marginal a posteriori, assim como a densidade preditiva. Como
ilustragdo, € utilizado um conjunto de modelos normais, tais como os utilizados
em componentes de varidncia, médias ordenadas e ndo ordenadas e curvas de
crescimento hierarquicas, de forma a demonstrar a versatilidade e facilidade de
implementagdo do amostrador de Gibbs na pritica. Segundo os autores, a
aproximagdo é direta na especificagdo da distribuigdo, trivial de ser
implementada computacionalmente, fornecendo resultados através dos quais
podem ser calculadas as quantidades necessarias. Ainda segundo os autores, o
potencial da metodologia é enorme, representando fielmente as analises de um
numero de problemas vistos, até entdo como intrataveis sob o ponto de vista
Bayesiano.

Casella & George (1992) apresentam simples explicagdes de como e por
que o amostrador de Gibbs funciona. O amostrador é apresentado como uma
técnica para a geragdo de variaveis aleatorias indiretamente a partir de uma
distribuicdo marginal, sem ter calculado a sua densidade. Segundo os autores,
embora seja direto descrevé-lo, o mecanismo que comanda o esquema iterativo
parece misterioso. Ainda segundo os autores, o amostrador pode ser visto como
uma implementagdo pratica do fato que o conhecimento da distribuicdo
condicional é suficiente para determinar a distribuigdo conjunta (se ela existir).
Embora a teoria por trds do amostrador de Gibbs venha da teoria de cadeias de
Markov, ha também uma conexdo com a teoria de “dados incompletos™, tal
como as que formam as bases para o algoritmo EM.

Smith & Gelfand (1992) apresentam uma discussdo com respeito a
iniciagdo aos conceitos Bayesianos, os quais podem causar impacto negativo
devido as integragOes numeéricas necessarias em todas aplicagoes. Eles
apresentam uma perspectiva na inferéncia Bayesiana com base na amostragem-

reamostragem, a qual pode ser facilmente implementada. Segundo os autores,
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embora o mais usual seja gerar uma amostra a partir de uma densidade, também
¢ possivel gerar uma densidade a partir de uma amostra. Pelo Teorema de Bayes,
obtém-se uma amostra a posteriori a partir de uma amostra a priori, com a
verossimilhanga agindo como uma probabilidade de reamostragem.

Carter & Kohn (1994) mostram como utilizar o Amostrador de Gibbs
em inferéncia Bayesiana em modelos de espago de estados, apresentando uma
aproximagdo que gera simultaneamente todos os vetores de estado usando o
filtro de Kalman. S3o apresentados os conceitos de Modelos Lineares Dindmicos
e a definicdo de suas componentes e quantidades desconhecidas, as quais sdo
estimadas com base no uso do amostrador de Gibbs. Neste artigo, ¢ utilizada a
aproximagio do amostrador de modo que todos os vetores de estado sdo gerados
de uma s vez, aproveitando a ordenagdo do tempo de modelos de espago de
estados. Sdo utilizados exemplos para comparar convergéncia da distribuigio a
posteriori quando os vetores de estado sdo gerados um a um, ou
simultaneamente, sendo que, para este ultimo, a convergéncia é mais rapida e
apresenta menores variancias.

Fruhwirth-Schnatter (1994) ilustra a forma com que métodos de “Data
Augmentation” sio ferramentas uteis para analisar MLD com hiperparametros
desconhecidos. Para implementagdo pratica, uma aproximagdo Monte Carlo é
sugerida e baseada no algoritmo conhecido como “Forward Filtering, Backward
Sampling — FFBS”, juntamente com uma discussdo sobre como este método esta
relacionado com o Amostrador de Gibbs

Wakefield et al (1994) apresentam uma analise Bayesiana completa
aplicada em modelos populacionais lineares e ndo lineares. E ressaltada a
importincia da utilizagdo do amostrador de Gibbs como alternativa para obter as
distribuigSes marginais a posteriori, uma vez que solugdes analiticas para estes
tipos de estudos, com estrutura complexa e com muitos pardmetros, se tomam

quase que impraticaveis. Segundo os autores, o amostrador parece oferecer o

14



método mais flexivel e poderoso disponivel atualmente para analises de
problemas envolvendo modelos populacionais. Entretanto, a aproximagdo pode
apresentar uma performance menos eficiente em certas circunstancias, tais como
parametrizagio desnecessaria (alta correlagdo a posteriori ou convergéncia lenta)
ou posterioris com multimodalidade (regiGes disconectas do espago
parameétrico).

West (1995) apresenta uma revisdo de variagoes de Modelos Lineares
Dindmicos, mencionando aspectos praticos para tratar de dados omissos,
observagoes adicionais, erros amostrais, “outliers” e decomposigdo da série para
investigar possiveis componentes latentes. Ha uma discussdo sobre Cadeias de
Markov Monte Carlo (MCMC) para a simulagdo da posteriori em modelos de
espagos de estado, utilizados na analise de registros de isétopos de oxigénio no
fundo dos oceanos. E apresentado o Modelo Linear Dinimico com suas
equagdes de observagdo e evolugdo, utilizando como exemplo aplicagdes
envolvendo componentes autorregressivos. A obtengdo das posterioris para a
analise da série temporal é feita por meio de métodos MCMC, mais
especificamente variagdes do amostrador de Gibbs e do algoritmo Metropolis-
Hasting, em que sdo apresentados métodos para amostragem das quantidades
desconhecidas.

Fruhwirth-Schnatter (1995) apresenta como discriminar entre diferentes
modelos de espago de estados para uma dada série temporal a partir de uma
aproximagdo Bayesiana, a qual escolhe o modelo que minimiza a perda
esperada. A implementagdo deste procedimento necessita de uma analise
Bayesiana completa tanto para os vetores de estado quanto para os
hiperparametros desconhecidos, a qual é realizada por métodos MCMC.

Como aplica¢do, Glickman & Stern (1998) utilizam modelos de espago
de estados para desenvolver um modelo preditivo para os scores da Liga
Nacional de Futebol Americano (NFL). Com a utilizagdo de tais modelos, os
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parametros de interesse, como a medida da forga de um time, podiam variar com

o tempo, sendo assumido que estes parimetros se comportavam como um

processo autorregressivo. Os autores utilizam MCMC, mais especificamente o

amostrador de Gibbs, como uma ferramenta computacional para o calculo das

distribuigGes a posteriori para os parametros do modelo. As previsdes com base

no modelo proposto se comportaram de maneira satisfatoria em relagdo aos

resultados obtidos no decorrer da liga.

2.4 — Modelos Lineares Dindmicos

Segundo West & Harrison (1997), os principios empregados na previsdo

Bayesiana e modelagem dindmica envolvem:

a)
b)

c)

d)
€)
D
8)

Modelos paramétricos com pardmetros de significado dinimico;
Representagdo probabilistica da informagao sobre os pardmetros;
Definicdo de um modelo seqiiencial utilizando independéncia
condicional;

Componentes dos modelos robustas e condicionalmente independentes;
Previsoes derivadas como distribui¢des de probabilidades;

Facilidade de incorporagdo de informagGes importantes;

Controle da qualidade do modelo.

Para fins de notagdo, considere que a quantidade D, representa todo o

conhecimento adquirido até o tempo t. Assim, em um sistema fechado, tem-se

que D; = {Y,, D..1}, ou seja, a cada tempo t, a unica informagdo nova é a

observacio Y,
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No tempo t, a informagdo referente ao tempo anterior Dy, funciona
como uma priori ao observar Y, Entretanto, ela também funciona como uma
posteriori em relagdo ao tempo t-1. Desta forma, considerando ©; como a
quantidade desconhecida, vé-se que a priori p(64Dy;) e a posteriori p(6(D;)
representam uma transferéncia concisa da informagdo entre dois tempos
consecutivos. Além disso, a distribui¢do (8¢|Dy) funciona como uma priori, uma
vez que se atribui uma distribui¢do para o vetor 6, antes que a amostra seja
observada.

Na utilizagdo da aproximagdo Bayesiana, é interessante selecionar uma
parametrizagdo, 0y, tal que toda informagdo historica relevante em predizer
observagoes futuras esteja contida na informagdo sobre O,,. A representagio
desta informagio em termos de distribuigdo de probabilidades é dada por
P(©:1|D..1); ou seja, dado que se conhece D,.;, a posteriori p(0y.4|D:.;) é suficiente
em predizer o futuro. Nota-se que todo o contexto no tempo t-1 esta
representado pelos parametros e pela distribuicdo de probabilidade.

Desta forma, é necessario relacionar a informagéo disponivel com o futuro,
de modo que distribuigdes com (Yyx/D:1) possam ser derivadas. A estrutura
crucial que possibilita a efetiva modelagem dindmica é a independéncia
condicional, em que a caracteristica principal ¢ que dado o presente, o futuro é
independente do passado. Assim, em um dado tempo t, dado o conhecimento de
6, o passado, presente e o futuro sdo mutuamente independentes. Da mesma
forma, dado D, toda informagio com relagdo ao futuro estd contida na
distribuigdo a posteriori (6(D). As previsGes podem ser derivadas via:

P(Ys, 8De1) = p(Yi|0s, D))p(6:D.1).

A previsdo 1 passo a frente é simplesmente a distribuigdo marginal p(Y{D:.;).

O MLD geral é caracterizado pelo conjunto de quadrupla {F, G, V, W},

para cada tempo t, onde
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A) F, é uma matriz conhecida (np x 1);

B) G, é uma matriz conhecida (np x np);

C) V, é uma matriz de variancias conhecida (r x r);

D) W, é uma matriz de variancias conhecida (np x np);

em que r = numero de observagdes do vetor Y; (r x 1) e np = numero de

parametros.

A relagdo entre Y; e os pardmetros do vetor 6; (mp x 1) é feita
seqiiencialmente a partir do par de equagSes mostradas abaixo:

Equagdo de observagio: Y, =F 8 + v ve ~ N[0, V{],
Equagdo de sistema: 6; = Gy, + @, o, ~ N[0, W],
e completado pela informagdo inicial (B|Do) ~ N[my,Co).

A equagdo das observagbes define a distribuigdo amostral para Y,
condicional ao conhecimento da quantidade 8¢, assim, dado 0,, Y, é independente

de todas as outras observagGes e valores dos parametros. No tempo t:

a) F,é a matriz de planejamento;
b) ©,é o vetor de estado;
c) pe=F'H, ¢ aresposta média, ou nivel;

d) v, é o erro observacional.

A equagdo do sistema representa a forma com que o vetor de estado

evolui com o tempo. A propriedade de independéncia condicional define uma
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evolugdo de Markov em 1 passo, de modo que, dado 6,.; e os valores de G, e W,,

a distribuigio de O; é independente de D;.;. No tempo t:

e) G;é a matriz de evolugio;

f) @ é o erro de evolugdo.

DEFINICAO 2.1 — Dois subconjuntos da classe de MLD geral sdo de

interesse especial:

i) Se {F, G} sdo constantes para todo t, entdo o modelo ¢ definido
como MLD de séries temporais, ou MLDST;
it) Um MLD cujas varidncias de observagdo e de evolugdo sdo

constantes para todo t é conhecido como MLD constante.

Esta importante subclasse de MLD inclui essencialmente todos os
modelos classicos de séries temporais lineares. Considera-se, agora, o caso de

um MLD univariado, onde Y, representa um unico valor.

DEFINICAO 2.2: Para cada tempo t, o MLD geral univariado é
definido por:

Equacio de observagdo: Y, = Ff, + v, vi ~ N[O, V{]
Equagdo de sistema:  6,= G8,, + o, @; ~ N[0, W]
Informag3o inicial: (©¢Dg) ~ N[my,Co]

No MLD univariado, modela-se cada observagdo Y pela equagdo de
observagdo condicional ao conhecimento do vetor de estados 6,. Os erros v, e @,

sdo independentes e mutuamente independentes. Modelos mais gerais podem ser
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obtidos permitindo-se que as seqiiéncias de erros ®, e Vv, possam ser
correlacionadas e, neste caso, é sempre possivel reformular este tipo de modelo
de modo que a suposigdo de independéncia seja satisfeita, o que faz com que
nada seja perdido pela imposi¢do desta restrigdo. O erro v, pode ser visto como
uma simples perturbagdo aleatoria que afeta a observagdo Y, mas ndo tem
influéncia na série. Em contrapartida, o, influencia o desenvolvimento do
sistema no futuro e a sua magnitude em relagdo a v; nos diz o tamanho da

variagdo do nivel médio da série.

Equacdes de atualizacdo

As equagdes de atualizagdo representam toda a dinamicidade desta
classe de modelos. A partir delas, é possivel apresentar a evolugdo da
informagdo (8(D,) para (041[D¢+1) de maneira simples e direta. A vantagem da
utilizagdo de modelos com distribui¢do normal é que em qualquer momento do
tempo, toda a informacgdo existente relativa ao sistema é representada e
suficientemente sumarizada pela distribuigdo a posteriori para o vetor de estado
atual. O Teorema 2.1 apresenta estas equagdes, além da previsdo 1 passo a frente
para (Y{|D.1).

TEOREMA 2.1: No MLD univariado apresentado na defini¢do 2.2, as
previsdes 1 passo a frente e as distribuigGes a posteriori s3o dadas, para cada t,
como se segue:

a) Posteriori emt-1: (0¢4|Dy1) ~ N[my., Cia]

b) Prioriemt: (8/D:1) ~ N[a,R]
a,= Gm, Ri= GC.,.G'+ W,
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¢) Previsdo 1 passo a frente: (YyDy;) ~ NI[f;, Q]
fi=Fa Qt =FRF+V,

d) Posteriori emt: (84D;) ~ N[m,C]
At=R(Ft/Qt e=Y—f
m; = a; + Ae Ci=R,-AQA"

Nota-se, assim, que a partir do conhecimento da distribuigdo a priori
06Dy ~ N(my, C,), é possivel obter as distribuigdes (01]Dy), ..., (8./Dy).

Algumas identidades sdo facilmente derivadas com base nas quantidades
descritas nas equagdes de atualizagdo, as quais sdo mostradas a seguir:

a) A=RF/Q=CF/V,

b) C=R-AQA=R(I-FA")
¢) Cua=Ru+FV/'F,

d Q=>1-FA)'V,

e) FA=1-VQ,,

onde A, é o vetor adaptativo no tempo t.

As demonstragSes para as equagdes apresentadas no Teorema 2.1 podem
ser encontradas em West & Harrison (1997, pag 104).
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Variancia observacional V;

Sabe-se que um MLD fica completamente definido a partir do
conhecimento da quadrupla {F, G, V, W},. Dessas quatro componentes, F; e G;
sdo definidas pelo pesquisador dependendo do tipo de situagdo em que o estudo
esta inserido. A varidncia de evolugdo também ¢é, geralmente, definida pelo
pesquisador com base no uso de fatores de desconto, como sera visto mais
adiante. O fator remanescente, a variancia observacional V,, é freqiientemente
desconhecida e grande em relagdo a variancia do sistema W,.

Assumindo variancia observacional constante e trabalhando em termos
da precisdo ¢ = V', tem-se que a analise Bayesiana é desenvolvida com a

utilizagdo de uma priori especifica para ¢ = V!, uma vez que V é desconhecida.

DEFINICAO 2.3: Para cada tempo t, escrevendo ¢ = V', o MLD geral
¢ definido por:

Equagdo de observagdo: Y;=F'9; + v, v ~ N[0, V]
Equagio do sistema: 0:=GHy, + o, o ~ N[0, W{]
Informagdo inicial:  (©g|Do,$) ~ N[my,Co)

¢IDo) ~ Glno/2, neSy/2]

Vé-se que agora ¢é acrescentada uma distribuigdo para a quantidade
¢ = V. Desta forma, ela também sera atualizada, fornecendo estimativas parao
parametro V. Os valores de mq, Cy, ny, So e as matrizes F,, G,, ¢ W, sio
especificadas pelo pesquisador. Tem-se ainda que E[¢{Do] = 1/So, onde Sp é a

estimativa pontual a priori para a variancia observacional V.
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TEOREMA 2.2: Para 0 MLD apresentado na definicdo 2.3, os
resultados das distribui¢Ges obtidas a cada tempo t, t > 1 sdo dados por:

a) Condicional ao conhecimento de V
(0:1De1,V) ~ N[my,, Cui]
©4D..,V) ~ Nia, R]

(YyD,,V) ~ Nif, Q]
©{D,V) ~ N[m, C]

onde, Ry=GC.,G' +W; fi=Fa; Q=1+FRF; e=Y,—f;
A=RFy Qt; aQ= Gtmt-l,
com m=a+Ae e C=R-AAQ.

b) Atualizagdo da distribuigdo para ¢
Dw1) ~ Gne/2, 0148.4/2],
4Dy ~ Giny2, nS/2],

onde ng=ng; + 1 e llgSg = n..;SM + ezg/Q..

¢) Incondicional a V
(©44[Dry) ~ tn._l [m., Cii],

©®D..)) ~ tn;.x [a, Ry,

(YyDep) ~ th (£, Ql,
©{p) ~ t, [m,C],

onde: C,=S.C, Ri=S.R, Q=S.Q.
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d) Definigdo operacional das equagGes de atualizagio

Sejam Q,= F'R/F; + Sy, e A,;=RF/Q,, assim:

2
n,=n_ +1 e S, =S, +h(e—‘—lj
nt t
S, ,
m, =a,+Ae, e C, =S—(R, -AA,°Q)

t-1

No tempo t, a média da priori de ¢ é E[$|Dy.1] = n..1/di.; = 1/S4, onde S,
= d,.y/n,1 é uma estimativa pontual a priori para V = ¢, Da mesma forma, a
estimativa a posteriori é S; = d/n,.

As demonstragdes para as equagdes apresentadas no Teorema 2.2 podem
ser encontradas em West & Harrison (1997, pag 110).

Variancia de Evolugcdo W,

A especificagdo da seqiiéncia da matriz de evolugdo W, é geralmente
realizada com o auxilio de fatores de desconto. A especificagdo da estrutura
desta matriz é crucial para o sucesso da modelagem e previsdo, uma vez que
seus valores controlam a magnitude da variagdo estocastica na evolugdo do
modelo, determinando, assim, a estabilidade no tempo.

A matriz W, leva a um aumento na incerteza, ou perda de informagio,
entre um vetor de estado notempotet+ 1.

Pelas equacoes de atualizagdo do Teorema 2.1, tem-se:

V[6:1/D¢.1] = Ci.1, que é a variancia a posteriori;
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V[04D.] = GC:1G:’ + W, que é a variancia a priori R;.
V[Y{Dw.1] = Q= F'RF+ V,

A matriz W, indica qudo duravel é o sistema, uma vez que quanto maior
for a sua magnitude, menor sera a precisdo em relagdo as previsées um passo a
frente. Se W, = 0, o modelo é confiavel. Caso contrario, para W; — o, o modelo
se torna sem controle e, por conseqiiéncia, sem confianga. W; mede a rapidez
com que a informagdo atual D, decai com k passos. Segundo West & Harrison
(1997), alguns problemas surgem na utilizagdo da matriz W,

a) Nao é invariante com relagdo a escala da medida como especificado
emF,,

b) E ambigua,

c) Efeitos dos componentes devem satisfazer restrigdes, e isto demanda
que W, também satisfaga as restrigdes,

d) A durabilidade local do MLD varia com o tempo, assim, ndo ha um
valor “6timo” para W, para todo t,

e) A maioria dos pesquisadores tem dificuldade em quantificar os

elementos da variancia e covariancia.

Para contomar estes problemas na pratica, a evolugido do sistema pode
ser vista a partir do conceito de fatores de desconto. Por definigdo, um fator de
desconto, denotado por 6, assume valores no intervalo dado por 0 <3 < 1, sendo
que, geralmente, assume valores proximos de 1.

Para compreender o funcionamento do desconto em um dado tempo t,
defina P= GC,..G,’. Pelas equagGes de atualizagdo, tem-se que (044|D:1) ~
N[m,.;,C.1]. A precisdo associada a 8,; é C,.,, e para GO,;, é P, Assim, P,

representa a precisao associada com 6, se ndo houver mudancas estocasticas no
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tempo t, o que caracteriza um modelo “globalmente” duravel. Como o modelo
s6 ¢ localmente apropriado, a precisdo atual R, é reduzida em relagio a P

O conceito de desconto define esta decaida diretamente, via 5P, ou
simplesmente uma proporgdo & da precisdo. Assim,

V[0D..] = R= (1/5)P,,

e como R, = P; + W, tem-se que:

(1/8)P, =P, + W,,

ou entao, W, = [(1-3)/5]P..

Desta forma, dado 6 e C,, a série {W,} fica totalmente identificada e

quanto mais proximo de 1 for o fator de desconto, mais duravel é o modelo.

Filtragem

Geralmente € interessante olhar para tras no tempo e ver o que
aconteceu, ou seja, o interesse agora esta nos vetores de estado 0y, 04, .... A
analise retrospectiva contribui para o aumento do conhecimento,
desenvolvimento e performance do modelo. Este processo é chamado de
filtragem.

A distribuigdo de (0.4|D¢) para k > 1 é chamada de filtragem k — passos.
Um outro conceito relacionado é o da suavizagdo, em que a resposta média
pode ser filtrada utilizando a distribui¢do (i -x/D,) parak > 1.
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TEOREMA 2.3: - No MLD univariado {F,, G, V;, W,], defina para
todot

B.= CtG'H-IR.ltH-

Entio, para todo k (1 < k < t), as distribuiges marginais filtradas sdo
definidas por:

©ulDy, ~ Nia(k), R(-k)]

onde a(-k) = mg + Bey[al(-k+1) — aiq41]
e Ry(-k) = Cox + Bi[Re(-k+1) — Rejer1]B 1k

com valores iniciais a,(0) = my, R,(0) = C,,
e a.x(1) = apx1 € Rix(1) =Ry

As demonstragdes para as equagdes apresentadas no Teorema 2.3 podem
ser encontradas em West & Harrison (1997, pag 114).

2.5 —Modelos Lineares Dindmicos em Séries Temporais

Para apresentar o ajuste de Séries Temporais com base nos Modelos
Lineares Dindmicos, comega-se com a defini¢do para modelos de regressio,
alguns conceitos de Séries Temporais, como estacionaridade e invertibilidade,
para entdo definir os modelos autorregressivos na forma de MLD.

O MLD de regressdo multipla consiste em modelar Y, por regressdo,

com relagdo a n variaveis independentes X,, X,, ..., X,, sendo que os valores da
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i-ésima variavel X; em cada tempo t sdo assumidos conhecidos e denotados por
Xg. O vetor F é dadopor Fy’ = (Xy, ..., Xw).
Assim, para todo tempo t, 0 MLD ¢ definido por:

Eq. Obsewa(}aes: Y:= F"eg +w sV~ N[O > vt];
Eq. evolugdo:  6,=6,, + o, ;@ ~N[0,W{];

A observagdo Y; pode ser vista ainda como a combinagdo de um efeito

médio além de um ruido aleatorio . + v,, onde w é dado pela quantidade F,’6,.

Quando a variancia de evolugdo W, = 0, para todo t, tem-se que o vetor de

estados O, é constante para todo o tempo t, ou seja, tem-se apenas a equagdo de

observagdo, como visto a seguir:

Eq. observagbes: Y;=F,0 + v, ; vi~NI[0, Vi];

e 0 funciona como um vetor de regressao fixo.

Segundo West & Harrison (1997), a estrutura de MLD permite varias

formas de relacionamento com base na escolha apropriada das variaveis

regressoras e suas combinagdes. Alguns exemplos s3o:

a)
b)
c)
d

Regressdo linear em variaveis quantitativas,
Regressdo multipla em variaveis quantitativas,
Variaveis “lagged”,

Superficies polinomiais,

Variaveis classificatorias,

Varios fatores,

InteragSes fator por fator,

Outras formas de interagéo.
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A performance na previsdo € alcangada a partir da identificagdo de
estabilidade nas relagGes de regressdo. Assim, modelos com pequeno ruido de
evolugdo sdo desejados. Segundo West & Harrison (1997), embora previsoes a
“curto prazo” possam ser acuradas e precisas, previsdes a “médio” e “longo
prazo” podem ser ruins localmente e muito difusas. Como conseqiiéncia, as
matrizes W, determinadas pelo pesquisador serdo relativamente pequenas.

Estruturar W, por fatores de desconto pode ser feito seguindo as
estruturas apresentadas anteriormente na se¢do 2.4, na parte referente a estrutura
desta matriz.

A regressdo estatica é obtida quando W, = 0 para todo t, fato este
implicado por um 8 = 1. Neste caso, R, = C,; para qualquer t e nio ha

decaimento de informagdo no vetor de estado entre as observagdes.

Estacionaridade e invertibilidade

Considere a equagdo de observagdo dada por Y¢= p + X; + v;, onde p =
F,’0, é a fungdo de resposta média e v; é a varidncia observacional; X, ¢ um novo
termo introduzido para descrever qualquer variagdo adicional ndo explicada por
1 e pelo modelo de evolugdo para o vetor de estado 6.

Esta variagdo adicional pode ser representada por um modelo para X,
como um processo estocastico no tempo, cujos valores apresentam algum tipo de
dependéncia. Uma caracteristica bastante importante na modelagem do
componente X, é a presenca de estacionaridade, que significa assumir simetria
em relagdo ao tempo. Para um dado modelo M, as condigGes para que ele seja

estacionario s3o:

29



1 —p(xﬂzr ’X\klM) =P(Xs+th :XB+&IM),
ou seja, a distribuigdo conjunta, dado M, de qualquer conjunto de k valores ¢

invariante com respeito 3 arbitrariedade da escolha do eixo do tempo;
2 — E[X{M] = p, constante no tempo;
3 - V[X{M] =W, constante no tempo;
4 — C[X,, Xis|M] = ¥: = psW, que é independente do tempo.

Como po = 1, entdo yo= W, onde p é a fungdo de autocorrelagdo e y a
fungdo de autocovariancia.

Uma vantagem importante de se ter uma série estacionaria é que X, pode
ser decomposta na soma de uma média e uma combinagdo linear de valores em
uma seqiiéncia, &, com média zero e ndo correlacionada, dada por

X, = Z\I’rat—: > 2.2

r=0
onde, E[e|M]=0;
V[eM] =U;
Cle,eM] =0, qualquert #se U

e para alguma seqiiéncia de coeficientes o, i, ..., com Yo = 1. Como
VIXiM] = W, W pode ser escrito como Uz \yf , de modo que a soma do
=0

quadrado dos coeficientes deve convergir e a autocovariancia ¥, deve ser escrita
em termos da soma de produtos de y,, que também deve convergir.
O operador retardo (B) utilizado para simplificagio de notagdo é
definido pela relagdo B'X, = X,.; assim, (2.2) fica definida por:
X, =p+Dy,B', =p+y(B,

r=0
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onde y(.) é uma fungdo polinomial dada por y(x) = 1 + y1x + yx + ..., a qual
também pode ser escrita por ¢(B)(X; - w) = &, onde ¢(.) é outra fungio
polinomial em que ¢(x) = 1 - ¢:x - ¢;x* - ..., satisfazendo y(x)p(x) = 1.

Se esta representagdo € possivel, ou seja, Y(x)$p(x) = 1, entdo y(.) é dita

como sendo invertivel.

Modelos autorregressivos

Na equagdo a seguir:
P
X, =p+2 4, X ~Wte,.
r=1
suponha que ¢, = 0 para r > p; para p 2 1 e inteiro. Assim, X, é conhecido como
um processo autorregressivo de ordem p e denotado por X, ~ AR(p).

O modelo autorregressivo de ordem p é um processo Markoviano com

pXfXea, orr Xepy Xipts --- ,M) = pXfXia, ... ,Xep,M), onde os valores de X com
mais de p “passos” atras nio exercem influéncia no seu valor.

Considere um AR (1); assim, p=1e X; = p + $:1(Xe1 - W) + &. Além
disso, W = ¢;’W + U, entio, se |¢s] < 1, W = U/(1-$,). Desta forma, para que
um processo AR(1) seja estacionario, deve-se ter || < 1, o que faz com que p; =
o°.

Aqui, $(x) =1 - ¢sx, com w(x) = 1 + ix + .’x* + ... = 1/¢(x), fazendo .
com que seja invertivel.

O modelo autorregressivo-médias moveis de ordem p e q denotado por
ARMA(p,q) para X, é definido por:

P 9
Xt = p'+z¢r(xt—t _l‘l‘)+z"’ret—r +8t 4 8‘~N[0’IJ]'

r=1 r=1
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Todos os modelos ARMA podem ser escritos na forma de MLD de
varias maneiras, dependendo da forma das componentes F, G e 0.

Na pritica, ao utilizar modelos ARMA, pode ser necessario transformar
a sériec Y; com o objetivo de se chegar a uma série X; que seja,
aproximadamente, estacionaria e com média zero. A diferenga de 1° ordem em
Y, pode ser definida por (1 — B)Y; =Y, — Y, e as diferengas de ordem superior,
d > 1, sdo derivadas de forma similar. Se o componente sazonal de periodo “s”
esta presente, entdo Y, deve ser diferenciada primeiramente em relagdo ao
componente sazonal da forma (1 — B)Y,. Assim, a série X, pode ser vista como
X, = (1 - B)'(1 - B)Y, para algum “d” e “s”.

Uma vantagem ao se utilizarem os conceitos de MLD é que se pode
modelar a série original Y, diretamente, representando a tendéncia, regressao,
sazonalidade e componentes residuais sem a necessidade da transformagdo nos
dados. Para exemplificar, considere a série Y; modelada em fungdo de uma

tendéncia polinomial p, com um processo correlacionado X, e erro observacional

aditivo. Assim, tem-se:
Y=+ X+ v

com p, e X; podendo ser representados em termos de componentes de MLD.
Suponha p, como tendo uma tendéncia polinomial de 1* ordem e @ o erro de
evolugdo desta tendéncia. Assuma ainda que X; pode ser representado por um
processo AR(p). Tem-se, entdo:

Y:=F06;+w, v ~NI[0, V]

0= GO, + o, o~ N[0O,W]
Com 0, = (i, Xo, Xi1, ..., Xipr1)” sendo o vetor de estado (p+1) x 1, F = (1,1,0,
e 0)',
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1 0 0 0 0 S .
0
Oﬁ“’;’% "2" 0 UO . O
G-= eW*={0 0 0 .. 0
00 1 0 0 _
: 0 00 .. 0
0 0 0 1 0] - .

Note que o processo autorregressivo € nao observavel ou latente. Desta
forma, a analise com base em um MLD leva a um aprendizado seqiiencial em
X, em adicdo ao componente de tendéncia. Assim, a teoria normal padrdo se
aplica condicionalmente ao conhecimento dos valores especificos dos
pardmetros ¢’s. Se estes pardmetros sio desconhecidos, o problema de
estimacdo e inferéncia se toma essencialmente nao linear, de modo que
aproximagdes analiticas ou métodos numéricos, como o amostrador de Gibbs, se

tornam necessarios.

2.6 — Simula¢do em Modelos Lineares Dinémicos

Suponha que O representa um conjunto de quantidades de interesse e
que, com base na informag3o inicial a priori e nos dados observados, tem-se a
distribuigdo a posteriori p(6]Y).

Suponha que, por simulagdo, sdo realizadas amostras Monte Carlo de
tamanho m: 0,, 0,, ..., 6, Inferéncias do tipo médias, histogramas, etc... sdo
calculadas com base simplesmente na lei dos grandes numeros, sob condigoes
geralmente aplicaveis, de modo que as amostras convergem para a esperanga

“exata” a posteriori, ou seja:
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A

m™ 80, = [26)p6}0 = E[z6)]

i=1

quando m — oo e para qualquer fungdo g(.) especificada.

Na pratica, a simulagdo direta pode se tomar impossivel para as
distribui¢Ges a posteriori cujas formas podem ser matematicamente complicadas.
Na década de 90, a estatistica Bayesiana desenvolveu diversos esquemas
baseados em métodos MCMC para tratar com simulagdo a posteriori quando os
métodos diretos s3o impraticaveis.

O método MCMC consiste em simular sucessivamente valores do vetor
0. Assim, uma seqiiéncia de valores simulados 84, 9,, ... é gerada por:

1 — Especificando um valor inicial 0, e,

2 — Amostra de valores sucessivos de uma distribui¢do de transi¢gdo com

densidade f(8,{9;1), para i = 2, 3, ... . 6; é gerado condicionalmente

independente de 0, 03, ...

Os diferentes métodos MCMC diferem na escolha da distribuigdo de
transigdo f{.|.). E importante ressaltar que a seqiiéncia MCMC dos valores de ©
sdo dependentes de 1° ordem, e ndo amostras aleatorias.

A cadeja de Markov converge no sentido de que a seqiiéncia de valores
parece estacionaria e os 0;'s s3o distribuidos marginalmente de acordo com uma
distribui¢do unica e estacionaria. O esquema MCMC escolhe densidades de
transigdo f{.|.), de modo a garantir que a distribuigdo estacionaria é o verdadeiro
“alvo” a posteriori; assim, a simulagio é feita até que a escolha do valor inicial

seja irrelevante e o processo tenha se tornado estacionario.
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Cadeias de Markov Monte Carlo aplicadas em modelos dinamicos

Sabe-se que um MLD é definido pela seqiiéncia de distribui¢des de
observacdo e evolugio, p(Yi[O;, Di;) e p(646..1, D:1), sendo que a especificagao
do sistema é completada pela priori p(6¢|Ds).

Com base no conjunto de observagdes Y;, Y3, ..., Y, O interesse se
concentra na posteriori conjunta p(0,, ..., 0,/D,). Uma versio do amostrador de
Gibbs prop6e que se reamostrem iterativamente posterioris condicionais

completas:

p©{0(,Dy), parat=1, .., n.

Pelo Teorema de Bayes, vé-se que:

OOy, Do) o p(00:.1,D¢-1)P(Ce+1{04,D-1)p(Y4{O4,De)

como funcdo de 0,.

Um problema técnico que pode surgir com a aplicagdo do amostrador de
Gibbs com muitos parametros e variaveis desconhecidas é que a convergéncia
pode ser lenta. Nos MLD estudados anteriormente, o amostrador de Gibbs se
comporta possibilitando uma maneira natural e simples para amostrar a
distribuigdo a posteriori dos parametros do modelo e dos vetores de estado em
um intervalo de tempo fixo.

A importancia e utilidade desta estrutura sdo evidentes considerando
MCMC baseado no amostrador de Gibbs. Defina ®, = {0, 0, ..., 0,} para os n
vetores de estado do MLD para as observagdes Y3, ..., Yn junto com o vetor
inicial 0o e o, = {$, V, We U}.
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O amostrador de Gibbs sugere que a distribui¢do a posteriori completa

p(®,, 0.4|Dy)

pode ser simulada iteragindo entre duas posterioris condicionais
P(©40e,Ds) <> P(0ta}©:,Dy). (2.3)

Este esquema envolve a amostragem de @, e, separadamente o, a partir
das posterioris condicionais multivariadas completas, em vez de fazer
segiiencialmente a partir de elementos escalares individuais como na defini¢do
original do amostrador.

Como a andlise é padrio condicional a o, a simulagio do 1°
componente de (2.3) sera acessivel como uma distribuigdo normal multivariada,
sendo que o segundo componente depende muito da forma do modelo.

Em alguns casos, a amostragem direta de p(c;/®, D,) pode ser
complicada, de forma que a divisdo de o, em k subconjuntos pode ser feita sem
maiores problemas. Assim, tem-se:

©;log, Dy

> Oyl 1), On, Dy

x4 aulam(.k), ®y, Dy (X))
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“Forward Filtering Bacward Sampling — FFBS”

A amostragem de ®jo,, D, em (2.3) é realizada mais facilmente
considerando o algoritmo denominado de “Forward Filtering, Backward
Sampling — FFBS”, o qual é descrito a seguir.

Algoritmo FFBS

Este algoritmo é utilizado para amostrar o conjunto de vetores de estado
©,.= {0, 94, ..., 0,} a partir da posteriori normal multivariada completa p(©,D,).

Pode-se escrever

P(©:|Dy) = p(8.Do)p(021(82,Dz1) ... p(81]62,01)p(00}61,Do).

Assim, amostra-se ®, pela simulagdo seqiiencial dos vetores de estado

individuais 0,, 8,4, ..., 0 da seguinte maneira.

1 — Amostre 6, de 6,]D, ~N[m,, C/] e, entio,
2 - para cada t = n-1, n-2, ..., 1, O, amostre 8, de p(8(8+1, Dy), onde o valor
condicional de 0., é o vetor que acabou de ser amostrado.

As distribui¢Ges condicionais do item 2 sdo obtidas segundo:

0841, Dy ~ N[h,, H]

onde h, = m; + By(® w1 — aw),
H,=C,- BR..B/,
B,=CG wR 1.

37



Assim, o processo de amostrar ®, comega realizando a analise padrio de
t = 0 até t =n, computando e salvando as quantidades m,, C,, a,, R, e B, em cada
estagio. No tempo t = n, um vetor 8, ¢ amostrado e volta-se seqiiencialmente no
tempo, computando os elementos h; e H; em cada passo e gerando um novo

valor para 0,.

2.7 —Modelos Autorregressivos na forma de MLD

Definem-se agora modelos autorregressivos na forma de modelos

lineares dindmicos. Considere a série Y descrita a seguir:
Yi=ptXitw 2.5)

a) fe=at oy a~N[O,W]
4
b X, =Y. ¢,X,;+&; &~N[OU]
=

C) Vi "'N[O’V]

Tem-se que o nivel médio da série, , estd na forma de um passeio
aleatorio e X, representa a parte autorregressiva de ordem p.

Expressando as equagdes (a) a (c) na forma de MLD, com base nas

equagdes de observagao e evolugdo, tem-se:

Yt = F’e( + v

Ot = Geg.l + (0*:

onde:
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6: = (, Xi, Xet, ..., Xepr1)” € vetor de estados,
F=(,1,, .., 0),

(D*t = (0)(, €y, 0, cery 0)',

10 0 0 0] (W 0 0 .. 0]
0 ¢ ¢ & .. 4, 0 UOo ..o0
{01 00 01,W*=/0 0 0 .. 0|ea*~N(O,WH.
00 1 0 0 o
' 0 00 ..0
0 0 0 1 0] - -

Nota-se, aqui, que os parametros da componente autorregressiva ajudam
a compor a matriz G. Os pardmetros do modelo (2.5) sdo definidos por:
o =¢ = {¢1, ¢z, ..., bp}
a;={V, W, U},
além de ®,= {0, 04, ..., 0.}
epara cadat, Z; = (X, X,y ..., Xip+1)-

O procedimento para a simulagdo a ser apresentado agora difere um
pouco em relagdo ao algoritmo FFBS apresentado anteriormente, o qual se
referia a situagdo de um modelo autorregressivo de 1* ordem. Para os modelos
de ordem igual ou superior a 2, sdo necessarias algumas modificagdes, como
sera descrito a seguir.

Como definido, junto com os parametros o = {¢, V, W, U}, deve-se
simular os vetores de estado ®,ja, D,.

Para amostrar ®@,a, D,, utiliza-se o algoritmo FFBS descrito na se¢do
2.6. Quando se deseja calcular 8; dado o conhecimento de 041, apenas o primeiro

e ultimo elementos de O, sdo desconhecidos, pois
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eﬂ'l = (l'lﬁ"l’ XN], Xb Xt-b very X(-p*Z)
et = ("l‘: X(: X(-la ) X(-p+29 Xt-p'l'l)

o que faz com que seja necessario amostrar os elementos |y € Xip+ , uma vez
que os outros elementos de O, ja estio obtidos em 0. Para proceder esta
amostragem, adota-se a seguinte estratégia:

1 — Computam-se os momentos p(py, Xep+1|Xe, Xet, -, Xepiz, Do), que nada mais
sdo do que a distribuigdo bivariada condicional para o 1° e ultimo elementos de
0, a partir da conjunta completa 6;D; ~ N[m,, C].

p-1
2 — Computa-se e,,, =X,, -—Z¢3Xm_’. com base nos elementos de O..
F

Desta forma, tem-se agora um par de “observagdes” independentes
M1 ~N[p, W] e ew1~N[$ppXepr, U]
nos dois parametros (j, Xip+1).
3 — Utiliza-se a verossimilhanga correspondente para atualizar a priori ja

computada em (1), ou seja:

ny)’

(et+l - ¢p Xt—p+l ) 2

DXy | XX yra, DO * exp(— (“'*‘ (ea “) g5

2U

que é a marginal bivariada apropriada para o 1° e uiltimo elementos de 6,.

Repete-se este processo para t = n-1, ..., 0, resultando em um conjunto
completo de vetores de estado amostrados ®, que representa uma amostra de
P(®:fa,Dy).
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A amostragem da componente p(c.,,| ®, D;) é separadaem oy, = {¢} e a;
= {V,U,W}. Assume-se que p(V, U, W|Do) é independente, ou seja, igual a
p(VIDo)p(U|Do)p(W|Dy), assim, tem-se que os procedimentos para obtengio das
distribui¢des condicionais completas para estes pardmetros sdo apresentados a
seguir.
1 — Amostragem de ¢$[V, U, W, ®, D,. Condicional ao conhecimento de ®,, o
qual fomece todos os valores do processo autonegressivd parat=0, .., n, tem-
se que a distribuicdo condicional completa para o vetor de pardmetros ¢ é
proporcional a:

p(p| D, )P(Z, |0, D, )H exp(—(X, - Z,,$)* 12U)

onde Z; = (X, X¢, ..., Xep+1), que nada mais é do que o vetor de estados sem a
componente referente ao nivel da série . A verossimilhanga condicional possui
a forma da normal em ¢, e tem-se ainda que p(Zolo,Dy) ndo depende de o, de
forma que uma priori normal para p(¢|Dg) leva a uma posteriori condicional

normal.

2 — Amostragem de V|$, ®,, D,. Com base nos valores de ©;, computam-se os
residuos v, =Y, —F'0 paracadat=1, .., n, e entdo amostra-se a posteriori

proporcional a

p(V | D, )V "exp(-)"v;/2V),
t=1

de forma que uma priori Gama Inversa para V é conjugada, o que faz com que a

posteriori também possua a forma de uma Gama Inversa.
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3 — Amostragem de W|$, ®,, D, Similar ao processo 2, calcula-se

®, =M, — W, para cada t, e entdo, amostra-se a posteriori proporcional a

P(W | D)W ™"exp(-3_ ;/2W),

t=1

onde uma priori Gama inversa também leva a uma posteriori Gama Inversa.

4 — Amostragem de Ul$, ®,, D,. Da mesma forma como apresentadoem 2 e 3,
P

obtém-se u, =X, - Z¢jX‘_j , e entdo amostra-se a posteriori condicional
=

proporcional a
p(U| D,)U exp(-Y u?/2U),
t=1

onde uma priori Gama Inversa também leva a uma posteriori Gama Inversa.
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3 - METODOLOGIA

Com base na teoria apresentada na segdo 2, a performance de um
modelo autorregressivo de 2° ordem, AR(2), foi avaliada com relagdo as
estimativas dos pardmetros, erros de previsdo, convergéncia e previsdes um
passo a frente. Seja a observagdo Y; representada como (2.5) e descrita para o

caso de um AR(2), ou seja:

Yt=p'!+xt+vt

onde py representa o nivel médio da série, X; o componente autorregressivo de
ordem 2, e v; uma perturbaggo aleatdria.

O nivel médio da série pode ser visto como F'0; = p, = p. + @; onde o
~ N[0,W], e o componente autorregressivo, como X; = ¢, X + ¢, X2 + &, onde
&~ N[0,U] e v, ~ N[0, V].

Expressando Y, na forma de MLD, tem-se:

Y( = F’et + vy
0:=GO,; + 0%,

onde:
e( = (}“4’ X" X‘-l)‘: F= (17130)" CD*g = (0)(, &, 0)‘

43



it
L2t

1 0 O W 0 0
G=|0 ¢, ¢,|, W*=| 0 U 0]|ea*~N(, W%.
01 0 0 0 O

Este modelo serviu de base para a obtengdo dos resultados. O
procedimento para a simulagdo segue aquele descrito na se¢do 2.7, sendo que os
parametros do modelo que devem ser estimados sdo o = {¢1, §2, V, W, U} e ©,,
onde @,,= (0o, 01, ..., 6p).

O método utilizado para o procedimento de inferéncia e estimagdo dos
pardmetros é o amostrador de Gibbs, o qual, a partir de resultados de simulagio,
foeceu, como resultados: (1) estimativas dos parametros, (2) verificagdo de
convergéncia, (3) graficos dos valores gerados.

Outro resultado a ser explorado foi a utilizagdo das estimativas para se
obterem previsGes um passo a frente. Estas previsdes foram obtidas de duas
maneiras: (1) a partir das equagdes de atualizagdo e (2) a partir dos vetores de
estado provenientes da “amostragem para tras”, ao aplicar o algoritmo FFBS.

Desta forma, pode-se comparar estas duas séries com a série original. De
maneira similar, pode-se comparar os erros de previsdo para os dois casos e
identificar a série que melhor se ajustou com base no erro quadratico médio.

Na aplicagdo com dados simulados, foram utilizadas duas cadeias em
paralelo para avaliar a convergéncia e diferentes tamanhos de série, iguais a 200,
500 e 800 observagdes. As séries foram geradas segundo os valores ¢; = 0,6, ¢,
=-0,4, V=05 W=0,9, U= 0,9. A distribuigio atribuida para 0o[D, possui

média e variancia dadas por:

0 03 0 0
mo=|0|,eCo=| 0 08 0
0 0 0 07
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Com relagdo a aplicagdo com dados reais, a série Canadian lynx,
Nicholls & Quin (1982), foi utilizada, com o amostrador sendo aplicado para
formecer as estimativas de ¢1, ¢, V e U. A matriz W foi trabalhada a partir de
fatores de descontos. A apresentagdo dos resultados comega com fator de
desconto igual a 0,90, depois com valor igual a 0,95 e, finalmente, com 0,99.

A série possui 100 observagdes anuais no periodo de 1821 a 1920, sendo
que o seu grafico pode ser visto na FIGURA 1.

35¢}

25}

15

0 10 20 30 40 & 6 70 8 S0 100
FIGURA 1 - Grafico da série Canadian lynx.

Os resultados obtidos na aplicagdo com a série Canadian Lynx foram
comparados com os obtidos na estimagdo a partir da inferéncia classica.
Nas duas aplicagdes, os resultados foram obtidos por simulagéo, na qual

o programa se estrutura da seguinte maneira: (1) definicio dos valores dos
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parametros e geragdo da série, (2) defini¢do de duas cadeias de valores iniciais
distintos para avaliar a convergéncia, (3) equagdes de atualizagdo, (4)
“amostragem para tras (FFBS)”, (5) amostragem do 2° bloco, (6) descarte das
observagoes iniciais, (7) obtengdo de valores alternados, (8) implementagdo do
teste de Gelman e Rubin e (9) estatisticas descritivas e graficos. Estes passos
estdo mais detalhados no decorrer dos resultados.

Na utilizagdo do amostrador de Gibbs, trabalhou-se com 8000 itera¢des
para cada uma das duas cadeias. Para reduzir o efeito destes valores inciais,
foram eliminadas as primerias vinte por cento observagdes, o que reduziu para
6400 o numero de observagdes para cada uma.

Dado que o amostrador € um processo Markoviano, tem-se que as
amostras ndo sdo tomadas independentementes, e sim com uma correlagdo de 1*
ordem. Para suavizar este problema, retirou-se 1 observagdo a cada 25 de um
total de 6400 observagoes de cada cadeia. Assim, esta nova série possui 256
observagoes, totalizando 512 ao analisar as duas cadeias.

As estimativas foram obtidas com base nestas 512 observagées e
utilizadas para compor as previsdes um passo a frente das duas maneiras
descritas anteriormente nesta seg3o.

E importante ressaltar que todas as quantidades a serem estimadas sio
aleatorias, sendo que trés delas sdo varidncias. A convergéncia pode se tomar
um pouco lenta e as estimativas perderem um pouco da precisdo.

O software utilizado para estes procedimentos de simulagdo e ajuste da
série real foi 0o MATLAB 6.0. Para a analise da série com base na inferéncia
classica, utilizou-se o software MINITAB v.12
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4 - RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta se¢do apresenta o desenvolvimento das distribuigGes necessarias
para a estimagdo dos pardmetros utilizando o amostrador de Gibbs. Sabe-se que
o amostrador é realizado considerando os blocos ®4la,D; € o,,| @, Dy, Assim,
em um primeiro momento é amostrado ®la,D,, para s6 entdo amostrar o.,,| ®,
D,.

Apés a definigio das distribuicGes necessarias, apresenta-se a
comparagio dos resultados a partir de dados simulados (se¢do 4.2) e a partir de
dados reais (se¢do 4.3).

4.1 — Distribui¢des condicionais completas

Comegando pelo bloco ®,a,D, , e seguindo os passos do algoritmo
FFBS descrito anteriormente, deve-se proceder com a filtragem comegando no
tempo 0 e caminhando até o tempo n. No tempo n é possivel obter uma amostra
do vetor 6,D,. ~ N(m,, C,).

Com base neste vetor amostrado, o interesse se concentra na obtengio
do vetor 04041, Dy, parat =n-1, ..., 1, 0. Para isto, necessita-se da distribuicdo do
primeiro e ultimo valores de 8, O primeiro passo é computar os momentos
destes dois valores a partir de p(, Xi1|X;, D), 0 que é exatamente a distribuigao
condicional bivariada para os dois elementos de 6, a partir da distribuigdo
conjunta completa 6, D; ~ N[m,, C,], onde:
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[T var(y,) cov(p,,X,) cov(p,,X,,)
m=| X, |[,eC=| cov(X,u,) var(X,) cov(X,, X1 |-

.Xt—l cov(X,,,K,) cov(X,,,X,) var(X, ;)

A partir do de fato que O = (M1, Xin1, X)), € de que
et = (”1’ Xb X(-l):

tem-se que o segundo elemento de 6, esta definido, uma vez que o vetor anterior,
04, é conhecido. Assim, é necessario amostrar o primeiro e ultimo elementos de
0, para depois completar com o valor de X,, ja conhecido a partir do vetor
amostrado anteriormente. Para amostrar estes elementos de O, defina as

seguintes matrizes:

g [ vat)  covi,X.)
ne _COV(Xt-l’p't) var(xt-l) ’
[eovwoX) |_4 L
2-"‘lz - _COV(X,,XH)] - zz: > = [OOV(].I,,X‘) OOV(X"X,_I )]:

eZ,, = var(X,), obtidos de C..

Observe que X,, representa a matriz de varidncias e covaridncias para o

primeiro e ultimo valores do vetor 6, que é o que se deseja amostrar.
Com base nestas matrizes, pode-se reorganizar o vetor 8, de forma que o

primeiro e segundo elementos sejam, respectivamente, p e X..,, ou seja:

041/042, D1 ~ N(m’,, C’)), para
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ol F

z, Z
m’, - ,eC’(=[ 11 IZ:I.
221 z22

ol

t

Definindo 0; , 18-se “teta t menos”, como o vetor (i, X.1)’, 0 qual deve

ser amostrado, tem-se:

0,' IXg, Dg, ~ Nz(}lz, zz )’

onde

- [;‘ ]+z,22 -X), 3.1)
t-1

Z,=Z,-Z,35%,. (3.2

A obtengdo de p; e I, se baseia na propriedade da distribuigdo normal

multivariada (Anexo A), a qual afirma que qualquer subconjunto de valores de
um vetor com distribuigio normal também possui distribuigio normal com

média e variincia obtidas de maneira similar a (3.1) e (3.2).

Desta forma, tem-se que

p(0; D, X) < |E,| " exp {-—[(0' ) =0 -n )]} (3.3)

Fazendo ew1 = X1 - 41X,
tem — se 1 ~ N(u, W) e e ~ N($2Xe, U). (34

A primeira parte de (3.4) vem do fato de que p+1 = i + @, cOm @; ~
N(0,W). Para o segundo termo, tem-se que Xeg = ¢:1X; + $2Xe1 + €441, COM g ~
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N(0,U). Como e+ = X1 - 91X, tem-se que e = $2Xi1 + €1, 0 que nos fornece
e ~ N($:2X1, U).

Assim, unindo as expressoes (3.3) e (3.4), tem-se que:

P(O; (B, D) o exp{-%[(ﬂ: ) Z;0; - uz)]}x

x exp{_ _;_I:(u'u-l _l'lt)z + (xt+l - 46X, _¢2Xt-l)2j'} ] (3.5)

w U

O segundo termo da expressao (3.5) pode ser reescrito como:

(p'm — U, )2 + (Xt+l -4 X, - 6. Xi )2 =
w U

= (P-t “Hwn )2 + (Xt—l - (X —¢1Xt)¢2-])2¢22 =
w U

=(P*t —Hn )W_l (l‘lt - l'l't+l) +
+ (X K~ X ) U (X - (K -4 X857

Escrevendo na forma matricial, tem-se:
[( K, J_( Ko )] l:w 0 ]_II:( Iy )_( Hena ]
Xt—l (Xm - ¢,X, )¢z- ! 0 U¢2- ? Xt—l (Xm - ¢1Xt )¢z- 1
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Definindo

n =( Hoa ) e X =[W 0 :ltem-se'
% (Xt+1_¢lxt)¢2_l % 0 U¢z_2 ’

2 2 .
(u'“‘;u‘) + Ko~ ¢1X{I_ $:X..) = (0: - “e.') 2;; (0;-— Ro; )

Voltando em (3.5), tem-se agora:

p(8] [Bur, D) o exp{—%[(ﬂ: -n,) Z;'(6; - uz)]}x

sop{-2lor-n, ) 226, ). 69

Reescrevendo (3.6), tem-se:

p(8; (81, Do)

o CXP{" %[(9: —N, ) Z;’ (0: - l‘z)"' (0;" "9; ) E;‘ (9; - "9; )]} - @D
Considerando a seguinte componente de (3.7),

;- 1) =510; -, )+ 671 2 671 ).

e efetuando as multiplicagGes dos termos, ela pode ser reescrita como:
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0, 'E;lot- -6, 'z;"z —p;E;’O: +";z;‘l‘z +
+0, L0, —07 I p,. —p 00 +p Top. . (3.8)

Esta ainda pode ser reescrita como:

=0, (53 +Z;00; -0, (E5'm, +E;hm, )

_(l‘lzz l+p9-zg )et +(ll.22 p’z +"l9-29-p9 ) (3'9)

A partir da equagdio (3.9), pode-se obter uma representagdo de 0; na

forma de uma distribuicdo normal bivariada. Completando quadrados, tem-se:

br- (22 s oy ) 2y - e 2 S e e 2, )
(u z-'+p9 z*‘ T, + z;;)’(z;‘ p2+2;; pol_)+

2 e E0n,) 610
Como as duas ultimas componentes de (3.10) ndo dependem de 0; , tem-se

P(0; [B41, D)

o< exp{—% h’— (2;'+ 28'; )" (2;'p2+ 2;; B )] (2;’+ 2;; )x

X[f’I— (251*‘}33;1 )-1(231“2‘*2;"0: )]}
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a qual tem a forma de uma distribuigio normal para 6, .
Com base na forma obtida acima, chega-se a:

0; |1, Da ~ N, X ), G.11)

onde p; = (Z;’+E;§ )1 (Z;' Byt I By )

e zf=(z;'+z;; "

Desta forma, amostra-se um valor para 0; a partir de (3.11), e entdo

completa-se com o valor de X; ja amostrado em Ou;. Este procedimento é
repetido para t = n-1, ..., 0 até que o vetor ®, = {0,, 0,4, ..., 0;, Op) seja
amostrado.

Com isso, o primeiro bloco esta amostrado e pode-se agora utilizar as
informagGes obtidas — conjunto de todos os vetores 6 — para proceder a
amostragem do segundo bloco, o qual é composto pelas seguintes distribui¢des

condicionais completas:

(@) ¢V, W, U, 0e,D,
® Vi§, W, U, ©, D,
© Wi, U,V, 0, D,
@ Up,V,W,0,D,.
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a) Amostragem de ¢V, U, W, ©, D,: Com base na segdo 2.7, tem-se que a

distribuigdo condicional completa para o vetor de pardmetros ¢ é proporcional a

b | DI(P(Z, |0, D,)] [exp(-(X, ~Z., $)*/2U)

t=1

Serdo consideradas, para a anilise , as prioris $|Do ~ uniforme e
Zo|o,, Do ~ constante. Desta forma, como o primeiro e segundo termos s&o

constantes, tem-se:

[ Jexp(-(X, - Z,., $)*/20) =

1=3

= expi- _21_U t; [(XH X,., {Z; ):I I:(X,_, X2 {::: )] -2X, (Xt-l X2 Z‘ J +X?

_—_exP{--é%'; 3 ¢2{§:J(x,_, xt_z{Z:)—z(x,x,_, XtXt-z)(Zj+Xf]}

Aplicando o somatério, obtém-se:

1 zx'z" ZX X2 ¢l ¢1
U -2(ZX X, XX b>
exp{ U |:(¢l ¢2 zxt_zx 1 zxf.z ¢2 ( t -1 1< -2 ¢2 +

onde Z significa i .
=3
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Definido A =|: ZX(4 ZX X eB = [ZX‘Xt—l

, tem-se:,
zxt—ZXt—l zx?—z thXt-2:|

exp{— %[(qs, é, )A(Zj - 2B‘(z:: +IX? J} ,

Portanto, completando quadradds, tem-se:
p@IV, U, W, 0, D;) =

—exp {_L(¢ ~A'B)A(p-A"B)-B A" B+ZX3}

2U

{6~ ") ap-a"n)),

ou seja, 9V, U, W, ©, D) ~ N(A"B,UA™).

b) Amostragem de V|, W, U, @, D;;:

Tem-se que a distribui¢io condicional completa para o pardametro V é
proporcional a:

B(V | Do)V exp(=> v2/2V) 3.12)

t=1

Considera-se uma priori GI (a, B) para V|D,, ou seja,

p(VIDo) o V&P eXP(— %)
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Desta forma,

_n n 2
p(V |4, W, U, ©, D V'(“")exp(— %) v zexp[_zv_r)

- {n+;a+‘)_exp{_%e(z°: (v,-Fo,f +2{3D}, (3.13)

t=1
uma vez que v = Y, — F'0,.
Desta forma, obtém-se a distribuigdo para a condicional completa V | ¢,
W, U, ©,, D,, como uma distribuigdo Gama Inversa (Anexo A), ou seja,

V|4, W,U,®©, D, ~ GI[“*Z“ %[(Z(Y‘ _F o,)z)+2ﬂD.

2 t=1

O procedimento para obter as outras duas distribuigdes condicionais
completas W| ¢, U, V, ®,, D, e U| ¢, V, W, ®,, D, é similar ao desenvolvido
com relagdo a distribuigdo para V |, W, U, ®,, D,.

¢) Amostragem de W| ¢, V, U, ®,, D.:

Considerando ®, =, — li,_,, tem-se que a distribuigdo desejada é proporcional

a.

POW | D, )W exp(—>" 02/2W) G.14)

t=1
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Considera-se uma priori GI (o, B) para @|Dy, ou seja,

p(WIDo) W"“"’GXP(- %)

Desta forma,

p(wl¢aV:U:®thn)x

W—(a+l)exp(_. -\%) . W%exp{— %(%Zj: (p't ~Hea )z )} ’

e entdo:
pW19,V,U, 0, D)

W{n;m*‘).exp{—%(%(i (TR & +2BD} (3.15)

t=1

Dado que a forma de (3.15) se assemelha a forma da distribuigdo Gama
Inversa, podem-se definir os pardmetros da mesma forma como realizado para a
variavel V.

Desta forma, obtém-se a distribuigéo para a condicional completa W | ¢,

V, U, ®,, D,, como uma Gama Inversa, ou seja,

2 2 t=1

W|4,V,U,©, D)~ Gl(“”“,l[(i(u, —u..1)2)+ZBD-
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d) Amostragem de U| ¢, V, W, ®,, D,:

Considerando u, =X, -¢,X,, -¢,X,, tem-se que a distribui¢do

desejada é proporcional a:

p(U|D,)Uexp(-3. u?/20), (316

t=1

Considera-se uma priori GI (a, B) para u|Dy, ou seja,

p(U|Do) U“““’exp(— %)

Desta forma, p(U |, V, W, ®,, D)

weeg(- &) uenf- 1156, -4, -4x. ) )|

t=3

e entdo:
P(IJ I¢:.\n ‘Nn ()n,I)Q)CC

n+2a

U_( 224 exp{__ﬁ( (Z(X ~$X._, -,X ,2)2+2BD} (.17

Desta forma, obtém-se a distribuigdo para a condicional completa U | ¢,

V, W, @, D, como uma Gama Inversa, como pode ser visto abaixo:

U|¢,v,w,®n,Dn~GI[“+22°‘ 1(Z(X —$X,, - X .2)’+ZBD

t=3
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4.2 — Aplicagdo com dados simulados
Segue-se agora com a utilizagdo das distribuigGes definidas na segdo 4.1

para séries geradas seguindo um processo AR(2) e com tamanhos iguais a 200,
500 e 800 observagdes.

Analise considerando uma série com 200 observacdes

A FIGURA 2 apresenta o grafico da série:

45

20

0 S0 100 150 200 250

FIGURA 2: Grafico da série simulada com 200 observagdes com base em um
modelo AR(2).

A FIGURA 3 apresenta o grafico e o histograma para os 12800 valores
obtidos para cada um dos pardmetros (com as 20% primeiras observagdes ja
eliminadas). Os graficos estdo na seguinte ordem: Série original, ¢;, ¢,, V, W e
U.
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FIGURA 3: Grafico e histograma dos valores da série gerada e dos parametros
b1, ¢, V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 200
observagoes.
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Pela FIGURA 3 nota-se que a série para todos os pardmetros parece
convergir. Os histogramas para os pardmetros ¢;, ¢, ¢ W sugerem a forma de
uma distribuigio normal, ao passo, que, para V e U, se assemelham a de uma

Gama Inversa.
A anilise descritiva dos pardmetros, considerando as 512 observagoes,

pode ser observada na TABELA 1.

TABELA 1 — Resultado da inferéncia sobre os parametros, considerando uma

série com 200 observagoes.

Pardmetros Valor Média  D.P R 1.C (95%)
Real

. 0,6 06028 02825 1,0043 (0,0491 ; 1,1565 )

b2 0,4 -0,0871 02656 10234  (-0,6077;0,4335)

\% 0,5 04111 01463 1,0023 (0,1244 ; 0,6978 )

w 09 65660 08267 0,9982 (4,9457 ; 8,1863 )

U 09 03547 01294 1,003  (0,1011;0,6083)

Com base na TABELA 1, vé-se que apenas as estimativas para ¢, ¢ para
V se aproximam dos valores dos pardmetros. A estimativa de ¢, ndo se mostrou
significativa, e a de W apresentou valor bem maior do que o real. O valor da
estatistica R atingiu valores desejados, afirmando a convergéncia de cada um

dos cinco parametros.
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Na FIGURA 4 sdo apresentados os graficos considerando as 512

observagdes utilizadas para obter as estimativas.

2 200
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FIGURA 4: Grafico e histograma da série utilizadas nas estimativas de ¢; e ¢,,

V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 200 observagdes.
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Com base nas estimativas obtidas, a comparagdo das séries obtidas a
partir de previsdes um passo a frente pode ser vista na FIGURA 5.
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FIGURA 5: : Grafico da série original, atualizada e “amostrada para tras”,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA acima, nota-se um melhor ajuste em relagdo a série real
para a série “prevista” a partir da “amostragem para tras”. As estimativas podem
ser vistas na TABELA 2.

TABELA 2 - Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.

Estimado DP EQM
Série atualizada 0,2119 2,6074 6,8434
Série “amostrada para tras” -0,0280 0,6109 0,3721
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Pela TABELA 2, nota-se uma grande redugdo no erro de previsdao

quando se utilizam os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. O

grafico dos erros de previsao para as séries pode ser visto na FIGURA 6

s \ , :
| J1
i ) H \
| [ i
0 50 100 150 200
0 50 100 150 200

FIGURA 6 — Erros de previsdo considerando a série atualizada e “amostrada

para tras”, respectivamente.

Para melhor avaliar o comportamento do modelo, repetiram-se os

mesmos procedimentos, para os mesmos valores iniciais, numero de iteragoes,

mas com tamanho da série alterado.
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Analise considerando uma série com 500 observacdes

A FIGURA 7 apresenta o grafico da série:

55 , . . : .
50| .
45| -
40l ' .
3| i
30| M | .
25| - 1
20} ‘ 4
15 s L . s .

0 100 200 300 400 500 600

FIGURA 7: Grafico da série simulada com 500 observagdes com base em um
modelo AR(2).

A FIGURA 8 apresenta o grafico e o histograma para os 12800 valores

obtidos para cada um dos pardmetros (com as 20% primeiras observagdes ja
eliminadas). Os graficos estdo na seguinte ordem: Série original, ¢;, ¢,, V, W e
U.
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FIGURA 8: Grafico e histograma dos valores da série gerada e dos parametros

b1, ¢2, V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 500

observagdes.
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Pela FIGURA 8, nota-se que a série parece convergir para os cinco
parametros avaliados. Os histogramas para os parametros ¢;, ¢, W apresentam
a forma de uma distribuigdo normal, ao passo que os obtidos para V e U se
assemelham a de uma Gama Inversa.

A analise descritiva dos parametros, considerando as 512 observagdes,
pode ser observada na TABELA 3

TABELA 3 — Resultado da inferéncia sobre os pardmetros, considerando uma

série com 500 observagdes.

Pardmetros Valor = Média DP R I.C (95%)
Real

o 0,6 0,5295  0,2060  0,9990 (0,1257;0,9333)

¢; -0,4 -0,2636 0,2415  1,0045 (-0,7369 ; 0,2097 )

\% 0,5 0,3109 0,0920 11,0126 (0,1306 ; 0,4912)

w 09 43794 0,3583  1,0235 (3,6771,5,0817)

U 09 02767 00844  0,9995 (0,1113 ; 0,4421)

Com base na TABELA 3, vé-se que, como na situagdo para série com
500 observagoes, apenas as estimativas para ¢; e para V se aproximam dos
valores dos parametros. A estimativa de ¢, ndo se mostrou significativa, e a de
W continua apresentando valor bem maior do que o real. O valor da estatistica R
atingiu valores desejados (um pouco alto para W), afirmando convergéncia de

cada um dos cinco pardmetros.
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Na FIGURA 9 sdo apresentados os graficos considerando as 512

observagdes utilizadas para se obter as estimativas.
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FIGURA 9: Grafico e histograma da série utilizadas nas estimativas de ¢; e ¢,

V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 500 observagoes.
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Com base nas estimativas obtidas, a comparagdo das séries obtidas a

partir de previsdes um passo a frente pode ser vista na FIGURA 10.
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FIGURA 10: : Grafico da série original, atualizada e “amostrada para tras”,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA 10, nota-se um melhor ajuste para a série “prevista” a
partir dos vetores de estado obtidos na “amostragem para tras”. As estimativas
podem ser vistas na TABELA 4.

TABELA 4 - Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.

Estimativa DP EQM
Série atualizada 0,0625 2,2023 4,8541
Série “amostrada para tras” -0,0093 0,5564 0,3090
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Pela TABELA 4, nota-se um menor erro de previsao quando se utilizam
os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. A diferenga entre os
EQM para as duas séries continua grande. O grafico dos erros de previsdo para

as séries pode ser visto na FIGURA 11.

g Witk
© i

FIGURA 11 — Erros de previsdo considerando a série atualizada e “amostrada

para tras”, respectivamente.
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Analise considerando uma série com 800 observacgdes

A FIGURA 12 apresenta o grafico da série:
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FIGURA 12: Grafico da série simulada com 800 observagGes com base em um
modelo AR(2).

A FIGURA 13 apresenta o grafico e o histograma para os 12800 valores
obtidos para cada um dos pardmetros (com as 20% primeiras observagdes ja
eliminadas). Os graficos estdo na seguinte ordem: Série original, ¢,, ¢;, V, W e
U.
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FIGURA 13: Grafico e histograma dos valores da série gerada e dos parametros
¢, ¢2, V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 800
observagoes.
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Pela FIGURA 13, nota-se que a série para todos os parimetros parece
convergir. Os histogramas para os parimetros ¢; ¢ W sugerem uma distribui¢ao
normal; para ¢, verifica-se uma assimetria a direita. Os histogramas para Vel,
assim como nas outras séries, se assemelham a de uma Gama Inversa.

A analise descritiva dos pardmetros, considerando as 512 observagGes,
pode ser observada na TABELA 5

TABELA 5 — Resultado da inferéncia sobre os pardmetros, considerando uma

série com 800 observagoes.

Parimetros Valor  Média DP R L.C (95%)

Real
') 0,6 0,5011  0,1325  0,9998 (0,2414; 0,7608 )
b, -04 -0,4995 0,1670 1,0148 (-0,8268 ; -0,1722)
\Y% 0,5 0,2756  0,0680  1,0005 (0,1423 ;0,4089 )
w 0,9 3,5731 0,2549  1,0008 (3,0735,4,0727)

0,9 0,2529  0,0707  1,0015 (0,1143;0,3915)

c

Com base na TABELA 5, vé-se que as estimativas para ¢; e ¢, se
aproximam dos valores dos reais. O mesmo ndo ocorreu para as estimativas das
varidncias V e U, as quais entretanto, assumiram valores menores do que o
estipulado. A varidncia W novamente apresentou valor bem maior do que o real.
O valor da estatistica R atingiu valores desejados, afirmando convergéncia de

cada um dos cinco parametros.
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Na FIGURA 14 sdo apresentados os graficos considerando as 512

observagdes utilizadas para se obterem as estimativas.
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FIGURA 14: Grafico e histograma da série utilizadas nas estimativas de ¢; e

b2, V, W e U, respectivamente, considerando uma série com 800 observagaes.
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Com base nas estimativas obtidas, a comparagdo das séries obtidas a

partir de previsdes um passo a frente pode ser vista na FIGURA 15.
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FIGURA 15: : Grafico da série original, atualizada e “amostrada para tras”,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA 15, nota-se um melhor ajuste em relagdo a série real para
a série “prevista” a partir da “amostragem para tras”. As estimativas podem ser
vistas na TABELA 6.
TABELA 6 - Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.

Estimado DP EQM
Série atualizada 0,0813 2,0575 4,2399
Série “amostrada para tras” -0,0094 0,5259 0,2764
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Pela TABELA 6, nota-se um menor erro de previsdo quando se utilizam
os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. O grafico dos erros de

previsdo para as séries pode ser visto na FIGURA 16.
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FIGURA 16 — Erros de previsdo considerando a série atualizada e “amostrada

para tras”, respectivamente.
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A comparagao dos resultados obtidos para as trés séries analisadas pode
ser vistana TABELA 7.

TABELA 7 — Comparagdo das estimativas dos parimetros e do erro quadratico

médio obtido para cada tamanho de série.

Tamanho da série
Valor 200 observagdes | 500 observagdes | 800 observages
Real ~Média DP | Média DP | Média  DP
o 0,6 0,6028 0,2825 | 0,5295 0,2060 | 0,5011 0,1325
b2 -0,4  -0,0871 10,2656 | -0,2636 0,2415 | -0,4995 0,1670
\Y% 0,5 0,4111 0,1463 | 0,3109 0,0920 | 0,2756 0,0680
w 0,9 6,5660 0,8267 | 4,3794 0,3583 | 3,5731 10,2549
U 0,9 0,3547 10,1294 | 0,2767 0,0844 | 0,2529 0,0707
EQM - atualizada 6,8434 4,8541 4,2399
EQM - amostrada 0,3721 0,3090 0,2764

Pela TABELA 7 pode-se notar: (1) as estimativas de ¢, se aproximaram

do valor real para as trés situagdes avaliadas, (2) com relagdo a ¢,, a estimativa
so foi satisfatoria para o tamanho da amostra igual a 800, (3) a varidncia W
apresentou valores bem maiores do que o real nas trés situagdo, valor este que
diminuia 2 medida que o tamanho da série aumentava, (4) as varidncias Ve U

apresentaram um comportamento similar e apresentaram estimativas inferiores

aos valores reais, (5) o EQM para a série atualizada apresentou valores bem

maiores do que para a “série amostrada para tras” em todas as situagdes e (6) os
valores do EQM diminuiram a medida que o tamanho da série aumentou.
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4.3 — Aplicacio com dados reais

Fator de desconto igual a 0,90

A FIGURA 17 apresenta o grafico e o histograma dos 12800 valores
obtidos para cada um dos pardmetros. Os graficos estdo na seguinte ordem: Série

original, ¢1,$2, Ve U.
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FIGURA 17: Grafico e histograma dos valores da série log;o lynx e dos
parametros ¢y, ¢z, V e U, respectivamente, considerando & = 0,90.

Pela FIGURA 17, nota-se que a série obtida para cada um dos
pardmetros parece convergir. Os histogramas para os pardmetros ¢1 e ¢2
evidenciam a forma de uma distribuigdo assimétrica a esquerda e a direita,
respectivamente, ao passo que os histogramas para V e U se assemelham a de

uma Gama Inversa.
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A analise descritiva dos pardmetros, considerando estas 512

observagées, pode ser observada na TABELA 8

TABELA 8 — Resultado da inferéncia sobre os parametros, considerando 8000

observag¢des em cada uma das duas cadeias em paralelo e 8 = 0,90.

Pardmetros  Estimativa D.P R 1.C (95%)
Y 1,1718 0,1937 1,0004 (0,7921;1,5515)
&2 -0,3671 0,2319 1,0024 (-0,8216 ; 0,0874)
\Y 0,1205 0,0483 1,0152 (0,0258 ;0,2152)
U 0,1623 0,0486  0,9985 (0,0670 ; 0,2576 )

Com base na TABELA 8, vé-se que a estimativa de ¢, ndo se mostrou
significativa e o valor estimado de R atingiu valores desejados. Os graficos com
a série e o histograma para os parimetros estimados com base nestas 512

observagdes podem ser vistos na FIGURA 18.
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FIGURA 18: Grafico e histograma dos valores dos parametros ¢1,¢2, Ve U,
respectivamente, com base nas 512 observagdes.
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A comparagio das séries obtidas a partir de previses um passo a frente
pode ser vista na FIGURA 19.
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FIGURA 19: Grafico da série original, atualizada e “amostrada para tras”,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA 19, nota-se um melhor ajuste em relagdo a série real para
a série “prevista” a partir da “amostragem para tras”. As estimativas dos erros de
previsdo podem ser vistas na TABELA 9.
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TABELA 9 — Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.

Estimado DP EQM
Série atualizada 0,0532 0,4524 0,2054
Série “amostrada para tras” 0,0049 0,2764 0,0749

Pela TABELA 9, nota-se um menor erro de previsao quando se utilizam
os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. O grafico dos erros de

previsdo para as séries pode ser visto na FIGURA 20.
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FIGURA 20 - Erros de previsio considerando a série atualizada e “amostrada
para tras”, respectivamente.
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Fator de desconto igual a 0,95

A FIGURA 21 apresenta o grafico e o histograma dos 12800 valores

obtidos para cada um dos pardmetros. Os graficos estdo na seguinte ordem: Série

original, ¢, ¢, Ve U.
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FIGURA 21: Gréfico e histograma dos valores da série logyp lynx e dos
pardmetros ¢y, ¢, V e U, respectivamente, considerando & igual a 0,95.

Pela FIGURA 21, nota-se que a séric obtida para cada um dos
pardmetros parece atingir a convergéncia. Os histogramas para os parametros ¢,
e ¢,. evidenciam a forma de uma distribuigio normal, ao passo que os

histogramas para V e U se assemelham a de uma Gama Inversa.

A anélise descritiva dos pardmetros, considerando a série com 512,

observagdes pode ser observada na Tabela 10
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TABELA 10 — Resultado da inferéncia sobre os parametros, considerando 8000

observagGes em cada uma das duas cadeias em paralelo e 6 = 0,95.

Pardmetros Estimativa DP R I.C (95%)
o 1,2453 0,1549 1,0033 (0,9417 ; 1,5489)
&2 -0,5070 0,1999 1,0074 (-0,8988 ; -0,1152)
\'/ 0,1002 0,0280 1,0023 (0,0453;0,1551)
U 0,1412 0,0366 1,0465 (10,0695 ;0,2129 )

Com base na TABELA 10, vé-se que todas as estimativas se mostraram
significativas. As estimativas de R atingiram valores desejados, indicando a
convergéncia do amostrador de Gibbs. Os graficos com a série e o histograma
podem ser vistos na FIGURA 22.
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FIGURA 22: Grafico e histograma dos valores dos parametros ¢;,¢;, Ve U,
respectivamente, com base nas 512 observagoes.
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A comparagio entre as séries previstas pode ser vista na FIGURA 23.
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FIGURA 23: Grafico da série original, atualizada e amostrada para tras,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA acima, nota-se novamente um melhor ajuste em relagdo a

série real para a série ‘“prevista” a partir da “amostragem para tras”. As

estimativas dos erros de previsdo podem ser vistas na TABELA 11.
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TABELA 11 - Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.

Estimado DP EQM
Série atualizada 0,0982 0,4406 0,2018
Série “amostrada para tras” 0,0264 0,2542 0,0640

Pela TABELA 11, nota-se um menor erro de previsio quando se
utilizam os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. O grafico dos

erros de previsdo para as séries pode ser visto na FIGURA 24.
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FIGURA 24 — Erros de previsio considerando a série atualizada e “amostrada
para tras”, respectivamente.
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Fator de desconto igual a 0,99

A FIGURA 25 apresenta o grafico e o histograma dos 12800 valores
obtidos para cada um dos parametros. Os graficos estdo na seguinte ordem: Série

Original, ¢1r¢2: Vel
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FIGURA 25: Grafico e histograma dos valores da série logy, lynx e dos
parametros ¢, ¢, V e U, respectivamente, considerando & igual a 0,99.

Pela FIGURA 25, nota-se que a série obtida para cada um dos
parametros parece atingir a convergéncia. Os histogramas para os parametros ¢;
e ¢, evidenciam a forma de uma distribuigdo normal, ao passo que os
histogramas para V e U se assemelham a de uma Gama Inversa.

A analise descritiva dos parametros, considerando a série com 512

observagoes, pode ser observada na TABELA 12.
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TABELA 12 - Resultado da inferéncia sobre os pardmetros, considerando 8000

observagOes em cada uma das duas cadeias em paralelo e 3 = 0,99.

Pardmetros  Estimativa D.P R L.C (95%)
N 1,2592 0,1307 1,0028 (1,0030; 1,5154)
o2 -0,5893 0,1536 1,0049 (-0,8904 ; -0,2882 )
\4 0,0939 0,0183 1,0097 (0,0580;0,1298)
U 0,1241 0,0298 1,0022 (0,0657 ;0,1825)

Com base na TABELA 12, vé-se que todas as estimativas se mostraram
significativas. As estimativas de R atingiram valores desejados, indicando a
convergéncia do amostrador de Gibbs. Os graficos com a série e o histograma
podem ser vistos na FIGURA 26.
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FIGURA 26: Grafico e histograma dos valores dos parametros ¢y, ¢, Ve U,
respectivamente, com base nas 512 observagoes.
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A comparagio entre as séries previstas pode ser vista na FIGURA 27.
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FIGURA 27: Grafico da série original, atualizada e amostrada para tras,
respectivamente, com base nas estimativas obtidas.

Pela FIGURA acima, nota-se novamente um melhor ajuste em relagdo a
série real para a série “prevista” a partir da “amostragem para tras”. As
estimativas dos erros de previsdo podem ser vistas na TABELA 13.
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TABELA 13 - Estimativa dos erros de previsdo um passo a frente para as duas

séries “previstas”.
Estimado DP EQM
Série atualizada 0,1908 0,4309 0,2202
Série “amostrada para tras” -0,0005 0,2021 0,0400

Pela TABELA 13, nota-se um menor erro de previsdo quando se
utilizam os vetores de estados a partir da “amostragem para tras”. O grafico dos

erros de previsdo para as séries pode ser visto na FIGURA 28.
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FIGURA 28 — Erros de previsdo considerando a série atualizada e “amostrada

para tras”, respectivamente.
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O interesse se concentra, agora, no ajuste do conjunto de dados segundo
um modelo AR(2) a partir da fungdo de verossimilhanga. A partir do ajuste, as
estimativas dos parametros e os erros quadraticos médios podem ser comparadas
em relagdo aos métodos de estimagdo utilizados. A TABELA 14 apresenta as
estimativas dos pardmetros ¢, e ¢, utilizando inferéncia classica e 8 = 0,90, 0,95,

0,99, assim como os respectivos os erros quadraticos médios.

TABELA 14 — Estimativas obtidas para ¢, e ¢, e erro quadratico médio,
segundo a maneira de estimagdo utilizada

5=0,90 §=0,95 5=0,99  Inf Classica
. 1,1718 1,2453 1,2592 1,3841
b -0,3671 -0,5070 -0,5893 -0,7546
EQM 0,0749 0,0640 0,0400 0,0570

Com base na TABELA 14, nota-se que o modelo utilizando & igual a
0,99 apresentou o menor erro quadratico médio, quando comparado com & =
0,90 e 0,95, e a estimagdo com base na inferéncia classica. Este fato implica em
uma melhor performance nas previsGes um passo a frente obtidas a partir dos

vetores de estado, no processo de “amostragem para tras”.

Consideracdes Finais

A convergéncia, medida pelo teste de Gelman e Rubin, ndo apresenton
problemas para nenhuma situagdo avaliada. Nos resultados de simulagdo e na
aplicagdo com dados reais, utilizaram-se 8000 iteragdes em cada cadeia, sendo
que resultados obtidos a partir de 5000 iteragdes apresentaram estimativas de R
um pouco mais distantes do valor de referéncia igual a 1, quando comparadas
com as obtidas para 8000.
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Na implementagdo do amostrador de Gibbs no caso da aplicagdo com
dados simulados, verificou-se sembre a estacionaridade do componente
autorregressivo, a qual é garantida com base nas seguintes condigdes:

b1 +¢2<1,
$b2-$1 <1,
¢ <1.

Este procedimento foi adotado para evitar que estes parametros
descaracterizassem a propriedade de estacionaridade.

Os altos valores apresentados pela variancia W sugerem uma dificuldade
na sua utilizagdo pratica devido a dificuldade de especificagdo a priori a respeito
de seu comportamento.

O procedimento para simulagdo na aplicagio com dados reais s se
comportou de maneira satisfatoria com a utilizagdo de fatores de desconto para
se trabalhar com a matriz W. Quando se propds nio utiliza-los, o procedimento
de simulagdo nao funcionou.

0 ajuste da série real se comportou muito bem com relagdo as previsGes
um passo a frente; entretanto, previsdes para “lags” maiores ndo foram avaliadas

Os parametros utilizados na distribuigdo a priori para as variancias

foramaep=2.
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5 - CONCLUSOES

Com base na teoria apresentada e nos resultados obtidos a partir de

procedimentos de simulagdo e aplicagdo em dados reais, pode se concluir que:

O

@

€))

@)

©®)

Foi possivel obter as distribuigdes condicionais completas para os
parametros avaliados e apresentou-se todo o desenvolvimento e
aplicagdo do algoritmo FFBS para o caso de um modelo AR(2).

As séries que possuem um maior nimero de observagdes foram
melhor ajustadas. As estimativas dos pardmetros se aproximaram
dos valores reais, com excegdo do valor de W, que assumiu valores
bem maiores do que o real.

Os dados da série Canadian Lynx, utilizados na aplicagdo, se
ajustaram muito bem com a aplicagdo de Modelos Lineares
Dinamicos. O resultado da comparagéo entre a estimagio a partir de
fatores de desconto iguais a 0,90, 0,95 ¢ 0,99, com a estimagdo a
partir da inferéncia classica, foi favoravel a estimagéo utilizando 8 =
0,99, a qual apresentou o menor erro quadratico médio.

As séries obtidas com base na “amostragem para tras” apresentaram
um melhor ajuste da série original, quando comparadas com o
ajuste das séries obtidas pelas equagGes de atualizagdo. Este fato
ocorreu tanto com a série gerada quanto com a série real.

A modelagem de Séries Temporais via Modelos Lineares
Dinamicos por meio de Inferéncia Bayesiana se mostrou aplicavel,
de implementagdo direta e se ajustou bem tanto i série simulada

quanto a série real.
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ANEXO A - DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE
Distribui¢do Normal

Uma variavel aleatoria X possui uma distribuigdo normal com média m

e variancia V se e somente se:

__ 1 X-m)?
PO v exP[ 2V ]

Cuja notagdo é X ~ N[m, V].

Distribui¢io Normal Multivariada

Um vetor aleatorio n-dimensional X tem uma distribuicio normal
n
multivariada se e somente se Z:aiXi ¢ normal para qualquer vetor de
i=1
constantes a = {a,, ...,an} diferentes de zero.

Se X é normal multivariado, entdo E[X] = m e V[X] = V. As
quantidades m e V definem completamente a distribuigsio cuja densidade é:

000 = {ary [V I exp[— (x-m)';"l (X - m)].

E notagdo dada por X ~ N[m, V].
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Tem-se, ainda, que os subvetores de X sdo independentes se e somente
se eles forem ndo correlacionados. Em particular, se V é bloco diagonal, entdo
os subvetores correspondentes de X so mutuamente independentes.

A distribuigiio condicional de qualquer subconjunto de X, dados outro
subconjunto também possui distribuigio normal dada pela seguinte maneira:

Adotando uma partigdo de X em X, e X;, tem — se

(1) XilXz) ~ NImi(Xy), Vu(Xp)], onde

my(Xo) = m, +V,,Vy, (X, —m,)e
VuX) =V, - Vnzvz-zlvzl

Para obter (X;/X;), basta inverter os subindices.
3 — Distribui¢do Gama

Uma variavel aleatoria ¢ > 0 possui uma distribuicdo Gama com

pardmetros n > 0 e d > 0 se e somente se

p() o ¢ exp(— ¢d) $>0,

cuja notagdo é ¢ ~ G(n, d).

Inserindo a normalizagdo, tem-se:
dn o-1 . ~
PO = 3¢ exp(~ ¢d), onde [() é a fungdo gama.
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4 — Distribui¢io Gama Inversa

Uma variavel aleatoria ¢ > 0 possui uma distribuigdo Gama Inversa com

parametros n > 0 e d > 0 se e somente se

_d e _4
() l..(n)¢ exp( ¢)’

cuja notagdo é ¢ ~ GI(n, d).

100



w g A

ANEXO B — PROGRAMA UTILIZADA NOS PROCEDIMENTOS DE
SIMULACAO

O programa foi desenvolvido no Matlab 6.0. Os textos apoés o sinal “%”

significam comentarios

%SIMULACAO - MODELO AR(2)
o/,

VA

clear

%

%GERANDO A SERIE

[ 74

am = 800; %Tamanho da amostra a ser gerada

des = 200; %O0bservagdes iniciais da amostra que serdo descartadas

%Geragao dos erros
o/
randn('state',1);

V=05

v = normrnd(0,sqrt(V),(am+des+1),1);

randn('state',2);
wW=0,9;
w = normmd(0,sqrt(W),(am+des+1),1);

randn('state’,3);
U=0,9;
u = normmd(0,sqrt(U),(am+des+1),1);

%Valores dos parametros
[ VA

fil =0.6;

fi2 =-0.4;

mi(2,1) = 10;

x(1,1)=0;

x@2,1)=0;
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%Construgio da série
o/,
for i = 3:(am+des+1)
mi(i,1) = mii-1,1) + w@,1);
x@i,1) = fil*x(i-1,1) + fi2*x(i-2,1) + u@,1);
);g(i,l) =mi(i,1) + xG,1) + v(i,1);
en

fori=1:(am+1)

y(i,1) = yg((i+des),1);
end

o/
/

% MCMC

9/
VA

it=2;
nit = 16000 %Nimero de iteragdes
1=0;

F=[1;1,0];

T=[0.1-0.5; %Valores Iniciais
-0.2 0.3;
09 0.1;
0.3 0,9;
0.6 0.8];

whileit<nit+1  %Inicio do amostrador de Gibbs

9% Utilizado para pegar os valores iniciais da matriz T
% na iteragiio de mimero 8001 (inicio da segunda cadeia)
0/,
if rem(it-2,nit/2)==0 & it<nit

paral(1,1) = T(1,1+(it-2)/(nit/2));

para2(1,1) = T(2,1+(it-2)/(nit/2));

para3(1,1) = T(3,1+(it-2)/(nit/2));

parad(1,1) = T(4,1+(it-2)/(nit/2));

para5(1,1) = T(5,1+(it-2)/(nit/2));

fil = paral(l,1);

fi2 = para2(1,1);

V =para3(1,1);
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W =parad(1,1);
U = para5(1,1);
parl(it-1,1)=paral(l,1);
par2(it-1,1)=para2(1,1);
par3(it-1,1)=para3(1,1),
par4(it-1,1)=para4(1,1);
par5(it-1,1)=para5(1,1);
end

G=[10 0O %Defini¢do da matriz G
0 fil fi2;
01 0]

% Matrizes utilizadas para armazenar as quantidades amostradas
0/,

at = [0,0;0];

At =[0;0;0];

mt = [0;0;0];

tetat = [0;0,0];

Rt=[000;,000;000];

Ct=[000;000;000];

0/,

% FILTRANDO PARA FRENTE

0/,

A ' n

%Especificagio da média e varidncia a priori para Teta 0
0/
m = [0;0;0];

C=[0300,00.80;000.7];

WA=[W00,0U0;000]; % MatrizW*

teta = mvnrmd(m,C,1)’; % Funciona como a informagdo inicial

%Inicio da amostragem para frente
0/, p

fori= l:(am+1)
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R =G*C*G' + WA,
Rt = [Rt R];

%Previsdo um passo a frente
o/

f(i,1) =F'*a;

QG,1) =F*R*F +V;

%Atualizagio
o/
A =(R*F)/QG,1);

At = [At A];

e(i,1) = y(,1) - fi,1);
m=a+ A*e(i,1);

mt = [mt m];
C=R-A*Q(,1)*A}
Ct=[CtC];

%0Obtengdo de tetal|D1, ..., tetan|Dn
o/

teta = mvnmd(m,C,1)’;

tetat = [tetat teta];

end %Final da atualizagdo
%

9% AMOSTRANDO PARA TRAS

o/,

9%Eliminagio das primeiras e ltimas informagdes de cada quantidade
o/
at200 = at(;,2:(am+1));
Rt600 = Rt(;,4:3*(am+1));
£200 = (1:am, 1);

Q200 = Q(1:am,1);

€200 = e(l:am,1);

mt200 = mt(;,2:(am+1));
Ct600 = Ct(:,4:3*(am+1));
tetat200 = tetat(;,2:(am+1));

%Amostragem do vetor tetan|Dn

. ?t‘.,‘.).-'.'

Aioid

PR RN
)



!

0/,
/0

tetabt(1:3,am) = mvnmd(mt200(1:3,am),Ct600(1:3,(3 *am-2):(3*am)),1)";

%Inicio da amostragem para tras
0/
for j = (am-1):-1:1

tetab(1:3,j) = mvnmd(mt200(1:3,j),Ct600(1:3,(3*j-2):(3*),1)’;

%Defini¢do das matrizes

0/

sigmall = [Ct600(1,3*%j-2) Ct600(1,3%));

Ct600(3,3%-2) Ct600(3,3*)];

sigmal2 = [Ct600(1,3*j-1);
Ct600(2,3%))];

sigma21 = sigmal2',

sigma22 = Ct600(2,3%j-1),

%Defini¢do da matriz teta t menos

0/

tetamen = [mt200(1,));
mt200(3,))];

mi2 = tetamen + sigmal2¥inv(sigma22)*[(tetabt(3,j+1) - mt200(2,j))];
sigma = sigmall - sigmal2*inv(sigma22)*sigma21;

mitetat = [tetabt(1,j+1),
(tetabt(2,j+1) - fil *tetabt(3,j+1))/fi2];
sigmatetat = [W 0,
0 U*(fi2)*(-2)];

mimenos = inv((inv(sigma) + inv(sigmatetat)))*(inv(sigma)*mi2 +
inv(sigmatetat)*mitetat);
sigmamenos = inv(inv(sigma) + inv(sigmatetat));

%O0btengdo do vetor teta t menos

o/
A'd

tetamenos = mvnrnd(mimenos, sigmamenos, 1)';

%0btencio do vetor tetat
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o/
A\

tetabt(1:3,j) = [tetamenos(1,1); tetabt(3,j+1); tetamenos(2,1)];

end %Fim da amostragem para tras
%Obtengio dos valores de Xt e Mit
0/,

xist(1,1) = tetabt(2,1);

fori=2:am
mit(i,1) = tetabt(1,1);
xist(i,1) = tetabt(2,i);
end

% Calculo das quantidades wt, et e vt para serem utilizadas
% nas distribuigdes marginais a posteriori
o/,
fori=2:am

wt(i, 1) = mit(i, 1) - mit((i-1),1);
end

fori=3:am
et(i,1) = xist(i,1) - fil *xist((i-1),1) - fi2*xist(i-2,1);
end

fori=1l:am
wt(i,1) = y(i,1) - F**tetabt(1:3,i);
end

%Calculo do valores de X;., e X;

%
fori=2:am
xistm1(i,1) = xist(i-1,1);
ifi<3
xistm2(i,1) = 0;
else
xistm2(i, 1) = xist(i-2,1);
end
end

somaxtm12 = xistm1'*xistm];
somaxtm22 = xistm2'*¥xistm2;
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somaxtxtm] = xist'*xistm1;
somaxtxtm? = xist"*xistm2;
somaxtmlxtm? = xistm1'*xistm2;

%Amostragem de fil e fi2 com base na distribuigéo marginal a posteriori
o/
Afi = [somaxtm]12 somaxtmlxtm2;
somaxtmlxtm2 somaxtm22];
Bfi = [somaxtxtml;
somaxtxtm?2];
paral = mvamd(inv(Afi)*Bfi, inv(Afi))*U, 1)’;

parl(it,1) = paral(l,1);
par2(it,1) = paral(2,1);

fil =paral(1,1); % Atualizagdo dos valores para
fi2 =paral(2,1); % serem utilizados no amostrador

pl =fil; % Utilizado para verificar a estacionariedade
p2 =fi2;

0/
/0

% CONDICIONAL PARAOV,WeU

(74
/0

% Calculo das quantidades necessarias para a distribuicdo
% marginal a posteriori para as varidncias

o/

wt2 = wt'*wt;

et2 = et'¥et;

vt2 = vt'*vt;

% Valores dos pardmetros da gama inversa a priori
o/
v

a=2,;
b=2,
n=am;

% Definigio dos parametros

0/,
/0~

a2 = (n+2%*a)/2;
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bv = (vt2+2*b)/2;
bu = (et2+2*b)/2;
bw = (Wt2+2*b)/2;

%Calculo dos valores da Gama Inversa para cada uma das variancias
o/,
par3(it,1) = 1/gammd(a2,1/bv);

V = par3(it,1); % Atualizagdo do valor

pard(it,1) = 1/gammd(a2,1/bw);
W = pard4(it,1); % Atualizagdo do valor

par5(it,1) = 1/gammd(a2,1/bu);
U = par5(it,1); % Atualizagdo do valor

%Checagem da condiggo de estacionaridade
o/
if [((p1 + p2)<D&(P2-pD<D& (-1<p2) & (p2<1)]
it=it +1

else it=it

fil = parl(it,1);

fi2 = par2(it,1);

V = par3(it,1);

W = pard(it,1);

U = par5(it, 1);

=11
end

end %Fim do amostrado de Gibbs

%Eliminagio das 20% primeiras observages em cada cadeia

o/

k=1,

per=0.2;

perc = 0.2*(nit/2),

for j=(perc+1):(nit/2):nit;

for i=j;j+((nit/2)-(perc+1));

fiestlx(k,1)=parl(i,1);
fiest2x(k,1)=par2(i,1);
vvx(k,1)=par3(,1);
wwx(k,1)=par4(i,1);
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uux(k,1)=par5@,1);
k=k+1;
end
end

%Estatisticas descritivas

0/

medias] = [mean(fiest1x) mean(fiest2x) mean(vvx) mean(wwx) mean(uux)]
desvios = [std(fiest1x) std(fiest2x) std(vvx) std(wwx) std(uux)]

% Utilizagdo de 1 observagdo a cada 25
0/,
k=1,
i=1;
for k = 1:(8*nit/10)
if rem(k,25)=—=0
fiest125(,1) = fiest1x(k,1);
fiest225(i,1) = fiest2x(k,1);
w25(@,1) = vwx(k,1);
ww25(@,1) = wwx(k,1);
wu25@,1) = uux(k,1);
i=i+l;
end
end

%Estatisticas descritivas
o/
medias = [mean(fiest125) mean(fiest225) mean(vv25) mean(ww25)
mean(uu25)]

desvios = [std(fiest125) std(fiest225) std(vv25) std(ww25) std(uu25)]

%Implementagdo do teste de Gelman e Rubin
o/

nc=2;
d=size(fiest125,1)/2;
nl=1;
n2=d,
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%Separacéo das observagdes em duas cadeias
[ VA
pfil = [fiest125(n1:n2,1) fiest125(nl+d:n2+d,1)];
pfi2 = [fiest225(n1:n2,1) fiest225(n1+d:n2+d,1)];
pV = [vv25(n1:n2,1) vv25(nl+d:n2+d,1)];

pW = [ww25(nl:n2,1) ww25(nl+d:n2+d,1)];

pU = [uu25(1:n2,1) uu25@1+d:n2+d,1)];

%Calculo da estatistica R para os pardmetros baseado no programa gr
(174
Rfil=gr(pfil)
Rfi2=gr(pfi2)
RV=gr(pV)
RW=gr(pW)
RU=gr(pU)

%Utilizagdo das estimativas para o calculo
%das previsdes um passo a frente

0/
fil = mean(fiest125);
fi2 = mean(fiest225);
V = mean(vv25);

W = mean(ww25);

U = mean(uu25);

F=[1,1,0];
G=[10 0
0 fil fi2;
01 0];

at = [0,0,0];

At = [0;0;0];

mt = [0;0,0];

tetat = [0,0,0];
Rt=[000;000;000];
Ct=[000;000;000];

0/,
% Equagdes de atualizagdo
0/,

A
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m = [0;0;0];
C=[0.300,0080;000.7];

WA=[WO00;0U0;000];
teta = mvnmd(m,C,1)";
for i = 1:(am+1)
a=G*m;
at = [at a];
R = G*C*G' + WA;
Rt=[RtR];
f(i,1) = F'*a;
Q@,1) =F*R*F +V;,
A = R*F)/QG,1);
At=[At A];
e(i,1) = y(i,1) - fli,1);
m = a+ A*e(i,1);
mt = [mt m];
C=R-A*Q(,1)*A";
Ct=[CtC];
teta = mvamd(m,C,1)";
tetat = [tetat teta];
end

9/
70

% Amostragem para tras

o/
/0

at200 = at(;,2:(am+1));
Rt600 = Rt(;,4:3*(am+1));
£200 = f(1:am,1);

Q200 = Q(1:am,1);

€200 = e(1:am,1);

mt200 = mt(:,2:(am+1));
Ct600 = Ct(;,4:3*(am+1));
tetat200 = tetat(:,2:(am+1));

tetabt(1:3,am) = mvnmd(mt200(1:3,am),Ct600(1:3,(3*am-2):(3*am)), 1)’;
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for j = (am-1):-1:1
tetab(1:3,j) = mvnmd(mt200(1:3,j),Ct600(1:3,(3%-2):(3*)),1)’;
sigmall = [Ct600(1,3%j-2) Ct600(1,3%j);
Ct600(3,3*j-2) Ct600(3,3*)];
sigmal2 = [Ct600(1,3%-1);
Ct600(2,3%))];
sigma21 = sigmal2’;
sigma22 = Ct600(2,3%-1);
tetamen = [mt200(1,j);
mt20003,)];

mi2 = tetamen + sigmal2*inv(sigma22)*[(tetabt(3,j-+1) - mt200(2,)))];
sigma = sigmal1 - sigmal2*inv(sigma22)*sigma2l; -

mitetat = [tetabt(1,j+1),
(tetabt(2,j+1) - fil *tetabt(3,j+1))/fi2],
sigmatetat = [W 0,
0 U*(fi2)"(-2);

mimenos = inv((inv(sigma) + inv(sigmatetat)))*(inv(sigma)*mi2 +
inv(sigmatetat) *mitetat);
sigmamenos = inv(inv(sigma) + inv(sigmatetat));

tetamenos = mvnmd(mimenos, sigmamenos, 1)';

tetabf(l :3,j) = [tetamenos(1,1); tetabt(3,j+1); tetamenos(2,1)];
end

% Calculo da série prevista e do EQM a partir da amostragem para trs

9/

for j=l:am
£5(j,1) = F'*tetabt(:,j); % série prevista
eb(j,1) = y(,1) - fvG,1); % erro de previséo
end

%Fim do Programa
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